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obtaining insight into the structure of data. 
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RESUMO 
 

A influência dos juros sobre o volume de crédito é um tema relevante na área e-

conômica. O assunto já despertou interesse de diversos autores, que fizeram uso de modelos 

estatísticos paramétricos para discutir o assunto (Topel, 1988; Vivacqua, 2007; entre outros). 

Esta dissertação apresenta a analise da influência das taxas de juros internacionais sobre o 

volume de operações de crédito externo no Brasil por meio de modelos de regressão não-

paramétrica com estimadores de núcleo. A motivação para uso dos métodos não-paramétricos 

está associada ao fato de que esses métodos permitem ajustar curvas de regressão num espaço 

vetorial mais amplo que o método regressão clássico (Härdle et al., 2004). Por utilizar regres-

são entre séries observadas ao longo do tempo, o trabalho também verificou a dependência de 

longo prazo das variáveis no contexto de séries temporais. O teste ADF (Dickey e Fuller, 

1979) e os estimadores de parâmetro de memória longa do modelo ARFIMA (Geweke e Por-

ter-Hudak (1983); Reisen, (1994)) foram aplicados analisar a estacionariedade dos resíduos 

das regressões. Os resultados das análises evidenciaram que as variáveis do estudo são co-

integradas de ordem fracionária, isto é, possuem dependência de longo prazo. A trajetória da 

curva de regressão não-paramétrica mostrou empiricamente que, no intervalo de Taxas de 

Juros correspondente a 1% e 2%, o aumento dessa Taxa não implica necessariamente em re-

dução no volume de operação de crédito externo. 

 

Palavras-chave: regressão não-paramétrica, estimador de núcleo e bandwidth. 



 

ABSTRACT 
 

The influence of interest on the amount of credit is an important topic in econom-

ic. In fact, it has attracted interest of several authors who have made use of parametric statis-

tical models (Topel, 1988; Vivacqua, 2007, among others). This dissertation presented to the 

analysis of the influence of international interest rates on the volume of foreign credit opera-

tions in Brazil by means of regression models with non-parametric estimators of core. The 

motivation for the use of non-parametric methods is linked to the fact that these methods can 

adjust the regression curves in a vector space wider than the classical regression method 

(Härdle et al, 2004). By using regression between series observed over time, this work also 

found a long-term dependence of the variables in the context of time series. The ADF test 

(Dickey and Fuller, 1979) and the estimators of long memory parameter of the ARFIMA 

model (Reisen, 1994) were applied to analyze the stationarity of waste from regressions. The 

results of this analysis showed that the variables are co-integrated fractional order, ie, have 

long-term dependency. The trajectory of the curve of non-parametric regression showed em-

pirically that, in the interest rate corresponding to 1% and 2%, the rate of increase does not 

necessarily imply a reduction in volume of external credit operation. 

 

 

Keywords: nonparametric regression, kernel functions, bandwidth. 
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1 INTRODUÇÃO 

As operações de crédito externo possuem um papel estratégico no desenvolvimen-

to econômico de um país. As fontes externas de financiamento permitem ampliar as possibili-

dades de investimento das empresas quando o custo de captação em bancos nacionais é supe-

rior ao de bancos estrangeiros.  

Greumad, Vasconcellos e Toneto (2002) afirmam que quando ocorre uma crise de 

liquidez no mercado financeiro internacional, os bancos podem adotar uma maior parcimônia 

na concessão de empréstimos. Com isso, as taxas de juros podem se elevar e o volume das 

operações de crédito se reduzir.  

Estudos realizados por Topel (1988) e Vivacqua (2007) ressaltaram a importância 

de se analisar a influência dos juros sobre volume de operações de crédito, através de metodo-

logias estatísticas de regressão paramétrica. Topel (1988) utilizou modelos de regressão di-

nâmica para analisar a sensibilidade do investimento habitacional dos Estados Unidos quando 

ocorrem mudanças das taxas de juros, destacando a existência de uma associação negativa 

entre taxas de juros e investimento.  Vivacqua (2007) estudou o impacto da política monetária 

sobre o investimento privado no Brasil através de um experimento empírico com base em 

dados em painel, e demonstrou que o investimento privado é afetado negativamente pelos 

juros1.  

Em 2005, a Federação das Indústrias do Estado de São Paulo publicou um estudo 

para avaliar a influência da variação das taxas de juros de longo prazo sobre o volume de ope-

                                                
1 Esses trabalhos seguem a linha da Teoria Pós-Keynesiana, que defendem a não-neutralidade da moeda como 

ponto focal da crítica à teoria ortodoxa. Para esclarecimentos ver Carvalho (1992). 
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rações de crédito direcionado pelo Banco Nacional de Desenvolvimento Econômico e Social. 

O estudo utilizou a técnica de regressão paramétrica por Mínimos Quadrados Ordinários 

(MQO) e demonstrou que a redução de 1% nos juros produz acréscimo de R$ 1,1 bilhão em 

operações de crédito.  

Os trabalhos supracitados, por serem desenvolvidos com base nas técnicas de mo-

delagem paramétrica, requerem pressupostos teóricos para inferência estatística. Isto é, eles 

pressupõem uma pré-especificação do relacionamento funcional das variáveis. Essa caracte-

rística é considerada um aspecto de rigidez do modelo (Härdle,1990). Por essa razão, aborda-

gens alternativas à modelagem paramétrica foram propostas na literatura, o que inclui os mo-

delos semiparamétricos e não-paramétricos.   

Aplicações dos modelos semiparamétricos podem ser encontradas nos trabalhos 

de Härdle e Stoker (1989), Ghysels e Serena (1996), Ferreira e Tusell (1996), Hastie e Tibshi-

rani (1991), Yatchew (2001), entre outros.   

No contexto não-paramétrico, Härdle e Kirman (1995) ajustaram uma curva de 

regressão não-paramétrica com estimadores de núcleo (ou Kernel) para estudar a influência de 

quantidades comercializadas sobre os preços no mercado de piscicultura Marseille (França). 

A justificativa para aplicação dessa técnica foi motivada em três aspectos: em primeiro lugar, 

porque os autores não possuíam pressupostos teóricos que justificassem o uso de uma deter-

minada especificação prévia do modelo; segundo, porque a utilização de modelos paramétri-

cos certamente impossibilitaria a identificação de características dos dados que somente pode-

riam ser observadas com uma técnica mais flexível; e por fim, porque os estimadores de nú-

cleo apresentam simplicidade matemática e maior compreensão intuitiva. Outros estudos en-

volvendo uso de técnica de regressão não-paramétrica podem ser encontrados em Azzalini, 
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Bowman e Härdle (1989); Ghysels e Serena (1996); Ferreira e Tusell (1996); Banks, Blundell 

e Lewbel (1997); Ziegelmann (2000); Shimakura et al (2001); Simonassi e Cândido Junior 

(2005) Racine (2008); entre outros. 

Seguindo a linha do trabalho de Härdle e Kirman (1995), essa dissertação propõe 

a aplicação do método de regressão não-paramétrica com uso do estimador de núcleo para 

analisar a relação existente entre as taxas de juros internacionais e o volume de operações de 

crédito externo no Brasil, no período de dezembro de 2002 a agosto de 2008.  

Neste trabalho, compara-se a metodologia não-paramétrica com uso do estimador 

de núcleo e o método de regressão paramétrica utilizando estimadores MQO. A trajetória da 

curva de regressão não-paramétrica demonstrou que, no intervalo de Taxas de Juros corres-

pondente a 1% e 2%, a elevação dos juros não implica necessariamente numa redução do vo-

lume de crédito externo. 

Por se tratar de um estudo envolvendo regressão com variáveis observadas ao 

longo do tempo, a dissertação tangenciou temas relativos a séries temporais e co-integração. 

O teste ADF (Dickey e Fuller, 1979) e os estimadores de parâmetro de memória longa do 

modelo ARFIMA (Geweke e Porter-Hudak (1983); Reisen, 1994) foram aplicados para anali-

sar a estacionariedade dos resíduos das regressões. Essa análise de não-estacionariedade apli-

cada aos resíduos da regressão não-paramétrica com estimadores de núcleo permitiu identifi-

car uma relação de longo prazo entre as variáveis estudadas. 

Esta dissertação está estruturada da seguinte forma. No Capítulo 2 é voltado à dis-

cussão dos principais aspectos metodológicos associados à regressão não-paramétrica com 

estimador núcleo, bem como alguns conceitos básicos da análise de séries temporais. O Capi-

tulo 3 corresponde a aplicação dos métodos de regressão não-paramétricos com estimadores 
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de núcleo ao conjunto de dados de Taxas de Juros Internacionais expresso pelas Taxa Libor 

ao ano e o Volume de Operações de Crédito realizados por pessoas empresas no Brasil, no 

período de dezembro de 2002 a agosto de 2008. Finalmente, conclusões e indicações para 

pesquisas futuras são apresentadas no Capitulo 4. 
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2 METODOLOGIA 

A seguir são apresentadas algumas definições consideradas no desenvolvimento 

deste trabalho. A maior parte das informações foram obtidas em Härdle (1990), Wand e Jones 

(1995), Eubank (1999), Yachew (2003), Morettin e Toloi (2004) e Racine (2008). 

2.1 MODELO DE REGRESSÃO 

Definição 1: Seja ( ) ( ) ( )1 1 2 2, , , , ..., ,n nX Y X Y X Y  uma amostra aleatória bivariada, 

independente, e ix um valor observado de iX . Considere o modelo  

� ( )i i iY m x ε= + ������ 1, 2,..., ,i n= � ������

onde 1 2, ,..., nε ε ε  são variáveis aleatórias não-correlacionadas que representam os termos de 

erro, tal que ( )| 0i i iE X xε = =  e ( ) ( )2|i i i iVar X x xε σ= = , ( )m g  é chamada de função (ou 

curva) de regressão e é dada por ( ) ( )|i i i im x E Y X x= = .  

Note que o modelo (2.1) remove as restrições paramétricas para ( )im x e permite 

que estruturas de várias formas sejam consideradas. Em particular, se ( ) 0 1i im x Xβ β= +  tem-

se um modelo de regressão linear simples, ( ) 0 1 lni im x Xβ β= + representa o modelo de Lin-

Log (Gujarati, 2004).  
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Definição 2: Um estimador ( )m̂ g  de ( )m g  é conhecido como suavizador linear, 

se para cada x R∈ ¡¡ , existe uma seqüencia de pesos ( ) ( )1 ,..., nw x w x , com ( )
1

1
n

i
i

w x
=

=�  e  

� ( ) ( )
1

ˆ
n

i i
i

m x w x Y
=

=� �� ������

Para estimar a função ( )m x  várias propostas podem ser encontradas na literatura. 

No contexto de regressão não-paramétrica com estimadores de núcleo, o estimador mais co-

nhecido foi desenvolvido por Nadaraya (1964) e Watson (1964). Outras estimadores alterna-

tivos foram propostos por Gasser (1979) e Müller (1979),  Cheng e Ling (1981),  Priestley e 

Chao (1962), entre outros.  

De acordo com Geenens (2008) a popularidade do estimador de Nadaraya-Watson 

deve-se à simplicidade de derivação, interpretação e programação. A seguir serão apresenta-

das a forma e a propriedade de consistência estatística desse estimador2. 

 

2.2 ESTIMADOR DE NADARAYA WATSON 

Definição 3: (Estimador de Nadaraya-Watson) Seja ,  0h h∈ >¡ .  O estimador de 

núcleo de Nadaraya-Watson (NW) é definido como a equação (2.2) com  

                                                
2 O estimador de “Nadaraya-Watson também é conhecido como estimador “constante local”. A explicação pra 

esta denominação é descrita, geralmente, quando se introduz o assunto de regressão polinomial local (Fan 
(1992)). 
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� ( )
1

,

i

i
n j

j

x x
K

hw x
x x

K
h=

−� �
� �
� �=

−� �
� �
� �

�
� ������

onde h  é chamado de bandwidth, ( )K g  é uma função par, contínua, limitada, e satisfaz as 

seguintes propriedades: 

(i)  ( ) ,K u du < ∞�  

(ii)  ( )lim 0,
u

uK u
→∞

=  

(iii) ( ) 1.K u du =�  

A Proposição 1 apresenta a consistência do estimador NW, provada para amostras 

independentes por Rosemblatt (1969) e Robinson (1983) para amostras dependentes. 

 

Proposição 1. Suponha que a função ( )K g satisfaz as condições (i) e (ii) acima, 

2 ,iEY <∞   para todo 1, 2,...,i n= , então, ( )
p

NW m x→ ,  quando .n → ∞   

Observação: 
p

→  significa convergência em probabilidade. 

Na equação (2.3), ( )K g é uma função conhecida como núcleo (ou Kernel). Em re-

gressão não-paramétrica, com estimadores de núcleo, diferentes tipos dessas funções podem 

ser utilizados. Na seção seguinte serão apresentados alguns tipos. 
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2.3 TIPOS DE FUNÇÕES KERNEL 

O tipo mais simples de função núcleo é conhecido como uniforme (ou retangular) 

que assume valor ( ) 1K u =  para o intervalo [ ]1,1u ∈ − . Na Tabela 1 mostra as funções mais 

populares. As ilustrações gráficas podem auxiliar entender como os pesos são atribuídos, con-

forme a Figura 1. 

Tabela 1. Tipos de funções Kernel. 
# Nome da função Kernel ( )K u  Domínio 

1 Epanechnikov ( ) ( )23 4 1 u−  [ ]1,1u ∈ −  

2 Tricubica ( )( )3370 81 1 u−  [ ]1,1u ∈ −  

3 Triangular ( )( )2 1 2 u−  [ ]1,1u ∈ −  

4 Normal ou Gaussiana ( ) ( )21 2 exp 2uπ  ( ),u ∈ −∞ +∞  

5 Uniforme ou retangular 1  [ ]1,1u ∈ −  

6 Quartica ( )( )2215 16 1 u−
 

[ ]1,1u ∈ −  

 
 

Com exceção da função de núcleo uniforme, as funções de núcleo atribuem pesos 

menores às observações que se afastam do centro da janela selecionada (ver Figura 1). Assim, 

a forma como os pesos são atribuídos dependem do tipo de função escolhidas.   

De acordo com Pagan e Ullah (1999) e Yatchew (2003), a escolha do tipo de fun-

ção núcleo produz pouca interferência prática no ajuste da curva de regressão.  O critério mais 

relevante é a seleção adequada do bandwidth, que será objeto de discussão na seção seguinte. 
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Figura 1. Curvas das funções de núcleo para [ ]1,1u ∈ − : (1) Epanechnikov, (2) Tricubica, (3) Triangular, 

(4) Normal ou Gaussiana, (5) Uniforme ou Retangular, (6) Quartica. 
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2.4 SELEÇÃO DO BANDWIDTH  

Esta seção é motivada pelas seguintes questões: qual é a importância da escolha 

do bandwidth no contexto da regressão não-paramétrica com funções de núcleo? O que acon-

tece com a curva de regressão quando esses valores são alterados? Que técnica pode ser em-

pregada para seleção adequada do valor do bandwidth? 

De acordo com Yatchew (1998) e Wand (1994), a seleção do bandwidth é o crité-

rio de maior relevância no ajuste de curvas não-paramétricas, pois determina o grau de suavi-

dade da curva de regressão.  

Para exemplificar como o ajuste de regressão não-paramétrica com estimadores de 

núcleo é influenciado pela escolha do bandwidth, foi realizada a simulação da função (2.1) 

com ( ) cos(4 )i i im x x xπ= , { }iε  independente e identicamente distribuído (i.i.d) com distribu-

ição normal de média 0 e variância 0,09, [ ]0,1ix ∈ e 1, 2....,100i =  para diferentes valores h: 

(a) h=0,05; (b) 0,15 ; (c) 0,45. Todos os cálculos foram obtidos no Software estatístico R ver-

são 2.7.1, subrotinas ksmooth e locpoly, disponível no site HTTP://www.r-project.org.  

Na Figura 2, a curva pontilhada refere-se à regressão ajustada e a curva sólida à 

verdadeira distribuição. Note que se o valor do bandwidth é pequeno (por exemplo, quando 

0,05h= ) a curva de regressão ajustada tende a reproduzir os valores observados. Porém, se o 

valor do bandwidth aumentar (por exemplo, quando 0,15h =  e 0,45h= ) a curva de regressão 

fica mais suave ou alisada.  
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Do ponto de vista teórico Härdle (1990) mostra que, quando h → ∞ , e conside-

rando o estimador NW definido em (2.3), tem-se ( )0ix X
K K

h
−� �→� �

� �
 e então 

�
( )

( )

( )
11

1

1

0
ˆ .

0

n

i n
i

in
i

i

K Y
m x n Y

K

−=

=

=

→ =
�

�
�

�
�

Segundo Gasser (1984), se por um lado a redução do valor do bandwidth aproxi-

ma melhor o ajuste da curva de regressão aos dados, por outro a elevação do valor do band-

width ocasiona decréscimos na variância do suavizador linear ao estimar a função ( )m x . Esse 

dilema é conhecido como trade-off entre viés e variância (Härdle (1990) e Yatchew (1998)), 

ilustrado na Figura 3. Note que na medida em que o valor do bandwidth aumenta, o desvio-

padrão  ( )( ) 1 2
ˆVar m xσ 	 
= � �  do estimador se reduz e, como conseqüência, o intervalo de con-

fiança fica menor. 

Portanto, a escolha de um valor ótimo do bandwidth é um ponto crucial na obten-

ção de uma boa estimativa da curva e regressão. Existem vários métodos estatísticos para  

obtenção de h, dentre os quais destacam-se Validação Cruzada (CV), Validação Cruzada Ge-

neralizada (GVC), o método plug-in originalmente proposto por Woodroofe (1970) e de suas 

respectivas variações propostas por Chiu (1991), entre outros. A Validação Cruzada, definida 

abaixo, é utilizada neste trabalho, por conta da popularidade e simplicidade de aplicação do 

método.  

Definição 4: (Critério de Validação Cruzada ou Cross Validation). Seja 

( ) ( ){ } ( )21

1

ˆ
n

i i i i
i

CV h n Y m x w x−
−

=

= −� , onde ( )ˆ i im x− corresponde ao estimador definido em 
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(2.2) com a retirada da i-ésima observação.  O valor do bandwidth ótimo  é obtido a partir da 

expressão ( )ˆ arg min .
h

h CV h=  

 
Figura 2. Aplicação da Regressão com estimadores de núcleo para diferentes valores bandwidth: (a) h=0,05; (b) 

h=0,015; e (c) h=0,45 
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Figura 3. Trade-off entre viés e variância para diferentes valores h: (a) h=0,05; (b) h=0,015; e (c) h=0,45 
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2.5 SÍNTESE DOS PROCEDIMENTOS DE AJUSTE DE MODELOS 

As seções anteriores se dedicaram na apresentação das principais definições e 

conceitos relativos à regressão não-paramétrica com estimadores de núcleo. Agora serão dis-

cutidos os procedimentos ou etapas a serem seguidos para utilização desses modelos.  

De acordo Yatchew (1998), a pouca popularização das técnicas de regressão não-

paramétricas devem-se basicamente a três razões: 1) maior complexidade teórica em relação à 

abordagem paramétrica; 2) ao fato de que, para validar as propriedades assintóticas dos esti-

madores de regressão não-paramétricos, são necessários conjuntos de dados significativamen-

te maiores que no caso da regressão tradicional; 3) por fim, em razão da pequena popularida-

de de softwares ou pacotes estatísticos para ajuste dos modelos. 

De fato, as técnicas de regressão não-paramétricas são menos difundidas na área 

da econometria aplicada. Entretanto, aos poucos essa metodologia está sendo incorporada aos 

manuais de econometria, e novos pacotes estatísticos são disponibilizados3.   

As etapas de estimação de modelos não-paramétricos envolvem procedimentos di-

ferentes daqueles utilizados no contexto de regressão paramétrica (ver Figuras 4 e 5). O es-

quema da Figura 4 foi desenvolvido com base em informações provenientes de um livro-texto 

clássico da área de econometria (Gujarati, 2006). 

                                                
3 Neste trabalho, o ajuste de curvas de regressão não-paramétrica com uso de estimadores de núcleo foram reali-

zado com base em pacotes disponíveis nos softwares estatísticos livres: R-Program (www.r-project.org) e 
XploRe (http://fedc.wiwi.hu-berlin.de/xplore.php). 
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Figura 4. Procedimentos para estimação de modelos de regressão paramétrica. 

 
 

A Figura 5 apresenta as etapas para ajuste de curvas pelo método de regressão 

não-paramétrico com estimadores de núcleo. Em síntese, os procedimentos desse esquema 

são os mesmos utilizados na Seção 3.3 deste trabalho. 

 
Figura 5. Procedimentos para ajuste de curvas de regressão não-paramétrica com estimadores de núcleo. 

 

Na comparação entre a Figura 4 e Figura 5 destacam-se algumas diferenças nos 

procedimentos de ajuste de curva paramétrica e não-paramétrica4. De maneira geral, as dife-

renças estão associadas ao fato de que na abordagem não-paramétrica não é necessário especi-

                                                
4 O que se quer destacar com os Esquemas 1 e 2 é apenas uma noção geral dos procedimentos adotados para 

ajuste de regressão paramétrico e não-paramétrico. Por uma questão de simplificação, os esquemas ocultam 
algumas etapas como, por exemplo, a análise de resíduos. 
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ficar o modelo previamente, tão pouco estimar parâmetros e testar hipóteses5.  A questão mais 

importante, como discutido na Seção 2.4, refere-se à seleção adequada do bandwidth ou pa-

râmetro de suavização.  

O estudo de regressão envolvendo variáveis observadas ao longo do tempo pres-

supõe a utilização de alguns conceitos relativos a séries temporais e co-integração, tendo em 

vista os riscos de se obter regressão espúria entre as variáveis (Yule, 1926). Diante desse con-

texto, a seguir serão apresentados conceitos básicos para diagnóstico de relações de longo 

prazo entre as variáveis. 

2.6 REGRESSÃO ESPÚRIA E CO-INTEGRAÇÃO 

A regressão espúria (ou regressão sem sentido) é um problema reportado com fre-

qüência na literatura econométrica. O assunto está relacionado à tendência de se aceitar a e-

xistência de uma relação entre duas séries, quando a relação não existe. Tecnicamente, esse 

problema pode ser verificado quando as equações de regressão de duas séries temporais apre-

sentam um grau de ajuste R² aparentemente alto, mas com valor de estatística de Durbin-

Watson pequeno. O problema é usualmente encontrado quando as series consideradas são 

não-estacionárias (ver Granger e Newbold (1974)).  

Um processo estocástico é definido como uma família indexada de variáveis alea-

tórias ( , )Z tω , onde ω  pertence a um espaço amostral e t  pertence a um conjunto indexado 

T. Para um t fixo,  ( , )Z tω é uma variável aleatória. . A população em séries temporais consis-
                                                
5 De fato, enquanto na abordagem paramétrica os modelos são expressos na forma de equações algébricas (por 

exemplo, 
ˆˆŷ xα β= + ), os métodos “totalmente” não-paramétricos utilizam ferramenta gráfica como meca-

nismo para analisar a curva de regressão ajustada.  
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te em todas as possibilidades de realizações de ( , )Z tω  e é definida como “ensemble”. Para 

um dado ω , ( , )Z tω  é função de t , e denominada “função amostral” ou “realização” ou “se-

rie temporal”. Portanto, série temporal é uma realização ou função amostral de certo processo 

estocástico (para detalhes ver Morettin e Toloi (2004) e Wei, 2006). A seguir será apresentado 

o conceito de processos estocástico. Será assumido que T é um conjunto de números inteiros, 

onde { }tZ  é uma variável aleatória do processo estocástico { }( , ) : 0, 1, 2,...Z t tω = ± ± . 

Definição 5.  (Estacionariedade6) Um processo estocástico é { }tZ é chamado fra-

camente estacionário de ordem 2 se, para qualquer  t ∈� , então ( )tE Z µ= , 2
0 ( )tE Zγ µ= −

são constantes que não dependem t e a covariância { }1 2 1 2( , ) ,t tt t Cov Z Zγ = é uma função 

1 2t t− . 

Definição 6. A função de autocorrelação (FAC) de um processo estacionário { }tZ  

é definida como
2 2

0

( )( )

( ) ( )
t t k k

k

t t k

E Z Z

E Z E Z

µ µ γρ
γµ µ

+

+

− −= =
− −

, 0γ corresponde à variância de tZ , 

onde k ∈� . 

 

Para um processo estacionário (Definição 5), a FAC apresente as seguintes propriedades: 

(i) 0 1,ρ =  

(ii) 1kρ ≤ , para todo k,  

(iii) k kρ ρ−= , para todo k, isto é, a FAC é uma função par e, portanto, simétrica, em 

torno da origem. 

                                                
6 Neste trabalho, será utilizada a expressão estacionário para evitar o uso constante da expressão estacionário de 

ordem 2. 



 30

Definição 7. A função de autocorrelação parcial (FACP) de um processo estacio-

nário de { }tZ  defini-se como a correlação entre as variáveis tZ  e t kZ + depois que a dependên-

cia linear das variáveis 1 2 1, ,....,t t t kZ Z Z+ + + − tenha sido removida.  

A seguir será apresentada a definição de um dos modelos mais populares na área 

de séries temporais. 

Definição 8. (Processo ARFIMA) Seja { }tZ  um processo estocástico com a se-

guinte representação 

� ( )(1 ) ( ) ,d
t tB B Z B εΦ − = Θ � ���	��

 onde d ∈¡ , (1 )dB−  é o operador de diferenciação fracionária dado por  

�
2

0

(1 ) ( ) 1 (1 ) ...,
2

d j

j

d d
B B dB d B

j

∞

=

� �
− = − = − − − −� �

� �
� �

B é o operador de retardo, isto é, m
t t mB Z Z −= . O processo { }tε é ruído branco com 

2( ) 0 e var( )t tE ε ε σ= = , para t ∈� . Os polinômios 1( ) 1 ... p
pB B Bφ φΦ = − −  e 

1( ) 1 ... q
qB B Bθ θΘ = − −  são os polinômios autorregressivo e de médias móveis, respectiva-

mente. O processo { }tZ com representação (2.4) é chamado de processo autorregressivo fra-

cionário e de médias móveis, ARFIMA (p,d,q). Para detalhes ver Reisen (1994) e Morettin e 

Toloi (2004). 

Hosking (1981) mostrou que se 0,5d <  e todas as raízes do polinômio ( ) 0zΦ =

ficam fora do circulo unitário, então { }tZ  é estacionário. O processo ARFIMA (p,d,q) tem 

sido bastante explorado na literatura. Diferentes aplicações podem ser encontradas em todas 

as áreas de conhecimento, devido à capacidade de modelar séries com diferentes tipos de 
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memória: memória curta ( 0d = ), memória intermediaria ( 0d < ) e memória longa ( 0)d >

(ver Reisen (1994)). 

Vários métodos de estimação do parâmetro d foram propostos na literatura e po-

dem ser divididos, basicamente, em dois grupos: métodos paramétricos e métodos semi-

paramétricos. Dentre os métodos paramétricos podem-se citar os trabalhos de Fox e Taqqu 

(1986), Sowell (1992), entre outros. Dentre os métodos semi-paramétricos, o mais popular é 

conhecido como GPH, proposto por Geweke e Porter-Hudak (1983). Outras variações do mé-

todo foram propostas por Reisen (1994), Robinson (1994), entre outros. Neste trabalho foram 

considerados os métodos GPH e Reisen (1994), obtidos com funções do software estatístico R 

versão 2.7.1, subrotina fracdiff. 

 A não-estacionariedade é uma característica freqüentemente observada no estudo 

de séries temporais econômicas. Um procedimento comum adotado antes de realizar a análise 

desse tipo de séries é a diferenciação. A diferenciação torna as séries estacionárias e, a partir 

de então, é possível aplicar as metodologias econométricas para estudar a dinâmica das séries. 

O conceito de integração, introduzido por Engle e Granger (1987), está relacionado com a 

não-estacionariedade das séries. Por essa razão, será apresentado abaixo. 

Definição 9. (Integração) Seja { }tZ  um processo representado por (2.4). { }tZ  é 

chamado integrado de ordem d, denotado por ~ ( )tZ I d , se são requeridas d diferenças para 

torná-lo estacionário.  

Quando 1d = , diz-se que o processo é integrado de ordem 1, ou o processo apre-

senta uma raiz unitária. Outras definições de integração podem ser encontradas em Abadir e 

Taylor (1999). 
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O conceito de co-integração é amplamente conhecido na área de econometria. A 

teoria introduzida por Granger (1981) e Engle e Granger (1987) tem sido um dos ícones da 

pesquisa na área.  Esses autores receberam o prêmio Nobel de Economia em função da rele-

vante contribuição científica no campo de modelagem de séries financeiras. Abaixo é apre-

sentada a definição formal de co-integração. 

Definição 10. (Co-integração) Seja 1 2( , ,..., )t t t ktZ Z Z=Z  um vetor de séries tem-

porais. As componentes de  tZ  são ditas co-integradas de ordem d, b, denotado por 

~ ( , )t CI d bZ  se: 

(i) Todas as componentes de tZ  são ( )I d ; 

(ii) existe um vetor β  tal que ´ ~ ( ), 0I d b btβ − >Z . O vetor β  é chamado de vetor 

de co-integração. 

A idéia básica de co-integração é estudar as relações de longo prazo entre duas ou 

mais variáveis. Vários estudos empíricos têm investigado a possibilidade de co-integração 

entre os elementos de tZ . Os testes de hipóteses do tipo 0 : ´ ~ (1)tH Iβ Z  contra 

1 : ´ ~ (0)tH Iβ Z  são conhecidos como “testes de raiz unitária” (Engle e Grenger (1987); 

Engle e Yoo (1987); Philips e Ouliaris (1990)).  

Entre os testes de raízes unitárias mais utilizados nos estudos de co-integração es-

tão: o testes de Dickey-Fuller (1979), Phillips-Perron (1988), Dickey-Fuller Aumentado 

(ADF)7 proposto por Said e Dickey (1984), entre outros. 

                                                
7 O teste ADF é uma extensão do teste de Dickey-Fuller (1979) e consiste em testar a nulidade do parâmetro ρ  

da regressão na regressão 1
1

k

t j t j t
j

Z Z Zt ρ δ ε− −
=

∆ = + ∆ +� , onde 1 B∆ = −  e 1/ 4k n= . Para maiores deta-

lhes ver Morettin e Toloi (2004). 
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Uma desvantagem dos testes de raiz unitária tradicionais no estudo da co-

integração é que não são apropriados quando as séries em estudo são fracionariamente inte-

gradas. Uma alternativa a esses método é utilizar estimador GPH para processos fracionaria-

mente co-integrados. 

Definição 12. Seja 1 2( , ,..., )t t ktZ Z Zt =Z  um vetor de séries ( )I d , as componen-

tes de tZ  são ditas fracionariamente co-integradas se o erro de co-integração é fracionaria-

mente integrado de ordem *d , onde *d d< . 
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3 ANÁLISES E RESULTADOS 

3.1 ANÁLISE DESCRITIVA DAS VARIÁVEIS 

Para avaliar a relação existente entre a Taxa de Juros Internacional ( tX ) e o Vo-

lume de Operações Crédito Externo ( tY ) utilizaram-se as seguintes proxies: Taxa de Juros 

Libor por dólar americano (% a.a.) e o Saldo das Operações de Crédito Externo realizado por 

pessoas jurídicas referenciadas em taxas de juros externas (% do PIB). O conjunto de dados 

possui 68 observações coletadas, mensalmente, no período dezembro/2002-agosto/20088 (ver 

Figura 6).  Todos os cálculos foram realizados no Software estatístico R versão 2.7.1 e dispo-

nível no site HTTP://www.r-project.org.  

 
Figura 6. Séries temporais das taxas de juros internacionais e do volume de operações de crédito externo. 

Fonte: Banco Central do Brasil. 
 

                                                
8 Será utilizado “juros” e “crédito” para se referir à taxas de juros internacional e volume de operações de crédito 

externo no restante deste documento. 
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A Figura 6 sugere a existência de uma relação inversa entre os juros e crédito. 

Sendo assim, quando as Taxas de Juros internacionais se elevam, o Saldo das Operações de 

Crédito Externo tende a se reduzir. Isto ocorre porque, o aumento nos juros produz elevação 

dos custos para contratar operações de crédito, como mostra o gráfico de dispersão apresenta-

do na Figura 7. Esse comportamento sugere relações de longo prazo entre as variáveis, que 

serão analisadas na seção seguinte. 

 
Figura 7. Gráfico de dispersão juros contra crédito. 

 

3.2 ANÁLISES DE RELAÇÕES DE LONGO PRAZO 

Neste trabalho, o procedimento adotado para verificar a existência de relação de 

longo prazo das variáveis compreendeu duas etapas: 1º) verificar a igualdade da ordem de 

integração das variáveis Juros e Crédito; 2º) caso as variáveis sejam da mesma ordem de in-

tegração, então, verificar a estacionariedade do vetor de resíduos. 
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 Os correlogramas das séries Juros e Crédito mostram um decaimento lento que 

sugere comportamento não-estacionário na série (ver Figura 8). A confirmação desse diagnós-

tico é possível ser feita por meio da aplicação dos testes ADF (ver Tabela 2) e o teste de GPH 

(ver Tabela 3). 

 
Figura 8. FAC das variáveis em estudo: (a) FAC Crédito; (b) FAC Juros. 

 

Os resultados dos Testes ADF, na Tabela 2, indicam que as variáveis Crédito ( tY ) 

e Juros ( tX ) são (1)I , portanto, não-estacionárias. A confirmação desse diagnóstico pode ser 

feita com base no estimador GPH na Tabela 3.  

 
Tabela 2. Teste de Dickey-Fuller Aumentado aplicado às Variáveis. 

 Variável Defasagens Estatística tτ  Valor p Integração 

tY  4 -1,2029 0,8989 I(1) 

tX  4 -0,9828 0,9340 I(1) 

 
Na Tabela 3, o valor da estimativa d confirma a não-estacionariedade das variá-

veis tY e tX  para diferentes valores do bandwidth dessa estatística. Todos os cálculos foram 

feitos pelo Software estatístico R versão 2.7.1 com uso da sub-rotina fracdiff. Lembre-se que, 

de acordo com a Definição 8, quando 0,5d ≥  a variável é não estacionária. 
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Tabela 3. Ordem de integração das variáveis obtida a partir do estimador GPH com bandwidth nα   

Variável Estatísticas 0,5α =  0,7α =  0,9α =  

tY  Estimativa d 1,2543 1,1566 1,1804 

Erro-Padrão 0,3480 0,1955 0,1386 

tX  
Estimativa d 1,2235 0,7874 0,7256 

Erro-Padrão 0,3480 0,1955 0,1386 
* Observação: o conceito de bandwidth utilizado no teste GPH é diferente daquele definido, na seção 2.4, para regressão 

não-paramétrica. Para saber mais sobre a escolha ótima do bandwidth no teste GPH ver Robinson (1994b). 
 
A ordem de integração das variáveis indica o risco de obter regressões espúrias 

entre as variáveis, como enunciado na Seção 2.6. Uma forma de contornar esse problema é 

verificar a existência de um vetor de co-integração entre as variáveis, que possibilitará o ajus-

te da curva de regressão com séries em níveis9.  

Então, como visto acima, tX  e tY  são (1)I , agora será preciso verificar se o termo 

de erro ( tε ) da regressão entre essas variáveis é (0)I . Esse tipo de análise consistirá na utili-

zação de resíduos provenientes de quatro tipos de modelos de regressão, sintetizados na Tabe-

la 4.   

Tabela 4. Tipos de modelos utilizados na aplicação. 
Modelos Paramétricos Modelos Não-Paramétricos 

Modelo 1: 1 2t t tY Xβ β ε= + +  Modelo 3: ( )t k t tY m X ε= +   

Modelo 2: 1 2 lnt t tY Xβ β ε= + +   Modelo 4: ( )t s t tY m X ε= +   

* Observação: Os termos 
k

m e 
S

m  são utilizados aqui apenas para diferenciar os modelos 3 (Kernel ou estimador núcleo) 4 (Splines). 

A justificativa para escolha dos modelos na Tabela 4 é com intuito de comparar 

dois tipos de modelos paramétricos e não-paramétricos de maior popularidade: o Modelo 1 

representa o modelo de regressão linear simples; o Modelo 2 corresponde a uma do modelo 

conhecido como Log-Linear, que é utilizado em situações que envolvem uso da variável taxas 

                                                
9 O termo “níveis” refere-se ao uso das séries sem diferenciação. 
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de juros (GUJARATI, 2004); o Modelos 3 corresponde ao modelo de regressão não paramé-

trica com estimador de núcleo; e, por fim, Modelo 4 refere-se ao modelo de regressão não-

paramétrica com uso de Splines10. 

Após obter os resíduos dos modelos da Tabela 4, será verificada a estacionarieda-

de dos resíduos. Para ilustrar a estrutura de autocorrelação dos resíduos de cada um dos mode-

los. A Figura 9 apresenta os correlogramas dos resíduos dos Modelos 1 e 2 (paramétricos). O 

diagnóstico da FAC sugere que esses resíduos são (0)I . Os testes estatísticos ADF (ver Tabe-

la 5) e GPH (1993) (ver Tabela 6) serão utilizados para confirmar essa análise.  

 

Figura 9. FAC dos resíduos de regressão paramétrica: (a) Modelo 1; (b) Modelo 2. 
 

O que mostra a análise de estacionariedade dos resíduos da regressão não-

paramétrica com estimadores de núcleo? A Figura 10 mostra que os resíduos Modelo 3 é (0)I

e o Modelo 4, por sua vez, é (1)I . Sendo assim, os resíduos da regressão não-paramétrica 

                                                
10 Para detalhes do método não-paramétrico Splines, ver Eubank (1999), Wahba (1990) e Wegman (2003). 

0 5 10 15 20 25 30

-0
.2

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Defasagens

F
A

C

(a)

0 5 10 15 20 25 30

-0
.2

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Defasagens

F
A

C

(b)



 39

com uso de estimadores de núcleo indicam a existência de relações de longo prazo entre as 

variáveis em estudo.  A confirmação dessas análises é feita por meio da aplicação de testes 

estatísticos, conforme Tabelas 5 e 6. 

 
Figura 10. FAC dos resíduos da regressão não-paramétrica: (a) Modelo 3; (b) Modelo 4. 

 

A Tabela 5 mostra os resultados da aplicação do teste ADF para os resíduos das 

regressões paramétrica e não-paramétricas. Segundo esse teste, os resíduos obtidos a partir do 

Modelo 2 e 3 são (0)I e os resíduos dos Modelos 1 e 4 são (1)I .  

Tabela 5. Teste de Dickey-Fuller Aumentado aplicado aos resíduos 

Resíduos das regressões Defasagens Valor p Integração 

Modelo 1: Linear 4 0,1810 I(1) 

Modelo 2: Log Linear 4 0,0452 I(0) 

Modelo 3: Kernel 4 0,04356 I(0) 

Modelo 4: Splines 4 0,2544 I(1) 
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Mas, será que as conclusões baseadas no Teste ADF são realmente corretas? Qual 

é a interpretação possível com uso de estimadores fracionários? A presença de autocorrela-

ções estatisticamente significativas nos resíduos do Modelo 2, conforme Figura 9 (b), sugere 

aplicação do teste GPH.  

A Tabela 6 indica que o Modelo 3 é o único com resíduos estacionários. Note que 

a ordem de integração obtida a partir do estimador GPH oferece uma interpretação distinta do 

teste ADF, no tocante a estacionariedade dos resíduos do Modelo 2. O que sugere que teste 

ADF não é adequado para aplicações em processos com ordem de integração fracionária 

(Franco e Reisen (2007); Santander, Reisen e Abraham (2003); Toscano, Reisen e Tojeiro 

(2006); Reisen, Cribari e Jensen (2005)). 

Tabela 6. Ordem de integração dos resíduos obtida a partir do estimador GPH com bandwidth nα  

Variável ou Resíduo da regressão Estatísticas �� = 0,5 ��=0,7 � =0,9 

Modelo 1 
Estimativa d 0,6588 0,7271 0,5761 

Erro-padrão 0,3392 0,2133 0,1389 

Modelo 2 
Estimativa d 0,7113 0,7840 0,6713 

Erro-padrão 0,3480 0,1955 0,1385 

Modelo 3 
Estimativa d -0,1667 0,0539 0,1189 

Erro-padrão 0,2215 0,1492 0,1199 

Modelo 4 
Estimativa d 0,6628 0,5612 0,3602 

Erro-padrão 0,2403 0,2051 0,1285 

 
As estimativas do parâmetro d para os resíduos dos modelos acima também foram 

obtidas pelo método de Reisen (1994). Os resultados reforçaram que d<1, e na estimativa de 

alguns modelos, os valores de d̂ foram menores que 0,5, isto é, o que indicam resíduos esta-

cionários. 
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De acordo com exposto, é possível concluir que existe uma relação de dependên-

cia de longo prazo entre as variáveis Juros e Crédito no período de dezembro/2002 e agos-

to/2008, sendo possível a análise de regressão pelo método não-paramétrico com estimadores 

de núcleo, sem o risco de obter relações espúrias entre as mesmas. 

3.3 COMPARAÇÃO DOS AJUSTES DE REGRESSÃO  

Após constatar a relação de dependência de longo prazo entre as variáveis, per-

gunta-se: qual é a influência das Taxas de Juros externos sobre o volume de operações de cré-

dito externo contratado por empresas no Brasil no período de dezembro/2002 e agosto/2008? 

Essas questões serão discutidas a seguir.  

Apesar de não ter sido evidenciada a estacionariedade nos resíduos dos Modelos 

1, 2 e 4, as curvas de regressão desses modelos foram comparadas à curva de regressão não-

paramétrica com estimador de núcleo (Modelo 3), como demonstrado na Figura 11. 
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Figura 11. Ajustes de curvas de regressão método paramétrico versus não-paramétrico 
A figura revela algumas limitações dos modelos paramétricos (Modelo 1 e 2) na 

tentativa de explicar a dinâmica das variáveis em estudo, por não captar as oscilações apre-

sentadas ao longo da série. O ajuste da curva de regressão não-paramétrica Splines11 (Modelo 

4) apresentou resultados próximos à curva de regressão não-paramétrica com estimadores de 

núcleo (Modelo 3)12. 

A curva do modelo de regressão não-paramétrica com estimador de núcleo revela 

que, no intervalo de Taxas de Juros Internacionais correspondente a 1% e 2%, as variáveis 

Juros e Crédito possuem uma associação não necessariamente negativa13. A interpretação 

                                                
11 Os cálculos do parâmetro de suavização ou bandwidth ( λ ) e o ajuste da curva de regressão não-paramétrica 

Splines (Modelo 4) foram feitos com uso da sub-rotina smooth.splines do Software estatístico R versão 2.7.1. 
O valor do bandwidth pelo critério de Validação Cruzada Generalizada (GVC) 0, 0206λ = .  

12 O bandwidth (h) utilizado para ajuste do Modelo 3 foi calculado através do critério de Validação Cruzada 
(Definição 4), o valor de h=0,73. A função de núcleo utilizada foi a Epanechnikov. Os cálculos foram feitos 
por meio da sub-rotina locpoly do Software estatístico R versão 2.7.1. 

13 Os testes estatísticos utilizados para verificar a significância dos parâmetros dos Modelos 1 e 2 (paramétricos) 
revelam que os mesmo são significativos. A interpretação das estimativas dos parâmetros mostra que a ele-
vação de 1 ponto percentual na Taxa Anual de Juros Internacionais causa a redução média de 0,15 pontos 
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econômica possível para esse comportamento da curva é que, ao patamar de taxas de juros 

internacionais reduzidos, os agentes tendem ser indiferentes à elevação dessas taxas. O inter-

valo de confiança de 95% do Modelo 3 apresentado na Figura 12.  

 
Figura 12. Intervalo de Confiança de 95% para Regressão com estimador de núcleo 

 
A Figura 13 exibe gráficos de dispersão dos resíduos contra o tempo para os dife-

rentes tipos modelos ajustados. Com base na análise da trajetória dos resíduos dos Modelos 1 

e 2 (Figuras 13 (a) e (b), respectivamente) é possível identificar existência de um padrão. Nas 

Figuras 13 (c) e (d) os resíduos das regressões dos Modelos 3 e 4 são apresentados, onde se 

observa que os resíduos do Modelo 4 apresenta um padrão quadrático, enquanto o Modelo 3 

não parece ter padrão algum que mostre correlação serial nos resíduos. 

                                                                                                                                                   
percentuais no Volume de Crédito Externo em relação ao PIB.  O coeficiente angular do Modelo 2 significa 
que um aumento de 1%, em média, na magnitude das Taxa de Juros Internacionais será acompanhada de uma 
redução de 0,44 no montante de Credito de Externo em relação ao PIB, no período estudado. 
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Figura 13. Gráfico de dispersão dos Resíduos contra tempo: (a) Modelo 1; (b) Modelo 2; (c) Modelo 3; e (d) 
Modelo 4.  
 

A Figura 14 apresenta os resíduos dos Modelos 1, 2, 3 e 4 observados contra a va-

riável Juros. Com base nos gráficos, parece haver ausência de heterocedasticiade. No caso 

dos modelos paramétricos, o teste de Jarque-Bera não mostrou violação da suposição de nor-

malidade nos vetores de resíduos14. 

                                                
14 Os métodos de regressão não-paramétricos não requerem análise de normalidade dos resíduos, porque esses 

estimadores não fazem nenhuma suposição sobre o tipo de distribuição dos dados. 
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Figura 14. Gráfico de dispersão dos Resíduos contra variável Taxa de Juros: (a) Modelo 1; (b) Modelo 2; (c) 

Modelo 3; e (d) Modelo 4. 
  

1 2 3 4 5

-0
.2

0.
0

0.
2

0.
4

(a)

Taxa de Juros

R
es

íd
uo

1 2 3 4 5

-0
.3

-0
.1

0.
1

0.
3

(b)

Taxa de Juros

R
es

íd
uo

1 2 3 4 5

-0
.2

0.
0

0.
2

(c)

Taxa de Juros

R
es

íd
uo

1 2 3 4 5

-0
.2

0.
0

0.
2

(d)

Taxa de Juros

R
es

íd
uo



 46

4 CONCLUSÕES E RECOMENDAÇÕES 

A aplicação do método não-paramétrico com estimadores de núcleo demonstrou 

que as variáveis taxas de juros internacionais e o volume de operações de crédito externo rea-

lizado por empresas brasileiras entre o período de dezembro/2002 e agosto/2002 possuem 

uma associação negativa, no intervalo de taxas de juros entre 2% e 6%. 

A curva ajustada pela técnica de regressão não-paramétrica com estimador de nú-

cleo captou algumas oscilações na curva de regressão dos juros contra crédito, que não foram 

observadas com base em duas especificações paramétricas testadas. A trajetória da curva de 

regressão não-paramétrica com estimador de núcleo demonstrou que, no intervalo de Taxas 

de Juros correspondente a 1% e 2%, os aumentos na Taxa de Juros não implicam necessaria-

mente numa redução do volume de operações de crédito externo realizadas por empresas bra-

sileiras. A interpretação econômica possível para este comportamento é que, ao patamar de 

taxas reduzidas, os agentes tendem a ser indiferentes às oscilações dessas taxas. 

Os resultados da regressão não-paramétrica com estimador de núcleo, associadas 

a métodos de estimação de parâmetros de memória longa do modelo ARFIMA (Geweke e 

Porter-Hudak (1983); Reisen, 1994), evidenciaram a existência de relações de longo prazo 

entre as variáveis estudadas.  

O trabalho demonstrou a viabilidade de se utilizar técnicas de cointegração fra-

cionária combinadas com regressão não paramétrica. Como recomendação para trabalhos 

futuros sugere-se considerar regressão não paramétrica na presença de erros correlacionados, 

conforme proposições de Chiu (1989), Chu (1991), Hart (1991), Chu e Marron (1991), Alta-

man (1990), Opsomer, Wang e Yang (2001), entre outros. O uso de técnicas de bootstrap 

pode ser uma alternativa interessante para escolha do bandwidth do estimador de núcleo. No 



 47

que tange a co-integração fracionária, uma sugestão é avançar, teórica e empiricamente,  no 

estudo desse assunto. Finalmente, sugere-se testar a inclusão de outras variáveis explicativas 

(como taxas de juros internas, taxas de cambio, taxas doméstica de crescimento econômico), 

partindo assim para o desenvolvimento de modelos de regressão multivariados com base em 

técnicas semiparamétricas (por exemplo, modelos aditivos generalizados).  
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