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RESUMO 
 
 
 
O aumento da utilização de estruturas de aço em obras de engenharia na construção 

civil, a presença do concreto garantida pelo preenchimento das lajes de piso e o ganho nas 
propriedades mecânicas das vigas mistas em relação às vigas comuns, incidem em um 
relativo aumento deste tipo de elemento estrutural na prática da construção. Um indicativo 
deste crescimento é o projeto de revisão da norma brasileira de dimensionamento de 
estruturas em aço, onde além da revisão do seu texto original, tratará o conceito de novas 
técnicas construtivas como os elementos estruturais de seção mista. 

O objetivo deste trabalho é estabelecer um tratamento mais adequado em relação à 
análise de vigas mistas com interação parcial, ou seja, considerando o deslizamento relativo 
na interface de contato entre os materiais. Para isto utiliza-se o Método dos Elementos 
Finitos.  

Para solução deste tipo de problema usando o método dos elementos finitos será 
desenvolvido um elemento unidimensional de viga que consiga simular o deslizamento na 
interface de contato entre os materiais da seção mista considerando a não-linearidade física 
destes materiais e a possibilidade de seções transversais genéricas. 

Em uma segunda estratégia de solução do problema utilizando o método dos 
elementos finitos desenvolve-se um elemento de interface retangular de espessura nula 
capaz de simular o deslizamento ao longo da interface, sendo o comportamento das seções 
acima e abaixo da interface de deslizamento simulado por dois elementos unidimensionais 
de viga. A ação em conjunto destes elementos garante uma solução satisfatória para os 
problemas de vigas mistas com interação parcial.  

Os elementos implementados neste trabalho serão comparados com elementos 
desenvolvidos por outros autores através dos resultados numéricos de alguns exemplos 
específicos encontrados na literatura. Também será utilizado, na validação dos elementos 
implementados e, para o caso de comportamento linear, a solução exata do problema de 
viga mista com interação parcial dada pela equação diferencial de Newmark. 
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ABSTRACT 

 
 
 

The increase use of steel structures in engineering design in civil building, the 
presence of the concrete guaranteed by floor slab completion and bettering in the 
mechanical properties composite beams in relation to common beams, happen in a relative 
increase of this structural element type in construction practice. A growth indicative is 
revision project Brazilian Code for Steel Structures, where besides revision of your original 
text, it will treat concept of new constructive techniques as composite section structural 
elements. 

The Objective of this works is to establish a more appropriate treatment in relation 
to composite beams analysis with partial interaction, in other words, considering relative 
slip in contact interface between materials. For this Finite Elements Method is used.    

For solution of this problem type using finite element method will be developed uni-
dimensional beam element that gets to simulate contact interface slip between composite 
section materials considering non-linear behaviour of materials and possibility cross 
sections any.   

In a second solution strategy of problem using finite element method is developed a 
null thickness rectangular interface element with capability to simulate the slip along the 
interface, being the section behavior above and below of slip interface simulate by means 
of two uni-dimensional beam elements. The action together of these elements guarantee a 
satisfactory solution of composite beams problems with partial interaction. 

The elements implemented in this work will be compared with elements developed 
by other authors through numeric results of some specific examples found in the literature. 
It will also be used, in the validation of the implemented elements and, for the case of lineal 
behavior, the exact solution of composite beam with partial interaction given by 
Newmark’s diferencial equation. 

 



 VII 

 
 
 
 
 
 
 
 

SUMÁRIO 
 
 
 
RESUMO................................................................................................................. 

ABSTRACT............................................................................................................. 

LISTA DE FIGURAS............................................................................................. 

LISTA DE TABELAS............................................................................................ 

 

CAPÍTULO 1 INTRODUÇÃO............................................................................. 

1.1 CONSIDERAÇÕES INICIAIS...................................................................... 

1.2 MOTIVAÇÃO E OBJETIVOS...................................................................... 

1.3 APRESENTAÇÃO........................................................................................ 

 

CAPÍTULO 2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA SOBRE VIGAS MISTAS 

COM INTERAÇÃO PARCIAL.................................................... 

2.1 INTRODUÇÃO.............................................................................................. 

2.2 SOLUÇÕES ANALÍTICAS DE VIGAS MISTAS.......................................  

2.2.1 Equação diferencial de Newmark.............................................................. 

2.2.2 Processo simplificado definido pelo projeto de revisão da  NBR 8800.... 

2.3 SOLUÇÕES NUMÉRICAS DE VIGAS MISTAS........................................ 

2.3.1 Soluções com elementos finitos considerando o deslizamento na 

interface..................................................................................................... 

2.3.2 Soluções usando elemento de interface..................................................... 

 

CAPÍTULO 3 ANÁLISE DOS ESFORÇOS EM SEÇÕES MISTAS............... 

V 

VI 

X 

XV 

 

1 

1 

2 

5 

 

 

7 

7 

9 

10 

16 

16 

 

18 

25 

 

30 



 VIII 

 3.1 INTRODUÇÃO.............................................................................................. 

3.2  GEOMETRIA DA SEÇÃO TRANSVERSAL.............................................. 

3.3  DEFORMADA DA SEÇÃO CONSIDERANDO O DESLIZAMENTO..... 

3.4  MATERIAIS.................................................................................................. 

3.5  OBTENÇÃO DOS ESFORÇOS RESISTENTE NA SEÇÃO MISTA........ 

3.6  INTEGRAÇÃO............................................................................................. 

 

CAPÍTULO 4 FORMULAÇÕES NUMÉRICAS................................................ 

4.1 INTRODUÇÃO.............................................................................................. 

4.2 FORMULAÇÃO USANDO ELEMENTO FINITO COM 

DESLIZAMENTO......................................................................................... 

4.2.1 Relação deformação-deslocamento considerando o deslizamento............ 

4.2.2 Formulação do problema de equilíbrio...................................................... 

4.2.3 Modelo de elementos finitos em deslocamentos....................................... 

4.3 FORMULAÇÃO USANDO ELEMENTO DE INTERFACE....................... 

4.3.1 Equação dos deslocamentos relativos do elemento de interface............... 

4.3.2 Formulação do problema de equilíbrio...................................................... 

4.3.3 Modelo de elementos finitos em deslocamentos....................................... 

4.4 SOLUÇÃO DO PROBLEMA NÃO LINEAR.............................................. 

 

CAPÍTULO 5 EXEMPLOS................................................................................... 

5.1 INTRODUÇÃO.............................................................................................. 

5.2 COMPARAÇÃO COM SOLUÇÂO ANALÍTICA DE NEWMARK........... 

5.3 PROBLEMAS NUMÉRICOS EM ELEMENTOS COM 

DESLIZAMENTO......................................................................................... 

5.4 COMPARAÇÃO COM RESULTADOS DA LITERATURA...................... 

5.4.1 Viga mista com três apoios uniformemente carregada.............................. 

5.4.2 Viga mista com três apoios e carregamento concentrado simétrico.......... 

5.5 EXEMPLO DE TRELIÇA MISTA................................................................ 

 

CAPÍTULO 6 CONCLUSÕES E SUGESTÕES................................................. 

30 

32 

33 

35 

36 

37 

 

48 

48 

 

49 

50 

52 

56 

70 

71 

73 

74 

85 

 

89 

89 

90 

 

98 

102 

102 

112 

117 

 

121 



 IX 

6.1 CONCLUSÕES.............................................................................................. 

6.2  SUGESTÕES.................................................................................................. 

 

ANEXO I EQUAÇÕES E CRITÉRIOS DEFINIDOS PELO PROJETO DE 

REVISÃO DA NBR 8800..................................................................... 

I.1  INTRODUÇÃO.............................................................................................. 

I.2  LARGURA EFETIVA................................................................................... 

I.3  RESISTÊNCIA DOS CONECTORES........................................................... 

I.4  GRAU DE INTERAÇÃO DA VIGA MISTA............................................... 

I.5  NÚMERO DE CONECTORES...................................................................... 

I.6  HOMOGENEIZAÇÃO TEÓRICA DA SEÇÃO............................................ 

I.7  MOMENTO POSITIVO RESISTENTE DA SEÇÃO MISTA...................... 

I.8  MOMENTO NEGATIVO RESISTENTE DA SEÇÃO MISTA................... 

 

ANEXO II ARQUIVO DE ENTRADA DE DADOS.......................................... 

II.1  INTRODUÇÃO............................................................................................. 

II.2  ARQUIVO DE ENTRADA PARA O ELEMENTO SLIPBEAM................ 

II.3  ARQUIVO DE ENTRADA PARA O ELEMENTO INTERFACE E 

BEAM2D...................................................................................................... 

 

BIBLIOGRAFIA..................................................................................................... 

121 

123 

 

 

125 

125 

126 

127 

130 

132 

133 

134 

137 

 

138 

138 

139 

 

143 

 

149 

 



 X

 
 
 
 
 
 
 
 

LISTA DE FIGURAS 
 
 
 
CAPÍTULO 1 

Figura 1.1  Ilustração de uma estrutura mista (laje mista e viga mista)................... 

 

CAPÍTULO 2 

Figura 2.1 seções vinculadas mecanicamente (Oehlers e Bradford, 1995).............. 

Figura 2.2 Tipos de conectores e comportamento na interface (Oehlers e 

Bradford, 1995)...................................................................................... 

Figura 2.3  Notações para uma seção mista com conexão flexível (Faella et al, 

2002)...................................................................................................... 

Figura 2.4 Elemento com 8 graus de liberdade (Gattesco, 1999)............................ 

Figura 2.5 Viga mista com conexão cortante deformável – forças sobre um 

elemento infinitesimal ( Salari  e Spaccone, 2001)................................ 

Figura 2.6 Deslocamentos e forças nodais de uma viga mista simplesmente 

apoiada com conexão cortante flexível (Faella et al., 2002).................. 

Figura 2.7 Campo de deslocamento para os elementos de 8 graus de liberdade 

(a), 10 graus de liberdade (b) e 16 graus de liberdade (c) (Dall’Asta e 

Zona, 2004)............................................................................................ 

Figura 2.8 Elemento misto (Dall’Asta e Zona, 2004).............................................. 

Figura 2.9 Elemento de interface proposto por Goodman et al (1968).................... 

 

CAPÍTULO 3 

Figura 3.1 Definição da seção mista........................................................................ 

 

2 

 

 

8 

 

9 

 

13 

19 

 

20 

 

21 

 

 

23 

23 

26 

 

 

33 



 XI 

Figura 3.2  Deformada da seção de viga mista com interação parcial..................... 

Figura 3.3 Diagrama tensão deformação do concreto (CEB, 1990)........................ 

Figura 3.4  Relação tensão deformação ilustrativa de um material......................... 

Figura 3.5 Parametrização do segmento.................................................................. 

Figura 3.6 Análise de esforços em seção mista. (a)  Divisão da seção mista em 

faixas de deformações, (b) definição dos polígonos para cálculos da 

contribuição aos esforços resistentes devido ao concreto...................... 

Figura 3.7 Curva tensão-deformação ilustrativa para o concreto............................ 

Figura 3.8 Curva tensão-deformação ilustrativa para o aço..................................... 

 

CAPÍTULO 4 

Figura 4.1  Deformação de um segmento da viga mista (Dall’Asta e Zona, 2004). 

Figura 4.2 Convenção de sinal para os esforços N e M........................................... 

Figura 4.3 Graus de liberdade do elemento finito utilizado na implementação...... 

Figura 4.4  Deformação de um segmento da viga mista.......................................... 

Figura 4.5 Deslocamento horizontal relativo no elemento de interface................... 

Figura 4.6 Deslocamento vertical relativo no elemento de interface....................... 

Figura 4.7 Graus de liberdade do elemento de interface utilizado na 

implementação....................................................................................... 

Figura 4.8 Curva carga-deslocamento..................................................................... 

 

CAPÍTULO 5 

Figura 5.1 Viga mista uniformemente carregada..................................................... 

Figura 5.2 Eixos de referência das seções............................................................... 

Figura 5.3 Deslocamento transversal da viga mista. Os deslocamentos 

transversais foram ampliados 20 vezes.................................................. 

Figura 5.4 Deslizamento na interface da viga mista................................................ 

Figura 5.5 Deslocamento transversal da viga mista. Os deslocamentos 

transversais foram ampliados 20 vezes.................................................. 

Figura 5.6 Deslizamento na interface da viga mista................................................ 

Figura 5.9 Viga mista uniformemente carregada (Dall’Asta e Zona, 2004)........... 

34 

35 

36 

38 

 

 

41 

43 

45 

 

 

51 

55 

59 

71 

72 

73 

 

77 

86 

 

 

90 

91 

 

95 

96 

 

97 

98 

99 



 XII 

Figura 5.10 Variação da curvatura ao longo do eixo da viga mista........................ 

Figura 5.11 Variação do deslizamento ao longo da interface da viga mista........... 

Figura 5.12 Variação da curvatura ao longo do eixo da viga mista......................... 

Figura 5.13 Variação do deslizamento ao longo da interface da viga mista............ 

Figura 5.14 Viga mista com interação parcial (Dall’Asta e Zona, 2004)................ 

Figura 5.15 Leis constitutivas do concreto (a), aço (b), barras de reforço (c) e 

conexão da interface (d) (Dall’Asta e Zona, 2004)................................ 

Figura 5.16 Leis constitutivas do concreto (a), aço (b), barras de reforço (c) e 

conexão da interface (d) utilizadas neste trabalho................................. 

Figura 5.17 Curva carga-deslocamento para um ponto no meio dos vãos da viga 

mista....................................................................................................... 

Figura 5.18 Curva carga-deslocamento de um ponto no meio dos vãos da viga 

mista....................................................................................................... 

Figura 5.19 Curva carga-deslocamento de um ponto no meio dos vãos da viga 

mista....................................................................................................... 

Figura 5.20 Deformada para malha de 8 elementos SLIPBEAM............................ 

Figura 5.21 Deformada para malha de 12 elementos SLIPBEAM.......................... 

Figura 5.22 Deformada para malha de 16 elementos SLIPBEAM.......................... 

Figura 5.23 Deslizamento ao longo do vão simétrico para malha de 8 elementos 

SLIPBEAM........................................................................................... 

Figura 5.24 Deslizamento ao longo do vão simétrico para malha de 12 elementos 
SLIPBEAM............................................................................................ 

 
Figura 5.25 Deslizamento ao longo do vão simétrico para malha de 16 elementos 

SLIPBEAM........................................................................................... 

Figura 5.26 Deformada para malha de 8 elementos INTERFACE......................... 

Figura 5.27 Deformada para malha de 12 elementos INTERFACE....................... 

Figura 5.28 Deformada para malha de 16 elementos INTERFACE....................... 

Figura 5.29 Deslizamento ao longo do vão simétrico para malha de 8 elementos 

INTERFACE......................................................................................... 

Figura 5.30 Deslizamento ao longo do vão simétrico para malha de 12 elementos 

INTERFACE......................................................................................... 

100 

100 

100 

101 

102 

 

103 

 

104 

 

105 

 

105 

 

106 

107 

107 

107 

 

108 

 

108 

 

109 

109 

110 

110 

 

111 

 

111 



 XIII 

Figura 5.31 Deslizamento ao longo do vão simétrico para malha de 16 elementos 

INTERFACE.......................................................................................... 

Figura 5.32 Viga mista com interação parcial (Salari e Spacone, 2001)................. 

Figura 5.33 Leis constitutivas dos materiais (Salari e Spacone, 2001).................... 

Figura 5.34 Leis constitutivas dos materiais utilizadas neste trabalho.................... 

Figura 5.35 Curva carga-deslocamento de um ponto no meio dos vãos da viga 

mista....................................................................................................... 

Figura 5.36 Deformada para malha de 8 elementos SLIPBEAM............................ 

Figura 5.37 Deslizamento ao longo do vão simétrico para malha de 8 elementos 

SLIPBEAM............................................................................................ 

Figura 5.38 Deformada para malha de 8 elementos INTERFACE.......................... 

Figura 5.39 Deslizamento ao longo do vão simétrico para malha de 8 elementos 

INTERFACE......................................................................................... 

Figura 5.40 Treliça mista com interação parcial...................................................... 

Figura 5.41 Leis constitutivas dos materiais............................................................ 

Figura 5.42 Discretização em elementos finitos da treliça mista............................. 

Figura 5.27 Curva carga-deslocamento de um ponto no meio do vão da treliça 

mista....................................................................................................... 

Figura 5.44 Deformada da treliça mista (5mm, 14mm e 40mm)............................. 

Figura 5.45 Detalhes da deformada da treliça mista. (a) mm5 =∆ , (b) 

mm14 =∆  e (c) mm40 =∆ ................................................................. 

 

ANEXO I 

Figura I.1 Largura efetiva b (Johnson, 1994)........................................................... 

Figura I.2 Conector de cisalhamento tipo pino com cabeça. (a) diâmetro do fuste 

variado, (b) diâmetro constante.............................................................. 

Figura I.3 Relação força deslizamento de um conector tipo pino com cabeça........ 

Figura I.4 Homogeneização de seção mista. (a) laje de concreto totalmente 

comprimida, (b) laje de concreto parcialmente tracionada.................... 

Figura I.5 Distribuição de tensões em vigas mistas – interação completa (NBR 

8800, 2005)............................................................................................ 

 

111 

112 

113 

114 

 

114 

115 

 

115 

116 

 

116 

117 

118 

118 

 

119 

120 

 

120 

 

 

126 

 

128 

128 

 

133 

 

134 



 XIV 

Figura I.6 Distribuição de tensões em vigas mistas – interação parcial (NBR-

8800, 2005)............................................................................................ 

 

ANEXO II 

Figura II.1 Viga mista ilustrativa para arquivo de entrada de dados....................... 

Figura II.2 Discretização em elementos finitos....................................................... 

Figura II.3 Curva que relaciona a carga P com o deslocamento vertical do meio 

dos vãos da viga..................................................................................... 

Figura II.4 Discretização em elementos finitos....................................................... 

Figura II.5 Curva que relaciona a carga P com o deslocamento vertical do meio 

dos vãos da viga..................................................................................... 

 

 

135 

 

 

139 

139 

 

142 

143 

 

147 

 



 XV

 
 
 
 
 
 
 
 

LISTA DE TABELAS 
 
 
 
CAPÍTULO 5 

Tabela 5.1 Deslocamento vertical no meio do vão (valores em cm).................... 

Tabela 5.2 Deslocamento vertical no meio do vão (valores em cm).................... 

Tabela 5.3 Diferentes elementos avaliados........................................................... 

 

96 

97 

99 

 



 1

 
 
 
 
 
 
 

Capítulo 1 
 
INTRODUÇÃO 
 
 
1.1 CONSIDERAÇÕES INICIAIS 

 

Os elementos estruturais mistos aço-concreto são formados pela associação de um 

perfil de aço, laminado, dobrado ou soldado, com um componente em concreto, simples ou 

armado. A interação entre os materiais é garantida por meios mecânicos, conectores, 

mossas, ressaltos, por atrito, ou por simples aderência e repartição de cargas (Queiroz et al, 

2001).  

Dentre os diferentes tipos de elementos mistos aço-concreto, segundo formas e 

critérios de dimensionamentos, podem-se citar as lajes mistas, os pilares mistos, as vigas 

mistas, entre outros. A figura 1.1 ilustra uma estrutura bastante comum em obras de 

engenharia, onde aparecem uma laje mista, formada por uma laje de concreto armado sobre 

uma placa de aço com reentrâncias que garantem sua funcionalidade conjunta, e uma viga 

mista, formada por um perfil de aço ligado por conectores do tipo pino com cabeça a uma 

laje de concreto. 
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Figura 1.1  Ilustração de uma estrutura mista (laje mista e viga mista). 

 

Com o início da utilização do elemento de aço em obras de engenharia de andares 

múltiplos e com a presença do concreto garantida devido ao preenchimento das lajes, a 

união entre esses dois materiais, com a finalidade de melhorar a capacidade resistente da 

estrutura, estava por vir. As primeiras estruturas mistas de aço-concreto surgiram em 1894 

nos Estados Unidos (Griffis, 1994). 

Segundo De Nardim (1999) em 1914, na Inglaterra, os elementos estruturais mistos 

começam a ser estudados. Em meados de 1930 já se havia estabelecido métodos de 

dimensionamento para vigas mistas que foram, em 1944, introduzidos na norma da 

American Association of State Highway, AASHTO, e em 1952 na norma do American 

Institute of Steel Construction, AISC. 

No Brasil este tipo de sistema estrutural formado por elementos mistos foi 

introduzido na década de 50 e ainda tem sua utilização pouco difundida. De forma a ilustrar 

a utilização de elementos mistos aço-concreto no Brasil nesta época podem-se citar alguns 

projetos estruturais do engenheiro Paulo R. Fragoso (Figueiredo, 1998), como os edifícios: 

Garagem América (1957), Palácio do Comércio (1959), Avenida Central (1961), Santa 

Cruz (1963) e Sede do IPERJ (1965). 

 

1.2 MOTIVAÇÃO E OBJETIVOS 

 

Os sistemas estruturais mistos aço-concreto, por terem seus elementos de aço pré-

fabricados, possuem qualidade, precisão e tempo de execução melhores que os sistemas 
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estruturais com todos os seus elementos moldados in loco. Sendo os elementos de aço 

dimensionados de forma a suportar, entre outras, as cargas permanentes e de construção, os 

sistemas estruturais mistos aço-concreto permitem a dispensa de escoras e redução de 

fôrmas no preenchimento in loco dos elementos de concreto. 

Queiroz et al (2001) lista como vantagens dos sistemas mistos aço-concreto a 

redução do peso próprio e do volume da estrutura, a redução do consumo de aço estrutural, 

a redução das proteções contra incêndio e corrosão e o aumento na rigidez e resistência à 

flambagem. 

O crescente uso do elemento de aço em sistemas estruturais na construção civil no 

Brasil permite o aumento da utilização de elementos mistos, principalmente as vigas mistas, 

uma vez que na maioria das construções metálicas é adotada a solução de viga mista para 

aproveitar a altura da laje de concreto sobreposta ao elemento de aço, formando assim uma 

viga mista com comportamento estrutural superior ao do elemento de aço.  

Quando se deseja vencer grandes vãos, como no caso de pontes e galpões 

industriais, a solução com elementos mistos, no caso a viga mista, se torna bem 

interessante. Nie et al (2004) cita nestes casos como vantagens das vigas mistas em relação 

às vigas simples a alta relação vão versus altura da viga, menor deformação e uma alta 

freqüência fundamental de vibração. 

Um indicativo de crescimento da utilização deste tipo de elemento estrutural na 

construção civil é a preocupação da ABNT em revisar a Norma NBR 8800 (1986), onde 

além da revisão do seu texto original, tratará o conceito de novas técnicas construtivas 

como os elementos estruturais de seção mista.  

Entre os diferentes elementos tratados na revisão da NBR 8800 (1986) podem-se 

encontrar as vigas mistas, pilares mistos, lajes mistas e ligações mistas. Já em outros países 

onde as técnicas construtivas com elementos mistos aço-concreto ocupam um lugar de 

destaque há algum tempo, normas que trazem prescrições para este tipo de elemento 

estrutural já existem, como é o caso das normas americana AISC-LRFD (1999) e ACI-318 

(1999) e a norma européia Eurocode 4 (1992). 

A análise de elementos mistos se torna complexa uma vez que se tem em questão, 

características associadas ao comportamento do aço e concreto além da interação entre 
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ambos. Podemos citar, por exemplo, a não linearidade física, retração e fluência do 

concreto, e questões como a flambagem local e tensões residuais nos perfis.  

Os procedimentos de análise e dimensionamento de elementos mistos, em 

específico vigas mistas, apresentados em normas (Eurocode 4, 1994, NBR-8800, 2005) 

possuem simplificações, como a da seção homogeneizada, que podem fornecer resultados 

não compatíveis com os da realidade. Tais resultados são geralmente a favor da segurança 

porém podem ser contra a economia.  

O principal objetivo desta pesquisa é estabelecer um tratamento mais adequado em 

relação à análise de vigas mistas com interação parcial, ou seja, considerando o 

deslizamento relativo na interface de contato entre os materiais. Para isto utiliza-se o 

Método dos Elementos Finitos. 

Para solução deste tipo de problema usando o método dos elementos finitos foi 

desenvolvido um elemento unidimensional de viga que consiga simular o deslizamento na 

interface de contato entre os materiais da seção mista considerando a não-linearidade física 

destes materiais e a possibilidade de seções transversais genéricas. 

Uma segunda estratégia de solução do problema utilizando o método dos elementos 

finitos foi desenvolvida. Nesta, o comportamento na interface de deslizamento do elemento 

misto será simulado por um elemento de interface retangular de espessura nula, já o 

comportamento das seções acima e abaixo da interface de deslizamento será simulado por 

dois elementos unidimensionais de viga. A ação em conjunto destes elementos garante a 

simulação de problemas de vigas mistas com interação parcial.  

Os elementos implementados citados nos dois parágrafos anteriores serão 

comparados com elementos desenvolvidos por outros autores através dos resultados 

numéricos de alguns exemplos específicos encontrados na literatura. Também será 

utilizado, na validação dos elementos implementados e, para o caso de comportamento 

linear, a solução exata do problema de viga mista com interação parcial dada pela equação 

diferencial de Newmark.  

O programa de elementos finitos utilizado para implementação das formulações é o 

programa  FEMOOP (Finite Element Method – Object Oriented Program). A escolha deste 

programa se deu devido ao fato de seus códigos estarem disponíveis para modificações e 

novas implementações, e também ao fato de que a linguagem C++ orientada a objetos 
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utilizada em seu código facilita a implementação de novos elementos através de novas 

classes, sem a necessidade de conhecer a fundo toda a estrutura do programa. 

O presente trabalho vem dar continuidade a uma linha de pesquisa desenvolvida na 

Universidade Federal de Ouro Preto (UFOP), tendo sido antecedido por dois outros 

trabalhos de mestrado. O primeiro deles (Caldas, 2004) consistiu no desenvolvimento e 

implementação de procedimentos numéricos voltados para análise de pilares mistos, com a 

consideração das não-linearidades físicas e geométricas e a possibilidade de seções 

arbitrárias, sendo considerada a interação total no contato entre os materiais. Já o segundo 

trabalho (Muniz, 2005) apresentou formulações numéricas alternativas para análise de 

elementos mistos com interação total entre os materiais, considerando as não linearidades 

física e geométrica e um tratamento mais rápido e genérico da seção transversal. Os 

elementos implementados no segundo trabalho permitem ainda a consideração de 

imperfeições geométricas iniciais e também análises no campo de grandes deslocamentos e 

grandes rotações através da utilização de elementos co-rotacionais. 

É importante salientar que apesar das análises efetuadas no presente trabalho 

estarem mais voltadas para as vigas mistas de aço e concreto, os modelos implementados 

podem ser usados por qualquer combinação de dois elementos componentes de uma viga 

que deslizem relativamente entre si através de uma conexão. 

 
1.3 APRESENTAÇÃO 
 

Este trabalho encontra-se dividido em seis capítulos e dois anexos. No segundo 

capítulo tem-se uma revisão bibliográfica sobre métodos de solução de viga mista com 

interação parcial. São apresentados métodos analíticos como a solução através da equação 

diferencial de Newmark e métodos numéricos com a utilização de elementos finitos usados 

por vários autores em pesquisas recentes sobre o assunto. Também é apresentado neste 

capítulo o elemento básico de interface, que será utilizado no capítulo 4 para a formulação 

de um elemento que simule o comportamento na interface de deslizamento da viga mista. 

No capítulo 3 faz-se um estudo voltado para análise de seções transversais mistas 

genéricas. Neste capítulo é descrito o método utilizado para a obtenção dos esforços 

resistentes e rigidezes tangente nas seções mistas, considerando as características dos 

materiais aço e concreto. 
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No Capítulo 4 são apresentadas duas formulações para solução numérica de 

problemas de vigas mistas com interação parcial. A primeira delas usa um elemento finito 

baseado em deslocamentos que considera o deslizamento na interface de contato entre os 

materiais da seção mista. A segunda utiliza um elemento unidimensional de viga, de seção 

genérica definida como no capítulo 3, em conjunto com um elemento de interface 

retangular de espessura nula, usado para simular o comportamento da interface deslizante 

da viga mista. 

No capítulo 5 são apresentados alguns exemplos que são avaliados por 

procedimentos numéricos usando os elementos implementados neste trabalho e por outros 

autores. Os resultados obtidos nestas avaliações numéricas são devidamente comparados. 

Faz-se uso também neste capítulo da equação diferencial de Newmark para a obtenção da 

solução exata de um problema específico que será comparada com a resposta obtida através 

da solução numérica utilizando os elementos implementados neste trabalho.  

No capítulo 6 são apresentadas as conclusões referentes a este trabalho e sugestões 

para trabalhos futuros utilizando as implementações desenvolvidas, bem como novas 

implementações. 

Por último são apresentados de forma resumida em dois anexos, o procedimento 

simplificado do projeto de revisão da norma NBR 8800 (2005) para solução de problemas 

de vigas mistas com interação parcial, Anexo I, e um arquivo de entrada de dados para o 

programa FEMOOP com a utilização dos elementos implementados neste trabalho, Anexo 

II.  
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Capítulo 1 
 
INTRODUÇÃO 
 
 
1.1 CONSIDERAÇÕES INICIAIS 

 

Os elementos estruturais mistos aço-concreto são formados pela associação de um 

perfil de aço, laminado, dobrado ou soldado, com um componente em concreto, simples ou 

armado. A interação entre os materiais é garantida por meios mecânicos, conectores, 

mossas, ressaltos, por atrito, ou por simples aderência e repartição de cargas (Queiroz et al, 

2001).  

Dentre os diferentes tipos de elementos mistos aço-concreto, segundo formas e 

critérios de dimensionamentos, podem-se citar as lajes mistas, os pilares mistos, as vigas 

mistas, entre outros. A figura 1.1 ilustra uma estrutura bastante comum em obras de 

engenharia, onde aparecem uma laje mista, formada por uma laje de concreto armado sobre 

uma placa de aço com reentrâncias que garantem sua funcionalidade conjunta, e uma viga 

mista, formada por um perfil de aço ligado por conectores do tipo pino com cabeça a uma 

laje de concreto. 
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Figura 1.1  Ilustração de uma estrutura mista (laje mista e viga mista). 

 

Com o início da utilização do elemento de aço em obras de engenharia de andares 

múltiplos e com a presença do concreto garantida devido ao preenchimento das lajes, a 

união entre esses dois materiais, com a finalidade de melhorar a capacidade resistente da 

estrutura, estava por vir. As primeiras estruturas mistas de aço-concreto surgiram em 1894 

nos Estados Unidos (Griffis, 1994). 

Segundo De Nardim (1999) em 1914, na Inglaterra, os elementos estruturais mistos 

começam a ser estudados. Em meados de 1930 já se havia estabelecido métodos de 

dimensionamento para vigas mistas que foram, em 1944, introduzidos na norma da 

American Association of State Highway, AASHTO, e em 1952 na norma do American 

Institute of Steel Construction, AISC. 

No Brasil este tipo de sistema estrutural formado por elementos mistos foi 

introduzido na década de 50 e ainda tem sua utilização pouco difundida. De forma a ilustrar 

a utilização de elementos mistos aço-concreto no Brasil nesta época podem-se citar alguns 

projetos estruturais do engenheiro Paulo R. Fragoso (Figueiredo, 1998), como os edifícios: 

Garagem América (1957), Palácio do Comércio (1959), Avenida Central (1961), Santa 

Cruz (1963) e Sede do IPERJ (1965). 

 

1.2 MOTIVAÇÃO E OBJETIVOS 

 

Os sistemas estruturais mistos aço-concreto, por terem seus elementos de aço pré-

fabricados, possuem qualidade, precisão e tempo de execução melhores que os sistemas 
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estruturais com todos os seus elementos moldados in loco. Sendo os elementos de aço 

dimensionados de forma a suportar, entre outras, as cargas permanentes e de construção, os 

sistemas estruturais mistos aço-concreto permitem a dispensa de escoras e redução de 

fôrmas no preenchimento in loco dos elementos de concreto. 

Queiroz et al (2001) lista como vantagens dos sistemas mistos aço-concreto a 

redução do peso próprio e do volume da estrutura, a redução do consumo de aço estrutural, 

a redução das proteções contra incêndio e corrosão e o aumento na rigidez e resistência à 

flambagem. 

O crescente uso do elemento de aço em sistemas estruturais na construção civil no 

Brasil permite o aumento da utilização de elementos mistos, principalmente as vigas mistas, 

uma vez que na maioria das construções metálicas é adotada a solução de viga mista para 

aproveitar a altura da laje de concreto sobreposta ao elemento de aço, formando assim uma 

viga mista com comportamento estrutural superior ao do elemento de aço.  

Quando se deseja vencer grandes vãos, como no caso de pontes e galpões 

industriais, a solução com elementos mistos, no caso a viga mista, se torna bem 

interessante. Nie et al (2004) cita nestes casos como vantagens das vigas mistas em relação 

às vigas simples a alta relação vão versus altura da viga, menor deformação e uma alta 

freqüência fundamental de vibração. 

Um indicativo de crescimento da utilização deste tipo de elemento estrutural na 

construção civil é a preocupação da ABNT em revisar a Norma NBR 8800 (1986), onde 

além da revisão do seu texto original, tratará o conceito de novas técnicas construtivas 

como os elementos estruturais de seção mista.  

Entre os diferentes elementos tratados na revisão da NBR 8800 (1986) podem-se 

encontrar as vigas mistas, pilares mistos, lajes mistas e ligações mistas. Já em outros países 

onde as técnicas construtivas com elementos mistos aço-concreto ocupam um lugar de 

destaque há algum tempo, normas que trazem prescrições para este tipo de elemento 

estrutural já existem, como é o caso das normas americana AISC-LRFD (1999) e ACI-318 

(1999) e a norma européia Eurocode 4 (1992). 

A análise de elementos mistos se torna complexa uma vez que se tem em questão, 

características associadas ao comportamento do aço e concreto além da interação entre 
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ambos. Podemos citar, por exemplo, a não linearidade física, retração e fluência do 

concreto, e questões como a flambagem local e tensões residuais nos perfis.  

Os procedimentos de análise e dimensionamento de elementos mistos, em 

específico vigas mistas, apresentados em normas (Eurocode 4, 1994, NBR-8800, 2005) 

possuem simplificações, como a da seção homogeneizada, que podem fornecer resultados 

não compatíveis com os da realidade. Tais resultados são geralmente a favor da segurança 

porém podem ser contra a economia.  

O principal objetivo desta pesquisa é estabelecer um tratamento mais adequado em 

relação à análise de vigas mistas com interação parcial, ou seja, considerando o 

deslizamento relativo na interface de contato entre os materiais. Para isto utiliza-se o 

Método dos Elementos Finitos. 

Para solução deste tipo de problema usando o método dos elementos finitos foi 

desenvolvido um elemento unidimensional de viga que consiga simular o deslizamento na 

interface de contato entre os materiais da seção mista considerando a não-linearidade física 

destes materiais e a possibilidade de seções transversais genéricas. 

Uma segunda estratégia de solução do problema utilizando o método dos elementos 

finitos foi desenvolvida. Nesta, o comportamento na interface de deslizamento do elemento 

misto será simulado por um elemento de interface retangular de espessura nula, já o 

comportamento das seções acima e abaixo da interface de deslizamento será simulado por 

dois elementos unidimensionais de viga. A ação em conjunto destes elementos garante a 

simulação de problemas de vigas mistas com interação parcial.  

Os elementos implementados citados nos dois parágrafos anteriores serão 

comparados com elementos desenvolvidos por outros autores através dos resultados 

numéricos de alguns exemplos específicos encontrados na literatura. Também será 

utilizado, na validação dos elementos implementados e, para o caso de comportamento 

linear, a solução exata do problema de viga mista com interação parcial dada pela equação 

diferencial de Newmark.  

O programa de elementos finitos utilizado para implementação das formulações é o 

programa  FEMOOP (Finite Element Method – Object Oriented Program). A escolha deste 

programa se deu devido ao fato de seus códigos estarem disponíveis para modificações e 

novas implementações, e também ao fato de que a linguagem C++ orientada a objetos 



 5

utilizada em seu código facilita a implementação de novos elementos através de novas 

classes, sem a necessidade de conhecer a fundo toda a estrutura do programa. 

O presente trabalho vem dar continuidade a uma linha de pesquisa desenvolvida na 

Universidade Federal de Ouro Preto (UFOP), tendo sido antecedido por dois outros 

trabalhos de mestrado. O primeiro deles (Caldas, 2004) consistiu no desenvolvimento e 

implementação de procedimentos numéricos voltados para análise de pilares mistos, com a 

consideração das não-linearidades físicas e geométricas e a possibilidade de seções 

arbitrárias, sendo considerada a interação total no contato entre os materiais. Já o segundo 

trabalho (Muniz, 2005) apresentou formulações numéricas alternativas para análise de 

elementos mistos com interação total entre os materiais, considerando as não linearidades 

física e geométrica e um tratamento mais rápido e genérico da seção transversal. Os 

elementos implementados no segundo trabalho permitem ainda a consideração de 

imperfeições geométricas iniciais e também análises no campo de grandes deslocamentos e 

grandes rotações através da utilização de elementos co-rotacionais. 

É importante salientar que apesar das análises efetuadas no presente trabalho 

estarem mais voltadas para as vigas mistas de aço e concreto, os modelos implementados 

podem ser usados por qualquer combinação de dois elementos componentes de uma viga 

que deslizem relativamente entre si através de uma conexão. 

 
1.3 APRESENTAÇÃO 
 

Este trabalho encontra-se dividido em seis capítulos e dois anexos. No segundo 

capítulo tem-se uma revisão bibliográfica sobre métodos de solução de viga mista com 

interação parcial. São apresentados métodos analíticos como a solução através da equação 

diferencial de Newmark e métodos numéricos com a utilização de elementos finitos usados 

por vários autores em pesquisas recentes sobre o assunto. Também é apresentado neste 

capítulo o elemento básico de interface, que será utilizado no capítulo 4 para a formulação 

de um elemento que simule o comportamento na interface de deslizamento da viga mista. 

No capítulo 3 faz-se um estudo voltado para análise de seções transversais mistas 

genéricas. Neste capítulo é descrito o método utilizado para a obtenção dos esforços 

resistentes e rigidezes tangente nas seções mistas, considerando as características dos 

materiais aço e concreto. 
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No Capítulo 4 são apresentadas duas formulações para solução numérica de 

problemas de vigas mistas com interação parcial. A primeira delas usa um elemento finito 

baseado em deslocamentos que considera o deslizamento na interface de contato entre os 

materiais da seção mista. A segunda utiliza um elemento unidimensional de viga, de seção 

genérica definida como no capítulo 3, em conjunto com um elemento de interface 

retangular de espessura nula, usado para simular o comportamento da interface deslizante 

da viga mista. 

No capítulo 5 são apresentados alguns exemplos que são avaliados por 

procedimentos numéricos usando os elementos implementados neste trabalho e por outros 

autores. Os resultados obtidos nestas avaliações numéricas são devidamente comparados. 

Faz-se uso também neste capítulo da equação diferencial de Newmark para a obtenção da 

solução exata de um problema específico que será comparada com a resposta obtida através 

da solução numérica utilizando os elementos implementados neste trabalho.  

No capítulo 6 são apresentadas as conclusões referentes a este trabalho e sugestões 

para trabalhos futuros utilizando as implementações desenvolvidas, bem como novas 

implementações. 

Por último são apresentados de forma resumida em dois anexos, o procedimento 

simplificado do projeto de revisão da norma NBR 8800 (2005) para solução de problemas 

de vigas mistas com interação parcial, Anexo I, e um arquivo de entrada de dados para o 

programa FEMOOP com a utilização dos elementos implementados neste trabalho, Anexo 

II.  
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Capítulo 2 
 
REVISÃO BIBLIOGRÁFICA SOBRE 
VIGAS MISTAS COM INTERAÇÃO 
PARCIAL 
 

2.1 INTRODUÇÃO 

 

Neste capítulo, faz-se uma revisão bibliográfica sobre soluções analíticas e 

numéricas de problemas de vigas mistas com interação parcial. Primeiramente, apresenta-se 

a principal solução analítica obtida para o problema de viga mista com interação parcial, o 

método exato de Newmark (1951). O método aproximado da norma NBR-8800 (2005), 

apesar de não ser uma solução analítica no sentido rigoroso, é apresentado no Anexo I. Em 

seguida, apresenta-se uma revisão bibliográfica dos trabalhos mais recentes utilizando 

métodos numéricos para soluções de vigas mistas com interação parcial, sendo o 

deslizamento na interface considerado pelo elemento finito que representa a viga mista. Por 

último, apresenta-se o elemento básico de interface que será utilizado no capítulo 4 como 

um método numérico de solução de vigas com deslizamento relativo, deslizamento que será 

modelado pelo elemento de interface. 

As vigas mistas de aço e concreto são elementos estruturais compostos por um perfil 

metálico, laminado, dobrado ou soldado, ligado por meios mecânicos, conectores, mossas, 

ressaltos, a uma laje de concreto, convencional ou do tipo steel-deck. 

As formas de seções mistas aço-concreto são as mais variadas possíveis dependendo 

da imaginação do projetista. A figura 2.1 (Oehlers e Bradford, 1995) mostra algumas 
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seções de viga mista comuns nos projetos deste tipo de elemento estrutural. Dentre elas, a 

mais comum nas construções é a viga-T como mostrado em 2.1(a). Devido a mesa superior 

do elemento de aço da viga-T contribuir muito pouco para a resistência total da seção pode-

se obter uma seção mais eficiente diminuindo o tamanho da mesa superior e soldando uma 

placa na mesa inferior como é mostrado na viga-placa em 2.1(b). Seguindo a mesma linha 

do pensamento anterior, pode-se eliminar a mesa superior do elemento de aço e soldar os 

conectores na alma do perfil como é mostrado na viga-híbrida em 2.1(c). Pode-se também 

ter a espessura da seção de concreto crescente formando uma mísula como é mostrado na 

viga-mísula em 2.1(d). Se no caso de viga-T o elemento de aço está em uma das 

extremidades da seção de concreto temos a viga-L como é mostrado em 2.1(e). Vigas 

mistas em pontes têm na maioria das vezes a seção I do elemento de aço substituída por 

seção do tipo caixa fechada, como mostrado em 2.1(g), ou aberta como mostrado em 2.1(f), 

sendo que neste caso os conectores estão concentrados nas almas. 

 Em pisos de edifícios a utilização do sistema estrutural de viga mista consegue uma 

redução da ordem de 20% a 40% do peso da viga de aço em relação à viga com interação 

livre, ou seja, sem a presença de conectores mecânicos de ligação (Queiroz et al, 2001). Por 

este motivo, em sistemas estruturais com a utilização de elemento de aço, a solução de 

vigas mistas é adotada na grande maioria das vezes. 

 

 

Figura 2.1 seções vinculadas mecanicamente (Oehlers e Bradford, 1995). 
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Figura 2.2 Tipos de conectores e comportamento na interface (Oehlers e Bradford, 1995). 

 

Já para a ligação mecânica entre os materiais da viga mista, na maioria das vezes é 

adotado o conector do tipo pino com cabeça (stud), porque, além do fato de sua fácil 

execução, este tipo de conector fornece à curva força deslizamento na interface da viga 

mista um comportamento com patamar plástico (ver figura 2.2), que na prática é muito 

interessante. É justamente este comportamento plástico que permite a redistribuição de 

esforços e aviso de grandes deslocamentos antes da ruína. 

Na utilização de vigas mistas aço-concreto em sistemas estruturais deve-se, na 

execução, preocupar-se com o fato de escorar ou não o elemento. Se a exigência da ação 

conjunta dos materiais for necessária para resistirem as cargas de peso próprio e outras de 

construção, então a viga mista deve ser escorada de forma a esperar que o concreto ganhe 

resistência suficiente para a ação conjunta dos materiais, no caso contrário, o escoramento é 

dispensado (Queiroz et al, 2001). 

 

2.2 SOLUÇÕES ANALÍTICAS DE VIGAS MISTAS 

 

As peculiaridades inerentes a este sistema estrutural tornam a sua análise bastante 

distinta das vigas de aço e concreto. Uma vez que a ligação entre os materiais da seção 

mista possui uma certa rigidez, acontecem deslizamentos relativos na interface aço-

concreto que serão maiores ou menores de acordo com tal rigidez, e estes deslizamentos 

irão aumentar os deslocamentos totais influindo na distribuição de esforços nas regiões de 

momentos negativos e positivos. 
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A deformação, a distribuição de tensões e o modo de falha das vigas mistas 

dependem, sobretudo do comportamento da conexão horizontal entre os elementos de aço e 

concreto. Tal comportamento é representado pela relação entre a força cortante na interface 

e o seu deslizamento relativo como se pode ver na figura 2.2 (Oehlers e Bradford, 1995).  

Também são de particular importância na análise de vigas mista os fenômenos de 

fluência e retração do concreto. Esses fenômenos provocam deformações no elemento de 

concreto da viga mista, que tem uma de suas faces ligadas por meios mecânicos à viga de 

aço que tenta impedir tal deformação, provocando assim esforços de flexão no elemento de 

viga mista. 

Diz-se Interação parcial entre os materiais quando os deslizamentos relativos na 

interface aço-concreto influenciam de modo considerável a distribuição de esforços no 

elemento de viga mista. Já Interação Total entre os materiais desconsidera o deslizamento 

na interface aço-concreto e trata o elemento de viga mista como uma viga comum de seção 

mista. 

 

2.2.1 Equação diferencial de Newmark 

 

Nesta seção é apresentada a equação diferencial de Newmark (1951), que tem como 

principal vantagem obter a solução exata do problema através da solução de uma equação 

diferencial envolvendo a curvatura da viga mista. No entanto, o método apresenta algumas 

restrições, limitando-se a problemas de vigas mistas específicos: a distribuição do momento 

atuante na viga deve ser conhecida; as propriedades geométricas da seção devem ser 

constantes em todo o elemento analisado e as relações tensão deformação dos materiais 

devem ser lineares. 

Esta equação será utilizada em capítulos seguintes para obtenção de soluções exatas 

de problemas específicos. Estes problemas também serão avaliados usando análise 

numérica, que no caso é uma solução aproximada da equação diferencial através de funções 

de interpolação nos elementos finitos. Os resultados de ambos serão comparados para 

avaliação da formulação utilizada. 

O desenvolvimento da equação aqui apresentada é encontrado, de forma mais 

reduzida, em Faella et al (2002). 
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2.2.1.1 Deslizamento na interface 

 

A interação parcial na interface aço-concreto da seção mista provoca um 

deslizamento na interface. Este deslizamento é apresentado na equação 2.1, onde s é o 

deslizamento ao longo do eixo da viga mista, u2 e u1 são respectivamente os deslocamentos 

dos centro geométrico da seção de aço e da seção de concreto, h é a distância entre os dois 

centros geométricos e v’ é a rotação da seção mista. 

 

')( 12 hvuuxs +−=  (2.1) 

 

 Considera-se que a viga mista interage parcialmente apenas na direção horizontal, 

considerando então para a direção vertical uma interação total, ou seja, para uma mesma 

seção a laje de concreto e a viga de aço tem os mesmos deslocamentos verticais e rotações. 

A não-consideração da separação vertical na interface é sustentada pelo fato de que não há 

evidências experimentais suficientes que comprovem a importância desta consideração na 

resposta das análises de vigas mistas (Salari e Spacone, 2001). 

 

2.2.1.2 Esforços na seção mista 

 

Os momentos na seção mista aço-concreto em relação a um eixo qualquer podem 

ser obtidos através da integração das tensões normais na área da seção em relação a esses 

eixos. A figura 2.3 mostra os esforços atuantes em uma seção mista. Na figura o índice 1 

refere-se a seção de concreto e o índice 2 a seção de aço.  

 

∫∫=

α

ααα σ
A

dAyM  (2.2) 

 

Na equação 2.2, 2,1=α  refere-se, respectivamente, as seções de concreto e aço da 

seção mista, ou à seção inferior e superior a interface de deslizamento. 
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Figura 2.3  Notações para uma seção mista com conexão flexível (Faella et al, 2002). 

 

Sendo a relação tensão deformação dos materiais linear, a tensão ( ασ ) nas seções 

pode ser escrita como o produto do módulo de elasticidade ( αE ) do material pela 

deformação da seção ( αε ). 

 

∫∫=

α

αααα ε
A

dAyEM    (2.3) 

 

Como os momentos estão sendo obtidos em relação a um eixo passando pelo centro 

geométrico das seções, então a equação da deformação axial para as seções, em relação a 

esses eixos, é dada abaixo, onde ''v−=χ  é a curvatura da seção analisada. 

  

αα χε y=  (2.4) 

 

Substituindo a equação 2.4 em 2.3 e trabalhando o resultado, chega-se na equação 

final para os momentos nas seções, nesta equação αI  representa o momento de inércia nas 

seções de concreto e aço.  

 

ααααα χχ
α

IEdAyEM
A
∫∫ == 2  (2.5) 
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Observando a figura 2.3 e tomando a condição de equilíbrio das forças na direção 

horizontal, tem-se: 

 

FFF =−= 12  (2.6) 

 

O momento total atuante na seção mista, dado pela equação 2.7, é a soma dos 

momentos atuantes em cada seção, somados ao momento devido ao binário de força que 

surge na interface aço-concreto da viga mista. 

 

FhEIFhIEIEFhMMM free +=++=++= )(221121 χχχ  (2.7) 

 

Na equação 2.7,   )( 2211 IEIEEI free += é a rigidez à flexão da seção transversal 

quando a conexão horizontal não existe (F = 0). 

 

2.2.1.3 Relação força cortante deslizamento na interface  

 

Newmark (1951) considera em sua formulação uma relação linear entre a força 

cortante longitudinal por unidade de comprimento e o deslizamento na interface. A força 

cortante longitudinal por unidade de comprimento é a taxa de variação da força cortante na 

interface ao longo da viga mista. 

 

dx

dF
KsF ==   '  

(2.8) 

 

Na equação 2.8, K é uma constante que caracteriza a conexão horizontal na interface 

da seção mista. O valor de K depende, dentre outras variáveis, do tipo de conector utilizado 

na ligação entre os materiais e do número de conectores utilizado ao longo do elemento 

analisado.  

A equação 2.9 é obtida derivando a equação 2.8 em relação a variável que define a 

posição da seção analisada na viga mista, esta variável está representada na figura 2.3 pela 

letra x. 
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 )(  ''' 12 hεεKKsF χ−−==  (2.9) 

 

2.2.1.4 Retração no concreto 

 

A retração no concreto é uma redução de volume causada pela perda de água devido 

a evaporação. A NBR-6118 (2003) em seu item 3.1.1.5 especifica, para a maioria dos casos 

correntes de elementos estruturais de concreto, um valor constante para a deformação 

devido a retração do concreto de 51015 −× . Já a NBR-8800 (2005) cita, em seu anexo Q 

item Q.1.2.1.3, que tal deformação só tem valor significativo quando a relação entre o vão e 

altura total da viga mista excede a 20 e a deformação específica de retração livre do 

concreto exceder a 0,04%, sendo que nestes casos a norma aconselha a consultar normas ou 

especificações estrangeiras ou bibliografia especializada.  

Na formulação de Newmark a deformação por retração do concreto ( shε ) é 

constante e participa das equações somada à deformação do centro geométrico da seção de 

concreto, como definido abaixo.  

    

  ))( ('' 12 hεεKF sh χε −+−=  (2.10) 

 

2.2.1.5 Considerações finais 

 

Substituindo a deformação da equação 2.10 pela relação entre tensão e módulo de 

elasticidade, e sabendo que tensão é a relação entre força e área, tem-se:  

 

hKK
AEAE

AEAE
KFF sh χε −−







 +
=

))((
''

2211

2211  
(2.11) 

 

De modo a simplificar a equação 2.11 define-se, 
2211

2211* ))((
)(

AEAE

AEAE
EA

+
= . 
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hKK
EA

KF
F sh χε −−=

*)(
''  

(2.12) 

 

Sendo a distância entre os centros geométricos das seções de aço e concreto, 

representada na figura 2.3 por h, e a rigidez à flexão da seção transversal freeEI )( , 

constantes ao longo do elemento, tem-se, derivando duas vezes a equação 2.7 em relação a 

variável que define a posição da seção analisada, a equação abaixo:   

 

hFEIM free '')('''' += χ  (2.13) 

 

Substituindo a equação 2.12 na equação 2.13, e sabendo, por meio da teoria de viga 

submetida a flexão simples, que qM −='' , chega-se a expressão abaixo:  

 

χεχ 2
*)(

)('' KhKh
EA

KhF
EIq shfree −−+=−  

(2.14) 

 

Definem-se: 

 

2*)()()( hEAEIEI freefull +=  (2.15)

 

free

full

EIEA

EIK

)()(

)(
*

2 =α  
(2.16) 

 

A equação 2.15 representa a rigidez a flexão do elemento de viga mista quando a 

interação na interface aço-concreto da seção mista for total. 

Trabalhando a equação 2.14 e usando as definições 2.15 e 2.16 chega-se à equação 

2.17, que define a equação diferencial da curvatura para vigas mistas com propriedades 

geométricas da seção constante, relação tensão deformação linear e relação taxa de força 

cortante longitudinal por deslizamento na interface aço-concreto constante e igual a K.  
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free

sh

fullfree EI

Kh

EA

M

EI

q

)()()(
'' 22 ε

αχαχ +−
−

=−
(2.17) 

 

Conhecido o momento atuante no elemento de viga analisado e determinado as 

propriedades geométricas da seção pode-se, através da solução da equação diferencial 2.17 

para as condições de contorno do elemento, determinar a solução exata para curvatura ao 

longo do elemento de viga. Porém, para o uso da equação 2.17 é necessária a consideração 

de algumas restrições como: propriedades geométricas da seção constantes ao longo do 

elemento; relação tensão-deformação linear para os materiais; relação carga-deslizamento 

da interface linear; conhecimento prévio do momento atuante ao longo do elemento.  

Faella et al (2002) utiliza a equação 2.17 para obter a solução exata do problema de 

viga mista simplesmente apoiada com carregamento uniformemente distribuído ao longo do 

elemento e concentrado nos seus extremos. Em sua formulação numérica o autor atribui 

valores unitários aos carregamentos nodais do elemento, e através da solução exata do 

problema é determinando uma matriz de rigidez exata para o elemento, que relaciona seus 

deslocamentos nodais às correspondentes forças nodais. 

  

2.2.2 Processo simplificado definido pelo projeto de revisão da NBR-8800 

 

O projeto de revisão da NBR 8800 (2005) em seu anexo Q define um procedimento 

simplificado para a determinação de deslocamentos e momentos resistentes últimos de 

vigas mistas com interação parcial. Em seu procedimento a Norma se utiliza de 

simplificações significativas, como o caso da seção homogeneizada e a consideração da 

distribuição uniforme da força cortante ao longo da interface de deslizamento do elemento 

de viga. Devido a seu caráter de dimensionamento de elementos de vigas mistas em relação 

aos seus estados limites últimos e de utilização, tal procedimento é apresentado de forma 

resumida no anexo I deste trabalho. 

 

2.3 SOLUÇÕES NUMÉRICAS DE VIGAS MISTAS 

 

 Como visto na seção anterior as soluções analíticas de problemas de vigas mistas 

são aplicáveis a casos particulares, como no caso da equação de Newmark (1951) que entre 
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outras particularidades exige o conhecimento prévio do momento atuante na viga mista, ou 

deve-se considerar algumas simplificações para obter a solução, como no caso do 

procedimento simplificado definido pelo projeto de revisão da norma NBR 8800 (2005).  

Diante das particularidades e simplificações dos procedimentos analíticos para a 

solução de problema de viga mista com interação parcial, o uso de métodos numéricos para 

solução deste tipo de problema se torna atraente. O método dos elementos finitos, que 

apesar de fornecer uma solução aproximada devido à discretização do contínuo em 

elementos finitos e a aproximação da solução em cada elemento por funções de 

interpolação, apresenta uma convergência para a solução exata quando aumenta-se a 

discretização do contínuo, desde que as funções de interpolação do elemento obedeçam 

condições mínimas de acordo com o tipo de problema avaliado. 

Nesta seção será feita uma revisão bibliográfica em trabalhos mais recentes que 

adotam soluções numéricas para problemas de vigas mistas com interação parcial. Será 

feita também uma breve revisão sobre trabalhos relacionados a elementos de interface, já 

que no capítulo 4 é apresentada uma proposta de solução numérica do problema de viga 

mista com interação parcial usando um elemento de interface em conjunto com um 

elemento de viga simples. 

Na revisão bibliográfica percebe-se a preferência dos autores na utilização de 

elementos unidimensionais para simular o problema de viga mista com interação parcial, 

uma vez que estes são mais simples de serem implementados, produzem respostas mais 

rápidas e, para o caso de problemas de vigas, com boa precisão, justificando assim a 

preferência em relação aos elementos bidimensionais ou tridimensionais.  

Os diferentes elementos unidimensionais implementados em trabalhos recentes 

descritos no item abaixo diferem entre si na escolha do tipo da formulação de elementos 

finitos utilizada, que são baseadas ora em deslocamentos ora forças. A determinação do 

número de graus de liberdade e conseqüente escolha das funções de interpolação implica 

também em diferenças entre os elementos implementados encontrados na revisão 

bibliográfica. 

Na literatura, os trabalhos encontrados que utilizam o elemento de interface 

retangular de espessura nula, geralmente o fazem para simular propagação de trincas, 

modelo de juntas e contatos entre diferentes materiais. Não foram encontrados trabalhos 
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desenvolvidos usando este tipo de elemento para simular o comportamento da interface de 

deslizamento em vigas mistas com interação parcial. Isto pode ser explicado devido ao 

elemento de interface ser normalmente utilizado em análises bidimensionais, sendo 

necessário algumas alterações na consideração dos graus de liberdade em seu nós para a sua 

utilização em conjunto com elementos de barra. 

 

2.3.1 Soluções com elementos finitos considerando o deslizamento na interface 

 

Oven et al (1997) apresentam um modelo de elementos finitos inelástico não linear 

bi-dimensional para análise estrutural de viga mista com conexão deformável na interface.  

No desenvolvimento da formulação os autores utilizam o princípio dos trabalhos 

virtuais, expresso pela equação 2.18, onde o trabalho virtual interno é representado pela 

soma dos trabalhos realizados pela laje de concreto, pelo perfil de aço e pelos conectores de 

ligação da interface, e o trabalho virtual externo é representado através do produto das 

forças externas nodais pelo campo de deslocamento virtual, uma vez que para a formulação 

usada só são permitidas forças externas nodais no elemento. 

 

{ }{ } 0=−∆++= ∫∫ ∫∫ ∫ qQsdzFdzdAdzdAW
ll A

sszsz

l A

cczcz

sc

δδδεσδεσδ

 

(2.18) 

Na análise é considerado um elemento de barra com dois nós e seis graus de 

liberdade por nó. Atribuindo as funções de interpolação ao elemento e aplicando a ele a 

equação 2.18, chega-se à formulação desejada para o elemento finito. 

 

Gattesco (1999) utiliza, em sua formulação numérica para solução de problemas de 

vigas mista com interação parcial, um elemento representado por dois membros de viga, 

concreto e aço, um sobre o outro conectados por duas molas horizontais em suas 

extremidades, como pode ser visto na figura 2.4. 

O elemento possui quatro pontos nodais com três graus de liberdades cada um, os 

quais representam os deslocamentos vertical e horizontal e a rotação no plano x-y. No 

entanto, com a desconsideração da separação vertical entre os membros de viga o número 

de graus de liberdade do elemento se reduz para oito. 
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Figura 2.4 Elemento com 8 graus de liberdade (Gattesco, 1999) 

 

Fabbrocino et al (1999) propõem um procedimento numérico para análise do 

comportamento estrutural de viga mista sobre efeito de momento positivo devido a 

carregamento de curta duração em ambas situações de estados limites de ruína e de 

utilização. 

 

Salari e Spacone (2001) apresentam uma formulação para solução numérica de 

problemas de vigas mistas com interação parcial na interface utilizando o método dos 

elementos finitos, com diferentes elementos de barra. O primeiro é derivado do método 

baseado em deslocamentos, e outro derivado do método baseado em forças. 

Em sua formulação, os autores definem para vigas mistas o campo de deslocamento 

( )T
sc xuxuxvxu )()()()( 00= , onde v(x) é o deslocamento vertical, idêntico para ambos, 

concreto e aço, devido a consideração de elevação nula na interface, e )(0 xu c  e )(0 xu s  são, 

respectivamente, os deslocamentos axiais na laje de concreto e no perfil de aço em seus 

eixos de referências indicados pelo subscrito 0. Dependente do campo de deslocamentos, é 

definido o campo de deformações da viga mista ( )T
sc xxxxe )()()()( 00 εεχ= , e o seu 

correspondente campo de força  ( )T
sc xNxNxMxs )()()()( = onde M(x), Nc(x) e Ns(x) 

são definidos na figura 2.5. 

Através do equilíbrio das forças horizontais e verticais, e dos momentos do 

elemento infinitesimal da figura 2.5, chega-se à equação diferencial abaixo que governa o 

problema de vigas mistas com deslizamento na interface. 
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0)()()( =−∂−∂ xpxsxs b
T
b

T  (2.19) 

  

Na equação 2.19, ∂ e b∂ são operadores diferenciais definidos abaixo, )(xsb  é o 

vetor de força generalizado na interface e )(xp  é o vetor de força devido ao carregamento 

externo e ao peso próprio . 

 

 
Figura 2.5 Viga mista com interação parcial – forças sobre um elemento infinitesimal 

(Salari  e Spaccone, 2001). 
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(2.20) 

 







−=∂ 11

dx

d
Hb  

(2.21) 

 

Para pequenos deslocamentos tem-se as equações de compatibilidades )()( xuxe ∂=  

e )()( xuxe bb ∂= , onde )(xeb  representa o deslizamento no vínculo de interface ou o seu 

deslocamento relativo.  
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As equações diferenciais acima são utilizadas por Salari e Spacone (2001) para a 

dedução das duas formulações de elemento finito citadas. 

Dois exemplos são analisados e usados para comparação entre os métodos 

apresentados no artigo. Os autores destacam um menor número de graus de liberdade a 

nível global da estrutura na utilização do método baseado em força, no entanto citam que 

para evitar problemas comuns neste método deve-se utilizar um procedimento especial de 

recuperação de forças. 

 

Faella et al. (2002) propõem uma solução exata para o comportamento de vigas 

mistas com conexão flexível na interface. Em sua formulação, deduziram-se as expressões 

para a matriz de rigidez para um elemento de viga mista simplesmente apoiada com 

carregamento uniformemente distribuído ao longo do elemento e cargas concentradas nos 

seus extremos, como mostra a figura 2.6. 

 

 
Figura 2.6 Deslocamentos e forças nodais de uma viga mista simplesmente apoiada com 

interação parcial (Faella et al., 2002). 
 

Usando a equação diferencial de Newmark (1951), definida no item 2.2.1 deste 

capítulo, e atribuindo valores unitários aos carregamentos nodais do elemento, os autores 

encontram uma solução exata para o problema da figura 2.6, determinando uma matriz de 

rigidez para o elemento que relaciona seus deslocamentos nodais ),,,( jjii ss ϕϕ  às 

correspondentes forças nodais ),,,( jjii FMFM . 

A solução exata do problema da figura 2.6 tem a forma da equação 2.22, onde )(zχ  

representa a curvatura da viga mista na seção de coordenada z. 
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)()()( 10 zzz χχχ +=  (2.22) 

 

Na equação 2.22, )(0 zχ  é a solução da equação homogênea e, segundo autor, tem a 

forma da equação 2.23 onde, C1 e C2 são constantes que podem ser determinadas impondo 

as condições de contorno ao elemento. Já )(1 zχ  é uma solução particular do problema da 

figura 2.6 que depende do carregamento q, da deformação devido a retração do concreto e 

da equação do momento atuante ao longo do elemento. 

 

)cosh()()( 210 zCzsenhCz ααχ +=  (2.23) 

 

Tal método tem como principal vantagem apresentar uma solução exata do 

problema segundo a equação diferencial de Newmark, diferente dos métodos de elementos 

finitos onde a solução da equação diferencial é aproximada. No entanto, como os elementos 

vão de apoio a apoio da viga, tem-se que as propriedades geométricas da seção transversal 

da viga devem ser constantes em todo vão, não podendo também existir graus de liberdade 

no interior de um vão. O método também é limitado ao tipo de carregamento utilizado na 

definição da matriz de rigidez do elemento, a menos que se deduzam outras matrizes de 

rigidez para diferentes tipos de carregamentos. 

 

Dall’Asta e Zona (2004) propõem, para solução de problemas de viga mista com 

interação parcial na interface, um elemento misto que tem como característica possuir 

aproximações independentes para os campos de deslocamento, deformação e tensão. 

Inicialmente os autores apresentam uma solução usando o método dos elementos 

finitos com elemento baseado em deslocamentos, apresentando uma formulação muito 

semelhante àquela apresentada por Salari e Spacone (2001). Em seguida é apresentada a 

formulação para o elemento misto, e através da solução numérica de um exemplo os 

autores comparam os elementos propostos. 

A figura 2.7 ilustra três diferentes elementos implementados sob a formulação do 

método baseado no deslocamento. As funções de interpolação utilizadas para o campo de 

deslocamento nodal são compatíveis com os graus de liberdade apresentados na figura 2.7 
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para cada elemento implementado. Por  exemplo, para o elemento PE112 da figura são 

utilizados polinômios de grau dois para os deslocamentos axiais da laje de concreto e da 

viga de aço, e polinômio de grau três para os deslocamentos verticais e rotações da viga 

mista. 

 

 
Figura 2.7 Campo de deslocamento para os elementos de 8 graus de liberdade (a), 10 graus 

de liberdade (b) e 16 graus de liberdade (c) (Dall’Asta e Zona, 2004).  
 

A figura 2.8 ilustra os elementos mistos implementados, que têm como funções de 

interpolação polinômios de grau dois para os deslocamentos axiais, e grau três para 

deslocamentos verticais e rotações. Já para o campo de deformação são assumidos 

polinômios lineares para as deformações axiais e curvatura, e polinômio de grau dois para o 

deslizamento na interface. Por último, assume-se para o campo de tensão polinômios 

lineares para as forças axiais e para o momento fletor, e polinômio de grau dois para a força 

cortante na interface. 

 

 
Figura 2.8 Elemento misto (Dall’Asta e Zona, 2004) 

 

Segundo os autores, o método baseado em deslocamentos é bastante utilizado na 

solução de problemas de vigas mistas com interação parcial devido a sua formulação 

simples. No entanto, este método pode apresentar, em alguns casos, problemas de 

convergência para valores altos de rigidez da conexão cortante na interface. Os autores 

também citam, em relação a este método, uma exigência de um número elevado de 

elementos para convergência da solução quando a conexão na interface é considerada livre. 
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Em relação ao elemento misto (HW112) implementado, os autores citam um 

comportamento suave na representação das forças axiais e momentos desenvolvidos ao 

longo da viga mista analisada. Já na representação da força cortante, aparecem 

descontinuidades ao longo da interface. Os autores também relatam, em relação ao 

elemento misto, problemas de convergência em alguns casos na solução de problemas 

iterativos. 

 

Liang et al (2004) desenvolveram uma análise baseada no método dos elementos 

finitos para solução de problemas de viga mista, considerando uma resistência cortante 

vertical na interface que aparece através da laje de concreto sobre o efeito da ação mista. 

Um modelo de elementos finitos tri-dimensional foi proposto para simular o 

comportamento não linear dos materiais da viga mista contínua analisada. O modelo de 

elementos finitos é verificado através de resultados experimentais, e então utilizado para 

estudar os efeitos da laje de concreto e da conexão cortante na interface sobre a resistência 

cortante vertical. 

 Os autores afirmam, com base em resultados numéricos e experimentais, que a 

desconsideração desta resistência induz a resultados conservadores na análise.  

 

Nie et al. (2004) desenvolveram um modelo mecânico baseado na teoria da 

elasticidade para investigar a rigidez de viga mista nas regiões de momento negativo, 

considerando, além do deslizamento na interface aço-concreto da viga mista, um 

deslizamento na interface das barras de reforço da laje de concreto. 

Em sua formulação são tomadas algumas considerações como: a força cortante na 

interface é proporcional ao deslizamento; a rigidez da conexão na interface é uniforme e 

contínua ao longo do comprimento da viga mista; a laje de concreto e a viga de aço tem 

deslocamentos verticais e rotações iguais para uma mesma seção; as barras de reforço não 

fornecem resistência cortante vertical e a capacidade de tração do concreto é desprezada; o 

comportamento do material do perfil de aço e das barras de reforço é elástico linear. 

O modelo teórico desenvolvido é baseado nas considerações citadas no parágrafo 

anterior e nas condições de equilíbrio do elemento infinitesimal representativo, no qual o 

elemento de concreto tem apenas a função de transferir a força cortante entre a viga de aço 
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e a barra de reforço da laje de concreto, não contribuindo assim para o cálculo do momento 

resistente. 

 

2.3.2 Soluções usando elemento de interface 

 

Os elementos de interface têm por finalidade predizer e permitir o deslizamento e 

separação entre dois corpos em contato, ou separados por uma fina capa de material. Tais 

elementos, aplicados dentro do método dos elementos finitos, tem sido enormemente 

utilizados na solução de problemas que simulam propagação de trincas, modelo de juntas e 

contato.  

Carol et al (2001), em uma análise numérica para determinar a curva tensão 

deformação do concreto, utilizam o elemento de interface para simular abertura de trincas 

na malha de elementos finitos analisada.  

Kaliakin e Li (1995) utilizam o elemento de interface para simular a interação no 

contato entre uma sapata de fundação e o solo. 

 O elemento de interface utilizado para simular o deslizamento na interface de uma 

viga mista implementado no capítulo 4 é baseado no elemento clássico proposto por 

Goodman et al (1968), com a necessidade de utilizar para os deslocamentos relativos 

verticais do elemento uma função de interpolação cúbica em vez de linear como no caso do 

elemento proposto por Goodman. Devido a isso, a seguir é feita uma apresentação da 

formulação do elemento de interface proposto por Goodman. 

 

2.3.2.1 Elemento de interface proposto por Goodman 

 

O elemento de interface proposto por Goodman et al (1968), conhecido como GTB, 

foi o primeiro elemento desenvolvido com a finalidade de representar o comportamento na 

interface entre materiais, a surgir na literatura, e serve ainda hoje como base para 

implementação de outros elementos de interface, como os elementos propostos por 

Herrmann (1978) e Coutinho et al (2003). Este último tem como característica não 

apresentar inconsistência cinemática quando o elemento é submetido a uma condição 

específica de impedimentos de seus graus de liberdade.  
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O elemento GTB possui quatro nós, oito graus de liberdade de deslocamento, 

comprimento l e espessura h conforme mostrado na figura 2.9. 

Os deslocamentos na face superior e inferior do elemento, equações 2.24 a 2.27, são 

definidos através de interpolações independentes.  

 

2211inf uNuNu +=  (2.24) 

 

2211inf vNvNv +=  (2.25) 

 

3241sup uNuNu +=  (2.26) 

 

3241sup vNvNv +=   (2.27) 

 

Nas equações 2.24 a 2.27, 1N  e 2N são funções de interpolações lineares dadas 

pelas equações 2.28 e 2.29, iu  e iv  são os deslocamentos nodais representados na figura 

2.9. 

 

l

x
N −=

2

1
1   

(2.28) 

 

l

x
N +=

2

1
2  

(2.29) 

 

 
Figura 2.9 Elemento de interface proposto por Goodman et al (1968) 
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 As deformações são consideradas constantes dentro da espessura, e são 

determinadas através dos deslocamentos relativos superior e inferior do elemento como 

mostrado abaixo: 

 

{ } =








=
y

yx

ε

γ
ε

















−

−

h
vv

h
uu

infsup

infsup

  

(2.30) 

  

A equação 2.31 define as tensões no elemento de interface, nela [D] é a matriz 

constitutiva elástica do material definida na equação 2.32, onde d11 e d22 são, 

respectivamente, a rigidez tangencial e normal do elemento de interface. 
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A seguir é apresentada a equação que relaciona o vetor de deformação do elemento 

de interface com o vetor dos deslocamentos { }d  apresentado na equação 2.34. A matriz [B] 

da equação pode ser deduzida a partir das equações 2.24 a 2.27 e da equação 2.33. 

 

{ } [ ]{ }dB=ε  (2.33) 

 

{ } [ ]44332211 vuvuvuvud T
=  (2.34) 

 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ][ ]ININININ
h

B
h

B 1221
* 11

−−==  
(2.35) 

 

Na equação 2.35, [ ]I  é a matriz identidade de ordem dois. 
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 A matriz de rigidez do elemento de interface, equação 2.36, é obtida através da 

energia de deformação do elemento de interface desenvolvida abaixo: 
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Desenvolvendo a equação 2.36 a matriz de rigidez do elemento de interface fica 

como apresentada abaixo, onde [DI] é dado na equação 2.38.  
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(2.37) 

[ ] [ ] [ ]∫ ==
h

D
h

dyD
h

DI
0

2

11
  

(2.38) 

 

Na equação anterior pode-se ver que a medida que h tende a um valor muito 

pequeno [ ]DI  tende a um valor muito grande. No caso de elemento de interface de 

espessura nula (h = 0) deve-se assumir para [ ]DI  os maiores valores possíveis, desde que 

não causem erros computacionais.   
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A matriz de rigidez do elemento de interface dada pela equação 2.37, é definida  no 

sistema de referência local de coordenadas x-y do elemento de interface, caso este sistema 

forme um ânguloθ  com o sistema de referência global de coordenadas x’-y’, a matriz de 

rigidez no sistema de referência global deve ser determinada através da pré-multiplicação 

da matriz de rigidez no sistema de referência local pela transposta da matriz de rotação, e 

da pós-multiplicação pela matriz de rotação, definida na equação 2.40. 
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Em 2.40 [ ]R  é a matriz de rotação bi-dimensional, dada abaixo: 
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Capítulo 3 
 
ANÁLISE DOS ESFORÇOS 
EM SEÇÕES MISTAS  
 
 
3.1 INTRODUÇÃO 

 

O aumento na utilização de estruturas metálicas e conseqüentemente aumento no 

uso de elementos de vigas mistas fazem surgir formas de seções mistas transversais que 

aumentam a relação vão versus altura da viga, possibilitando grandes vãos livres, sempre 

interessantes em galpões industriais e pontes. A solução de treliça mista para esses tipos de 

vãos também aumenta o leque de possibilidade para formas variadas de seções. Tais seções 

podem não ter, para os cálculos dos esforços resistentes, métodos simplificados por normas, 

as quais geralmente se atêm às formas mais utilizadas na prática.  

A obtenção de esforços resistentes em seções de elementos de vigas de concreto 

armado é feita, segundo a NBR-6118 (2003), a partir de uma análise elasto-plástica. Já para 

seções de aço, a NBR-8800 (1986) considera, em geral, uma análise rígido plástica da 

seção para a obtenção dos esforços resistentes. No caso de seções mistas, o projeto de 

revisão da NBR-8800 (2005) permite uma análise rígido plástica para os casos em que a 

relação entre duas vezes a altura da parte comprimida da alma e a sua espessura, for inferior 

a um limite estipulado. Nos casos contrários, a análise para obtenção dos esforços 

resistentes é elástica. Ainda para seção mista, normas como a ACI-318 (1999) utilizam 

análise elasto-plástica na obtenção dos esforços resistentes. 
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São dois os principais métodos para a obtenção dos esforços resistentes em uma 

seção qualquer. O primeiro deles é o método de fibras, ou faixas, onde a seção analisada é 

discretizada em várias faixas ou fibras, determinando, através da deformada da seção, uma 

deformação para cada faixa. Conhecida a relação tensão-deformação do material, 

determina-se uma força axial atuante nestas faixas que serão utilizadas na integração dos 

esforços resistentes. O segundo método utiliza integração analítica para a obtenção dos 

esforços resistentes na seção. Sendo a seção representada por um polígono fechado, é usado 

o teorema de Green para transformar a integral de área em uma integral de contorno, e 

então de forma analítica obter os esforços resistentes a partir da equação da configuração 

deformada da seção. 

O objetivo destes métodos de avaliação é determinar, para uma dada condição de 

deformação da seção, não apenas os seus esforços resistentes, mas também suas rigidezes 

generalizadas, ou seja, as derivadas destes esforços em relação às variáveis de deformação, 

necessárias nas formulações por elementos finitos. 

Um modelo baseado em uma série de faixas discretas ao longo da altura da seção 

analisada foi empregado por Uy (2001) e Lakshmi e Shnmugam (2002) para a obtenção dos 

esforços resistentes na seção. No modelo, a deformação é obtida em cada faixa em função 

da deformada da seção, e as relações tensão-deformação dos respectivos materiais são 

adotadas para a obtenção da força axial na faixa em questão. Estas forças são utilizadas na 

determinação do equilíbrio da seção e conseqüente determinação dos esforços resistentes. 

Em Chen et al. (2001), são apresentadas expressões para a integração das tensões no 

concreto, utilizando para as tensões resultantes no aço um modelo de fibras (Mirza e 

Skrabek, 1991). Rodriguez e Aristizabal-Ochoa (1999) apresentaram expressões para 

obtenção dos esforços no concreto, utilizando o método de integração de Gauss, no qual a 

seção deve ser aproximada por trechos retilíneos. Um modelo de fibras que emprega 

computação gráfica para a integração das tensões sobre a seção foi desenvolvido por 

Sfakianakis (2002). 

Werner (1974) sugeriu o uso do teorema de Green para obtenção de esforços em 

seções genéricas de concreto armado. Seu trabalho serviu de base para trabalhos posteriores 

usando este método, como Ferreira (1986) e Melo (2000). 
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O problema de viga mista com interação total pode ser considerado como um caso 

particular de pilar misto. Já para o caso de interação parcial, o deslizamento na interface do 

elemento torna a sua análise bem característica. No entanto, para a obtenção dos esforços 

resistentes, ao se considerar a seção da viga mista dividida em uma seção acima da 

interface de deslizamento e outra abaixo, tem-se a equação da deformação contínua para 

cada seção, e novamente um procedimento para pilar misto pode ser utilizado na obtenção 

dos esforços resistentes. Devido a isto, grande parte do exposto neste capítulo se baseia nos 

trabalhos anteriores de Caldas (2004) e Muniz (2005) onde é feita uma análise numérica de 

pilares mistos com seções genéricas. 

Neste capítulo, deduz-se a forma de obtenção de esforços e rigidezes generalizadas 

em seções de vigas mistas genéricas a partir de uma aplicação do Teorema de Green. O 

método escolhido apresenta a vantagem de fornecer a resposta exata para a determinação 

dos esforços resistentes, porém a seção deve ser representada por um polígono fechado. Na 

obtenção destes esforços, é necessária a definição da equação de deformação na seção da 

viga mista analisada, considerando, para o caso de interação parcial da viga mista, um 

deslizamento na interface aço-concreto da seção mista. Também se faz necessário o 

conhecimento da relação tensão-deformação dos materiais que constituem a seção mista. 

Por se tratar de flexão reta algumas simplificações podem ser assumidas. No caso da 

seção ser simétrica em relação ao eixo vertical podem-se avaliar as integrais em 

determinados segmentos apenas uma vez de cada lado da seção, para obter os esforços 

resistentes e rigidezes. 

Na determinação dos esforços resistentes e rigidezes em problemas de vigas mistas 

com interação parcial a seção transversal será dividida em duas, definidas acima e abaixo 

da interface de deslizamento. 

 

3.2  GEOMETRIA DA SEÇÃO TRANSVERSAL 

 

A metodologia utilizada para o cálculo dos esforços resistentes permite a cada seção 

individual dividir-se em um número qualquer de materiais distintos, barras de reforço e 

aberturas. Cada material é definido por uma poligonal fechada, as barras de reforço são 

definidas pontualmente, e aberturas são consideradas quando, na definição da poligonal do 
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material que a contém, é deixado um espaço vazio em seu interior. As poligonais fechadas 

dos materiais que constituem a seção mista, mais as barras de reforço, devem se encaixar 

formando a seção desejada. Nos casos particulares teremos o concreto armado, quando a 

seção for constituída por apenas um polígono fechado representativo do material concreto e 

barras de reforço, e a viga de aço, quando a seção for constituída por apenas um polígono 

representativo do material aço. 

As coordenadas dos vértices das poligonais devem ser referenciadas em um sistema 

de coordenadas xy qualquer. A figura 3.1 ilustra um exemplo fictício de seção mista. Pode-

se observar através da figura que a ordem de seqüência dos vértices na definição da 

poligonal do material é anti-horária. Tal ordem irá influenciar no cálculo dos esforços, uma 

vez que pelo teorema de Green a integral em um polígono fechado percorrido em sentido 

anti-horário fornece o valor da positivo; já no sentido horário, este valor será fornecido 

negativo.  

 

 
Figura 3.1 Definição da seção mista  

 

3.3  DEFORMADA DA SEÇÃO CONSIDERANDO O DESLIZAMENTO 

 

Como mencionado em capítulos anteriores, uma viga mista submetida a esforços de 

flexão produz uma força cortante longitudinal na interface que liga a laje de concreto ao 

perfil de aço. Se a força de atrito produzida entre as faces destes materiais, mais a força 

desenvolvida ao longo da interface devido a uma ligação química entre os materiais, forem 
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suficientes para suportar tal força cortante, então a deformada na seção será contínua e a 

viga mista pode ser tratada como uma viga comum de dois materiais. No caso em que essas 

forças resistivas longitudinais não são suficientes para suportar a força cortante longitudinal 

atuante, os conectores de ligação da viga mista serão acionados e irão deformar-se 

produzindo uma descontinuidade na deformada da seção mista, como mostra a figura 3.2. 

Considerando a hipótese de que seções planas permanecem planas após as 

deformações e a aproximação de pequenas rotações tem-se para a deformada da seção de 

viga mista a expressão abaixo:  

 

 )()()(),( xyyxyx χεε ααα −+=  (3.1) 

 

Na equação 3.1, )(xχ  é a curvatura da seção analisada de coordenada x, e )(xαε  é 

deformação axial nos eixos de referência das seções analisada acima e abaixo da interface 

de deslizamento da viga mista, como mostrado na figura 3.2. 

As linhas paralelas da deformada da seção, apresentadas na figura 3.2, indicam que 

a curvatura é a mesma para ambas as seções acima e abaixo da interface de deslizamento, o 

que é verificado quando a interação na direção vertical da interface for total, ou seja, não é 

possível a separação na interface nesta direção. Assim sendo, essa condição é então adotada 

como hipótese na formulação da equação 3.1, que é também apresentada no capítulo 4 de 

forma mais detalhada.  

 

 

 
Figura 3.2  Deformada da seção de viga mista com interação parcial. 
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3.4  MATERIAIS 

 

Definem-se os materiais através de suas relações tensão-deformação. Por exemplo, 

o concreto pode ser definido segundo o Código Modelo CEB (CEB, 1990) por meio de um 

diagrama tensão-deformação simplificado, representado por uma parábola e uma reta 

horizontal quando comprimido e pelo eixo nulo quando tracionado, como é mostrado na 

figura 3.3, onde fc é a resistência média a compressão do concreto.  

 

 

Figura 3.3 Diagrama tensão deformação do concreto (CEB, 1990). 

 

Será utilizado na definição das relações tensão deformação dos materiais um 

modelo já implementado em trabalhos anteriores (Caldas, 2004, Muniz, 2005), que tem 

como principal característica a liberdade do usuário de definir as relações tensão 

deformação dos materiais, desde que sejam descritas por polinômios. 

A figura 3.4 representa um modelo teórico de uma curva tensão-deformação. A 

curva pode ser dividida em um número qualquer de faixas, representadas na figura pelos Fi. 

Cada faixa terá definidos os coeficientes que caracterizarão a curva polinomial a ser 

considerada, bem como suas deformações limites à esquerda e à direita, representadas na 

figura 3.4 pelos Li. 

 



 36

 
Figura 3.4  Relação tensão deformação ilustrativa de um material 

 

Para os casos de interação parcial a relação força cortante por unidade de 

comprimento versus deslizamento na interface deve ser fornecida de forma análoga à 

descrita acima. As mudanças para estes casos seriam as trocas, da tensão no eixo vertical da 

figura 3.4 pela força cortante por unidade de comprimento, e a deformação no eixo 

horizontal da mesma figura pelo deslizamento na interface. Apesar de ter sido admitido o 

mesmo procedimento para a definição das curvas tensão-deformação dos materiais e para 

força-deslizamento na interface, esta última poderia ter sido definida através de uma função 

contínua e diferenciável qualquer, uma vez que não há necessidade de integração desta 

relação. Ela somente é avaliada em pontos de integração discretos.  

 

3.5  OBTENÇÃO DOS ESFORÇOS RESISTENTES NA SEÇÃO MISTA 
 

Os esforços seccionais resistentes são obtidos por integração das tensões definidas 

para valores das variáveis de deformação e da área de armadura individual Asi. Estes 

esforços, para os casos de vigas mistas com interação parcial, são as forças normais 

aplicadas nos eixos de referência das seções acima e abaixo da interface de deslizamento, e 

os momentos em torno destes eixos, como definidos a seguir em 3.2 e 3.3. Também deve-se 

considerar para as vigas mistas com interação parcial o esforço cortante resistente que surge 

na interface de deslizamento, definido no final deste item.  

 

∫∫=
α

ααα σ
A

dAN    (3.2) 
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∫∫ −=
α
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A
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Nas equações acima o índice α  representa as seções acima e abaixo da interface de 

deslizamento da seção mista. O momento resistente da seção mista é dado pela soma dos  

momentos da equação 3.3.  

As seções mais comuns de viga mista são formadas por uma laje de concreto, 

reforçada ou não com barras de aço, e um perfil metálico como mostrado na figura 2.1 do 

capítulo 2 deste trabalho. Porém a formulação usada na obtenção dos esforços resistentes 

considera a seção mista como união de duas seções poligonais quaisquer, como descrito no 

item 3.2. Para este caso geral a integral na área deve-se subdividir em várias parcelas, as 

quais representarão as integrais nos diferentes materiais e nas barras de reforço. De acordo 

com esta seção mista genérica  reescrevem-se as equações dos esforços resistentes.  
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(3.5) 

 A obtenção do esforço normal resistente (Sb) na interface de deslizamento é feita de 

forma direta usando a relação força cortante versus deslizamento do vínculo de ligação, 

definida como no item 3.4. Uma vez determinada o deslizamento na interface o esforço 

cortante resistente na interface é obtido.  

 

3.6  INTEGRAÇÃO 

 

As integrais dos esforços resistentes definidas no item anterior são resolvidas após 

uma transformação das integrais de superfície em integrais de contorno através de uma 
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aplicação do Teorema de Green, como feito em trabalhos anteriores por Caldas (2004) e 

Muniz (2005).  

Pela aplicação do Teorema de Green, a expressão de um termo genérico de um 

polinômio transformado para uma integral de contorno num polígono fechado é dada por: 
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(3.6)

 

O teorema dado pela equação 3.6 permite a obtenção de forma analítica de qualquer 

integral polinomial em domínio plano fechado, desde que descrito por segmentos retos. 

A expressão 3.7 abaixo representa uma forma geral das integrais necessárias para o 

cálculo dos esforços resistentes, onde a e b são valores inteiros. 

 

∫∫=
A

ba
ab dydxyxI  (3.7) 

 
Figura 3.5 Parametrização do segmento 

 

Utilizando as equações 3.8 e 3.9 de parametrização de um segmento qualquer 

ilustrado na figura 3.5, e utilizando o teorema da equação 3.6, pode-se determinar tomando 

valores inteiros para a e b os diferentes resultados da expressão 3.7 necessários para o 

cálculo das integrais dos esforços resistentes.  

 

)( 121 xxSxx −+=  (3.8) 

 

)( 121 yySyy −+=  (3.9) 
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Nas equações de parametrização anteriores S define um eixo sobre o segmento de 

análise e varia de 0, quando sobre ponto inicial, a 1, quando no ponto final do segmento. 

Observando o exposto acima, e tomando a = 0 e b = 0 tem-se, para um segmento de 

coordenadas limites (x1,y1) e (x2,y2) de uma poligonal, a expressão dada abaixo: 
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Para as mesmas condições acima e tomando a = 1 e b = 0, tem-se: 
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Seguindo o mesmo raciocínio usado nas expressões 3.10 e 3.11 determinam-se 

todas as integrais necessárias ao cálculo dos esforços resistentes e rigidezes seccionais. 
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Figura 3.6 Análise de esforços em seção mista. (a)  Divisão da seção mista em faixas de 

deformações, (b) definição dos polígonos para cálculos da contribuição aos esforços 
resistentes devido ao concreto. 

 

A figura 3.6(a) mostra uma seção mista subdividida em faixas de deformações de 

acordo com os diagrama de tensão-deformação dos materiais dados conforme o item 3.4. 

Para o caso de vigas a deformação varia na seção linearmente em relação ao eixo y, de 

acordo com a equação 3.5, e não varia em relação ao eixo x local da seção.  

É importante salientar que segmentos das poligonais que formam as áreas 

componentes que estão situados em mais de uma faixa de deformação do seu respectivo 

diagrama tensão-deformação, como mostra a figura 3.6(a), devem ser divididos em tantos 

segmentos quantas foram as faixas em que se situam. Obtêm-se assim poligonais 

secundárias de acordo com os diagramas dos materiais componentes da seção, figura 
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3.6(b). Para este fim pode-se utilizar, de forma bastante elegante, o algoritmo de 

determinação de isofaixas em domínios planos (Martha, 2003). 

A figura 3.6(b) ilustra o procedimento da determinação de novos vértices e da 

divisão das poligonais em quantas forem necessárias para representarem as diferentes 

faixas de deformações do material na determinação dos esforços e rigidezes. Esta divisão 

deve ser realizada em todos os materiais definidos por seus respectivos polígonos fechados, 

de acordo com a equação da deformada da seção e a curva tensão-deformação do material. 

Na figura 3.6(b) esta divisão foi feita de forma ilustrativa apenas para o material concreto.   

  Com o procedimento descrito acima de divisão das poligonais dos materiais, e 

conhecendo o diagrama tensão-deformação de cada material, pode-se determinar através 

das integrais obtidas os esforços resistentes e as rigidezes generalizadas em uma seção de 

análise do elemento de viga mista. 

 Para ilustrar os passos utilizados no procedimento de determinação dos esforços 

resistentes será considerada a seção mista apresentada na figura 3.6. Nesta seção observa-se 

que o material concreto está dividido em 3 faixas de deformação, portanto será considerado 

de forma ilustrativa um polinômio constante para a faixa (I) do diagrama tensão-

deformação do concreto, quadrático para a faixa (II) e linear para a faixa (III). Os 

polinômios são definidos através de seus coeficientes c0, c1, c2 e c3   

( 3
3

2
210)( εεεεσ cccc +++= ).  

Ainda no exemplo da figura 3.6, para o material aço será admitida apenas uma faixa 

de deformação do diagrama de tensão-deformação, sendo assim toda a sua seção está 

representada por apenas um polinômio que será considerado linear. 

 Com as considerações acima pode-se determinar a força normal resistente da seção 

mista aplicada na origem de seu eixo de referência. 
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A contribuição do concreto ao esforço normal resistente da seção mista é dada por: 
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∫∫∫∫∫∫∫∫ ++==

IIIIII A

z

A

z

A

z

A

zc dAdAdAdAN σσσσ (3.21) 

  

Na equação 3.21, AI, AII  e AIII  representam as áreas dos 3 polígonos mostrados na figura 

3.6(b). O número de polígonos a considerar para um mesmo material é definido pela 

deformada da seção e o diagrama de tensão-deformação do material.  

 Usando a relação tensão-deformação dada pelas curvas polinomiais do diagrama de 

tensão-deformação do concreto, tem-se: 

 

∫∫∫∫∫∫∫∫ +++++=

IIIIII AAAA

z dAbbdAcccdAadA )()( 0101
2

20 εεεσ  (3.22) 

 

 Deve-se lembrar que foi admitido, de forma a ilustrar o cálculo dos esforços 

resistentes, um polinômio constante para o diagrama tensão-deformação do concreto na 

faixa I, quadrático na faixa II e linear na faixa III, como é ilustrado na figura 3.7. 

 

 
Figura 3.7 Curva tensão-deformação ilustrativa para o concreto.  

 

 Escrevendo as variáveis de deformação em função da deformação axial ( 0ε ) na 

origem do eixo local xy da seção mista e da curvatura ( χ ) da seção, ambas constantes na 

área da seção mista analisada, tem-se para a equação 3.22 a expressão: 

 

∫∫∫∫∫∫∫∫ ++++++++=

IIIIII AAAA

z dAbybdAcycycdAadA ])([])()([ 001001
2

020 χεχεχεσ  
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 Para a primeira parcela da integral acima, tem-se:  

 

I

II

A

AA

IadxdyadAa )( 00000 == ∫∫∫∫  

  

Para a segunda, tem-se: 

 

∫∫∫∫ +++++=++++
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dAycycccccdAcycyc ])2([])()([ 2
212002

2
02001

2
02 χχχεεχεχε  

∫∫∫∫∫∫ +++++=

IIIIII AAA

dxdyycydxdyccdxdyccc 2
212002

2
02 )2()( χχχεε  

IIIIII AAA IcIccIccc )())(2())(( 022011200002
2
02 χχχεε +++++=  

 

Para a terceira, tem-se: 

 

∫∫∫∫∫∫ ++=++

IIIIIIIII AAA

ydxdybdxdybbdAbyb χεχε 1001001 )(])([  

IIIIII AA IbIbb )())(( 01100001 χε ++=  

  

Juntando as três parcelas acima chega-se à expressão final para a contribuição do 

concreto à força normal resistente da seção mista.   

 

+++++++=∫∫ IIIIIII AAAA

A

z IcIccIcccIadA )())(2())(()( 022011200002
2
02000 χχχεεσ  

IIIIII AA IbIbb )())(( 01100001 χε +++

 

(3.23) 

 A contribuição do aço ao esforço normal resistente da seção mista é obtida a seguir: 

 

∫∫∫∫ ==
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z

A
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 Na equação 3.24, AI  representa a área do polígono fechado que define o material 

aço. 

 Usando a relação tensão-deformação dada pela curva polinomial do diagrama de 

tensão-deformação do aço, tem-se: 

 

∫∫∫∫ +=

IAA

z dAaadA )( 01εσ  (3.25) 

 

 Deve-se lembrar que foi admitido de forma a ilustrar o cálculo dos esforços 

resistentes um único polinômio linear para o diagrama tensão-deformação do aço, como 

mostra a figura 3.8. 

 
Figura 3.8 Curva tensão-deformação ilustrativa para o aço.  

 

 Escrevendo as variáveis de deformação em função da deformação axial ( 0ε ) na 

origem do eixo xy da seção mista e da curvatura ( χ ) da seção, ambas constantes em toda 

área da seção mista analisada, tem-se para a equação 3.25 a expressão abaixo: 

 

∫∫∫∫∫∫∫∫ ++=++=

III AAAA

z ydxdyddxdydddAdyddA χεχεσ 1001001 )(])([  

II AA IdIdd )())(( 01100001 χε ++=  

 

 A contribuição das barras de reforço no esforço normal resistente da seção mista é 

 

∑
=

=
n

i
sisisb AN

1

)(σ . 
(3.26) 
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 As barras de reforço são definidas pontualmente segundo o eixo local de referência 

de coordenadas da seção. A partir de suas coordenadas são obtidas as deformações nas 

barras. Com estas, e o diagrama de tensão-deformação do material que constitui cada barra 

define-se a tensão atuante em cada uma, e por último usando a área da seção transversal das 

barras determina-se a contribuição de cada uma delas para o esforço normal resistente da 

seção. 

Na determinação do momento resistente em torno do eixo de referência x da seção 

analisada, segue-se de forma análoga à determinação da força normal resistente descrita 

anteriormente. 
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Contribuição do concreto no momento resistente em relação ao eixo x da seção 

mista. 

 

+++++++== ∫∫ IIIIIII AAAA

A

zc IcIccIcccIaydAM )())(2())(()( 032021201002
2
02010 χχχεεσ

    
IIIIII AA IbIbb )())(( 02101001 χε +++  

  

A contribuição do aço no momento resistente em relação ao eixo x da seção mista é: 

 

∫∫∫∫∫∫∫∫ ++=++==
III AAAA
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 A contribuição das barras de reforço no momento resistente em relação ao eixo x da 

seção mista é dada por: 
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 Após a determinação da força normal em cada barra, como feito para o cálculo do 

esforço normal resistente, determina-se, através do produto da força normal pelo braço de 

alavanca que forma com o eixo x do sistema de referência de coordenadas da seção mista, a 

contribuição para o momento resistente de cada barra. 

Os passos para a determinação dos esforços resistentes da seção podem ser 

resumidos da seguinte forma: (i) determina-se a deformada da seção analisada, (ii) 

determinam-se as divisões necessárias da poligonal que define cada material constituinte da 

seção, segundo a equação da deformada e a curva tensão-deformação dos materiais, e (iii) 

determina-se a contribuição de cada material aos esforços resistentes através da integral de 

contorno nas sub-poligonais obtidas da divisão da poligonal que define cada material. 

Com o procedimento descrito neste capítulo podem-se determinar os esforços 

resistentes em uma seção genérica formada por um número qualquer de materiais 

representados por polígonos fechados, podendo conter vazios em seus interiores, também 

em formas de polígonos, e barras de reforço representadas de formas pontuais dentro da 

seção analisada. As curvas tensão-deformação dos materiais podem ser definidas em faixas 

de deformação. Neste trabalho, em cada faixa pode ser definido um polinômio de até 

terceiro grau. As expressões para a obtenção das derivadas dos esforços resistentes em 

relação às variáveis de deformação, que foram denominadas rigidezes generalizadas, 

podem se valer das operações descritas anteriormente e serem obtidas também de forma 

analítica.  

 



 48

 

 

 

Capítulo 4 
 
FORMULAÇÕES  
NUMÉRICAS  
 

4.1  INTRODUÇÃO 

 

Como visto no capítulo 2, a equação diferencial de Newmark (1951) permite 

obter uma solução analítica para o problema de viga mista com interação parcial. A 

obtenção de soluções para a equação, no entanto, não é possível para os casos mais 

gerais. Outra possibilidade de solução é a utilização de procedimentos prescritos por 

normas, como o projeto de revisão da NBR 8800, que permite dimensionamento de 

vigas mistas com interação parcial. Porém estes procedimentos possuem 

simplificações que tornam suas soluções geralmente conservadoras. Nas duas 

situações, a solução através de métodos numéricos se torna bastante interessante, uma 

vez que estes são aplicáveis a tipos mais gerais de vigas e, dentro de certas condições, 

convergem para a solução teórica à medida que se refina a malha de elementos finitos. 

O interesse para solução do problema de viga mista com interação parcial 

através de métodos numéricos foi despertado já há algum tempo, podendo-se encontrar 

em revistas e jornais científicos internacionais diversas formulações para estes tipos de 

elementos (Oven et al, 1997, Faella et al, 2001, Salari e Spacone, 2001, Dall’Asta e 

Zona, 2004, Liang et al, 2004).  

A discretização do contínuo em elementos finitos nos métodos numéricos 

permite, através de formulações variacionais ou utilizando o princípio dos trabalhos 
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virtuais, a definição de uma formulação fraca para o problema analisado. Com a 

aproximação de funções de interpolação dos deslocamentos nodais dos elementos 

pode-se obter, através da formulação fraca, uma solução aproximada para o problema 

analisado. A convergência do método numérico deve ser garantida de forma que com o 

aumento da discretização do contínuo a solução da formulação se aproxima cada vez 

mais da solução real do problema. 

O problema de viga mista com interação parcial é considerado na formulação 

apresentada neste capítulo como não linear físico, devido às não linearidades dos 

materiais que constituem a seção e da relação carga-deslizamento na interface da seção 

mista.  

 Neste capítulo é apresentada primeiramente uma formulação para um elemento 

finito com deslizamento relativo, baseado no elemento de dez graus de liberdade 

apresentado por Dall’Asta e Zona (2004), diferindo deste último na consideração de 

integração analítica na seção transversal. O elemento implementado tem a capacidade 

de simular problemas de vigas mistas considerando o deslizamento relativo que ocorre 

no caso de interação parcial.  

Em seguida é apresentada uma formulação para o elemento de interface, que 

tem como função simular o comportamento da interface de deslizamento de vigas 

mistas com interação parcial. O uso do elemento de interface em solução de problemas 

de vigas mistas deve ser em conjunto com dois elementos unidimensionais de barra, 

que representarão o comportamento das seções acima e abaixo da interface de 

deslizamento.  

Por último, apresenta-se uma breve discussão sobre a solução do problema não 

linear utilizando-se as várias possibilidades do método de Newton Rapshon. 

 

4.2  FORMULAÇÃO USANDO ELEMENTO FINITO COM DESLIZAMENTO 

 

 Nesta seção é apresentada uma formulação completa para um elemento linear, 

de dez graus de liberdade, que permite obter, além dos deslocamentos transversais, 

axiais e rotações no elemento, o deslizamento na interface da viga mista. 
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 O efeito da conexão deformável que define o deslizamento no elemento é 

considerado usando um modelo de vínculo distribuído ao longo da interface do 

elemento. Já a separação vertical no elemento é desconsiderada.  

 Na formulação do elemento é utilizado o princípio dos trabalhos virtuais 

havendo a necessidade da separação da seção de análise em duas seções, uma acima e 

outra abaixo da interface de deslizamento, e da contribuição ao trabalho virtual da 

deformação no vínculo de interface. 

 O elemento implementado tem seus deslocamentos axiais e transversais nodais  

interpolados por funções de forma polinomiais quadráticas e cúbicas, respectivamente. 

Tais funções de forma garantem a boa funcionalidade do elemento quando aplicado 

em um método de elementos finitos. Dall’Asta e Zona (2004) afirmam que tais 

funções devem ser escolhidas criteriosamente, uma vez que se as aproximações dos 

campos de deslocamento axial e de rotação não forem consistentes, então o erro da 

solução utilizando o método dos elementos finitos depende fortemente da rigidez da 

conexão, ocorrendo uma oscilação no deslizamento e aproximação ruim da curvatura 

para valores elevados da rigidez da conexão. 

 Na determinação dos esforços resistentes da seção mista do elemento 

implementado são consideradas curvas tensão-deformação dos materiais formadas por  

polinômios de até terceiro grau definidos por faixas de deformação. Também é 

considerada uma seção genérica para o elemento implementado. Pode-se definir um 

número qualquer de materiais, incluindo poligonais vazadas, e também um número 

qualquer de barras de reforço, definidas de forma pontual dentro da seção.  

   

4.2.1  Relação deformação-deslocamento considerando o deslizamento 

 

A relação deformação-deslocamento para seções de vigas mistas com interação 

parcial é definida considerando a hipótese de que seções planas permanecem planas 

após as deformações e a aproximação de pequenas deformações, considerações 

também feitas na formulação apresentada por Dall’Asta e Zona (2004) e usuais em 

diversos trabalhos na mesma linha. 
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No desenvolvimento das equações considera-se o deslizamento horizontal na 

interface da seção de concreto e o perfil de aço conforme mostrado na figura 4.1. Na 

mesma figura, pode-se observar que as rotações e os deslocamentos verticais são 

considerados os mesmos para ambos materiais, ou seja, não há separação vertical na 

interface. Além disso, despreza-se a deformação devido a esforços cortantes na seção 

transversal. A desconsideração da separação vertical na interface é sustentada pelo fato 

de que não há evidências experimentais suficientes que comprovem a sua importância 

na resposta das análises de vigas mistas (Salari e Spacone, 2001).  

 

 
Figura 4.1  Deformação de um segmento da viga mista (Dall’Asta e Zona, 2004) 

 

Com base na figura 4.1, e nas hipóteses e aproximações citadas anteriormente, 

pode-se determinar o deslizamento s(x) ao longo da interface da viga mista, equação 

4.1. Para pequenas deformações, a tangente do ângulo θ  que define a inclinação da 

reta tangente à curva ( )(' xv ), mostrado na figura 4.1, pode ser aproximada pelo 

próprio ângulo, e o co-seno deste ângulo pode ser aproximado pela unidade. 

 

)()()()()()()( 12
0
1

0
2 xyyxyyxuxuxs θθ −+−+−=  (4.1) 

 

Na equação 4.1, y1 e y2 são como definidos na figura 4.1, )(0
1 xu  e )(0

2 xu  são, 

respectivamente, os deslocamentos axiais dos eixos de referência da laje de concreto e 

do perfil de aço. Definindo h como sendo a distância entre os eixos de referência da 

laje de concreto e do perfil de aço, ou seja 12 yyh −= , a equação 4.1 do deslizamento 

se torna: 
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 )()()()( 0
1

0
2 xhxuxuxs θ+−=  (4.2) 

 

Após a deformação do elemento, segundo hipótese admitida, cada uma das 

duas seções de análise permanecerá plana e irá, em relação a um eixo de referência 

qualquer, transladar nas direções horizontal e vertical e sofrer uma rotação de um 

ângulo θ , como mostrado na figura 4.1. Os deslocamentos horizontais e verticais dos 

pontos situados na seção de análise de coordenada x são dados pelas equações abaixo, 

onde o índice 2,1=α  representa, respectivamente, as seções acima e abaixo da 

interface de deslizamento. 

 

)()()(),( 0 xyyxuyxu θααα −+=            2,1=α  (4.3) 

 

)(),( xvyxv =  (4.4) 

 

A deformação axial )(xαε  nas seções analisadas ao longo do elemento misto é 

obtida por meio da derivada em relação à variável x da equação 4.3. 

 

)()()(),( 0 xyyxyx χεε ααα −+=          2,1=α  (4.5) 

 

 Na equação 4.5, )(xχ  é a curvatura da seção analisada, de coordenada x, 

e )(0 xαε  é deformação axial no eixo de referência das seções acima e abaixo da 

interface de deslizamento. Ou seja, )(')( e  )('')(')( 00 xuxxvxx ααεθχ =−=−= . 

 

4.2.2  Formulação do problema de equilíbrio 

 

Pelo Princípio dos Trabalhos Virtuais (PTV) se um sólido deformável em 

equilíbrio for submetido a um campo de deslocamentos virtuais, o trabalho virtual 

interno das tensões sobre as deformações virtuais será igual ao trabalho virtual externo 

sobre os deslocamentos virtuais (Garcia e Villaça, 1999). 
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extWW δδ =int  (4.6) 

 

O trabalho interno realizado pelas tensões reais, para um sólido submetido a 

um campo de deslocamentos virtuais compatíveis com as deformações, é dado pela 

expressão abaixo: 

 

∫∫∫=
V

ijij dVW δεσδ int  (4.7)

 

Na equação 4.7, ijσ  são as componentes de tensões de Kirchhoff, ijε  são as 

componentes de deformação de Green-Lagrange, δ  é o operador variacional e V é o 

volume do sólido indeformado. 

Para o caso de problemas de vigas as tensões a serem consideradas são as 

tensões axiais ( xσ ) e as tensões de cisalhamentos ( xyτ ). Desprezando-se as 

deformações por cisalhamento (viga de Euler-Bernoulli)  as tensões ijσ  que 

contribuem na determinação do trabalho virtual interno são reduzidas a apenas a 

tensão axial xσ , ou seja: 

 

∫∫∫=
V

xx dVW δεσδ int    (4.8) 

 

Na equação 4.8, δεx é a variação na deformação axial produzida pelo campo de 

deslocamento virtual imposto ao elemento de volume V. 

Para um elemento de viga mista com interação parcial a curva de deformação 

em uma seção de análise apresenta uma descontinuidade na interface, havendo a 

necessidade então de divisão da seção de viga mista em duas, acima e abaixo da 

interface de deslizamento, e da consideração de um trabalho virtual na interface devido 

à deformação em seu vínculo de ligação. A equação 4.8 do trabalho virtual interno é 

dividida em três parcelas conforme: 
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∫ ∫∫∫∫ 
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(4.9) 

 

Na equação 4.9, Sb é a força cortante na interface, s é a deformação no vínculo 

de união da seção mista e os índices 1 e 2 representam, respectivamente, as seções 

acima e abaixo da interface de deslizamento da viga mista.   

Discretizando o volume V em ne elementos finitos de volume Vm, onde m é o 

índice que representa um elemento qualquer dos ne’s elementos finitos, tem-se para a 

estrutura a expressão abaixo: 
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Aplicando o operador variacional nas equações de deformação das seções 

acima e abaixo da interface de deslizamento e da equação do deslizamento dadas no 

item anterior desta seção, tem-se: 

 

'')(' 1
0
11 vyyux δδδε −−=  (4.11) 

 

'')(' 2
0
22 vyyux δδδε −−=  (4.12) 

 

'0
1

0
2 vhuus δδδδ +−=  (4.13) 

 

Substituindo as equações 4.11 a 4.13 na equação 4.10 do trabalho virtual 

interno para um elemento finito de viga mista com interação parcial, chega-se à 

expressão abaixo, onde foi omitido o índice x referente ao eixo do elemento de viga 

mista. 
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As integrais nas áreas definidas dentro do colchete na expressão 4.14 são as 

equações 3.2 e 3.3 dos esforços resistentes dadas no item 3.3 do capítulo 3 deste 

trabalho, apresentadas novamente abaixo: 
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αα σ
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dAN                         1,2=α  (4.15) 
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Substituindo as equações 4.15 e 4.16 na equação 4.14 e obedecendo às 

convenções da figura 4.2, tem-se: 
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(4.17) 

 

 

Figura 4.2 Convenção de sinal para os esforços N e M. 
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Sendo 21 MMM +=  o momento total resistente da seção transversal da viga 

mista com interação parcial pode-se reescrever a equação 4.17 da forma abaixo: 
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(4.18) 

 

Estas expressões para avaliação do PTV são válidas para qualquer modelo de 

elementos finitos que considere apenas as deformações axiais e os deslizamentos 

relativos, e se baseie em interpolação de deslocamentos. 

 

4.2.3  Modelo de elementos finitos em deslocamentos 

 

 Nesta seção são apresentadas as equações de equilíbrio incrementais, matrizes 

de rigidez tangente e vetores de força interna para o modelo de elementos finitos 

implementado. O objetivo é efetuar a análise de elementos de vigas mistas submetidos 

a esforços de flexão e força cortante (na interface de deslizamento), considerando 

seções inferior e superior genéricas, bem como a não-linearidade das relações tensão-

deformação dos materiais e força-deslizamento da interface. 

 

4.2.3.1  Equação de equilíbrio incremental  

 

 Sendo q um conjunto de deslocamentos nodais generalizados para um dado 

elemento e considerando que o modelo implementado de elementos finitos permite 

carregamentos externos apenas na direção dos graus de liberdade tem-se para o 

trabalho virtual externo no elemento a expressão: 

 

m
T

extW rqδδ =  (4.19) 

 

 Na equação 4.19, mr  é o vetor de forças externas aplicadas no elemento finito 

na direção de seus graus de liberdade. 
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Como nas implementações de elementos finitos baseados em deslocamentos 

estes são definidos no interior do elemento através de funções aproximadoras, 

expressas por funções de interpolação dos deslocamentos nodais q, as variações dos 

deslocamentos podem ser escritos como se segue: 
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Substituindo as equações 4.20 a 4.25 na expressão do trabalho interno no 

elemento, tem-se: 
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Tomando a igualdade entre o trabalho interno, equação 4.26, e o trabalho 

externo, equação 4.19, tem-se: 
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Como a equação acima deve ser satisfeita para um variacional do deslocamento 

virtual qδ  qualquer, desde que compatível, tem-se: 
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(4.28) 

 

De forma mais simplificada pode-se representar a expressão 4.28 pela 

expressão 0=− mm rf , onde  fm  é o vetor das forças internas dos elementos individuais. 

Usando a expressão 4.18 chega-se a expressão abaixo para uma estrutura discretizada 

por tais elementos. 
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De forma compacta pode-se representar a expressão 4.29 pela expressão 

abaixo: 

 

F - λ P = 0 (4.30) 

 

Na equação 4.30, F representa o vetor das forças nodais internas da estrutura e 

é obtido através das contribuições das forças internas dos elementos individuais, P é o 

vetor de cargas de referência (nodais) que representa a distribuição das cargas externas 

sobre a estrutura e λ  é o fator de carga, escalar. 

Na expressão 4.29 o operador somatório corresponde ao “espalhamento” das 

forças internas dos elementos na matriz de força interna da estrutura na forma 

tradicional do Método dos Elementos Finitos (MEF). 
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4.2.3.2  Modelo implementado 

 

As hipóteses cinemáticas ligadas à deformação de um elemento de viga de 

Euler-Bernoulli exigem, para o modelo de elementos finitos de barra que procura 

modelar este tipo de estrutura, funções de interpolação que garantam a continuidade 

dos deslocamentos transversais, axiais e das rotações nas extremidades dos elementos, 

sendo estas últimas consideradas iguais às derivadas dos deslocamentos transversais. 

Para garantir tais exigências e a condição de representatividade das equações 

diferenciais que governam o problema, deve-se ter no mínimo um polinômio de 

terceiro grau para interpolação dos deslocamentos transversais, e no mínimo linear 

para os deslocamentos axiais. Em seu livro, Crisfield (1991) faz uma discussão sobre 

as ordens de interpolação convenientes em análise de elementos finitos de viga, 

recomendando utilizar polinômios de ordem maior que a linear no deslocamento axial.  

 

 
Figura 4.3 Graus de liberdade do elemento finito utilizado na implementação. 

 

A figura 4.3 ilustra os deslocamentos nodais q do elemento finito utilizado 

neste trabalho para formulação de viga mista com interação parcial. Tal elemento foi 

utilizado também por Dall’Asta e Zona (2004a) em sua formulação. De acordo com o 

modelo polinomial das funções de interpolação do método dos elementos finitos, e dos 

graus de liberdade do elemento da figura 4.3, emprega-se um polinômio do terceiro 

grau para interpolação dos deslocamentos transversais, e do segundo grau para 

interpolação dos deslocamentos axiais, que garantem as condições mínimas exigidas 

citadas no parágrafo anterior. 
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A escolha do uso de funções quadráticas para interpolação dos deslocamentos 

axiais é devido à equação do deslizamento,  )()()()( 0
1

0
2 xhxuxuxs θ+−= , que tem 

uma parcela dada pela diferença entre os deslocamentos axiais das seções acima e 

abaixo da interface de deslizamento ( )()( 0
1

0
2 xuxu − ), e outra referente a rotação da 

seção ( )(xhθ ). Como a rotação no elemento será definida por um polinômio 

quadrático (derivada dos deslocamentos transversais, interpolados por polinômio 

cúbico), então para que haja compatibilidade entre as parcelas da equação, os 

deslocamentos axiais do elemento devem ser aproximados por polinômios quadráticos. 

A utilização de interpolação linear na direção axial pode levar ao “travamento ao 

deslizamento” (slip locking), conforme discutido por Dall´Asta e Zona (2004b). 

Para o elemento da figura 4.3 o vetor q representativo dos graus de liberdade 

do elemento finito é dado por 
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 2211 θθ vvT
v =q . (4.34) 

 

Uma característica principal da formulação clássica do método de elementos 

finitos é a aproximação das equações exatas dos deslocamentos, deformações e tensões 

no elemento, por interpolações através de funções de forma interpolando os valores 

nodais q. Para o elemento em questão tais funções têm a forma dada abaixo: 
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(4.36) 

 

As funções de interpolação dadas acima são definidas em relação ao elemento 

finito genérico com a variável ξ ao longo de seu eixo axial, dada por 1
2

−= x
l

ξ  e 

coordenada de suas extremidades, ou seja, 1−=ξ  e 1=ξ . 

Com as funções de interpolação na coordenada generalizada definem-se as 

aproximações para as equações dos deslocamentos transversais e axiais no elemento. 
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A derivação das equações dos deslocamentos acima em relação à variável x 

fornece 
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e, em relação aos deslocamentos nodais q,  
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Os vetores nulos que aparecem nas expressões 4.43 são definidos abaixo: 
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As derivadas em relação à variável x das funções de interpolação, a partir das 

expressões 4.35 e 4.36, são dadas por: 
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4.2.3.3  Matriz de rigidez tangente 

 

Com a possibilidade das relações tensão-deformação dos materiais serem 

definidas por polinômios de até terceiro grau, como visto no item 3.3 deste trabalho, o 

problema da expressão 4.30 poderá ser não linear, sendo assim necessário a obtenção 

de uma matriz de rigidez tangente para a solução do problema não linear utilizando o 

método iterativo de Newton Raphson, como descrito no item 4.4.  

A matriz de rigidez tangente para o elemento finito proposto é definida a partir 

da derivada de mf , dada na expressão 4.28, em relação aos deslocamentos nodais q: 
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 Utilizando a regra da cadeia e sabendo da relação linear entre as componentes u 

e v dos deslocamentos com os deslocamentos nodais q, a expressão da matriz de 

rigidez tangente é: 
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 Substituindo nas expressões acima as derivadas dos deslocamentos no interior 

do elemento em relação aos deslocamentos nodais, dadas pela expressão 4.43, tem-se: 
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Particionando as expressões anteriores chega-se às expressões 4.46 e 4.47 a 

seguir:  
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4.2.3.4  Derivada dos esforços internos 

 

Na determinação da matriz de rigidez tangente do elemento, expressão 4.46, 

são necessárias as derivadas dos esforços resistentes N1, N2, Sb e M em relação aos 

deslocamentos nodais generalizados q. 
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 Nas expressões 4.48 a 4.51, ET é o módulo de elasticidade tangente do material, 

definido através de sua curva tensão-deformação, 
bSE  é análogo a ET só que definido 

em relação a curva força cortante versus deslizamento do vínculo de interface, e as 

expressões usadas na definição dos esforços resistentes foram definidas no item 3.5 

deste trabalho. 

Substituindo nas expressões 4.48 a 4.51 as derivadas das equações de 

deformação e deslizamento 
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e usando a derivada dos deslocamentos em relação ao deslocamentos nodais dadas na 

expressão 4.43, tem-se: 
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As  expressões de rigidezes generalizadas,  

 

∫∫
αA

T dAE , ∫∫
αA

T ydAE  e ∫∫
αA

T dAyE 2   (4.56) 
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encontradas nas expressões 4.52 a 4.55 são avaliadas pela técnica de integração 

apresentada no item 3.6 no capítulo 3 deste trabalho. Nestas expressões o índice α  

representa as seções acima e abaixo da interface de deslizamento. 

 

4.2.3.5  Rigidezes generalizadas 

 

 A determinação das rigidezes generalizadas dadas pelas expressões 4.56 é feita 

através da técnica de integração analítica apresentada no capítulo 3. 
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 Nas expressões acima ET deve ser obtido através da derivada da curva tensão-

deformação para cada poligonal fechada do mesmo material, em cada faixa de 

deformação. Por exemplo, para o caso da curva tensão-deformação do material ser 

representada, em uma faixa de deformação analisada, por um polinômio quadrático, ET 

é definido por: 
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A deformaçãoε , na expressão 4.57, varia na poligonal fechada da seção mista 

analisada apenas com o eixo y, uma vez que a deformação axial no eixo de referência 

da seção e a sua curvatura em relação ao eixo x são constantes na seção analisada. 

Com o módulo de elasticidade tangente escrito em função da variável y do eixo 

da seção analisada para cada poligonal necessária na divisão da seção mista, obtêm-se 

as rigidezes generalizadas para cada uma dessas poligonais fechadas usando os valores 

da expressão ∫∫=
A

ba
ab dydxyxI , definidas no item 3.6. As rigidezes generalizadas da 

seção mista serão dadas pela soma das parcelas de contribuição de cada poligonal, 

mais as contribuições das barras de reforço. 

 

4.2.3.6  Implementação computacional 

 

O programa FEMOOP, Finite Element Method Object Oriented Program, foi 

utilizado como base para implementação computacional do elemento desenvolvido nos 

itens anteriores. Este programa originou-se de trabalhos desenvolvidos pela Pontifícia 

Universidade Católica do Rio de Janeiro, PUC-Rio, desde 1990 (Guimarães, 1992), e 

tem desde então seu uso e arquivos de códigos liberados para novas implementações. 

Tem sido a partir daí utilizado com sucesso em trabalhos desenvolvidos em 

universidades brasileiras (Parente Jr., 2000, Sousa Jr., 2000, Caldas, 2004, Muniz, 

2005).  

A programação orientada a objetos, OOP, em linguagem C++, utilizada pelos 

arquivos de códigos do programa FEMOOP permitiu a implementação do novo 

elemento através da criação de novas classes, sem a necessidade do conhecimento da 

estrutura global do programa, e podendo compartilhar com os outros elementos já 

implementados todas as classes disponíveis nos códigos existentes. Toda a parte de 

resolução do sistema não linear de equações foi desenvolvida em trabalhos anteriores. 

O programa FEMOOP para análise com elemento linear permite dois nós, um 

em cada extremidade do elemento, e seis graus de liberdade por nó. O elemento 

utilizado na implementação deste trabalho possui dois graus de liberdade para 

representar os deslocamentos axiais de ambas as seções acima e abaixo da interface de 
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deslizamento no meio do elemento, havendo então a necessidade, para a 

compatibilidade com o processo de análise do programa, da condensação estática 

(Cook et al., 1989) dos graus de liberdade internos.  

A razão da condensação estática é a necessidade, para o programa, de igual 

número de graus de liberdade em todos os nós do elemento. O processo de 

condensação dos graus de liberdade do interior do elemento para análise linear é 

descrito a seguir, a partir da condição de equilíbrio: 
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(4.58) 

 

Na expressão 4.58, K é a matriz de rigidez do elemento apresentado na figura 

4.3, q é o vetor que representa os deslocamentos nodais na direção dos graus de 

liberdade do mesmo elemento, qc representa os deslocamentos nodais do vetor q 

referentes aos graus de liberdades que devem ser condensados, r é o vetor de força 

interna para o elemento. Desenvolvendo as equações: 

 

rcrcrrr KK rqq =+  (4.59) 

 

ccccrcr KK rqq =+  (4.60) 

 

 A equação 4.60 representa produto da parte inferior da expressão 4.58 e tem 

sua solução dada pela equação 4.61: 

 

)(1
crcrccc KK rqq −−= − . (4.61) 

   

 Substituindo a equação 4.61 na equação 4.59 que representa o produto da parte 

superior da expressão 4.58, chega-se a expressão: 

 

44 344 21444 3444 21
condensado

cccrcrr
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crccrcrr KKKKKK
r   

rrq )()( 11 −− −=− . (4.62) 
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 Com a matriz de rigidez condensada determinada para todos os elementos da 

discretização da estrutura determina-se, através do processo de análise do programa, a 

matriz de rigidez global da estrutura. Impondo as condições de contorno e de 

carregamento da estrutura são determinados os deslocamentos referentes aos graus de 

liberdade dos nós da extremidades do elemento. Com este deslocamentos e a equação 

4.61 determina-se os deslocamentos referente aos graus de liberdade do interior de 

cada elemento. 

 As expressões anteriores são válidas para o caso de análise linear. Para uma 

análise não-linear, a condensação estática descrita anteriormente deve ser feita sobre 

os valores incrementais do deslocamento, sendo necessária a condensação, a cada 

passo incremental, da matriz tangente e do vetor de forças internas. 

 

4.3  FORMULAÇÃO USANDO ELEMENTO DE INTERFACE 

 

 Nesta seção é apresentada uma formulação para um elemento de interface com 

doze graus de liberdade, formato retangular e espessura nula. Os deslocamentos 

relativos na direção horizontal do elemento de interface simulam os deslizamentos na 

interface da seção mista. 

 Na formulação do elemento, é utilizado o princípio dos trabalhos virtuais, 

definido através dos deslocamentos relativos horizontal e vertical entre as  faces 

superior e inferior do elemento retangular, uma vez que sua espessura é considerada 

nula. 

 O elemento de interface implementado tem seus deslocamentos nodais 

relativos, horizontal e vertical, interpolados por funções de forma polinomiais lineares 

e cúbicas, respectivamente. Tais funções de forma garantem a boa funcionalidade do 

elemento quando aplicado em um método de elementos finitos, em conjunto com dois 

elementos de viga com funções de interpolação de mesma ordem. 

 Os deslocamentos relativos (horizontal e vertical) do elemento de interface 

permitem tanto o deslizamento na interface de contato entre os materiais da viga mista, 

quanto a sua separação vertical. Para a consideração de interação total em relação as 

duas direções deve ser considerada uma alta taxa de variação (rigidez) para as curvas 
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força por unidade de comprimento versus deslocamento, horizontal ou vertical, na 

interface. Como neste trabalho considera-se que não há separação vertical da interface 

de contato entre os materiais, então será sempre considerada uma alta taxa de variação 

para a curva que caracteriza a relação força por unidade de comprimento versus 

deslocamento vertical.  

 

4.3.1  Equação dos deslocamentos relativos do elemento de interface 

 

Em um elemento de interface retangular de espessura nula os deslocamentos 

considerados são os movimentos relativos entre as faces superior e inferior do 

elemento retangular na direção horizontal e vertical em relação ao eixo do elemento. 

 

 
Figura 4.4  Deformação de um segmento da viga mista 

 

Após a deformação do elemento de viga mista, segundo hipótese admitida, uma 

seção qualquer (superior ou inferior) permanecerá plana e irá, em relação a um eixo de 

referência qualquer, transladar nas direções horizontal e vertical e sofrer uma rotação 

de um ângulo θ , (figura 4.4). Os deslocamentos horizontal e vertical dos pontos 

situados na seção de análise de coordenada x em relação a viga mista são dados pelas 

equações abaixo, onde o índice 2,1=α  representa, respectivamente, as seções acima e 

abaixo da interface de deslizamento. 

 

)()()(),( 0 xyyxuyxu αααα θ−+=           2,1=α  (4.63) 

 

)(),( xvyxv αα =          2,1=α  (4.64) 
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Os deslocamentos axial e transversal dos pontos situados nas faces inferior e 

superior das seções, respectivamente, acima e abaixo da interface de deslizamento são 

dados pelas equações 4.65 e 4.66 tomando dy = , onde d é a distância da interface de 

deslizamento ao eixo x de referência da viga mista, como mostra a figura 4.4. 

 

)()()(),( 0 xdyxudyxu αααα θ−+==             2,1=α  (4.65) 

 

)(),( xvdyxv αα ==             2,1=α  (4.66) 

 

 O deslocamento relativo na direção horizontal ( hw ) do elemento de interface 

de espessura nula, situado na interface de deslizamento da seção de viga mista, é 

definido pela equação 4.67 através da diferença entre os deslocamentos axiais das 

faces inferior e superior das seções, respectivamente, acima e abaixo da interface de 

deslizamento, ou seja, o deslizamento conforme mostrado na figura 4.5. 

 

)()()()()()()( 1122
0
1

0
2 xdyxdyxuxuxwh θθ −−−+−=  (4.67) 

 

 
Figura 4.5 Deslocamento horizontal relativo no elemento de interface. 

 

 Já o deslocamento relativo na direção vertical ( vw ) definido pela equação 4.68, 

é dado pela diferença entre os deslocamentos verticais das faces inferior e superior das 

seções, respectivamente, acima e abaixo da interface de deslizamento, ou seja, a 

separação vertical na interface, Figura 4.6. 

 

)()()( 12 xvxvxwv −=  (4.68)
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Figura 4.6 Deslocamento vertical relativo no elemento de interface. 

 

 Para que não haja penetrabilidade entre os elementos lineares acima e abaixo 

do elemento de interface deve ser inserida uma restrição de impenetrabilidade na 

equação 4.68, que pode ser simplesmente um coeficiente de penalidade no ramo 

esquerdo, ou negativo, da curva força normal versus separação do elemento de 

interface, a qual será definida pelo usuário.  

 

4.3.2  Formulação do problema de equilíbrio 

 

Pelo princípio dos trabalhos virtuais (PTV) se um sólido deformável em 

equilíbrio for submetido a um campo de deslocamentos virtuais, o trabalho virtual 

interno das tensões sobre as deformações virtuais será igual ao trabalho virtual externo 

sobre os deslocamentos virtuais (Garcia e Villaça, 1999). 

 

extWW δδ =int  (4.69) 

 

Para definir a matriz de rigidez do elemento de interface retangular de 

espessura nula será utilizado o PTV. Para o elemento analisado as deformações a 

serem consideradas são os deslocamentos relativos entre as faces superior e inferior do 

elemento, assim: 

 

[ ]∫ +=
l

vbhb dxwNwSW δδδ int .   (4.70)

 

Na equação 4.70, δwh e δwv são, respectivamente, variação nos deslocamentos 

relativos horizontal e vertical do elemento devido a um campo de deslocamento virtual 
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imposto ao elemento de comprimento l, Sb é a força cortante por unidade de 

comprimento que surge devido ao deslocamento relativo horizontal, e Nb a força 

normal por unidade de comprimento que surge devido ao deslocamento relativo na 

direção vertical. 

Aplicando o operador variacional às equações 4.67 e 4.68 dos deslocamentos 

relativos horizontal e vertical do elemento de interface chega-se às expressões 4.71 e 

4.72: 

 

')(')( 1122
0
1

0
2 vdyvdyuuwh δδδδδ −−−+−=  (4.71) 

 

12 vvwv δδδ −= . (4.72) 

 

Substituindo as equações 4.71 e 4.72 na equação 4.70 do trabalho virtual 

interno para um elemento de interface de espessura nula, chega-se à expressão: 

 

[ ]∫ −+−−−+−=
l

bb dxvvNvdyvdyuuSW )(]')(')([ 121122
0
1

0
2int δδδδδδδ . (4.73) 

 

Esta expressão para avaliação do PTV é válida para qualquer modelo de 

elementos finitos que considere apenas os deslocamentos relativos na direção 

horizontal e vertical do elemento de interface retangular de espessura nula, e se baseie 

em interpolação de deslocamentos. 

 

4.3.3  Modelo de elementos finitos em deslocamentos 

 

 Nesta seção são apresentadas as equações de equilíbrio incrementais, matrizes 

de rigidez tangente e vetores de força interna para o modelo de elementos finitos 

implementado. O objetivo é a análise do problema de vigas mistas com interação 

parcial através do uso dos elementos de interface.  
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4.3.3.1  Equação de equilíbrio incremental  

 

 Sendo q um conjunto de deslocamentos nodais generalizados para um dado 

elemento e considerando que o modelo implementado de elementos finitos permite 

carregamentos externos apenas na direção dos graus de liberdade tem-se para o 

trabalho virtual externo no elemento de interface a expressão abaixo: 

 

m
T

extW rqδδ = . (4.74) 

 

 Na equação 4.74, mr  é o vetor de forças externas aplicadas no elemento finito 

na direção de seus graus de liberdade. 

Como nas implementações de elementos baseados em deslocamentos, tem-se 

para as equações dos deslocamentos ao longo do elemento funções aproximadas 

definidas por funções de formas que interpolam os deslocamentos nodais q. Pode-se, 

então, escrever as variações dos deslocamentos como se segue. 
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Substituindo as expressões 4.75 na equação 4.73 do trabalho virtual interno do 

elemento de interface, tem-se: 
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(4.76) 

A igualdade entre o trabalho virtual interno, equação 4.76, e o trabalho virtual 

externo, equação 4.74, resulta na expressão: 
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Como a expressão anterior deve ser satisfeita para um variacional do 

deslocamento virtual qδ  qualquer, desde que compatível, tem-se: 
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(4.77) 

De forma mais simplificada, pode-se representar a expressão 4.77 pela 

expressão 0=− mm rf , onde fm é o vetor de forças internas do elemento de interface.  

 

4.3.3.2  Modelo implementado 

 

O elemento de interface implementado tem como objetivo representar o 

comportamento na interface de deslizamento da seção de uma viga mista. Tal elemento 

será implementado em um programa de elementos finitos para solução de problema de 

vigas mistas com interação parcial em conjunto com um elemento unidimensional de 

viga. 
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 Os deslocamentos relativos horizontal e vertical do elemento de interface 

avaliam os deslocamentos axiais e transversais das faces superior e inferior das seções 

respectivamente, acima e abaixo da interface de deslizamento, o que implica que as 

funções de interpolação dos deslocamentos nodais do elemento devem satisfazer as 

condições para a análise de viga com elemento linear definidas no item 4.2.3.2 deste 

capítulo. Portanto, é necessário no mínimo um polinômio cúbico para interpolação dos 

deslocamentos relativos verticais e linear para os deslocamentos relativos horizontais.  

A figura 4.7 ilustra os deslocamentos nodais q do elemento de interface 

utilizado neste trabalho.  

 

 
Figura 4.7 Graus de liberdade do elemento de interface utilizado na implementação. 

 

Para o elemento de interface da figura 4.7 teremos o vetor q representativo dos 

graus de liberdade do elemento de interface dado por 
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 33442
θθ vvT

v =q . (4.78) 

 

As equações dos deslocamentos na direção horizontal do elemento de interface 

possuem funções de interpolação independentes para as faces inferior e superior do 

elemento, o mesmo acontecendo para os deslocamentos na direção vertical. Tais 

funções de interpolação que associam essas equações aos deslocamentos nodais da 

figura 4.7 são dadas a seguir: 
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(4.79) 

 

As funções de interpolação dadas acima são definidas em relação ao elemento 

de interface genérico com a variável ao longo de sua face superior ou inferior dada por 

1
2

−= x
l

ξ  e coordenada de suas extremidades dadas por 1−=ξ  e 1=ξ . 

Com as funções de interpolação na coordenada generalizada definem-se as 

aproximações para as equações dos deslocamentos horizontal e vertical para as faces 

superior e inferior do elemento de interface. 
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11 v
T
vv qφφφφ=  

 

22 v
T
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A derivação das equações dos deslocamentos dadas acima em relação a 

variável x fornece 
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e, em relação aos deslocamentos nodais q,  
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(4.82) 

 

Os vetores nulos que aparecem nas expressões 4.82 são definidos a seguir: 
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A derivada em relação a variável x da função de interpolação para os 

deslocamentos verticais independentes para as faces superior e inferior do elemento de 

interface é dada a seguir: 
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4.3.3.3  Matriz de rigidez tangente 

 

Com a possibilidade da relação força cortante versus deslizamento na interface 

da seção mista ser definida por polinômios de até terceiro grau, como visto no item 3.3 

do capítulo 3 deste trabalho, o problema da expressão 4.77 pode ser não linear, sendo 

assim necessário a obtenção de uma matriz de rigidez tangente para a solução do 

problema não linear utilizando o método iterativo de Newton Raphson, conforme 

descrito no item 4.4.  

A matriz de rigidez tangente para o elemento de interface proposto é definida a 

partir da derivada de mf , dada na expressão 4.77, em relação aos deslocamentos nodais 

q como mostrado abaixo.  
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 Utilizando a regra da cadeia e sabendo da relação linear entre as equações dos 

deslocamentos horizontal e vertical para faces superior e inferior do elemento de 

interface com os deslocamentos nodais q, a expressão da matriz de rigidez tangente 

fica como dada abaixo: 
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 Substituindo na matriz de rigidez tangente acima e no vetor de forças interna fm 

as derivadas dos deslocamentos em relações aos deslocamentos nodais, dadas pela 

expressão 4.82, tem-se: 
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Particionando as expressões da matriz de rigidez e do vetor de força interna 

chega-se nas expressões 4.83 e 4.84 a seguir:  
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A matriz de rigidez e o vetor de forças interna do elemento de interface da 

figura 4.7 são definidos para um sistema de referência de coordenadas qualquer para as 

seções mistas acima e abaixo da interface de deslizamento. Se for adotado um sistema 
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de referência de coordenadas com o eixo x passando pela interface de deslizamento da 

seção mista para ambas as seções, ou seja, y1 = y2 = d, então as expressões 4.83 e 4.84 

tem a sua forma mais simplificada, como dado abaixo: 
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4.3.3.4  Derivada dos esforços internos 

 

Na determinação da matriz de rigidez tangente do elemento, expressão 4.84, 

são necessárias as derivadas dos esforços resistentes Sb e Nb em relação aos 

deslocamentos nodais generalizados q. 
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 Nas expressões acima, 
bSE  é o coeficiente angular da reta tangente a curva 

carga-deslizamento do vínculo de interface dado para um deslocamento relativo 
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horizontal do elemento de interface, ou seja, o deslizamento na interface. 
bNE   é 

análogo a 
bSE  só que definido em relação a curva força normal versus separação 

vertical na interface.  

Para os casos em que se considere nula a possibilidade de separação vertical na 

interface de deslizamento, deve-se considerar para 
bNE  valores numéricos elevados 

para se obter tal situação. Quanto maior o valor de 
bNE  mais próximo da situação 

desejada é a resposta numérica. O mesmo acontece com os valores numéricos de 

bSE quando se deseja uma interação total na direção horizontal da interface. 

Substituindo nas expressões 4.85 e 4.86 as derivadas das equações de 

deslocamentos relativos horizontal e vertical obtém-se:  
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e usando a derivada dos deslocamentos em relação ao deslocamentos nodais dadas na 

expressão 4.82, tem-se: 
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 Na expressão 4.87, 
bSE  deve ser obtido através da derivada da curva força 

cortante versus deslizamento na interface, como definida no item 3.3 do capítulo 3, 

onde se define uma curva geral formada por polinômios de até terceiro grau definidos 

em faixas de deformação (deslocamento relativos). Por exemplo se a curva força 

cortante versus deslizamento na interface for definida por um polinômio quadrático, 

bSE  pode ser determinado como mostrado abaixo: 
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Na expressão 4.88, s é o deslizamento na interface que é representado pelo 

deslocamento relativo horizontal ( hw ) no elemento de interface. 

 Para a determinação de 
bNE  segue-se da mesma forma utilizada na 

determinação de 
bSE . 

 Deve-se lembrar que no trabalho em questão foi utilizado para definição da 

curva força cortante versus deslizamento na interface o mesmo critério para as curvas 

tensão-deformação dos materiais, que são limitadas a polinômios para a utilização do 

teorema de Green na determinação das rigidezes generalizadas da seção. Como esta 

limitação não cabe no caso referente ao comportamento na interface, então a curva 

força-deslizamento na interface pode ser definida por qualquer função diferenciável. 

 

4.3.3.5  Implementação computacional 

 

Como no caso do elemento implementado no item 4.2 foi utilizado como base 

para implementação computacional do elemento de interface o programa FEMOOP, 

Finite Element Method Object Oriented Program. 

O elemento de interface implementado tem a finalidade de representar 

exclusivamente o comportamento da interface de deslizamento de uma viga mista, 

sendo seu uso vinculado a dois elementos unidimensionais de viga simples, um para 

cada seção acima e abaixo da interface de deslizamento. Devido a isto, a estrutura 



 85

global do programa utilizado como base na implementação do novo elemento de 

interface deve permitir na análise a associação de diferentes tipos de elementos, o que 

acontece com o programa FEMOOP. A linguagem C++ utilizada pelo programa, junto 

com a programação orientada a objetos, define uma classe geral para todos os 

elementos a partir da qual os novos elementos terão suas subclasses definidas, 

facilitando a associação de elementos diferentes sem alteração no código. 

Toda a parte de resolução do sistema não linear de equações foi desenvolvida 

em trabalhos anteriores. 

O elemento de viga utilizado em conjunto com o elemento de interface para 

soluções numérica de problemas de vigas mistas com interação parcial deve ser 

compatível com o elemento de interface, assim sendo, este elemento deve ter funções 

de interpolação cúbicas e lineares para os deslocamentos transversais e axiais, 

respectivamente. Deve-se ter em mente que este elemento pode possuir problemas de 

travamento de membrana e alguns artifícios podem ser necessários para melhorar seu 

comportamento. 

 

4.4 SOLUÇÃO DO PROBLEMA NÃO LINEAR 

 

A curva da figura 4.8 representa um problema não linear (em uma dimensão, 

por simplicidade) e pode ser determinada através de métodos incrementais iterativos, 

que têm sua formulação geral deduzida a partir da equação de equilíbrio global: 

 

0)(),( =−= PuFuG λλ  (4.89)  

 

 Em 4.89, F é a força interna, função dos deslocamentos u e λ P a força externa 

aplicada. Se a cada passo incremental para a determinação da curva OABC da figura 

4.8 λ  for considerado variável então a expressão 4.89 representa um sistema de uma 

equação com n+1 variáveis (graus de liberdade do sistema), havendo a necessidade de 

impor uma condição de restrição de forma a obter solução para o sistema: 
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Figura 4.8 Curva carga-deslocamento. 

 

onde ),( λuR  é a equação de restrição imposta às variáveis. 

   Linearizando em relação as variáveis u e λ  as equações do sistema da 

expressão 4.90 usando a série de Taylor truncada, tem-se: 
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chega-se ao sistema de equações abaixo que permite obter a curva OABC da figura 4.8 

por completo. 
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Da formulação geral, expressão 4.93, para problemas não lineares podem surgir 

diferentes métodos para a solução do problema, variando-se apenas a definição da 

função de restrição. Entre estes métodos podem-se citar o Método de Controle de 

Deslocamento (Batoz e Dhat, 1979), os diversos Métodos de Comprimento de Arco 

(Riks, 1979, Ramm, 1981, Crisfield, 1981), o Método do Controle Generalizado de 

Deslocamentos (Yang e Kuo, 1994) e o Método de Incremento Constante do Trabalho 

Externo (Bathe e Dvorkin, 1983). 

Para a solução através do controle de carga basta fixar o fator de carga em cada 

passo: 

 

0=−= λλR  (4.94) 

 

Para a solução através do controle de deslocamentos supõe-se um determinado 

componente do vetor de deslocamentos fixado no passo corrente: 

 

0=−= ii uuR . (4.95)

  

O método de Newton Raphson com controle de carga não permite ultrapassar os 

pontos limites de carga, que podem ser considerados efetuando um correto controle de 

deslocamentos. Este, por sua vez, não permite descrever fenômenos como o snap-back 
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(ponto limite de deslocamentos). Os demais métodos (comprimento de arco, controle 

generalizado de deslocamentos, etc.) são mais aptos a descrever relações gerais entre 

carga e deslocamento.  

Diversas opções de métodos de solução estão disponíveis no programa 

FEMOOP. Os problemas de viga mista com não-linearidade física e deslizamento na 

interface, no entanto, apresentam um padrão de comportamento que, conforme se verá 

no capítulo de exemplos, permite a utilização do controle de deslocamentos até valores 

de carga última da estrutura. Por esta razão os exemplos apresentados neste trabalho 

utilizam o método de solução de Newton-Raphson com controle de deslocamentos 

como ferramenta de solução do problema não-linear. 
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Capítulo 5 
 
EXEMPLOS 
 

5.1 INTRODUÇÃO 

 

Nesta seção são resolvidos alguns exemplos de vigas mistas com interação parcial 

de forma a validar as implementações feitas neste trabalho.  

Primeiramente resolve-se um problema de viga mista simplesmente apoiada, 

uniformemente carregada, com relação tensão-deformação dos materiais linear e também 

linear a relação carga-deslizamento da conexão. Com estas considerações, pode-se utilizar 

o processo de solução analítica da equação diferencial de Newmark para a determinação da 

solução exata do problema, e posteriormente comparar com a solução numérica utilizando 

os elementos implementados neste trabalho. 

 Uma solução exata para um problema igual ao descrito no parágrafo anterior foi 

usada por Dall’Asta e Zona (2004) para verificar problemas de convergência e oscilação de 

resultados em diferentes tipos de elementos baseados em deslocamentos. Em seu trabalho 

os autores cunharam o termo slip locking (travamento ao deslizamento) para descrever este 

tipo de problema de convergência. Usando o mesmo problema utilizado por estes autores 

são verificados os elementos implementados no capítulo 4 quanto ao problema de slip 

locking.  

Em seguida, resolvem-se dois problemas de vigas mistas contínuas com interação 

parcial, com dois vãos simétricos e três apoios. Os dois exemplos foram tratados por outros 

autores em trabalhos anteriores, nos quais são fornecidas respostas que serão utilizadas na 
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comparação da análise numérica realizada usando os elementos implementados neste 

trabalho. 

 Por último, resolve-se um problema de treliça mista com interação parcial, para 

ilustrar um caso onde o uso do elemento de interface seria essencial na determinação da 

solução do problema, não sendo possível empregar o elemento finito com deslizamento. 

 Para facilitar a identificação dos elementos implementados no capítulo 4 serão 

definidos os nomes, SLIPBEAM, para o elemento finito com deslizamento, INTERFACE, 

para o elemento de interface, e BEAM2D, para o elemento unidimensional de barra usado 

acima e abaixo do elemento INTERFACE. 

   

5.2 COMPARAÇÃO COM SOLUÇÃO ANALÍTICA DE NEWMARK 

 

A solução exata do problema da figura 5.1 pode ser dada pela solução da equação 

diferencial de Newmark, desde que sejam consideradas leis constitutivas lineares para os 

materiais da seção mista e também uma relação linear entre a força cortante por unidade de 

comprimento versus deslizamento na conexão. 
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Figura 5.1 Viga mista uniformemente carregada. 
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 Substituindo a expressão da variação do momento ao longo do eixo da viga mista na 

equação 5.1 chega-se à equação diferencial abaixo: 
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 A solução da equação diferencial acima é dada pela soma da solução da equação 

homogênea mais a solução particular: 
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(5.2) 

 As constantes C1 e C2 da equação 5.2 são determinadas impondo as condições de 

contorno de curvatura nula ( 0)(0)0( == Lχχ  e ) nas extremidades da viga analisada. 
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 Substituindo )(xχ  por )('' xv−  e integrando duas vezes a equação diferencial em 

relação à variável x, chega-se à equação da deformada na direção dos deslocamentos 

transversais da viga mista analisada. 
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 Devido à simetria da viga analisada e do carregamento em relação ao eixo vertical 

passando pelo meio do vão, tem-se a condição de rotação nula ( 0)(' 2 =Lv ) neste ponto. 

Impondo esta condição determina-se a constante C3. 
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  onde   C1, C2 e Q são definidos anteriormente.

  

 Integrando )(' xv  em relação a variável x, tem-se: 
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 Impondo a condição de contorno de deslocamento vertical nulo ( 0)0( =v ) em um 

dos apoios da viga analisada, determina-se a constante C4 chegando a equação final da 

deformada dos deslocamentos transversais da viga mista da figura 5.1. 
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     onde    C1 e C2 são definidos anteriormente. 

  

A equação do deslizamento ao longo da interface da viga da figura 5.1 pode ser 

determinada através da equação 

 

FhEIM free += )(χχχχ , (5.4) 

 

dada no capítulo 2 no desenvolvimento da equação diferencial de Newmark. Derivando 

esta equação em relação à variável x, e como é considerado que a curva força-deslizamento 

é linear ( KsF =' ), tem-se: 

 

KhsEIhFEIM freefree +=+= )('')('' χχχχχχχχ , logo 
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Substituindo na equação 5.5 a derivada do momento atuante na viga, mais a 

derivada da curvatura, tem-se a equação para o deslizamento relativo: 
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Na equação 5.6, C1 e C2 são dados anteriormente. 

A solução exata do problema da figura 5.1 para os deslocamentos transversais, 

equação 5.3, é formada por um polinômio de quarta ordem e duas funções exponenciais. Já 

a solução aproximada obtida pelo método numérico é dada, em cada elemento da 

discretização, por polinômios obtidos através das funções de interpolação dos 

deslocamentos nodais do elemento. Sendo assim, para os elementos implementados neste 

trabalho a solução numérica para os deslocamentos transversais será formada por 

polinômios cúbicos. 

 Do mesmo modo a solução exata do problema da figura 5.1 para o deslizamento, 

equação 5.6, é formada pela soma de uma função linear e duas funções exponenciais. Já a 

solução aproximada obtida pelo método numérico é dada, em cada elemento da 

discretização, por polinômios obtidos através das funções de interpolação dos 

deslocamentos nodais do elemento. Sendo a equação do deslizamento definida por duas 

parcelas, uma devido aos deslocamentos axiais e outra devida à derivada dos 

deslocamentos transversais, o deslizamento será definido em cada elemento SLIPBEAM 

por polinômios quadráticos.  

Portanto, para ambas as equações do deslizamento e deslocamentos transversais a 

solução numérica será sempre uma aproximação da solução real, sendo tão mais próxima 

da solução exata quanto maior a densidade da malha. 

A solução exata do problema da figura 5.1 para os deslocamentos transversais e 

deslizamentos na interface, dada pela equação diferencial de Newmark, e as soluções 

numéricas aproximadas usando os elementos implementados neste trabalho são 

apresentadas nas figuras 5.3 a 5.6, onde são mostrados a configuração deformada da viga 

mista e o deslizamento ao longo da interface. Foram utilizados na análise numérica dois 
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casos de discretização, com intuito de avaliar a convergência do método numérico com o 

aumento da discretização do contínuo. 

Para a solução exata do problema da figura 5.1 usando a equação diferencial de 

Newmark foram considerados, q = 80 KN/m, L = 6m e os eixos de referência para as seções 

acima e abaixo da interface de deslizamento da viga mista passando pelo centro geométrico 

de cada seção, como mostra a figura 5.2. 

 

 
Figura 5.2 Eixos de referência das seções. 

 

Os valores numéricos utilizados na solução para as propriedades físicas dos 

materiais são dados pelas expressões abaixo: 

 

MPaEc 5700=  

 

MPaEs 205000=  

 

mMPaK /120=  (5.7) 

 

 Nas expressões 5.7, Ec é o módulo de deformação do concreto, Es é o módulo de 

deformação do aço e K é o valor que caracteriza a rigidez da conexão na interface. Estes 

valores numéricos não necessariamente representam a realidade e são usados apenas para a 

determinação da solução exata do problema através da equação de Newmark, e posterior 

comparação com a solução numérica. 

 Com os valores numéricos dados acima e a posição dos eixos de referência da seção 

mista definida, determinam-se: 
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1 eixo ao relação em todeslizamen de interface da acima seção da inércia 1 =I , 

2 eixo ao relação em todeslizamen de interface da abaixo seção da inércia2 =I , 

 

21)( IEIEEI scfree += , 

 

sscc

sscc

EAEA

EAEA
EA

+
=

))((
)( * , 

 

*2 )()()( EAhEIEI freefull += , 

 

free

full

EIEA

EIK

)()(

)(
*

2 =α . 
(5.8) 

 

Na análise numérica realizada para a obtenção da resposta do problema da viga 

mista analisada, apresentada nas figuras 5.3 e 5.4, foi utilizado o elemento com 

deslizamento (SLIPBEAM), com dez graus de liberdade, funções cúbicas para interpolação 

dos deslocamentos transversais e quadráticas para os deslocamentos axiais. Sendo utilizado 

para a determinação dos esforços internos integração numérica com três pontos de Gauss. 

 

  

Figura 5.3 Deformada transversal da viga mista. 
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 A tabela 5.1 a seguir mostra os valores numéricos obtidos para o deslocamento 

vertical do meio do vão da viga mista analisada, segundo a equação diferencial de 

Newmark e o método numérico utilizando o elemento SLIPBEAM. Também é mostrado o 

erro relativo das aproximações numéricas para as duas malhas usadas. 

 

Tabela 5.1 Deslocamento vertical no meio do vão (valores em cm). 

Método numérico Solução exata usando  

equação de Newmark  3 elementos  12 elementos  

4,283 3,896 4,2603 

Erro (%) 9,04 0,53 

 

 

 
Figura 5.4 Deslizamento na interface da viga mista.  

 

Na análise numérica realizada para a obtenção da resposta da viga mista analisada, 

representada nas figuras 5.5 e 5.6, foi utilizado o elemento de interface (INTERFACE) em 

conjunto com um elemento unidimensional de viga (BEAM2D).  

O elemento de interface utilizado tem sua formulação descrita no capítulo 4, onde se 

define este elemento de interface retangular com espessura nula, doze graus de liberdade, 

funções polinomiais para interpolações independentes dos deslocamentos nodais da face 

superior e inferior. São usados polinômios cúbicos para os deslocamentos transversais, e 
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lineares para os deslocamentos axiais. Sendo utilizado para a determinação dos esforços 

interno integração numérica com a distribuição de quatro pontos de Gauss 

Já o elemento unidimensional de viga a ser associado ao elemento de interface foi 

desenvolvido em trabalhos anteriores. Trata-se de um elemento de barra de dois nós, com 

três graus de liberdade por nó e funções polinomiais para interpolação dos deslocamentos 

nodais. São usados, para as funções de interpolação, polinômios cúbicos para os 

deslocamentos transversais, e lineares para os deslocamentos axiais. Sendo utilizado para a 

determinação dos esforços interno integração numérica com a distribuição de três pontos de 

Gauss. 

 

 
Figura 5.5 Deformada transversal da viga mista. 

 

A tabela 5.2 é análoga à tabela 5.1 com a análise numérica realizada usando o 

elemento INTERFACE em conjunto com o elemento BEAM2D.  

 

Tabela 5.2 Deslocamento vertical no meio do vão (valores em cm). 

Método numérico Solução exata usando  

equação de Newmark 3 elementos  12 elementos  

4,283 3,842 4,257 

Erro (%) 10,30 0,61 
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Figura 5.6 Deslizamento na interface da viga mista. 

 

 A diferença entre as respostas dadas pelas soluções numéricas para os diferentes  

elementos, SLIPBEAM e INTERFACE + BEAM2D, tem como principal motivo a 

diferença entre os polinômios usados para a interpolação dos deslocamentos axiais destes 

elementos, comentadas anteriormente. 

 

5.3  PROBLEMAS NUMÉRICOS EM ELEMENTOS COM DESLIZAMENTO 

 

Dall’Asta e Zona (2004b) afirmam que as funções de interpolação dos 

deslocamentos nodais devem ser escolhidas criteriosamente, uma vez que se as 

aproximações dos campos de deslocamento axial e de rotação não forem consistentes, então 

o erro da solução utilizando o método dos elementos finitos depende fortemente da rigidez 

da conexão, ocorrendo uma oscilação no deslizamento e aproximação ruim da curvatura 

para valores elevados da rigidez da conexão. Os autores definem como “travamento ao 

deslizamento” (slip locking) este tipo de problema de convergência. 

Para verificar o slip locking em elementos com diferentes polinômios de 

interpolação dos deslocamentos nodais (ver tabela 5.3), Dall’Asta e Zona (2004b) resolvem 

o exemplo da figura 5.7 para dois valores de rigidez da conexão, 1=Lα  e 10=Lα , onde L 

= 30 m é o vão da viga simplesmente apoiada da figura 5.7, e α  é como definido na 
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expressão 5.3. Para o exemplo são adotadas variações lineares para as curvas tensão-

deformação dos materiais e força-deslizamento na interface. São adotados os módulos de 

elasticidade, Ec = 30500MPa e Es = 200000MPa, respectivamente para o concreto e aço.  

 

 
Figura 5.7 Viga mista uniformemente carregada (Dall’Asta e Zona, 2004). 

 

Nas respostas, dadas pelas figuras 5.8 a 5.11, da avaliação do problema da figura 5.7 

foram incluídos além dos elementos implementados por Dall’Asta e Zona (2004b) os 

elementos, SLIPBEAM e INTERFACE associado ao elemento BEAM2D. 

 

Tabela 5.3 Diferentes elementos avaliados.  

Grau do polinômio de interpolação dos deslocamentos nodais 
Elemento 

Axiais Transversais 
8DOF 1 3 
10DOF 2 3 
16DOF 4 5 
SLIPBEAM 2 3 
INTERFACE 1 3 
BEAM2D 1 3 
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Figura 5.8 Variação da curvatura ao longo do eixo da viga mista. 

 

 
Figura 5.9 Variação do deslizamento ao longo da interface da viga mista. 

 

 
Figura 5.10 Variação da curvatura ao longo do eixo da viga mista. 
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Figura 5.11 Variação do deslizamento ao longo da interface da viga mista. 

 

 Para todos os diferentes elementos mostrados nas figuras 5.8 a 5.11 foram utilizados 

dois elementos para a simulação. 

 Pelas figuras 5.8 a 5.11 observa-se que para elementos com grau do polinômio de 

interpolação dos deslocamentos axiais maior ou igual a dois e deslocamentos transversais 

consistentes com aquele utilizado para os deslocamentos axiais, ou seja, um grau a mais, 

não é verificado problema de travamento ao deslizamento.  

Já o elemento 8DOF para elevada rigidez da conexão, 10=Lα , observa-se na figura 

5.10 valores irreais para o momento nos apoios da viga, bem como uma distribuição 

praticamente constante deste ao longo da viga. Já na figura 5.11, observa-se uma forte 

oscilação da equação do deslizamento em torno da solução exata do problema.  

Na solução do problema usando o elemento INTERFACE associado ao elemento 

BEAM2D não é verificado problema de travamento ao deslizamento nas respostas dadas 

pelas figuras 5.8 a 5.11, no entanto percebe-se uma convergência mais lenta em relação aos 

elementos que não apresentam problemas de travamento ao deslizamento. Isto pode ser 

explicado devido à aproximação mais pobre dos deslocamentos axiais, já que o elemento 

BEAM2D utiliza polinômios lineares, e os outros utilizam polinômios no mínimo 

quadráticos. É fato conhecido que elementos de viga do tipo Euler-Bernoulli com 

distribuição linear dos deslocamentos axiais, como o elemento BEAM2D, podem 

apresentar problemas de convergência por deficiência na representação dos polinômios 

(Crisfield, 1991). 
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É importante salientar que aumentando a discretização da malha de elementos 

finitos todos os elementos avaliados anteriormente convergem para a solução exata do 

problema da figura 5.7. Deve-se observar que o elemento SLIPBEAM é perfeitamente 

equivalente ao elemento 10DOF de Dall’Asta e Zona (2004b), diferindo apenas na forma 

de integração na seção transversal, que neste último foi um modelo de fibras. 

 

5.4  COMPARAÇÃO COM RESULTADOS DA LITERATURA 

 

Como forma de validar as implementações desenvolvidas neste trabalho, são 

considerados dois exemplos de vigas mistas com interação parcial usando, para obter a 

solução numérica do problema, o elemento finito com deslizamento (SLIPBEAM) e o 

elemento de interface (INTERFACE) em conjunto com um elemento unidimensional de 

viga (BEAM2D). A comparação é feita através dos resultados de análise numérica 

realizada nos mesmos exemplos por outros autores. 

 

5.4.1  Viga mista com três apoios uniformemente carregada 

 

 É apresentado neste item a solução numérica do problema de viga mista com 

interação parcial apresentado na figura 5.14. O mesmo problema foi resolvido por 

Dall’Asta e Zona (2004a) onde são definidas para as leis constitutivas dos materiais as 

curvas representadas na figura 5.15.  

 

 
Figura 5.14 Viga mista com interação parcial (Dall’Asta e Zona, 2004a). 

 

 Na análise numérica do problema da figura 5.14, Dall’Asta e Zona (2004a) utilizam 

um elemento baseado em deslocamentos, com dez graus de liberdade. As funções 
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polinomiais utilizadas na interpolação dos deslocamentos nodais foram definidas em seu 

trabalho como sendo cúbicas para os deslocamentos transversais, e quadráticas para os 

deslocamentos axiais, ou seja, idênticas à formulação do elemento SLIPBEAM. 

 

 
Figura 5.15 Leis constitutivas do concreto (a), aço (b), barras de reforço (c) e conexão da 

interface (d) (Dall’Asta e Zona, 2004a). 

 

 Os resultados numéricos do problema da figura 5.14 obtidos por Dall’Asta e Zona 

(2004a) e pelos elementos implementados neste trabalho são mostrados nas figuras, 5.17 

para uma malha de oito elementos, 5.18 para uma malha de 12 elementos e 5.19 para uma 

malha de 16 elementos, onde são apresentadas as curvas que relacionam o carregamento 

aplicado ao deslocamento vertical do meio dos vãos da viga mista da figura 5.14. 

 Na análise numérica realizada usando os elementos implementados neste trabalho 

foram utilizadas as curvas tensão-deformação dos materiais apresentadas na figura 5.16. 

Estas curvas devem obedecer ao formato geral que define a relação tensão-deformação de 

um material definido no item 3.3 do capítulo 3, exceto para a relação força-deslizamento da 

interface. Ao comparar as curvas dos materiais utilizadas pelos diferentes autores (figura 

5.15 e 5.16) percebe-se que os limites de tensão e deformação são os mesmos, porém as 
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curvas utilizadas para este trabalho são aproximações polinomiais das curvas utilizadas em 

Dall’Asta e Zona (2004a), a menos da curva que relaciona força-deslizamento que é mesma 

utilizada por Dall’Asta e Zona. Vale ressaltar que os autores não disponibilizaram as 

expressões analíticas das relações tensão-deformação e usaram modelo de fibras.  

 

 
Figura 5.16 Leis constitutivas do concreto (a), aço (b), barras de reforço (c) e conexão da 

interface (d) utilizadas neste trabalho. 

   



 105

0

50

100

150

200

250

300

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45

v(m)

q
(K

N
/m

)

8el-Dall'Asta

8el-INTERFACE

8el-SLIPBEAM

 
Figura 5.17 Curva carga-deslocamento para um ponto no meio dos vãos da viga mista 
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Figura 5.18 Curva carga-deslocamento para um ponto no meio dos vãos da viga mista 
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Figura 5.19 Curva carga-deslocamento para um ponto no meio dos vãos da viga mista 

 

O elemento SLIPBEAM utilizado neste trabalho tem sua formulação apresentada no 

item 4.2.1 do capítulo 4. O elemento possui dez graus de liberdade e usa funções 

polinomiais para interpolação dos deslocamentos nodais, sendo usado polinômios cúbicos 

para os deslocamentos transversais, e quadráticos para os deslocamentos axiais. 

 O elemento INTERFACE utilizado neste trabalho tem sua formulação apresentada 

no item 4.2.2 do capítulo 4. Este elemento de interface retangular de espessura nula possui 

doze graus de liberdade e emprega funções polinomiais para interpolação independente dos 

deslocamentos nodais da face superior e inferior. São usados polinômios cúbicos para os 

deslocamentos transversais, e lineares para os deslocamentos axiais. Seu uso está 

condicionado a ação em conjunto com um elemento linear de viga de dois nós, com três 

graus de liberdade por nó e funções de interpolação polinomiais, sendo cúbicas para os 

deslocamentos transversais e lineares para os deslocamentos axiais. 

 Na determinação dos esforços internos foi utilizado integração numérica sendo 

usado quatro e três pontos de Gauss, respectivamente, para os elementos INTERFACE e 

SLIPBEAM.  

 As figuras 5.20 a 5.22 mostram a deformada transversal do vão simétrico da viga da 

figura 5.14, para os deslocamentos do meio do vão de 5.0 cm, 12.5 cm e 25.0 cm. As 

equações da deformada foram obtidas usando o elemento SLIPBEAM para malhas de oito, 

doze e dezesseis elementos.  
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Figura 5.20 Deformada para malha de 8 elementos SLIPBEAM 
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Figura 5.21 Deformada para malha de 12 elementos SLIPBEAM 
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Figura 5.22 Deformada para malha de 16 elementos SLIPBEAM 
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As figuras 5.23 a 5.25 mostram o deslizamento ao longo do vão simétrico da viga 

mista da figura 5.14, para os deslocamentos do meio do vão de 5.0 cm, 12.5 cm e 25.0 cm. 

As equações do deslizamento foram obtidas usando o elemento SLIPBEAM para malhas de 

oito, doze e dezesseis elementos. 
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Figura 5.23 Deslizamento ao longo do vão simétrico para malha de 8 elementos 

SLIPBEAM 
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Figura 5.24 Deslizamento ao longo do vão simétrico para malha de 12 elementos 

SLIPBEAM 
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Figura 5.25 Deslizamento ao longo do vão simétrico para malha de 16 elementos 

SLIPBEAM 
 

 As figuras 5.26 a 5.28 mostram a deformada transversal do vão simétrico da viga da 

figura 5.14, para os deslocamentos do meio do vão de 5.0 cm, 12.5 cm e 25.0 cm. As 

equações da deformada foram obtidas usando o elemento INTERFACE para malhas de 

oito, doze e dezesseis elementos.  
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Figura 5.26 Deformada para malha de 8 elementos INTERFACE 
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Figura 5.27 Deformada para malha de 12 elementos INTERFACE 
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Figura 5.28 Deformada para malha de 16 elementos INTERFACE 

 

As figuras 5.29 a 5.31 mostram o deslizamento ao longo do vão simétrico da viga 

mista da figura 5.14, para os deslocamentos do meio do vão de 5.0 cm, 12.5 cm e 25.0 cm. 

As equações do deslizamento foram obtidas usando o elemento INTERFACE para malhas 

de oito, doze e dezesseis elementos. 
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Figura 5.29 Deslizamento ao longo do vão simétrico para malha de 8 elementos 

INTERFACE 
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Figura 5.30 Deslizamento ao longo do vão simétrico para malha de 12 elementos 

INTERFACE 
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Figura 5.31 Deslizamento ao longo do vão simétrico para malha de 16 elementos 

INTERFACE 
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 Como pode ser observado através das figuras 5.17 a 5.19, os resultados para os 

elementos implementados neste trabalho são praticamente idênticos aqueles fornecidos pelo 

elemento implementado por Dall’Asta e Zona (2004a). A pequena diferença que pode ser 

observada nas curvas das figuras 5.17 a 5.19 provavelmente pode ser explicada através das 

diferenças entre as curvas tensão-deformação dos materiais adotadas pelos diferentes 

autores, principalmente em relação à consideração do ramo descendente na resistência do 

concreto. Além disso, os modelos utilizados para o cálculo dos esforços resistentes da seção 

são diferentes: modelo de fibras, usado por Dall’Asta e Zona (2004a), e modelo analítico, 

usado neste trabalho. O modelo de fibras deve convergir para o mesmo resultado, mas não 

foi possível avaliar a densidade de fibras empregada pelos autores no trabalho original. 

 Na comparação das respostas fornecidas pelos elementos implementados neste 

trabalho, figura 5.17 a 5.19, percebe-se, apesar da pequena diferença, uma melhor 

convergência do elemento SLIPBEAM em relação ao elemento  INTERFACE. Isto pode 

ser explicado devido à melhor aproximação dos deslocamentos axiais no primeiro caso.  

 

5.4.2  Viga mista com três apoios e carregamento concentrado simétrico 

 

 É apresentada neste item a solução numérica do problema de viga mista com 

interação parcial apresentada na figura 5.32. O mesmo problema foi resolvido por Salari e 

Spacone (2001) onde são definidas as leis constitutivas dos materiais representadas pelas 

curvas da figura 5.33.  

 
Figura 5.32 Viga mista com interação parcial (Salari e Spacone, 2001). 
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 Na análise numérica do problema da figura 5.32, Salari e Spacone (2001) utilizam 

um elemento baseado em deslocamentos. Este elemento possui dez graus de liberdade e usa 

funções polinomiais na interpolação dos deslocamentos nodais, sendo cúbicas para os 

deslocamentos transversais, e quadráticas para os deslocamentos axiais. 

 Salari e Spacone (2001) assumem para o comportamento dos materiais as curvas 

definidas na figura 5.33 e definem a resistência do concreto a compressão como sendo 

MPaf c 6.47' =  e a sua deformação correspondente dada por 0025.00 =cε . Para o aço 

assume-se a tensão de escoamento MPaf y 5.296=  e o módulo de deformação 

MPaEs
51004.2 ×= , considerando uma taxa de amortecimento para a curva de 0.005. Para 

a conexão entre a laje de concreto e o perfil de aço os autores definem uma conexão de 

cisalhamento distribuída uniformemente mmN /4401 =τ  e seu deslizamento 

correspondente de mmu 25.21 = . 

 

 
Figura 5.33 Leis constitutivas dos materiais (Salari e Spacone, 2001). 

 

 Os resultados numéricos do problema da figura 5.32 obtidos por Salari e Spacone 

(2001) e pelos elementos implementados neste trabalho são apresentados na figura 5.35, 

onde encontra-se representadas as curvas que relacionam o carregamento aplicado P ao 

deslocamento vertical ∆ , ilustrados na figura 5.32. 
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Figura 5.34 Leis constitutivas dos materiais utilizadas neste trabalho. 

 

 Na análise numérica realizada usando os elementos implementados neste trabalho 

foram utilizadas as leis constitutivas dos materiais apresentadas na figura 5.34. Da mesma 

forma que no exemplo anterior, estas curvas devem obedecer ao formato geral que define a 

relação tensão-deformação de um material definido no item 3.3 do capítulo 3. Ao comparar 

as curvas dos materiais utilizadas pelos diferentes autores (figura 5.33 e 5.34) percebe-se 

que os limites de tensão e deformação são os mesmos, porém as curvas utilizadas para este 

trabalho são aproximações polinomiais das curvas utilizada em Salari e Spacone (2001), 

valendo ressaltar que os autores não disponibilizaram as expressões analíticas das relações 

tensão-deformação e usaram modelo de fibras. 
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Figura 5.35 Curva carga-deslocamento de um ponto no meio dos vãos da viga mista. 

 



 115

 Na determinação dos esforços internos foi utilizado integração numérica sendo 

usado quatro e três pontos de Gauss, respectivamente, para os elementos INTERFACE e 

SLIPBEAM.  

 As figuras 5.36 e 5.37 mostram a deformada transversal e o deslizamento ao longo 

do vão simétrico da viga da figura 5.32, para os deslocamentos do meio do vão de 5.0 mm, 

20.0 mm e 40.0 mm. As equações da deformada e do deslizamento foram obtidas usando o 

elemento SLIPBEAM para uma malha de oito elementos.  
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Figura 5.36 Deformada para malha de 8 elementos SLIPBEAM 
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Figura 5.37 Deslizamento ao longo do vão simétrico para malha de 8 elementos 

SLIPBEAM 
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 As figuras 5.38 e 5.39 mostram a deformada transversal e o deslizamento ao longo 

do vão simétrico da viga da figura 5.32, para os deslocamentos do meio do vão de 5.0 mm, 

20.0 mm e 40.0 mm. As equações da deformada e do deslizamento foram obtidas usando o 

elemento INTERFACE para uma malha de oito elementos.  

 

-0.045

-0.04

-0.035

-0.03

-0.025

-0.02

-0.015

-0.01

-0.005

0

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

vão da viga (m)

d
es

lo
ca

m
en

to
 v

er
ti

ca
l (

m
)

 
Figura 5.38 Deformada para malha de 8 elementos INTERFACE 
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Figura 5.39 Deslizamento ao longo do vão simétrico para malha de 8 elementos 

INTERFACE 
 

 Os elementos SLIPBEAM, INTERFACE são os mesmos utilizados no item anterior 

desta seção. 

 Como pode ser observado através da figura 5.35, os resultados para os elementos 

implementados neste trabalho são próximos àqueles apresentados pelo elemento 
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implementado por Salari e Spacone (2001). A diferença que pode ser observada nas curvas 

das figuras 5.35 pode ser explicada através das diferenças entre as curvas tensão-

deformação dos materiais adotadas pelos diferentes autores. Observa-se uma menor rigidez 

do modelo implementado neste trabalho nas fases iniciais de carregamento, sendo que à 

medida que os deslocamentos se aproximam do valor máximo as curvas convergem. Uma 

explicação possível é o maior aproveitamento do concreto tracionado no modelo de Salari e 

Spacone (2001). 

  

5.5  EXEMPLO DE TRELIÇA MISTA 

 

A solução de problemas de vigas mistas com interação parcial e seção transversal 

variável ao longo do eixo longitudinal, como no caso de treliça mista, usando o elemento 

finito com deslizamento (SLIPBEAM), geraria uma resposta aproximada da solução 

numérica esperada, uma vez que para cada elemento da discretização da treliça mista seria 

usada uma seção transversal representativa para simular a variação desta ao longo do 

elemento finito. Em contrapartida, se for utilizado o elemento de interface (INTERFACE) 

associado ao elemento unidimensional de viga (BEAM2D), o problema de treliça mista 

pode ser tratado como um pórtico plano e sua resposta será conforme o esperado. 

 Diante do exposto no parágrafo anterior resolve-se o problema da figura 5.40 com 

intuito de ilustrar a aplicação do elemento de interface na solução de problemas de treliça 

mista. 

 

 
Figura 5.40 Treliça mista com interação parcial. 
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Na análise numérica realizada foram utilizadas as curvas tensão-deformação dos 

materiais apresentadas na figura 5.41. 

  

 
Figura 5.41 Leis constitutivas dos materiais 

   

 A figura 5.42 a seguir ilustra a discretização da treliça mista em elementos lineares 

de viga e elementos de interface retangulares com espessura nula. 

 

 
Figura 5.42 Discretização em elementos finitos da treliça mista. 

  

 O elemento unidimensional de viga utilizado na análise numérica é o elemento 

BEAM2D citado no item 5.3.1 deste capítulo, e o elemento de interface utilizado na análise 

é o elemento INTERFACE também citado no item 5.3.1 com sua formulação detalhada no 

capítulo 4 deste trabalho. 

 A Figura 5.43 mostra o resultado da análise numérica para o problema da figura 

5.40 através da curva que relaciona o carregamento aplicado a treliça mista com o seu 

deslocamento vertical do meio do vão. 
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Figura 5.43 Curva carga-deslocamento de um ponto no meio do vão da treliça mista. 

 

 A forma quase tri-linear da curva da figura 5.43 deve-se às pequenas seções dos 

elementos de aço do pórtico representativo da treliça mista da figura 5.40, ou seja, iniciada 

a plastificação da seção transversal destes elementos rapidamente toda a seção estará 

plastificada, formando assim rótulas plásticas. O ponto A da curva da figura 5.43 representa 

a formação da primeira rótula plástica. Com o aumento do carregamento forma-se mais 

uma rótula plástica, indicada na figura 5.43 pelo ponto B. A partir deste ponto, a curva 

aproximadamente horizontal indica uma incapacidade da estrutura de resistir ao 

carregamento externo. 

 A dificuldade de obtenção de trabalhos com ênfase em soluções numéricas de 

treliças mistas com interação parcial impossibilitou a comparação da solução usando o 

elemento de interface implementado neste trabalho com outras soluções obtidas. No 

entanto, os exemplos dos itens anteriores comprovam a eficácia do elemento de interface 

em análise numérica de vigas mistas com interação parcial. 

A figura 5.44 abaixo ilustra a deformada da treliça mista para três estágios da curva 

∆×P  da figura 5.43, mmmmmm 40  e  14  , 5 =∆=∆=∆ .  
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Figura 5.44 Deformada da treliça mista (5mm, 14mm e 40mm). 

 

Através da figura 5.45 que detalha a região mais solicitada da treliça mista percebe-

se para o estágio de carregamento mm40 =∆   a incapacidade dos banzos inferiores e 

superiores do centro da treliça mista de suportarem ao acréscimo do carregamento externo, 

o que é evidenciado através da deformada destes trechos, como se pode ver na figura 5.45.  

 

 
Figura 5.45 Detalhes da deformada da treliça mista. (a) mm5 =∆ , (b) mm14 =∆  e (c) 

mm40 =∆   
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Capítulo 6 
 
CONCLUSÕES E SUGESTÕES 
 

6.1 CONCLUSÕES 

 

O objetivo principal desta dissertação foi o desenvolvimento de modelos numéricos, 

baseados no Método dos Elementos Finitos, para simulação do comportamento de vigas 

com interação parcial entre seus componentes, com ênfase nas vigas mistas de aço e 

concreto. 

Para tal, uma formulação baseada em deslocamentos, bem como uma formulação 

com o emprego de elementos de interface, foram desenvolvidas e implementadas. As 

seções transversais dos elementos constituintes foram representadas de forma genérica e os 

esforços resistentes, bem como as rigidezes generalizadas destas seções, puderam ser 

avaliados de forma exata. 

 Os procedimentos e formulações desenvolvidos neste trabalho foram capazes de 

modelar os problemas de viga mista com interação parcial, admitindo comportamento não 

linear dos materiais que compõem os componentes dos elementos mistos, bem como da 

relação carga-deslizamento da conexão na interface de deslizamento. Tais não linearidades 

físicas foram representadas através de funções polinomiais de até terceiro grau definidas em 

faixas de deformação, possibilitando assim representar com suficiente precisão as curvas 

tensão-deformação dos materiais.  



 122

 A revisão bibliográfica evidenciou que a análise numérica do elemento estrutural de 

viga mista com conexão parcial, através de elementos unidimensionais, ainda é pouco 

explorada no país. Internacionalmente, encontram-se vários artigos técnicos sobre o 

assunto, nos quais a maioria dos autores enfatiza a solução numérica como um vantajoso 

método para solução do problema de vigas mistas com interação parcial.  

O procedimento utilizado neste trabalho para a obtenção das propriedades 

geométricas da seção mista permite a utilização de seções genéricas nas análises numéricas 

de vigas mistas com interação parcial. Este procedimento dá liberdade ao projetista, dentro 

da gama de possibilidade que tenha, de escolha da seção mista que melhor se adequar as 

condições de esforços a que está submetida, ou simplesmente seja esteticamente mais 

adequada, não tornando assim a análise estrutural do elemento analisado um empecilho na 

escolha do tipo de seção a ser utilizada. 

 O elemento com deslizamento e o elemento de interface apresentaram resultados 

coerentes quando comparado com resultados numéricos de outros autores. No caso da 

comparação com o exemplo proposto por Salari e Spacone (2001), item 5.4.2 do capítulo 5 

deste trabalho, as respostas das análises numéricas, representadas pelas curvas carga-

deslocamento da figuras 5.22 e 5.23, apresentam uma pequena diferença que pode ser 

explicada devido à aproximação das curvas de tensão-deformação dos materiais usadas 

neste trabalho em comparação com as utilizadas por Salari e Spacone (2001). 

 A solução exata do problema de viga mista com interação parcial obtida através do 

método analítico da equação diferencial de Newmark, item 5.2 do capítulo 5 deste trabalho, 

permitiu a avaliação dos elementos implementados através de uma comparação entre a 

deformada da viga mista em relação ao deslocamento transversal e a equação do 

deslizamento ao longo da interface, figuras 5.3 a 5.6, obtidas segundo a equação diferencial 

de Newmark e segundo as análises numéricas, sendo os resultados considerados 

satisfatórios. As análises numéricas deste exemplo foram feitas usando duas malhas de 

elementos finitos distintas com a intenção de avaliar a evolução da convergência do método 

numérico, o que foi evidenciado ao observar o aumento da precisão da resposta com o 

aumento do número de elementos finitos. 

 Ao comparar as repostas das análises numéricas dos exemplos do capítulo 5, do 

elemento com deslizamento e do elemento de interface em conjunto com o elemento 
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unidimensional de viga, percebe-se a proximidade das soluções. No entanto, o elemento 

SLIPBEAM possui uma matriz de rigidez, a nível global de estrutura, com bem menos 

graus de liberdade que aquela apresentada pelo conjunto entre o elemento de interface e o 

elemento unidimensional de viga, proporcionando assim uma resposta, bastante semelhante 

a do elemento de interface, porém mais rápida. No entanto, o número de integrações 

numéricas realizadas nos pontos de integração é semelhante para as duas situações. 

 O elemento de interface, apesar de necessitar de maior número de graus de liberdade 

em relação ao elemento com deslizamento, mostra-se muito eficaz na solução de problemas 

de treliça mista, item 5.5 do capítulo 5, uma vez que a sua ação em conjunto com um 

elemento unidimensional de viga permite que o problema de treliça mista seja considerado 

como um problema de pórtico plano. Também deve ser enfatizado que a consideração do 

deslocamento relativo na direção vertical do elemento de interface permite a simulação da 

separação vertical na interface de deslizamento. 

  

6.2 SUGESTÕES 

 

O bom dimensionamento de uma viga requer uma baixa relação entre a altura da 

seção transversal e seu vão, o que faz com que o efeito de flexão na viga seja predominante, 

e seja desprezível a deformação transversal na seção devido aos esforços cortantes. No 

entanto, em alguns casos específicos, como vigas de ponte rolante em galpões industriais, 

esta relação pode ser grande o suficiente para tornar o efeito da deformação transversal 

considerável. Sua consideração seria então importante na implementação dos elementos 

para a solução numérica, o que fica aqui como sugestão para trabalhos futuros. 

Um modelo alternativo ao modelo de elementos finitos baseados em deslocamentos 

utilizado na implementação deste trabalho é o modelo baseado no método das forças, que 

foi utilizado por diversos autores nos últimos anos (Salari e Spacone, 2001, Dall’Asta e 

Zona, 2004). 

Fica também como sugestão a consideração de mais um grau de liberdade no 

elemento com deslizamento implementado com intenção de simular os efeitos de ligações 

semi-rígidas, que são freqüentes nos casos práticos. Tal ligação semi-rígida também pode 

ser considerada através de um elemento finito de comprimento nulo que tenha função, em 
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relação aos esforços axiais e transversais, apenas de transmissão entre os elementos 

unidimensionais de viga unidos por ele. Já no caso dos esforços de flexão, este elemento 

deve funcionar como uma mola que absorve uma certa quantidade de energia proporcional 

à diferença de rotação entre os elementos unidimensionais a ele adjacentes. 

Liang et al (2004) afirma, com base em resultados numéricos e experimentais, que a 

desconsideração de uma resistência vertical na interface de deslizamento induz a resultados 

conservadores na análise de vigas mistas com interação parcial. Esta afirmação sugere a 

consideração deste efeito utilizando o elemento de interface implementado neste trabalho, 

que simula não só o deslizamento ao longo da interface como também a possibilidade de 

separação vertical entre a laje de concreto e o perfil de aço. 

O programa FEMOOP utilizado na implementação computacional dos elementos 

desenvolvidos neste trabalho tem como entrada de dados um arquivo de texto com as 

informações necessárias para avaliação numérica desejada, o que sugere o desenvolvimento 

de uma interface gráfica de pré e pós-processamento, que facilite a construção deste 

arquivo de entrada pelo analista e possa acelerar o processo de análise. 
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Anexo I 
 
EQUAÇÕES E CRITÉRIOS 
DEFINIDOS PELO PROJETO DE  
REVISÃO DA NBR 8800  
 

I.1  INTRODUÇÃO 

 

Nesta seção será apresentado o método analítico para solução de vigas mistas aço-

concreto definido pelo projeto de revisão da norma NBR 8800 (2005). Algumas 

simplificações significativas, como é o caso da seção homogeneizada, são tomadas pela 

norma para permitir a utilização do método sem a necessidade de uso de recursos 

computacionais. 

 A norma classifica de viga mista aço-concreto de alma cheia aquelas em que o 

componente de aço é um perfil I, caixão ou tubular retangular. No caso do componente de 

aço ser uma treliça a viga mista é classificada como sendo treliça mista aço-concreto.  
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Figura I.1 Largura efetiva b (Johnson, 1994). 

 

I.2  LARGURA EFETIVA 

 

Na maioria dos sistemas estruturais utilizados nas obras de engenharia civil o 

elemento de viga mista aço-concreto é composto por um perfil de aço, geralmente de seção 

I, ligado por meio mecânico a uma laje de concreto, larga e delgada. A presença de 

deformações de cisalhamento no plano da laje de concreto faz com que as seções não mais 

permaneçam planas provocando uma variação das tensões normais ao longo dela. A figura 

I.1 mostra essa variação de tensão, que é máxima imediatamente sobre a viga mista e 

decresce ao se afastar da linha de centro da viga mista. 

Ao considerar a tensão normal ao longo da largura da mesa de concreto constante e 

igual a tensão normal imediatamente sobre a viga mista, deve-se considerar uma largura b 

da mesa de concreto menor que a largura B da figura I.1, de forma que a área do retângulo 

GHJK seja igual a área da região ACDEF, o que implica que a contribuição da mesa de 

concreto não é total levando ao conceito de largura efetiva da viga mista. 

Pesquisas baseadas na teoria da elasticidade mostram que a relação b/B depende de 

muitas variáveis, dentre elas pode-se citar a relação de B com o vão da viga mista, do tipo 

de carregamento, das condições de contorno, da posição da seção ao longo do vão, entre 

outras (Johnson, 1994). 
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A NBR 8800 (2005) em seu anexo Q item Q.2.2 define a largura efetiva da mesa de 

concreto que irá realmente contribuir com o elemento de viga mista aço-concreto.  

No caso de vigas mistas biapoiadas deve-se ir ao item Q.2.2.1 do anexo Q da norma 

onde define-se a largura efetiva da viga mista como sendo o menor dos três valores lá 

definidos. 

Nas regiões de momentos negativos a largura efetiva também deve ser definida, 

uma vez que ela irá determinar o número de barras de reforço da laje que contribuem 

realmente com o elemento de viga mista aço-concreto.  

No caso de vigas mistas contínuas e semicontínuas deve-se ir à alínea a) do item 

Q.2.2.2 do anexo Q do projeto de revisão da norma para definir a largura efetiva da viga 

mista na região de momento positivo, já para a região de momento negativo é a alínea b) do 

mesmo item que define a largura efetiva da viga mista aço-concreto. 

No caso de vigas mistas em balanço pode-se utilizar o mesmo item referentes às 

vigas mistas biapoiadas, considerando o vão da viga em balanço como sendo o 

comprimento do balanço.  

 

I.3  RESISTÊNCIA DOS CONECTORES 

  

Não há elemento misto sem que haja a garantia de que os elementos de aço e 

concreto trabalhem em conjunto para combater os esforços. Tal garantia pode ser obtida por 

simples aderência e repartição de cargas, por atrito, ou por meio de ligação mecânica, 

através de conectores, mossas, ou ressaltos. 

 No caso de vigas mistas aço-concreto geralmente são utilizados conectores para 

garantir a ligação entre os materiais. Dentre a gama de opções de conectores os tipo pino 

com cabeça (stud) são os mais utilizado na prática, devido a sua facilidade de execução, e o 

comportamento plástico que ele possui. A curva força cortante versus deslizamento na 

interface para este tipo de conector é mostrado no gráfico da figura 2.2 no item 2.1 do 

capítulo 2 deste trabalho. 
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Figura I.2 Conector de cisalhamento tipo pino com cabeça. (a) diâmetro do fuste variado, 

(b) diâmetro constante.  

  

O diâmetro Dsh mostrado na figura I.2 é a dimensão mais importante do conector 

tipo pino com cabeça que segundo Oehlers e Bradford (1995) varia aproximadamente entre 

13mm e 22mm sendo o diâmetro mais comum de 19mm. As outras dimensões do conector 

são tomadas a partir deste diâmetro, assim sua altura é aproximadamente 4Dsh, o diâmetro 

de sua cabeça é aproximadamente 1.5Dsh, e até o anel de solda, utilizado para soldar o 

conector ao elemento de aço, tem suas dimensões definidas a partir deste diâmetro, assim o 

diâmetro e a altura do anel são aproximadamente 1.3Dsh e 0.3Dsh, respectivamente. 

 A curva do gráfico da figura I.3 (Oehlers e Coughlan, 1986) detalha as 

características da relação força cortante deslizamento de um conector tipo pino com cabeça.  

 

 
Figura I.3 Relação força deslizamento de um conector tipo pino com cabeça. 
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No gráfico as linhas tracejadas representam a idealização da real curva do conector, 

a qual é representada no gráfico pelas linhas cheias. 

O ponto “A” do gráfico da figura I.3 especifica o limite linear da curva, neste ponto 

a força cortante atuante no conector é aproximadamente a metade da força cortante máxima 

deste. Já o ponto “D” define, após deformação plástica do conector , a sua fratura, que 

ocorre aproximadamente aos 95% da força cortante máxima do conector e um deslizamento 

de 40% do diâmetro da parte inferior do fuste do conector (Dsh).  

O gráfico da figura I.3 analisa a resistência máxima de um conector tipo pino com 

cabeça sem que haja falha prematura do concreto que envolve o conector. Tal falha reduz a 

capacidade de resistência do conector como é mostrado pela linha E no gráfico, porém não 

necessariamente influencia o patamar plástico da curva. 

 Os valores de deslizamentos e rigidez definidos pelas equações I.1 a I.3 foram 

obtidos por Oehlers e Coughlan (1986) através do tratamento estatístico de 116 diferentes 

curvas força cortante deslizamento, nas quais não foram evidenciadas falhas prematuras do 

concreto. Nos experimentos foram utilizados resistência característica do concreto (fc) 

variando de 22 N/mm2 a 82 N/mm2. 

 

shcD DfS )10861080( 53
5.0 max

−− ×−×=  (I.1) 

 

shcult DfS )0042.048.0( −=  (I.2) 

 

)0017.016.0(
max

csh
si fD

D
K

−
=  

(I.3) 

 

 Nas três equações acima as unidade são N e mm. A equação I.1 representa o 

deslizamento na interface para a metade da força cortante máxima resistida pelo conector. 

 Ollgaard et al (1971) foi o pioneiro a estabelecer uma forma de cálculo de 

resistência de conectores do tipo pino com cabeça. Através de experimentos e usando 

análise estatística o autor deduziu uma equação para a força cortante máxima resistida pelo 

conector, que é mostrada abaixo: 
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44.03.0
max 83.1 ccsh EfAD =  (I.4) 

 

Na equação I.4 as unidades são N e mm, Ash é área da seção transversal da parte 

inferior do fuste do conector e Ec é o módulo de Young do concreto. De forma a tornar a 

equação dimensionalmente correta os expoentes foram modificados chegando a equação 

I.5, embora isto conduza a uma perda de precisão.  

 

ccsh EfAD 50.0max =  (I.5) 

  

O projeto de revisão da norma NBR-8800 (2005) em seu item Q.4 do anexo Q trata 

dos conectores de cisalhamento do tipo pino com cabeça e perfil U laminado ou formado a 

frio com espessura de chapa igual ou superior a 3 mm.  

Em seu item Q.4.3.1.1 a norma estipula a resistência de um conector de 

cisalhamento tipo pino com cabeça como sendo o menor dos valores entre, o resultado da 

equação I.5 e a força cortante de ruptura do aço do conector. 

No caso da laje de concreto da viga mista possuir fôrma de aço incorporada, o 

projeto de revisão da norma NBR-8800 (2005) em seu item Q.4.3.1.2 define um coeficiente 

de redução que deve ser multiplicado ao valor obtido no item Q.4.3.1.1 para definir a 

resistência de um conector de cisalhamento do tipo pino com cabeça. 

  

I.4  GRAU DE INTERAÇÃO DA VIGA MISTA 

  

 Em elementos mistos aço-concreto grau de interação refere-se a capacidade da 

seção mista trabalhar em conjunto para combater os esforços a ela submetidos. Tal 

interação é relacionada a direção horizontal da ligação da seção de aço e concreto, já que na 

direção vertical é considerado um grau de interação total entre os materiais, ou seja, não há 

separação vertical entre eles. 

O grau de interação de uma viga mista aço-concreto varia entre nulo e a unidade. O 

primeiro caso seria quando a laje de concreto fosse simplesmente apoiada sobre a viga de 

aço e suas superfícies de contato fossem suficientemente lisas para desprezar a força de 

atrito desenvolvida na interface, assim o conjunto trabalharia como dois elementos 
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independentes com deslocamentos verticais e rotações iguais. Já o segundo caso seria 

quando forças desenvolvidas ao longo da interface do elemento misto, como forças de 

ligação química entre os materiais e força de atrito, fossem capazes de impedir os 

deslizamentos na interface, fazendo com que o elemento misto trabalhasse como um só 

elemento de seção mista. Nestes casos limites a interação é chamada de interação livre para 

o primeiro, e interação total para o segundo, e quando o grau de interação está entre os 

limites do intervalo dá-se o nome de interação parcial. 

No caso dos elementos mistos aço e concreto, a interação parcial entre os materiais 

acontece quando a força cortante na interface de ligação supera as forças devido a ligação 

química entre os materiais e a força de atrito, sendo então tal força cortante resistida por 

conectores que irão deformar-se provocando deslizamentos relativos na interface. 

O projeto de revisão da norma NBR-8800 (2005) define, em seu anexo Q no item 

Q.2.3.1.1.2, o grau de interação η  da viga mista como sendo a relação entre, o somatório 

QRd das resistências de cálculo individuais qrd dos conectores de cisalhamento, situados 

entre a seção de momento positivo máximo e a seção adjacente de momento nulo, e Vhrd, 

definida como sendo a menor dentre as forças que plastificariam a seção de aço ( 10.1/yAf ) 

e a seção de concreto ( 40.1/85.0 cckbtf ). 

 

hRd

Rd

V

Q
=η  

(I.6) 

 

 O projeto de revisão da norma NBR-8800 (2005) estipula, em seu anexo Q item 

Q.2..3.1.1.2 alíneas a) e b), valores mínimos de grau de interação para o elemento de viga 

mista de acordo com propriedades físicas do perfil de aço e da distância entre momentos 

nulos. Por exemplo, no caso de perfis de aço de mesas iguais e distância entre momentos 

nulos superior a 25m o grau de interação da viga mista deve ser igual a unidade, ou seja, 

interação total.  
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I.5  NÚMERO DE CONECTORES 

  

 O número de conectores deve ser suficiente para garantir à seção mista analisada um 

grau de interação mínimo exigido pela norma como disposto no item anterior desta seção, e 

deve ser tal que o espaçamento entre os conectores ao longo da interface do elemento misto 

não torne sua execução proibitiva ou anti econômica. O projeto de revisão da norma NBR 

8800 (2005) define, em seu anexo Q item Q.4.4, critérios para locação e espaçamentos dos 

conectores. 

 O número de conectores n entre a seção de momento máximo positivo e a seção 

adjacente de momento nulo pode ser definido através da equação I.7. 

 

Rd

hRd

q

V
n

η
>  

(I.7) 

 

Na equação I.7 o numerador define o somatório das resistências de cálculo 

individuais dos conectores de cisalhamento e o denominador é a resistência individual do 

conector de cisalhamento definido no item I.3 deste anexo. O número de conectores a ser 

distribuído ao longo do trecho de momento máximo positivo ao momento adjacente nulo da 

viga mista deve ser um valor inteiro maior que o valor obtido na equação I.7. 

O número de conectores n entre a seção de momento máximo negativo e a seção 

adjacente de momento nulo é definido pelo projeto de revisão da norma NBR-8800 (2005) 

através da equação I.8. 

 

Rd

ds

q

T
n >  

(I.8) 

 

Na equação I.8 o numerador define a força resistente de tração nas barras de 

armadura longitudinal da laje de concreto e o denominador é como definido na equação I.7. 

O número de conectores a ser distribuído ao longo do trecho de momento máximo negativo 

ao momento adjacente nulo da viga mista deve ser um valor inteiro maior que o valor 

obtido na equação I.8. 
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Figura I.4 Homogeneização de seção mista. (a) laje de concreto totalmente comprimida, (b) 

laje de concreto parcialmente tracionada. 

 

I.6  HOMOGENEIZAÇÃO TEÓRICA DA SEÇÃO 

 

 A avaliação exata do comportamento de um elemento de viga, através de métodos 

analíticos para casos onde a seção transversal do elemento é definida por mais de um 

material,  é  muito  complexa.  Para  evitar  tal  complexidade  o projeto de revisão da  

norma NBR 8800 (2005) permite, em seu anexo Q item Q.2.3.1.2 alínea a), uma 

homogeneização teórica da seção mista usando o coeficiente nE definido na equação I.9. 

 

c
E E

E
n =  

(I.9) 

 

A seção homogeneizada é obtida dividindo a largura efetiva da laje de concreto pelo 

valor da equação I.9, que representa a relação entre os módulos de elasticidade do aço e do 

concreto. A altura da laje de concreto mantém-se a mesma após a homogeneização, exceto 
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nos casos em que a laje de concreto tem parte de sua seção tracionada, nestes casos 

despreza-se na seção homogeneizada a parte da altura da laje tracionada. 

A figura I.4 ilustra a homogeneização de uma seção mista aço-concreto para os 

casos da laje de concreto totalmente comprimida e parcialmente tracionada. 

 

I.7  MOMENTO POSITIVO RESISTENTE DA SEÇÃO MISTA 

 

O projeto de revisão da norma NBR 8800 (2005) determina, em seu anexo Q item 

Q.2.3 e subitens, o momento positivo resistente de uma seção mista. Para vigas de alma 

cheia a norma permite, na determinação do momento resistente, a plastificação da seção 

mista aço-concreto desde que a relação entre a altura do perfil de aço e a espessura de sua 

alma seja inferior a um limite estipulado, caso contrário o momento resistente é 

determinado quando a fibra mais exigida da seção de concreto ou de aço atingir a 

plastificação. 

As equações I.10 e I.11 representam os momentos resistentes obtidos através da 

plastificação da seção mista com interação total na interface, onde as variáveis são 

definidas na figura I.5.  

 









−++=

21
a

thdTM cfR  
(I.10) 

 

 
Figura I.5 Distribuição de tensões em vigas mistas – interação completa (NBR 8800,2005).
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( ) 
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(I.11) 

 

A equação I.10 é usada quando a linha neutra plástica está na laje de concreto, o que 

acontece quando a plastificação da seção de concreto acontece antes da plastificação do 

perfil de aço, caso contrário, a linha neutra plástica se encontra no perfil de aço e a equação 

a ser então utilizada é a equação I.11. 

 

 
Figura I.6 Distribuição de tensões em vigas mistas – interação parcial (NBR-8800, 2005). 

 

O momento resistente obtido através da plastificação da seção mista com interação 

parcial na interface é dado pela equação abaixo, onde as variáveis são definidas na figura 

I.6. 

 

( ) 







−++−+−−= tfcctR ydh

a
tCyydCM

2
'  

(I.12)

 

 Como na equação I.12 a seção mista trabalha sob interação parcial então as forças C 

e C’, definidas na figura I.6, são obtidas através do grau de interação do elemento misto que 

depende, no caso de ligação por conectores mecânicos, do número de conectores usados e 

da resistência individual de cada um.  

No caso de interação parcial a equação da deformação na seção mista tem uma 

descontinuidade na interface, o que faz com que a linha neutra plástica passe por ambas as 
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seções de concreto e aço, como pode ser visto na figura I.6. Também pode ser notado nesta 

figura que a contribuição do concreto na tração é desprezada. 

 O restante deste item faz referência aos casos onde a relação entre, altura do perfil 

de aço e a espessura de sua alma não permitem a plastificação da seção, sendo utilizado 

então para o cálculo do momento resistente da seção os limites de plastificação das fibras 

mais exigidas. As equações abaixo definem estes limites para o caso de interação total na 

viga mista. 

 

ttr

s
dt W

M
f

)(
=  

(I.13) 

 

ctrE

s
dc Wn

M
f

)(
=  

(I.14) 

 

Na equação I.13, fdt é a tensão na fibra mais exigida da seção de aço, Ms é o 

momento atuante na seção analisada e (Wtr)t é o módulo de resistência elástico inferior da 

seção mista transformada pela homogeneização. 

 Na equação I.14, fdc é a tensão na fibra mais exigida da seção de concreto, Ms é o 

momento atuante na seção analisada, (Wtr)c é o módulo de resistência elástico superior da 

seção mista transformada pela homogeneização e nE é o fator de homogeneização da seção 

mista definido no item I.6 deste anexo. 

 No caso de interação parcial as tensões nas fibras mais exigidas podem ser obtidas 

pelas mesmas equações I.13 e I.14 utilizadas na interação total, substituindo apenas o 

módulo de resistência elástico inferior da seção mista homogeneizada pelo valor reduzido 

da equação abaixo: 

 

[ ]attracf WWWW −+= )(η                                                                                            (I.15) 
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 Na equação I.15, Wa é o modulo de resistência elástico inferior da seção da viga de 

aço e η  é grau de interação definido no item I.6 deste anexo. Observa-se na equação I.15 

que se η  igual a unidade, ou seja, interação total, tem-se cfW  igual ttrW )(  como esperado. 

 

I.8  MOMENTO NEGATIVO RESISTENTE DA SEÇÃO MISTA 

 

Como é desconsiderado a contribuição do concreto quando este é tracionado, a 

norma NBR-8800 (2005) em seu anexo Q item Q.2.4, considera para o cálculo do momento 

negativo resistente da seção mista apenas a contribuição da seção de aço associada a seção 

de armadura longitudinal que, necessariamente, deverá existir na largura efetiva da laje de 

concreto. A solução requer encontrar a posição da linha neutra plástica da seção transversal 

e a partir daí o momento resistente de cálculo. 
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Anexo II 
 
ARQUIVO DE ENTRADA  
DE DADOS  
 

II.1  INTRODUÇÃO 

 

Neste anexo será apresentado um arquivo simplificado de entrada de dados do 

programa FEMOOP para solução de problemas de vigas mistas com interação parcial 

usando os elementos implementados neste trabalho. 

O problema da figura II.1 será expresso em dois arquivos simplificados de entrada 

de dados do programa FEMOOP. O primeiro utiliza o elemento finito com deslizamento 

para simular o problema da figura II.1, identificado pelo programa através da string 

SLIPBEAM. O segundo utiliza o elemento de interface retangular de espessura nula para 

simular o comportamento na interface de deslizamento, identificado pelo programa através 

da string INTERFACE, em conjunto com o elemento unidimensional de viga para 

representar as seções mistas acima e abaixo da interface de deslizamento, identificado no 

programa através da string BEAM2D. 
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Figura II.1 Viga mista ilustrativa para arquivo de entrada de dados. 

 

II.2  ARQUIVO DE ENTRADA PARA O ELEMENTO SLIPBEAM 

 

 A viga mista da figura II.1 será discretizada  em uma malha de oito elementos e 

nove nós, como mostra a figura II.2. 

 

 
Figura II.2 Discretização em elementos finitos. 

 

 Abaixo é apresentada partes do arquivo de entrada de dados do programa FEMOOP 

para simulação do problema da figura II.1 usando o elemento SLIPBEAM. Em letras 

maiúsculas estão partes do arquivo de entrada, e em letras minúsculas, itálicas e 

acompanhadas de uma seta estão comentários feito pelo autor referente a entrada a qual a 

seta identifica. 
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%HEADER.ANALYSIS 
'SLIPBEAM'  →  Define o tipo de elemento utilizado na análise. 

 
%STRESS.STRAIN 
2   →  Número de relação tensão-deformação dos diferentes materiais. 

 
%SEGMENT.POLYNOMIAL.STRESS.STRAIN 
3   2 
-0.004 
-0.0022 
 0.0000 
1 
-33000.0  
3 
0.0 
30000000.0 
6818182000.0 
 

→  curva 1 (tensão deformação do 
concreto)   

                 

 

 
%SEGMENT.POLYNOMIAL.STRESS.STRAIN 
4   3 
-0.06 
-0.0014 
 0.0014 
 0.06   
1   
-280000.0 
2 
0.0 
200000000.0 
1 
280000.0 

→  curva 2 (tensão deformação do aço) 

 

 
%FORCE.SLIP 
1                              →  número de diferentes relação força por unidade de comprimento versus deslocamento  
 
%SEGMENT.POLYNOMIAL.FORCE.SLIP 
2  1 
-0.006 
 0.006   
2 
0.0 
960000.0 

→  curva 1 (relação força cortante 
deslizamento da interface 
concreto aço) 
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%CROSS.SECTION 
2   →  número de diferentes seções transversais dos elementos 

 
%MULTIMATERIAL.SECTION 
1 
1  4 
0.00   0.00 
2.30   0.00 
2.30   0.25 
0.00   0.25 
2 
2 
1.15   0.01  
0.0025 
1.15   0.24  
0.0025 

→  seção 1 (laje de concreto). O eixo de 
referência x1 pode ser definido em 
qualquer posição.  
    

 

 
%MULTIMATERIAL.SECTION 
1 
2  12 
0.9500  0.000 
1.3500  0.000 
1.3500  0.025 
1.1575  0.025 
1.1575  1.625 
1.4000  1.625 
1.4000  1.675 
0.9000  1.675 
0.9000  1.625 
1.1425  1.625 
1.1425  0.025 
0.9500  0.025 
2 
0 

→ seção 2 (perfil de aço). O eixo de 
referência x2 pode ser definido em 
qualquer posição.  
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%ELEMENT.SLIPBEAM 
8   →  número de elementos do tipo SLIPBEAM 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
 
↓ 
 

Col 1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
 
↓ 
 

Col 2 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
 
↓ 
 

Col 3 

2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
 
↓ 
 

Col 4 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
 
↓ 
 

Col 5 

3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
 
↓ 
 

Col 6 

3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
 
↓ 
 

Col  7 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
 
↓ 
 

Col 8 

 
↓ 
 

Col 9 
 
 COMENTÁRIOS:   COL 1: índice do elemento. 
   COL 2: índice do material para cada elemento. 

COL 3: índice da seção superior a interface de deslizamento da viga mista para cada elemento. 
COL 4: índice da seção inferior a interface de deslizamento da viga mista para cada elemento 
COL 5: índice que define a relação força deslizamento na interface para cada elemento. 
COL 6: número de pontos de Gauss utilizado na integração numérica (integra deslocamento na 

direção u). 
COL 7: número de pontos de Gauss utilizado na integração numérica (integra deslocamento na 

direção v e v’). 
COL 8: índice que define liberações nas extremidades do elemento. 
COL 9: conectividade de cada elemento. 

 
 

 

 
Figura II.3 Curva que relaciona a carga P com o deslocamento vertical do meio dos vãos da 

viga 
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 A figura II.3 anterior é o resultado numérico do problema da figura II.1 determinado 

através do programa FEMOOP usando o elemento SLIPBEAM. O arquivo de entrada de 

dados do problema está resumido neste item. 

 

II.3  ARQUIVO DE ENTRADA PARA O ELEMENTO INTERFACE E BEAM2D 

 

 A viga mista da figura II.1 será discretizada em uma malha de oito elementos de 

interface, 16 elementos unidimensionais de viga e dezoito nós, sendo que os nós pares tem 

as mesmas coordenadas dos nós ímpares, como mostra a figura II.4. 

 

 
Figura II.4 Discretização em elementos finitos. 

 

 Abaixo é apresentada partes do arquivo de entrada de dados do programa FEMOOP 

para simulação do problema da figura II.1 usando o elemento INTERFACE em conjunto 

com o elemento unidimensional de viga BEAM2D. Em letras maiúsculas estão partes do 

arquivo de entrada, e em letras minúsculas, itálicas e acompanhadas de uma seta estão 

comentários feito pelo autor referente a entrada a qual a seta identifica. 

 

%HEADER.ANALYSIS 
'BEAM2D'  →  Define um dos tipos de elemento utilizado na análise. 

 
%HEADER.ANALYSIS 
'INTERFACE' →  Define um dos tipos de elemento utilizado na análise. 

 
%STRESS.STRAIN 
2   → Número de relação tensão-deformação dos diferentes materiais. 
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%SEGMENT.POLYNOMIAL.STRESS.STRAIN 
3   2 
-0.004 
-0.0022 
 0.0000 
1 
-33000.0  
3 
0.0 
30000000.0 
6818182000.0 

→  curva 1 (tensão deformação do concreto)   

                 

 

 
%SEGMENT.POLYNOMIAL.STRESS.STRAIN 
4   3 
-0.06 
-0.0014 
 0.0014 
 0.06   
1   
-280000.0 
2 
0.0 
200000000.0 
1 
280000.0 

→  curva 2 (tensão deformação do aço) 

 

 
%FORCE.SLIP 
2                             →  número de diferentes relação força por unidade de comprimento versus deslocamento 
 
%SEGMENT.POLYNOMIAL.FORCE.SLIP 
2  1 
-0.006 
 0.006   
2 
0.0 
960000.0 

→  curva 1 (relação força cortante -
deslizamento da interface aço-
concreto) 

 
 
%SEGMENT.POLYNOMIAL.FORCE.SLIP 
2  1 
-0.006 
 0.006   
2 
0.0 
100000000000.0 

 
 
→  curva 2 (relação força normal versus elevação da interface concreto aço) Como é 

considerado que não há separação vertical da interface, é considerado para 
esta direção um curva com uma taxa tangente de deformação muito 
elevada(100000000000.0). 
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%CROSS.SECTION 
2   →  número de diferentes seções transversais dos elementos 
 
%MULTIMATERIAL.SECTION 
1 
1  4 
0.00   0.00 
2.30   0.00 
2.30   0.25 
0.00   0.25 
2 
2 
1.15   0.01  
0.0025 
1.15   0.24  
0.0025 
 

→  seção 1 (laje de concreto). O eixo de 
referência x1 pode ser definido em 
qualquer posição.  
    

 

 
%MULTIMATERIAL.SECTION 
1 
2  12 
0.9500  0.000 
1.3500  0.000 
1.3500  0.025 
1.1575  0.025 
1.1575  1.625 
1.4000  1.625 
1.4000  1.675 
0.9000  1.675 
0.9000  1.625 
1.1425  1.625 
1.1425  0.025 
0.9500  0.025 
2 
0 

→ seção 2 (perfil de aço). O eixo de 
referência x2 pode ser definido em 
qualquer posição.  

 

 
%INTERFACE.SECTION 
1 
1  0.25   0.00   0.25 
        (h)          (y1)         (y2) 

 
→ Define a posição da 
interface (h) em relação a um 
eixo de referência qualquer, e 
as posições dos eixos x1 (y1) e 
x2 (y2) definido em 
CROSS.SECTION em relação 
ao mesmo eixo qualquer. Para 
o exemplo em questão o eixo x 
qualquer é adotado ser 
coincidente com o eixo x1, logo 
y1 = 0, y2 = 0.25 e h = 0.25.   
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%ELEMENT 
24   →  número total da malha de  elementos finitos  
  
%ELEMENT.BEAM2D 
16   → número de elementos finitos do tipo BEAM2D 

1 
3 
5 
7 
9 

11 
13 
15 
2 
4 
6 
8 

10 
12 
14 
16 

3 
5 
7 
9 

11 
13 
15 
17 
4 
6 
8 

10 
12 
14 
16 
18 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 

 
↓ 
 

Col 1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
 
↓ 
 

Col 2 

2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
 
↓ 
 

Col 3 

3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
 
↓ 
 

Col 4 

3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
 
↓ 
 

Col 5 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
 
↓ 
 

Col 6 

 
↓ 
 

Col 7 

 
COMENTÁRIOS: Col 1: índice do elemento. 

Col 2: índice do material para cada elemento. 
Col 3: índice que define a seção transversal de cada elemento. 
Col 4: número de pontos de Gaus utilizado na integração numérica (integra deslocamento na direção 

u). 
Col 5: número de pontos de Gaus utilizado na integração numérica (integra deslocamento na direção v 

e v’). 
Col 6: índice que define liberações nas extremidades do elemento. 
Col 7: conectividade de cada elemento. 
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%ELEMENT.INTERFACE 
8  →  número de elementos finitos do tipo INTERFACE 

2 
4 
6 
8 

10 
12 
14 
16 

4 
6 
8 

10 
12 
14 
16 
18 

3 
5 
7 
9 

11 
13 
15 
17 

1 
3 
5 
7 
9 

11 
13 
15 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
 
↓ 
 

Col 1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
 
↓ 
 

Col 2 
 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
 
↓ 
 

Col 3 

2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
 
↓ 
 

Col 4 
 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
 
↓ 
 

Col 5 
 
 

4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
 
↓ 
 

Col 6 
 

4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
 
↓ 
 

Col 7 
 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
 
↓ 
 

Col 8 
 

 
↓ 
 

Col 9 
 

COMENTÁRIOS: Col 1: índice do elemento. 
Col 2: índice do material para cada elemento. 
Col 3: índice que define a relação força deslizamento na interface para cada elemento. 
Col 4: índice que define a relação força normal versus elevação na interface para cada elemento. 
Col 5: Índice que define a seção da interface (INTERFACE.SECTION). 
Col 6: número de pontos de Gauss utilizado na integração numérica (integra deslocamento na direção u). 
Col 7: número de pontos de Gaus utilizado na integração numérica (integra deslocamento na direção v e 
v’). 
Col 8: índice que define liberações nas extremidades do elemento. 
Col 9: conectividade de cada elemento. 

 
 
 

 
Figura II.5 Curva que relaciona a carga P com o deslocamento vertical do meio dos vãos da 

viga. 
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A figura II.5 anterior é o resultado numérico do problema da figura II.1 determinado 

através do programa FEMOOP usando o elemento INTERFACE em conjunto com o 

elemento BEAM2D. O arquivo de entrada de dados do problema está resumido neste item. 
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Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
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