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RESUMO

O aumento da utilizacdo de estruturas de aco em obras de engenharia na construcao
civil, a presenga do concreto garantida pelo preenchimento das lajes de piso e o ganho nas
propriedades mecanicas das vigas mistas em relacdo as vigas comuns, incidem em um
relativo aumento deste tipo de elemento estrutural na prética da constru¢do. Um indicativo
deste crescimento é o projeto de revisdo da norma brasileira de dimensionamento de
estruturas em ago, onde além da revisdo do seu texto original, tratard o conceito de novas
técnicas construtivas como os elementos estruturais de se¢ao mista.

O objetivo deste trabalho € estabelecer um tratamento mais adequado em relacdo a
andlise de vigas mistas com interacao parcial, ou seja, considerando o deslizamento relativo
na interface de contato entre os materiais. Para isto utiliza-se o Método dos Elementos
Finitos.

Para solucdo deste tipo de problema usando o método dos elementos finitos serd
desenvolvido um elemento unidimensional de viga que consiga simular o deslizamento na
interface de contato entre os materiais da se¢ao mista considerando a nao-linearidade fisica
destes materiais e a possibilidade de secdes transversais genéricas.

Em uma segunda estratégia de solucdo do problema utilizando o método dos
elementos finitos desenvolve-se um elemento de interface retangular de espessura nula
capaz de simular o deslizamento ao longo da interface, sendo o comportamento das se¢oes
acima e abaixo da interface de deslizamento simulado por dois elementos unidimensionais
de viga. A acdo em conjunto destes elementos garante uma solucdo satisfatéria para os
problemas de vigas mistas com interacao parcial.

Os elementos implementados neste trabalho serdo comparados com elementos
desenvolvidos por outros autores através dos resultados numéricos de alguns exemplos
especificos encontrados na literatura. Também sera utilizado, na validagdao dos elementos
implementados e, para o caso de comportamento linear, a solu¢do exata do problema de
viga mista com interac¢ao parcial dada pela equacao diferencial de Newmark.



ABSTRACT

The increase use of steel structures in engineering design in civil building, the
presence of the concrete guaranteed by floor slab completion and bettering in the
mechanical properties composite beams in relation to common beams, happen in a relative
increase of this structural element type in construction practice. A growth indicative is
revision project Brazilian Code for Steel Structures, where besides revision of your original
text, it will treat concept of new constructive techniques as composite section structural
elements.

The Objective of this works is to establish a more appropriate treatment in relation
to composite beams analysis with partial interaction, in other words, considering relative
slip in contact interface between materials. For this Finite Elements Method is used.

For solution of this problem type using finite element method will be developed uni-
dimensional beam element that gets to simulate contact interface slip between composite
section materials considering non-linear behaviour of materials and possibility cross
sections any.

In a second solution strategy of problem using finite element method is developed a
null thickness rectangular interface element with capability to simulate the slip along the
interface, being the section behavior above and below of slip interface simulate by means
of two uni-dimensional beam elements. The action together of these elements guarantee a
satisfactory solution of composite beams problems with partial interaction.

The elements implemented in this work will be compared with elements developed
by other authors through numeric results of some specific examples found in the literature.
It will also be used, in the validation of the implemented elements and, for the case of lineal
behavior, the exact solution of composite beam with partial interaction given by
Newmark’s diferencial equation.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

1.1 CONSIDERACOES INICIAIS

Os elementos estruturais mistos aco-concreto sdo formados pela associacdo de um
perfil de aco, laminado, dobrado ou soldado, com um componente em concreto, simples ou
armado. A interacdo entre os materiais € garantida por meios mecanicos, conectores,
mossas, ressaltos, por atrito, ou por simples aderéncia e reparticao de cargas (Queiroz et al,
2001).

Dentre os diferentes tipos de elementos mistos aco-concreto, segundo formas e
critérios de dimensionamentos, podem-se citar as lajes mistas, os pilares mistos, as vigas
mistas, entre outros. A figura 1.1 ilustra uma estrutura bastante comum em obras de
engenharia, onde aparecem uma laje mista, formada por uma laje de concreto armado sobre
uma placa de aco com reentrancias que garantem sua funcionalidade conjunta, € uma viga
mista, formada por um perfil de aco ligado por conectores do tipo pino com cabeca a uma

laje de concreto.



Figura 1.1 Tlustracdo de uma estrutura mista (laje mista e viga mista).

Com o inicio da utilizagdo do elemento de aco em obras de engenharia de andares
multiplos e com a presenga do concreto garantida devido ao preenchimento das lajes, a
unido entre esses dois materiais, com a finalidade de melhorar a capacidade resistente da
estrutura, estava por vir. As primeiras estruturas mistas de ago-concreto surgiram em 1894
nos Estados Unidos (Griffis, 1994).

Segundo De Nardim (1999) em 1914, na Inglaterra, os elementos estruturais mistos
comecam a ser estudados. Em meados de 1930 ja se havia estabelecido métodos de
dimensionamento para vigas mistas que foram, em 1944, introduzidos na norma da
American Association of State Highway, AASHTO, e em 1952 na norma do American
Institute of Steel Construction, AISC.

No Brasil este tipo de sistema estrutural formado por elementos mistos foi
introduzido na década de 50 e ainda tem sua utiliza¢do pouco difundida. De forma a ilustrar
a utilizacdo de elementos mistos ago-concreto no Brasil nesta época podem-se citar alguns
projetos estruturais do engenheiro Paulo R. Fragoso (Figueiredo, 1998), como os edificios:
Garagem América (1957), Paldcio do Comércio (1959), Avenida Central (1961), Santa
Cruz (1963) e Sede do IPERJ (1965).

1.2 MOTIVACAO E OBJETIVOS

Os sistemas estruturais mistos ago-concreto, por terem seus elementos de aco pré-

fabricados, possuem qualidade, precisdao e tempo de execucdo melhores que os sistemas



estruturais com todos os seus elementos moldados in loco. Sendo os elementos de ago
dimensionados de forma a suportar, entre outras, as cargas permanentes € de constru¢do, os
sistemas estruturais mistos ago-concreto permitem a dispensa de escoras e reducdo de
férmas no preenchimento in loco dos elementos de concreto.

Queiroz et al (2001) lista como vantagens dos sistemas mistos ago-concreto a
redu¢do do peso proprio e do volume da estrutura, a redu¢do do consumo de ago estrutural,
a reducgdo das protecOes contra incéndio e corrosdo € o aumento na rigidez e resisténcia a
flambagem.

O crescente uso do elemento de aco em sistemas estruturais na construgao civil no
Brasil permite o aumento da utilizacdo de elementos mistos, principalmente as vigas mistas,
uma vez que na maioria das constru¢des metdlicas € adotada a solucdo de viga mista para
aproveitar a altura da laje de concreto sobreposta ao elemento de aco, formando assim uma
viga mista com comportamento estrutural superior ao do elemento de aco.

Quando se deseja vencer grandes vaos, como no caso de pontes e galpdes
industriais, a solucdo com elementos mistos, no caso a viga mista, se torna bem
interessante. Nie et al (2004) cita nestes casos como vantagens das vigas mistas em relacao
as vigas simples a alta relacdo vao versus altura da viga, menor deformacdo e uma alta
freqiiéncia fundamental de vibracdo.

Um indicativo de crescimento da utilizacdo deste tipo de elemento estrutural na
construcdo civil € a preocupagdo da ABNT em revisar a Norma NBR 8800 (1986), onde
além da revisdo do seu texto original, tratard o conceito de novas técnicas construtivas
como os elementos estruturais de se¢ao mista.

Entre os diferentes elementos tratados na revisdo da NBR 8800 (1986) podem-se
encontrar as vigas mistas, pilares mistos, lajes mistas e ligagdes mistas. J4 em outros paises
onde as técnicas construtivas com elementos mistos ago-concreto ocupam um lugar de
destaque ha algum tempo, normas que trazem prescricdes para este tipo de elemento
estrutural j& existem, como € o caso das normas americana AISC-LRFD (1999) e ACI-318
(1999) e a norma européia Eurocode 4 (1992).

A andlise de elementos mistos se torna complexa uma vez que se tem em questao,

caracteristicas associadas ao comportamento do ago e concreto além da interacdo entre



ambos. Podemos citar, por exemplo, a ndo linearidade fisica, retracdo e fluéncia do
concreto, e questdes como a flambagem local e tensdes residuais nos perfis.

Os procedimentos de andlise e dimensionamento de elementos mistos, em
especifico vigas mistas, apresentados em normas (Eurocode 4, 1994, NBR-8800, 2005)
possuem simplificacdes, como a da se¢do homogeneizada, que podem fornecer resultados
ndo compativeis com os da realidade. Tais resultados sd@o geralmente a favor da seguranca
porém podem ser contra a economia.

O principal objetivo desta pesquisa é estabelecer um tratamento mais adequado em
relacdo a andlise de vigas mistas com interacdo parcial, ou seja, considerando o
deslizamento relativo na interface de contato entre os materiais. Para isto utiliza-se o
Método dos Elementos Finitos.

Para solucdo deste tipo de problema usando o método dos elementos finitos foi
desenvolvido um elemento unidimensional de viga que consiga simular o deslizamento na
interface de contato entre os materiais da se¢do mista considerando a ndo-linearidade fisica
destes materiais e a possibilidade de secdes transversais genéricas.

Uma segunda estratégia de solucao do problema utilizando o método dos elementos
finitos foi desenvolvida. Nesta, o comportamento na interface de deslizamento do elemento
misto serd simulado por um elemento de interface retangular de espessura nula, ja o
comportamento das secdes acima e abaixo da interface de deslizamento serd simulado por
dois elementos unidimensionais de viga. A acdo em conjunto destes elementos garante a
simulacdo de problemas de vigas mistas com interacao parcial.

Os elementos implementados citados nos dois pardgrafos anteriores serdo
comparados com elementos desenvolvidos por outros autores através dos resultados
numéricos de alguns exemplos especificos encontrados na literatura. Também serd
utilizado, na validacdo dos elementos implementados e, para o caso de comportamento
linear, a solug¢do exata do problema de viga mista com interacdo parcial dada pela equacdo
diferencial de Newmark.

O programa de elementos finitos utilizado para implementac¢do das formulacdes € o
programa FEMOOP (Finite Element Method — Object Oriented Program). A escolha deste
programa se deu devido ao fato de seus cédigos estarem disponiveis para modificacdes e

novas implementacdes, e também ao fato de que a linguagem C++ orientada a objetos



utilizada em seu codigo facilita a implementacdo de novos elementos através de novas
classes, sem a necessidade de conhecer a fundo toda a estrutura do programa.

O presente trabalho vem dar continuidade a uma linha de pesquisa desenvolvida na
Universidade Federal de Ouro Preto (UFOP), tendo sido antecedido por dois outros
trabalhos de mestrado. O primeiro deles (Caldas, 2004) consistiu no desenvolvimento e
implementacdo de procedimentos numéricos voltados para analise de pilares mistos, com a
consideracdo das ndo-linearidades fisicas e geométricas e a possibilidade de secOes
arbitrarias, sendo considerada a interagdo total no contato entre os materiais. J4 o segundo
trabalho (Muniz, 2005) apresentou formulacdes numéricas alternativas para andlise de
elementos mistos com interagdo total entre os materiais, considerando as ndo linearidades
fisica e geométrica e um tratamento mais rdpido e genérico da secdo transversal. Os
elementos implementados no segundo trabalho permitem ainda a consideragdo de
imperfei¢des geométricas iniciais e também andlises no campo de grandes deslocamentos e
grandes rotagOes através da utilizagdo de elementos co-rotacionais.

E importante salientar que apesar das andlises efetuadas no presente trabalho
estarem mais voltadas para as vigas mistas de aco e concreto, os modelos implementados
podem ser usados por qualquer combinacdo de dois elementos componentes de uma viga

que deslizem relativamente entre si através de uma conexao.

1.3 APRESENTACAO

Este trabalho encontra-se dividido em seis capitulos e dois anexos. No segundo
capitulo tem-se uma revisdo bibliografica sobre métodos de solucdo de viga mista com
interacdo parcial. Sdo apresentados métodos analiticos como a solucdo através da equacdo
diferencial de Newmark e métodos numéricos com a utiliza¢ao de elementos finitos usados
por vdrios autores em pesquisas recentes sobre o assunto. Também & apresentado neste
capitulo o elemento bésico de interface, que serd utilizado no capitulo 4 para a formulagdao
de um elemento que simule o comportamento na interface de deslizamento da viga mista.

No capitulo 3 faz-se um estudo voltado para anélise de se¢des transversais mistas
genéricas. Neste capitulo é descrito o método utilizado para a obtencdo dos esforcos

resistentes e rigidezes tangente nas secOes mistas, considerando as caracteristicas dos

materiais aco e concreto.



No Capitulo 4 sdo apresentadas duas formulagdes para solugdo numérica de
problemas de vigas mistas com interacdo parcial. A primeira delas usa um elemento finito
baseado em deslocamentos que considera o deslizamento na interface de contato entre os
materiais da se¢do mista. A segunda utiliza um elemento unidimensional de viga, de se¢ao
genérica definida como no capitulo 3, em conjunto com um elemento de interface
retangular de espessura nula, usado para simular o comportamento da interface deslizante
da viga mista.

No capitulo 5 s@o apresentados alguns exemplos que sdo avaliados por
procedimentos numéricos usando os elementos implementados neste trabalho e por outros
autores. Os resultados obtidos nestas avaliacdes numéricas sdo devidamente comparados.
Faz-se uso também neste capitulo da equacao diferencial de Newmark para a obtencdo da
solucdo exata de um problema especifico que serd comparada com a resposta obtida através
da solu¢do numérica utilizando os elementos implementados neste trabalho.

No capitulo 6 sdo apresentadas as conclusdes referentes a este trabalho e sugestoes
para trabalhos futuros utilizando as implementagdes desenvolvidas, bem como novas
implementagdes.

Por ultimo sdo apresentados de forma resumida em dois anexos, o procedimento
simplificado do projeto de revisdo da norma NBR 8800 (2005) para solucdo de problemas
de vigas mistas com interacdo parcial, Anexo I, e um arquivo de entrada de dados para o
programa FEMOQOP com a utiliza¢do dos elementos implementados neste trabalho, Anexo

II.



Capitulo 1

INTRODUCAO

1.1 CONSIDERACOES INICIAIS

Os elementos estruturais mistos aco-concreto sdo formados pela associacdo de um
perfil de aco, laminado, dobrado ou soldado, com um componente em concreto, simples ou
armado. A interacdo entre os materiais € garantida por meios mecanicos, conectores,
mossas, ressaltos, por atrito, ou por simples aderéncia e reparticao de cargas (Queiroz et al,
2001).

Dentre os diferentes tipos de elementos mistos aco-concreto, segundo formas e
critérios de dimensionamentos, podem-se citar as lajes mistas, os pilares mistos, as vigas
mistas, entre outros. A figura 1.1 ilustra uma estrutura bastante comum em obras de
engenharia, onde aparecem uma laje mista, formada por uma laje de concreto armado sobre
uma placa de aco com reentrancias que garantem sua funcionalidade conjunta, € uma viga
mista, formada por um perfil de aco ligado por conectores do tipo pino com cabeca a uma

laje de concreto.



Figura 1.1 Tlustracdo de uma estrutura mista (laje mista e viga mista).

Com o inicio da utilizagdo do elemento de aco em obras de engenharia de andares
multiplos e com a presenga do concreto garantida devido ao preenchimento das lajes, a
unido entre esses dois materiais, com a finalidade de melhorar a capacidade resistente da
estrutura, estava por vir. As primeiras estruturas mistas de ago-concreto surgiram em 1894
nos Estados Unidos (Griffis, 1994).

Segundo De Nardim (1999) em 1914, na Inglaterra, os elementos estruturais mistos
comecam a ser estudados. Em meados de 1930 ja se havia estabelecido métodos de
dimensionamento para vigas mistas que foram, em 1944, introduzidos na norma da
American Association of State Highway, AASHTO, e em 1952 na norma do American
Institute of Steel Construction, AISC.

No Brasil este tipo de sistema estrutural formado por elementos mistos foi
introduzido na década de 50 e ainda tem sua utiliza¢do pouco difundida. De forma a ilustrar
a utilizacdo de elementos mistos ago-concreto no Brasil nesta época podem-se citar alguns
projetos estruturais do engenheiro Paulo R. Fragoso (Figueiredo, 1998), como os edificios:
Garagem América (1957), Paldcio do Comércio (1959), Avenida Central (1961), Santa
Cruz (1963) e Sede do IPERJ (1965).

1.2 MOTIVACAO E OBJETIVOS

Os sistemas estruturais mistos ago-concreto, por terem seus elementos de aco pré-

fabricados, possuem qualidade, precisdao e tempo de execucdo melhores que os sistemas



estruturais com todos os seus elementos moldados in loco. Sendo os elementos de ago
dimensionados de forma a suportar, entre outras, as cargas permanentes € de constru¢do, os
sistemas estruturais mistos ago-concreto permitem a dispensa de escoras e reducdo de
férmas no preenchimento in loco dos elementos de concreto.

Queiroz et al (2001) lista como vantagens dos sistemas mistos ago-concreto a
redu¢do do peso proprio e do volume da estrutura, a redu¢do do consumo de ago estrutural,
a reducgdo das protecOes contra incéndio e corrosdo € o aumento na rigidez e resisténcia a
flambagem.

O crescente uso do elemento de aco em sistemas estruturais na construgao civil no
Brasil permite o aumento da utilizacdo de elementos mistos, principalmente as vigas mistas,
uma vez que na maioria das constru¢des metdlicas € adotada a solucdo de viga mista para
aproveitar a altura da laje de concreto sobreposta ao elemento de aco, formando assim uma
viga mista com comportamento estrutural superior ao do elemento de aco.

Quando se deseja vencer grandes vaos, como no caso de pontes e galpdes
industriais, a solucdo com elementos mistos, no caso a viga mista, se torna bem
interessante. Nie et al (2004) cita nestes casos como vantagens das vigas mistas em relacao
as vigas simples a alta relacdo vao versus altura da viga, menor deformacdo e uma alta
freqiiéncia fundamental de vibracdo.

Um indicativo de crescimento da utilizacdo deste tipo de elemento estrutural na
construcdo civil € a preocupagdo da ABNT em revisar a Norma NBR 8800 (1986), onde
além da revisdo do seu texto original, tratard o conceito de novas técnicas construtivas
como os elementos estruturais de se¢ao mista.

Entre os diferentes elementos tratados na revisdo da NBR 8800 (1986) podem-se
encontrar as vigas mistas, pilares mistos, lajes mistas e ligagdes mistas. J4 em outros paises
onde as técnicas construtivas com elementos mistos ago-concreto ocupam um lugar de
destaque ha algum tempo, normas que trazem prescricdes para este tipo de elemento
estrutural j& existem, como € o caso das normas americana AISC-LRFD (1999) e ACI-318
(1999) e a norma européia Eurocode 4 (1992).

A andlise de elementos mistos se torna complexa uma vez que se tem em questao,

caracteristicas associadas ao comportamento do ago e concreto além da interacdo entre



ambos. Podemos citar, por exemplo, a ndo linearidade fisica, retracdo e fluéncia do
concreto, e questdes como a flambagem local e tensdes residuais nos perfis.

Os procedimentos de andlise e dimensionamento de elementos mistos, em
especifico vigas mistas, apresentados em normas (Eurocode 4, 1994, NBR-8800, 2005)
possuem simplificacdes, como a da se¢do homogeneizada, que podem fornecer resultados
ndo compativeis com os da realidade. Tais resultados sd@o geralmente a favor da seguranca
porém podem ser contra a economia.

O principal objetivo desta pesquisa é estabelecer um tratamento mais adequado em
relacdo a andlise de vigas mistas com interacdo parcial, ou seja, considerando o
deslizamento relativo na interface de contato entre os materiais. Para isto utiliza-se o
Método dos Elementos Finitos.

Para solucdo deste tipo de problema usando o método dos elementos finitos foi
desenvolvido um elemento unidimensional de viga que consiga simular o deslizamento na
interface de contato entre os materiais da se¢do mista considerando a ndo-linearidade fisica
destes materiais e a possibilidade de secdes transversais genéricas.

Uma segunda estratégia de solucao do problema utilizando o método dos elementos
finitos foi desenvolvida. Nesta, o comportamento na interface de deslizamento do elemento
misto serd simulado por um elemento de interface retangular de espessura nula, ja o
comportamento das secdes acima e abaixo da interface de deslizamento serd simulado por
dois elementos unidimensionais de viga. A acdo em conjunto destes elementos garante a
simulacdo de problemas de vigas mistas com interacao parcial.

Os elementos implementados citados nos dois pardgrafos anteriores serdo
comparados com elementos desenvolvidos por outros autores através dos resultados
numéricos de alguns exemplos especificos encontrados na literatura. Também serd
utilizado, na validacdo dos elementos implementados e, para o caso de comportamento
linear, a solug¢do exata do problema de viga mista com interacdo parcial dada pela equacdo
diferencial de Newmark.

O programa de elementos finitos utilizado para implementac¢do das formulacdes € o
programa FEMOOP (Finite Element Method — Object Oriented Program). A escolha deste
programa se deu devido ao fato de seus cédigos estarem disponiveis para modificacdes e

novas implementacdes, e também ao fato de que a linguagem C++ orientada a objetos



utilizada em seu codigo facilita a implementacdo de novos elementos através de novas
classes, sem a necessidade de conhecer a fundo toda a estrutura do programa.

O presente trabalho vem dar continuidade a uma linha de pesquisa desenvolvida na
Universidade Federal de Ouro Preto (UFOP), tendo sido antecedido por dois outros
trabalhos de mestrado. O primeiro deles (Caldas, 2004) consistiu no desenvolvimento e
implementacdo de procedimentos numéricos voltados para analise de pilares mistos, com a
consideracdo das ndo-linearidades fisicas e geométricas e a possibilidade de secOes
arbitrarias, sendo considerada a interagdo total no contato entre os materiais. J4 o segundo
trabalho (Muniz, 2005) apresentou formulacdes numéricas alternativas para andlise de
elementos mistos com interagdo total entre os materiais, considerando as ndo linearidades
fisica e geométrica e um tratamento mais rdpido e genérico da secdo transversal. Os
elementos implementados no segundo trabalho permitem ainda a consideragdo de
imperfei¢des geométricas iniciais e também andlises no campo de grandes deslocamentos e
grandes rotagOes através da utilizagdo de elementos co-rotacionais.

E importante salientar que apesar das andlises efetuadas no presente trabalho
estarem mais voltadas para as vigas mistas de aco e concreto, os modelos implementados
podem ser usados por qualquer combinacdo de dois elementos componentes de uma viga

que deslizem relativamente entre si através de uma conexao.

1.3 APRESENTACAO

Este trabalho encontra-se dividido em seis capitulos e dois anexos. No segundo
capitulo tem-se uma revisdo bibliografica sobre métodos de solucdo de viga mista com
interacdo parcial. Sdo apresentados métodos analiticos como a solucdo através da equacdo
diferencial de Newmark e métodos numéricos com a utiliza¢ao de elementos finitos usados
por vdrios autores em pesquisas recentes sobre o assunto. Também & apresentado neste
capitulo o elemento bésico de interface, que serd utilizado no capitulo 4 para a formulagdao
de um elemento que simule o comportamento na interface de deslizamento da viga mista.

No capitulo 3 faz-se um estudo voltado para anélise de se¢des transversais mistas
genéricas. Neste capitulo é descrito o método utilizado para a obtencdo dos esforcos

resistentes e rigidezes tangente nas secOes mistas, considerando as caracteristicas dos

materiais aco e concreto.



No Capitulo 4 sdo apresentadas duas formulagdes para solugdo numérica de
problemas de vigas mistas com interacdo parcial. A primeira delas usa um elemento finito
baseado em deslocamentos que considera o deslizamento na interface de contato entre os
materiais da se¢do mista. A segunda utiliza um elemento unidimensional de viga, de se¢ao
genérica definida como no capitulo 3, em conjunto com um elemento de interface
retangular de espessura nula, usado para simular o comportamento da interface deslizante
da viga mista.

No capitulo 5 s@o apresentados alguns exemplos que sdo avaliados por
procedimentos numéricos usando os elementos implementados neste trabalho e por outros
autores. Os resultados obtidos nestas avaliacdes numéricas sdo devidamente comparados.
Faz-se uso também neste capitulo da equacao diferencial de Newmark para a obtencdo da
solucdo exata de um problema especifico que serd comparada com a resposta obtida através
da solu¢do numérica utilizando os elementos implementados neste trabalho.

No capitulo 6 sdo apresentadas as conclusdes referentes a este trabalho e sugestoes
para trabalhos futuros utilizando as implementagdes desenvolvidas, bem como novas
implementagdes.

Por ultimo sdo apresentados de forma resumida em dois anexos, o procedimento
simplificado do projeto de revisdo da norma NBR 8800 (2005) para solucdo de problemas
de vigas mistas com interacdo parcial, Anexo I, e um arquivo de entrada de dados para o
programa FEMOQOP com a utiliza¢do dos elementos implementados neste trabalho, Anexo

II.



Capitulo 2

REVISAO BIBLIOGRAFICA SOBRE
VIGAS MISTAS COM INTERACAO
PARCIAL

21 INTRODUCAO

Neste capitulo, faz-se uma revisdo bibliogrifica sobre solugdes analiticas e
numéricas de problemas de vigas mistas com interagdo parcial. Primeiramente, apresenta-se
a principal solucao analitica obtida para o problema de viga mista com interacdo parcial, o
método exato de Newmark (1951). O método aproximado da norma NBR-8800 (2005),
apesar de ndo ser uma solu¢do analitica no sentido rigoroso, € apresentado no Anexo 1. Em
seguida, apresenta-se uma revisao bibliografica dos trabalhos mais recentes utilizando
métodos numéricos para solugdes de vigas mistas com interacdo parcial, sendo o
deslizamento na interface considerado pelo elemento finito que representa a viga mista. Por
ultimo, apresenta-se o elemento bdsico de interface que serd utilizado no capitulo 4 como
um método numérico de solucdo de vigas com deslizamento relativo, deslizamento que sera
modelado pelo elemento de interface.

As vigas mistas de aco e concreto sao elementos estruturais compostos por um perfil
metélico, laminado, dobrado ou soldado, ligado por meios mecénicos, conectores, mossas,
ressaltos, a uma laje de concreto, convencional ou do tipo steel-deck.

As formas de secdes mistas aco-concreto sdo as mais variadas possiveis dependendo

da imaginacdo do projetista. A figura 2.1 (Oehlers e Bradford, 1995) mostra algumas



secoes de viga mista comuns nos projetos deste tipo de elemento estrutural. Dentre elas, a
mais comum nas construgdes € a viga-T como mostrado em 2.1(a). Devido a mesa superior
do elemento de ago da viga-T contribuir muito pouco para a resisténcia total da se¢do pode-
se obter uma se¢ao mais eficiente diminuindo o tamanho da mesa superior e soldando uma
placa na mesa inferior como é mostrado na viga-placa em 2.1(b). Seguindo a mesma linha
do pensamento anterior, pode-se eliminar a mesa superior do elemento de aco e soldar os
conectores na alma do perfil como é mostrado na viga-hibrida em 2.1(c). Pode-se também
ter a espessura da sec¢do de concreto crescente formando uma misula como € mostrado na
viga-misula em 2.1(d). Se no caso de viga-T o elemento de aco estd em uma das
extremidades da secdo de concreto temos a viga-L como é mostrado em 2.1(e). Vigas
mistas em pontes t€ém na maioria das vezes a secdo I do elemento de ago substituida por
secdo do tipo caixa fechada, como mostrado em 2.1(g), ou aberta como mostrado em 2.1(f),
sendo que neste caso os conectores estdo concentrados nas almas.

Em pisos de edificios a utilizagdo do sistema estrutural de viga mista consegue uma
redugdo da ordem de 20% a 40% do peso da viga de aco em relacdo a viga com interacao
livre, ou seja, sem a presenca de conectores mecanicos de ligacdo (Queiroz et al, 2001). Por

este motivo, em sistemas estruturais com a utilizacdo de elemento de ago, a solucdo de

vigas mistas € adotada na grande maioria das vezes.

T 1 1 1

{a) wga-T (b) viga-placa {c) wga-hibrida {d) wiga-misula
| I | \_/ I I |
(e) wga-L (f) caixza aberta {2} caixza fechada

Figura 2.1 sec¢des vinculadas mecanicamente (Oehlers e Bradford, 1995).
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Figura 2.2 Tipos de conectores e comportamento na interface (Oehlers e Bradford, 1995).

Ja para a ligacdo mecénica entre os materiais da viga mista, na maioria das vezes é
adotado o conector do tipo pino com cabecga (stud), porque, além do fato de sua fécil
execugdo, este tipo de conector fornece a curva for¢a deslizamento na interface da viga
mista um comportamento com patamar pléstico (ver figura 2.2), que na pratica € muito
interessante. E justamente este comportamento pldstico que permite a redistribuicio de
esforcos e aviso de grandes deslocamentos antes da ruina.

Na utilizacdo de vigas mistas ago-concreto em sistemas estruturais deve-se, na
execugdo, preocupar-se com o fato de escorar ou nao o elemento. Se a exigéncia da acdo
conjunta dos materiais for necessdria para resistirem as cargas de peso proprio e outras de
constru¢do, entdo a viga mista deve ser escorada de forma a esperar que o concreto ganhe
resisténcia suficiente para a agdo conjunta dos materiais, no caso contrario, o escoramento &

dispensado (Queiroz et al, 2001).
2.2 SOLUCOES ANALITICAS DE VIGAS MISTAS

As peculiaridades inerentes a este sistema estrutural tornam a sua andlise bastante
distinta das vigas de aco e concreto. Uma vez que a ligacdo entre os materiais da secdo
mista possui uma certa rigidez, acontecem deslizamentos relativos na interface ago-
concreto que serdo maiores ou menores de acordo com tal rigidez, e estes deslizamentos
irdo aumentar os deslocamentos totais influindo na distribuicao de esfor¢os nas regides de

momentos negativos e positivos.



A deformacdo, a distribuicdo de tensdes e o modo de falha das vigas mistas
dependem, sobretudo do comportamento da conexdo horizontal entre os elementos de aco e
concreto. Tal comportamento € representado pela relacdo entre a forca cortante na interface
e o seu deslizamento relativo como se pode ver na figura 2.2 (Oehlers e Bradford, 1995).

Também sdo de particular importancia na anélise de vigas mista os fendmenos de
fluéncia e retragdo do concreto. Esses fendmenos provocam deformagdes no elemento de
concreto da viga mista, que tem uma de suas faces ligadas por meios mecanicos a viga de
aco que tenta impedir tal deformacao, provocando assim esforcos de flexdo no elemento de
viga mista.

Diz-se Interacdo parcial entre os materiais quando os deslizamentos relativos na
interface ago-concreto influenciam de modo considerdvel a distribuicdo de esfor¢os no
elemento de viga mista. J4 Interagdo Total entre os materiais desconsidera o deslizamento
na interface ago-concreto e trata o elemento de viga mista como uma viga comum de se¢ao

mista.

2.2.1 Equacao diferencial de Newmark

Nesta secdo € apresentada a equacgdo diferencial de Newmark (1951), que tem como
principal vantagem obter a solu¢do exata do problema através da solu¢do de uma equagdo
diferencial envolvendo a curvatura da viga mista. No entanto, o método apresenta algumas
restri¢des, limitando-se a problemas de vigas mistas especificos: a distribui¢do do momento
atuante na viga deve ser conhecida; as propriedades geométricas da se¢do devem ser
constantes em todo o elemento analisado e as relagdes tensdo deformacdo dos materiais
devem ser lineares.

Esta equacdo serd utilizada em capitulos seguintes para obtengdo de solucdes exatas
de problemas especificos. Estes problemas também serdo avaliados usando andlise
numérica, que no caso € uma solucdo aproximada da equacdo diferencial através de funcoes
de interpolagdo nos elementos finitos. Os resultados de ambos serdo comparados para
avaliacdo da formulacao utilizada.

O desenvolvimento da equagdo aqui apresentada € encontrado, de forma mais

reduzida, em Faella et al (2002).
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2.2.1.1 Deslizamento na interface

A interagdo parcial na interface ago-concreto da secdo mista provoca um
deslizamento na interface. Este deslizamento é apresentado na equagdo 2.1, onde s € o
deslizamento ao longo do eixo da viga mista, u, e u; sdo respectivamente os deslocamentos
dos centro geométrico da se¢cdo de aco e da secdo de concreto, & € a distancia entre os dois

centros geométricos e v’ € a rotacdo da sec@o mista.

s(x)=u, —u, + ' 2.1)

Considera-se que a viga mista interage parcialmente apenas na direcdo horizontal,
considerando entdo para a dire¢do vertical uma interacdo total, ou seja, para uma mesma
secdo a laje de concreto e a viga de aco tem os mesmos deslocamentos verticais e rotacoes.
A ndo-consideragdo da separagdo vertical na interface é sustentada pelo fato de que ndo ha
evidéncias experimentais suficientes que comprovem a importancia desta considera¢do na

resposta das andlises de vigas mistas (Salari e Spacone, 2001).

2.2.1.2 Esforcos na secio mista

Os momentos na secdo mista ago-concreto em relacdo a um eixo qualquer podem
ser obtidos através da integracdo das tensOes normais na drea da se¢do em relacdo a esses
eixos. A figura 2.3 mostra os esforcos atuantes em uma secdo mista. Na figura o indice 1

refere-se a secdo de concreto e o indice 2 a se¢do de ago.

M, =[[0,y,dA 2.2)
A

a

Na equacdo 2.2, a =1,2 refere-se, respectivamente, as se¢des de concreto e aco da

secdo mista, ou a se¢do inferior e superior a interface de deslizamento.

11



Figura 2.3 Notag¢des para uma se¢ao mista com conexao flexivel (Faella et al, 2002).

Sendo a relacdo tensdo deformacdo dos materiais linear, a tensdo (0, ) nas se¢des
pode ser escrita como o produto do modulo de elasticidade (E,) do material pela

deformagdo da secdo (&,).

S | (2.3)
A

a

Como os momentos estdo sendo obtidos em relacdo a um eixo passando pelo centro
geométrico das secoes, entdo a equagdao da deformacao axial para as secdes, em relacdo a

esses eixos, € dada abaixo, onde y =—v'' € a curvatura da se¢do analisada.

€a = Wa (2.4)
Substituindo a equagdo 2.4 em 2.3 e trabalhando o resultado, chega-se na equagdo

final para os momentos nas se¢des, nesta equacdo [, representa o momento de inércia nas

secdes de concreto e ago.

M, =Ex|[yldA=zE,1, (2.5)
Ay
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Observando a figura 2.3 e tomando a condicdo de equilibrio das forcas na dire¢do

horizontal, tem-se:

F,=-F =F (2.6)
O momento total atuante na se¢do mista, dado pela equagdo 2.7, é a soma dos

momentos atuantes em cada se¢do, somados a0 momento devido ao bindrio de for¢a que

surge na interface aco-concreto da viga mista.

M =M,+M,+Fh=yEI + yE,I, + Fh= y(EI),,, +Fh (2.7)

Na equagdo 2.7, (El),,, =E I, +E,I, ¢ arigidez a flexdo da secdo transversal

quando a conexao horizontal nao existe (F = 0).

2.2.1.3 Relacdo forca cortante deslizamento na interface

Newmark (1951) considera em sua formulagdo uma relacdo linear entre a forca
cortante longitudinal por unidade de comprimento e o deslizamento na interface. A forca
cortante longitudinal por unidade de comprimento € a taxa de variagdo da for¢a cortante na

interface ao longo da viga mista.

Fegs =2F (2.8)
dx

Na equagdo 2.8, K é uma constante que caracteriza a conexao horizontal na interface
da sec@o mista. O valor de K depende, dentre outras varidveis, do tipo de conector utilizado
na ligacdo entre os materiais € do nimero de conectores utilizado ao longo do elemento
analisado.

A equacdo 2.9 € obtida derivando a equagdo 2.8 em relagcdo a varidvel que define a
posicdo da secdo analisada na viga mista, esta varidvel estd representada na figura 2.3 pela

letra x.
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F"=Ks'=K(e, —¢, — xh) 2.9

2.2.1.4 Retracdo no concreto

A retracdo no concreto é uma redu¢do de volume causada pela perda de dgua devido
a evaporacao. A NBR-6118 (2003) em seu item 3.1.1.5 especifica, para a maioria dos casos
correntes de elementos estruturais de concreto, um valor constante para a deformacgao
devido a retracdo do concreto de 15x107. J4 a NBR-8800 (2005) cita, em seu anexo Q
item Q.1.2.1.3, que tal deformacao s6 tem valor significativo quando a relacdo entre o vao e
altura total da viga mista excede a 20 e a deformacdo especifica de retragdo livre do
concreto exceder a 0,04%, sendo que nestes casos a norma aconselha a consultar normas ou
especificacdes estrangeiras ou bibliografia especializada.

Na formulacdo de Newmark a deformacdo por retragdo do concreto (&) €
constante e participa das equacdes somada a deformacdo do centro geométrico da sec¢do de

concreto, como definido abaixo.

F'"=K(ey,— (g +&y)—xh) (2.10)

2.2.1.5 Consideracoes finais

Substituindo a deformagdo da equacdo 2.10 pela relacdo entre tensdo e mddulo de

elasticidade, e sabendo que tensao € a relagdo entre forga e area, tem-se:

" KF( ElAl +E2A2 (211)

-Ke,, —Kyh
<E1A1><E2A2)j g

« (EAD(E,A
De modo a simplificar a equacio 2.11 define-se, (EA) = (EANEM,) .
E/A +E,A,
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2.12
F"= KF* -Ke, —Kyh (2.12)
(EA)

Sendo a distancia entre os centros geométricos das se¢des de aco e concreto,

representada na figura 2.3 por h, e a rigidez a flexdo da secdo transversal (EI),,,

constantes ao longo do elemento, tem-se, derivando duas vezes a equagdo 2.7 em relacdo a

varidvel que define a posi¢do da secao analisada, a equagdo abaixo:

M"= " (EI) s, + F"h (2.13)

Substituindo a equacao 2.12 na equacao 2.13, e sabendo, por meio da teoria de viga

submetida a flexdo simples, que M''=—¢q, chega-se a expressao abaixo:
KhF > (2.14)
-q=x"(EI),, + -—Khe,, — Kh
q Z ( )free (EA) sh Z
Definem-se:
(El)full = (El)free + (EA)* h2 (2.15)
2 K(EI) (2.16)

& =—F
(EA) (ED) .,

A equacdo 2.15 representa a rigidez a flexdo do elemento de viga mista quando a
interacdo na interface ago-concreto da se¢do mista for total.

Trabalhando a equagdo 2.14 e usando as defini¢des 2.15 e 2.16 chega-se a equacao
2.17, que define a equacdo diferencial da curvatura para vigas mistas com propriedades
geométricas da sec@o constante, relacdo tensdo deformacdo linear e relacdo taxa de forca

cortante longitudinal por deslizamento na interface ago-concreto constante e igual a K.
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- 2.17
n_a2l — q _ a,2 M + thsh ( )
(El)free (EA) Sull (El)free

Conhecido o0 momento atuante no elemento de viga analisado e determinado as
propriedades geométricas da se¢do pode-se, através da solugcdo da equacgdo diferencial 2.17
para as condicdes de contorno do elemento, determinar a solucdo exata para curvatura ao
longo do elemento de viga. Porém, para o uso da equagdo 2.17 € necessdria a consideragao
de algumas restricdes como: propriedades geométricas da secdo constantes ao longo do
elemento; relacio tensdo-deformacao linear para os materiais; relagdo carga-deslizamento
da interface linear; conhecimento prévio do momento atuante ao longo do elemento.

Faella et al (2002) utiliza a equagao 2.17 para obter a solug¢do exata do problema de
viga mista simplesmente apoiada com carregamento uniformemente distribuido ao longo do
elemento e concentrado nos seus extremos. Em sua formulagdo numérica o autor atribui
valores unitdrios aos carregamentos nodais do elemento, e através da solucdo exata do
problema ¢é determinando uma matriz de rigidez exata para o elemento, que relaciona seus

deslocamentos nodais as correspondentes forcas nodais.

2.2.2 Processo simplificado definido pelo projeto de revisao da NBR-8800

O projeto de revisao da NBR 8800 (2005) em seu anexo Q define um procedimento
simplificado para a determina¢do de deslocamentos e momentos resistentes ultimos de
vigas mistas com interacdo parcial. Em seu procedimento a Norma se utiliza de
simplificacdes significativas, como o caso da secio homogeneizada e a consideracdo da
distribuicdo uniforme da forca cortante ao longo da interface de deslizamento do elemento
de viga. Devido a seu cardter de dimensionamento de elementos de vigas mistas em relagdo
aos seus estados limites dltimos e de utilizagdo, tal procedimento € apresentado de forma

resumida no anexo I deste trabalho.

2.3  SOLUCOES NUMERICAS DE VIGAS MISTAS

Como visto na sec¢do anterior as solugdes analiticas de problemas de vigas mistas

sdo aplicéveis a casos particulares, como no caso da equagdo de Newmark (1951) que entre
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outras particularidades exige o conhecimento prévio do momento atuante na viga mista, ou
deve-se considerar algumas simplificagdes para obter a solu¢do, como no caso do
procedimento simplificado definido pelo projeto de revisdao da norma NBR 8800 (2005).

Diante das particularidades e simplificacdes dos procedimentos analiticos para a
solucdo de problema de viga mista com interacdo parcial, o uso de métodos numéricos para
solucdo deste tipo de problema se torna atraente. O método dos elementos finitos, que
apesar de fornecer uma solucdo aproximada devido a discretizacio do continuo em
elementos finitos e a aproximacdo da solu¢do em cada elemento por fungdes de
interpolacdo, apresenta uma convergéncia para a solugdo exata quando aumenta-se a
discretizacdo do continuo, desde que as funcdes de interpolacdo do elemento obedecam
condi¢des minimas de acordo com o tipo de problema avaliado.

Nesta secdo serd feita uma revisdo bibliografica em trabalhos mais recentes que
adotam solucdes numéricas para problemas de vigas mistas com interacdo parcial. Serd
feita também uma breve revisdo sobre trabalhos relacionados a elementos de interface, ja
que no capitulo 4 é apresentada uma proposta de solucdo numérica do problema de viga
mista com interagdo parcial usando um elemento de interface em conjunto com um
elemento de viga simples.

Na revisdo bibliogrifica percebe-se a preferéncia dos autores na utilizagdo de
elementos unidimensionais para simular o problema de viga mista com interagdo parcial,
uma vez que estes sao mais simples de serem implementados, produzem respostas mais
rdpidas e, para o caso de problemas de vigas, com boa precisdo, justificando assim a
preferéncia em relacio aos elementos bidimensionais ou tridimensionais.

Os diferentes elementos unidimensionais implementados em trabalhos recentes
descritos no item abaixo diferem entre si na escolha do tipo da formulagao de elementos
finitos utilizada, que s@o baseadas ora em deslocamentos ora for¢as. A determinagdo do
nimero de graus de liberdade e conseqiiente escolha das fungdes de interpolacdo implica
também em diferencas entre os elementos implementados encontrados na revisao
bibliografica.

Na literatura, os trabalhos encontrados que utilizam o elemento de interface
retangular de espessura nula, geralmente o fazem para simular propagacdo de trincas,

modelo de juntas e contatos entre diferentes materiais. Nao foram encontrados trabalhos
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desenvolvidos usando este tipo de elemento para simular o comportamento da interface de
deslizamento em vigas mistas com interacdo parcial. Isto pode ser explicado devido ao
elemento de interface ser normalmente utilizado em andlises bidimensionais, sendo
necessario algumas alteracdes na consideragao dos graus de liberdade em seu nés para a sua

utiliza¢do em conjunto com elementos de barra.
2.3.1 Solucoes com elementos finitos considerando o deslizamento na interface

Oven et al (1997) apresentam um modelo de elementos finitos ineldstico ndo linear
bi-dimensional para analise estrutural de viga mista com conexdo deformdvel na interface.

No desenvolvimento da formulacdo os autores utilizam o principio dos trabalhos
virtuais, expresso pela equacdo 2.18, onde o trabalho virtual interno é representado pela
soma dos trabalhos realizados pela laje de concreto, pelo perfil de aco e pelos conectores de
ligacdo da interface, e o trabalho virtual externo € representado através do produto das
forgas externas nodais pelo campo de deslocamento virtual, uma vez que para a formulagdao

usada s6 s@o permitidas for¢as externas nodais no elemento.

W = [ [0, dAdz+] [0, 0, dAdz+ | Forsdz—{0Hdg} =0 (2.18)
1A, 1A, 1

Na andlise € considerado um elemento de barra com dois nés e seis graus de
liberdade por né. Atribuindo as funcdes de interpolacdo ao elemento e aplicando a ele a

equacdo 2.18, chega-se a formulacdo desejada para o elemento finito.

Gattesco (1999) utiliza, em sua formulagdo numérica para solugdo de problemas de
vigas mista com interagdo parcial, um elemento representado por dois membros de viga,
concreto e aco, um sobre o outro conectados por duas molas horizontais em suas
extremidades, como pode ser visto na figura 2.4.

O elemento possui quatro pontos nodais com trés graus de liberdades cada um, os
quais representam os deslocamentos vertical e horizontal e a rotagdo no plano x-y. No
entanto, com a desconsideracdo da separacdo vertical entre os membros de viga o nimero

de graus de liberdade do elemento se reduz para oito.
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Figura 2.4 Elemento com 8 graus de liberdade (Gattesco, 1999)

Fabbrocino et al (1999) propdem um procedimento numérico para andlise do
comportamento estrutural de viga mista sobre efeito de momento positivo devido a
carregamento de curta duracdo em ambas situacOes de estados limites de ruina e de

utilizacdo.

Salari e Spacone (2001) apresentam uma formulagdo para solucdo numérica de
problemas de vigas mistas com interacdo parcial na interface utilizando o método dos
elementos finitos, com diferentes elementos de barra. O primeiro é derivado do método
baseado em deslocamentos, e outro derivado do método baseado em forgas.

Em sua formulacdo, os autores definem para vigas mistas o campo de deslocamento

T 2 . CqA -
u(x) = (v(x) Uy (X) Uy, (x)) , onde v(x) é o deslocamento vertical, idéntico para ambos,
concreto e aco, devido a consideracdo de elevacdo nula na interface, e u . (x) e u,,(x) sdo,

respectivamente, os deslocamentos axiais na laje de concreto e no perfil de aco em seus

eixos de referéncias indicados pelo subscrito 0. Dependente do campo de deslocamentos, €
definido o campo de deformagdes da viga mista e(x) = (;((x) Ep. (X) &, (x))T, e 0 seu
correspondente campo de forca s(x) = (M (x) N.(x) N, (x))T onde M(x), N.(x) e Ny(x)

sdo definidos na figura 2.5.
Através do equilibrio das forcas horizontais e verticais, ¢ dos momentos do
elemento infinitesimal da figura 2.5, chega-se a equagdo diferencial abaixo que governa o

problema de vigas mistas com deslizamento na interface.
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0" s(x)— 9, 5,(x)— p(x) =0 (2.19)
Na equagdo 2.19, 9 e 9, sdo operadores diferenciais definidos abaixo, s,(x) é o
vetor de forca generalizado na interface e p(x) € o vetor de forca devido ao carregamento

externo e ao peso proprio .

=
|§

b dy —

Figura 2.5 Viga mista com interacao parcial — forgas sobre um elemento infinitesimal
(Salari e Spaccone, 2001).

r 52 T (2.20)
d—2 0O O
dx
a=| 0o L o
dx
0 0 i
dx
2.21
dx

Para pequenos deslocamentos tem-se as equagdes de compatibilidades e(x) = du(x)

e e,(x)=0d,u(x), onde e,(x) representa o deslizamento no vinculo de interface ou o seu

deslocamento relativo.

20



As equagdes diferenciais acima sdo utilizadas por Salari e Spacone (2001) para a
deducdo das duas formulacdes de elemento finito citadas.

Dois exemplos sdo analisados e usados para comparagdo entre os métodos
apresentados no artigo. Os autores destacam um menor nimero de graus de liberdade a
nivel global da estrutura na utilizagdo do método baseado em forca, no entanto citam que
para evitar problemas comuns neste método deve-se utilizar um procedimento especial de

recuperacgdo de forgas.

Faella et al. (2002) propdem uma solugdo exata para o comportamento de vigas
mistas com conexao flexivel na interface. Em sua formulacdo, deduziram-se as expressoes
para a matriz de rigidez para um elemento de viga mista simplesmente apoiada com
carregamento uniformemente distribuido ao longo do elemento e cargas concentradas nos

seus extremos, como mostra a figura 2.6.

iz s
1! !
"
i P ]

Figura 2.6 Deslocamentos e for¢as nodais de uma viga mista simplesmente apoiada com
interacdo parcial (Faella et al., 2002).

Usando a equacgdo diferencial de Newmark (1951), definida no item 2.2.1 deste
capitulo, e atribuindo valores unitarios aos carregamentos nodais do elemento, os autores
encontram uma solugdo exata para o problema da figura 2.6, determinando uma matriz de
rigidez para o elemento que relaciona seus deslocamentos nodais(@;,s;,® I j) as
correspondentes forgas nodais (M, F,,M j,F j) .

A solucdo exata do problema da figura 2.6 tem a forma da equacdo 2.22, onde y(z)

representa a curvatura da viga mista na secdo de coordenada z.
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x(2) = xo(2)+ ¥, (2) (2.22)

Na equagdo 2.22, y,(z) € a solu¢do da equagdo homogénea e, segundo autor, tem a

forma da equacdo 2.23 onde, C; e C, s@o constantes que podem ser determinadas impondo
as condi¢Oes de contorno ao elemento. J4 ¥,(z) € uma solugdo particular do problema da

figura 2.6 que depende do carregamento ¢, da deformacao devido a retragdo do concreto e

da equacao do momento atuante ao longo do elemento.

X0 (2) = Cysenh(az) + C, cosh(az) (2.23)

Tal método tem como principal vantagem apresentar uma solucdo exata do
problema segundo a equacdo diferencial de Newmark, diferente dos métodos de elementos
finitos onde a solug¢do da equacao diferencial € aproximada. No entanto, como os elementos
vao de apoio a apoio da viga, tem-se que as propriedades geométricas da secao transversal
da viga devem ser constantes em todo vao, ndo podendo também existir graus de liberdade
no interior de um vao. O método também € limitado ao tipo de carregamento utilizado na
defini¢cdo da matriz de rigidez do elemento, a menos que se deduzam outras matrizes de

rigidez para diferentes tipos de carregamentos.

Dall’ Asta e Zona (2004) propdem, para solucdo de problemas de viga mista com
interacdo parcial na interface, um elemento misto que tem como caracteristica possuir
aproximacodes independentes para os campos de deslocamento, deformacao e tensao.

Inicialmente os autores apresentam uma solucdo usando o método dos elementos
finitos com elemento baseado em deslocamentos, apresentando uma formulagdo muito
semelhante aquela apresentada por Salari e Spacone (2001). Em seguida € apresentada a
formulacdo para o elemento misto, e através da solu¢do numérica de um exemplo os
autores comparam os elementos propostos.

A figura 2.7 ilustra trés diferentes elementos implementados sob a formulagcdao do
método baseado no deslocamento. As func¢des de interpolagdo utilizadas para o campo de

deslocamento nodal sdo compativeis com os graus de liberdade apresentados na figura 2.7
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para cada elemento implementado. Por exemplo, para o elemento PE112 da figura sao
utilizados polindmios de grau dois para os deslocamentos axiais da laje de concreto e da
viga de aco, e polindmio de grau trés para os deslocamentos verticais e rotacoes da viga

mista.

PEM2 PE112 PEI3

EHInmnnnmm LTI T T O T T T T I

B o B = B freepr e
v v v v v v v
() (b (c)
Figura 2.7 Campo de deslocamento para os elementos de 8 graus de liberdade (a), 10 graus
de liberdade (b) e 16 graus de liberdade (c) (Dall’ Asta e Zona, 2004).

A figura 2.8 ilustra os elementos mistos implementados, que t€ém como funcgdes de
interpolacdo polindmios de grau dois para os deslocamentos axiais, € grau trés para
deslocamentos verticais e rotacdes. J4 para o campo de deformacdo sdo assumidos
polindmios lineares para as deformagdes axiais e curvatura, € polindmio de grau dois para o
deslizamento na interface. Por dltimo, assume-se para o campo de tensdo polindmios
lineares para as forcgas axiais e para 0 momento fletor, e polindmio de grau dois para a forca

cortante na interface.

HW112 campo de deslocamento HW 112 campo de deformagio HWII2 campo de tensdo

#:Hlnmnﬂ:mmnu_?}b
v v

Figura 2.8 Elemento misto (Dall’ Asta e Zona, 2004)

Segundo os autores, o método baseado em deslocamentos é bastante utilizado na
solucdo de problemas de vigas mistas com interacdo parcial devido a sua formulacio
simples. No entanto, este método pode apresentar, em alguns casos, problemas de
convergéncia para valores altos de rigidez da conexdo cortante na interface. Os autores
também citam, em relacdo a este método, uma exigéncia de um nuimero elevado de

elementos para convergéncia da solu¢do quando a conexao na interface € considerada livre.
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Em relacdo ao elemento misto (HW112) implementado, os autores citam um
comportamento suave na representacdo das forcas axiais e momentos desenvolvidos ao
longo da viga mista analisada. J4 na representacdo da forca cortante, aparecem
descontinuidades ao longo da interface. Os autores também relatam, em relacdo ao
elemento misto, problemas de convergéncia em alguns casos na solucdo de problemas

iterativos.

Liang et al (2004) desenvolveram uma andlise baseada no método dos elementos
finitos para solu¢dao de problemas de viga mista, considerando uma resisténcia cortante
vertical na interface que aparece através da laje de concreto sobre o efeito da agdo mista.

Um modelo de elementos finitos tri-dimensional foi proposto para simular o
comportamento nao linear dos materiais da viga mista continua analisada. O modelo de
elementos finitos é verificado através de resultados experimentais, e entdo utilizado para
estudar os efeitos da laje de concreto e da conexdo cortante na interface sobre a resisténcia
cortante vertical.

Os autores afirmam, com base em resultados numéricos e experimentais, que a

desconsideragdo desta resisténcia induz a resultados conservadores na andlise.

Nie et al. (2004) desenvolveram um modelo mecanico baseado na teoria da
elasticidade para investigar a rigidez de viga mista nas regides de momento negativo,
considerando, além do deslizamento na interface ago-concreto da viga mista, um
deslizamento na interface das barras de refor¢o da laje de concreto.

Em sua formulacdo sdo tomadas algumas consideracdes como: a forgca cortante na
interface € proporcional ao deslizamento; a rigidez da conexdo na interface é uniforme e
continua ao longo do comprimento da viga mista; a laje de concreto e a viga de ago tem
deslocamentos verticais e rotagdes iguais para uma mesma secdo; as barras de refor¢co ndao
fornecem resisténcia cortante vertical e a capacidade de tragdao do concreto € desprezada; o
comportamento do material do perfil de aco e das barras de reforco € elastico linear.

O modelo tedrico desenvolvido € baseado nas consideracdes citadas no pardgrafo
anterior e nas condi¢des de equilibrio do elemento infinitesimal representativo, no qual o

elemento de concreto tem apenas a fungdo de transferir a forga cortante entre a viga de aco
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e a barra de reforco da laje de concreto, ndao contribuindo assim para o cilculo do momento

resistente.

2.3.2 Solucoes usando elemento de interface

Os elementos de interface t€ém por finalidade predizer e permitir o deslizamento e
separacdo entre dois corpos em contato, ou separados por uma fina capa de material. Tais
elementos, aplicados dentro do método dos elementos finitos, tem sido enormemente
utilizados na solugao de problemas que simulam propagacao de trincas, modelo de juntas e
contato.

Carol et al (2001), em uma andlise numérica para determinar a curva tensdo
deformacdo do concreto, utilizam o elemento de interface para simular abertura de trincas
na malha de elementos finitos analisada.

Kaliakin e Li (1995) utilizam o elemento de interface para simular a interacdo no
contato entre uma sapata de fundacdo e o solo.

O elemento de interface utilizado para simular o deslizamento na interface de uma
viga mista implementado no capitulo 4 € baseado no elemento cldssico proposto por
Goodman et al (1968), com a necessidade de utilizar para os deslocamentos relativos
verticais do elemento uma funcao de interpolacdo cibica em vez de linear como no caso do
elemento proposto por Goodman. Devido a isso, a seguir é feita uma apresentacdo da

formulacao do elemento de interface proposto por Goodman.

2.3.2.1 Elemento de interface proposto por Goodman

O elemento de interface proposto por Goodman et al (1968), conhecido como GTB,
foi o primeiro elemento desenvolvido com a finalidade de representar o comportamento na
interface entre materiais, a surgir na literatura, e serve ainda hoje como base para
implementacdo de outros elementos de interface, como os elementos propostos por
Herrmann (1978) e Coutinho et al (2003). Este ultimo tem como caracteristica nio
apresentar inconsisténcia cinemadtica quando o elemento é submetido a uma condi¢cdo

especifica de impedimentos de seus graus de liberdade.
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O elemento GTB possui quatro nés, oito graus de liberdade de deslocamento,
comprimento / e espessura & conforme mostrado na figura 2.9.
Os deslocamentos na face superior e inferior do elemento, equacdes 2.24 a 2.27, sdo

definidos através de interpolag¢des independentes.

u, =Nu +N,u, (2.24)
Ve = Ny, +N,v, (2.25)
Uy, = Ny + Ny, (2.26)
Vap = Nv, + N,yvs (2.27)

Nas equagdes 2.24 a 2.27, N, e N,sao funcdes de interpolacdes lineares dadas

pelas equacdes 2.28 e 2.29, u, e v, sdo os deslocamentos nodais representados na figura

2.9.
1 2.28
N =Ll =x (2.28)
2 1
2.29
2 1
TJ’
Wy y
T_)uq. T_;l’_‘p
4 3 x
;{[ 1 2
— —
[P [
1 f 1
L B
A A

Figura 2.9 Elemento de interface proposto por Goodman et al (1968)
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As deformacdes sdo consideradas constantes dentro da espessura, e sao
determinadas através dos deslocamentos relativos superior e inferior do elemento como

mostrado abaixo:

.y (2.30)

_ 7| _ mph :
{8}_{8 }_ v, Vv,

y

A equagdo 2.31 define as tensdes no elemento de interface, nela [D] € a matriz
constitutiva eldstica do material definida na equacdo 2.32, onde d;; e dy sdo,

respectivamente, a rigidez tangencial e normal do elemento de interface.

{o}= {f;y} =[D)e} 2.31)
[D]= [d(l)l do } (2.32)

A seguir é apresentada a equagdo que relaciona o vetor de deformagao do elemento
de interface com o vetor dos deslocamentos {d} apresentado na equacio 2.34. A matriz [B]

da equacao pode ser deduzida a partir das equagdes 2.24 a 2.27 e da equagdo 2.33.
{e}=1BJa} (2.33)
{af = [”1 Vi Uy V, Uy V3 Uy V4] (2.34)

R e A AT A AT 235)

Na equacdo 2.35, [I ] ¢ a matriz identidade de ordem dois.
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A matriz de rigidez do elemento de interface, equacdo 2.36, € obtida através da

energia de deformacdo do elemento de interface desenvolvida abaixo:

U= % l{g}T{a}dV

/2 h1

J. J. '[ {e} [DKe)dzdydx

-1/20 0

_1
2
2 n

=AY’ [ [1BY [D]Bkivdrta)

-120

Loy T iorls Y

-1/2

(2.36)

Kon)= [l (1] b

-1/2

Desenvolvendo a equacdo 2.36 a matriz de rigidez do elemento de interface fica

como apresentada abaixo, onde [DI] é dado na equacao 2.38.

2[pr]  [pr]  -[p1] -2[DI] (2.37)
_ | [pr]  2[pr] -2[p1] -[pI]
(Kerp 1= 6| —[DIl -2[pI] 2[DI] [DI]
-2[pr] -[pr] [pr] 2[DI]

[p1]= %T[D]dy = %[D] (2.38)

Na equacgdo anterior pode-se ver que a medida que / tende a um valor muito

pequeno [DI ] tende a um valor muito grande. No caso de elemento de interface de
espessura nula (h = 0) deve-se assumir para [DI ] os maiores valores possiveis, desde que

nao causem erros computacionais.
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A matriz de rigidez do elemento de interface dada pela equacao 2.37, é definida no
sistema de referéncia local de coordenadas x-y do elemento de interface, caso este sistema
forme um angulo& com o sistema de referéncia global de coordenadas x’-y’, a matriz de
rigidez no sistema de referéncia global deve ser determinada através da pré-multiplicacdo
da matriz de rigidez no sistema de referéncia local pela transposta da matriz de rotacdo, e

da pés-multiplicacdo pela matriz de rotacao, definida na equagao 2.40.

[KéTB] = [R*]T[KGTB ][R*] (2.39)

[R] [o] [o] [o] (2.40)
k)= o] [R] [o] [o]

o] [o] [R] [o]

o] [o] [o] [R]

Em 2.40 [R] é a matriz de rotagdo bi-dimensional, dada abaixo:

—senf cos@

[R]—{ cosé sen@} (2.41)
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Capitulo 3

ANALISE DOS ESFORCOS
EM SECOES MISTAS

3.1 INTRODUCAO

O aumento na utilizacdo de estruturas metdlicas e conseqiientemente aumento no
uso de elementos de vigas mistas fazem surgir formas de se¢des mistas transversais que
aumentam a relacdo vao versus altura da viga, possibilitando grandes vaos livres, sempre
interessantes em galpdes industriais e pontes. A solugdo de trelica mista para esses tipos de
vaos também aumenta o leque de possibilidade para formas variadas de secdes. Tais se¢oes
podem nao ter, para os calculos dos esfor¢os resistentes, métodos simplificados por normas,
as quais geralmente se atém as formas mais utilizadas na pratica.

A obtencdo de esforcos resistentes em secdes de elementos de vigas de concreto
armado ¢ feita, segundo a NBR-6118 (2003), a partir de uma andlise elasto-pléstica. J4 para
secoes de aco, a NBR-8800 (1986) considera, em geral, uma andlise rigido pléstica da
secdo para a obtencdo dos esforcos resistentes. No caso de secdes mistas, o projeto de
revisdo da NBR-8800 (2005) permite uma andlise rigido pldstica para os casos em que a
relacdo entre duas vezes a altura da parte comprimida da alma e a sua espessura, for inferior
a um limite estipulado. Nos casos contrdrios, a andlise para obtencdao dos esforcos
resistentes € eldstica. Ainda para se¢do mista, normas como a ACI-318 (1999) utilizam

andlise elasto-pléstica na obtengdo dos esfor¢os resistentes.
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Sao dois os principais métodos para a obtencdo dos esforcos resistentes em uma
secdo qualquer. O primeiro deles é o método de fibras, ou faixas, onde a secdo analisada é
discretizada em vérias faixas ou fibras, determinando, através da deformada da se¢do, uma
deformacdo para cada faixa. Conhecida a relacdo tensdo-deformag¢do do material,
determina-se uma for¢a axial atuante nestas faixas que serdo utilizadas na integracdo dos
esforcos resistentes. O segundo método utiliza integracdo analitica para a obten¢do dos
esforgos resistentes na secao. Sendo a secao representada por um poligono fechado, é usado
o teorema de Green para transformar a integral de drea em uma integral de contorno, e
entdo de forma analitica obter os esforcos resistentes a partir da equagdo da configuracdo
deformada da sec@o.

O objetivo destes métodos de avaliacdo € determinar, para uma dada condicao de
deformacdo da secdo, ndo apenas os seus esforcos resistentes, mas também suas rigidezes
generalizadas, ou seja, as derivadas destes esfor¢os em relacdo as varidveis de deformacao,
necessdrias nas formulacdes por elementos finitos.

Um modelo baseado em uma série de faixas discretas ao longo da altura da secao
analisada foi empregado por Uy (2001) e Lakshmi e Shnmugam (2002) para a obtengdo dos
esforcos resistentes na se¢do. No modelo, a deformacgdo € obtida em cada faixa em fungao
da deformada da secdo, e as relacdes tensdo-deformacdo dos respectivos materiais sao
adotadas para a obten¢do da forca axial na faixa em questdo. Estas forcas sdo utilizadas na
determinacao do equilibrio da secdo e conseqiiente determinagao dos esforcos resistentes.

Em Chen et al. (2001), sdo apresentadas expressdes para a integragao das tensdes no
concreto, utilizando para as tensdes resultantes no aco um modelo de fibras (Mirza e
Skrabek, 1991). Rodriguez e Aristizabal-Ochoa (1999) apresentaram expressdes para
obtencdo dos esfor¢cos no concreto, utilizando o método de integragao de Gauss, no qual a
secdo deve ser aproximada por trechos retilineos. Um modelo de fibras que emprega
computacdo grafica para a integracdo das tensdes sobre a secdo foi desenvolvido por
Sfakianakis (2002).

Werner (1974) sugeriu o uso do teorema de Green para obteng¢do de esforcos em
secoes genéricas de concreto armado. Seu trabalho serviu de base para trabalhos posteriores

usando este método, como Ferreira (1986) e Melo (2000).
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O problema de viga mista com interagdo total pode ser considerado como um caso
particular de pilar misto. J4 para o caso de interagdo parcial, o deslizamento na interface do
elemento torna a sua andlise bem caracteristica. No entanto, para a obtencdo dos esforcos
resistentes, ao se considerar a secdo da viga mista dividida em uma secdo acima da
interface de deslizamento e outra abaixo, tem-se a equacdo da deformacgdo continua para
cada secdo, e novamente um procedimento para pilar misto pode ser utilizado na obtengdo
dos esforc¢os resistentes. Devido a isto, grande parte do exposto neste capitulo se baseia nos
trabalhos anteriores de Caldas (2004) e Muniz (2005) onde € feita uma analise numérica de
pilares mistos com se¢des genéricas.

Neste capitulo, deduz-se a forma de obten¢do de esforgos e rigidezes generalizadas
em secOes de vigas mistas genéricas a partir de uma aplicacdo do Teorema de Green. O
método escolhido apresenta a vantagem de fornecer a resposta exata para a determinagao
dos esforgos resistentes, porém a sec¢do deve ser representada por um poligono fechado. Na
obtencdo destes esforcos, € necessdria a definicdo da equacdo de deformacdo na secdo da
viga mista analisada, considerando, para o caso de interagdo parcial da viga mista, um
deslizamento na interface aco-concreto da secdo mista. Também se faz necessario o
conhecimento da relacdo tensdo-deformagao dos materiais que constituem a secao mista.

Por se tratar de flexdo reta algumas simplificagdes podem ser assumidas. No caso da
secdo ser simétrica em relagdo ao eixo vertical podem-se avaliar as integrais em
determinados segmentos apenas uma vez de cada lado da secdo, para obter os esforcos
resistentes e rigidezes.

Na determinacdo dos esforcos resistentes e rigidezes em problemas de vigas mistas
com interacdo parcial a secdo transversal serd dividida em duas, definidas acima e abaixo

da interface de deslizamento.

3.2 GEOMETRIA DA SECAO TRANSVERSAL

A metodologia utilizada para o calculo dos esforcos resistentes permite a cada secao
individual dividir-se em um nimero qualquer de materiais distintos, barras de refor¢o e
aberturas. Cada material € definido por uma poligonal fechada, as barras de refor¢o sao

definidas pontualmente, e aberturas sdo consideradas quando, na definicdo da poligonal do
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material que a contém, € deixado um espago vazio em seu interior. As poligonais fechadas
dos materiais que constituem a se¢ao mista, mais as barras de reforco, devem se encaixar
formando a secdo desejada. Nos casos particulares teremos o concreto armado, quando a
secao for constituida por apenas um poligono fechado representativo do material concreto e
barras de reforco, e a viga de aco, quando a se¢do for constituida por apenas um poligono
representativo do material aco.

As coordenadas dos vértices das poligonais devem ser referenciadas em um sistema
de coordenadas xy qualquer. A figura 3.1 ilustra um exemplo ficticio de secdo mista. Pode-
se observar através da figura que a ordem de seqiiéncia dos vértices na definicdo da
poligonal do material € anti-horaria. Tal ordem ird influenciar no cdlculo dos esfor¢os, uma
vez que pelo teorema de Green a integral em um poligono fechado percorrido em sentido
anti-hordrio fornece o valor da positivo; ja no sentido horério, este valor serd fornecido

negativo.

F
F 16
r"’f\\ mmm concreto
/"/ — o
- 22 o 1 ~azio
17 F:’/\l-a @ barras de ago
o 21 . ® Sequéneia de vértices que definemn a polizonal do conereto
18 0  1-2-3-4-5-8-7-8-%-10-11-12-13-14-3-2-15-16-17-18-19-20-21-22-18-17
3 z x
s 100 7 15 = Sequéncia de vértices que definern a paligonal da ago
Q 3-4-5-6-7-8-8-10-11-12-13-14
13 1285 4
1 \K 3 ® Parras de ago sfo defirddas pontualraente
+]
i « Vazios sio definidos implicitamente

Figura 3.1 Defini¢do da sec@o mista
3.3 DEFORMADA DA SECAO CONSIDERANDO O DESLIZAMENTO
Como mencionado em capitulos anteriores, uma viga mista submetida a esforcos de
flexdo produz uma forca cortante longitudinal na interface que liga a laje de concreto ao

perfil de aco. Se a forca de atrito produzida entre as faces destes materiais, mais a forca

desenvolvida ao longo da interface devido a uma ligacdo quimica entre os materiais, forem
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suficientes para suportar tal for¢a cortante, entdo a deformada na se¢do serd continua e a
viga mista pode ser tratada como uma viga comum de dois materiais. No caso em que essas
forgas resistivas longitudinais ndo sdo suficientes para suportar a forca cortante longitudinal
atuante, os conectores de ligacdo da viga mista serdo acionados e irdo deformar-se
produzindo uma descontinuidade na deformada da secdo mista, como mostra a figura 3.2.
Considerando a hipdtese de que secdes planas permanecem planas apds as
deformacdes e a aproximacgdo de pequenas rotagcdes tem-se para a deformada da secdo de

viga mista a expressao abaixo:

E (X, y)=E,(X)+ (¥ =y ) 2 (%) (3.1)

Na equacdo 3.1, y(x) € a curvatura da secdo analisada de coordenada x, e &, (x) é

deformacdo axial nos eixos de referéncia das se¢des analisada acima e abaixo da interface
de deslizamento da viga mista, como mostrado na figura 3.2.

As linhas paralelas da deformada da se¢do, apresentadas na figura 3.2, indicam que
a curvatura € a mesma para ambas as se¢des acima e abaixo da interface de deslizamento, o
que ¢ verificado quando a intera¢ao na direcao vertical da interface for total, ou seja, ndo é
possivel a separacdo na interface nesta dire¢do. Assim sendo, essa condicao € entdo adotada
como hipétese na formulagdo da equacdo 3.1, que € também apresentada no capitulo 4 de

forma mais detalhada.

. A ‘\

J )

)

Figura 3.2 Deformada da secdo de viga mista com interacao parcial.
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3.4 MATERIAIS

Definem-se os materiais através de suas relacdes tensao-deformacdo. Por exemplo,
o concreto pode ser definido segundo o Cédigo Modelo CEB (CEB, 1990) por meio de um
diagrama tensdo-deformacdo simplificado, representado por uma pardbola e uma reta
horizontal quando comprimido e pelo eixo nulo quando tracionado, como é mostrado na

figura 3.3, onde f. € a resisténcia média a compressao do concreto.

c‘.“
pardbola
- — 7 7T 1 | _
I | [0 para 0= g
'\ | | ‘[a£+h€:}.f:_ para —0.002<£<0
| | R para €., <&<—0.002
I | ‘ﬂ para £<Eg,,
I | onde, a = 1000 e b= 250000,
| | >
0 -2 Ecu -Ec

Figura 3.3 Diagrama tensdo deformagdo do concreto (CEB, 1990).

Sera utilizado na definicdo das relacdes tensdo deformacdo dos materiais um
modelo ja implementado em trabalhos anteriores (Caldas, 2004, Muniz, 2005), que tem
como principal caracteristica a liberdade do usudrio de definir as relagdes tensdo
deformacdo dos materiais, desde que sejam descritas por polindmios.

A figura 3.4 representa um modelo teérico de uma curva tensdo-deformacio. A
curva pode ser dividida em um nimero qualquer de faixas, representadas na figura pelos F.
Cada faixa terd definidos os coeficientes que caracterizardo a curva polinomial a ser
considerada, bem como suas deformacdes limites a esquerda e a direita, representadas na

figura 3.4 pelos L;.
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Figura 3.4 Relacdo tensao deformacao ilustrativa de um material

Para os casos de interagdo parcial a relacdo forca cortante por unidade de
comprimento versus deslizamento na interface deve ser fornecida de forma andloga a
descrita acima. As mudancas para estes casos seriam as trocas, da tensao no eixo vertical da
figura 3.4 pela forca cortante por unidade de comprimento, e a deformag¢do no eixo
horizontal da mesma figura pelo deslizamento na interface. Apesar de ter sido admitido o
mesmo procedimento para a defini¢do das curvas tensdo-deformacdo dos materiais e para
forca-deslizamento na interface, esta ultima poderia ter sido definida através de uma funcao
continua e diferencidvel qualquer, uma vez que nao hd necessidade de integracdo desta

relacdo. Ela somente € avaliada em pontos de integragdo discretos.

3.5 OBTENCAO DOS ESFORCOS RESISTENTES NA SECAO MISTA

Os esforcos seccionais resistentes sao obtidos por integracdo das tensdes definidas
para valores das varidveis de deformacdo e da drea de armadura individual Ag. Estes
esfor¢os, para os casos de vigas mistas com interacdo parcial, sdo as forcas normais
aplicadas nos eixos de referéncia das secdes acima e abaixo da interface de deslizamento, e
0os momentos em torno destes eixos, como definidos a seguir em 3.2 € 3.3. Também deve-se
considerar para as vigas mistas com interagdo parcial o esfor¢o cortante resistente que surge

na interface de deslizamento, definido no final deste item.

N, =|[o,da, (3.2)
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M, =[[o,(y=y,)dA, (3.3)

Nas equagdes acima o indice & representa as secdes acima e abaixo da interface de
deslizamento da se¢do mista. O momento resistente da se¢cao mista é dado pela soma dos
momentos da equacdo 3.3.

As se¢des mais comuns de viga mista sdo formadas por uma laje de concreto,
reforcada ou ndo com barras de aco, e um perfil metdlico como mostrado na figura 2.1 do
capitulo 2 deste trabalho. Porém a formulacdo usada na obtencdo dos esforcos resistentes
considera a se¢do mista como unido de duas se¢des poligonais quaisquer, como descrito no
item 3.2. Para este caso geral a integral na drea deve-se subdividir em vdrias parcelas, as
quais representardo as integrais nos diferentes materiais e nas barras de refor¢o. De acordo

com esta secao mista genérica reescrevem-se as equagdes dos esforgos resistentes.

[[o,0=[[o.da+[[o,da+3 A0, (3.4)
" - Z i:alrmadu ras
concreto ago
(3.5)

[[o.(=yoda= [[o.(3= A+ [[o, (3= y)dA+ 3 4,0, (5, ~ v0)

Aa P

concreto aco armaduras

A obtencdo do esforco normal resistente (S,) na interface de deslizamento € feita de
forma direta usando a relacdo forga cortante versus deslizamento do vinculo de ligagao,
definida como no item 3.4. Uma vez determinada o deslizamento na interface o esfor¢co

cortante resistente na interface € obtido.

3.6 INTEGRACAO

As integrais dos esforgos resistentes definidas no item anterior sdo resolvidas apos

uma transformacgdo das integrais de superficie em integrais de contorno através de uma
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aplicacdo do Teorema de Green, como feito em trabalhos anteriores por Caldas (2004) e
Muniz (2005).

Pela aplicagdo do Teorema de Green, a expressdo de um termo genérico de um
polindmio transformado para uma integral de contorno num poligono fechado € dada por:

(3.6)

nseg

”(a_Q_a—P]dxdy = 3£(de+Qdy) = z( §(de+Qdy)J

Jlox  dy =\ 7

segmentos

O teorema dado pela equacdo 3.6 permite a obtencdo de forma analitica de qualquer
integral polinomial em dominio plano fechado, desde que descrito por segmentos retos.
A expressao 3.7 abaixo representa uma forma geral das integrais necessdrias para o

calculo dos esforgos resistentes, onde a e b sdo valores inteiros.

1, =” x*y" dxdy (3.7)
A

g, ¥ §
Figura 3.5 Parametriza¢do do segmento
Utilizando as equagdes 3.8 e 3.9 de parametrizacdo de um segmento qualquer
ilustrado na figura 3.5, e utilizando o teorema da equagdo 3.6, pode-se determinar tomando
valores inteiros para a e b os diferentes resultados da expressdo 3.7 necessarios para o

calculo das integrais dos esfor¢os resistentes.

x=x+8(x, —x) (3.8)

y=y+S8(y,—y) (3.9)
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Nas equacdes de parametrizagdo anteriores S define um eixo sobre o segmento de
andlise e varia de 0, quando sobre ponto inicial, a 1, quando no ponto final do segmento.
Observando o exposto acima, e tomando a = 0 e b = 0 tem-se, para um segmento de

coordenadas limites (x1,y;) € (x2,y2) de uma poligonal, a expressdo dada abaixo:

0,0 1 1 (3.10)
Iy = ”x y dxdy :iﬁxdy = .[[xl +S(xy —x)1(y, — y,)dS :E(xl +2,)A,
A 0
Para as mesmas condic¢des acima e tomando a = 1 e b =0, tem-se:
1,0 X’ 1[x1+S(x2—x1)]2
A 2 0 2
; 2 (3.11)
_a| My MY A
2 2 6

Seguindo o mesmo raciocinio usado nas expressoes 3.10 e 3.11 determinam-se

todas as integrais necessarias ao célculo dos esforcos resistentes e rigidezes seccionais.

1
Iy, = [[ x°y'dxdy = §xydy = [Lx, +SCx, = x)10y, + S (v = YNy, = 3,)dS
A 0

3.12
_ Ay(xﬁﬁ N v, Ax + x, Ay N Axij (3.12)
2 3

2 1 2
X [x, +S(x, —x))]
Iy, ijxlyldxdy=§7ydy:j 1 22 [y, + Sy, =¥y, = y,)dS
A 0

A, 2 XAy +2x,y,Ax  2x,AxAy + Ax’y,  Ax’Ay (3.13)
Tt 3 + 3 + 1

(y, —y)ds

Iy, = “. x*y’dxdy = &%dx :j[xl +8(x, —x)I’
4 0

3
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A 2 3 (3.14)
= —’[Xf + 3x12Ax +x,Ax? + A: j

1
Iy, = ” x°y2dxdy = nyzdy = j[x1 +S0, —x)Ily, +S(y, =y (v, — y,)dS
A 0

YA yiAx | 2y AvAy | Axdy? (3.15)
3 2 3 4

= A}{xlylz +x,y,Ay +

[}71 +S(yz _yl)]z(yz _yl)dS

I, = leyzdxdy = §§y2dy :j'[xl +8(x, —x)I”
A 0

2

A, x; Ay* 4x,y,AxAy
= X} y] +xly Ay + T x Ayl
? y; 2 2 Ay (3.16)
+x1A?;Ay _i_szyl +Ax 3ylAy+Ax5Ay j

3 L 3
X [x, +S(x, —x))]
Izlzjszyldxaly:ff?ydy:j : [y, + Sy, =y, = y,)dS
A 0

3
A 3x2v Ax A3 3A
B f gy, BN A A
3 2 4
3x,Ax’A 3 (3.17)
+ X7 AxAy + ., y+Ax5ij

1
103 =”xoy3dxdy :§xy3dy = j[xl +S()c2 —)cl)][yl +S(y2 _yl)]3()’2 —yl)dS
A 0

A, 4 (3.18)
:T}(xf +2X) Ax + 2x] Ax? + x, Ax° + Ax j

(y, —y)ds

Ly = _” x3y0dxdy = f%dy :j'[x1 +S(x, _x1)]4
A 0

4
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=A, X,y + 5 Y + +x,Ay°y, + +
Ay? : (3.19)
+ y AxA +3y1Ax 4 +AXAy
4 5
J, o

concteto /==
470 o
Ao /—
battas de aco o

secdo mista
(a)
7
3 g 5
i ID( 76
o G4 0©
; 2 3 1 2 =
poligonal (1) poligonal (11 poligonal (I11)
(b)

Figura 3.6 Anélise de esforcos em sec@o mista. (a) Divisdo da secdo mista em faixas de
deformacdes, (b) definicdo dos poligonos para calculos da contribui¢do aos esforgos
resistentes devido ao concreto.

A figura 3.6(a) mostra uma secdo mista subdividida em faixas de deformacdes de
acordo com os diagrama de tensdo-deformacdo dos materiais dados conforme o item 3.4.
Para o caso de vigas a deformacdo varia na secdo linearmente em relacdo ao eixo y, de
acordo com a equacdo 3.5, e ndo varia em relagdo ao eixo x local da se¢do.

E importante salientar que segmentos das poligonais que formam as dreas
componentes que estdo situados em mais de uma faixa de deformagdo do seu respectivo
diagrama tensdo-deformacgdo, como mostra a figura 3.6(a), devem ser divididos em tantos
segmentos quantas foram as faixas em que se situam. Obtém-se assim poligonais

secundérias de acordo com os diagramas dos materiais componentes da se¢do, figura
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3.6(b). Para este fim pode-se utilizar, de forma bastante elegante, o algoritmo de
determinacdo de isofaixas em dominios planos (Martha, 2003).

A figura 3.6(b) ilustra o procedimento da determinag¢do de novos vértices e da
divisdo das poligonais em quantas forem necessdrias para representarem as diferentes
faixas de deformagdes do material na determinagdo dos esforgos e rigidezes. Esta divisao
deve ser realizada em todos os materiais definidos por seus respectivos poligonos fechados,
de acordo com a equacdo da deformada da secdo e a curva tensdo-deformagdo do material.
Na figura 3.6(b) esta divisao foi feita de forma ilustrativa apenas para o material concreto.

Com o procedimento descrito acima de divisdo das poligonais dos materiais, e
conhecendo o diagrama tensdo-deformacdo de cada material, pode-se determinar através
das integrais obtidas os esforcos resistentes e as rigidezes generalizadas em uma secao de
andlise do elemento de viga mista.

Para ilustrar os passos utilizados no procedimento de determinag¢do dos esfor¢os
resistentes serd considerada a secao mista apresentada na figura 3.6. Nesta sec@o observa-se
que o material concreto estd dividido em 3 faixas de deformacdo, portanto serd considerado
de forma ilustrativa um polindmio constante para a faixa (I) do diagrama tensao-
deformacdo do concreto, quadritico para a faixa (II) e linear para a faixa (III). Os
polindbmios sdo definidos através de seus coeficientes cp, ¢, €2 € 3
(0(€) =c, +c,+c, & +c,€).

Ainda no exemplo da figura 3.6, para o material aco serd admitida apenas uma faixa
de deformacdo do diagrama de tensdo-deformacdo, sendo assim toda a sua secdo estd
representada por apenas um polindmio que serd considerado linear.

Com as consideracdes acima pode-se determinar a forca normal resistente da secao

mista aplicada na origem de seu eixo de referéncia.

N:,”O'sz:”szAJr”szA"’iAS;O}; (3.20)
' ATMKMTJ L’_’ i:alrmadurax

ago

A contribuicdo do concreto ao esfor¢o normal resistente da se¢do mista é dada por:
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N, ”o* dA = ”o* dA+J-J.0" dA + ”a dA (3.21)

1 AII AIII

Na equagdo 3.21, A;, Ay e Ay representam as dreas dos 3 poligonos mostrados na figura
3.6(b). O nimero de poligonos a considerar para um mesmo material € definido pela
deformada da secd@o e o diagrama de tensdo-deformacao do material.

Usando a relagdo tensdo-deformacao dada pelas curvas polinomiais do diagrama de

tensdo-deformacdo do concreto, tem-se:

”a dA = ”aodA+”(62€ +c,&+co)dA+ [[ (b +by)dA (3.22)

I AII AIII

Deve-se lembrar que foi admitido, de forma a ilustrar o célculo dos esforgos
resistentes, um polindmio constante para o diagrama tensdo-deformacdo do concreto na

faixa I, quadrético na faixa II e linear na faixa III, como € ilustrado na figura 3.7.

fensdo

gradtdtico:

y i #
! Pi Ly I, deformapdo

—
constante

Figura 3.7 Curva tensdo-deformacdo ilustrativa para o concreto.

Escrevendo as varidveis de deformacdo em fungdo da deformacdo axial (&,) na
origem do eixo local xy da secdo mista e da curvatura ( ¥ ) da se¢do, ambas constantes na

area da sec¢do mista analisada, tem-se para a equacao 3.22 a expressao:

”0 dA = ”aodA+”[c2(€0+y;{) +¢,(& + y2) + o ldA+ [[by (€, + y20) + b, 1dA

1 AI[ AI[I
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Para a primeira parcela da integral acima, tem-se:

”aOdA =a, ”dxdy =ay (L) 4,
A A

Para a segunda, tem-se:

[[lea (g0 + 32007 + ¢ (&g + 320+ co1dA = [[les85 +c 80 + o+ 2,2+, 2)y + o 29 dA

A[I AI[

= (C, &0 + €y + ¢ )J-J.dxdy + Qe x + 61}()” vdxdy + 62)(” y2dxdy

AII AII AII

= (c2&) + .6 + co)Log)a, + Qe ¥+, )Ug)a, 2 XUp) 4,
Para a terceira, tem-se:

[ty (&0 + y20)+ by 1dA = (b, + by) [ [ dxcy + b, 1 [ [ yaedy

AIII AIII AIII

= (bi&y +bg)L o) 4, +012Uo1) 4,

Juntando as trés parcelas acima chega-se a expressao final para a contribui¢do do

concreto a forca normal resistente da secao mista.

”szA = ag(Igg) s, (285 + 280 +¢)Uog) u, + Qs+, 00 Ug)) g, + 622U 00, +
A

+ (b€ +by)ULog) a,, +01XL1) 4, (3.23)

A contribuicdo do aco ao esfor¢o normal resistente da secdo mista € obtida a seguir:

N, = ”0sz = IIGZdA (3.24)
A A
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Na equacgdo 3.24, A; representa a drea do poligono fechado que define o material
aco.
Usando a relacdo tensdo-deformacdo dada pela curva polinomial do diagrama de

tensao-deformacdo do ago, tem-se:

[[o.da=[[(a,e+ay)dA (3.25)
A A

Deve-se lembrar que foi admitido de forma a ilustrar o cdlculo dos esforcos
resistentes um tUnico polindmio linear para o diagrama tensdo-deformacdo do aco, como

mostra a figura 3.8.

fansdo

|
linear :
L Eo

iz defor;mpc':‘o

|
|
Figura 3.8 Curva tensdo-deformacdo ilustrativa para o aco.

Escrevendo as varidveis de deformacdo em fungdo da deformacdo axial (&,) na
origem do eixo xy da se¢do mista e da curvatura ( ¥ ) da se¢do, ambas constantes em toda

area da sec¢do mista analisada, tem-se para a equacao 3.25 a expressao abaixo:

[[o.da=[d (&, + y2)+dyldA = (d,&, +d) || dxdy+d, [[ ydxdy

A A A A

=(d&y +dog)U o) s, Td1 XL y) 4,
A contribuicao das barras de refor¢o no esfor¢co normal resistente da se¢do mista é

n (3.26)
Nsh = z (O-siAsi) :

i=1
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As barras de refor¢o sdo definidas pontualmente segundo o eixo local de referéncia
de coordenadas da se¢do. A partir de suas coordenadas sdo obtidas as deformacdes nas
barras. Com estas, e o diagrama de tensdo-deformac¢do do material que constitui cada barra
define-se a tensdo atuante em cada uma, e por ultimo usando a drea da secdo transversal das
barras determina-se a contribuicdo de cada uma delas para o esfor¢co normal resistente da
secdo.

Na determinacdo do momento resistente em torno do eixo de referéncia x da secdo
analisada, segue-se de forma andloga a determinag¢do da forca normal resistente descrita

anteriormente.

M =[[o.ydA = ”crzydA+H0'ZydA+iAsio-siysi (3.27)

Contribuicdo do concreto no momento resistente em relacdo ao eixo x da secdo

mista.

M, = “.O'zydA = aO(IOI)A, +(02‘9§ t+¢,8 +CO)(101)A” +(2CZZ+CIZ)(102)A” +czZ(103)A,,+
A

+(bg, +b,)U,, )A,,, + bIZ(IOZ)A,,,

A contribuicdo do aco no momento resistente em relacdo ao eixo x da se¢dao mista é:

M, = [[o.ydA=[ld (e, + yr) +d,|ydA=(d\e, +d,) [ ydxdy+d g [[ y*dxdy
A Py . ;

=(d,g, +d, )(IOI)A, + dlZ(IOZ)A,

A contribui¢do das barras de reforco no momento resistente em relacio ao eixo x da

secdo mista € dada por:

" (3.28)
M‘vb = z(o-siAsiyxi)

i=1
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Ap6s a determinagdo da forca normal em cada barra, como feito para o calculo do
esforco normal resistente, determina-se, através do produto da for¢a normal pelo braco de
alavanca que forma com o eixo x do sistema de referéncia de coordenadas da secdo mista, a
contribuicao para o momento resistente de cada barra.

Os passos para a determinagdo dos esforcos resistentes da secdo podem ser
resumidos da seguinte forma: (i) determina-se a deformada da secdo analisada, (ii)
determinam-se as divisdes necessdrias da poligonal que define cada material constituinte da
secdo, segundo a equacdo da deformada e a curva tensdo-deformagdo dos materiais, e (iii)
determina-se a contribuicdo de cada material aos esforcos resistentes através da integral de
contorno nas sub-poligonais obtidas da divisdo da poligonal que define cada material.

Com o procedimento descrito neste capitulo podem-se determinar os esforcos
resistentes em uma secdo genérica formada por um nimero qualquer de materiais
representados por poligonos fechados, podendo conter vazios em seus interiores, também
em formas de poligonos, e barras de refor¢o representadas de formas pontuais dentro da
secdo analisada. As curvas tensdo-deformacdo dos materiais podem ser definidas em faixas
de deformacdo. Neste trabalho, em cada faixa pode ser definido um polindmio de até
terceiro grau. As expressoes para a obtencdo das derivadas dos esforcos resistentes em
relacdo as varidveis de deformacdo, que foram denominadas rigidezes generalizadas,
podem se valer das operacOes descritas anteriormente € serem obtidas também de forma

analitica.
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Capitulo 4

FORMULACOES
NUMERICAS

4.1 INTRODUCAO

Como visto no capitulo 2, a equacgdo diferencial de Newmark (1951) permite
obter uma solucdo analitica para o problema de viga mista com interagdao parcial. A
obten¢ao de solucdes para a equagdo, no entanto, ndo € possivel para os casos mais
gerais. Outra possibilidade de solugdo € a utilizacdao de procedimentos prescritos por
normas, como o projeto de revisao da NBR 8800, que permite dimensionamento de
vigas mistas com interacdo parcial. Porém estes procedimentos possuem
simplificacdes que tornam suas solucdes geralmente conservadoras. Nas duas
situacoes, a solucdo através de métodos numéricos se torna bastante interessante, uma
vez que estes sdo aplicdveis a tipos mais gerais de vigas e, dentro de certas condi¢des,
convergem para a solucgao tedrica a medida que se refina a malha de elementos finitos.

O interesse para solu¢do do problema de viga mista com interacdo parcial
através de métodos numéricos foi despertado ja hd algum tempo, podendo-se encontrar
em revistas e jornais cientificos internacionais diversas formulacdes para estes tipos de
elementos (Oven et al, 1997, Faella et al, 2001, Salari e Spacone, 2001, Dall’Asta e
Zona, 2004, Liang et al, 2004).

A discretizacdo do continuo em elementos finitos nos métodos numéricos

permite, através de formulacdes variacionais ou utilizando o principio dos trabalhos
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virtuais, a definicdo de uma formulacdo fraca para o problema analisado. Com a
aproximacdo de fungdes de interpolacdo dos deslocamentos nodais dos elementos
pode-se obter, através da formulagdo fraca, uma solu¢do aproximada para o problema
analisado. A convergéncia do método numérico deve ser garantida de forma que com o
aumento da discretiza¢do do continuo a solucdo da formulacdo se aproxima cada vez
mais da solucao real do problema.

O problema de viga mista com interacdo parcial é considerado na formulagdo
apresentada neste capitulo como ndo linear fisico, devido as ndo linearidades dos
materiais que constituem a secdo e da relacao carga-deslizamento na interface da se¢ao
mista.

Neste capitulo € apresentada primeiramente uma formulagdo para um elemento
finito com deslizamento relativo, baseado no elemento de dez graus de liberdade
apresentado por Dall’Asta e Zona (2004), diferindo deste dltimo na consideracdo de
integracdo analitica na sec¢do transversal. O elemento implementado tem a capacidade
de simular problemas de vigas mistas considerando o deslizamento relativo que ocorre
no caso de interagdo parcial.

Em seguida € apresentada uma formulag@o para o elemento de interface, que
tem como fung¢do simular o comportamento da interface de deslizamento de vigas
mistas com interag@o parcial. O uso do elemento de interface em solucdo de problemas
de vigas mistas deve ser em conjunto com dois elementos unidimensionais de barra,
que representardo o comportamento das secdes acima e abaixo da interface de
deslizamento.

Por ultimo, apresenta-se uma breve discussao sobre a solu¢do do problema nao

linear utilizando-se as vdrias possibilidades do método de Newton Rapshon.
4.2 FORMULACAO USANDO ELEMENTO FINITO COM DESLIZAMENTO
Nesta secdo é apresentada uma formulacdo completa para um elemento linear,

de dez graus de liberdade, que permite obter, além dos deslocamentos transversais,

axiais e rotagdes no elemento, o deslizamento na interface da viga mista.
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O efeito da conex@o deformdvel que define o deslizamento no elemento é
considerado usando um modelo de vinculo distribuido ao longo da interface do
elemento. J4 a separagdo vertical no elemento € desconsiderada.

Na formulagdo do elemento € utilizado o principio dos trabalhos virtuais
havendo a necessidade da separacdo da sec¢do de andlise em duas secdes, uma acima e
outra abaixo da interface de deslizamento, e da contribui¢do ao trabalho virtual da
deformacdo no vinculo de interface.

O elemento implementado tem seus deslocamentos axiais e transversais nodais
interpolados por fun¢des de forma polinomiais quadraticas e ctbicas, respectivamente.
Tais fungdes de forma garantem a boa funcionalidade do elemento quando aplicado
em um método de elementos finitos. Dall’Asta e Zona (2004) afirmam que tais
fungdes devem ser escolhidas criteriosamente, uma vez que se as aproximagdes dos
campos de deslocamento axial e de rotagdo ndo forem consistentes, entdo o erro da
solucdo utilizando o método dos elementos finitos depende fortemente da rigidez da
conexdo, ocorrendo uma oscilacdo no deslizamento e aproximagdo ruim da curvatura
para valores elevados da rigidez da conexao.

Na determinacdo dos esfor¢os resistentes da se¢do mista do elemento
implementado sdo consideradas curvas tensdo-deformacao dos materiais formadas por
polindmios de até terceiro grau definidos por faixas de deformagdo. Também é
considerada uma secdo genérica para o elemento implementado. Pode-se definir um
nimero qualquer de materiais, incluindo poligonais vazadas, e também um nimero

qualquer de barras de reforco, definidas de forma pontual dentro da secdo.

4.2.1 Relacao deformacao-deslocamento considerando o deslizamento

A relagdo deformacdo-deslocamento para secdes de vigas mistas com interagao
parcial é definida considerando a hipétese de que secdes planas permanecem planas
apés as deformagdes e a aproximacdo de pequenas deformacdes, consideracdes
também feitas na formulacdo apresentada por Dall’Asta e Zona (2004) e usuais em

diversos trabalhos na mesma linha.
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No desenvolvimento das equacdes considera-se o deslizamento horizontal na
interface da sec@o de concreto e o perfil de aco conforme mostrado na figura 4.1. Na
mesma figura, pode-se observar que as rotacdes e os deslocamentos verticais sdao
considerados os mesmos para ambos materiais, ou seja, ndo hd separacao vertical na
interface. Além disso, despreza-se a deformagao devido a esfor¢os cortantes na se¢ao
transversal. A desconsideracdo da separagdo vertical na interface € sustentada pelo fato
de que ndo hé evidéncias experimentais suficientes que comprovem a sua importancia

na resposta das andlises de vigas mistas (Salari e Spacone, 2001).

'}.;s;Ea

Figura 4.1 Deformacio de um segmento da viga mista (Dall’ Asta e Zona, 2004)

Com base na figura 4.1, e nas hipdteses e aproximagdes citadas anteriormente,
pode-se determinar o deslizamento s(x) ao longo da interface da viga mista, equacao
4.1. Para pequenas deformagdes, a tangente do angulo € que define a inclinacdo da

reta tangente a curva (v'(x)), mostrado na figura 4.1, pode ser aproximada pelo

proprio angulo, e o co-seno deste dngulo pode ser aproximado pela unidade.

s(x) =uy () —u; () + (y, — YO + (y — y,)0(x) 4.1)

Na equagdo 4.1, y; e y, sdo como definidos na figura 4.1, ulo (x) e ug(x) sdo,
respectivamente, os deslocamentos axiais dos eixos de referéncia da laje de concreto e
do perfil de aco. Definindo 2 como sendo a distancia entre os eixos de referéncia da
laje de concreto e do perfil de ago, ou seja h =y, —y,, a equagdo 4.1 do deslizamento

se torna:
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s(x) = ug (x)— ulo (x)+hB(x) 4.2)

Apés a deformacdo do elemento, segundo hipdtese admitida, cada uma das
duas secoes de andlise permanecerd plana e ird, em relacdo a um eixo de referéncia
qualquer, transladar nas direcdes horizontal e vertical e sofrer uma rotacdo de um
angulo @, como mostrado na figura 4.1. Os deslocamentos horizontais e verticais dos
pontos situados na sec¢do de andlise de coordenada x sao dados pelas equacdes abaixo,

onde o indice a =1,2 representa, respectivamente, as se¢des acima e abaixo da

interface de deslizamento.

u,(x,y)= ug x)+(y, —¥)8(x) a=12 (4.3)

v(x, y) = v(x) (4.4)

A deformacdo axial £€,(x) nas se¢des analisadas ao longo do elemento misto é

obtida por meio da derivada em relacdo a varidvel x da equacao 4.3.

E(X% Y=L+~ ) a=12 (4.5)

Na equacgdo 4.5, y(x) € a curvatura da secdo analisada, de coordenada x,
ec’(x) é deformagdo axial no eixo de referéncia das secdes acima e abaixo da

interface de deslizamento. Ou seja, y(x) =—6'(x) =—v'""(x) e £o(x) =uy'(x).

4.2.2 Formulacio do problema de equilibrio

Pelo Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV) se um s6lido deformavel em
equilibrio for submetido a um campo de deslocamentos virtuais, o trabalho virtual
interno das tensdes sobre as deformacgdes virtuais serd igual ao trabalho virtual externo

sobre os deslocamentos virtuais (Garcia e Villaga, 1999).
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(4.6)

O trabalho interno realizado pelas tensdes reais, para um sélido submetido a
um campo de deslocamentos virtuais compativeis com as deformagdes, é dado pela

expressao abaixo:

oW, = ”J.GU&‘UCZV 4.7)
1%

Na equagdo 4.7, o, sdo as componentes de tensdes de Kirchhoff,; sdo as

componentes de deformagdo de Green-Lagrange, d é o operador variacional e V é o
volume do sélido indeformado.
Para o caso de problemas de vigas as tensdes a serem consideradas sao as

tensdes axiais (o,) e as tensdes de cisalhamentos (7, ). Desprezando-se as
deformagdes por cisalhamento (viga de Euler-Bernoulli) as tensdes o, que

contribuem na determinacdo do trabalho virtual interno sdo reduzidas a apenas a

tensdo axial o, ou seja:

ow,, = [[[o.de.av @8

Na equacdo 4.8, de, é a variacdo na deformacio axial produzida pelo campo de
deslocamento virtual imposto ao elemento de volume V.

Para um elemento de viga mista com interagdo parcial a curva de deformacao
em uma secdo de andlise apresenta uma descontinuidade na interface, havendo a
necessidade entdo de divisdo da secdo de viga mista em duas, acima e abaixo da
interface de deslizamento, e da consideragdao de um trabalho virtual na interface devido
a deformacgdo em seu vinculo de ligacdo. A equagdo 4.8 do trabalho virtual interno é

dividida em trés parcelas conforme:
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4.9)
oW.

nt

=[| [[o.0e,dA+ [[ 0,0 ,dA+ S, |dx
l A,

4

Na equacdo 4.9, S, € a forca cortante na interface, s é a deformagao no vinculo
de unido da secdo mista e os indices 1 e 2 representam, respectivamente, as secdes
acima e abaixo da interface de deslizamento da viga mista.

Discretizando o volume V em ne elementos finitos de volume V,,, onde m é o
indice que representa um elemento qualquer dos ne’s elementos finitos, tem-se para a

estrutura a expressao abaixo:

e (4.10)
W, =, j ”axlﬁexldA+”Gx258x2dA+Sbﬁs dx
m=1 A A,

lel

Aplicando o operador variacional nas equagdes de deformagdo das secdes
acima e abaixo da interface de deslizamento e da equagdo do deslizamento dadas no

item anterior desta sec¢do, tem-se:

o€, = &410'—()7 —y,)ov" 4.11)
O€,, =y ~(y—y,) " (4.12)
8 = ou) — 8’ + hév (4.13)

Substituindo as equagdes 4.11 a 4.13 na equacdo 4.10 do trabalho virtual
interno para um elemento finito de viga mista com interacdo parcial, chega-se a
expressao abaixo, onde foi omitido o indice x referente ao eixo do elemento de viga

mista.
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W,,, = { [U[[ o160}~y =y )dA+ [[ 0, (S ~(y = y,)8v )dA+ S, (S — u) + hév')]dx}
L, A Ay

m=1

(4.14)
ne J-|:J.Jlo-1&/tlovdA+J.Jlo-25ugvdA_J.Jlo-l(y_yl)gvndA_
éVVim :Z bl A A
" [[oa(y = )8 dA+ S, (Bl ul + &) |dx
Ay

As integrais nas dreas definidas dentro do colchete na expressdo 4.14 sao as
equagdes 3.2 e 3.3 dos esforcos resistentes dadas no item 3.3 do capitulo 3 deste

trabalho, apresentadas novamente abaixo:

N, =[[o,dA a=12 (4.15)
Ay

M, =[[o,(y-y,)dA a=12 (4.16)
Ay

Substituindo as equacdes 4.15 e 4.16 na equacdo 4.14 e obedecendo as

convengoes da figura 4.2, tem-se:

W, = Z{ f [N, +N,8uy'=M ,&'"'=M ,6'"'+S,, (du; — Suy +hév')]ldx

m=1 L,

} (4.17)

sentidos positivos

Figura 4.2 Convencao de sinal para os esforcos N e M.
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Sendo M =M, +M , o momento total resistente da se¢do transversal da viga

mista com interacdo parcial pode-se reescrever a equagao 4.17 da forma abaixo:

(4.18)

m=1

oW, = Z{ j [N, 6ul+N,0ul —M&"+S, (dul — u’ + hé'v‘)]dx}

lm

Estas expressdes para avaliagdo do PTV sdo vélidas para qualquer modelo de
elementos finitos que considere apenas as deformacdes axiais e os deslizamentos

relativos, e se baseie em interpolacdo de deslocamentos.
4.2.3 Modelo de elementos finitos em deslocamentos

Nesta secao sdo apresentadas as equagdes de equilibrio incrementais, matrizes
de rigidez tangente e vetores de forca interna para o modelo de elementos finitos
implementado. O objetivo é efetuar a andlise de elementos de vigas mistas submetidos
a esforcos de flexdo e forca cortante (na interface de deslizamento), considerando
secOes inferior e superior genéricas, bem como a ndo-linearidade das relagdes tensao-

deformacao dos materiais e for¢a-deslizamento da interface.

4.2.3.1 Equacio de equilibrio incremental

Sendo q um conjunto de deslocamentos nodais generalizados para um dado
elemento e considerando que o modelo implementado de elementos finitos permite
carregamentos externos apenas na direcdo dos graus de liberdade tem-se para o

trabalho virtual externo no elemento a expressao:

W, =&'r, (4.19)

ext

Na equacido 4.19, r,, € o vetor de forgas externas aplicadas no elemento finito

na direcao de seus graus de liberdade.

56



Como nas implementacdes de elementos finitos baseados em deslocamentos
estes sdo definidos no interior do elemento através de fungdes aproximadoras,
expressas por funcdes de interpolacdo dos deslocamentos nodais q, as variagdes dos

deslocamentos podem ser escritos como se segue:

500 ( j&] . au;" (4.20)
1
ou)' (4.21)
&40.: T_z
,'=0q 3
5= Sy o' (4.22)
dq
Si= " 2 ov" (4.23)
Jq
ou’ (4.24)
&lT 1
dq
g u (4.25)
dq

Substituindo as equacdes 4.20 a 4.25 na expressdo do trabalho interno no

elemento, tem-se:

a 01
ul N2

0 " 0 90 . 426
W, =g’ J- du, v ou, aﬁwa_v)}dx (4.26)

-MZ— 48§ (—2-
oq g ' 9q

Tomando a igualdade entre o trabalho interno, equacdo 4.26, e o trabalho

externo, equacgdo 4.19, tem-se:
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0. ! LIPS 4.27
o, —MaL+Sbaﬁ—ai+ha—v)}dx—5qTrm=O *:27

Jq Jq Jdq Jdq dq

au()v
T
&1 ;[|:Nla_(ll+N2

Como a equacdo acima deve ser satisfeita para um variacional do deslocamento

virtual dq qualquer, desde que compativel, tem-se:

01 01 " 0 0 ! 428
f N18L+N2 o, —MaL+Sb(aﬁ—ai+ha—v) dx-r, = (428
il 9q dq dq

De forma mais simplificada pode-se representar a expressdo 4.28 pela

expressdo f, —r, =0, onde f,, é o vetor das forcas internas dos elementos individuais.

Usando a expressao 4.18 chega-se a expressdo abaixo para uma estrutura discretizada

por tais elementos.

ne 01 01 " 0 0 ' (4.29)
[ AN VAL S VU S SCL IR ACL O G
] aq oq oq oq Jdq oq

De forma compacta pode-se representar a expressdo 4.29 pela expressao

abaixo:
F-AP=0 (4.30)

Na equacdo 4.30, F representa o vetor das for¢as nodais internas da estrutura e
€ obtido através das contribuicdes das forcas internas dos elementos individuais, P € o
vetor de cargas de referéncia (nodais) que representa a distribuicdo das cargas externas
sobre a estrutura e A € o fator de carga, escalar.

Na expressao 4.29 o operador somatério corresponde ao ‘“‘espalhamento” das
forgcas internas dos elementos na matriz de forca interna da estrutura na forma

tradicional do Método dos Elementos Finitos (MEF).
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4.2.3.2 Modelo implementado

As hipéteses cinematicas ligadas a deformagdo de um elemento de viga de
Euler-Bernoulli exigem, para o modelo de elementos finitos de barra que procura
modelar este tipo de estrutura, fungdes de interpolacdo que garantam a continuidade
dos deslocamentos transversais, axiais e das rotagdes nas extremidades dos elementos,
sendo estas ultimas consideradas iguais as derivadas dos deslocamentos transversais.
Para garantir tais exigéncias e a condicdo de representatividade das equagdes
diferenciais que governam o problema, deve-se ter no minimo um polindmio de
terceiro grau para interpolacdo dos deslocamentos transversais, € no minimo linear
para os deslocamentos axiais. Em seu livro, Crisfield (1991) faz uma discussao sobre
as ordens de interpolagdo convenientes em andlise de elementos finitos de viga,

recomendando utilizar polindmios de ordem maior que a linear no deslocamento axial.

AL L
" o o
]_’]J—:, u1,2 -— u1,3 —
TG d— o o 02—
vy Hal 2,2 L, 423
1 2
b ¥

Figura 4.3 Graus de liberdade do elemento finito utilizado na implementagao.

A figura 4.3 ilustra os deslocamentos nodais q do elemento finito utilizado
neste trabalho para formulacdo de viga mista com intera¢ao parcial. Tal elemento foi
utilizado também por Dall’ Asta e Zona (2004a) em sua formulacdo. De acordo com o
modelo polinomial das fun¢des de interpolacdo do método dos elementos finitos, e dos
graus de liberdade do elemento da figura 4.3, emprega-se um polindmio do terceiro
grau para interpolagdo dos deslocamentos transversais, ¢ do segundo grau para
interpolacdo dos deslocamentos axiais, que garantem as condi¢des minimas exigidas

citadas no paragrafo anterior.

59



A escolha do uso de fung¢des quadréticas para interpolagdo dos deslocamentos
axiais é devido a equagdio do deslizamento, s(x)=u)(x)—u/(x)+h6(x) , que tem
uma parcela dada pela diferenca entre os deslocamentos axiais das se¢des acima e
abaixo da interface de deslizamento (ug (x)—ul0 (x)), e outra referente a rotagdo da
secdo (hO(x)). Como a rotagdo no elemento serd definida por um polindmio
quadratico (derivada dos deslocamentos transversais, interpolados por polindmio
cubico), entdo para que haja compatibilidade entre as parcelas da equacdo, os
deslocamentos axiais do elemento devem ser aproximados por polindmios quadraticos.
A utilizacdo de interpolacdo linear na dire¢do axial pode levar ao ‘“travamento ao
deslizamento” (slip locking), conforme discutido por Dall“Asta e Zona (2004b).

Para o elemento da figura 4.3 o vetor q representativo dos graus de liberdade

do elemento finito € dado por

a =la’ a! q'] (4.31)
onde

af, =l uly uy] (4.32)
qf, =[ud, ud, ul,] (4.33)
q =lv, 6 v, 6,] (4.34)

Uma caracteristica principal da formulacio cldssica do método de elementos
finitos € a aproximacgdo das equagdes exatas dos deslocamentos, deformagdes e tensoes
no elemento, por interpolacdes através de funcdes de forma interpolando os valores

nodais q. Para o elemento em questao tais funcdes t€ém a forma dada abaixo:
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(4.35)

1
Ef(f—l)
8, =9.,=9.=9 1-&
SEEHD
1 3, 1, (4.36)
27at e
(1 1, 1, 1,
. _ slieie e
13, 1
2 47 4
(1 1, 1, 1,
i e

As fungdes de interpolacdo dadas acima sdo definidas em relagdo ao elemento

finito genérico com a varidvel & ao longo de seu eixo axial, dada por §=7x—1 e

coordenada de suas extremidades, ou seja, £=-1 ¢ £=1.
Com as fungdes de interpolacdo na coordenada generalizada definem-se as

aproximagodes para as equagoes dos deslocamentos transversais e axiais no elemento.

u =4,q, (4.37)
u=glq,, (4.38)
v=9"q, (4.39)

A derivagdo das equacdes dos deslocamentos acima em relacdo a varidvel x

fornece

w'=9¢q, (4.40)
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ul'=¢'" q, (4.41)
vv=¢vzw qv (4.42)

e, em relagdo aos deslocamentos nodais q,

AN VA S A0 oll G
oq oi Jq 0:’ Jq

Os vetores nulos que aparecem nas expressoes 4.43 sdao definidos abaixo:

0" =[0 0 0]
0"=[0 0 0 0] (4.44)

As derivadas em relacdo a varidvel x das funcdes de interpolagdo, a partir das

expressoes 4.35 e 4.36, sdo dadas por:

o= |3(e-3) 220 o))

i) -Lede 2irde) el

SR R ORI

62



4.2.3.3 Matriz de rigidez tangente

Com a possibilidade das relagdes tensdo-deformagdo dos materiais serem
definidas por polindmios de até terceiro grau, como visto no item 3.3 deste trabalho, o
problema da expressao 4.30 poderd ser nao linear, sendo assim necessario a obtencao
de uma matriz de rigidez tangente para a solu¢do do problema ndo linear utilizando o
método iterativo de Newton Raphson, como descrito no item 4.4.

A matriz de rigidez tangente para o elemento finito proposto é definida a partir

da derivada def,, dada na expressdo 4.28, em relagc@o aos deslocamentos nodais q:

m?

My ,,( T ))dx
Jq

_of, auf' duy' o'’ 8u2 u; o
, j [N, S +N,
~ dq aq dq dq dq Jq

Utilizando a regra da cadeia e sabendo da relacao linear entre as componentes u
e v dos deslocamentos com os deslocamentos nodais (, a expressdo da matriz de

rigidez tangente é:

K= au?-(aNle+aug'(aN2jT Bv"(aMJ +(aug_au1°+ha ){asj W
T _— _
il %4 \ 94 dqg \ dq ) 9q | dq dq dq  9q |\ dq

Substituindo nas expressdes acima as derivadas dos deslocamentos no interior

do elemento em relagcdo aos deslocamentos nodais, dadas pela expressao 4.43, tem-se:

9., r 10, r 10, r 10, P, 0, T
K, =[|10, (aij s [aNZJ Lo, {aﬂj +d g t=10, b+nlo, )(aij dx
L, 0v aq 01/ aq ¢' 'v aq 0 0 ¢vv aq

v vV
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Particionando as expressdes anteriores chega-se as expressoes 4.46 e 4.47 a

seguir:

(4.46)
S,
o) o(5)

KT :J- ¢'u (a ] +¢u( ] dx
o as
o) e (5]
N1¢'u_Sb¢u (4'47)
£, =[] N.g,+5,, pdx
—M@" +hS, @'

4.2.3.4 Derivada dos esforcos internos

Na determinagdo da matriz de rigidez tangente do elemento, expressdao 4.46,
sdo necessdrias as derivadas dos esforcos resistentes Ny, N, S, € M em relagdo aos

deslocamentos nodais generalizados q.

N, do 3o, d¢, e (4.48)
o @q%}]a%hgghq-yEl
d d do, 0 0 (4.49)
:im%dAJ:” %> 44 _” a(;z aiqsz _jAjE % 4
ai_ai ds _E 0s (4.50)

dq s aq " aq

oM

aq a [”O-(yl y)dA+”o-2(y2 y)dA |=
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o€ o€ 4.51)
=\|E —y)—LdA E —y)—2dA
{J =y 3q +.£;'- (V2= ) oq

Nas expressoes 4.48 a 4.51, Er € o mddulo de elasticidade tangente do material,

definido através de sua curva tensdo-deformagdo, E; ¢ andlogo a Er s6 que definido

em relacdo a curva forca cortante versus deslizamento do vinculo de interface, e as
expressoes usadas na defini¢do dos esforgos resistentes foram definidas no item 3.5

deste trabalho.

Substituindo nas expressdes 4.48 a 4.51 as derivadas das equacgdes de

deformacdo e deslizamento

og _ou" "
3 0 (y=y) 2
de,  ouy' "'
3q = 3 (y=») 3

ds  ou) Ju) OV
R B
dq dq dq  dq

9

e usando a derivada dos deslocamentos em relagcdo ao deslocamentos nodais dadas na

expressdo 4.43, tem-se:

aN ¢'u Ou
_IZJJ.ET( 0u _(y_yl) 0u )dA
aq A 0\/ ¢”v

¢, [[Erda (4.52)

= 0,
Mg [[E (- yaa

AN,
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0 0

N u :
L= [[E, (@, b= (=310, DdA

aq 0\/ ¢"V

Ay

(4.53)
0
N, ‘
= ' [ E,dA
o 9] J
-9, [[E+(y—y,)dA
4
OM ¢M 0
ai: s, 19 =90, ¢+ h,40
aq OV 0\/ ¢'l
_ 4.54
B, _p I 54
g,
aM ¢vu OM OM Ou
S = B G- 960, = (=301 0, pdA+ [[Er (=008, 1 = (=) 0,
q Al OV ¢' 'V A2 OV ¢' 'V
(4.55)
¢, [[E (v, - yaa
oM Y
= W) Er(y, —y)dA
» 9. j 2
¢"{HET@1—y)sz+ijT<y2—y>2dA}
A A,
As expressoes de rigidezes generalizadas,
[[Eaa. [[E,yaa e [[E,y*da (4.56)
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encontradas nas expressdes 4.52 a 4.55 sdo avaliadas pela técnica de integracdo
apresentada no item 3.6 no capitulo 3 deste trabalho. Nestas expressdes o indice «

representa as secoes acima e abaixo da interface de deslizamento.

4.2.3.5 Rigidezes generalizadas

A determinacao das rigidezes generalizadas dadas pelas expressoes 4.56 € feita

através da técnica de integracdo analitica apresentada no capitulo 3.

“E dA = ”E dA+”E dA+2A E,

armaduras
concreto ago

”ETydA - ”ETydA+”ETydA+iETAﬂ.y“.
Ay A A =l

i=
%/_J

armaduras

c 14
——— —_—

concreto ago

”ETysz ”ETysz+”ETy2dA+ZE Ayl

\—.\/—J

armaduras

concreto ago

Nas expressoes acima Er deve ser obtido através da derivada da curva tensao-
deformacdo para cada poligonal fechada do mesmo material, em cada faixa de
deformacao. Por exemplo, para o caso da curva tensdo-deformacdo do material ser
representada, em uma faixa de deformacdo analisada, por um polindmio quadratico, Er

€ definido por:

4.57
oo a(ae +a,€+ao):2a2€+a1 4.57)
e o€

ET

67



A deformacao £, na expressao 4.57, varia na poligonal fechada da secdo mista
analisada apenas com o eixo y, uma vez que a deformacgdo axial no eixo de referéncia
da secdo e a sua curvatura em relagdo ao eixo x sdo constantes na sec¢do analisada.

Com o moédulo de elasticidade tangente escrito em fun¢do da varidvel y do eixo
da secdo analisada para cada poligonal necessdria na divisdo da secdo mista, obtém-se

as rigidezes generalizadas para cada uma dessas poligonais fechadas usando os valores

da expressao [1,, = H x*y?dxdy , definidas no item 3.6. As rigidezes generalizadas da
A

secdo mista serdo dadas pela soma das parcelas de contribuicdo de cada poligonal,

mais as contribui¢des das barras de reforco.

4.2.3.6 Implementacdo computacional

O programa FEMOOP, Finite Element Method Object Oriented Program, foi
utilizado como base para implementa¢do computacional do elemento desenvolvido nos
itens anteriores. Este programa originou-se de trabalhos desenvolvidos pela Pontificia
Universidade Catdlica do Rio de Janeiro, PUC-Rio, desde 1990 (Guimaraes, 1992), e
tem desde entdo seu uso e arquivos de codigos liberados para novas implementagdes.
Tem sido a partir dai utilizado com sucesso em trabalhos desenvolvidos em
universidades brasileiras (Parente Jr., 2000, Sousa Jr., 2000, Caldas, 2004, Muniz,
2005).

A programacdo orientada a objetos, OOP, em linguagem C++, utilizada pelos
arquivos de cddigos do programa FEMOOP permitiu a implementacio do novo
elemento através da criagdo de novas classes, sem a necessidade do conhecimento da
estrutura global do programa, e podendo compartilhar com os outros elementos ja
implementados todas as classes disponiveis nos cédigos existentes. Toda a parte de
resolucdo do sistema ndo linear de equacdes foi desenvolvida em trabalhos anteriores.

O programa FEMOQP para andlise com elemento linear permite dois nds, um
em cada extremidade do elemento, e seis graus de liberdade por n6. O elemento
utilizado na implementacdo deste trabalho possui dois graus de liberdade para

representar os deslocamentos axiais de ambas as se¢Oes acima e abaixo da interface de
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deslizamento no meio do elemento, havendo entdo a necessidade, para a
compatibilidade com o processo de andlise do programa, da condensacdo estdtica
(Cook et al., 1989) dos graus de liberdade internos.

A razdo da condensagdo estdtica € a necessidade, para o programa, de igual
nimero de graus de liberdade em todos os nés do elemento. O processo de
condensagdo dos graus de liberdade do interior do elemento para andlise linear é

descrito a seguir, a partir da condic¢ao de equilibrio:

K, K, .|lq,| _]Jr, (4.58)
K, K. |lqa.] |r.

Na expressdo 4.58, K € a matriz de rigidez do elemento apresentado na figura
4.3, q € o vetor que representa os deslocamentos nodais na direcdo dos graus de
liberdade do mesmo elemento, q. representa os deslocamentos nodais do vetor (
referentes aos graus de liberdades que devem ser condensados, r é o vetor de forca

interna para o elemento. Desenvolvendo as equagdes:

Krrqr +KFCqC :rr (4'59)

K.q,+K.q. =r, (4.60)

c

A equacido 4.60 representa produto da parte inferior da expressao 4.58 e tem

sua solu¢do dada pela equacgdo 4.61:
q. =-K(K.,q,-r,). (4.61)

Substituindo a equacdo 4.61 na equacdo 4.59 que representa o produto da parte

superior da expressao 4.58, chega-se a expressao:

(K, -K, KK )q,=@ —-K_K]r). (4.62)

cc o c

K condensada r condensado
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Com a matriz de rigidez condensada determinada para todos os elementos da
discretizacdo da estrutura determina-se, através do processo de andlise do programa, a
matriz de rigidez global da estrutura. Impondo as condi¢des de contorno e de
carregamento da estrutura sdo determinados os deslocamentos referentes aos graus de
liberdade dos nés da extremidades do elemento. Com este deslocamentos e a equagao
4.61 determina-se os deslocamentos referente aos graus de liberdade do interior de
cada elemento.

As expressdes anteriores sdo validas para o caso de andlise linear. Para uma
andlise ndo-linear, a condensagdo estdtica descrita anteriormente deve ser feita sobre
os valores incrementais do deslocamento, sendo necessdria a condensagdo, a cada

passo incremental, da matriz tangente e do vetor de forcas internas.
4.3 FORMULACAO USANDO ELEMENTO DE INTERFACE

Nesta secdo € apresentada uma formulagdo para um elemento de interface com
doze graus de liberdade, formato retangular e espessura nula. Os deslocamentos
relativos na direcdo horizontal do elemento de interface simulam os deslizamentos na
interface da se¢do mista.

Na formulacdo do elemento, € utilizado o principio dos trabalhos virtuais,
definido através dos deslocamentos relativos horizontal e vertical entre as faces
superior e inferior do elemento retangular, uma vez que sua espessura ¢ considerada
nula.

O elemento de interface implementado tem seus deslocamentos nodais
relativos, horizontal e vertical, interpolados por funcdes de forma polinomiais lineares
e cubicas, respectivamente. Tais fungdes de forma garantem a boa funcionalidade do
elemento quando aplicado em um método de elementos finitos, em conjunto com dois
elementos de viga com fung¢des de interpolacdo de mesma ordem.

Os deslocamentos relativos (horizontal e vertical) do elemento de interface
permitem tanto o deslizamento na interface de contato entre os materiais da viga mista,
quanto a sua separagdo vertical. Para a consideracdo de interacdo total em relagdo as

duas direcdes deve ser considerada uma alta taxa de variacdo (rigidez) para as curvas
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forca por unidade de comprimento versus deslocamento, horizontal ou vertical, na
interface. Como neste trabalho considera-se que nao hé separacdo vertical da interface
de contato entre os materiais, entdo serd sempre considerada uma alta taxa de variagdo
para a curva que caracteriza a relagdo forca por unidade de comprimento versus

deslocamento vertical.

4.3.1 Equacao dos deslocamentos relativos do elemento de interface

Em um elemento de interface retangular de espessura nula os deslocamentos

considerados sdo os movimentos relativos entre as faces superior e inferior do

elemento retangular na direcio horizontal e vertical em relacio ao eixo do elemento.

r——- X

o elamanto

"}.:35:50 ¥

Figura 4.4 Deformacgdo de um segmento da viga mista

Ap06s a deformacdo do elemento de viga mista, segundo hip6tese admitida, uma
secdo qualquer (superior ou inferior) permaneceré plana e ird, em relagdo a um eixo de
referéncia qualquer, transladar nas dire¢des horizontal e vertical e sofrer uma rotacao
de um angulo @, (figura 4.4). Os deslocamentos horizontal e vertical dos pontos
situados na secao de andlise de coordenada x em relagdo a viga mista sdo dados pelas

equagoes abaixo, onde o indice & =1,2 representa, respectivamente, as secoes acima e

abaixo da interface de deslizamento.

u,(x,y)=uo(x)+(y, — )8, (x) a=12 (4.63)

v, (x,y)=v,(x) a=12 (4.64)
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Os deslocamentos axial e transversal dos pontos situados nas faces inferior e
superior das secoes, respectivamente, acima e abaixo da interface de deslizamento sdo

dados pelas equagdes 4.65 e 4.66 tomando y =d , onde d € a distancia da interface de

deslizamento ao eixo x de referéncia da viga mista, como mostra a figura 4.4.

u,(x,y=d)=ul(x)+(y, —d)8,(x) a=12 (4.65)

v, (x,y=d)=v,(x) a=1,2 (4.66)

O deslocamento relativo na direcdo horizontal (w, ) do elemento de interface

de espessura nula, situado na interface de deslizamento da se¢do de viga mista, é
definido pela equacdo 4.67 através da diferenca entre os deslocamentos axiais das
faces inferior e superior das se¢des, respectivamente, acima e abaixo da interface de

deslizamento, ou seja, o deslizamento conforme mostrado na figura 4.5.

W, (0) = ud (x) — 1l (1) + (3, = )8, (x) ~ (3, =), (x) (4.67)
W
F—F
* -
A= L L

Figura 4.5 Deslocamento horizontal relativo no elemento de interface.

J4 o deslocamento relativo na dire¢do vertical (w, ) definido pela equacio 4.68,

¢ dado pela diferenca entre os deslocamentos verticais das faces inferior e superior das
secOes, respectivamente, acima e abaixo da interface de deslizamento, ou seja, a

separagdo vertical na interface, Figura 4.6.

w,(x) =v,(x)=v,(x) (4.68)
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Figura 4.6 Deslocamento vertical relativo no elemento de interface.

Para que nao haja penetrabilidade entre os elementos lineares acima e abaixo
do elemento de interface deve ser inserida uma restricdo de impenetrabilidade na
equagdo 4.68, que pode ser simplesmente um coeficiente de penalidade no ramo
esquerdo, ou negativo, da curva forca normal versus separacdo do elemento de

interface, a qual serd definida pelo usudrio.
4.3.2 Formulacio do problema de equilibrio

Pelo principio dos trabalhos virtuais (PTV) se um sélido deformavel em
equilibrio for submetido a um campo de deslocamentos virtuais, o trabalho virtual
interno das tensdes sobre as deformacgdes virtuais serd igual ao trabalho virtual externo

sobre os deslocamentos virtuais (Garcia e Villaga, 1999).

ow.

nt

=W,

ext

(4.69)

Para definir a matriz de rigidez do elemento de interface retangular de
espessura nula serd utilizado o PTV. Para o elemento analisado as deformacdes a
serem consideradas sdo os deslocamentos relativos entre as faces superior e inferior do

elemento, assim:

W, = .[[Sbawh +N,ow, ]dx . (4.70)
]

Na equacdo 4.70, ow;, e ow, sdo, respectivamente, variacdo nos deslocamentos

relativos horizontal e vertical do elemento devido a um campo de deslocamento virtual
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imposto ao elemento de comprimento [, S, € a forca cortante por unidade de
comprimento que surge devido ao deslocamento relativo horizontal, e N, a forca
normal por unidade de comprimento que surge devido ao deslocamento relativo na
direcdo vertical.

Aplicando o operador variacional as equagdes 4.67 e 4.68 dos deslocamentos
relativos horizontal e vertical do elemento de interface chega-se as expressoes 4.71 e

4.72:
Sw, = duy — o, +(y, —d)ov,'~(y, —d)ov,' 4.71)

S, = S0, — v, (4.72)

Substituindo as equagdes 4.71 e 4.72 na equacdo 4.70 do trabalho virtual

interno para um elemento de interface de espessura nula, chega-se a expressao:

MW, = 18,1800 = 8l + (5, =), 'y, — )W, 1+ N, (&, — &, i 473)
!

Esta expressdo para avaliacio do PTV é vdlida para qualquer modelo de
elementos finitos que considere apenas os deslocamentos relativos na dire¢do
horizontal e vertical do elemento de interface retangular de espessura nula, e se baseie

em interpolacdo de deslocamentos.
4.3.3 Modelo de elementos finitos em deslocamentos

Nesta secdo sdo apresentadas as equagdes de equilibrio incrementais, matrizes
de rigidez tangente e vetores de forca interna para o modelo de elementos finitos

implementado. O objetivo é a andlise do problema de vigas mistas com interacdo

parcial através do uso dos elementos de interface.
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4.3.3.1 Equacio de equilibrio incremental

Sendo q um conjunto de deslocamentos nodais generalizados para um dado
elemento e considerando que o modelo implementado de elementos finitos permite
carregamentos externos apenas na direcdo dos graus de liberdade tem-se para o

trabalho virtual externo no elemento de interface a expressdo abaixo:

W =dq'r, . (4.74)

ext

Na equacdo 4.74, r,, € o vetor de forgas externas aplicadas no elemento finito

na direcdo de seus graus de liberdade.

Como nas implementacdes de elementos baseados em deslocamentos, tem-se
para as equacdes dos deslocamentos ao longo do elemento fungdes aproximadas
definidas por funcdes de formas que interpolam os deslocamentos nodais q. Pode-se,

entdo, escrever as varia¢des dos deslocamentos como se segue.

ou’ ! ou’
5’/{0: 1 — T 1
YT

ot = a7 5
avlz&f%—fll
=i 2
-
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5= oy v (4.75)
aq
Substituindo as expressdes 4.75 na equagao 4.73 do trabalho virtual interno do
elemento de interface, tem-se:

duy  ou dv, v, (4.76)
x
dq dq

a 1
oW, =&y’ j{s (e "3 FOR DO —d>—1+N(——— d
q dq

A igualdade entre o trabalho virtual interno, equagao 4.76, e o trabalho virtual

externo, equacdo 4.74, resulta na expressao:

&' I{S . (yz—d)avz <1—d)—1 aﬁ—%)}d -&'r, =0
, Jdq Jq dq

Como a expressdo anterior deve ser satisfeita para um variacional do

deslocamento virtual dq qualquer, desde que compativel, tem-se:

| v 4.77
I[ S22 -4 Gy, m )2y, - d)—a -+ N(—av2—8“>dx—rm=0 “
oq Jdq Jaq dq dq

l

De forma mais simplificada, pode-se representar a expressdo 4.77 pela

expressdo f, —r, =0, onde f,, € o vetor de forcas internas do elemento de interface.

4.3.3.2 Modelo implementado

O elemento de interface implementado tem como objetivo representar o
comportamento na interface de deslizamento da secao de uma viga mista. Tal elemento
serd implementado em um programa de elementos finitos para solucao de problema de
vigas mistas com interagdo parcial em conjunto com um elemento unidimensional de

viga.
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Os deslocamentos relativos horizontal e vertical do elemento de interface
avaliam os deslocamentos axiais e transversais das faces superior e inferior das secdes
respectivamente, acima e abaixo da interface de deslizamento, o que implica que as
fungdes de interpolagdo dos deslocamentos nodais do elemento devem satisfazer as
condi¢des para a andlise de viga com elemento linear definidas no item 4.2.3.2 deste
capitulo. Portanto, é necessario no minimo um polindmio cibico para interpolacao dos
deslocamentos relativos verticais e linear para os deslocamentos relativos horizontais.

A figura 4.7 ilustra os deslocamentos nodais q do elemento de interface

utilizado neste trabalho.

¥4 ¢

4 oy 3 "oy
& £+ =1
4l A

1 7 7 u,
&1 %,

1 f )

7 4

Figura 4.7 Graus de liberdade do elemento de interface utilizado na implementacao.

Para o elemento de interface da figura 4.7 teremos o vetor ( representativo dos

graus de liberdade do elemento de interface dado por

T T T TJ

qT=Lqu, q, 4, 9,

onde
q; :\_ul ”2J
q; :|_”4 M3J

qz :Lvl 6, v, 92J
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q, =[v, 6, v, 6,]. (4.78)

As equagdes dos deslocamentos na direcao horizontal do elemento de interface
possuem fungdes de interpolacdo independentes para as faces inferior e superior do
elemento, o mesmo acontecendo para os deslocamentos na direcdo vertical. Tais
fungdes de interpolacdo que associam essas equacdes aos deslocamentos nodais da

figura 4.7 sao dadas a seguir:

Lazg

9, =9, =9,=|2

E(l"'f)

1 3 (4.79)

14
—_——C +—
2 45 45
!

11, 1, 1,
i e e
¢vl :¢v2 =9, = 1 3 1.

PATERY
(1 1, 1., 1.,
i)

As fungdes de interpolagdo dadas acima sdo definidas em relacdo ao elemento

de interface genérico com a varidvel ao longo de sua face superior ou inferior dada por

&= %x —1 e coordenada de suas extremidades dadas por £=-1¢ £=1.

Com as fungdes de interpolacdo na coordenada generalizada definem-se as
aproximacoes para as equagdes dos deslocamentos horizontal e vertical para as faces

superior e inferior do elemento de interface.
0 _ 4T
u = ¢u qu1

0 T
u2 = ¢u quz
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vl :¢\Tqvl
v, =0,q, (4.80)

A derivacdo das equacdes dos deslocamentos dadas acima em relagdo a

variavel x fornece
v'l = ¢'Z: qv1
Vv, =9 q,, (4.81)

e, em relagdo aos deslocamentos nodais q,

9, 0, 0,
du _ )0, duy _J0,[ v _Jg,
oq |0, aq |9. aq |0,

0, 0, 0,

0, 0, 0, (4.82)
a& — Ov % — ¢'v e av'z — Ov
aq |0, aq |0, oq Ovu

¢V Ov ¢ v

Os vetores nulos que aparecem nas expressoes 4.82 sdo definidos a seguir:
0’ =0 0]
0" =[0 0 0]
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A derivada em relacdo a varidvel x da funcdo de interpolagdo para os
deslocamentos verticais independentes para as faces superior e inferior do elemento de

interface é dada a seguir:

o2 2ede) Sh-tesde A330) Shete ]

4.3.3.3 Matriz de rigidez tangente

Com a possibilidade da relacdo forca cortante versus deslizamento na interface
da sec@o mista ser definida por polindmios de até terceiro grau, como visto no item 3.3
do capitulo 3 deste trabalho, o problema da expressao 4.77 pode ser ndo linear, sendo
assim necessdrio a obtencdo de uma matriz de rigidez tangente para a solugcdo do
problema ndo linear utilizando o método iterativo de Newton Raphson, conforme
descrito no item 4.4.

A matriz de rigidez tangente para o elemento de interface proposto é definida a

partir da derivada def , dada na expressdo 4.77, em relacdo aos deslocamentos nodais

m?

q como mostrado abaixo.

of 0 ou’  ou’ o, o, dv, v
= |||§ [—*-—"1 —d)=—2 _ — )=+ N (2 -2 g

Utilizando a regra da cadeia e sabendo da relacdo linear entre as equacdes dos
deslocamentos horizontal e vertical para faces superior e inferior do elemento de
interface com os deslocamentos nodais q, a expressao da matriz de rigidez tangente

fica como dada abaixo:

KT:.[(____,.(},Z_CZ)E)L_(),I_CZ)E)Lai_,_(aﬁ_%aﬂ]dx,
! 9q dq dq dq Jq Iq
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Substituindo na matriz de rigidez tangente acima e no vetor de forgas interna f,,
as derivadas dos deslocamentos em relacdes aos deslocamentos nodais, dadas pela

expressdo 4.82, tem-se:

Ou ¢u Ou OM T OM Ou T
— 0V _ 0v _ 0v _ _ ¢vv aSb 0v _ ¢v aNb
KT__!‘ [ ¢u Ou +(y2 d) Ou (yl d) 0,4 ](E +( 0,4 Ou ) aq dx
0,) 10 4 0, 9,) (0,
0 ¢M OM Ou OM Ou
O O 8 RPN L' PN 4 A L M B
fm—{ Silig (=10 (T O =D = Ou =g NG 10" P
0,] 10, 9, 0, 9] |0,

Particionando as expressdes da matriz de rigidez e do vetor de forca interna

chega-se nas expressoes 4.83 e 4.84 a seguir:

-S,0, (4.83)
J‘(d yl)Sb¢ -N,9, dx

l

(y —d)Sb¢V+Nh¢v

a T

o5

(9s,) (N,

(d_y1)¢v(gj ¢v( a(]j W
as, ) '

m(;bJ

3q
T T
ai + ¢v aNb
dq dq

A matriz de rigidez e o vetor de forcas interna do elemento de interface da

(4.84)

_d)¢'v

figura 4.7 sdo definidos para um sistema de referéncia de coordenadas qualquer para as

secOes mistas acima e abaixo da interface de deslizamento. Se for adotado um sistema
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de referéncia de coordenadas com o eixo x passando pela interface de deslizamento da
secdo mista para ambas as se¢Oes, ou seja, y; = y» = d, entdo as expressoes 4.83 e 4.84

tem a sua forma mais simplificada, como dado abaixo:

-5,0,
T

’,,¢

oN
A bJ
K, =J. 9q dx.

4.3.3.4 Derivada dos esforcos internos

Na determinagdo da matriz de rigidez tangente do elemento, expressdao 4.84,
sd0 necessdrias as derivadas dos esforcos resistentes S, € N, em relacdo aos

deslocamentos nodais generalizados q.

dS, dS, ow, ow, (4.85)
dq ow, dq  * dq

ON, ON, ow, ow, (4.86)
dq ow, oq ' dq

Nas expressdes acima, E; ¢ o coeficiente angular da reta tangente a curva

carga-deslizamento do vinculo de interface dado para um deslocamento relativo
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horizontal do elemento de interface, ou seja, o deslizamento na interface. E N, é
andlogo a E; s6 que definido em relacdo a curva forga normal versus separa¢do

vertical na interface.
Para os casos em que se considere nula a possibilidade de separacdo vertical na

interface de deslizamento, deve-se considerar para E N, valores numéricos elevados
para se obter tal situagdo. Quanto maior o valor de E, mais préximo da situagdo

desejada € a resposta numérica. O mesmo acontece com os valores numéricos de

E quando se deseja uma interagdo total na direcdo horizontal da interface.

Substituindo nas expressdes 4.85 e 4.86 as derivadas das equacgdes de

deslocamentos relativos horizontal e vertical obtém-se:

ow, ou) ou/ o', o',
20 Iy Dy —ay D

3q 3q oq (> ) 3q (y ) 3q

oW, _ v, _ v

dq dq dq

e usando a derivada dos deslocamentos em relacdo ao deslocamentos nodais dadas na

expressdo 4.82, tem-se:

- P (4.87)
ai—Es (d_y1)¢'v
aq ’ ¢u
(yz _d)¢'v
Ou
oN, -9,
oq ~ o,
9,
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Na expressdao 4.87, E; deve ser obtido através da derivada da curva forca

cortante versus deslizamento na interface, como definida no item 3.3 do capitulo 3,
onde se define uma curva geral formada por polindmios de até terceiro grau definidos
em faixas de deformacdo (deslocamento relativos). Por exemplo se a curva forca
cortante versus deslizamento na interface for definida por um polindmio quadratico,

E pode ser determinado como mostrado abaixo:

_9S, d(a,s’+a;s+a,) (4.88)

E. = =2a,s+a
S s ds g !

Na expressao 4.88, s é o deslizamento na interface que € representado pelo

deslocamento relativo horizontal (w, ) no elemento de interface.
Para a determinagdo de E, segue-se da mesma forma utilizada na
determinacdo de Ej .
b

Deve-se lembrar que no trabalho em questdo foi utilizado para definicdo da
curva forga cortante versus deslizamento na interface o mesmo critério para as curvas
tensdo-deformagdo dos materiais, que s@o limitadas a polindmios para a utilizagdo do
teorema de Green na determinacdo das rigidezes generalizadas da secdo. Como esta
limitacdo ndo cabe no caso referente a0 comportamento na interface, entdo a curva

for¢a-deslizamento na interface pode ser definida por qualquer funcao diferencidvel.

4.3.3.5 Implementacdo computacional

Como no caso do elemento implementado no item 4.2 foi utilizado como base
para implementacdo computacional do elemento de interface o programa FEMOOP,
Finite Element Method Object Oriented Program.

O elemento de interface implementado tem a finalidade de representar
exclusivamente o comportamento da interface de deslizamento de uma viga mista,
sendo seu uso vinculado a dois elementos unidimensionais de viga simples, um para

cada secdo acima e abaixo da interface de deslizamento. Devido a isto, a estrutura
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global do programa utilizado como base na implementacdo do novo elemento de
interface deve permitir na andlise a associacdo de diferentes tipos de elementos, o que
acontece com o programa FEMOOP. A linguagem C++ utilizada pelo programa, junto
com a programagdo orientada a objetos, define uma classe geral para todos os
elementos a partir da qual os novos elementos terdo suas subclasses definidas,
facilitando a associacdo de elementos diferentes sem alteragdo no codigo.

Toda a parte de resolucdo do sistema ndo linear de equagdes foi desenvolvida
em trabalhos anteriores.

O elemento de viga utilizado em conjunto com o elemento de interface para
solucdes numérica de problemas de vigas mistas com interagdo parcial deve ser
compativel com o elemento de interface, assim sendo, este elemento deve ter funcdes
de interpolagdo cubicas e lineares para os deslocamentos transversais e axiais,
respectivamente. Deve-se ter em mente que este elemento pode possuir problemas de
travamento de membrana e alguns artificios podem ser necessarios para melhorar seu

comportamento.

4.4 SOLUCAO DO PROBLEMA NAO LINEAR

A curva da figura 4.8 representa um problema ndo linear (em uma dimensao,
por simplicidade) e pode ser determinada através de métodos incrementais iterativos,

que tém sua formulacao geral deduzida a partir da equagao de equilibrio global:

Gu, ) =Fu)-AP=0 (4.89)

Em 4.89, F € a forga interna, funcéo dos deslocamentos u e AP a forca externa
aplicada. Se a cada passo incremental para a determinacdo da curva OABC da figura
4.8 A for considerado varidvel entdo a expressdo 4.89 representa um sistema de uma
equagdo com n+/ varidveis (graus de liberdade do sistema), havendo a necessidade de

impor uma condi¢do de restri¢ao de forma a obter solu¢do para o sistema:
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Gu,A)| [0 (4.90)
Rw,A)| |0

Figura 4.8 Curva carga-deslocamento.

onde R(u,A) é a equacdo de restri¢do imposta as variaveis.

Linearizando em relagdo as varidveis u e A as equacdes do sistema da

expressao 4.90 usando a série de Taylor truncada, tem-se:

G, A =G, )+ 28 au+ 28 Az (4.91)
Ju oA
OR OR (4.92)
R A0) =R, A)+ = Aut =2 Al
onde

B_G: Jo(F(u)—AP) _

-P
oA oA

definindo-se
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G R R

K -5 > -5 - N A
T ou " Ju Y
chega-se ao sistema de equagdes abaixo que permite obter a curva OABC da figura 4.8

por completo.

K, —P|[Au] _ [AG (4.93)
R, R, [|A1]  |AR

Da formulagdo geral, expressao 4.93, para problemas nao lineares podem surgir
diferentes métodos para a solucdo do problema, variando-se apenas a defini¢cdo da
funcdo de restricdo. Entre estes métodos podem-se citar o Método de Controle de
Deslocamento (Batoz e Dhat, 1979), os diversos Métodos de Comprimento de Arco
(Riks, 1979, Ramm, 1981, Crisfield, 1981), o Método do Controle Generalizado de
Deslocamentos (Yang e Kuo, 1994) e o Método de Incremento Constante do Trabalho
Externo (Bathe e Dvorkin, 1983).

Para a solucdo através do controle de carga basta fixar o fator de carga em cada

passo:
R=1-2=0 (4.94)

Para a solucdo através do controle de deslocamentos supde-se um determinado

componente do vetor de deslocamentos fixado no passo corrente:
R=u,—u,=0. (4.95)

O método de Newton Raphson com controle de carga ndo permite ultrapassar os
pontos limites de carga, que podem ser considerados efetuando um correto controle de

deslocamentos. Este, por sua vez, nao permite descrever fenomenos como o snap-back
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(ponto limite de deslocamentos). Os demais métodos (comprimento de arco, controle
generalizado de deslocamentos, etc.) sdo mais aptos a descrever relacdes gerais entre
carga e deslocamento.

Diversas opcdes de métodos de solucdo estdo disponiveis no programa
FEMOOP. Os problemas de viga mista com ndo-linearidade fisica e deslizamento na
interface, no entanto, apresentam um padrao de comportamento que, conforme se vera
no capitulo de exemplos, permite a utilizagao do controle de deslocamentos até valores
de carga tultima da estrutura. Por esta razdo os exemplos apresentados neste trabalho
utilizam o método de solucdo de Newton-Raphson com controle de deslocamentos

como ferramenta de solu¢do do problema nado-linear.
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Capitulo 5

EXEMPLOS

5.1 INTRODUCAO

Nesta se¢do sdo resolvidos alguns exemplos de vigas mistas com interacdo parcial
de forma a validar as implementacdes feitas neste trabalho.

Primeiramente resolve-se um problema de viga mista simplesmente apoiada,
uniformemente carregada, com relagdo tensdo-deformacdo dos materiais linear e também
linear a relacdo carga-deslizamento da conexdo. Com estas consideragdes, pode-se utilizar
o processo de soluc¢do analitica da equacgdo diferencial de Newmark para a determinagdo da
solucdo exata do problema, e posteriormente comparar com a solu¢do numérica utilizando
os elementos implementados neste trabalho.

Uma solugdo exata para um problema igual ao descrito no pardgrafo anterior foi
usada por Dall’ Asta e Zona (2004) para verificar problemas de convergéncia e oscilacio de
resultados em diferentes tipos de elementos baseados em deslocamentos. Em seu trabalho
os autores cunharam o termo slip locking (travamento ao deslizamento) para descrever este
tipo de problema de convergéncia. Usando o mesmo problema utilizado por estes autores
sdo verificados os elementos implementados no capitulo 4 quanto ao problema de slip
locking.

Em seguida, resolvem-se dois problemas de vigas mistas continuas com interacao
parcial, com dois vaos simétricos e trés apoios. Os dois exemplos foram tratados por outros

autores em trabalhos anteriores, nos quais sdao fornecidas respostas que serdo utilizadas na
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comparacdo da andlise numérica realizada usando os elementos implementados neste
trabalho.

Por dltimo, resolve-se um problema de trelica mista com interacdo parcial, para
ilustrar um caso onde o uso do elemento de interface seria essencial na determinagdo da
solucdo do problema, nao sendo possivel empregar o elemento finito com deslizamento.

Para facilitar a identificacdo dos elementos implementados no capitulo 4 serdo
definidos os nomes, SLIPBEAM, para o elemento finito com deslizamento, INTERFACE,
para o elemento de interface, e BEAM2D, para o elemento unidimensional de barra usado

acima e abaixo do elemento INTERFACE.
5.2 COMPARACAO COM SOLUCAO ANALITICA DE NEWMARK

A solugdo exata do problema da figura 5.1 pode ser dada pela soluciao da equacao
diferencial de Newmark, desde que sejam consideradas leis constitutivas lineares para os
materiais da secdo mista e também uma relacao linear entre a forca cortante por unidade de

comprimento versus deslizamento na conexao.

n_azl_ _q _az M _ th‘vh (5'1)
(El)free (EA)full (El)free

V4

g
)97?9 I 77777V
1 g
secio transversal (cotas em mm)
* 530 *
| 120
B PR LU

15

1]
Figura 5.1 Viga mista uniformemente carregada.
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Substituindo a expressdo da variacdo do momento ao longo do eixo da viga mista na

equacdo 5.1 chega-se a equagdo diferencial abaixo:

2 — q 2 4q 2 _
ay (ED) +a 2(EA) (x Lx)

free Sull
A solugdo da equacgdo diferencial acima é dada pela soma da solu¢do da equacdo

homogénea mais a solu¢ao particular:

g 4 e 94 . (5.2)
az (EI)free az (EI)full 2(E‘I)full 2(E‘I)full

solucdo particular

1(x)=Ce™ +C,e ™ +
\—_W——J

solucdo homogénea

As constantes C; e C, da equacgdo 5.2 sdo determinadas impondo as condicdes de

contorno de curvatura nula ( y(0) =0e (L) = 0) nas extremidades da viga analisada.

—e 1—e™ q q
C = —_— e C,= —_— onde = —
l Q( eaL - J ’ Q( e_aL - eaL J Q az (El)full az (El)freel

Substituindo y(x) por —v''(x) e integrando duas vezes a equacgdo diferencial em

N

relacdo a varidvel x, chega-se a equacdo da deformada na direcdo dos deslocamentos

transversais da viga mista analisada.

| eax e—ax q q
V) == x(x)dx=-C,—+C,—+C, + - .
(x) Il() Uy g B (a%EUﬂH a%EDde

__4qL RN S
4(EI) 4 O(EI) 1

Devido a simetria da viga analisada e do carregamento em relacido ao eixo vertical

passando pelo meio do vdo, tem-se a condi¢do de rotacdo nula (v'(%) =0) neste ponto.

Impondo esta condi¢ao determina-se a constante Cs.
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L
0/5 —aE 3
e _Cze —Q£+ qL
o

———— onde (i, C;e QO sao definidos anteriormente.
2 24(El)

Integrando v'(x) em relacdo a variavel x, tem-se:

| o o " q q 2
v(ix)=|v(x)dx=-C,—-C,——+C,x+C, + - X=

I U B (5.3)
12(ED),, ~ 24(ED),,

Impondo a condicdo de contorno de deslocamento vertical nulo (v(0) =0) em um

dos apoios da viga analisada, determina-se a constante C4 chegando a equacgdo final da

deformada dos deslocamentos transversais da viga mista da figura 5.1.
1 ~ . .
C,= —2(Cl +C,) onde C;e C,sio definidos anteriormente.
a

A equacdo do deslizamento ao longo da interface da viga da figura 5.1 pode ser

determinada através da equagao

M = y(EI),,, + Fh, (5.4)

dada no capitulo 2 no desenvolvimento da equacgdo diferencial de Newmark. Derivando
esta equacdo em relacdo a varidvel x, e como é considerado que a curva for¢a-deslizamento

¢ linear ( F'= Ks), tem-se:

M'= y'(ED),,, + F'h=x'(El),,, +Khs,logo

M-y (ED),,, (5.5)

S0 =0
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Substituindo na equagdo 5.5 a derivada do momento atuante na viga, mais a

derivada da curvatura, tem-se a equacao para o deslizamento relativo:

: 5.6
o) = (EI) ,,, (Coe™ —Ce™ ) qh(EA) G _xj (5.6)

Kh K(EI) 4,

Na equagdo 5.6, C, e C, sdo dados anteriormente.

A solugdo exata do problema da figura 5.1 para os deslocamentos transversais,
equacgdo 5.3, é formada por um polindmio de quarta ordem e duas fungdes exponenciais. Ja
a solucdo aproximada obtida pelo método numérico € dada, em cada elemento da
discretizagdo, por polindmios obtidos através das funcdes de interpolacdo dos
deslocamentos nodais do elemento. Sendo assim, para os elementos implementados neste
trabalho a solucdo numérica para os deslocamentos transversais serd formada por
polindmios cubicos.

Do mesmo modo a solucdo exata do problema da figura 5.1 para o deslizamento,
equacgdo 5.6, é formada pela soma de uma funcdo linear e duas fun¢des exponenciais. J4 a
solugdo aproximada obtida pelo método numérico é dada, em cada elemento da
discretizagdo, por polindmios obtidos através das funcdes de interpolacdo dos
deslocamentos nodais do elemento. Sendo a equacdo do deslizamento definida por duas
parcelas, uma devido aos deslocamentos axiais e outra devida a derivada dos
deslocamentos transversais, o deslizamento serd definido em cada elemento SLIPBEAM
por polindmios quadraticos.

Portanto, para ambas as equacgdes do deslizamento e deslocamentos transversais a
solucdo numérica serd sempre uma aproximagao da solugdo real, sendo tdo mais préxima
da solugdo exata quanto maior a densidade da malha.

A solucdo exata do problema da figura 5.1 para os deslocamentos transversais e
deslizamentos na interface, dada pela equacdo diferencial de Newmark, e as solugdes
numéricas aproximadas usando os elementos implementados neste trabalho sado
apresentadas nas figuras 5.3 a 5.6, onde sdao mostrados a configuracdo deformada da viga

mista e o deslizamento ao longo da interface. Foram utilizados na andlise numérica dois
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casos de discretizagdo, com intuito de avaliar a convergéncia do método numérico com o
aumento da discretizacao do continuo.

Para a solug¢do exata do problema da figura 5.1 usando a equacdo diferencial de
Newmark foram considerados, ¢ = 80 KN/m, L = 6m e os eixos de referéncia para as secoes
acima e abaixo da interface de deslizamento da viga mista passando pelo centro geométrico

de cada sec¢do, como mostra a figura 5.2.

CIGIT—I——;F————J,»:{I
b =021m
CE, - - —— -2
|
by

Figura 5.2 Eixos de referéncia das secoes.

Os valores numéricos utilizados na solucdo para as propriedades fisicas dos

materiais sdo dados pelas expressdes abaixo:

E. = 5700MPa

E, = 205000MPa

K =120MPa/m 5.7

Nas expressoes 5.7, E. € o modulo de deformagao do concreto, E; é o médulo de
deformacdo do aco e K é o valor que caracteriza a rigidez da conexdo na interface. Estes
valores numéricos nao necessariamente representam a realidade e sao usados apenas para a
determinagdo da solucdo exata do problema através da equacdo de Newmark, e posterior
comparacao com a solu¢do numérica.

Com os valores numéricos dados acima e a posi¢ao dos eixos de referéncia da secao

mista definida, determinam-se:
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I, =inércia da se¢@o acima da interface de deslizamento em relagio ao eixo1,

I, =1inércia da se¢do abaixo da interface de deslizamento em rela¢do ao eixo 2,
(ED) ., =E1 +EI,,

. (AE)AE.
(Eay = AENAE)
AE +AE,

(EI) ,y = (EI),,, +h*(EA)",

o = K(EI) sy (5.8)
(EA)' (ED),,,

Na andlise numérica realizada para a obtenc¢do da resposta do problema da viga
mista analisada, apresentada nas figuras 5.3 e 5.4, foi utilizado o elemento com
deslizamento (SLIPBEAM), com dez graus de liberdade, func¢des cubicas para interpolagao
dos deslocamentos transversais e quadraticas para os deslocamentos axiais. Sendo utilizado

para a determinacdo dos esfor¢os internos integracdo numérica com trés pontos de Gauss.

1.0 #\R Lt | ()
20 S i

30 oo | e
40 Hﬂ'"""“x;:—:._;, = TN S e

50

6.0

70

&0

Legenda
==« oSohipdo exata de Newmark

A R TR solupio usando 3 elementos SLIPBEAT
s— wmolicfo usande 12 elementos SLIPBEAT

Figura 5.3 Deformada transversal da viga mista.
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A tabela 5.1 a seguir mostra os valores numéricos obtidos para o deslocamento
vertical do meio do vao da viga mista analisada, segundo a equagdo diferencial de
Newmark e o método numérico utilizando o elemento SLIPBEAM. Também é mostrado o

erro relativo das aproximacgdes numéricas para as duas malhas usadas.

Tabela 5.1 Deslocamento vertical no meio do vao (valores em cm).

Solugdo exata usando Método numérico
equagao de Newmark 3 elementos 12 elementos
4,283 3,896 4,2603
Erro (%) 9,04 0,53
(num) Legenda
20 e molupdc exata de Newmark
] E = S N Bl molupio usando 3 eletnentos SLIPEEAT
' w—  molupfo usande 12 elementos SLIPEEATL
10
0.
0.4
W rrs (1)
-0.5
-10
-5
20

Figura 5.4 Deslizamento na interface da viga mista.

Na andlise numérica realizada para a obtencdo da resposta da viga mista analisada,
representada nas figuras 5.5 e 5.6, foi utilizado o elemento de interface INTERFACE) em
conjunto com um elemento unidimensional de viga (BEAM2D).

O elemento de interface utilizado tem sua formulagdo descrita no capitulo 4, onde se
define este elemento de interface retangular com espessura nula, doze graus de liberdade,
funcdes polinomiais para interpolagdes independentes dos deslocamentos nodais da face

superior e inferior. Sao usados polindmios cubicos para os deslocamentos transversais, €
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lineares para os deslocamentos axiais. Sendo utilizado para a determinacdo dos esforcos
interno integra¢do numérica com a distribuicao de quatro pontos de Gauss

Ja o elemento unidimensional de viga a ser associado ao elemento de interface foi
desenvolvido em trabalhos anteriores. Trata-se de um elemento de barra de dois nds, com
trés graus de liberdade por né e funcdes polinomiais para interpolagdo dos deslocamentos
nodais. Sdo usados, para as funcdes de interpolagdo, polindmios cubicos para os
deslocamentos transversais, e lineares para os deslocamentos axiais. Sendo utilizado para a
determinacgao dos esfor¢os interno integracao numérica com a distribui¢ao de trés pontos de

Gauss.

Legenda

=—=—=— 3olupo exata de Newmark
————————— solucio usando 3 elementos INTEEFACE + 6 elementos BEANZD
w— wolupio usando 12 elementos INTERFACE + 24 elementos BEANZD

Figura 5.5 Deformada transversal da viga mista.

A tabela 5.2 é andloga a tabela 5.1 com a andlise numérica realizada usando o

elemento INTERFACE em conjunto com o elemento BEAM2D.

Tabela 5.2 Deslocamento vertical no meio do vao (valores em cm).

Solugdo exata usando Método numérico
equagao de Newmark 3 elementos 12 elementos
4,283 3,842 4,257
Erro (%) 10,30 0,61

97



(xt)
0.5

-1.0
—1.5 Legenda

20| =——=——=— Solugio exata de MNewmarl:
————————— Solucdo usande 3 elementos INTEEFACE + & elementos BEAMWZD
w— wolugdo usando 12 elementos INTEEFACE + 24 elementos BEARZD

Figura 5.6 Deslizamento na interface da viga mista.

A diferenca entre as respostas dadas pelas solu¢des numéricas para os diferentes
elementos, SLIPBEAM e INTERFACE + BEAMZ2D, tem como principal motivo a
diferenca entre os polindmios usados para a interpolacdo dos deslocamentos axiais destes

elementos, comentadas anteriormente.

5.3 PROBLEMAS NUMERICOS EM ELEMENTOS COM DESLIZAMENTO

Dall’Asta e Zona (2004b) afirmam que as fungdes de interpolagdo dos
deslocamentos nodais devem ser escolhidas criteriosamente, uma vez que se as
aproximacdes dos campos de deslocamento axial e de rotagdo ndo forem consistentes, entao
o erro da solu¢do utilizando o método dos elementos finitos depende fortemente da rigidez
da conexao, ocorrendo uma oscilagdo no deslizamento e aproximacdo ruim da curvatura
para valores elevados da rigidez da conexdo. Os autores definem como “travamento ao
deslizamento” (slip locking) este tipo de problema de convergéncia.

Para verificar o slip locking em elementos com diferentes polindmios de
interpolacdo dos deslocamentos nodais (ver tabela 5.3), Dall’ Asta e Zona (2004b) resolvem
o exemplo da figura 5.7 para dois valores de rigidez da conexdo, aL. =1 e aL =10, onde L

= 30 m € o vao da viga simplesmente apoiada da figura 5.7, e & € como definido na
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expressdo 5.3. Para o exemplo sdo adotadas variagOes lineares para as curvas tensao-
deformacdo dos materiais e forga-deslizamento na interface. Sdo adotados os mddulos de

elasticidade, E. = 30500MPa e E; = 200000MPa, respectivamente para o concreto € ago.

L

T T
} L "
i T

seqio transversal (cotas em mm)
* 2000 *

+3004
| e e | 250
1400 mm? 14
T L
—— a0
=500

Figura 5.7 Viga mista uniformemente carregada (Dall’ Asta e Zona, 2004).
Nas respostas, dadas pelas figuras 5.8 a 5.11, da avaliacdo do problema da figura 5.7
foram incluidos além dos elementos implementados por Dall’Asta e Zona (2004b) os

elementos, SLIPBEAM e INTERFACE associado ao elemento BEAM2D.

Tabela 5.3 Diferentes elementos avaliados.

Grau do polindmio de interpola¢ao dos deslocamentos nodais

Elemento . .
Axiais Transversais
8DOF 1 3
10DOF 2 3
16DOF 4 5
SLIPBEAM 2 3
INTERFACE 1 3
BEAM2D 1 3
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1.0 4

1.2

8DOF

aL=1

INTEEFACE
10DOF \
=LIFPEEATL
16DOF
exata

Figura 5.8 Variacdo da curvatura ao longo do eixo da viga mista.

1.5

1.0 4

0.5 4

INTEEFACE

sDOF
10DOF

SLIPEEAT
16DOF

0.0

5/ Smax

-0.5

-1.0 4

-1.5

L=1

cxata

Figura 5.9 Variacdo do deslizamento ao longo da interface da viga mista.

0.0

1.0 4

1.2

~LIPEEAN

L =10

INTEEFACE
10DOF

16DOF

exata

Figura 5.10 Variagao da curvatura ao longo do eixo da viga mista.
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1.5
1.0 4

0.5 1

0.0

81" 8ﬂ'uax

-0.54

-1.04

L =10

-1.5
Figura 5.11 Variagao do deslizamento ao longo da interface da viga mista.

Para todos os diferentes elementos mostrados nas figuras 5.8 a 5.11 foram utilizados
dois elementos para a simulacao.

Pelas figuras 5.8 a 5.11 observa-se que para elementos com grau do polindmio de
interpolacdo dos deslocamentos axiais maior ou igual a dois e deslocamentos transversais
consistentes com aquele utilizado para os deslocamentos axiais, ou seja, um grau a mais,
nao ¢ verificado problema de travamento ao deslizamento.

Ja o elemento 8DOF para elevada rigidez da conexao, aL =10, observa-se na figura
5.10 valores irreais para 0 momento nos apoios da viga, bem como uma distribui¢do
praticamente constante deste ao longo da viga. J4 na figura 5.11, observa-se uma forte
oscilagdo da equacdo do deslizamento em torno da solucdo exata do problema.

Na solucdo do problema usando o elemento INTERFACE associado ao elemento
BEAM?2D nao € verificado problema de travamento ao deslizamento nas respostas dadas
pelas figuras 5.8 a 5.11, no entanto percebe-se uma convergéncia mais lenta em relagdo aos
elementos que ndo apresentam problemas de travamento ao deslizamento. Isto pode ser
explicado devido a aproximacdo mais pobre dos deslocamentos axiais, j4 que o elemento
BEAM?2D utiliza polindmios lineares, € os outros utilizam polindmios no minimo
quadriticos. E fato conhecido que elementos de viga do tipo Euler-Bernoulli com
distribuicdo linear dos deslocamentos axiais, como o elemento BEAM2D, podem
apresentar problemas de convergéncia por deficiéncia na representacdo dos polindmios

(Crisfield, 1991).
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E importante salientar que aumentando a discretizacio da malha de elementos
finitos todos os elementos avaliados anteriormente convergem para a solucdo exata do
problema da figura 5.7. Deve-se observar que o elemento SLIPBEAM ¢€ perfeitamente
equivalente ao elemento 10DOF de Dall’Asta e Zona (2004b), diferindo apenas na forma

de integracdo na se¢do transversal, que neste tltimo foi um modelo de fibras.

5.4 COMPARACAO COM RESULTADOS DA LITERATURA

Como forma de validar as implementa¢des desenvolvidas neste trabalho, sao
considerados dois exemplos de vigas mistas com interacdo parcial usando, para obter a
solu¢do numérica do problema, o elemento finito com deslizamento (SLIPBEAM) e o
elemento de interface (INTERFACE) em conjunto com um elemento unidimensional de
viga (BEAM2D). A comparacdo ¢é feita através dos resultados de andlise numérica

realizada nos mesmos exemplos por outros autores.
5.4.1 Viga mista com trés apoios uniformemente carregada

E apresentado neste item a solu¢do numérica do problema de viga mista com
interagdo parcial apresentado na figura 5.14. O mesmo problema foi resolvido por

Dall’Asta e Zona (2004a) onde sdo definidas para as leis constitutivas dos materiais as

curvas representadas na figura 5.15.

esquetna estatico seqdo transversal

-?_ 3000 m -?_ 3000 m

Figura 5.14 Viga mista com interacdo parcial (Dall’ Asta e Zona, 2004a).

Na andlise numérica do problema da figura 5.14, Dall’ Asta e Zona (2004a) utilizam

um elemento baseado em deslocamentos, com dez graus de liberdade. As funcdes
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polinomiais utilizadas na interpolacao dos deslocamentos nodais foram definidas em seu
trabalho como sendo cubicas para os deslocamentos transversais, € quadriticas para os

deslocamentos axiais, ou seja, idénticas a formulacao do elemento SLIPBEAM.

onose ooozz | f,= 360MPaT - - - - -
— £,= 275MPa

Es = 200000MP4
£,=004 £,=011

-fo=-33MPa

(b)

£, = 473MPaT - - - -

£, = 430MPa Fmax =1240 Kilem, -

Es = 200000MPs
£,=002 £,=0.10 5= mim

o

F= g (1 - &%)

B=1 mmi' ! o=0 558

(c) (d)

Figura 5.15 Leis constitutivas do concreto (a), aco (b), barras de reforco (c) e conexao da

interface (d) (Dall’ Asta e Zona, 2004a).

Os resultados numéricos do problema da figura 5.14 obtidos por Dall’ Asta e Zona
(2004a) e pelos elementos implementados neste trabalho sao mostrados nas figuras, 5.17
para uma malha de oito elementos, 5.18 para uma malha de 12 elementos e 5.19 para uma
malha de 16 elementos, onde sd@o apresentadas as curvas que relacionam o carregamento
aplicado ao deslocamento vertical do meio dos vaos da viga mista da figura 5.14.

Na anélise numérica realizada usando os elementos implementados neste trabalho
foram utilizadas as curvas tensdo-deformagao dos materiais apresentadas na figura 5.16.
Estas curvas devem obedecer ao formato geral que define a relagdo tensao-deformacao de
um material definido no item 3.3 do capitulo 3, exceto para a relacdo forca-deslizamento da
interface. Ao comparar as curvas dos materiais utilizadas pelos diferentes autores (figura

5.15 e 5.16) percebe-se que os limites de tensdo e deformacgdo sdo os mesmos, porém as
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curvas utilizadas para este trabalho s@o aproximacdes polinomiais das curvas utilizadas em
Dall’ Asta e Zona (2004a), a menos da curva que relaciona for¢a-deslizamento que € mesma
utilizada por Dall’Asta e Zona. Vale ressaltar que os autores nio disponibilizaram as

expressoes analiticas das relagdes tensdo-deformagao e usaram modelo de fibras.

oooze oonzz | £,= 360MPT - - .
; £= 275MPa

Es = 200000MP4
n n 1

.
! : linear
1
I

quadratica
004 0.08 011
-fo=-33MPa
(a) (b
linear
£, = 473MPx -{"-)
t = .
= 430MPa ; Frmax =1240 KN/

1
Es = 200000MP4
0.02 0.10

1= 6 mim
F= g (1 - 5
1

B=1 ol

(c) (d)

Figura 5.16 Leis constitutivas do concreto (a), aco (b), barras de refor¢o (c) e conexao da

o =0.558

interface (d) utilizadas neste trabalho.
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Figura 5.17 Curva carga-deslocamento para um ponto no meio dos vaos da viga mista

250
200 pas
E 150 -
E 12el-DallAsta
s1004 /£ = 12¢el-INTERFACE
— — — - 12¢l-SLIPBEAM
50
0
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45
v(m)

Figura 5.18 Curva carga-deslocamento para um ponto no meio dos vaos da viga mista
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Figura 5.19 Curva carga-deslocamento para um ponto no meio dos vaos da viga mista

O elemento SLIPBEAM utilizado neste trabalho tem sua formulacdo apresentada no
item 4.2.1 do capitulo 4. O elemento possui dez graus de liberdade e usa funcdes
polinomiais para interpolacdao dos deslocamentos nodais, sendo usado polindmios cubicos
para os deslocamentos transversais, € quadraticos para os deslocamentos axiais.

O elemento INTERFACE utilizado neste trabalho tem sua formulag¢do apresentada
no item 4.2.2 do capitulo 4. Este elemento de interface retangular de espessura nula possui
doze graus de liberdade e emprega fungdes polinomiais para interpolacao independente dos
deslocamentos nodais da face superior e inferior. Sdo usados polindmios cubicos para os
deslocamentos transversais, e lineares para os deslocamentos axiais. Seu uso estd
condicionado a acdo em conjunto com um elemento linear de viga de dois nés, com trés
graus de liberdade por né e fungdes de interpolacdo polinomiais, sendo cubicas para os
deslocamentos transversais e lineares para os deslocamentos axiais.

Na determinacdo dos esforgcos internos foi utilizado integracdo numérica sendo
usado quatro e trés pontos de Gauss, respectivamente, para os elementos INTERFACE e
SLIPBEAM.

As figuras 5.20 a 5.22 mostram a deformada transversal do vao simétrico da viga da
figura 5.14, para os deslocamentos do meio do vao de 5.0 cm, 12.5 cm e 25.0 cm. As
equagdes da deformada foram obtidas usando o elemento SLIPBEAM para malhas de oito,

doze e dezesseis elementos.
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Figura 5.20 Deformada para malha de 8 elementos SLIPBEAM
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Figura 5.21 Deformada para malha de 12 elementos SLIPBEAM
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Figura 5.22 Deformada para malha de 16 elementos SLIPBEAM
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As figuras 5.23 a 5.25 mostram o deslizamento ao longo do vao simétrico da viga
mista da figura 5.14, para os deslocamentos do meio do vao de 5.0 cm, 12.5 cm e 25.0 cm.
As equagoes do deslizamento foram obtidas usando o elemento SLIPBEAM para malhas de

oito, doze e dezesseis elementos.

0.06
0.05 -
0.04
0.03 -

0.02 -
-0.01 ¢ 5 10 WO
-0.02 -

-0.03 -
-0.04 -
-0.05

deslizamento (m)
o

vao da viga (m)

Figura 5.23 Deslizamento ao longo do vao simétrico para malha de 8 elementos
SLIPBEAM
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deslizamento (m)

vao da viga (m)

Figura 5.24 Deslizamento ao longo do vao simétrico para malha de 12 elementos
SLIPBEAM
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Figura 5.25 Deslizamento ao longo do vao simétrico para malha de 16 elementos
SLIPBEAM

As figuras 5.26 a 5.28 mostram a deformada transversal do vao simétrico da viga da
figura 5.14, para os deslocamentos do meio do vao de 5.0 cm, 12.5 cm e 25.0 cm. As
equagdes da deformada foram obtidas usando o elemento INTERFACE para malhas de

oito, doze e dezesseis elementos.
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Figura 5.26 Deformada para malha de 8 elementos INTERFACE
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Figura 5.27 Deformada para malha de 12 elementos INTERFACE
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Figura 5.28 Deformada para malha de 16 elementos INTERFACE

As figuras 5.29 a 5.31 mostram o deslizamento ao longo do vado simétrico da viga
mista da figura 5.14, para os deslocamentos do meio do vao de 5.0 cm, 12.5 cm e 25.0 cm.
As equagdes do deslizamento foram obtidas usando o elemento INTERFACE para malhas

de oito, doze e dezesseis elementos.
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Figura 5.29 Deslizamento ao longo do vao simétrico para malha de 8 elementos
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Figura 5.30 Deslizamento ao longo do vao simétrico para malha de 12 elementos
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Figura 5.31 Deslizamento ao longo do vao simétrico para malha de 16 elementos
INTERFACE
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Como pode ser observado através das figuras 5.17 a 5.19, os resultados para os
elementos implementados neste trabalho sdao praticamente idénticos aqueles fornecidos pelo
elemento implementado por Dall’Asta e Zona (2004a). A pequena diferenca que pode ser
observada nas curvas das figuras 5.17 a 5.19 provavelmente pode ser explicada através das
diferencas entre as curvas tensdo-deformacdo dos materiais adotadas pelos diferentes
autores, principalmente em relacdo a consideracdo do ramo descendente na resisténcia do
concreto. Além disso, os modelos utilizados para o cdlculo dos esforgos resistentes da se¢ao
sao diferentes: modelo de fibras, usado por Dall’ Asta e Zona (2004a), e modelo analitico,
usado neste trabalho. O modelo de fibras deve convergir para 0 mesmo resultado, mas nao
foi possivel avaliar a densidade de fibras empregada pelos autores no trabalho original.

Na comparacdo das respostas fornecidas pelos elementos implementados neste
trabalho, figura 5.17 a 5.19, percebe-se, apesar da pequena diferenga, uma melhor
convergéncia do elemento SLIPBEAM em relacdo ao elemento INTERFACE. Isto pode

ser explicado devido a melhor aproximacao dos deslocamentos axiais no primeiro caso.
5.4.2 Viga mista com trés apoios e carregamento concentrado simétrico

E apresentada neste item a solu¢do numérica do problema de viga mista com
interagdo parcial apresentada na figura 5.32. O mesmo problema foi resolvido por Salari e
Spacone (2001) onde sdo definidas as leis constitutivas dos materiais representadas pelas

curvas da figura 5.33.

lF‘,& lpjg
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v 3350 mam v 3350 mim
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1
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762 mim

Figura 5.32 Viga mista com interagdo parcial (Salari e Spacone, 2001).
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Na andlise numérica do problema da figura 5.32, Salari e Spacone (2001) utilizam
um elemento baseado em deslocamentos. Este elemento possui dez graus de liberdade e usa
fungdes polinomiais na interpolacdo dos deslocamentos nodais, sendo cubicas para os
deslocamentos transversais, e quadraticas para os deslocamentos axiais.

Salari e Spacone (2001) assumem para o comportamento dos materiais as curvas

definidas na figura 5.33 e definem a resisténcia do concreto a compressao como sendo

f, =47.6MPa e a sua deformacdo correspondente dada por &, =0.0025. Para o aco

assume-se a tensdo de escoamento f, =296.5MPa e o moédulo de deformagdo

E =2.04x%x 10° MPa , considerando uma taxa de amortecimento para a curva de 0.005. Para

a conexdo entre a laje de concreto e o perfil de aco os autores definem uma conexdo de

cisalhamento  distribuida uniformemente 7, =440N/mm e seu deslizamento

correspondente de u, = 2.25mm .

aJ, Thl
j—u TI
T
B | u
; by by Uy
CONCret aco vincule deslizante

Figura 5.33 Leis constitutivas dos materiais (Salari e Spacone, 2001).

Os resultados numéricos do problema da figura 5.32 obtidos por Salari e Spacone
(2001) e pelos elementos implementados neste trabalho sdo apresentados na figura 5.35,
onde encontra-se representadas as curvas que relacionam o carregamento aplicado P ao

deslocamento vertical A, ilustrados na figura 5.32.
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Figura 5.34 Leis constitutivas dos materiais utilizadas neste trabalho.

Na anélise numérica realizada usando os elementos implementados neste trabalho
foram utilizadas as leis constitutivas dos materiais apresentadas na figura 5.34. Da mesma
forma que no exemplo anterior, estas curvas devem obedecer ao formato geral que define a
relacdo tensdo-deformagdo de um material definido no item 3.3 do capitulo 3. Ao comparar
as curvas dos materiais utilizadas pelos diferentes autores (figura 5.33 e 5.34) percebe-se
que os limites de tensdo e deformacao s@o os mesmos, porém as curvas utilizadas para este
trabalho s@o aproximacdes polinomiais das curvas utilizada em Salari e Spacone (2001),
valendo ressaltar que os autores ndo disponibilizaram as expressoes analiticas das relacdes

tensdo-deformacdo e usaram modelo de fibras.
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Figura 5.35 Curva carga-deslocamento de um ponto no meio dos vaos da viga mista.
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Na determinacdo dos esforcos internos foi utilizado integracdo numérica sendo
usado quatro e trés pontos de Gauss, respectivamente, para os elementos INTERFACE e
SLIPBEAM.

As figuras 5.36 e 5.37 mostram a deformada transversal e o deslizamento ao longo
do vao simétrico da viga da figura 5.32, para os deslocamentos do meio do vao de 5.0 mm,
20.0 mm e 40.0 mm. As equacdes da deformada e do deslizamento foram obtidas usando o

elemento SLIPBEAM para uma malha de oito elementos.
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Figura 5.36 Deformada para malha de 8 elementos SLIPBEAM
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Figura 5.37 Deslizamento ao longo do vado simétrico para malha de 8 elementos
SLIPBEAM
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As figuras 5.38 e 5.39 mostram a deformada transversal e o deslizamento ao longo
do vao simétrico da viga da figura 5.32, para os deslocamentos do meio do vao de 5.0 mm,
20.0 mm e 40.0 mm. As equacdes da deformada e do deslizamento foram obtidas usando o

elemento INTERFACE para uma malha de oito elementos.
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Figura 5.38 Deformada para malha de 8 elementos INTERFACE
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Figura 5.39 Deslizamento ao longo do vao simétrico para malha de 8 elementos
INTERFACE

Os elementos SLIPBEAM, INTERFACE sdo os mesmos utilizados no item anterior
desta sec¢ao.
Como pode ser observado através da figura 5.35, os resultados para os elementos

implementados neste trabalho sdo proximos aqueles apresentados pelo elemento
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implementado por Salari e Spacone (2001). A diferenga que pode ser observada nas curvas
das figuras 5.35 pode ser explicada através das diferencas entre as curvas tensdo-
deformacdo dos materiais adotadas pelos diferentes autores. Observa-se uma menor rigidez
do modelo implementado neste trabalho nas fases iniciais de carregamento, sendo que a
medida que os deslocamentos se aproximam do valor maximo as curvas convergem. Uma
explicagdo possivel é o maior aproveitamento do concreto tracionado no modelo de Salari e

Spacone (2001).

5.5 EXEMPLO DE TRELICA MISTA

A solu¢do de problemas de vigas mistas com interacao parcial e secdo transversal
varidvel ao longo do eixo longitudinal, como no caso de trelica mista, usando o elemento
finito com deslizamento (SLIPBEAM), geraria uma resposta aproximada da solugdo
numérica esperada, uma vez que para cada elemento da discretizacdo da trelica mista seria
usada uma secdo transversal representativa para simular a variagdo desta ao longo do
elemento finito. Em contrapartida, se for utilizado o elemento de interface (INTERFACE)
associado ao elemento unidimensional de viga (BEAM2D), o problema de trelica mista
pode ser tratado como um pértico plano e sua resposta serd conforme o esperado.

Diante do exposto no pardgrafo anterior resolve-se o problema da figura 5.40 com
intuito de ilustrar a aplicacdo do elemento de interface na solu¢do de problemas de trelica

mista.

sepdo transversal
{cotas em crm)

16x31.25
[ £ Cm_...,,.__..u B |

Figura 5.40 Trelica mista com interagdo parcial.
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Na andlise numérica realizada foram utilizadas as curvas tensdo-deformacdo dos

materiais apresentadas na figura 5.41.

) ]
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concreto aro conexdo cortante

Figura 5.41 Leis constitutivas dos materiais

A figura 5.42 a seguir ilustra a discretiza¢do da trelica mista em elementos lineares

de viga e elementos de interface retangulares com espessura nula.

\(_ Elementos de concreto

h=IIII

L
\¥ Elementos de ago

Figura 5.42 Discretizacdo em elementos finitos da treli¢a mista.

O elemento unidimensional de viga utilizado na andlise numérica é o elemento
BEAMZ2D citado no item 5.3.1 deste capitulo, e o elemento de interface utilizado na anélise
€ o elemento INTERFACE também citado no item 5.3.1 com sua formulacdo detalhada no
capitulo 4 deste trabalho.

A Figura 5.43 mostra o resultado da andlise numérica para o problema da figura
5.40 através da curva que relaciona o carregamento aplicado a trelica mista com o seu

deslocamento vertical do meio do viao.
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Figura 5.43 Curva carga-deslocamento de um ponto no meio do vao da treli¢a mista.

A forma quase tri-linear da curva da figura 5.43 deve-se as pequenas se¢des dos
elementos de aco do portico representativo da trelica mista da figura 5.40, ou seja, iniciada
a plastificagcdo da secdo transversal destes elementos rapidamente toda a secdo estard
plastificada, formando assim rétulas plésticas. O ponto A da curva da figura 5.43 representa
a formacdo da primeira rétula plastica. Com o aumento do carregamento forma-se mais
uma rotula plastica, indicada na figura 5.43 pelo ponto B. A partir deste ponto, a curva
aproximadamente horizontal indica uma incapacidade da estrutura de resistir ao
carregamento externo.

A dificuldade de obtencdo de trabalhos com énfase em solucdes numéricas de
trelicas mistas com interagdo parcial impossibilitou a comparacdo da solu¢do usando o
elemento de interface implementado neste trabalho com outras solu¢des obtidas. No
entanto, os exemplos dos itens anteriores comprovam a eficdcia do elemento de interface
em andlise numérica de vigas mistas com interacao parcial.

A figura 5.44 abaixo ilustra a deformada da trelica mista para trés estdgios da curva

PxA dafigura5.43, A=5mm, A=14mm e A=40mm.
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Figura 5.44 Deformada da trelica mista (Smm, 14mm e 40mm).

Através da figura 5.45 que detalha a regido mais solicitada da trelica mista percebe-
se para o estdgio de carregamento A =40mm a incapacidade dos banzos inferiores e
superiores do centro da trelica mista de suportarem ao acréscimo do carregamento externo,

o que € evidenciado através da deformada destes trechos, como se pode ver na figura 5.45.

~ @

N M
Q;ﬂ\/

Figura 5.45 Detalhes da deformada da trehga mista. (a) A=5mm,(b) A=14mm e (c)
A =40mm
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Capitulo 6

CONCLUSOES E SUGESTOES

6.1 CONCLUSOES

O objetivo principal desta dissertagdo foi o desenvolvimento de modelos numéricos,
baseados no Método dos Elementos Finitos, para simulagdo do comportamento de vigas
com interacdo parcial entre seus componentes, com €nfase nas vigas mistas de aco e
concreto.

Para tal, uma formulacido baseada em deslocamentos, bem como uma formulacao
com o emprego de elementos de interface, foram desenvolvidas e implementadas. As
secOes transversais dos elementos constituintes foram representadas de forma genérica e os
esfor¢os resistentes, bem como as rigidezes generalizadas destas secdes, puderam ser
avaliados de forma exata.

Os procedimentos e formulagdes desenvolvidos neste trabalho foram capazes de
modelar os problemas de viga mista com intera¢ao parcial, admitindo comportamento nao
linear dos materiais que compdem os componentes dos elementos mistos, bem como da
relacdo carga-deslizamento da conexdo na interface de deslizamento. Tais ndo linearidades
fisicas foram representadas através de func¢des polinomiais de até terceiro grau definidas em
faixas de deformacdo, possibilitando assim representar com suficiente precisdo as curvas

tensdo-deformagao dos materiais.
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A revisao bibliografica evidenciou que a andlise numérica do elemento estrutural de
viga mista com conexdo parcial, através de elementos unidimensionais, ainda € pouco
explorada no pais. Internacionalmente, encontram-se varios artigos técnicos sobre o
assunto, nos quais a maioria dos autores enfatiza a solucdo numérica como um vantajoso
método para solucdo do problema de vigas mistas com interagdo parcial.

O procedimento utilizado neste trabalho para a obtencdo das propriedades
geométricas da secdo mista permite a utilizacdo de secdes genéricas nas andlises numéricas
de vigas mistas com interacao parcial. Este procedimento da liberdade ao projetista, dentro
da gama de possibilidade que tenha, de escolha da secdo mista que melhor se adequar as
condi¢cdes de esforcos a que estd submetida, ou simplesmente seja esteticamente mais
adequada, ndo tornando assim a andlise estrutural do elemento analisado um empecilho na
escolha do tipo de se¢ao a ser utilizada.

O elemento com deslizamento e o elemento de interface apresentaram resultados
coerentes quando comparado com resultados numéricos de outros autores. No caso da
comparacdo com o exemplo proposto por Salari e Spacone (2001), item 5.4.2 do capitulo 5
deste trabalho, as respostas das andlises numéricas, representadas pelas curvas carga-
deslocamento da figuras 5.22 e 5.23, apresentam uma pequena diferenca que pode ser
explicada devido a aproximacdo das curvas de tensdo-deformacdo dos materiais usadas
neste trabalho em comparacao com as utilizadas por Salari e Spacone (2001).

A solugdo exata do problema de viga mista com interagdo parcial obtida através do
método analitico da equacao diferencial de Newmark, item 5.2 do capitulo 5 deste trabalho,
permitiu a avaliacdo dos elementos implementados através de uma comparagdo entre a
deformada da viga mista em relacdo ao deslocamento transversal e a equacdo do
deslizamento ao longo da interface, figuras 5.3 a 5.6, obtidas segundo a equagdo diferencial
de Newmark e segundo as andlises numéricas, sendo os resultados considerados
satisfatorios. As andlises numéricas deste exemplo foram feitas usando duas malhas de
elementos finitos distintas com a inten¢do de avaliar a evolug@o da convergéncia do método
numérico, o que foi evidenciado ao observar o aumento da precisdo da resposta com o
aumento do nimero de elementos finitos.

Ao comparar as repostas das andlises numéricas dos exemplos do capitulo 5, do

elemento com deslizamento e do elemento de interface em conjunto com o elemento
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unidimensional de viga, percebe-se a proximidade das solu¢des. No entanto, o elemento
SLIPBEAM possui uma matriz de rigidez, a nivel global de estrutura, com bem menos
graus de liberdade que aquela apresentada pelo conjunto entre o elemento de interface e o
elemento unidimensional de viga, proporcionando assim uma resposta, bastante semelhante
a do elemento de interface, porém mais rdpida. No entanto, o nimero de integracdes
numéricas realizadas nos pontos de integracdo € semelhante para as duas situacoes.

O elemento de interface, apesar de necessitar de maior nimero de graus de liberdade
em relacdo ao elemento com deslizamento, mostra-se muito eficaz na solu¢ao de problemas
de trelica mista, item 5.5 do capitulo 5, uma vez que a sua acdo em conjunto com um
elemento unidimensional de viga permite que o problema de trelica mista seja considerado
como um problema de pértico plano. Também deve ser enfatizado que a consideracdo do
deslocamento relativo na direcao vertical do elemento de interface permite a simulacdo da

separagdo vertical na interface de deslizamento.

6.2 SUGESTOES

O bom dimensionamento de uma viga requer uma baixa relagdo entre a altura da
secdo transversal e seu vao, o que faz com que o efeito de flexdo na viga seja predominante,
e seja desprezivel a deformacgdo transversal na secdo devido aos esforcos cortantes. No
entanto, em alguns casos especificos, como vigas de ponte rolante em galpdes industriais,
esta relacdo pode ser grande o suficiente para tornar o efeito da deformacgdo transversal
considerdvel. Sua consideragdo seria entdo importante na implementacdo dos elementos
para a solu¢@o numérica, o que fica aqui como sugestao para trabalhos futuros.

Um modelo alternativo ao modelo de elementos finitos baseados em deslocamentos
utilizado na implementagdo deste trabalho € o modelo baseado no método das forcas, que
foi utilizado por diversos autores nos ultimos anos (Salari e Spacone, 2001, Dall’Asta e
Zona, 2004).

Fica também como sugestdo a consideracdo de mais um grau de liberdade no
elemento com deslizamento implementado com intencdo de simular os efeitos de ligacdes
semi-rigidas, que sdo freqiientes nos casos praticos. Tal ligacdo semi-rigida também pode

ser considerada através de um elemento finito de comprimento nulo que tenha fun¢do, em
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relacdo aos esforgos axiais e transversais, apenas de transmissdo entre os elementos
unidimensionais de viga unidos por ele. J4 no caso dos esfor¢os de flexdo, este elemento
deve funcionar como uma mola que absorve uma certa quantidade de energia proporcional
a diferenca de rotacao entre os elementos unidimensionais a ele adjacentes.

Liang et al (2004) afirma, com base em resultados numéricos e experimentais, que a
desconsideracdo de uma resisténcia vertical na interface de deslizamento induz a resultados
conservadores na andlise de vigas mistas com interagdo parcial. Esta afirmacdo sugere a
consideragdo deste efeito utilizando o elemento de interface implementado neste trabalho,
que simula ndo s6 o deslizamento ao longo da interface como também a possibilidade de
separacdo vertical entre a laje de concreto e o perfil de aco.

O programa FEMOQOP utilizado na implementacdo computacional dos elementos
desenvolvidos neste trabalho tem como entrada de dados um arquivo de texto com as
informacdes necessdrias para avaliacao numérica desejada, o que sugere o desenvolvimento
de uma interface grafica de pré e pds-processamento, que facilite a construcdo deste

arquivo de entrada pelo analista e possa acelerar o processo de analise.
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Anexo I

EQUACOES E CRITERIOS
DEFINIDOS PELO PROJETO DE
REVISAO DA NBR 8800

1.1 INTRODUCAO

Nesta secdo serda apresentado o método analitico para solucdo de vigas mistas aco-
concreto definido pelo projeto de revisdo da norma NBR 8800 (2005). Algumas
simplificagdes significativas, como € o caso da se¢cdo homogeneizada, sdo tomadas pela
norma para permitir a utilizacdo do método sem a necessidade de uso de recursos
computacionais.

A norma classifica de viga mista aco-concreto de alma cheia aquelas em que o
componente de aco € um perfil I, caixdao ou tubular retangular. No caso do componente de

aco ser uma trelica a viga mista € classificada como sendo trelica mista aco-concreto.
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Figura I.1 Largura efetiva b (Johnson, 1994).

1.2 LARGURA EFETIVA

Na maioria dos sistemas estruturais utilizados nas obras de engenharia civil o
elemento de viga mista aco-concreto € composto por um perfil de aco, geralmente de se¢dao
I, ligado por meio mecanico a uma laje de concreto, larga e delgada. A presenca de
deformacdes de cisalhamento no plano da laje de concreto faz com que as se¢des ndo mais
permanecam planas provocando uma variagdo das tensdes normais ao longo dela. A figura
I.1 mostra essa variacdo de tensdo, que ¢ maxima imediatamente sobre a viga mista e
decresce ao se afastar da linha de centro da viga mista.

Ao considerar a tensao normal ao longo da largura da mesa de concreto constante e
igual a tensd@o normal imediatamente sobre a viga mista, deve-se considerar uma largura b
da mesa de concreto menor que a largura B da figura 1.1, de forma que a 4rea do retangulo
GHIK seja igual a drea da regiado ACDEF, o que implica que a contribuicao da mesa de
concreto nao € total levando ao conceito de largura efetiva da viga mista.

Pesquisas baseadas na teoria da elasticidade mostram que a relacdo b/B depende de
muitas varidveis, dentre elas pode-se citar a relagdo de B com o vado da viga mista, do tipo
de carregamento, das condi¢des de contorno, da posi¢do da se¢do ao longo do vao, entre

outras (Johnson, 1994).
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A NBR 8800 (2005) em seu anexo Q item Q.2.2 define a largura efetiva da mesa de
concreto que ird realmente contribuir com o elemento de viga mista aco-concreto.

No caso de vigas mistas biapoiadas deve-se ir ao item Q.2.2.1 do anexo Q da norma
onde define-se a largura efetiva da viga mista como sendo o menor dos trés valores 14
definidos.

Nas regides de momentos negativos a largura efetiva também deve ser definida,
uma vez que ela ird determinar o nimero de barras de reforco da laje que contribuem
realmente com o elemento de viga mista aco-concreto.

No caso de vigas mistas continuas e semicontinuas deve-se ir a alinea a) do item
Q.2.2.2 do anexo Q do projeto de revisdo da norma para definir a largura efetiva da viga
mista na regido de momento positivo, ji para a regido de momento negativo € a alinea b) do
mesmo item que define a largura efetiva da viga mista ago-concreto.

No caso de vigas mistas em balangco pode-se utilizar o mesmo item referentes as
vigas mistas biapoiadas, considerando o vao da viga em balanco como sendo o

comprimento do balanco.

1.3 RESISTENCIA DOS CONECTORES

Nao ha elemento misto sem que haja a garantia de que os elementos de aco e
concreto trabalhem em conjunto para combater os esfor¢os. Tal garantia pode ser obtida por
simples aderéncia e reparticdo de cargas, por atrito, ou por meio de ligagdo mecanica,
através de conectores, mossas, ou ressaltos.

No caso de vigas mistas aco-concreto geralmente sdo utilizados conectores para
garantir a ligacdo entre os materiais. Dentre a gama de opcdes de conectores os tipo pino
com cabeca (stud) sdo os mais utilizado na pratica, devido a sua facilidade de execugdo, e o
comportamento pldstico que ele possui. A curva for¢ca cortante versus deslizamento na
interface para este tipo de conector € mostrado no grifico da figura 2.2 no item 2.1 do

capitulo 2 deste trabalho.
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didmetro da cabega didmetro da cabega

F—k R
+- S i —
D.sh
altura altura | —H e
altura da zolda
*
{L' T 4L' ﬁ"L' difmetro da solda *
(a) (b)

Figura 1.2 Conector de cisalhamento tipo pino com cabega. (a) didmetro do fuste variado,

(b) didmetro constante.

O diametro Dy, mostrado na figura 1.2 € a dimensao mais importante do conector
tipo pino com cabeca que segundo Oehlers e Bradford (1995) varia aproximadamente entre
13mm e 22mm sendo o didmetro mais comum de 19mm. As outras dimensdes do conector
sdo tomadas a partir deste didmetro, assim sua altura € aproximadamente 4Dy, o didmetro
de sua cabeca é aproximadamente 1.5Dg,, e até o anel de solda, utilizado para soldar o
conector ao elemento de ago, tem suas dimensdes definidas a partir deste didmetro, assim o
diametro e a altura do anel sdo aproximadamente 1.3Dy;, e 0.3Dy;,, respectivamente.

A curva do grifico da figura 1.3 (Oehlers e Coughlan, 1986) detalha as

caracteristicas da relagdo forca cortante deslizamento de um conector tipo pino com cabeca.

platd plastico

D C
095D |= """ ffmm—— - —— = f\lh
Forca ™™ 1
cottatte ; :
i -

L
0 Deslizamento gt 04D

Figura 1.3 Relagao forca deslizamento de um conector tipo pino com cabega.
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No gréfico as linhas tracejadas representam a idealizacao da real curva do conector,
a qual é representada no grafico pelas linhas cheias.

O ponto “A” do gréfico da figura 1.3 especifica o limite linear da curva, neste ponto
a forca cortante atuante no conector é aproximadamente a metade da forca cortante maxima
deste. J4 o ponto “D” define, apés deformacado pléastica do conector , a sua fratura, que
ocorre aproximadamente aos 95% da for¢a cortante médxima do conector e um deslizamento
de 40% do diametro da parte inferior do fuste do conector (Dgp).

O gréfico da figura 1.3 analisa a resisténcia méxima de um conector tipo pino com
cabeca sem que haja falha prematura do concreto que envolve o conector. Tal falha reduz a
capacidade de resisténcia do conector como € mostrado pela linha E no grafico, porém nao
necessariamente influencia o patamar plastico da curva.

Os valores de deslizamentos e rigidez definidos pelas equagdes I.1 a 1.3 foram
obtidos por Oehlers e Coughlan (1986) através do tratamento estatistico de 116 diferentes
curvas forca cortante deslizamento, nas quais ndo foram evidenciadas falhas prematuras do
concreto. Nos experimentos foram utilizados resisténcia caracteristica do concreto (f.)

variando de 22 N/mm? a 82 N/mm>.

Sosp,.. =(80x107 —86x107 f,)D,, (L.1)
S, =(0.48—0.0042f.)D,, (12)
D 13
Kw' — max ( )
" D, (0.16-0.0017f.)

Nas trés equagdes acima as unidade sdo N e mm. A equacdo I.1 representa o
deslizamento na interface para a metade da forca cortante maxima resistida pelo conector.

Ollgaard et al (1971) foi o pioneiro a estabelecer uma forma de célculo de
resisténcia de conectores do tipo pino com cabeca. Através de experimentos e usando
andlise estatistica o autor deduziu uma equacao para a forca cortante maxima resistida pelo

conector, que € mostrada abaixo:
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D, =183A, fO E™* (14)

Na equacdo [.4 as unidades sdo N e mm, Ay, € drea da secdo transversal da parte
inferior do fuste do conector e E. € o médulo de Young do concreto. De forma a tornar a
equagao dimensionalmente correta os expoentes foram modificados chegando a equacgdo

L5, embora isto conduza a uma perda de precisao.

D, =0.50A, 4/ f.E. (L.5)

O projeto de revisao da norma NBR-8800 (2005) em seu item Q.4 do anexo Q trata
dos conectores de cisalhamento do tipo pino com cabeca e perfil U laminado ou formado a
frio com espessura de chapa igual ou superior a 3 mm.

Em seu item Q.4.3.1.1 a norma estipula a resisténcia de um conector de
cisalhamento tipo pino com cabe¢a como sendo o menor dos valores entre, o resultado da
equacdo L.5 e a forca cortante de ruptura do ago do conector.

No caso da laje de concreto da viga mista possuir forma de ago incorporada, o
projeto de revisao da norma NBR-8800 (2005) em seu item Q.4.3.1.2 define um coeficiente
de reducdao que deve ser multiplicado ao valor obtido no item Q.4.3.1.1 para definir a

resisténcia de um conector de cisalhamento do tipo pino com cabeca.
1.4 GRAU DE INTERACAO DA VIGA MISTA

Em elementos mistos aco-concreto grau de interacdo refere-se a capacidade da
secdo mista trabalhar em conjunto para combater os esforcos a ela submetidos. Tal
interacdo é relacionada a direcao horizontal da ligacao da se¢do de aco e concreto, ja que na
direcdo vertical é considerado um grau de interacdo total entre os materiais, ou seja, nao ha
separacdo vertical entre eles.

O grau de interacdo de uma viga mista aco-concreto varia entre nulo e a unidade. O
primeiro caso seria quando a laje de concreto fosse simplesmente apoiada sobre a viga de
aco e suas superficies de contato fossem suficientemente lisas para desprezar a forca de

atrito desenvolvida na interface, assim o conjunto trabalharia como dois elementos
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independentes com deslocamentos verticais e rotagdes iguais. J4 o segundo caso seria
quando forcas desenvolvidas ao longo da interface do elemento misto, como forcas de
ligacdo quimica entre os materiais e forca de atrito, fossem capazes de impedir os
deslizamentos na interface, fazendo com que o elemento misto trabalhasse como um sé
elemento de se¢do mista. Nestes casos limites a interagdao € chamada de interacao livre para
0 primeiro, € interagdo total para o segundo, e quando o grau de interacdo estd entre os
limites do intervalo dd-se o nome de interagdo parcial.

No caso dos elementos mistos ago e concreto, a interagdo parcial entre os materiais
acontece quando a forca cortante na interface de ligacao supera as forcas devido a ligagao
quimica entre os materiais e a forca de atrito, sendo entdo tal for¢ca cortante resistida por
conectores que irdo deformar-se provocando deslizamentos relativos na interface.

O projeto de revisao da norma NBR-8800 (2005) define, em seu anexo Q no item
Q.2.3.1.1.2, o grau de interagdo 77 da viga mista como sendo a relagdo entre, o somatério
QOrq das resisténcias de célculo individuais ¢,; dos conectores de cisalhamento, situados
entre a secdo de momento positivo maximo e a se¢do adjacente de momento nulo, € Vj,q,

definida como sendo a menor dentre as for¢as que plastificariam a se¢@o de aco (Af, /1.10)

e a se¢do de concreto (0.85f bt /1.40).

7= Ora_ (L6)

VhRd

O projeto de revisdo da norma NBR-8800 (2005) estipula, em seu anexo Q item
Q.2..3.1.1.2 alineas a) e b), valores minimos de grau de intera¢do para o elemento de viga
mista de acordo com propriedades fisicas do perfil de aco e da distancia entre momentos
nulos. Por exemplo, no caso de perfis de aco de mesas iguais e distdncia entre momentos
nulos superior a 25m o grau de interacdo da viga mista deve ser igual a unidade, ou seja,

interacao total.
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1.5 NUMERO DE CONECTORES

O namero de conectores deve ser suficiente para garantir a secdo mista analisada um
grau de intera¢do minimo exigido pela norma como disposto no item anterior desta se¢do, e
deve ser tal que o espacamento entre os conectores ao longo da interface do elemento misto
ndo torne sua execucao proibitiva ou anti econdmica. O projeto de revisdo da norma NBR
8800 (2005) define, em seu anexo Q item Q.4.4, critérios para locacdo e espacamentos dos
conectores.

O numero de conectores n entre a secdo de momento maximo positivo e a se¢ao

adjacente de momento nulo pode ser definido através da equacdo 1.7.

0> NVira 1.7

9 Rd

Na equacdo 1.7 o numerador define o somatério das resisténcias de célculo
individuais dos conectores de cisalhamento e o denominador € a resisténcia individual do
conector de cisalhamento definido no item 1.3 deste anexo. O niimero de conectores a ser
distribuido ao longo do trecho de momento maximo positivo ao momento adjacente nulo da
viga mista deve ser um valor inteiro maior que o valor obtido na equagdo L.7.

O nimero de conectores n entre a se¢do de momento maximo negativo e a se¢ao
adjacente de momento nulo € definido pelo projeto de revisao da norma NBR-8800 (2005)

através da equacao L.8.

T 1.8
us Tas (1.8)

9 Ra

Na equacdo 1.8 o numerador define a forca resistente de tracdo nas barras de
armadura longitudinal da laje de concreto e o denominador é como definido na equagao 1.7.
O numero de conectores a ser distribuido ao longo do trecho de momento maximo negativo
ao momento adjacente nulo da viga mista deve ser um valor inteiro maior que o valor

obtido na equacao L.8.

132



b = Br
()
b b = Br
+ ! ¥ AT
T il
(&)

Figura 1.4 Homogeneizagdo de secdo mista. (a) laje de concreto totalmente comprimida, (b)

laje de concreto parcialmente tracionada.
1.6 HOMOGENEIZACAO TEORICA DA SECAO

A avaliag@o exata do comportamento de um elemento de viga, através de métodos
analiticos para casos onde a secdo transversal do elemento é definida por mais de um
material, ¢ muito complexa. Para evitar tal complexidade o projeto de revisdo da
norma NBR 8800 (2005) permite, em seu anexo Q item Q.2.3.1.2 alinea a), uma

homogeneizagao tedrica da secdo mista usando o coeficiente ng definido na equagéo 1.9.

_E 1.9)

A secdo homogeneizada € obtida dividindo a largura efetiva da laje de concreto pelo
valor da equacdo 1.9, que representa a relacdo entre os médulos de elasticidade do aco e do

concreto. A altura da laje de concreto mantém-se a mesma apds a homogeneizagdo, exceto
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nos casos em que a laje de concreto tem parte de sua secdo tracionada, nestes casos
despreza-se na se¢cdo homogeneizada a parte da altura da laje tracionada.
A figura 1.4 ilustra a homogeneizacdo de uma secdo mista aco-concreto para 0s

casos da laje de concreto totalmente comprimida e parcialmente tracionada.

1.7 MOMENTO POSITIVO RESISTENTE DA SECAO MISTA

O projeto de revisdao da norma NBR 8800 (2005) determina, em seu anexo Q item
Q.2.3 e subitens, 0 momento positivo resistente de uma se¢do mista. Para vigas de alma
cheia a norma permite, na determinacdo do momento resistente, a plastificacdo da secdo
mista agco-concreto desde que a relacdo entre a altura do perfil de aco e a espessura de sua
alma seja inferior a um limite estipulado, caso contrdrio o momento resistente ¢&
determinado quando a fibra mais exigida da secdo de concreto ou de aco atingir a
plastificacdo.

As equagdes 1.10 e I.11 representam os momentos resistentes obtidos através da
plastificacio da se¢do mista com interacdo total na interface, onde as varidveis sdo

definidas na figura L.5.

a (I.10)
Mp=T\d +h,+1.——
2
)
(0,83 fa)¢1 40 (085 £2)71,40 (085 £2)'1 40
e L= ""l'|— Ca L= -471"4 a -I-'—
he £/1,10 00 }y.  LNP G
J— Ve o ¥ —
Ve -~ t C d
h 3 NP LNP
d CG h
'
Lw =T Tu
- Ta Vi
[— — Wi ’
£1,10 fLL 0 £/1,10
Linha neutra Linha nevtra plastica Linha neutra
plastica na alma T2 MIESE SUPCTIT plastica na laje

Figura 1.5 Distribuicao de tensdes em vigas mistas — interagao completa (NBR 8800,2005).
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I.11
MR=C'(d—yt—yc)+C(%"+hf+d—ytj (@1

A equacdo 1.10 € usada quando a linha neutra pléstica esta na laje de concreto, o que
acontece quando a plastificacdo da secdo de concreto acontece antes da plastificacdo do
perfil de aco, caso contrério, a linha neutra plastica se encontra no perfil de aco e a equacdo

a ser entdo utilizada € a equacdo I.11.

il

(0,85 £/ 1,40

e o . - r"-—|—l"' a LNEP

= = {na laje)
b L1, 10 j‘
! |
[ in- | ¥e
'Llu

' LNP

{no perfil)

Ta

f

fid 1,10

Figura 1.6 Distribuicdo de tensdes em vigas mistas — interacao parcial (NBR-8800, 2005).

O momento resistente obtido através da plastificacdo da secdo mista com interagdao
parcial na interface € dado pela equagdo abaixo, onde as variaveis sdo definidas na figura
L6.

112
MR:C'(d—yt—yc)+C(tC—%+hf+d—ytj (112

Como na equacgao 1.12 a secao mista trabalha sob interacao parcial entdo as for¢as C
e C’, definidas na figura 1.6, s@o obtidas através do grau de intera¢do do elemento misto que
depende, no caso de ligacdo por conectores mecanicos, do nimero de conectores usados e
da resisténcia individual de cada um.

No caso de interacdo parcial a equacdo da deformagdo na secdo mista tem uma

descontinuidade na interface, o que faz com que a linha neutra plastica passe por ambas as
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secdes de concreto e ago, como pode ser visto na figura 1.6. Também pode ser notado nesta
figura que a contribui¢do do concreto na tracdo € desprezada.

O restante deste item faz referéncia aos casos onde a relacio entre, altura do perfil
de aco e a espessura de sua alma ndo permitem a plastificacdo da secdo, sendo utilizado
entdo para o cdlculo do momento resistente da sec@o os limites de plastificacdo das fibras

mais exigidas. As equacgdes abaixo definem estes limites para o caso de interacdo total na

viga mista.
M, (1.13)
fdt =
W),
M, (1.14)
Jfae=———
nE (Wtr)c

Na equacdo 1.13, f; é a tens@o na fibra mais exigida da secao de ago, M, € o
momento atuante na sec¢do analisada e (W,,), € o médulo de resisténcia eldstico inferior da
secdo mista transformada pela homogeneizacgao.

Na equagdo 1.14, f;. € a tensdo na fibra mais exigida da se¢do de concreto, M; é o
momento atuante na secao analisada, (W;,). € o mddulo de resisténcia eldstico superior da
secdo mista transformada pela homogeneizagdo e ng é o fator de homogeneizagao da secao
mista definido no item 1.6 deste anexo.

No caso de interacdo parcial as tensdes nas fibras mais exigidas podem ser obtidas
pelas mesmas equagdes 1.13 e 1.14 utilizadas na interacdo total, substituindo apenas o
modulo de resisténcia eldstico inferior da se¢do mista homogeneizada pelo valor reduzido

da equacao abaixo:

W, =W, +nlw,), -w,] (L15)
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Na equacdo .15, W, é o modulo de resisténcia eldstico inferior da secdo da viga de

aco e 77 € grau de interacdo definido no item 1.6 deste anexo. Observa-se na equacao I.15

que se 77 igual a unidade, ou seja, interagdo total, tem-se W, igual (W,,), como esperado.

1.8 MOMENTO NEGATIVO RESISTENTE DA SECAO MISTA

Como € desconsiderado a contribuicdo do concreto quando este € tracionado, a
norma NBR-8800 (2005) em seu anexo Q item Q.2.4, considera para o cdlculo do momento
negativo resistente da secao mista apenas a contribuicdo da se¢do de aco associada a se¢ao
de armadura longitudinal que, necessariamente, deverd existir na largura efetiva da laje de
concreto. A solucdo requer encontrar a posi¢ao da linha neutra plastica da secdo transversal

e a partir dai o momento resistente de calculo.
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anexo L1

ARQUIVO DE ENTRADA
DE DADOS

IL.1 INTRODUCAO

Neste anexo serd apresentado um arquivo simplificado de entrada de dados do
programa FEMOOP para solu¢do de problemas de vigas mistas com interagdo parcial
usando os elementos implementados neste trabalho.

O problema da figura II.1 serd expresso em dois arquivos simplificados de entrada
de dados do programa FEMOOP. O primeiro utiliza o elemento finito com deslizamento
para simular o problema da figura II.1, identificado pelo programa através da string
SLIPBEAM. O segundo utiliza o elemento de interface retangular de espessura nula para
simular o comportamento na interface de deslizamento, identificado pelo programa através
da string INTERFACE, em conjunto com o elemento unidimensional de viga para
representar as se¢oes mistas acima e abaixo da interface de deslizamento, identificado no

programa através da string BEAM2D.
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Figura II.1 Viga mista ilustrativa para arquivo de entrada de dados.
I1.2 ARQUIVO DE ENTRADA PARA O ELEMENTO SLIPBEAM

A viga mista da figura II.1 serd discretizada em uma malha de oito elementos e

nove nos, como mostra a figura I1.2.

1‘ 2 5: 4 ? % 3’ g g
<0 60 6 02060 o® 0O o=

Figura II.2 Discretizagdo em elementos finitos.

Abaixo € apresentada partes do arquivo de entrada de dados do programa FEMOOP
para simulacdo do problema da figura II.1 usando o elemento SLIPBEAM. Em letras
maiusculas estdo partes do arquivo de entrada, e em letras mintsculas, itdlicas e
acompanhadas de uma seta estdo comentdrios feito pelo autor referente a entrada a qual a

seta identifica.
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%HEADER.ANALYSIS

'SLIPBEAM' —> Define o tipo de elemento utilizado na andlise.

%STRESS.STRAIN

2 —  Niimero de relagdo tensao-deformagcao dos diferentes materiais.

%SEGMENT.POLYNOMIAL.STRESS.STRAIN
3 2

-0.004

-0.0022

0.0000

1
-33000.0 —> curva I (tensdo deformagdo do

3 concreto)

0.0
30000000.0
6818182000.0

%SEGMENT.POLYNOMIAL.STRESS.STRAIN
4 3

-0.06
-0.0014
0.0014

0.06

,

-280000.0

2

0.0
200000000.0
1

280000.0

— curva 2 (tensdo deformagdo do ago)

%FORCE.SLIP

0,004 00022 deformagio

=7 _ _ _| -33,0Pa

tensdn

2800IPa |- - -

-0.00& -0.0014

0.0014  0.00

-

- 250FPa

1 — nimero de diferentes relacdo forca por unidade de comprimento versus deslocamento

%SEGMENT.POLYNOMIAL.FORCE.SLIP
2 1

-0.006

0.006

2 — curva 1 (relagdo forca cortante
0.0 deslizamento da interface

960000.0 concreto ago)

140

forga cortante
5760 KPam

-0.006

E 0006 deglizamento
1
1

- - -| - 5780 KPam




%CROSS.SECTION

2

— nimero de diferentes segcdes transversais dos elementos

%MULTIMATERIAL.SECTION

1
14
0.00
2.30
2.30
0.00

0.00
0.00
0.25
0.25

2

2

1.15 0.01
0.0025
1.15 0.24
0.0025

— segdo 1 (laje de concreto). O eixo de
referéncia x; pode ser definido em
qualquer posi¢do.

%MULTIMATERIAL.SECTION

1
2 12

0.9500 0.000
1.3500 0.000
1.3500 0.025
1.1575 0.025
1.1575 1.625
1.4000 1.625
1.4000 1.675
0.9000 1.675
0.9000 1.625
1.1425 1.625
1.1425 0.025
0.9500 0.025

2
0

— secdo 2 (perfil de ago). O eixo de
referéncia x, pode ser definido em
qualquer posigdo.
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%ELEMENT.SLIPBEAM

8 — nimero de elementos do tipo SLIPBEAM
1 1 1 2 1 3 3 1 1 2
2 1 1 2 1 3 3 1 2 3
3 1 1 2 1 3 3 1 3 4
4 1 1 2 1 3 3 1 4 5
5 1 1 2 1 3 3 1 5 6
6 1 1 2 1 3 3 1 6 7
7 1 1 2 1 3 3 1 7 8
8 1 1 2 1 3 3 1 8 9

l l l l l l l | !

Col 1 Col 2 Col 3 Col 4 Col 5 Col 6 Col 7 Col 8 Col 9

COMENTARIOS: COL I: indice do elemento.

COL 2: indice do material para cada elemento.

COL 3: indice da segdo superior a interface de deslizamento da viga mista para cada elemento.

COL 4: indice da segdo inferior a interface de deslizamento da viga mista para cada elemento

COL 5: indice que define a relagdo forca deslizamento na interface para cada elemento.

COL 6: niimero de pontos de Gauss utilizado na integracdo numérica (integra deslocamento na
diregdo u).

COL 7: niimero de pontos de Gauss utilizado na integragdo numérica (integra deslocamento na
direcdovev’).

COL 8: indice que define liberagdes nas extremidades do elemento.

COL 9: conectividade de cada elemento.

(107 KNy

28:
24:
EEI:
“IE:
12:

4 8 10 12 16 M 24 28 32 (mm)
Figura II.3 Curva que relaciona a carga P com o deslocamento vertical do meio dos vaos da
viga
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A figura IL.3 anterior € o resultado numérico do problema da figura II.1 determinado
através do programa FEMOOP usando o elemento SLIPBEAM. O arquivo de entrada de

dados do problema estd resumido neste item.

I1.3 ARQUIVO DE ENTRADA PARA O ELEMENTO INTERFACE E BEAM2D

A viga mista da figura II.1 sera discretizada em uma malha de oito elementos de

interface, 16 elementos unidimensionais de viga e dezoito nds, sendo que os nds pares tem

as mesmas coordenadas dos nds impares, como mostra a figura I1.4.

2. 4 B 8 10 12 14 15 .18
h=D ¢ 0] [ | I Lo | | ! A 17
N 3 g 7 N, 11 13 15

Figura I1.4 Discretizagdo em elementos finitos.

Abaixo € apresentada partes do arquivo de entrada de dados do programa FEMOOP
para simulacdo do problema da figura II.1 usando o elemento INTERFACE em conjunto
com o elemento unidimensional de viga BEAM2D. Em letras maitsculas estdo partes do
arquivo de entrada, e em letras minudsculas, itdlicas e acompanhadas de uma seta estdao

comentdrios feito pelo autor referente a entrada a qual a seta identifica.

%HEADER.ANALYSIS

'BEAM2D' — Define um dos tipos de elemento utilizado na andlise.

%HEADER.ANALYSIS
'INTERFACE' — Define um dos tipos de elemento utilizado na andlise.

%STRESS.STRAIN

2 — Niimero de relagdo tensdo-deformagdo dos diferentes materiais.
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%SEGMENT.POLYNOMIAL.STRESS.STRAIN
3 2

-0.004

-0.0022
0.0000

1

-33000.0

3

0.0
30000000.0
6818182000.0

— curva 1 (tensdo deformagdo do concreto)

%SEGMENT.POLYNOMIAL.STRESS.STRAIN
4 3

-0.06
-0.0014
0.0014

0.06

,

-280000.0

2

0.0
200000000.0
1

280000.0

— curva 2 (tensdo deformagdo do ago)

%FORCE.SLIP

-0,004  p0022 deformagin

-33,00FPa

tensdn

2800IPa |- - -

-0.006 -0.0014

0.0014  0.006

- -|-2801IPa

2 — numero de diferentes relagcdo forgca por unidade de comprimento versus deslocamento

%SEGMENT.POLYNOMIAL.FORCE.SLIP
2 1

-0.006

0.006

2 — curva 1 (relagdo forca cortante -
0.0 deslizamento da interface aco-

960000.0 concreto)

%SEGMENT.POLYNOMIAL.FORCE.SLIP
2 1

forca cortante
5760 EPafm |- - -

-0.006

0006 deglizatmento

- 5780 EPafm

-0.006
— curva 2 (relacdo forca normal versus elevacdo da interface concreto aco) Como é
. ¢ ¢ ¢ ¢
2 considerado que ndo hd separagdo vertical da interface, é considerado para
esta direcdo um curva com uma taxa tangente de deformagcdo muito
0.0 elevada(100000000000.0).

100000000000.0
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%CROSS.SECTION

2 — nimero de diferentes segcdes transversais dos elementos

%MULTIMATERIAL.SECTION
1

14

0.00 0.00

2.30 0.00

230 02 e . >
0.00 0.25 — seg¢do 1 (laje de concreto). O eixo de 1 2 4

) referéncia x; pode ser definido em 4 3

5 qualquer posigdo.

|
1.15 0.01 WY
0.0025
1.15 0.24
0.0025

%MULTIMATERIAL.SECTION

o exemplo em questdo o eixo x
qualquer ¢ adotado ser

1
2 12
0.9500 0.000
1.3500 0.000
1.3500 0.025
1.1575 0.025 R S R
1.1575 1.625 o 3 ol de a0 et 4 2,43 %
1.4000 1.625 —  se¢do 2 (perfil de ago). O eixo de \
1.4000 1.675 e er po e et defimido.em e
0.9000 1.675 s 7
0.9000 1.625 Ly
1.1425 1.625 v
1.1425 0.025
0.9500 0.025
2
0
%INTERFACE.SECTION
1 P R RS S x
1025 000 025 pameaiode - ——fh——T o
" ) 02 eixo de referéncia qugalquer, e h I T T T oo > o
as posigoes dos eixos x; (y;) e |
X5 (v,) definido em :
CROSS.SECTION em relagdo |
ao mesmo eixo qualquer. Para : i —l—
|
coincidente com o eixo x;, logo \L’

v;=0,y,=0.25¢eh =0.25.
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%ELEMENT

24 — niimero total da malha de elementos finitos

%ELEMENT.BEAM2D

16 — niimero de elementos finitos do tipo BEAM2D
1 1 2 3 3 1 1 3
2 1 2 3 3 1 3 5
3 1 2 3 3 1 5 7
4 1 2 3 3 1 7 9
5 1 2 3 3 1 9 11
6 1 2 3 3 1 11 13
7 1 2 3 3 1 13 15
8 1 2 3 3 1 15 17
9 1 1 3 3 1 2 4
10 1 1 3 3 1 4 6
11 1 1 3 3 1 6 8
12 1 1 3 3 1 8 10
13 1 1 3 3 1 10 12
14 1 1 3 3 1 12 14
15 1 1 3 3 1 14 16
16 1 1 3 3 1 16 18

l l l l ! ! !

Col 1 Col 2 Col 3 Col 4 Col 5 Col 6 Col7

COMENTARIOS: Col 1: indice do elemento.

Col 2: indice do material para cada elemento.

Col 3: indice que define a secdo transversal de cada elemento.

Col 4: niimero de pontos de Gaus utilizado na integragcdo numérica (integra deslocamento na dire¢do
u).

Col 5: niimero de pontos de Gaus utilizado na integracdo numérica (integra deslocamento na dire¢do v
ev’).

Col 6: indice que define liberagdes nas extremidades do elemento.

Col 7: conectividade de cada elemento.
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%ELEMENT.INTERFACE

8 — niimero de elementos finitos do tipo INTERFACE
1 1 1 2 1 4 4 1 2 4 3 1
2 1 1 2 1 4 4 1 4 6 5 3
3 1 1 2 1 4 4 1 6 8 7 5
4 1 1 2 1 4 4 1 8 10 9 7
5 1 1 2 1 4 4 1 10 12 11 9
6 1 1 2 1 4 4 1 12 14 13 11
7 1 1 2 1 4 4 1 14 16 15 13
8 1 1 2 1 4 4 1 16 18 17 15
! ! ! ! ! ! ! ! !

Col 1 Col 2 Col 3 Col 4 Col 5 Col 6 Col 7 Col 8 Col 9

COMENTARIOS: Col 1: indice do elemento.
Col 2: indice do material para cada elemento.
Col 3: indice que define a relagdo forga deslizamento na interface para cada elemento.
Col 4: indice que define a relagdo forga normal versus elevagdo na interface para cada elemento.
Col 5: Indice que define a se¢do da interface (INTERFACE.SECTION).
Col 6: numero de pontos de Gauss utilizado na integragdo numeérica (integra deslocamento na diregdo u).
Col 7: numero de pontos de Gaus utilizado na integragdo numérica (integra deslocamento na diregdo v e
V).
Col 8: indice que define liberagbes nas extremidades do elemento.
Col 9: conectividade de cada elemento.

(0% KN ]
32

EB:
24:
2EI:
15:
12:

4 8 10 12 16 M 24 2B 32 (mm)
Figura II.5 Curva que relaciona a carga P com o deslocamento vertical do meio dos vaos da
viga.
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A figura IL.5 anterior € o resultado numérico do problema da figura II.1 determinado
através do programa FEMOOP usando o elemento INTERFACE em conjunto com o

elemento BEAM2D. O arquivo de entrada de dados do problema esta resumido neste item.
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