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Resumo

Resumo: Neste trabalho uma formulacdo matricial implicita para a resposta dindmica no
dominio da freqiiéncia de sistemas de um e de vérios graus de liberdade em coordenadas
nodais € apresentada. A formulacdo proposta é baseada no método da Transformada
Implicita de Fourier em coordenadas modais, apresentada por Claret (1991) e Venancio-
Filho e Claret (1995). Nesta formulacido o nimero N de freqii€éncias ndo necessita ser par e
a base modal ndo € usada para desacoplar as equacdes dinamicas de equilibrio. Desta forma
o método proposto é recomendado para sistemas dotados de amortecimento nao
proporcional. Condicdes iniciais de deslocamentos e velocidades sdo consideradas na

formulacao. Exemplos numéricos sio apresentados.

Palavras Chave: Dominio da freqii€ncia, Método da Transformada Implicita de Fourier,

Analise dindmica, Coordenadas nodais.
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Abstract

Abstract. In this work, a matrix implicit formulation of the frequency domain dynamic

response of single and multiple degree of freedom systems in nodal coordinates is
presented. The proposed formulation is based on the implicit Fourier Transform method on
modal coordinates firstly presented by Claret (1991) and Venancio-Filho and Claret (1995).
In this formulation, the number N of discrete frequencies is not necessarily even and the
modal basis is not used to decouple the dynamic equilibrium equations. This way, the
proposed method is well suited for dynamic non-proportional damped systems. Initial
conditions in displacements and in velocities are considered in the formulation. Numerical

examples are presented.

Keywords: Frequency domain; Implicit Fourier Transform method; Dynamic analysis,

Nodal coordinates.
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Capitulo 1 - Introducdo

1.1 Importancia e Objetivos

Os métodos de andlise dinamica podem ser classificados, de uma maneira geral, em
métodos no dominio do tempo e métodos no dominio da freqiiéncia, sendo que ambos
podem ser resolvidos utilizando-se técnicas de superposicao modal ou de integracdo direta.
Os métodos de superposi¢io modal calculam a resposta a partir da superposicdo das
respostas modais e envolvem inicialmente o cédlculo das freqiiéncias naturais € modos
normais do sistema estrutural. Nos métodos de integracdo direta a resposta é calculada por
esquemas de integracdo numérica a partir das equagdes de equilibrio dinadmico em
coordenadas nodais. Os métodos no dominio da freqii€éncia baseiam-se na resposta do
sistema estrutural submetido a uma excitacao harmonica e fundamentam-se em técnicas de

Transformadas de Fourier.

Os métodos no dominio do tempo s@o muito conhecidos e t€ém sido hd muito tempo
utilizados. Os métodos no dominio da freqii€ncia tém se tornado competitivos com 0s
métodos no dominio do tempo desde o aparecimento do algoritmo FFT (Fast Fourier

Transform), devido a Cooley e Tukey (1965).

Devido a grande variedade de problemas dinamicos existentes na pratica, torna-se
de extrema importancia a pesquisa de métodos de andlise que permitam a modelagem
realistica do comportamento dindmico das estruturas. A introducdo de materiais
viscoeldsticos na engenharia de estruturas exige a pesquisa de métodos para andlise
dindmica ndo-linear, considerando especialmente amortecimento dependente da freqii€éncia

e amortecimento ndo-proporcional.



Métodos no dominio do tempo, notadamente integracdo direta e também
superposicdo modal tem sido amplamente utilizados em andlise dinamica nao-linear. Por
outro lado, s6 recentemente métodos no dominio da freqii€ncia tém sido utilizados neste

tipo de andlise.

Em certos sistemas estruturais, as propriedades de rigidez e amortecimento podem
depender das freqiiéncias de excitagdo. Isto ocorre, por exemplo, em sistemas solo-estrutura
e fluido-estrutura, nos quais as forgas de interacdo sdo dependentes da freqiiéncia. J4 em
sistemas dotados de amortecimento ndo proporcional, hd um acoplamento das equagdes
modais de movimento, impossibilitando a utilizagdo do método de superposicio modal

tradicional na solucao do problema.

Apesar da complexidade da natureza das forcas de amortecimento, seu efeito sobre
as estruturas € um assunto vastamente explorado. A consideracdo de tais forcas é de
fundamental importancia no controle da amplitude das vibragdes, a fim de se evitar
fendmenos como a ressonancia e a falta de conforto. Faz-se necessaria, portanto, a pesquisa
de novos métodos de andlise, a fim de se tratar adequadamente o problema dindmico com

amortecimento nao-proporcional ou dependente da freqiiéncia.

O presente trabalho de pesquisa tem por objetivo propor um método de andlise para
sistemas estruturais com varios graus de liberdade dotados de amortecimento nao-
proporcional, submetidos a excitacdes dinamicas. Este método pode ser considerado uma
variacdo da formulagdo tradicional para a andlise dindmica de estruturas no dominio da
freqiiéncia, que utiliza as Transformadas Discretas de Fourier (DFT). Na formulagao
proposta, através de operagcdes matriciais, as Transformadas Discretas de Fourier sdo
realizadas implicitamente, e a resposta do sistema estrutural é calculada no dominio da
freqiiéncia em coordenadas nodais. Desta forma, evita-se a resolucdo do problema de
autovalor, que em sistemas de multiplos graus de liberdade pode onerar sobremaneira a

andlise, devido ao elevado niimero de operagdes necessarias a extragdo dos autovalores.



Para dar suporte aos resultados analiticos obtidos, um programa computacional em
linguagem FORTRAN 90 foi desenvolvido. Este programa, além da implementacdo das
equagdes propostas, permitiu a comparacdo do método proposto com outros ja

estabelecidos.

1.2 Descricao da Dissertacao

No Capitulo 2, referente a revisdo bibliografica, faz-se um resumo de algumas
publicacdes sobre a andlise dindmica ndo-linear de estruturas no dominio da freqiiéncia e
sobre a andlise dinamica de estruturas dotadas de amortecimento ndo-proporcional. Sao

discutidos ainda aspectos relevantes em relacdo as propostas e/ou conclusdes dos autores.

A formulacdo tradicional para a solu¢do da equacgao diferencial de movimento e a
formulacdo matricial do método ImFT (Implicit Fourier Transform) desenvolvido por
Claret (1991) e posteriormente ampliado por Ribeiro (1998), para a solucdo de sistemas de
um grau de liberdade, € apresentada no Capitulo 3. Neste capitulo sdo ainda descritos os
conceitos basicos das Transformadas Discretas de Fourier (DFT) e do algoritmo FFT

(Cooley e Tukey, 1965).

No Capitulo 4 apresenta-se a formulacio para a andlise de sistemas de um grau de
liberdade no dominio da freqiiéncia em coordenadas fisicas. O produto matricial ndo
convencional, desenvolvido para embasar matematicamente a formulagao é apresentado. A
formulacdo proposta € ampliada para sistemas submetidos a condic¢des iniciais. Discutem-
se ainda alguns detalhes a respeito da formulacdo e da implementacdo computacional

realizada.

O Capitulo 5 estende a formulagdo proposta a sistemas de mdaltiplos graus de
liberdade dotados de amortecimento ndo proporcional. Detalhes sobre o produto matricial
ndo convencional aplicado a tais sistemas sdo discutidos. Apresentam-se aspectos acerca da

implementa¢do computacional realizada.



No Capitulo 6 sao fornecidos exemplos numéricos de estruturas analisadas a partir
do método proposto. As solucdes obtidas sdo comparadas com as fornecidas por métodos
de andlise ja consagrados. O Capitulo 7 resume as conclusdes da pesquisa e apresenta

sugestdes para futuros trabalhos.



Capitulo 2 - Revisdo Bibliogrdfica

2.1 Introducao

Este capitulo tem por objetivo apresentar resumidamente algumas publicacdes sobre
andlise dindmica nao-linear de estruturas no dominio da freqiiéncia e sobre a andlise

dinamica de estruturas dotadas de amortecimento nao-proporcional.

2.2 Revisao da Literatura

O desenvolvimento de métodos numéricos voltados a andlise dinamica de estruturas
tem atraido a atencdo de pesquisadores em todo o mundo. Tal fato pode ser atribuido, por
um lado, aos avangos tecnolégicos, que disponibilizam equipamentos computacionais cada
vez mais adequados a abordagem de sistemas estruturais mais complexos, e de outro as
necessidades dos engenheiros estruturais de considerarem em suas andlises novos materiais
e novas formas geométricas, exigindo assim novas bases na modelacao estrutural. Aspectos
econOmicos e de seguranga, seja das populacdes ou do ambiente, também tém exigido que
estruturas como plataformas maritimas, edificios altos e usinas nucleares adotem modelos

estruturais dinAmicos mais realisticos e sofisticados.

Assim, a andlise dindmica de estruturas pode ser feita no dominio do tempo ou no
dominio da freqiiéncia. A escolha do método mais adequado depende das caracteristicas

fisicas do sistema em estudo e da excitac@o a que ele estiver submetido.

Métodos no dominio do tempo utilizam geralmente processos de integracdo passo a
passo. Em tais métodos a precisdo depende fortemente da grandeza do intervalo de tempo
adotado (Bathe, 1982). Dentre esses métodos, pode-se citar o método de Newmark-f3

(Newmark, 1959) e o método de Wilson-6 (Wilson, 1973). Clough e Penzien (1993) e
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Craig (1982) fornecem comparacdes entre as diferentes técnicas de integracdo numérica no

tempo utilizadas para a solucdo de sistemas estruturais dindmicos.

Para os casos onde as propriedades fisicas do sistema sdo dependentes da freqiiéncia
de excitacdo, faz-se necessario o cédlculo da resposta dinamica no dominio da freqiiéncia.
Isto ocorre, por exemplo, em sistemas onde ha interacdo solo-estrutura ou fluido-estrutura.
As estruturas modeladas com amortecimento histerético também sdo tratadas mais

adequadamente no dominio da freqiiéncia (Clough e Penzien, 1993).

A andlise dindmica linear no dominio da freqii€éncia tornou-se uma alternativa a
andlise no dominio do tempo com o surgimento do algoritmo FFT (Fast Fourier
Transform), devido a Cooley e Tukey (1965). Hall (1982) propds modificacdes no
algoritmo FFT original, a fim de utilizd-lo em dinamica estrutural. Nesta modificacdo, o
nimero de termos necessarios passa a ser uma poténcia inteira de 2 multiplicada por 2 ou 3,

ao invés de ser uma poténcia inteira de 2 como no algoritmo original.

Claret e Venancio Filho (1991) apresentam a formulacdo matricial para a andlise
dindmica de sistemas lineares de um grau de liberdade no dominio da freqiiéncia, onde as
transformadas de Fourier, discreta e inversa, sdo realizadas implicitamente. Esta abordagem
foi posteriormente estendida por Claret (1991), Venancio Filho e Claret (1995) e Ribeiro

(1998), para sistemas com vdrios graus de liberdade, tanto lineares como nao-lineares.

No aprimoramento dos modelos estruturais ocorrido nos ultimos anos, notadamente
a partir do surgimento do método de andlise por elementos finitos, a modelacdo do
amortecimento estrutural tem sido relegada a um segundo plano, devido a dificuldade que

representa e para facilidade na obtencao da solucao das equacdes de movimento.

Em sistemas onde o amortecimento é considerado como distribuido pela estrutura
de forma semelhante a massa e a rigidez, ele € dito proporcional ou de Rayleigh. Sistemas
com amortecimento proporcional utilizam a técnica de transformacdo modal para

desacoplar as equagdes de movimento. Assim, a resposta em coordenadas fisicas pode ser



obtida pela superposi¢cao da resposta em coordenadas modais, tanto no dominio do tempo
como no da freqiiéncia (Clough e Penzien, 1993). Em sistemas com caracteristicas mais
complexas de amortecimento, a matriz de amortecimento ndo é mais proporcional a massa
e a rigidez do sistema. Diz-se entdo que o amortecimento € nao-proporcional.
Amortecimentos do tipo ndo-proporcional e ou dependente da freqiiéncia sao

predominantes em sistemas dindmicos solo-estutura.

A partir dos anos setenta, pesquisadores em todo o mundo como Veletsos e Wei
(1971), Novak e Sachs (1973) e Bielak (1975), passaram a considerar o amortecimento nao
proporcional como varidvel na modelagem dos sistemas estruturais. Atualmente, o estudo
do amortecimento encontra grande interesse no campo do controle de vibragdes, seja em

estruturas de edificios altos ou em aeronaves.

A pesquisa e a utilizagdo de novos materiais na engenharia de estruturas torna
necessdria a pesquisa de métodos para a andlise dindmica ndo-linear. Assim, é de suma
importancia a considera¢do dos amortecimentos do tipo nao-porporcional e dependente da
freqiiéncia. O amortecimento nao proporcional é representado por uma matriz que nao €
ortogonal a matriz modal. Portanto, o sistema de equacdes ndo é desacopldvel com a
utilizagdo da transformacdo modal. Hurty e Rubinstein (1964) utilizam modos complexos
para desacoplar as equagdes de movimento de sistemas dindmicos dotados de
amortecimento nao-proporcional. No entanto, o problema de autovalor para este caso €
duas vezes maior que o convencional, e os modos complexos dificultam a interpretacdao
fisica da resposta do sistema. Ainda assim, este método foi empregado por Singh e Suarez
(1980), Veletsos e Ventura (1976), Singh e Ghafory-Ashtiany (1986) e Chen e Taylor
(1987), variando entre um e outro autor o processo utilizado para a extracdo dos modos

complexos e na superposic¢ao para o calculo da resposta.

Uma possibilidade de se utilizar o método de superposicdo modal cldssico na
obtenc@o de uma solu¢do aproximada para sistemas com amortecimento nao-proporcional,
dada por Thomson et al (1974) e Warburton e Soni (1977), é desprezar os elementos fora

da diagonal da matriz de amortecimento generalizada. No entanto este processo pode levar



a resultados pouco exatos quando as freqii€éncias de excitagdo sao proximas da freqii€ncia

de ressonancia.

Outro procedimento utilizado na resolug¢ao de sistemas dotados de amortecimento
nao-proporcional, e que pode ser utilizado para sistemas com quaisquer tipos de nao-
linearidades € o método das pseudo-forgcas. Neste processo, os termos ndo-lineares sdao
transferidos para o lado direito das equagdes modais de movimento e tratados como
pseudo-forgas. O sistema resultante é resolvido por um processo iterativo, no dominio do
tempo como propds Claret e Venancio Filho (1991) e Ibrahimbegovic e Wilson (1989), ou
no dominio da freqiiéncia, como faz Jangid e Datta (1993). H4 ainda processos hibridos

tempo-freqiiéncia, como os de Kawamoto (1983), Wolf (1987) e Darbre e Wolf (1986).

O método das pseudo-forcas é amplamente discutido por Claret ¢ Venancio-Filho
(1991), que introduzem os conceitos de indice de convergéncia e indice de acoplamento,
para caracterizar o grau de ndo-proporcionalidade do sistema. Chen e Taylor (1990)
utilizam uma base de vetores de Ritz para desacoplar as equacdes de movimento e utilizar a

técnica de superposicao modal na obten¢ao da resposta.



Capitulo 3 - Andlise Dindmica no Dominio da
Freqiiéncia - Formulacdo Cldssica e o método ImFT

3.1 Introducao

A andlise da resposta dindmica de sistemas estruturais submetidos a excitagdes
dinamicas pode ser feita no dominio do tempo ou da freqiiéncia. A superioridade de uma

abordagem em detrimento a outra dependerd fortemente do problema em questao.

Os métodos baseados no dominio do tempo normalmente utilizam processos de
integracdo passo a passo, tais como o método da aceleracdo linear, da aceleracdo média
constante ou o método Wilson-0. Estes métodos podem ser aplicados a sistemas com
qualquer tipo de ndo linearidade. No entanto, a estabilidade e a precisdo do processo
dependem do intervalo de tempo adotado (Bathe, 1982). Desta forma, um esforco
computacional elevado pode ser exigido na solucao de sistemas que exijam um intervalo de

tempo pequeno na analise.

Os métodos no dominio da freqiiéncia podem utilizar intervalos de tempo maiores
que os geralmente utilizados nos métodos de integracdo do dominio do tempo. Tal fato
decorre em razdo de que os métodos no dominio da freqiiéncia utilizam como ferramenta
matemadtica as transformadas de Fourier, cuja estabilidade permite que intervalos de tempo
maiores sejam utilizados. Além disso, em sistemas onde as caracteristicas fisicas sdo
dependentes da freqiiéncia de excitacao, a analise no dominio da freqii€ncia € a inica forma
efetiva de solucdo. Sistemas modelados com amortecimento histerético e sistemas que
envolvem dominios infinitos, tais como sistemas solo-estrutura ou fluido-estrutura sé

podem ser tratados adequadamente no dominio da freqiiéncia (Hall, 1982).



Este capitulo apresenta a formulagdo cléssica para a andlise dinamica de sistemas de
um grau de liberdade no dominio da freqii€ncia, sendo a resposta obtida através das
transformadas discretas de Fourier (DFT). Sdo discutidos os aspectos bdsicos envolvidos
nas transformadas discretas de Fourier e no algoritmo FFT. Apresenta-se ainda a
formulacdo do método ImFT (Implicit Fourier Transform), proposto por Claret (1991) e

posteriormente estendido por Ribeiro (1998).

3.2 Soluc¢ao da Equaciao Dinimica no Dominio da Freqiiéncia

O sistema de um grau de liberdade mostrado na figura 3.1 estd sujeito a um

carregamento p(t) aplicado a massa m, a partir do tempo t =0

7
C - V(t)
m ——p®
AN
k

Figura 3.1 - Sistema massa-mola-amortecedor

A equagdo de movimento €:

m () + ¢ v(t) +k v(t) = p(t) G.1)

onde ¢ € o amortecimento viscoso, k a rigidez e v(t), v(t) e v(t) a aceleracdo, velocidade e

deslocamento da massa, respectivamente.
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Para sistemas lineares com condi¢des iniciais nulas, a resposta v(t) pode ser
determinada no dominio do tempo através da seguinte integral de convolucdo (Clough e

Penzien, 1993),

v(t) = [p(r) h(t—1) dt (3.2)

sendo t o tempo, T a varidvel de integracdo. e h(t) a fungdo resposta impulso unitario (nula
para t < 0), ou seja, h (t-t) é a resposta da massa a um impulso de magnitude unitaria

aplicado no tempo t = 1.

A funcdo impulso unitdrio, figura (3.2) € definida matematicamente como

d(t-a)=0,parat+a

Tﬁ(t—a)dtzl 3-3)

AS(ta)

P>

Figura 3.2 - Funcdo impulso unitério.

Deve-se observar que o intervalo de tempo em que funcdo é diferente de zero é, por
defini¢do, infinitamente pequeno, ou seja, € tende a zero no limite, e a amplitude da funcdo

neste intervalo de tempo € indefinida. A area sob a curva é definida e igual a unidade.
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Como a integral dada na equacgdo (3.3) € adimensional, a unidade da fun¢do impulso

P |
unitarioe s .

Para um sistema sub-amortecido, tem-se

h(t-1)= mio senfo, (t-1)]exp[-£ o (t-1)]
D 3.4)

onde ® a freqii€ncia natural dos sistema, £ a taxa de amortecimento e ®p a freqiiéncia
natural amortecida. Em muitos sistemas, tais como 0os que envolvem dominios infinitos,

ndo € possivel determinar h(t), o que ser resolve no dominio da freqiiéncia.

Para se resolver a equacgdo (3.1) no dominio da freqiiéncia, considera-se o sistema

dado na figura (3.1) submetido a uma excitacdo harmonica unitdria @ dada por:

p(t)=exp (im t) (3.5)

Esta excitag¢do levara a uma resposta da forma:

v(t) =H(®) exp (iot) 3.6)
v(t) = i@ H(®)exp (iot) = i@v(t) 3.7)
V() =- @ H®@)exp (iot) =- @2 v(1) (3.8)

onde H(®) ¢ uma func¢do da freqiiéncia de excitagdo cuja expressio deseja-se encontrar.
Levando as equagdes (3.5) a (3.8) na equacgao (3.1), tem-se
(-o’m+ioc+k)H®)=1 (3.9

12



Logo,

1
H(®)= 3.10
@) (=®’m+imc+k) (5.10)

A fungdo H(®)é conhecida como fungdo complexa de resposta em freqiiéncia. E

definida como a resposta do sistema a uma carga harmdnica complexa unitdria na

freqiiéncia ®. Pode-se demonstrar que h(t), fun¢do resposta impulso unitdrio, ¢ H(®)

formam um par de transformadas de Fourier. Assim, caso a primeira seja conhecia, pode-se

€screver a segunda como:

ou

H(w)= Th(t) exp(—imt) dt (3.11)
h(t) = L TH(E) expiot)do (3.12)
27 ©

A transformada de Fourier do carregamento p(t) da equacao (3.1) é:
p(®) = [ p()exp(—iot) dt (3.13)
0

O teorema da convolucdo (Wilie e Barret, 1995) define que a convolugdo no tempo

de duas fungdes e o produto de suas transformadas de Fourier formam um par de

transformadas de Fourier. Tomando-se entdo as equagdes (3.2), (3.11) e (3.13) e tendo em

vista o teorema da convolugao, conclui-se que v(t) e o produto H(®) P(®) formam um par

de transformadas de Fourier. Por transformacgdo inversa de Fourier obtém-se

v(t)= 1 TP(E) H(®) exp (iot)do (3.14)
2n 2
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A equacdo (3.14) é solugcdo da equacdo (3.1) através de andlise no dominio da
freqiiéncia e usando-se as transformadas de Fourier. Na equagdo (3.14), a funcdo complexa
de resposta em freqii€éncia pode ser obtida através da transformacao direta de h(t), equagao
(3.11), ou, quando ndo existir expressdo para esta ultima, através da solugcao da equagdo do

movimento para uma carga harmodnica unitdria, conforme as equacoes (3.9) e (3.10).

3.3 A Transformada Discreta de Fourier

Na maior parte das situacdes praticas, a carga p(t) ndo € tratada de maneira
continua, mas através de uma série de pontos discretos p(t;)). Da mesma forma, a resposta

v(t) também € obtida nesses pontos, gerando-se um vetor de resposta v(t;).

Assim, as equacdes (3.10), (3.11), (3.13) e (3.14) devem ser modificadas, com as
integrais de Fourier sendo substituidas por suas formas discretas, as transformadas discretas
de Fourier. As transformadas discretas de Fourier sdo uma aproximacao das transformadas
continuas de Fourier e, como em todas as aproximacgdes, estdo sujeitas a erros que devem
ser minimizados tanto quanto possivel. Esses erros sdo inerentes ao processo de
transformacgao que envolve trés etapas: Discretizacdo no dominio do tempo; truncamento
no dominio do tempo e discretizacdo no dominio da freqiiéncia (Meirovitch, 1986;

O’Brigham, 1974)

A transformacdo de uma func@o continua no tempo em uma fun¢do equivalente,
discretizada em intervalos iguais a T pode ser vista na figura (3.3). No processo descrito
pela figura (3.3), utiliza-se um resultado da teoria das fung¢des generalizadas, segundo o

qual o produto de uma funcao continua em t =T e uma funcdo impulso vale:

f(t)=08(t-T)=1f(T)d(t-T) (3.15)

A discretizagdo da fun¢do original f(t) da figura (3.3a) é feita multiplicando-a pelo

trem de impulsos unitdrios espagados pela distancia T (figura 3.3b), gerando como
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resultado uma funcdo discreta no tempo formada por infinitos pontos (figura 3.3c). A
transformada de Fourier da funcdo dada em (3.3c) € obtida pelo Teorema da convolugao de
funcdes, conforme exposto em 3.1. A transformada de Fourier de f(t), F(f) esta representada
em (3.3a), e a transformada do trem de impulsos unitdrios é dada por outro trem de
impulsos A(f) (O’Brigham, 1974), de magnitude igual a 1/T,espagados pela distancia 1/T
(figura 3.3b). A convolucdo dessas duas transformadas se mostra na figura (3.3c), de onde
se conclui que a transformada de Fourier da fun¢do discretizada a cada intervalo T é uma

funcdo periddica,com periodo igual a 1/T,igual a funcdo F(f) exceto pela amplitude, que €

dividida por T.
fit) A fv
AN VA
X Area:l - / \
\ G L
\J VAR T e % Vot
() A0 F(f)
1 1T
X Area=1/T —
L]
fe fe ; 2T om0 2T f= 27 T 0 1T T :c
(@) (b) (©

Figura 3.3 - Processo de discretizacdo no tempo.

O processo anteriormente descrito e ilustrado na figura (3.3c) partiu da premissa que
o intervalo de discretizacdo T foi pequeno o suficiente para que na figura (3.3¢) um periodo
ndo se misturasse com o outro. Se, no entanto, o intervalo T aumenta, os impulsos A(f) se

aproximam, o que pode causar uma superposicao nas fungdes F(f).

Logo, a transformada de Fourier de uma fun¢do discretizada com uma taxa de
discretizagdo baixa, sofre uma distor¢do em relacdo aquelas discretizadas com uma taxa

mais alta. Esta distor¢do é conhecida como aliasing, e pode ser entendida como uma

15



superposicdo de freqiiéncias de um periodo sobre outro. Este fendmeno pode ser

visualizado na figura (3.4).

T T T T
-2/T -uT 0 T 2/T

Figura 3.4 - FenOdmeno de aliasing.

Da figura (3.3c) vé-se que a taxa minima de discretizagdo para evitar a superposicao
de freqiiéncias é T=1/(2f;), sendo f. a mais alta freqiiéncia de F(f). Portanto, a fim de se

evitar esta distor¢ao deve-se ter

(3.16)

Retornando as equagdes que definem a andlise da resposta no dominio da

freqiiéncia, (equagdes (3.11), (3.13) e (3.14), aqui repetidas)

H(w)= Th(t) exp(—imt) dt (3.11)

p(t) = Tp(t) exp(-iot) dt (3.13)
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v(t)= 1 TP(E) H(®) exp (iot)do (3.14)
21 2

as transformadas discretas que as substituem sao

H (mA®) = At fh(nm) exp {-m(%ﬂ m=0,,N-1 (3.17)
P (mA®) = At %p(nAt) exp {m{%ﬂ m=0,--,N-1 (3.18)
v(nAt) = % fP(mAa) H(m®) exp {m(%ﬂ n=0,,N-1 (3.19)

sendo H(mA®), P(mA®), v(nAt) ,h(nAt) e p(nAt) as funcdes H(®), P(®), v(t), h(t) e
p(t) discretizadas. Por motivos j4 mencionados, H(mA®) pode também ser obtida através

da solu¢do da equagao (3.10) para valores discretos de mA® .

Nas equacdes acima, os intervalos de discretizacdo At e A® podem ser expressos

em termos do periodo T e do nimero N de pontos discretos deste periodo, como:

At :%1 (3.20)

Aa:Z% (3.21)

Nota-se que no somatdrio da equacdo (3.19) ndo existem freqiiéncias negativas, o

que estd aparentemente em desacordo com sua forma continua, dada pela equagao (3.14).
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Porém, assumindo N par, essas freqiiéncias ocorrem no intervalo N/2 < m < N, como

mostrado na tabela 3.1, devido a periodicidade das fun¢ées P(mA®) e H(mA®) .

Tabela 3.1 - Relag@o entre m e mA® para N par.

m  |Freqiiéncia mA® correspondente
0 0
1 Ao
2 2A®
N/2-1 (N/2-DA®
N/2 (N/2)Ao
N/2+1 -(N/2-DA®
N-2 -2A®

Sendo p(nAt) e h(nAt) reais, P(mA®) e H(mA®)tem seus valores em m = N-j
como complexos conjugados dos valores em m = j, para j = 1, 2,..., N/2-1. Para m = 0, os
valores sdo reais e para m = N/2, aparece um termo imagindrio. Neste caso, ou o termo

imaginario é desprezado (Claret, 1991) ou apenas a parte real € utilizada nos calculos (Hall
e Beck, 1993).

A freqiiéncia méxima, ou freqiiéncia de Nyquist ocorre em m = N/2, isto &,

AG,, =(N/2)A® ou

Ao =~ (3.22)
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De forma andloga ao caso continuo, onde o teorema da convolucdo estabelece a
equivaléncia entre a equacdo (3.1) e as equagdes (3.11), (3.13) e (3.14), as equagdes (3.17),

(3.18) e (3.19) equivalem a convolugdo discreta representada pela equacao (3.23).

N-1
v(nAt) = AtY. p(jADh(nAt - jAt), n =0,--,N-1 (3.23)

=0

onde as fungdes discretas v(nAt), ;p(jAt) e h(nAt — jAt) sdo periddicas e de periodo igual a

N, devido a periodicidade implicita as transformadas discretas de Fourier.

Para que a equacdo (3.23) e também as equacdes (3.17), (3.18) e (3.19) fornecam
uma boa aproximacao das fung¢des continuas que representam, devem ser adotados valores

adequados para T, At, A® e sendo que a definicdo de duas dessas varidveis

max
determina as outras duas. Determina-se inicialmente o valor T como o tempo necessério
para o decaimento da resposta, o que ja implica em um valor para A® . A seguir, escolhe-se
um At suficientemente pequeno para se reduzir os erros causados pela discretizacao,

conduzindo também a um valor adequado para ® Assim, os erros devido a

max °

superposicdo de periodos (overlaping), aliasing e ondulagdes (riples) sdo minimizados

(Ribeiro, 1998).

3.4 O algoritmo FFT

O cdlculo das transformadas de Fourier exige N? multiplicacdes, o que para um
numero N elevado torna a tarefa dispendiosa em termos de tempo e memoria

computacional.

O surgimento do algoritmo FFT (Fast Fourier Transform) em 1965, (Cooley e
Tukey) 1965 reduziu o nimero de multiplicagdes para um valor igual a Nlog,N. Desta
forma, indmeros processos até entdo invidveis tornaram-se possiveis, o que levou a um

avanco em muitos campos cientificos (Bracewell, 1990).
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A transformada répida de Fourier (FFT) € apenas um algoritmo para se calcular
mais rapidamente as transformadas discretas de Fourier. O fato de as transformadas
discretas de Fourier conterem o termo exp[2mi(mn/N)] e de se tomar N da forma N = 2

explica a eficiéncia do algoritmo.

Para a célculo da resposta v(nAt), equacdo(3.19), calcula-se a soma da equacio

(3.18) por FFT, obtendo-se assim P(mAw®). Em seguida, dois caminhos podem ser
tomados: Repete-se o processo para o cdlculo de H(mA®), equacdo(3.17), ou, o que é
mais comum, calculam-se estes ultimos valores pela equacdo(3.10). Em seguida realiza-se
o produto P(mA®) H(mA®), aplica-se novamente a FFT, equacdo(3.19) e chega-se a
v(nAt).

Desde seu surgimento, varias versdes do algoritmo FFT tem sido desenvolvidas,
cada qual adaptando-o aos seus varios campos de aplicacdo. Em dindmica estrutural,
especificamente, cita-se o trabalho de Hall (1982), onde a condi¢do de se tomar N igual a
uma poténcia inteira de 2 modifica-se para adotar N como uma poténcia inteira de 2

multiplicada por 2 ou 3.

3.5 O método ImFT

3.5.1 Introducao

Apesar do grande avango representado pelo surgimento do algoritmo FFT e da
otimizacdo do consumo de tempo computacional por ele propiciado, duas restricdes que
podem se tornar desvantagens sdo apresentadas pelo algoritmo quando do cdlculo da

resposta dinamica de um sistema estrutural.

A primeira deve-se ao fato da imposi¢ao de que o nimero de pontos a serem usados

na discretizacdo das funcdes seja uma poténcia de 2, ou seja, N = 2, sendo j um nimero
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inteiro. Desta forma, a cada aumento de precisdo requerido, faz-se necessario dobrar o
nimero de pontos necessdrios, com o conseqiiente aumento do esforco computacional e da

area de memoria exigida.

Outro aspecto refere-se ao fato de que, com o uso da FFT, a resposta é calculada
necessariamente em N pontos, enquanto que o comportamento do sistema geralmente pode

ser descrito com um numero bem menor deles.

Apresenta-se neste item a formulagao do método ImFT, proposto por Claret (1991),
e posteriormente ampliado por Venancio Filho e Claret (1995) e Ribeiro (1998). Neste
método a andlise dindmica ndo apresenta exigéncia acerca do nimero N de termos no
calculo das transformadas discretas de Fourier, e a resposta pode ser calculada em um
nimero arbitrdrio de pontos, desde que este ndmero represente adequadamente o
comportamento do sistema. Outra vantagem desta formulacdo é que as transformadas
discretas de Fourier, direta e inversa sdo realizadas ao mesmo tempo, implicitamente, no

procedimento que leva a resposta no dominio do tempo.

3.5.2 Formulacao Matricial

A andlise no dominio da freqiiéncia, da resposta de um sistema de um grau de
liberdade submetido a uma excita¢do dinamica, depende da avaliacdo das transformadas de

Fourier expressas pelas equagdes (3.18) e (3.19), aqui repetidas.

P (mA®)=At ip(nAt) exp {—27&(%)} m=0,---,N-1 (3.18)
v(nAt) :% 3 P(mA®) H(m) exp {m{%ﬂ n=0,-,N-1 (3.19)
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com H(mA®) sendo dado por:

H(mA®) = — 1_ — , m=0,---,N-1 (3.24)
—(mA®)" m+i(mAm)c+k

O carregamento e a resposta sdo dados em suas formas discretizadas, p(nAt) e

v(nAt).

Para N par, contam-se as freqii€éncias de 0 a N-1, mas equivalem aquelas mostradas

na tabela (3.1), devido a periodicidade inerente as transformadas discretas de Fourier.

Os intervalos Ate A® , como definidos anteriormente,(e aqui repetidos) sdo

At = %I (3.20)

Aa:Z% (3.21)

sendo T o periodo adotado para o carregamento.

Tomando-se P(mA®)e p (nAt) como os vetores

P ={P(mA®)}={P[0] P[A®] P[2A®] ..., P[(N-DA®]} (3.25)
p={p(nA0}=1{p[0] p[At] p[2Ac] ..., p[(N - D)Ac]} (3.26)
e sendo ™o termo genérico da matriz E”, com
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tem-se
1 1 1
1 e—ia -i2a
E = 1 -i2a —ida
1
_1 g i(N-Da o i2N-Da

1

e—i (N-Ha

e—iZ(N—l)ul

e—i(N—1)2 a

(3.27)

(3.28)

Assim, as N equacdes expressas pela equacdo (3.18) podem ser colocadas sob a

seguinte forma matricial.

P=AtE p

Tomando v(nAt) como o vetor

v={v(inat)}={v[0] v[at] v[2At] ..., v[[N-DAt] }

e sendo H (mA®) a matriz

"H[0] 0 0
0 H[Aw] 0

H= |0 0 H[2A0]
0 0 0

O

H[(N - DHAw]|

(3.29)

(3.30)

(3.31)

as N equacOes expressas pela equacdo (3.19) podem ser colocadas sob a seguinte forma

matricial
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v=2%pHp (3.32)
27

sendo E a matriz cujo termo genérico é dado por e ™ com a dado por (3.27).

Entao,
1 1 1 1
i 2a i(N-Ha
1 e e e
E: 1 ei2a ei4a eiZ(N—l)a (333)
1 : : :
1 ei(N—l)a eiZ(N—l)a! ei(N—l)zaf

Substituindo-se a equagao (3.29) na equacao (3.32), tem-se

v=2C NEHE p (3.34)
2T

Considerando-se as equagdes (3.20) e (3.21), vem:

1 _Ao, (3.35)

N 2=

Entao,

v=LEHE p (3.36)
N .

A equacdo (3.36) € a equagdo bdsica da formulagdo matricial para a andlise
dinamica de sistemas de um grau de liberdade no dominio da freqiiéncia, da forma como foi
originalmente proposta por Claret (1991). Nesta formulagdo estd representada a

transformada de Fourier do carregamento, o produto desta transformada pela funcdo de
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resposta complexa em freqiiéncia e a transformada inversa de Fourier deste produto,

gerando a resposta no dominio do tempo.

Fazendo-se o produto matricial E x E” tem-se para a linha j de E e a coluna k de E

(1’ ejioc,ezjioc,m’e(N-l)jioc)X (1, e-kioc’e—zmoc’m,e-(N-l)kioc):(1+e(j-k)ia 4 oeibie e(N—l)(j-k)i(x)

Entio,
N-1
(l+e(_]»k)1(x 4 oeiin e(N—l)(]»k)ux): zem(]-k)loc
m=0

Uma série geométrica finita tem a seguinte soma (Wilie e Barret, 1995)

N-1 _
1+ Z+ 2 +2 4+ +ZN' =) 7" = = (3.37)

m=0

(-K)ia

Assim, paraZ =e , com j £k, tem-se,

N-1 o _ A N(-kia
em(]-k)ule € (3.38)

1 — (e

Utilizando-se a equacao (3.27) vem

eNURio _ 27 -k (3.39)
Portanto,
N-1 ] — g 2ribi
e Mi-bia _ —1 o (3.40)
—e

0

=]
Il
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Pela equacdo de Euler,

e'® =cos(0) +isen (0)

Assim,

2™ = cos (- k)2r]+i sen [(j- k)27]

Como

cos(n2m)=1 V neZ

sen (n2n)=0 V neZ

Tem-se que
ezn( k)i ~1
Logo,
N-1 ) )
emiTie — Para j#k
m=0
N-1 N-1
e =% e =N Para j =k
m=0 m=0

(3.41)

(3.42)

(3.43)

Combinando os dois casos, tem-se o elemento genérico do produto E x E" dado por

N-1 em(j—k)iOL _ N, Se _] =k
0,sej#k

m=0

(3.44)
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Conforme a equacdo (3.44), o produto das matrizes E e E” serd da forma:

N 0 0 0
0 N 0 0
ExE'={0 0 N

0 0 0 O N

ou, escrevendo de forma alternativa:

0 O O |1 0 O 0
0 0 0110 1 O 0

ExE =0 0 N - 0(x(f0 0 1 -- 0

Logo,
ExE =NxI
ou
|
ExE x—=I
N

Portanto, as matrizes E ¢ E* apresentam relacdes de inversibilidade.

Reescrevendo a equagido (3.26), tem-se:

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)
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1
v=—=e 3.49
N p (3.49)

Onde:
e=EHE’ (3.50)

A equacgdo (3.49) representa de forma sintética o cdlculo da resposta, onde o vetor
de cargas no dominio do tempo é transformado diretamente no vetor de respostas ja no

dominio do tempo, com todas as expressdes intermedidrias embutidas na matriz e.

O produto matricial dado pela equacdo (3.50) ao ser realizado por operacdes no
dominio da freqiiéncia e do tempo deve ser tomado de maneira que a equagdo (3.49)
obedeca ao principio da causalidade, o que deve ser seguido por todos os sistemas
fisicamente realizdveis. A equacdo (3.49) serd causal desde que a resposta v (t) em um
instante t dependa da historia prévia da excitacao p(t), para t < t. (Crandall, 1969). Para que
o principio da causalidade seja obedecido, a matriz e deve ser ter todos os elementos acima

da diagonal principal nulos, ou seja, deve ser triangular inferior.
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Capitulo 4 - Andlise Dindmica no Dominio da
Freqiiéncia em Coordenadas Fisicas

4.1 Introducao

Serd apresentada neste capitulo uma formulacdo alternativa para a analise dinamica
de sistemas estruturais com um grau de liberdade, onde o problema de autovalor ndo é
resolvido, e nao ha exigéncia sobre o nimero N de pontos a serem adotados nas
transformadas discretas de Fourier. A formulacdo apresentada serd posteriormente
expandida e utilizada na andlise de sistemas dotados de amortecimento ndo proporcional.
Tais sistemas niao podem ser desacoplados pela transformagao modal, uma vez que a matriz

de amortecimento nao é ortogonal a matriz de massa e a matriz de rigidez.

4.2 Resposta dinamica de sistemas de um grau de liberdade

Seja um sistema com 1 grau de liberdade, cuja equacdo de movimento € dada pela

equacao (4.1),

m V() + ¢ v(t)+k v(©) =p(t) @.1)

Onde m,c e k sdo respectivamente a massa, o amortecimento e a rigidez da

estrutura. v(t), v(t) e v(t) sdo a aceleracao, a velocidade e o deslocamento, respectivamente.

p (t) € o carregamento atuante na estrutura.
A equagdo de equilibrio dindmico no instante t, é
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mv(t,)+ ev(t,)+kv(t,) =p(t,) (42)

Pode-se escrever o carregamento como

p(t,) =P(o,)exp(io,t,) (4.3)
e analogamente os deslocamentos como

v(t,)=V(o,)expin,t,) “4.4)

para o instante t, e a freqiiéncia oy, ondenem =0,2, ..., N-1.

Levando a equacdo (4.4) e suas derivadas na equacdo (4.1), tem-se
(o, m+io, c+k)V(o,)=P,) (4.5)

Na equacgdo (4.5), o termo (—mm2m+iwmc+k) € andlogo aquele formulado para

sistemas de um grau de liberdade, dado na equacgdo (3.9).

(m)
Definine-se G, como

(m)
Gn=-0,m+io_ c+k (4.6)

Assim, substituindo-se a equagdo (4.6) na equagao (4.5) tem-se

G V(o) =Po,) @4.7)
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(m)
A funcdo G dada nas equagdes (4.6) e (4.7), é aqui definida como funcao

complexa inversa de resposta em freqiiéncia. Nota-se que esta funcdo depende da

freqiiéncia o, da for¢ca de excitacao.

Efetuando-se a transformada inversa discreta de Fourier de P(®,,), tem-se

p(t,) =% gP(wm) exp(mn iot) (4.8)

m=0
Substituindo-se a equagdo (4.7) na equagdo (4.8), tem-se

p(t,) =% gexp(mn 100) C(}m;1 V(o,) 4.9)

m=0

Tomando-se a transformada discreta de V(®,,), vem

V(m,)=At Ev(tn)exp(—mkia) (4.10)

k=0

Finalmente, substituindo-se a equagdo (4.10) na equagdo (4.9), obtém-se

p(t,) =§ {Eexp(mn 100) C(in:n (NZi exp(-mkio) v(t, )ﬂ “4.11)
onde
ok _1 (4.12)
27 N
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N € o nimero de pontos de discretizacdo utilizados na transformada discreta de
Fourier. Ressalta-se que o nimero N ndo necessita ser uma poténcia inteira de 2, como

exigido no algoritmo FFT.

4.2.1 Formulacao Matricial

Escrevendo a equacdo (4.11) em forma matricial, tem-se:

m
pz%EGEV (4.13)

Sendo p o vetor histérico de carregamento, discretizado em N pontos, E e E’ as

(m)
matrizes das transformadas de Fourier, G o vetor funcao complexa inversa de resposta em

freqiiéncia e v o vetor histérico de deslocamentos, incégnita do problema, discretizado em

N pontos.

Uma forma compacta da equacao (4.13) pode ser obtida a partir de transformacgdes

algébricas. Inicialmente, reescreve-se (4.13) como:

m
Np=EGE'v (4.14)

Pré-multiplicando a equacao (4.13) por E’, tem-se
m
E'Np=E'EGE'v 4.15)

Tendo em vista a relagdo existente entre as matrizes E e E , dada na equagdo

(3.48), pode-se escrever
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(m)
E'p=GE’v (4.16)

De acordo com a variacdo indicial estabelecida na equagdo (4.11) o produto

m)
matricial G x E ndo é definido, ou seja, nao pode ser realizado da forma tradicional. Faz-se

necessdrio, entdo, definir opera¢des matriciais que atendam as condi¢cdes impostas pelo

problema.

4.2.2 Produto matricial nao convencional

A definicdo tradicional do produto de duas matrizes exige que o nimero de colunas
da primeira seja igual ao nimero de linhas da segunda. Assim, considerando duas matrizes
A e B, o produto AB s6 poderd ser efetuado se o nimero de colunas de A for igual ao

namero de linhas de B. Diz-se entdo que A e B sdo compativeis para o produto AB.

Seja A uma matriz de ordem (m x p), com elementos ajx € B uma matriz de ordem
(p x n) com elementos bj, . Entdo, A e B s@o compativeis para o produto AB, que € uma

matriz D de ordem (m x n) cujos elementos sao dados por

p
dy :Zaisbsk 4.17)
s=1

m)
Assim, o produto matricial G x E dado na equagdo (4.11) ndo é definido, uma vez

(m) .
que o vetor G, contendo as N freqii€ncias discretas oy, ¢ de ordem (N x /) e a matriz E €

de ordem (N x N).

(m) * .
Seja G o vetor de ordem (N x 1), com elementos complexos Gy, ¢ E uma matriz

de ordem (N x N), com elementos complexos E*mn. Define-se o produto matricial nao

33



(m) "
convencional entre as matrizes G e E , denotado por [*], como sendo uma matriz C, de

ordem (N x N), cujos elementos complexos sd@o dados por

C,, =G, E'm (4.18)

ondenem=0,1,2, ..., N-1.

A unica condi¢@o imposta ao produto, que pode ser verificada pela equagdo (4.18) é

(m) %
a de que o nimero de linhas do vetor G deve ser igual ao nimero de linhas da matriz E .

Esta condicdo, no entanto € automaticamente satisfeita pela propria formulagdao, uma vez

que o numero N de pontos requeridos as transformadas de Fourier (embutidas nas matrizes

(m)
*, . . . ~ oA e
E e E ) é o mesmo utilizado na discretizacdo das freqii€ncias, armazenadas no vetor G .

Retornando a equacdo (4.16), tendo em vista a equagdo (4.18), tem-se

E p=Cv (4.19)
Fazendo-se
E*p =B (4.20)

tem-se finalmente

B=Cv 4.21)

A equacgdo (4.21) representa, em forma sintética, o calculo da resposta do sistema no

dominio da freqiiéncia em coordenadas fisicas, onde o vetor de cargas no dominio do

tempo € transformado diretamente no vetor de respostas também no dominio do tempo.
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Matematicamente, a equagao (4.21) representa um sistema matricial de N equagdes

complexas, cuja solucdo € o histdrico de deslocamentos, discretizado em N pontos.

A relagdo dada na equagdo (4.21) mostra que o vetor histérico de deslocamentos v é
formado por N elementos, constituidos pela soma de um termo real e um termo complexo.
Desta forma, cada elemento em v terd uma parte real e uma parte imagindria. A resposta
dada pela equagdo (4.21) deve ser real, uma vez que a parte imagindria dos deslocamentos
ndo possui significado fisico. Assim, a parte imagindria dos elementos de v pode ser
desprezada. Claret (1991) demonstra que a ndo consideracdo da parte imagindria nao afeta a

precisdo da resposta, razao pela qual este procedimento serd aqui adotado.

4.2.3 Condicoes iniciais

Seja agora um sistema de um grau de liberdade, submetido a uma excitacdo

dindmica, deslocado inicialmente de sua posi¢do de equilibrio. Aplica-se a este sistema uma

velocidade inicial v, conforme mostra a figura 4.1. Desta forma, as condi¢des iniciais sdo

um deslocamento inicial v e uma velocidade inicial v .

) Posi¢do
de equilibrio
C '\(‘ o Vo
T
m ——»p(V)

e VAVAVA

k

() ()

Figura 4.1 - Sistema submetido a condi¢des iniciais
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A resposta do sistema a um deslocamento v € obtida deslocando-se a origem dos

eixos para v e utilizando-se a equagdo (4.16) submetida a uma for¢a -F, (Ribeiro, 1998).

Assim,

(m)
E' (-Ex1)=G[JE'v+v,1 (4.22)
onde 1 € um vetor de ordem (N x /) contendo 1 em todas as posigoes.

A forga —F, € a forca estatica da mola devido ao deslocamento v,. Se uma andlise

linear eldstica é utilizada, a forca F, é dada por

FE =Kv, (4.23)

o

Em caso de andlise ndo-linear, F, é obtido do diagrama carga x deslocamento da

mola. (Mansur et al, 2000).

Uma expressdo para a resposta devido a velocidade inicial v, € obtida devido ao

fato de que a resposta h(t) de um sistema a um impulso unitdrio d(t) € igual a resposta de

mesmo sistema a uma velocidade igual a (1/m) (Meirovitch, 1986).

Assim, a resposta a uma velocidade inicial iguala v, =myv_ ( %n ) ¢ dada por

v()=mv. h(t) (4.24)

A equagdo (4.24) € equivalente a resposta a forca
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F(t)=mv, 8(t) 4.25)

Sendo 6(t) a funcdo impulso unitario aplicada em t=0. Para ser utilizada na equagao

(4.16), a funcao impulso unitdrio deve ser escrita como
o(t) = ié‘) (4.26)
At '

0 ¢ um vetor de ordem (N x /),com o primeiro elemento igual a 1 e todos os demais

nulos.
Logo, substituindo-se a equagao (4.26), na equagao (4.25), tem-se

F(t)=mv, LS (4.27)
At

Substituindo-se p na equacdo (4.16) por F(t) dado na equacdo (4.27), obtém-se a

resposta do sistema submetido a velocidade inicial, dada por

E {mvﬁ ]6 = (E)[-]E*V (4.28)

Para um sistema submetido a uma carga p, deslocamento inicial v, e velocidade

inicial v, o vetor p na equacdo (4.16) € substituido pelo vetor ¥, dado por

mv,
‘I’:p—(Kvol)+[ 4}5 (4.29)
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N

Desta forma, a resposta de um sistema submetido a uma carga p, deslocamento

inicial v, e velocidade inicial v, fica sob a forma

(m)
EY=G[]Ev+v,1 (4.30)

ou

E¥Y=Cv+v,k1 4.31)

onde [ *] denota o produto matricial ndo convencional.

4.2.4 Implementacio computacional

O objetivo da implementacdao computacional da formulacdo proposta é resolver o
sistema de equagdes representado pela equacdo (4.21) ou (4.29), onde a resposta do sistema
¢ obtida através da andlise no dominio da freqii€éncia. As transformadas discretas de Fourier
sdo realizadas implicitamente e ndo se faz necessdria a extracdo dos autovalores do
problema. Desse fato decorre a principal vantagem numérica dessa formulacdo quando

aplicada a andlise dinamica ndo linear.

As matrizes das transformadas discretas de Fourier apresentam propriedades
notdveis, advindas da natureza de seus termos genéricos, que permitem simplificacdes em
sua estrutura, como mostram Claret (1991) e Ribeiro (1998). Estas simplificacdes

conseqiientemente trazem efeitos na implementacao da equagdo (4.21).

A implementacdo computacional do produto matricial ndo convencional nao
apresenta maiores dificuldades, uma vez que € feita exatamente como se mostra na equagao
(4.18). A construcdo do vetor G envolve a realizacdo de 3 produtos reais e 1 soma para

cada elemento, conforme mostra a equagdo (4.6). Computacionalmente, um nimero
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complexo do tipo (a + bi) € escrito como (a , b), razdo pela qual uma soma e um produto
s@o omitidos. Desta forma, sendo o vetor G formado por N elementos, para sua constru¢ao
s@o realizados 3N produtos e N somas. A matriz C, formada pelo produto matricial ndo
convencional é formada por N2 elementos, cada um dos quais gerado a partir do produto de
dois ndmeros complexos. Como, computacionalmente cada multiplicacdo complexa
equivale a 4 multiplicagdes reais e 2 somas, na matriz C tem-se um total de 4N?2 produtos e

2N2 somas.

Se uma maior precisao é requerida na andlise, o nimero N de pontos utilizados nas
transformadas de Fourier deve ser aumentado. Seja AN o nimero de pontos adicionais a ser
utilizado na andlise. Desta forma, o nimero de pontos a ser considerado torna-se N + AN.e
conseqiientemente a matriz C passa a ter ordem (N + AN, N + AN).

A consideragdo das condi¢cdes iniciais € feita substituindo-se o vetor de
carregamentos p pelo vetor ¥, dado na equagdo (4.29). Aos deslocamentos calculados,
somam-se os deslocamentos iniciais. O vetor ¥ deve ter um ndmero suficiente de

elementos nulos para que nao haja sobreposicao dos carregamentos discretizados.

Para a solucdo dos sistemas de equacOes representados pelas equacdes (4.21) e
(4.29), pode-se utilizar qualquer técnica numérica de solucdo de sistemas de equagdes
complexas, tais como as fornecidas por Vetterling et al (1992). Neste trabalho € utilizada a
técnica de decomposi¢do LU para a solucdo do sistema de equacdes. A matriz C € fatorada
em duas matrizes triangulares, uma triangular inferior (L) e outra triangular superior (U). O
sistema de equagdes original € substituido por 2 novos sistemas , um contendo a matriz
triangular inferior e outro a matriz triangular superior. Como as matrizes L e U sao
triangulares, a solu¢do de cada um dos sistemas € direta. Para a realizacdo da decomposi¢ao
LU da matriz C, de ordem (N x N) efetuam-se (2N3 + 3P% -5N)/6 produtos, (2N3 + 9N2-

11N)/6 somas e (N? + N)/2 divisdes, que podem ser contabilizadas como produtos.
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Capitulo 5 - Resposta dinamica de sistemas de miiltiplos
graus de liberdade

5.1 Introducao

Para a andlise dindmica de um sistema estrutural com varios graus de liberdade, faz-
se necessdria a solu¢do do sistema de equacdes de movimento resultantes da discretizacao

do sistema em elementos finitos.

O sistema de equagdes resultante pode ser resolvido diretamente através de métodos
no dominio do tempo ou da freqiiéncia, ou pode ser primeiramente transformado em um
sistema desacoplado, cujas equacdes podem ser resolvidas independentemente. No entanto,
esta técnica requer a solucdo do problema de autovalor para a extragdo dos modos de
vibracdo do sistema, que irdo formar a matriz modal que desacoplard o sistema de
equagdes, o que, em sistemas de multiplos graus de liberdade pode onerar sobremaneira a

andlise.

Os sistemas dotados de amortecimento proporcional ou nao-proporcional sdo
estudados neste capitulo. A seguir, apresenta-se a ampliacdo da formulagcdo desenvolvida
no capitulo 4, que serd empregada para a andlise dindmica no dominio da freqii€éncia de
sistemas de multiplos graus de liberdade dotados de amortecimento proporcional ou ndo.

5.2 Sistemas com amortecimento proporcional

As equacdes de movimento de um sistema linear com J graus de liberdade, em

coordenadas fisicas, sao dadas por
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m v(t)+cv(t)+k v(t) =p(t) S.D

onde m, ¢ e k sdo respectivamente as matrizes de massa, amortecimento e rigidez, de

ordem (J x J). v(t), v(t)e v(t) sao os vetores de aceleracdes, velocidades e deslocamentos,

respectivamente, de ordem (J x 1), e p(t) € o vetor de carregamentos de ordem (J x 1).

O conjunto de equacdes diferenciais dado na equacdo (5.1) representa um sistema
acoplado de J equagdes com J incégnitas. O acoplamento € causado pelos termos existentes
fora das diagonais principais das matrizes m ¢ e k. Este sistema pode ser resolvido
diretamente, por métodos de integracdo numérica passo-a-passo, como por exemplo o
método Wilson-0 (Wilson et al, 1973). Outra maneira de se resolver a equacdo (5.1) é
realizar uma adequada transformagdo de coordenadas que desacople o sistema de equagdes,
transformando-o em um sistema de J equacdes independentes de um grau de liberdade.

A transformacdo de coordenadas usual é da forma

v(t) =DY(1) (5.2)

sendo Y(t) o vetor de coordenadas generalizadas e ® uma matriz de ordem (J x J) cujas

colunas sao os modos normais de vibracao do sistema.

A vibragdo livre ndo amortecida do sistema € dada por:

m V(O + K v(t) =0 (5.3)
Pode-se tomar Y(t) como
Y(t) =Y sen (ot — o) 5.4)

onde Y € a amplitude e a € fase.

41



Logo, utilizando-se as equagdes (5.2) e (5.4) chega-se ao problema de autovalor

generalizado

k®, -0, 'm®, =0 (5.5)

de onde obtém-se s modos ®; e também as freqiiéncias naturais de vibracdo m;, onde o

parametroi=1, 2, ..., J.
Cada um dos modos de vibragdo ®; constitui uma configuracdo de deslocamento do
sistema, onde as amplitudes podem ser usadas como coordenadas generalizadas para

descrever os deslocamentos fisicos v(t).

A matriz modal ® possui as seguintes propriedades de ortogonalidade em relagdo as

matrizes de massa e rigidez (Clough e Penzien, 1993)
O'md=1 (5.6)
O'kd=A (5.7)

sendo I a matriz identidade, de ordem (J x J) e A ¢ uma matriz diagonal formada pelas

freqii€éncias naturais de vibragdo elevadas ao quadrado.

Para que haja desacoplamento do sistema, a matriz de amortecimento deve ser

ortogonal a matriz modal ®. Assume-se entdo a seguinte relagdo:

®'cd=C (5.8)
onde C ¢ a matriz de amortecimento modal, diagonal, e com os elementos da forma

C; =280, (5.9)
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sendo &; a taxa de amortecimento modal correspondente a0 modo i e ®; a freqiiéncia de

vibragdo associada a este modo.

Assim, o amortecimento do sistema € obtido a partir da taxa de amortecimento de

cada modo e ndo através da avalia¢do dos coeficientes da matriz c.

Uma forma alternativa para a obten¢do da matriz de amortecimento, que atenda as
expressoes (5.8) e (5.9) ¢é feita utilizando-se o conceito proposto inicialmente por Rayleigh
(1945) e depois estendido por Caughey (1960) e Caughey e O’Kelly (1965). Nesta
abordagem, toma-se uma combinagdo linear das matrizes de massa e rigidez, obtendo-se

uma matriz de amortecimento do tipo:

¢ = om + Bk (5.10)

Desta forma, o amortecimento ¢é considerado como sendo distribuido
proporcionalmente por toda a estrutura, de forma semelhante a massa e a rigidez. Disto a

denominac¢do amortecimento proporcional dada a este tipo de amortecimento.

Para a determinacdo das constantes o e 3, tem-se, a partir das equacdes (5.8) e

(5.10)

C, =@, c®, =a®, m®, +BD, kD, (5.11)

u 1

Considerando-se as equacgdes (5.6), (5.7) e (5.9), vem:

2tm. =a+Po,’ (5.12)
Logo,
o Po,
=y 5.13
5 20, 2 6-15)
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Assim, a partir da estimativa de duas taxas de amortecimento &, e &, e de duas
freqiiéncias oy, e ®,, determinam-se as constantes a e 3 e pela equagdo (5.10) e chega-se a
uma expressdo para a matriz de amortecimento ¢ proporcional e ortogonal a matriz modal

P.

Nota-se que ambas as abordagens, (obtencdo do amortecimento a partir da taxa de
amortecimento de cada modo e construcio da matriz de amortecimento proporcional)
dependem da extracdo dos autovalores do problema, que sao as freqii€éncias naturais
associadas a cada modo de vibragdo. Para sistemas estruturais com vdrios graus de
liberdade, a extracdo dos autovalores e a montagem da matriz modal ® mostra-se
numericamente onerosa, razdo pela qual a técnica de superposicdo modal ndo serd aqui

utilizada na analise dinAmica dos sistemas.

5.3 Sistemas com amortecimento nao-proporcional

Na secdo anterior foi demonstrada a obten¢do da matriz de amortecimento de
sistemas estruturais de vdrios graus de liberdade, onde as forcas de amortecimento foram
consideradas como sendo distribuidas uniformemente ao longo da estrutura, a exemplo das
forcas inerciais e eldsticas. Isto levou a obtencdo de uma matriz de amortecimento
proporcional, ortogonal a matriz modal, o que permitiu o desacoplamento do sistema de

equacoes diferenciais de movimento do sistema.

Existem, no entanto, situacdes estruturais onde o amortecimento nido pode ser
modelado como descrito anteriormente, levando a uma matriz de amortecimento nao
ortogonal a matriz modal. Como exemplo de estruturas que ndo satisfazem a condi¢do de
ortogonalidade em relacdo a matriz modal citam-se estruturas compostas por mais de um
material, estruturas onde ha interacdo solo-estrutura ou fluido-estrutura e estruturas com

absorvedores de energia e mecanismos de isolamento de vibragdes.
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O amortecimento destes sistemas é, por esta razdo, dito nao-proporcional. A
transformag¢do modal aplicada a estes sistemas, da maneira como feito anteriormente, leva a
uma matriz de amortecimento ndo-diagonal, sendo os termos fora da diagonal devido a ndo
proporcionalidade do amortecimento. Com isto, o sistema permanece acoplado e o método

da superposicao modal em sua forma cldssica nao pode ser usado.

A resposta dindmica de sistemas dotados de amortecimento ndo proporcional pode
ser obtida através de integracdo direta das equacdes de movimento em coordenadas modais,
usando-se os modos nao-amortecidos para a transformagdo de coordenadas. No entanto,
como em todo método de integracdo direta, este processo exige pequenos intervalos de

tempo no caminhamento passo-a-passo para garantir a estabilidade da solugdo.

Outra maneira de se obter a resposta seria calcular os autovetores complexos do
sistema, que sdo usados para desacoplar o sistema e transformd-lo em um sistema de
equacdes modais complexas (Hurty e Rubinstein, 1964). No entanto, o esfor¢co
computacional exigido € elevado, e a compreensao fisica do sistema é comprometida pela

complexidade da resposta.

Uma solucdo aproximada para o sistema acoplado de equacdes modais pode ser
obtida desprezando-se os termos fora da diagonal na matriz de amortecimento nao-
proporcional, e resolvendo-se o sistema pelo método classico. No entanto, este processo
pode levar a resultados pouco exatos para freqiiéncias de excitacdo proximas a de

ressonancia (Warburton e Soni, 1977).

Pode-se ainda resolver os sistemas dotados de amortecimento nao-proporcional
através do método das pseudo-forcas. Neste método, os termos da matriz de amortecimento
responsaveis pelo acoplamento das equacdes sdo transferidos para o segundo membro das
equagoes e tratados como pseudo-for¢as. Assim, o primeiro termo permanece desacoplado
como ocorre em sistemas com amortecimento proporcional. O sistema é resolvido por um
processo interativo, onda a cada iteracdo as equagdes sdo resolvidas até que se atinja a

convergéncia requerida.
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O método das pseudo-forcas € utilizado em muitos trabalhos, com a solugdao do
sistema sendo feita tanto no dominio do tempo quanto no da freqii€ncia, como também por
um processo hibrido tempo-freqiiéncia. No dominio do tempo citam-se os trabalhos de
Ibrahimbegovich e Wilson (1989), Claret e Venancio -Filho (1991). No dominio da
freqiiéncia Jangid e Datta (1993) e, como processos hibridos os desenvolvidos por

Kawamoto (1983) e Aprile et al (1994).

Neste trabalho serd formulada uma alternativa a andlise de sistemas estruturais
dotados de amortecimento ndo-proporcional, onde as equacdes sdo resolvidas no dominio
da freqiiéncia em coordenadas fisicas, sem a resolu¢do do problema de autovalor e o uso do

método de superposicao modal classico.

5.4 Formulacao da resposta de sistemas de varios graus de liberdade

Seja um sistema com J graus de liberdade, cuja equagdo é dada pela equacao (5.1),

(Aqui repetida).
m v(0)+ ¢ v(0) +k v(t) =p(t) G.1)
A equagdo de equilibrio dindmico no instante t, é
mv(t, ) +ev(t )+ Kk v(t,) =p(t,) (5.14)
Pode-se escrever

p(t,) =P, )exp(io, t,) (5.15)

e analogamente
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v(t,)=V(m, )expio,t,) (5.16)
para o instante t, e a freqiiéncia oy, ondenem =0, 1, 2, ..., N-1.

Levando a equacgdo (5.16) e suas derivadas na equagao (5.14), tem-se
(~o,’m+io, ct+k)V(o,)=Pw,) (5.17)

Tomando-se as dire¢des i e j, vem

J
Y (-, m;+io,c; +k;) V(o,)=P®,) (5.18)

j=1
Definindo-se

(m)

G, =-0,"m+io, ¢, +k; (5.19)

A equagdo (5.18) torna-se

f &nj Vi(@,)=P(w,) (5.20)

=0

(m)
A fun¢io G;; dada na equagdo (5.19) € a funciio complexa inversa de resposta em

freqiiéncia, definida no capitulo 4. No entanto, para sistemas de multiplos graus de
liberdade, esta funcdo torna-se dependente das dire¢des i e j, além da freqiiéncia o, da

forca de excitagao.

Efetuando-se a transformada inversa discreta de Fourier de P;(®,,), tem-se
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onde

Aw ZP (®,,) exp(mnic)
Con oo

Substituindo-se a equagao (5.20) na equacao (5.21), tem-se

N-1 (m)

. :2— Zexp(mnloc)ZG Vi(o,,)

Tomando-se a transformada discreta de Vij(on), vem

N-1
Vi(@,)=At Y v (t,) exp(-mkio)
k=0

Finalmente, substituindo-se a equacgao (5.23) na equacao (5.22), tem-se

N-1 (m)

pi(tn)—ﬁ{Zexp(mn i) {ZGU (Zexp( mkic) v, (t, )H

AwAt _ 1
271 N

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

N € o nimero de pontos de discretizacdo utilizados na transformada discreta de

Fourier. Novamente, ressalta-se que o nimero N nio necessita ser uma potencia inteira de

2.

Reescrevendo a equagdo (5.24), tem-se
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N-1

p, (1)) = % { NZI“ exp(mn ia){i c(in)J [Z exp(-mkia) v, () ]H (5.26)

=l

onde py(ti) € o histérico de carregamentos, discretizado em N pontos. v,(ti) € o histérico de

deslocamentos, também discretizado em N pontos.

5.4.1 Formulacao Matricial
A equagdo (5.26), pode ser reescrita na forma matricial como

(m)
p :%EG E v (5.27)

onde p é a matriz histérico de carregamentos, de ordem (N x J), em que cada coluna
representa o histdrico de carregamentos em um grau de liberdade. E e E “sdo as matrizes das
transformadas de Fourier, ambas de ordem (N x N) com elementos complexos Ey, e E*mn
respectivamente. v, de forma andloga a p, € a matriz histérico de deslocamentos que se

deseja obter, de ordem (N x J), onde cada coluna representa o histérico de deslocamentos

(m)
em um grau de liberdade. A matriz G é uma matriz de ordem (P x J), com elementos

(m)
complexos G, onde P é dado pelo produto (NxJ).

Pré multiplicando ambos os termos por E”, vem

.
E'p=—GE'v 5.28
P=Y (5.28)
ou
(m)
NE'p=GE'v (5.29)
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Pela equacdo (3.48), as matrizes E e E'/N sido inversas, o que permite escrever:

E'p=GE'v (5.30)

A exemplo da formulagdo para sistemas de um grau de liberdade, o produto

(m) "
matricial G x E nfo € definido, ou seja, ndo pode ser realizado da forma tradicional. Serdo

definidas entdo operacdes matriciais que atendam as condi¢des impostas pelo problema.

5.4.2 Produto Matricial nao convencional

(m) s
Pelo fato de o produto entre as matrizes G e E nao estar definido, uma vez que

estas matrizes ndo apresentam dimensdes compativeis com aquelas exigidas para o produto
matricial, torna-se necessario definir o produto matricial ndo convencional para sistemas de
multiplos graus de liberdade, denotado por [*], de forma andloga a realizada para sistemas

de um grau de liberdade.

(m)
A matriz G, por ser uma funcdo dependente das direcdes i e j, e da freqiiéncia oy,

da forca de excitacdo, pode ser entendida como uma matriz tri-dimensional. Por este

motivo, define-se a matriz S, de ordem (P x J) como sendo a matriz bi-dimensional que ird

(m)
armazenar os valores da matriz tri-dimensional G, a fim de que o produto matricial ndo

convencional possa ser realizado.

A forma geral dos elementos complexos da matriz S, construida a partir dos valores

(m)
da matriz G € dada por

Smst-nxn.y = O mij (5.31)
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ondej=0,1,2,...,J-1;m=0,1,2,...,N-1ei1=0, 1, 2,..., J-1.

A matriz C, de ordem (P x P) formada pelo produto matricial ndo convencional

. *
entre as matrizes S ¢ E em seus elementos dados por

N
C(m+(j—l)x N,n+G-D)xN) — S(m+(j—l) XN, X E tun (5.32)

onden=0,1,2,... ,N-1;m=0,1,2,...,N-1;j=0,1,2, ... ,J-1ei=0, 1,2, ..., J-1.
A tnica condi¢do imposta a realizacdo do produto matricial ndo convencional é a

de que o nimero de pontos utilizados para a discretizagdo do espectro de freqii€ncias, que

(m) *
serdo armazenados na matriz G deve ser igual ao nimero de linhas da matriz E . Esta

condicdo, no entanto ¢ automaticamente satisfeita pela formulagdo, uma vez que o nimero
. N . . . w0,
N de pontos requeridos as transformadas de Fourier (embutidas nas matrizes E e E') é o

mesmo utilizado na discretizagdo das freqiiéncias.

Retornando a equacdo (5.30) e definindo-se
E'p=B (5.33)

onde B € uma matriz com elementos complexos de ordem (N x J) e

(m)
G[]E" =C (5.34)

pode entdo escrever a equacgao (5.30) de forma compacta como
B=Cv (5.35)

A matriz B pode ser armazenada em um vetor VB, de ordem (P x ) cujos

elementos sdao dados por
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VB B, (5.36)

(GHxN+i) —

ondej=0,1,2,...,Je1=0,1,2,... ,N.

Assim, substituindo-se a equagdo (5.36) em (5.35), tem-se finalmente

VB=Cv (5.37)

A equacgdo (5.37) representa um sistema de P equagdes, cujas incdgnitas sdo os

deslocamentos v do sistema, armazenados em um vetor de ordem (P x 7).

O vetor resposta v pode ser armazenado em uma matriz vr, cujos elementos sao

dados por

Vi) = VirGnxn (5.38)
ondei=0,1,2,...,N-1ej=0,1,2,...,J-1.

A matriz resposta vr € uma matriz com elementos complexos, de ordem (N x J).

Cada coluna da matriz vr representa um grau de liberdade do sistema, discretizado em N

pontos. Como os elementos da matriz resposta vr sdo complexos, o procedimento de se

7z

desprezar a parte imaginaria dos deslocamentos € novamente adotado, ndo trazendo,

contudo, qualquer prejuizo a precisdo da resposta obtida.

5.4.3 Condicoes iniciais

Seja agora um sistema de J graus de liberdade, submetido a uma excitacdo

dindmica, deslocado de sua configuracdo inicial de equilibrio. Desta forma, as
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configuragdes inicias do sistema sdo dadas pelo vetor deslocamentos iniciais V,, dado na

equacao (5.39).
V1T
V.2
V, =V.3 (5.39)
_VOJ -

Submetendo-se os graus de liberdade deste mesmo sistema a velocidades iniciais,

tem-se o vetor velocidades iniciais V., dado na equagdo (5.40).

Vol
V,2
Vo=|v.3 (5.40)

o

De forma andloga aquela mostrada para sistemas de um grau de liberdade no

Capitulo 4, a resposta do sistema aos deslocamentos iniciais, armazenados no vetor V,, é

obtida deslocando-se a origem dos eixos para v e utilizando-se a equagdo (5.30)

submetida a uma for¢a -F, , dada por

F, =KV, (5.41)

o

sendo K a matriz de rigidez do sistema e V,, o vetor dos deslocamentos iniciais.

O vetor de forcas devido aos deslocamentos iniciais, dado pela equacdo (5.41) é

escrito como
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E 1]
F 2
F =|F3 (5.42)

EJ

A forga devido as velocidades iniciais v € dada por

ve =MV, 3V
At

(5.43)

Onde M ¢ a matriz de massa do sistema , V,0 vetor das velocidades iniciais e o(t) a
funcdo impulso unitdrio aplicada em t = 0. O vetor 6(t) novamente € um vetor cujo primeiro

elemento € 1 e os demais sao nulos.

O vetor de forgas devido as velocidades iniciais, dado pela equacao (5.43) € escrito

como

Fvol
. Fv,2
Fv, = F\./o 3 (5.44)

_FVO J_

Substituindo-se p na equacao (5.30) pelo vetor F, dado na equacao (5.41), obtém-se

a expressao para a resposta do sistema submetido a deslocamentos iniciais, dada por

* (m) *
E'F, =G[]E"v (5.45)
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De maneira semelhante, substituindo-se o vetor de carregamentos p na equacio

(5.30) pelo vetor Fv, dado na equagdo (5.43), chega-se a expressdo para a resposta do

sistema submetido a velocidades inicias, dada por

e
EFv, =G[]E"v (5.46)

Para um sistema submetido a uma carga p, deslocamento inicial v, e velocidade

inicial v_, a matriz p na equacdo (5.30) € substituida pela matriz , de ordem (N x J) dada

por

Q=p-Fv, +Fv, (5.47)

Desta forma, a resposta de um sistema submetido a uma carga p, deslocamento

inicial v, e velocidade inicial v fica sob a forma

(m)
EQ=G[]E'v+V, (5.48)

ou

EQ=Cv+V, (5.49)

5.4.4 Implementacao computacional

A equacdo (5.37) ou (5.49) representa um processo de cdlculo em que, a exemplo da
formulacdo para sistemas de um grau de liberdade anteriormente apresentada, as
transformadas discretas de Fourier sao realizadas implicitamente e ndo se faz necessaria a

extragcdo dos autovalores do problema.
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Para a implementacdo computacional do produto matricial ndo convencional a

(m)
matriz tri-dimensional G é armazenada na matriz bidimensional S, cuja forma geral ¢ dada

por
[ ) ) M

G, G, G; - Gy

2 2 @ 2

G, G, G : G,

™ N M (N)

Gll G12 Gl3 GlJ

) ) o) 0]

GZl G22 G23 GZJ

) ) ) )

G21 G22 G23 GZJ

S= :

N NN (N)

GZl G22 G23 GZJ

M M M M

GJl GJl GJl GJJ

©) 2) 2) 2

GJl GJ2 GJ3 GJJ
) N N N) (5.50)

_GJl GJ2 GJ3 GJJ_

Conforme se mostra na equacado (5.50), a matriz S € constituida de submatrizes S;,
onde o parametro i = 1,2,3, ... , J. Cada uma das submatrizes S; possui ordem (N x J),

sendo N o nimero de pontos utilizados nas transformadas de Fourier. Assim, explica-se o

fato da matriz S apresentar P linhas, uma vez que P=N x J.

Para o célculo de cada um dos elementos complexos da matriz S sdo necessarios 4
produtos e 1 soma, como se mostra na equagdo (5.19). Computacionalmente, um nimero
complexo (a + bi) € escrito como (a , b), razdo pela qual hd uma soma e um produto a
menos a serem contabilizados em relacdo a equacdo (5.19). Como a matriz S é formada por
P x J elementos, o nimero total de produtos necessarios a obtencao de S € 3NJ2, e o niimero

de somas necessarias € NJ2.
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A matriz C originada do produto matricial ndo convencional S x E apresenta forma

geral dada por

{C1} {CJ+1} {C<J—1)x1+1}

C C ... 1C
C= {:2} { J:+2} : { (J—l):x.H—Z} (5.51)

©) €.} ~ fo.)

Cada uma das submatrizes {C;} que compdem a matriz C tem forma geral dada por

C1,1 Cl,z Cl,N
fct=| » . (5.52)
CN,I CN,Z CN,N

As equacdes (5.51) e (5.52) mostram que a matriz C é formada por J2 submatrizes

{C;},cada uma das quais de ordem (N x N). Desta forma, a matriz C apresenta forma geral

dada por

C1,1 C1,2 e CI,N e Cl,A+1 CI,A+2 e CI,A+N
C2,1 Cz,z e Cz,N e CZ,A+1 C2,A+2 e C2,A+N

CN,I CN,z CN,N CN,A+1 CN,A+2 CN,A+N

C= : : : : : : : (5.53)
CA+1,1 CA+1,2 e CA+1,N e CA+1,A+1 CA+1,A+2 e CA+1,A+N
CA+2,1 CA+2,2 e CA+2,N e CA+2,A+1 CA+1,A+2 e CA+2,A+N
_CA+N,1 CA+N,2 o CA+N,N o CA+N,A+1 CA+N,A+2 o CA+N,A+N |
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onde o indice A € obtido de

A=J-1DxN (5.54)

Utilizando-se a equacdo (5.54), tem-se que A + N =J x N, o que comprova que a

matriz C possui ordem (P x P), uma vez que P =N x J.

Cada um dos elementos complexos existentes na matriz C, é formado a partir do
produto entre os elementos das matrizes S ¢ E. Como o produto entre dois nimeros
complexos envolve 4 produtos reais e 2 somas, para a constru¢do da matriz C sdo
computados um total de 4N2J2 produtos e 2N2J2 somas, uma vez que matriz C apresenta um

total de P2 elementos.

Se uma maior precisdo dos resultados € requerida, o nimero de pontos N adotado
nas transformadas de Fourier deve ser aumentado. Seja N o ndmero de pontos utilizado na
andlise de um sistema de multiplos graus de liberdade. A este nimero somam-se AN pontos
utilizados para o aumento de precisdo. Assim o nimero de pontos a ser utilizado altera-se
para N+AN, e conseqiientemente o numero P que define a ordem da matriz C modifica-se
para P = (N+AN) x J. Matematicamente, C € a matriz dos coeficientes dos sistema de
equagdes representado pela expressdo (5.37). Desta forma, a cada aumento de precisao
requerido sdo acrescentadas J x AN equagdes ao sistema. Da mesma maneira, o vetor VB

passa a ter ordem (N+4N x 1).

Para considerar as condi¢des iniciais, a matriz de carregamentos discretizados p €

substituida pela matriz €, dada na equagdo (5.47). A multiplicacdo do vetor de forgas

devido as velocidades iniciais F v, pela fungdo impulso unitdrio 8(t) leva a uma matriz de

ordem (N x J) cuja forma geral é
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Fvol Fvo2 -+ Fvol

. 0 0 0

Fv xo()=| 0 0 (5.55)
0 0 0 |

A matriz Q apresenta termo geral dado por
Q;; =P, —Fv j+Fvoi,j (5.56)

A equacgdo (5.56) mostra que o carregamento atuante em um determinado grau de
liberdade é somado as forcas devido aos deslocamentos iniciais e as velocidades iniciais
aplicadas neste grau de liberdade. Desta forma, cada coluna J da matriz £ representa a

resultante das forcas que atuam no grau de liberdade J

A solucdo do sistema de equagdes representado pela equacdo (5.37) € obtida de
maneira idéntica aquela apresentada para sistemas de um grau de liberdade, utilizando-se o
método da decomposicao LU aplicado a matrizes complexas. O vetor VB, de ordem (P x J)
é utilizado para armazenar a matriz B, formada a partir do produto entre as matrizes E* ¢ P.
Entdo, cada elemento em VB ¢ formado pelo produto de um nimero complexo,
armazenado na matriz E e um ndmero real, pertencente a matriz P. Desta forma, cada
elemento em B é formado por 2 produtos, de modo que o nimero total de produtos a ser

realizado para a obtencao de B, e conseqiientemente de VB é 2NJ.

A matriz C, matematicamente a matriz dos coeficientes do sistema de equacdes,
como j4 citado, possui ordem (P x P), sendo P = N x J. Para a solucdo do sistema de
equagoes, utilizando o método da decomposicao LU com pivotacdo total sdo realizados um
total de (2N3J3 + 3N2J2 - 5NJ)/6 produtos, (2N3J3 + 9N2J2 - 11NJ)/6 somas e (N2J2 + NJ)/2

divisoes. As operacdes de troca de linhas ou colunas ndo apresentam custo computacional.
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Computacionalmente, o método da decomposicdo LU e o método de Gauss
apresentam o mesmo numero total de operacdes. Entretanto, a acumulagcdo de erros de
arredondamento no método LU € menor que no de Gauss. Isto se deve a menor propagagao

dos erros gerados nas divisdes sucessivas.
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Capitulo 6 - Exemplos de Aplicacdo

6.1 Introducao

Neste capitulo serdo apresentados alguns exemplos numéricos analisados a partir da
formulacdo proposta, cujo objetivo € o de se comprovar os resultados analiticos obtidos no

trabalho, além de validar o programa desenvolvido em linguagem FORTRAN.

Os resultados obtidos foram comparados com o método de andlise consagrados, tais
como o método de integracdo direta Wilson-6, a integral de Duhamel e o método ImFT,
que utiliza as transformadas implicitas de Fourier. Cabe ressaltar que os exemplos
escolhidos t€m por objetivo principal validar a formulacao proposta e ndo representar casos

préticos de analise.

Foram analisados sistemas com um e com multiplos graus de liberdade, com ou sem

condicdes iniciais, cobrindo-se desta forma todas as formulagdes propostas no trabalho.

6.2 Exemplo 1

O reservatério elevado mostrado na figura (6.1a) possui massa igual a 2,48
Kips.sec?in e rigidez de 3500 Kips/in e estd submetido a excitagdo mostrada na figura

(6.1b). A taxa de amortecimento € estimada em 7,5%.

A freqiiéncia natural e o periodo de vibragdo do sistema sdo:

0= 1%/[:37,53rad/s T:Mmzo,lms
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Figura 6.1 - Reservatorio elevado e carregamento atuante.

O sistema foi analisado utilizando-se a formulagdo proposta, o método ImFT e o
método de integracdo direta Wilson — 6. Para os trés métodos o intervalo de tempo adotado
para andlise foi At = 0,01 s, e o tempo total de andlise foi de 1,5 segundos. Para o método
ImFT o nimero de pontos utilizados no espectro de freqii€ncias e nas transformadas de
Fourier foi N = 2000. Para o Método Proposto N foi adotado como sendo igual a 1000. O
valor do parametro 0 utilizado no método de integracdo direta foi tomado como sendo igual

ald.

O histérico de deslocamentos obtido é mostrado na figura (6.2)
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0,06

— Met. Proposto
— Met. ImFT
— Met. Wilson

0,05

0,04

=

0,03 -

0,02

THA A A A~
Ve 2 zs

-0,02 1

-0,03 q V

-0,04 1

Deslocamentos (in)

-0,05

Tempo (s)

Figura 6.2 - Histérico de deslocamentos.

A figura (6.3) mostra a parte imagindria dos deslocamentos. Nota-se que os valores
obtidos apresentam pequena magnitude, o que demonstra que o procedimento de se
desprezar a parte imagindria do vetor resposta v(t) pode ser adotado sem maiores

conseqiiéncias para a resposta do sistema.

2,0E-07
— Parte imaginéria dos deslocamentos

1,5E-07

1,0E-07
—~ 5,0E-08
£
c A Aaad Aad.
£ 00E+00 MMWWWAWYWAWWWWMWAWWWAWWWWWWWWWAWWWWWAWWWAMAWMAMWWWMMY,
§ 05 1 1,5 2 25
2
9 .50E-08

-1,0E-07

-1,5E-07

-2,0E-07

Tempo (s)

Figura 6.3 - Parte imaginaria dos deslocamentos.
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6.3 Exemplo 2

O shear building de um pavimento mostrado na figura (6.4a) possui massa de 2000
kg e rigidez total de 1,974 MN/m. O sistema € submetido ao carregamento mostrado na

figura (6.4b), atuando até 8s. Considera-se uma taxa de amortecimento de 1%.

2000 Kg
F ()
—
F(t) - N F(t) = 100 sen (301)
100% e
1,5792 MN/m 0,3948 MN/m /\ [\ /\
VAVAVAE
777777, 77?%7/ -100p-—

(a) (b)
Figura 6.4 - Shear building e carregamento.

A freqiiéncia natural e o periodo de vibragdo do sistema sdao
- K/ — _2n/ _
0=/K4 =3142rad /s T=27/=0,20s

O sistema foi analisado utilizando-se o método proposto, o método ImFT e a
integral de Duhamel. Para a andlise foi adotado um intervalo de tempo At igual a 0,01 s
para todos os métodos. O tempo total de andlise foi de 15,0 segundos. O nimero N de
pontos utilizados no método ImFT para a discretizacdo do espectro de freqii€ncias e nas
transformadas de Fourier foi 2000. Para o Método Proposto N foi adotado como sendo

igual a 1500.

O histérico de deslocamentos para o shear building € mostrado na figura (6.5).
Como a freqiiéncia da for¢a de excitacdo é proxima a freqiiéncia de vibracdo do sistema,
ocorre o fendmeno de batimento enquanto hd a atuagdo do carregamento. Como o sistema €
amortecido, cessada a atuagdo do carregamento, inicia-se a vibracdo livre e o sistema

retorna a sua posi¢ao de equilibrio.
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0,001

— Met. Proposto
—Met. ImFT
n —Integral de Duhamel

0,0008

0,0006

-l
=

-0,0004

|
\ l “Hl'“”““HHIHH'H'
AN

——

Deslocamentos (m)
o

-0,0006 1

-0,0008

-0,001

Tempo (s)

Figura 6.5 - Historico de deslocamentos para o shear bulding.

A figura (6.6) mostra a parte imagindria dos deslocamentos. Novamente os valores
obtidos sdo despreziveis, uma vez que a parte imagindria dos deslocamentos nao possui

significado fisico.

1,00E-08

8,00E-09 } — Parte Imaginéria dos deslocamentos Ii

6,00E-09

4,00E-09 -

2,00E-09

0,00E+00

Deslocamentos (m)

-2,00E-09

-4,00E-09

-6,00E-09

-8,00E-09

-1,00E-08

Tempo (s)

Figura 6.6 - Parte imagindria dos deslocamentos.
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6.4 Exemplo 3

O shear building do exemplo anterior foi submetido ao um carregamento ressonante
mostrado na figura (6.7b), atuante até 4,0 s. Considera-se uma taxa de amortecimento de

0.9 % para o sistema.

2000 Kg
F ()
—
FH-N F(t) = 500 sen (31,42t)
500 e
1,5792 MN/m 0,3948 MN/m /\ [\ /\
VAVAVAR:
- A -500] —

(a) (b)

Figura 6.7 - Shear bulding e carregamento ressonante.

O sistema foi analisado utilizando-se o método proposto, o método ImFT e a
integral de Duhamel. Para a andlise foi adotado um intervalo de tempo At igual a 0,01 s
para todos os métodos. O tempo total de andlise foi de 15,0 segundos. O nimero N de
pontos utilizados no método ImFT para a discretizacdo do espectro de freqii€ncias e nas
transformadas de Fourier foi 2000. Para o Método Proposto N foi adotado como sendo

igual a 1500.

A figura (6.8) mostra o histérico de deslocamentos do sistema. Enquanto hd a
atuacdo da carga ressonante, os deslocamentos do sistema tendem a ampliar-se. Uma vez
cessada a vibracdo forcada, inicia-se a vibracdo livre amortecida e o sistema retorna a
posicdo inicial de equilibrio. A parte imagindria dos deslocamentos ndo possui sentido

fisico e conseqiientemente apresenta valores despreziveis, como se mostra na figura (6.9).
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Deslocamentos (m)

Deslocamentos (m)

0,01

0,008

— Met. Proposto
— Met. ImFT

0,006

— Integral de Duhamel

0,004 -

0,002 -

|

-0,002

-0,004 -

-0,006 -

-0,008

-0,01

1,00E-07

8,00E-08 -

6,00E-08

4,00E-08

2,00E-08

0,00E+00

-2,00E-08 -

-4,00E-08 -

-6,00E-08

-8,00E-08 -

-1,00E-07

Tempo (s)

Figura 6.8 - Historico de deslocamentos para o shear building.

— Parte imaginaria dos deslocamentos

Tempo (s)

Figura 6.9 - Parte imaginaria dos deslocamentos.
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6.5 Exemplo 4

Para validar a formulagdo para condicdes iniciais, exposta no item 4.2.3, o sistema
do exemplo 1 foi submetido, juntamente com a excitacdo mostrada na figura (6.1b) a um

deslocamento inicial de 0,02 in e uma velocidade inicial de 0,2 in/s.

O intervalo de tempo foi de 0,01 segundo e o tempo de anélise foi de 2,0 segundos.
O numero N de pontos utilizados no método ImFT foi N = 2000. Para o Método Proposto
N foi adotado como sendo igual a 1000. O valor de 60, utilizado no método Wilson foi

tomado igual a 1,4.

O histérico de deslocamentos e parte imagindria dos mesmos sdo mostrados nas

figuras (6.10) e (6.11) respectivamente.

0,04

— Met. Proposto
oo |-\ P

—Met. ImFT

— Met. Wilson
0,02

\/ \/06\/ NJ W F T 16 18

-0,02 1

Deslocamentos (in)

-0,03

Tempo (s)

Figura 6.10 - Histérico de deslocamentos.
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Deslocamentos (in)

-1,0E-07

-2,0E-07

2,0E-07

1,5E-07

— Parte imaginaria dos deslocamentos

1,0E-07 4

5,0E-08

0,0E+00

-5,0E-08 -

-1,5E-07 -

Tempo (s)

Figura 6.11 - Parte imaginaria dos deslocamentos
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6.6 Exemplo 5

O shear building da figura (6.12a) foi analisado por Clough e penzien (1993). Aqui

serd submetido a excitacdo mostrada na figura (6.12b), aplicada no piso mais elevado, que

serd considerado o primeiro grau de liberdade do sistema. O sistema de unidade utilizado

naquele trabalho foi mantido, para fins de comparacao.

F () 1,0 Kip.s2/pol
> — VI
600 Kips/pol
1,5 Kip.s?/pol
— V2
1200 Kips/pol F( - Kips
2,0 Kip.s?/pol 100
— V3
1800 Kips/pol
777777, e 0.05 ¥ (s)
(a) (b)

Figura 6.12 - Shear Building e carregamento atuante.

As matrizes de massa e rigidez do sistema sao

L0 0,0 0,0
M=/0,0 15 0,0 |(Kip.s>/pol)
0,0 0,0 2,0

600 -600 O
K=| -600 1800 -1200 |(Kips/Pol)
0 -1200 3000
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Foi considerado um amortecimento de 5% para os modos 1 e 3, resultando desta

forma em uma matriz de amortecimento proporcional em coordenadas fisicas da forma

2,00 -0,99 0,0
C=[-099 4,63 -1,98 |(Kip.s/pol)
00 -198 7,16

O sistema foi analisado utilizando-se o Método ImFT, o método de integracdo direta
Wilson — 6 e o método proposto. O intervalo de tempo adotado para anélise foi At = 0,01 s
para os trés métodos, e o tempo de andlise foi de 3,0 segundos. Para o método ImFT o
nimero de pontos utilizados no espectro de freqiiéncias e nas transformadas de Fourier foi
N = 2000. Para o Método Proposto N foi adotado como sendo igual a 1000. O valor do

parametro 0 utilizado no método de integracao direta foi tomado como sendo igual a 1,4.

As figuras (6.13), (6.14) e (6.15) mostram o histérico de deslocamentos para os

graus de liberdade 1, 2 e 3 respectivamente.

0,15

— Pavimento 3 - Met. Proposto
04 A\ — Pavimento 3 - Met. ImFT

N A
VoV

-0,1 \v/

e
=)
[l

Deslocamentos (in)
o

S
[=)
a

-0,15

Tempo (s)

Figura 6.13 - Histérico de deslocamentos - grau de liberdade 1.
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0,1

— Pavimento 2 - Met. Proposto

0.08 — Pavimento 2 - ImFT

0,06 - — Pavimento 2 - Met. Wilson

N
B \ /\
\ [\ /\ N\ A A~

v\/\/vv»

-0,04 1

o

Deslocamentos (in)

-0,06 4

-0,08

Tempo (s)

Figura 6.14 - Histérico de deslocamentos - grau de liberdade 2.

0,06

0.05 — Pavimento 1 - Met. Proposto

— Pavimento 1 - Met. ImFT

0,04 ’[;-\\\ — Pavimento 1 - Met. Wilson
0,03
NIV A\ VA A

Deslocamentos (in)

-0,03

-0,04
Tempo (s)

Figura 6.15 - Histérico de deslocamentos - grau de liberdade 3.

A exemplo do exposto para sistemas de um grau de liberdade, a parte imagindria
dos deslocamentos nao possui sentido fisico, podendo ser desprezada, uma vez que os

valores obtidos sao despreziveis, conforme ilustram as figuras (6.16), (6.17) e (6.18).
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Deslocamentos (in)

Deslocamentos (in)

1,0E-06

8,0E-07

6,0E-07

4,0E-07

2,0E-07

0,0E+00

-2,0E-07

-4,0E-07

-6,0E-07

-8,0E-07

-1,0E-06

1,0E-07

8,0E-08

6,0E-08

4,0E-08 1

2,0E-08 1

0,0E+00

-2,0E-08 -

-4,0E-08

-6,0E-08 -

-8,0E-08 -

-1,0E-07

— Parte imaginaria dos Deslocamentos - Pav. 3
05 1 i 2
Tempo (s)

Figura 6.16 - Parte imaginéria dos deslocamentos - grau de liberdade 1.

— Parte imaginaria dos deslocamentos - Pav. 2

Temo (s)

Figura 6.17 - Parte imaginéria dos deslocamentos - grau de liberdade 2.
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Deslocamento (in)

1,0E-07

8,0E-08

6,0E-08

4,0E-08 q

2,0E-08

0,0E+00

-2,0E-08

-4,0E-08

-6,0E-08

-8,0E-08

-1,0E-07

— Parte imaginaria dos deslocamentos - Pav. 1
A A .'..WJ‘\W/'\ A"\fm‘\r" WA ~ M pponn J
{ 0.5 1 - 2 N
Tempo (s)

Figura 6.18 - Parte imaginéria dos deslocamentos - grau de liberdade 1.
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6.7 Exemplo 6

Para validar a formulagao para sistemas de multiplos graus de liberdade, submetidos
a condi¢des iniciais, exposta no item 5.4.3, o sistema do exemplo 5 foi submetido,
juntamente com a excitagdo mostrada na figura (6.12b) a um deslocamento inicial de 0.3 in
e uma velocidade inicial de 0,05 in/s, aplicados no grua de liberdade 1, e um deslocamento

inicial de 0,07 in e uma velocidade inicial de 0,2 in/s, aplicados no grau de liberdade 3.

Desta forma, os vetores de deslocamentos iniciais e velocidades iniciais sdo:

0.3 0,05
V.= 0 Vo =| 0
0,07 0,2

O intervalo de tempo foi de 0,01 segundo e o tempo de andlise foi de 3,0 segundos.
Para o Método Proposto N foi adotado como sendo igual a 1000, e o pardmetro 0 ,utilizado

no método de integracao direta Wilson - 0 foi adotado como sendo igual a 1,4.

Os historico de deslocamentos para os graus de liberdade 1, 2 e 3 sdo mostrados nas

figuras (6.19), (6.20) e (6.21) respectivamente.
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Deslocamentos (in)

Deslocamentos (in)

-0,1

-0,2

04

03

— Pavimento 3 - Met. Proposto

— Pavimento 3 - Met. Wilson

0,2 \
0,1

D
D
D
D
)

Tempo (s)

Figura 6.19 - Histérico de deslocamentos — grau de liberdade 1.

0,2

— Pavimento 2 - Met. Proposto

— Pavimento 2 - Met. Wilson

-0,2

Tempo (s)

Figura 6.20 - Histérico de deslocamentos — grau de liberdade 2.
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DEslocamentos (in)

-0,05 q

-0,15

0,15

0,1

— Pavimento 1 - Met. Proposto

0,05 \

— Pavimento 1 - Met. Wilson

/\/\/\/\/—\,

WWW\/VV

-0,1

Tempo (s)

Figura 6.21 - Historico de deslocamentos — grau de liberdade 3.

As figuras (6.22), (6.23) e (6.24) mostram a parte imagindria dos deslocamentos

para os graus de liberdade 1,2 e 3 respectivamente.

Deslocamentos (in)

1,0E-05

8,0E-06

6,0E-06 q

4,0E-06

2,0E-06

0,0E+00

-2,0E-06

-4,0E-06

-6,0E-06

-8,0E-06

-1,0E-05

— Parte imaginaria dos deslocamentos - Pav. 3
el PA s p N A b W M e Prlaha N
A ind v o ; V’ 1‘5 v ‘2 v‘ M AN
Tempo (s)

Figura 6.22 - Parte imaginaria dos deslocamentos - grau de liberdade 1.
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Deslocamentos (in)

Deslocamentos (in)

2,0E-06

1,5E-06

1,0E-06 -

5,0E-07 4

0,0E+00

-5,0E-07 4

-1,0E-06

-1,5E-06 -

-2,0E-06

2,0E-06

1,5E-06

1,0E-06

5,0E-07

0,0E+00

-5,0E-07 -

-1,0E-06 -

-1,5E-06 -

-2,0E-06

— Parte imaginaria dos deslocamentos - Pav. 2

05 S\ AW \\‘/ ./ \\/ W

Tempo (s)

Figura 6.23 - Parte imagindria dos deslocamentos - grau de liberdade 2.

— Parte imaginéria dos deslocamentos - Pav. 1

Tempo (s)

Figura 6.24 - Parte imagindria dos deslocamentos - grau de liberdade 3.
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6.8 Exemplo 7

Para se averiguar a precisdo da formulagdo proposta frente a sistemas dotados de
amortecimento nio proporcional, ao primeiro grau de liberdade do shear building do
exemplo 5 (figura 6.12a) foi acrescentado um amortecedor discreto, cuja constante de
amortecimento c¢ vale 20 Kips.s/pol. O sistema com amortecedor discreto e o carregamento

atuante sao mostrados na figura (6.25a) e (6.25b)

1 2
F (1) y 1,0 Kip.s?/pol
’ % :I — V1
20 Kip.s/pol 600 Kips/pol
1,5 Kip.s?/pol
— V2
1200 Kips/pol F(U - Kips
2,0 Kip.s?pol 100
—» V3
1800 Kips/pol
777777 7777 0.05 Tt (s)
(a) (b)

Figura 6.25 - Shear building com amortecedor discreto e carregamento atuante.

A inclusdo do amortecedor discreto faz com que se some o valor de ¢ ao termo de

ordem (1,1) da matriz de amortecimento dada no exemplo 3. Logo:

22,09 -0,99 0,0
C=-0,99 4,63 -1,98 |(Kip.s/pol)
0,0 -1,98 7,16

Desta forma, o produto @' C® conduziu A matriz de amortecimento modal
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12,48 -9,44 3,12
C=]-9,44 10,78 -2,67
3,12 -2,67 5,49

cujos termos fora da diagonal principal causam o acoplamento do sistema de equagdes

modais de movimento.

O sistema foi analisado utilizando-se o Método ImFT, o método de integracdo direta
Wilson — 6 e o método proposto.O intervalo de tempo adotado para andlise foi At = 0,01 s
para os trés métodos, e o tempo de andlise foi de 3.0 segundos. Para o método ImFT o
numero de pontos utilizados no espectro de freqiiéncias e nas transformadas de Fourier foi
N = 2.000. Para o Método Proposto N foi adotado como sendo igual a 1000. O valor do

parametro 0 utilizado no método de integracao direta foi tomado como sendo igual a 1,4.

As figuras (6.26), (6.27) e (6.28) mostram o histérico de deslocamentos para os
graus de liberdade 1, 2 e 3 respectivamente. Nota-se que o método ImFT apresenta
significativa diferenca em relacdo ao Método Wilson-6 e ao método proposto. Esta
diferenca deve-se, possivelmente ao fato de que o método ImFT utiliza o método de
superposicdo modal para desacoplar as equacdo de movimento e, em se tratando de um
sistema com amortecimento nido proporcional este procedimento pode levar a resultados

pouco precisos.
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Deslocamentos (in)

Deslocamentos (in)

0,08

0,06

0,04

0,02 -

-0,02

-0,04

0,06

0,05

0,04 1

0,03

0,02

0,01

-0,01

-0,02

-0,03

— Pavimento 3 - Met. Proposto
— Pavimento 3 - Met. ImFT

— Pavimento 3 - Met. Wilson

Tempo (s)

Figura 6.26 - Histérico de deslocamentos - grau de liberdade 1.

— Pavimento 2 - Met. Proposto
— Pavimento 2 - Met. ImFT

— Pavimento 2 - Met. Wilson

I

\ e~

Tempo (s)

Figura 6.27 - Histérico de deslocamentos - grau de liberdade 2.

81



Deslocamentos (in)

Deslocamentos (in)

-0,005

-0,015

0,035

— Pavimento 1 - Met. Proposto

0,03

0,025

/\ — Pavimento 1 - Met. ImFT

0,02

— Pavimento 1 - Met. Wilson

0,015

0,01

0,005 1

-0,01

\W N 1 15 2 25

-0,02

As figuras (6.29), (6.30) e (6.31) mostram a parte imagindria dos deslocamentos.

1,0E-06

8,0E-07

6,0E-07

4,0E-07

2,0E-07

0,0E+00

-2,0E-07

-4,0E-07

-6,0E-07 -

-8,0E-07 -

-1,0E-06

Tempo (s)

Figura 6.28 - Histérico de deslocamentos - grau de liberdade 3.

— Parte imaginaria dos Deslocamentos - Pav. 3
05 1 148 2 28
Tempo (s)

Figura 6.29 - Parte imaginaria dos deslocamentos - grau de liberdade 1.
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Deslocamentos (in)

Deslocamentos (in)

1,0E-07

8,0E-08

6,0E-08

4,0E-08 -

2,0E-08 -

0,0E+00 +

-2,0E-08

-4,0E-08

-6,0E-08 -

-8,0E-08 -

-1,0E-07

1,0E-07

8,0E-08

6,0E-08

4,0E-08

2,0E-08

0,0E+00

-2,0E-08

-4,0E-08 -

-6,0E-08

-8,0E-08 -

-1,0E-07

— Parte imaginaria dos deslocamentos - Pav. 2

Tempo (s)

Figura 6.30 - Parte imaginéria dos deslocamentos - grau de liberdade 2.

— Parte imaginaria dos deslocamentos - Pav. 1

e w_.r\w..wp/‘\wj’\ p J"VVL PO ~ : A\Avn- N
{ . 5 2 TN Y
Tempo (s)

Figura 6.31 - Parte imagindria dos deslocamentos - grau de liberdade 3.
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6.9 Exemplo 8

Considera-se o shear building da figura (6.32a), submetido ao carregamento
mostrado na figura (6.32b). O primeiro grau de liberdade é considerado como sendo o
pavimento mais elevado. Aos graus de liberdade 2 e 3 foram adicionados amortecedores

discretos c; € cs.

F (v) 1,0 Kip.s?/pol
ﬁ L,V
620 Kips/pol
P 1,8 Kip.s?/pol
2-']— > V2
C2
1160 Kips/pol
. 2,3 Kip.s?/pol
Z F(t) - Kips
Iy > V3 )\
3 100 |
\
2120 Kips/pol }
\
|
< 77777 0 > )
(a) (b)

Figura 6.32 - Shear building e carregamento atuante.

As matrizes de massa e rigidez sdo:

L0 0,0 00
M=|00 18 00 /|(Kip.s®/pol)
0,0 0,0 23

620 -620 O
K=|-620 1780 -1160 |(Kips/Pol)
0 -1160 3280
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A matriz de amortecimento, sem contabilizar a contribuicio dos amortecedores

discretos €

3,1 -3,1 00
C=[-3,1 89 -58|(Kip.s/pol)
0,0 -58 164

O amortecedor concentrado ¢, possui valor 10 kips.s/pol.

O amortecedor concentrado c3 € tomado como sendo fun¢do do amortecedor c; ,

funcdo esta dada por

¢, =Ac,

O parametro A foi adotado para 5 casos, cujos valores sdo:

Caso A C;
1 0 0
2 1 10
3 2 20
4 5 50
5 10 100

Para o caso 1 o amortecedor ¢, foi também adotado como sendo zero. Assim para

este caso a matriz de amortecimento € proporcional

O sistema foi analisado para todos os casos utilizando-se o Método ImFT, o método
de integracdo direta Wilson — 0 e o método proposto.O intervalo de tempo adotado para
andlise foi At = 0,01 s para os trés métodos, e o tempo total de andlise foi de 3,0 segundos.

Para o0 método ImFT o ndmero de pontos utilizados no espectro de freqii€ncias e nas
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transformadas de Fourier foi N = 2000. Para o método proposto N foi adotado como sendo
igual a 1000. O valor do pardmetro 0 utilizado no método de integracdo direta foi tomado

como sendo igual a 1,4.

Caso 1

Para o caso 1 (sistema sem amortecedores concentrados), a matriz de

amortecimento € proporcional, sendo dada por

3,1 -3,1 0,0
C=|-3,1 8,9 -5,8|(Kip.s/pol)
0,0 -58 164

Os deslocamentos para os graus de liberdade 1, 2 e 3 sdo mostrados nas figuras

(6.33), (6.34) e (6.35).

0,4

A\ —Pavimento 3 - Met. Proposto
03 —Pavimento 3 - Met. ImFT
— Pavimento 3 - Met. Wilson

0,2

0,1

Deslocamentos (in)
o

AWAWAY -
Fo L
R WA Y A V.

0,3

-0,4

Tempo (s)

Figura 6.33 - Historico de deslocamentos - grau de liberdade 1

86



Deslocamentos (in)

Deslocamentos (in)

0,3

0,25

0,2

0,15

0,1

0,05 -

-0,05 1

0,1 4

-0,15

-0,2 4

-0,25

0,15

0,1

0,05 -

-0,05 1

-0,1

— Pavimento 2 - Met. Proposto

— Pavimento 2 - Met. ImFT

A — Pavimento 2 - Met. Wilson

Tempo (s)

Figura 6.34 - Histdrico de deslocamentos — grau de liberdade 2.

— Pavimento 1 - Met. Proposto
—Pavimento 1 - Met. ImFT

— Pavimento 1 - Met. Wilson

/\/\/\/\/\/\

J VS

Tempo (s)

Figura 6.35 - Histérico de deslocamentos - grau de liberdade 3.
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Caso 2

Para o caso 2 (A = 1), tem-se o amortecedor discreto ¢, com valor constante igual a
10 kips.s/pol e o amortecedor c3 com valor também igual a 10 kips.s/pol. Desta forma, a
matriz de amortecimento serd somado o valor 10 kips.s/pol nas dire¢cdes 2 e 3, resultando

cm:

3,1 -3,1 00
C=[-3,1 189 -58|(Kip.s/pol)
00 -58 264

As figuras (6.36), (6.37) e (6.38) mostram os historicos de deslocamentos para os

graus de liberdade 1, 2 e 3.

0,4

— Pavimento 3 - Met. Proposto
— Pavimento 3 - Met. ImFT

03

A

1

m//\\ f
AW

0 T e
\/ \./ 1.5 = 2 25

0,11

-0,2

-0,3

— Pavimento 3 - Met. Wilson

Deslocamentos (in)

Tempo (s)

Figura 6.36 - Histérico de deslocamentos - grau de liberdade 1.
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Deslocamentos (in)

Deslocamentos (in)

0,25

02

0,15
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Figura 6.38 - Histérico de deslocamentos - grau de liberdade 3.




Caso 3

Para o caso 3 (A = 2), tem-se o amortecedor discreto ¢, com valor constante igual a
10 kips.s/pol e o amortecedor c3 com valor igual a 20 kips.s/pol. Desta forma, a matriz de
amortecimento serd somado o valor 10 kips.s/pol nas direcdes 2 e 20 kips.s/pol na direcao

3, resultando em:

3,1 -3,1 00
C=[-3,1 18,9 -5.8|(Kip.s/pol)
0,0 -58 364

As figuras (6.39), (6.40) e (6.41) mostram os historicos de deslocamentos para os

graus de liberdade 1, 2 e 3.
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Figura 6.39 - Histérico de deslocamentos - grau de liberdade 1.
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Figura 6.40 - Histérico de deslocamentos - grau de liberdade 2.

>

— Pavimento 1 - Met. Proposto

— Pavimento 1 - Met. ImFT
— Pavimento 1 - Met. Wilson

A

N

—

/5/\/\

\/1 N e 2 25

Tempo (s)

Figura 6.41 - Histérico de deslocamentos - grau de liberdade 3.
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Caso 4

Para o caso 4 (A = 50), tem-se o amortecedor discreto c, com valor constante igual a
10 kips.s/pol e o amortecedor c3 com valor igual a 50 kips.s/pol. Assim, somam-se, a matriz
de amortecimento o valor 10 kips.s/pol na direcao 2 e 50 kips.s/pol na dire¢do 3, resultando

cm:

3,1 -3,1 0,0
C=| -3,1 18,90 -5,8 |(Kip.s/pol)
00 -58 664

As figuras (6.42), (6.43) e (6.44) mostram os historicos de deslocamentos para os

graus de liberdade 1, 2 e 3.
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Figura 6.42 - Histérico de deslocamentos - grau de liberdade 1.
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Figura 6.44 - Histérico de deslocamentos - grau de liberdade 3.
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Caso 5

Para o caso 5 (A = 100), tem-se o amortecedor discreto ¢, com valor constante igual
a 10 kips.s/pol e o amortecedor c3 com valor igual a 100 kips.s/pol. Assim, somam-se, a
matriz de amortecimento o valor 10 kips.s/pol na dire¢do 2 e 100 kips.s/pol na direcao 3,

resultando em:

3,1 -31 00
C=|-31 189 -58 |(Kip.s/pol)
00 -58 1164

Os histéricos de deslocamentos para os graus de liberdade 1, 2 e 3. sdo mostrados

nas figuras (6.45), (6.46) e (6.47) respectivamente.
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Figura 6.45 - Histérico de deslocamentos - grau de liberdade 1.
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Figura 6.46 - Histérico de deslocamentos - grau de liberdade 2.
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Figura 6.47 - Histérico de deslocamentos - grau de liberdade 3.

Como pode ser observado, para o caso 1, onde a matriz de amortecimento é
proporcional, os trés métodos fornecem resultados praticamente idénticos. O aumento do

valor do parametro A, com o conseqiiente aumento do acoplamento do sistema faz com que
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os resultados fornecidos pelo método ImFT divirjam dos apresentados pelo método de
integracdo direta Wilson- 6 e pelo método proposto. Esta diferenca pode ser explicada pelo
fato de que o método ImFT utiliza a matriz modal ® para desacoplar o sistema de equagdes
modais. Como a matriz de amortecimento é ndo proporcional, o sistema de equacdes nao

pode ser desacoplado pelo método de superposicao modal.

A parte imagindria dos deslocamentos possui magnitude da ordem de 107, de
maneira semelhante aquela mostrada para o sistema do exemplo 5, razdo pela qual seus

histéricos para os casos do exemplo 8 ndo foram mostrados.

Ressalta-se também que em todos os exemplos estudados, o nimero N de pontos
utilizados na formulacdo proposta foi sempre 50% menor que os utilizados no método
ImFT. Contudo, essa diferenga nao implicou em nenhum prejuizo na precisio das respostas
obtidas pela formulacdo proposta quando comparadas com as fornecidas pelo método de

integragdo direta Wilson — 6.
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Capitulo 7 - Conclusoes e Sugestoes

7.1 Conclusoes

Ao surgimento do algoritmo FFT pode-se creditar a viabilidade da anélise dinamica
no dominio da freqiiéncia, uma vez que o esforco computacional para se calcular as
transformadas discretas de Fourier (DFT), exigidas neste tipo de analise, foi drasticamente
reduzido. Ao longo dos anos, o algoritmo FFT foi sendo otimizado e adaptado aos varios

campos cientificos onde € utilizado, dentre os quais o da dinamica estrutural.

O método ImFT surgiu como alternativa ao algoritmo FFT, uma vez que permitiu
uma maior flexibilidade na escolha do nimero N de termos a ser utilizado nas
transformadas de Fourier. No entanto, a extracdo dos autovalores do problema € exigida no
método ImFT, e em se tratando de sistemas de multiplos graus de liberdade seu custo

computacional pode ser elevado.

A formulacdo proposta neste trabalho pode ser entendida como uma variacdo do
método ImFT, uma vez que ndo faz exigéncias acerca do niimero N de termos a ser adotado
nas transformadas de Fourier e realiza as transformadas discretas de Fourier de forma
implicita. No entanto, na formulagdo apresentada ndo se faz necessdrio extrair os
autovalores do problema, o que a primeira vista representa a grande vantagem deste

método.

A formulagdo proposta mostrou-se adequada para tratar com problemas de um e de
varios graus de liberdade, estes tultimos sem a utilizacdo da superposi¢do modal. A
formulacao, ao realizar a andlise no dominio da freqiiéncia mostra-se adequada a sistemas
estruturais complexos, como por exemplo, os que apresentam interacdo solo-estrutura ou

fluido-estrutura, uma vez que para estes sistemas, a andlise no dominio da freqiiéncia é
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mais indicada. A principio, na formulagdo proposta pode-se utilizar um nimero N de

pontos nas transformadas de Fourier menor do que o exigido no método ImFT.

A proposicao de um método de andlise deve ser seguida de um nimero suficiente de
avaliacdes numéricas, antes de sua adocdo em problemas préticos, ndo sé para seguranca
em relacio aos resultados obtidos, mas também para verificar as caracteristicas obtidas com
o seu desenvolvimento. Desta forma, os exemplos numéricos apresentados tiveram como
objetivo validar o programa computacional desenvolvido durante a elaboragao do trabalho.
Através destes exemplos pode-se constatar a adequacdo da formulagdo na andlise de

sistemas sujeitos a condi¢des iniciais e/ou dotados de amortecimento ndo proporcional.

7.2 Sugestoes

A formulag@o proposta neste trabalho deve ser estudada e ampliada sob duas 6ticas,

simultaneamente: A analitica e a computacional.

Na primeira, deve-se estudar o método para utilizd-lo em problemas mais
complexos relacionados com a dinamica estrutural, tais como sistemas dotados de nao-
linearidades fisicas e/ou geométricas, sistemas com amortecimento dependente da

freqiiéncia e excitacdes devido a terremotos.

Sob a perspectiva computacional, a implementacdo do método deve ser otimizada
para que ele possa se tornar, de fato, uma alternativa frente a outros métodos ja
estabelecidos. Para o avanco computacional do método, algumas questdes podem ser
abordadas, dentre as quais a utilizagdo de um nimero menor de termos que 0s necessarios
para se conseguir um adequado espectro de freqii€ncias de excitacdo, com a conseqiiente
diminui¢do do custo computacional, notadamente na decomposi¢do LU da matriz C, uma
vez que este procedimento numérico representa aproximadamente 97,3 % do tempo total de
andlise. A pesquisa das propriedades das matrizes G e C, visando sua otimizacio

computacional deve também ser estendida.
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