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Resumo

O objetivo principal desta dissertagao é fornecer uma introdugao
aos operadores de Schrodinger do tipo H = —A+V, onde A denota
o laplaciano do R™ e V' denota o operador de multiplicacao pela
funcao V ambos definidos em um subespago conveniente do L*(IR"),
no que diz respeito a determinacao de sua auto-adjunticidade e do

seu espectro.

Palavras-chave: Operador auto-adjunto, Operador de

Schrodinger, Espectro.



Abstract

The main objective of this dissertation is to give an introduction to
Schrodinger operators of the type H = —A+ V. In these operators,
A denotes the Laplacian of R” and V denotes the operator of
multiplication by a function V', both defined in a suitable subspace
of L*(R™) with respect to the determination of its selfadjointess and

of its spectrum.

Key words: Selfadjoint operator, Schrodinger operator, spectrum.
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Introducao

As relagoes entre a Matematica e a Fisica, tém emergido fortemente nas ultimas décadas,
tornando cada vez mais clara a necessidade de um didlogo maior entre esses dois campos de
conhecimentos. Uma abordagem que tem se mostrado bastante frutifera em fisica-matemaética
é aquela da teoria dos operadores. No estudo de muitos problemas da fisica-matemética, na
perspectiva da teoria dos operadores, sao fundamentais as questoes da determinacao da auto-
adjunticidade e do espectro de um operador.

O objetivo principal desta dissertagao é fornecer uma introdugao aos operadores de
Schrodinger do tipo H = —A 4V, onde A denota o laplaciano do R™ e V' denota o operador de
multiplicagio pela fungao V ambos definidos em um subespago conveniente do L*(R™), no que
diz respeito a determinacao de sua auto-adjunticidade e do seu espectro. Como bem se sabe,
esses operadores emergiram da teoria ondulatoria da matéria formulada pelo fisico austriaco
Erwin Schrédinger na terceira década do século XX.

Esta dissertacao se justifica pelo menos por trés motivos: em primeiro lugar, para o
desenvolvimento da compreensao do Teorema Espectral de Operadores auto-adjuntos em
espagos de dimensao infinita; em segundo lugar, para um maior entendimento dos aspectos
matemaéticos da Fisica Quéantica, um conhecimento indispensavel para o aprofundamento dos
estudos em fisica-matematica; em terceiro lugar, pela aquisicao de conhecimentos necessarios
para a compreensao das aplicacoes dos operadores de Schrodinger a mecanica quantica e a
Geometria Diferencial Global [4]. Este trabalho dissertativo encontra-se estruturado do seguinte
modo. No capitulo 1 encontram-se listados as definigoes e os resultados bésicos acerca dos
operadores lineares nao-limitados em um espago de Hilbert que sao necessérios nos capitulos
subseqiientes.

Particularmente, definimos, caracterizamos e interrelacionamos operadores simétricos, auto-
adjuntos e essencialmente auto-adjuntos.

No capitulo 2, nos fixamos no problema da determinagao do espectro do hamiltoniano livre.



Fazemos isso mostrando inicialmente que o hamiltoniano livre em L?(R") é unitariamente
equivalente a um operador de multiplicagao; precisaremos neste ponto de trabalhar com a
transformada de Fourier definida em L?*(R™). Em seguida, analisamos mais detidamente as
propriedades dos operadores de multiplicacao, dedicando especial atengao ao seu espectro.

No capitulo 3, demonstramos o Teorema de Kato-Rellich e o aplicamos para estudar a auto-
adjunticidade dos operadores de Schrodinger do tipo H = —A+ V. No capitulo 4, finalizamos o
nosso trabalho estudando os operadores de Schréodinger unidimensionais, tratando as questoes
da determinacao de sua auto-adjunticidade e do seu espectro. A consideragao desses operadores
de Schrodinger em dimensao 1 permite uma abordagem mais simples dessas questoes e ilustram
algumas das dificuldades que precisam ser enfrentadas para alcancarmos a compreensao desses

operadores.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, estamos interessados em algumas defini¢oes e resultados béasicos da teoria
dos operadores nao-limitados, necesséarios para relacionar operadores simétricos, auto-djuntos

e essencialmente auto-adjuntos.

1.1 Operadores simétricos, auto-adjuntos e essencialmente

auto-adjuntos

Definicao 1.1. Consideremos H um espaco de Hilbert. Um operador em H ¢ uma aplica¢do
linear A : D(A) C H — H cujo dominio D(A) é um subespago vetorial de H.

E importante observar que nesta definigdo nao supomos A limitado ou continuo.

Definigao 1.2. Um operador linear A : D(A) C H — H € dito densamente definido

quando D(A) é um subconjunto denso em H, ou seja, quando o fecho D(A) de D(A) € igual a

H, isto é, D(A) =H.

Definigao 1.3. Um operador A : D(A) C H — H € simétrico se

(p, AV) = (Ap,¥), Y 9, p € D(A).

Definigao 1.4. O operador adjunto A* de um operador A em H densamente definido é dado
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por

D(AY) = {YpeHFUveH: (Ap, ) = (p,¥),Vo e D(A)},
A = 9.

Desse modo, vale a igualdade

(Ap, ) = (p, A"}, V9 € D(A), V) € D(AY).

Como D(A) é denso em H, entdo o elemento ¥* é tnico e assim A* estd bem definido.

Entretanto, D(A*) pode nao ser denso em geral. De fato, pode conter apenas o vetor nulo.

Exemplo 1.1. Sejam H = L*([0,1]) e ¢ € H\{0} fiza. Considere A o operador definido por
D(A) = C¢([0,1]) cH,
Af = e

Entao, D(A*) = ¢ e A*f =0, f € D(A").

Agora consideremos os operadores A e B, ambos em H. A soma deles é o operador A + B

dado por

DA+ B) = D(A)ND(B)
(A+B)p = Ap+ By, Ve DA+ B).

O operador composto de A e B é o operador AB dado por

D(AB) = {p € D(B)|By € D(A)}
(AB)p = A(By), ¥ ¢ € D(AB).
A proposicao seguinte lista algumas propriedades do operador adjunto.
Proposicao 1.1.
(a) (dA)* =aA*, YaeC
(b) Se A C B, entio B* C A*;

11



(¢) A*+ B* C (A+ B)*. A igualdade ocorre apenas quando D(A + B) € denso em H.
(d) N(A*) = Im(A)*
(e) B*A* C (AB)*. Se B : H — H ¢ limitado, entdo vale a igualdade.
(f) (A+a)=A"+a.
Demonstracao.  Ver [11] e [5].

O

Vale notar que para operadores simétricos densamente definidos sempre temos a inclusao
A C A* (ver [14]). E se além disso tivermos A = A* entao A sera chamado auto-adjunto.

De acordo com as definicoes que ja foram apresentadas notamos que operadores auto-
adjuntos sao operadores simétricos, entretanto a reciproca nao é verdadeira em geral, como

sera visto no exemplo a seguir.

Exemplo 1.2. Seja ‘H = L?*([0,1]) relativo a medida de Lebesgue X\, com produto interno
definido por

(f.g) = /Q 79 dx.

Considere os operadores Ty, Ty, T3 definidos em L*([0,1]), cujos dominios sio:
o D(TY) ={f € AC[0,1]|f € L*[0,1]};
e D(Tz) = D(Ty) n{f]f(0) = f(1)};
o D(T3) = D(Ty) n{f]f(0) = f(1) = 0}.
Note que estes dominios sio densos em L*([0,1]). Defina
T.f=if'; feD(T), n=123
Queremos mostrar que

Tr =Ty, T;=T, Ti=T. (1.1)
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Sendo T3 C Ty, C Ty, seque que Ty € uma extensao auto-adjunta do operador simétrico Ty e
que a extensao T, de Ty nao € simétrico.

De fato Ty é simétrico, pois dadas f,g € D(T3) temos

<T‘3f?g>:/ov ?:flga

donde integrando por partes, obtemos

ifg)} - / / 1(ig) = (f, Tag)

desde que f(1)g(1) = f(0)g(0) =0 e ig’ = —ig'.
Mas, o operador T3 nao é auto-adjunto como serd visto no decorrer do exemplo.

Para demonstrar (1.1) observe que

<Tnf,g>:/ if'g=ifgl - /fzg /fzg (f, Tong)

onde f € D(T,),g € D(T,,) e m+k =4, desde que f(1)g(1) = f(0)g(0) = 0. Assim, T,, C T".
Ou seja,
T1CT;, TQCT;, TgCTl*.

Agora basta mostrarmos as outras inclusoes. Para isto, suponhamos g € D(TY), ¢ =T g e

fagamos ®(x / Q.
Portanto, para f € D(T),)

/0 if'G = (Tuf.g) = (£, Tig) = (. 6) = B|' - / f = f(1)0(1) - / of.  (12)

Note que quando n =1 oun = 2, o dominio D(T,) contém constantes nao nulas e por (1.2)
temos ®(1) = 0. Quando n =3, temos f(1) =

Dai, para todos os casos, temos que
ig—® € Im(T,)*. (1.3)

Se n =1, entao Im(Ty) = L*([0,1]),ig = ®. Uma vez que ®(1) = 0, entio g € D(T3).
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Portanto, 1T C T.

Sen =2 oun =3, temos que Im(T},,) consiste de todas as funcoes u € L*([0,1]) tais que

1
/ u = 0.
0

Im(Ty) = Im(T3) = B*,

Assim,

onde B ¢ o subespago unidimensional de L?*([0,1]) que contém as constantes. Desse modo,
ig — ® € constante, por (1.3). Portanto, g € absolutamente continua e g € L*([0,1]), isto ¢,
g € D(T1). Logo, T5 C Ty.

Sen =2, entio (1) =0, assim g(0) = g(1) e g € D(T3).
Portanto, T5 C Ts.

O lema seguinte estabelece um importante critério para que operadores simétricos sejam

auto-adjuntos.

Lema 1.1. Seja A simétrico tal que Im(A+ z) = Im(A + z*) = H para um z € C. Entio A
¢ auto-adjunto.

Demonstracao. Como A € simétrico temos que A C A*, entao basta mostrar que A* C A.
Seja 1) € D(A*) e A = 1p. Uma vez que Im(A + ) = 'H, entio existe 9 € D(A) tal que
(A+2)9 =9 + 2.

Assim, Vo € D(A) temos

(V,(A+2)p) =



Portanto, ¢ =19 € D(A) jd que Im(A+ z) =H.
0

Definicao 1.5. O produto interno <w,A¢> € chamado a forma quadrdtica associada ao

operador A e denotamos por

qa(¥) = (¥, AY), Y1) € D(A).

Assim, dizemos que um operador é nao negativo se

qa(¥) = (¥, AY) >0, V¢ € D(A).

Defini¢ao 1.6. Uma extensao de um operador A : D(A) C H — H é um operador
S :D(S) CH — H tal que D(A) C D(S) e S|pa) = A.

Notagao: A C S.

Definicao 1.7. Um operador A : D(A) C 'H — H € essencialmente auto-adjunto quando
possui uma unica extensao auto-adjunta. Seja A : D(A) C H — H um operador auto-adjunto.
Um core (ou cerne) de A é um subespago vetorial W C D(A) tal que Alw € essencialmente

auto-adjunto.
Uma generalizacao do lema anterior é o seguinte

Lema 1.2. Um operador simétrico A € essencialmente auto-adjunto se e somente se para um

z € C\R vale uma das sequintes condigoes:

o Im(A+z)=1Im(A+z*)="H;
o N(A*+z) = N(A* + z*) = {0}.
Se A € nao negativo, podemos assumir z € (—o0,0).

Demonstragao. Observe que as duas condicoes sao equivalentes, pois N'(A*) = Im(A)*.
(=) Agora suponhamos A fechado e z = = + iy. Entao,
I(A=20 = [(A-2)p—iy|* = [(A-—2)l* + liyel* + i (A= 2)d,y0) —
iy, (A—=2)¢).
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Como A é simétrico, temos
1A = 2)9l* = (A = 2)¢ —iyy||* = [|(A = 2)|I* + [y l* = v 9]
e inferimos que N (A — z) = {0}. De fato,
veKer(A—z)= (A—2)v=0=||(A—2)v]|=0

e por outro lado,
0= (A= 2ol = Aol = Aflo| = 0= v =0.

Além disso, fazendo 1) = (A — z) "'y obtemos

FllA=27ll" < lel? (1.4)
= =27l < el (15)
=A==l < lel (16

ou seja, [[(A—2)"" < |y|™" o que mostra que (A — z)~" & limitado e fechado. Uma vez que
(A + z) é um operador definido densamente podemos supor I'm(A + z) = ‘H. Trocando z por
Z temos Im(A + z) = H e assim pelo lema 1.1 A é auto-adjunto.

(<) Por hipotese A = A* e portanto, pelo célculo feito anteriormente, temos
N(A*+2)={0}, z€C\R.

Usa-se um argumento analogo para o caso nao negativo com z < 0 (ver [14]).

Definicao 1.8. Uma bijecao U : H — 'H € dita unitdria se

(U, Utp) = (, U Ut) = (¢, ).

Portanto, U é unitario se, e so se,
Ur=0""t

Defini¢ao 1.9. Dois operadores lineares A : D(A) CH — H e Ay : D(4;) C Hy — H;

definidos em espagos de Hilbert H e Hi, respectivamente, sao unitariamente equivalentes

16



quando existe um operador unitdrio U : D(A) — D(A;) chamado operador entrelagante,

tal que

(A U)p = (UA)p, ¢ € D(A).

Definicao 1.10. Um operador simétrico A € dito ser maximalmente simétrico quando A

nao tem extensao simétrica propria, isto €, quando A C S, S simétrico implica S = A.
Proposicao 1.2. Operadores auto-adjuntos sao mazimalmente simétricos.

Demonstracao. Suponhamos A um operador auto-adjunto em H e S um operador
simétrico em H tal que A C S. Como S é simétrico, temos S C S* e como A C S, entao
S* C A*, pela proposicao 1.1, letra (b).

Logo, como A* = A, segue-se que S = A.

1.2 Operadores fechados

Definigao 1.11. O grdfico de um operador A em H € o subespago vetorial T(A) de H x 'H
dado por

7(A) = {(¢, AY)[¢Y € D(A)}.

Definicao 1.12. Um operador fechado em H é um operador A : D(A) C H — H cujo
grdfico é um subespago fechado de H x 'H, ou seja, quando dada uma seqiéncia { f,} C D(A),
com f, — femH e Af, — g em H tem-se f € D(A) e g = Af.

Teorema 1.1. Se A ¢ um operador densamente definido em H, entao
T(AY) = [UT(A)]F,

o complemento ortogonal de UT(A) esta em HXH. Onde U é um operador unitdrio que satisfaz
U?=—1I.

Demonstracao.  Ver [11].
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Teorema 1.2. Se A é um operador densamente definido em um espaco de Hilbert H, entao A*

¢ um operador fechado. Em particular, operadores auto-adjuntos sao fechados.

Demonstragao. Seja o subconjunto M C H x H. Temos que,
M* ={geH|(f,g)=0, Vf e M}

¢ um espaco vetorial fechado, pois M+ = ﬂ Ny,, onde ¢, ¢ o funcional linear continuo
geM

@q(.) = (., g) definido em H.
Logo, 7(A*) é fechado em H x H, pelo teorema 1.1.

O

Teorema 1.3. Se A é um operador simétrico em H (ndao necessariamente densamente definido)

as sequintes afirmagoes sao verdadeiras:
(@) I(A+iDFI1* = 17+ IAFI*, VS € D(A);
(b) A € um operador fechado se, e somente se, Im(A +il) é fechado;
(¢) (A+il) € injetiva;
(d) Se Im(A+il)="H, entdo A é mazimalmente simétrico;
(e) as afirmagdes precedentes sao também verdadeiras quando i é trocado por —i.

Demonstracao. (a) Basta observar que

I(A+iD)f|> = (Af +if, Af +if) = (Af,Af) + (AL if) + (Qf, Af) + (if,if)
= |AfIP =i (Af, f) +i (f,AF) + [1F]1?
= JAfIP+II£17,

uma vez que A é simétrico.

(b) Se A é fechado, entao (A + ¢I) também é fechado. Pela letra (a), temos

(A+il)f < {f Af}

18



é uma isometria injetiva correspondente entre a I'm(A +il) e o 7(A). Assim, pela defini¢ao
1.12, concluimos nossa prova.

(c) Da letra (a) temos que |[(A+4I)f]| > ||fll. Se f € Ker(A+1il) = (A+il)f =0 =
I(A+4I)f|| = 0. Mas,

0=[(A+iD)fl = IFll = [lfl =0= f=0.

Portanto, A é injetiva.

(d) Sendo I'm(A +il) = H e A; uma extensado propria de A, temos que (A; + il) é uma
extensao propria de (A + il) que ndo pode ser injetiva. Portanto, pela letra (c¢), A; nédo é
simétrico.

Se trocarmos ¢ por —i a demonstragao ¢ igualmente valida.
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Capitulo 2
Espectro do Hamiltoniano livre

Nosso objetivo neste capitulo é determinar o espectro do hamiltoniano livre (ou operador de
Schrodinger livre), dado por Hy = —A. Para tanto estudaremos o operador de multiplicagao
e a transformada de Fourier, e a partir dai mostraremos que o laplaciano é unitariamente

equivalente ao operador de multiplicagao.

2.1 Algumas propriedades do operador de multiplicacao

Sejam (X, A, 1) um espago de medida e g : X — C uma funcdo mensuravel.
Definigao 2.1. O operador M, (operador de multiplica¢do por g) é dado por

M,

g D(My) C L*(X, pn) — L*(X, ), onde D(M,) = {f € L*(X,p)|gf € L*(X, )} e
Myf=gf, Vfe D(M,).

Antes de mais nada definimos a norma do espago L?*(X, u) por:

11l = (/X|f|2du)2.

E além disso, seja f : (X, A,u) — C uma fungdo mensuravel. Existe uma cole¢ao
enumeravel

B; = B(\;, €;) de discos abertos que formam uma base da topologia usual de C. Seja V' a uniao
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destes discos B; para os quais u(f'B;) = 0. Entao, u(V) = 0 e V é o maior subconjunto

aberto de C com essa propriedade.

Definicao 2.2. A tmagem essencial de f €, por definicao, o complemento de V. em C, ou
seja, o conjunto

Im ess(f) ={X e Clu(f'B(\¢€) >0, Ve>0},

onde

B\ e)={z € X;|f(x) — N < €}.

Dessa maneira, a imagem essencial de f é o menor subconjunto fechado de C que contém
f(z) para quase todo x € X, isto é, V © € X exceto aqueles que estdo em algum conjunto
2 € A para o qual u(Q2) =0.

(Neste caso, define-se ||f||., o supremo essencial de f como sendo sup{|A[;\ €

Im ess(f)}.)

Observagao: Se f for uma fungdo continua, entao I'm ess(f) = Im(f).
Exemplo 2.1. Seja f: R — R tal que f(x) = 2%. Entao a Im ess(f) = [0,00).
Proposigao 2.1. Sejam g,h € L=(X, u). Entao M, : L*(X,u) — L*(X, ) satisfaz:

(@) Mygyun = AMg+ pMy,, para X\, € C;

(b) My, = M, o My;

(c) My = My;

(d) || My|l = |9l onde ||g|l., € o supremo essencial de g.

Demonstragao. Sejam ¢ € L?(X,pu) e w € X.

Na prova do item (a) temos

[Mig+nd] (w) = (Ag + ph)(w)(w)
= [Ag(w) + ph(w)]v(w)
= Ag(w)p(w) + ph(w)p(w)
= [AMyp + pMpy] (w)
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[Mgnt)] (w) = (gh)(w)i(w)

Portanto, M, = M,

= M;.
(d) Como ¢ € L*(X, ), entdao w — g(w)y(w) é mensuravel e assim

1M, )2 = /X (@) dy = /X 92 () di
< /X sup ess |g|? [1(w)[ dy

T / () dy < oo
X

= supess|g|” [0

Logo, [[Mg[| < supess |g] [|] -
Para provarmos a outra desigualdade suponhamos a < supess|g| .

Sendo 1 o-finita e pela definicao de sup ess, existe £ C X de medida finita nao nula tal que
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lg(w)| > a, w € E. Portanto,

||MgXE||2=/ IgXEIQduz/IgXEIQdu=/|gl2du > /oz2du
X E E E

:CJ,/Q/CZ[L
E

= o’u(E)

= o xe|?,

pois | = [ (Xl = [ du=p(E).
Isso implica%ue "
My Xe|?
[E -

IMg¥l* < Mg
2 > 2
lol® = lIXel

Como ||M,]||*> = sup > «, entao

[ Myl = supess [g] .

O
A seguir provaremos algumas proposicoes que caracterizam o operador de multiplicagao.
Proposicao 2.2. M, é um operador linear densamente definido e fechado.

Demonstracao. Nao é dificil verificar que D(M,) é um espagco vetorial e que além disso
¢ linear neste dominio. Entao, primeiro povaremos que M, ¢ um operador linear densamente
definido.

Seja 1) € L*(X, ) e para cada n € N definamos a fungao 1, tal que

(1) :{ (), se |g(z)] <n

0, se |g(z)|>n

Assim, para cada n € N, ¢, € D(M,). Além disto t,, — ¢ na norma L*(X, u).
De fato, |1,| < |¢| q.t.p. e dai temos |gi,| = |g]| || < n|?b|. Desse modo,

Un € L*(X, 1) e gibn € L*(X, 1)
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Note que ¥, — 1 q.t.p, pelo teorema da convergéncia dominada, logo
Y — b em L*(X, o).
Agora para mostrar que M, ¢ fechado, suponhamos
U C L*(X, p) tal que v, — ¥ e My, — ¢ ambas em L*(X, p).

Extraindo subsequéncias se necessario, podemos supor ¢, — ¥ q.t.p. e g¥, — ¢ q.t.p..

Portanto, gv,, — g¥ q.t.p. e assim gy = ¢ q.t.p..
Logo, ¢ € D(M,) e My = ¢.

O

Definigao 2.3. Seja A : D(A) — H em um espago de Hilbert complexo, onde D(A) é denso
em H e A pode ser nao limitado. O operador C(A) dado por

C(A) = (A—il)(A+iT)!

¢ a transformada de Cayley de A.
Teorema 2.1. A € auto-adjunto se, sd se, C(A) € unitdrio.

Demonstragao.  Ver [15].

Proposigao 2.3. M, é um operador auto-adjunto.

Demonstragao. A transformada de Cayley de M, é o operador M., onde z : X — St ¢é
a funcao
2() = lgw) — illg(w) + ]

Sendo z uma fungao com valores em S', entdo M, é unitario e portanto, pelo teorema 2.1

M, ¢é auto-adjunto.
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Definigao 2.4. O conjunto resolvente, denotado por p(A), de um operador linear
A:D(A) CH — H € o conjunto de todos os A € C para os quais A — X\l € injetiva e existe

um operador linear limitado
S:H—H tal que a Im(S) C D(A),

(A=X)Sg=g9, YVgeH e S(A=X)f = f, Vf € D(A).

Definigao 2.5. Entao dizemos que o espectro de A, denotado por o(A), € o complemento do

conjunto resolvente em C, isto €, o(A) = C\p(A).
Proposicao 2.4. O espectro de M, € a imagem essencial de g.

Demonstracao. Basta provarmos que o resolvente de M, esta contido no complementar
da I'm ess(g).

Sabemos que o operador M, ¢ invertivel, entao

A€ p(My) <= 0¢€ p(M, —N)=p(M,_)) <= 35> 0;|g(w) — A > d q.t.p.
(uma vez que M(;l_/\) = My_n-1, (9—A) #0) <= 30> 0 tal que
plw: |g(w) = Al <0} = plg™' B(A,0)] = 0 <= A ¢ Im ess(g).

O

Proposicao 2.5. Sejam (X, ) um espago com medida e g : X — R uma fun¢ao mensurdvel.
Entao,

My>0<=g>0 gtp.

Demonstracao. (<) Observe que

U%%wmzﬁmmwmo%wwwwzéﬂmwwMMMMzu

pois g > 0, por hipétese.

(=)Seja F C X um conjunto mensuravel de medida finita. Temos que
% =XEn {wi|g(z)|<n} < D(Mg), Vn>0

e daf

os@%wwmzémwwmmwmwzf 9(w)du(w).

E N {w:lg(z)|<n}
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Como E C X é mensuravel de medida finita, entao £ = U FE,, desde que
n=1

E,=F N {w:|g(x)] <n}. Desse modo, para todo mensuravel £ C X de medida finita,

/E g(w)dp(w) > 0.

O

Corolario 2.1. Seja T : D(T) C ' H — H um operador linear unitariamente equivalente a um

operador multiplicagao M,. Entao, o(T) = o(M,) = Im ess(g).

Demonstragao. Sejam U : D(U) C H — H unitério e T =U ' o M, o U. Agora basta
notar que,

T—)\I:UﬁloMgoU—A[:Uﬁlo(Mg—)\[)oU.

2.2 A transformada de Fourier no espaco de Schwartz

Definicao 2.6. Seja N = {0,1,2,...} o conjunto dos nimeros naturais e N* = N x N x ... x N.

n
Se a € N logo o« = (e, (g, ..., cv,) € € chamado de multi-indices.

Além disso, sejam z € R™ e a multi-indices, segue que

n
la] = E aj ;o at =gty ann
j=1

AT A
-\ oxy 01, o\ Oz,

Definigao 2.7 (Espaco de Schwartz). Denotamos por S(R™), a cole¢ao das aplicagoes
f:R" — C tais que f € C*(R") e

1 f]lq5 = sup |z°0° f(z)] < oo,
IERH
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Teorema 2.2. Seja f € C°(R"™). Entao, f € S(R™) se, e somente se,

lim z*0°f(z) =0, Vap €N

|z|—o00
Demonstragao.  Ver [3].

[
Definigao 2.8. Dizemos que uma seqiéncia { fr,} em S(R™) converge para f € S(R™), quando
]}i_)rgonk—fHaﬂ:O Va,f € N"

Proposicao 2.6. O espaco Schwartz S(R™) é denso em LP(R™).

Demonstracao.  Ver [3].

Definigao 2.9. Suponha f € S(R"). A Transformada de Fourier de f € a aplicagdo
F:SR") — S(R")

tal que
1

FUOw) = 1) = s [ e H ),

n
onde p.x = szxl

=1

Teorema 2.3. Se f € S(RY), entio f € S(RN) e valem as formulas:

(9af) " (p)
(@ f(z)) " (p)

F(p); (2.1)
f(p). (2.2)

?

(ip)*
g,

Demonstragao. Para a prova de (2.1) dado fe S(R™) e j =1,...,n, por integragdo por
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partes, temos

1
0u1) (0) = e L] et i i

e i / e "0, f(x) du; di

Il
\

27T n/2 R

onde p € R".
Temos que para cada (21, ..., Z;_1,Tj, ..., T,) € R* ' a fungio t — f(t)e* esta em S(R),
onde f(t) = f(z1, ..., xj_1,t, Tjt1, ..., Ty) € assim

f(z)e ™% |® = lim f(x)e ?% = lim (f(a:j)e_ipjmf — f(xj)eipfif) — 0.

Logo,

~ 1 : —ipx > —ipx; A7
O W) = ey [ [ e (23

o0

= ip;f(p), p € R (2.4)

e por indugao para o natural, obtemos (9, f)" (p) = (ip)* f(p).
Agora provaremos (2.2). Pela regra de Leibniz podemos derivar diretamente dentro do sinal

de integragao, obtendo

@1 0) = G [ we @ (25

- (27r1)n/2 /R (i%eim) floids 20

e assim (2§ f(z))" (p) = ik%f(p), Vk € No.



Logo,

—

0°f = (=)o 05t 0 (ann f)
= (=)o gen oz (gon gom f)°

= (29f(2))" (p) = i'10a f (p).

Provaremos agora duas importantes propriedades.

Lema 2.1. Seja f € S(R"). Entdo

(f(x+a))"(p) = €f(p), acR
O () = —FP), A0

Demonstragao. Para provar (2.12) basta fazermos a substitui¢ao simples v = x + a;

d"v = d"z, obtendo

1

Fle+a) ®) = G [ PG+ ada

1

1

— e /}Rn el f(v)d"v

= " f(p), acR"

Ja para provar (2.13) fagamos a seguinte substituigdo u = \x; d"u = \"d"z e assim

00 0) = G [ IO

(2.14)
(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)
(2.19)
(2.20)
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Lema 2.2. Temos e **"/2 € S(R") para Re(z) > 0 e

—zx? ]' —p? z
F(e ) (p) = e /).

Demonstragao. Pela estrutura de produto da exponencial podemos reduzir o problema
paran = 1.

Consideremos a fungio ¢, (z) = exp(—zz*/2). Entao,
¢ (x) = —zxg,(z) implica ¢ (z) + zxd,(x) =0,
consequentemente i(po.(p) + ¢, (p)) = 0.

Desse modo, calculando

7 1 —ipT 2d
¢-(p) = W/R"e ¢-(z)d

e da definicao de ¢, obtemos

d1/-(p) = exp(—p°/4),

n 1
donde vemos que ¢.(p) = c1/.(p) e sabendo que / exp(—x*/2)dx = o (ver [14]) obtemos
R m

c=6.(0) = \/%_W/Rexp(—sz/Z)dx = %

para z > 0. Como a integral é holomorfa para Re(z) > 0, isto vale para todo z com Re(z) > 0

se escolhemos excluir o raiz ao longo do eixo real negativo.

Mostraremos agora um importante resultado.

Teorema 2.4. A transformada de Fourier F : S(R") — S(R"™) é uma bije¢ao. Sua inversa é

dada por
1

g(z) = ) /Rn e g(p)d"p.

Além disso temos F*(f)(z) = f(—x) e também F* = I.

F~Hg)(x)
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Demonstracao. Por convergéncia dominada, usando os lemas (1.4) e (1.5) e pela

linearidade de F temos

(f(p) " ()

1 o

1 o
: ipx n
lim a0 /.. ¢e(p)e™ f(p)d .

Usando Fubini e os lemas (1.4) e (1.5) temos

(f(p) () = lim

1
e—0 (27)n/2 /Rn (2m)n/2

(¢c(p)e™) " (y) f(y)d"™y

J
iy 5z | ) @)
J

Fazendo y = x + y/ez,d"y = /e d"z obtemos

(f(p) (2) =

“mW / () (o V)

e—0

/(@)

| e moper say

O

Observacao: A transformada inversa tem o mesmo tipo de propriedade da transformada

de Fourier. Note que,

f

Além disso,

(z) = f(-z), VzeR.

fle) =f=F12)

(2.21)

Definigao 2.10. Dada f € L*(R") e {f.} qualquer seqiiéncia em S(R") tal que f, — f em
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L3(R™), seque que
lim fn:f e lim f,=f

onde o limite € visto no sentido de L*(R™).

Teorema 2.5. Sejam f,g € S(R™). Entio f € S(R™), vale a formula de inversio

f(@)=@m) ™2 | f(p)eP*dp, Yz €R" (2.22)
Rn
e
/ fa=1 fg. (2.23)
R R
Demonstracao.  Ver [3].
O

Teorema 2.6 (Igualdade de Plancherel em S(R™)). .Se f € S(R™), entao

1l = |7

2

Demonstragiao. Da igualdade (2.23) do teorema 2.5 para § = f, obtemos

e = [ 0= [ Jo

= [ di= ] ii
= |f L
O
Assim, mostramos que F : (S(R"), ||.[|;2) — (S(R™), ||.]|;2) ¢ um isomorfismo de espagos

vetoriais normados. Além disso, S(R") = L*(R"). Portanto, a tranformada de Fourier F pode

ser estendida pelo teorema

Teorema 2.7. A transformada de Fourier

F: L*(R") — LA(R")
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fef=Ff

definida como a tnica extensio da transformada em S(R™) a L*(R™) é um operador unitdrio,

isto €, vale a igualdade ||f|| . = Hf‘ .
L2

Demonstragao. Sejam f € L?*(R") e {f,}32, uma seqiiéncia arbitraria em S(R")
convergindo a f em L?(R™). Pela continuidade em L?*(R") da transformada direta e inversa,
obtemos
lim f, fo

n—oo

.. =

além disso, temos

= lim = lim ||fn||L2 - ||f||L2’
n—00 L2 n—oo

()" = lim (f,) = lim f, = f

n—oo n—oo

(JE)A: hm(fr)A: lim f, = f,

n—oo n—o0

onde o limite acima é interpretado no sentido de L*(R").

2.3 O Laplaciano em L*(R")

Finalmente utilizaremos a transformada de Fourier para definir o Laplaciano de maneira
maximal.

Consideramos duas copias do R"”, em uma delas estao definidas as fun¢oes originais munidas
da variavel "z"e a outra onde vive as transformadas munida da variavel "p". Tal distingao é
importante na mecanica quantica, onde x e p sao interpretadas como posi¢ao e momento de
uma particula (no caso n = 3). Por conta disso, usaremos as notagoes L*(R",dx) e L*(R™, dp).

Observe que de (2.1), obtemos para o = 2
—Af=(pPf) T VfESRY.

Portanto, denotaremos por Hy = —A o hamiltoniano livre (ou operador de Schrédinger
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livre) tal que

D(Ho) = {f € L*R", dx) |[p|* f € L*(R", dp)}

Hof = (Mof) "= (F~'Mo F)f, f € D(Ho), (224)
onde Mj é o operador maximal de multiplicacao por |p\2 em L*(R", dp), isto &,

D(My) = {g € L*(R",dp)| |p|* g € L*(R", dp)}

(Mog)(p) = [p[* 9(p), g € D(Mo),p — q.L.p..

Note que,
Hof = -Af

é auto-adjunto e além disso, por (2.22), é unitariamente equivalente ao operador de
multiplicagao, isto é,
~A=F"'M, F,

onde g : R" — R com g(z) = |z|*.

Conseqiientemente, pelo corolario (2.1), temos
o(Hp) = o(—A) = [0, 400).

Lema 2.3. O conjunto C° = {f € S(RY)|supp(f) € compacto} é um core para Hy.

Demonstracao.  Ver [14].
O]
Teorema 2.8. Fungoes em D(Hy) sao continuamente diferencidveis.
Demonstracao.  Ver [12].
O]
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Capitulo 3
Teorema de Kato-Rellich e Aplicacoes

Neste capitulo, a fim de estudarmos a auto-adjunticidade para o operador de Schrédinger
do tipo H = —A + V| demostraremos o teorema de Kato-Rellich, o qual nos dira sob quais

condigoes teremos a auto-adjunticidade desejada.
Teorema 3.1. Seja ¢ € L*(R™) em Hy. Entao,

a) Sen < 3, ¢ uma fungao limitada continua e para qualquer a > 0, existe um b,
S < 3 @ z ~ l. . d -, l 0 . b

independente de ¢, tal que
Il < allHopll + bl (3.1)

(b) Sen>4e2<q<2n/(n—4), entio ¢ € LIR™) e para qualquer a > 0, eziste um b

(dependendo apenas de q, n e a) tal que

lell, < allHopll + bl (3.2)

Demonstragao.  Ver [10].

O

Teorema 3.2. Sejam E um espago de Banach e T € B(E) tal que |T|| < 1. Entao, (I —T) é

wnversivel e seu inverso € dado pela série de Neumann
oo
(I - T)_l = § Tn?
n=0
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onde a convergéncia vale na norma de B(E). Além disso,

|[(T-D)7 M <@ —[TH"

Demonstragao.  Ver [15].
U

Definigao 3.1. Seja A um operador auto-adjunto em H. Um operador B : D(A) — H €

A-limitado se e so se existem constantes positivas a e b tais que
I1Bnl* < allAnl* +olnl*, € D(A). (3-3)

Se B ¢ A-limitado, definimos o limite relativo de B com respeito a A, denotado por
Na(B) € [0, 00 como sendo

N4(B) =inf{a € [0,00[: 3 b € [0, 00] tal que (3.3) é valido para n € D(A)}.

Se o limite relativo é zero, ou seja N4(B) = 0, entdo B é dito infinitesimalmente pequeno com
respeito a A.

Sabemos que o operador de Schrodinger é do tipo H = Hy+ V', onde V' é a funcao potencial.
A seguir damos um critério para saber quando uma fungao potencial V' satisfaz a desigualdade

(3.3) com a < 1.

Teorema 3.3. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(a) D(Ho) C D(V).

(0) IVOI* < CUHI + []*), ¢ € D(Hy).

z+1
© Co=sup. [ [V dy < o

(d) Para cada € > 0 existe uma constante K tal que

IVy||? < el|Hot|* + K ||¢]* . ¢ € D(Hy). (3.4)
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(e) A desigualdade (3.4) pode ser trocada por

VIl < ellHoyll + K[|, ¥ € D(Ho).

Demonstracao.  Ver [12].
0J

Teorema 3.4 (O Teorema de Kato-Rellich). Suponhamos que A seja um operador auto-adjunto
em H e B:D(A) — H um operador simétrico A-limitado com Na(B) < 1. Entao

(a) A+ B:D(A) — H € um operador auto-adjunto.

(b) A+ B ¢€ essencialmente auto-adjunto em W C D(A) se e sé se A é essencialmente

auto-adjunto em W.

Demonstragao. (a) De fato A+ B é simétrico, pois como A é auto-adjunto e B é simétrico,

para ¢,n € D(A) temos

((A+ B)e,m) = (Ap+ Bo,m) = (Ap,n) + (Bo,n) = (¢, An) + (¢, Bn) = (¢, (A + B)n) .

Assim, basta provarmos que 3 ¢ > 0 tal que Im(A + B £ ic) = H e usarmos o lema (1.1).
Note que a existéncia das inversas (A+ic)™' : H — D(A) é assegurada pela auto-adjungao
de A. Como B é A-limitado, entao existem a < 1 e b € R tais que
1Bnll* < allAn|* +bllnll* = a(|Anll* + ba™" [l*) = a |[(A £ ic)n*, Vn € D(A),
onde ¢ = (ba™?)2.

Fagamos 7 = (A £ ic) 1y e assim
N1 2
[B(Axico) ™ol <alel®, ¢ e

Portanto, B(A 4 ic)™' : H — H é um operador limitado de norma menor que um. Assim,
pelo teorema 3.2, segue que
I+B(A+ic) ' H—H

é um operador invertivel.
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Como podemos escrever
A+ B+ic=[B(A+ic)™ + I)(A=£ic) (3.5)

concluimos que A + B £ ic: D(A) — H ¢ bijetivo.

(b) A ¢é essencialmente auto-adjunto em W C A < [A £ ic](W) é denso em H. Por
[B(A +ic)~! + I] ser bicontinuo e por (3.5) temos que [A + B + ic|(W) & denso em H, isto &,
B+ A ¢ essencialmente auto-adjunto em W. Do mesmo modo se [A+ B £ ic| ¢ essencialmente
auto-adjunto em W C D(A) e pela bicontinuidade de (3.5), entdo A é essencialmente auto-

adjunto em W.

Precisaremos definir uma classe de fung¢oes, como segue.

Definigao 3.2. Seja (M, u) um espago de medida. Denotamos por
L"(M,dp) + L*(M,dp) o conjunto de fungoes mensurdveis f em M tal que

L'(M, dp) + L*(M,dp) = {f € M|f = fi + fo, onde fy € I'(M,dp) e f, € L*(M, dp)}.

A seguir fazemos uma aplicacao do teorema de Kato-Rellich e denotamos por V' o operador

multiplicacao por v.

Teorema 3.5. Seja V € L*(R3) + L>®(R3) real. Entio —A+V ¢ essencialmente auto-adjunto
em C°(R3) e auto-adjunto em D(—A).

Demonstragao. Como V é real, por hipotese, entao o operador de multiplicagao por V é
auto-adjunto em
D(V) = {¢lp € L*(R’), Vp € L*(R%)}.

Consideremos V =V} + V5, onde V; € L?(R3) e V5 € L°(R?). Entao,

Vip) = i+ Val(p) = Vile) + Va(e) implica [V ()], < [[Vi()ll, + [Va(@)ll, -
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Mas,

Ml = ([ mera)”
= ([wriera)”

Como |¢| < [l¢]l.. entio

IVa()ll,

IA

(el [ mar du)

= el IVally -

(3.8)
(3.9)

Como V, € L®(R?), entao |Va| < ||Va|l, ¢ € L*(R?) e de modo analogo ao calculo anterior

obtemos
IVa(@)lly < [IVall el

Portanto, de (3.8) e (3.10) segue que

IVl < [Villy llelle + 11V2llo 12l

e assim C5°(R?) € D(V).
Pelo teorema 3.1 dado qualquer a > 0, existe b > 0 tal que

lollo < all-Aell, +bllelly, ¢ € C5°(R).
De (3.11) e (3.12) temos

Ve, < IVilly (@ l=Aelly + ollelly) + V2l
a|[Villy [=Ae¢lly + (0 + IVl llll,

para todo ¢ € Cg°(R?).

(3.10)

(3.11)

(3.12)

el (3.13)

Assim, V é —A-limitado com limite arbitrariamente pequeno em C§°(R3). Visto que

—A ¢é fechado e auto-adjunto ele é essencialmente auto-adjunto em C§°(R?), logo —A + V

¢ essencialmente auto-adjunto em C§°(R?), pelo teorema de Kato-Rellich. Além disso, como V/

¢ simétrico segue do teorema de Kato-Rellich que —A + V' é auto-adjunto em D(—A).
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Exemplo 3.1. Seja V(r) = —e?/r, onde r = \/x% + y? + 22. Entao,

—A — €2 /r € essencialmente auto-adjunto em C3°(R?).

Teorema 3.6 (Teorema de Kato). Seja {Vi}1-, uma cole¢io de fungdes reais mensurdveis cada
uma em L*(R3) + L®(R3). Seja Vi(yr) o operador multiplicacio em L*(R3) obtido escolhendo

yr como sendo trés coordenadas de R3. Entdo —A + Z Vi(yr) € essencialmente auto-adjunto
k=1

em C3°(R3"), onde A denota o Laplaciano em R3".

Demonstracao. Pimeiro facamos para k. Como as normas ||.|,, |||/, € —A séo invariantes
por rotacoes, entao podemos supor que xi,xs, T3 sao varaveis em V) por uma rotagao de
varidveis. O Laplaciano com rela¢do a essas varidveis denotamos por A;. Por (3.12), (3.3)

e pelo teorema 2.6, obtemos para toda ¢ € Cg°(R?") que

||Vk<p||ig(R3n) < 3\—A1g0(x1,.. T5n)|* dy, .., dg, + b2 / (21, ..., 30)|* dizy, ..., dsy,
R
2

= a2/3 E P3o(p1, ooy P3n)| AP, ooy dpsn + 0 |||
R3 |4
j=1

2

§ a2/3 ZPJQSD(p177P5n) dplaadpi’m—i_bZH@HZ
R3 | _

= a® | -Apl” + 5 |l

Dai, podemos concluir que

Z Vi(yr)w

para todo ¢ € Cg°(R3").

Z IVi(g)ell” = m(a® | =Ap | + 6 oll),

m

Como a pode ser escolhido tao pequeno quanto desejamos, entao ZVk(yk) é
j=1

infinitessimalmente pequeno com relacao a —A, ou seja, ZW(yk) é —A-limitado. Logo,
j=1

pelo teorema de Kato-Rellich, —A + Z Vi(yx) € essencialmente auto-adjunto em Cg°(R3").
k=1
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Exemplo 3.2. (Hamiltoniano atémico) Sejam z1, ..., z, € R® coordenadas ortogonais de R3".

Entao,

ne e
— § Ai — E — + E [E—
i=1 = il v —

1<j

¢ essencialmente auto-adjunto em C§°(R3").
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Capitulo 4

Propriedades Espectrais de Operadores de

Schrodinger Unidimencionais

Neste capitulo, estudamos as questoes de adjunticidade e do espectro dos operadores de
Schrodinger unidimensionais do tipo H = —ﬁ% + V.

Iniciamos o capitulo enuciando alguns postulados da mecénica quantica unidimensional. A
escolha de dimensao 1 visa a evitar algumas dificuldades técnicas na abordagem do problema,
possibilitando, assim, que nos detenhamos em alguns pontos que julgamos mais essenciais do
problema. O enfoque axiomaético, por seu turmo, permite que cheguemos mais rapidamente
ao tratamento das questoes em que estamos interessados, evitando que nos detenhamos nas
motivagoes fisicas dos conceitos da teoria quantica.

Neste capitulo, definimos também o espectro de um operador e caracterizamos o espectro
dos operadores auto-adjuntos no teorema 4.2.

Finalizamos determinando o espectro dos operadores de Schrodinger H = —ﬁ% + V em

alguns casos. A nossa referéncia béasica neste capitulo ¢ Schechter [14].

4.1 O movimento unidimensional

Postulado I: Para cada particula movendo-se ao longo de uma reta existe uma fungao

complexa v (z,t) da posigdo = e do instante ¢ tal que a probalidade de que a particula se
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encontre no intervalo I C R no instante ¢ é dado por

/I|¢(:L‘,t)|2dx. (4.1)

Note que esse postulado nao nos diz como determinar a posicao de uma particula, mas
apenas como determinar a probabilidade de encontra-la em um dado intervalo I da reta. Esse
enfoque probabilistico é uma caracteristica distintiva da teoria quéntica com relacao a fisica
classica.

A funcéo ¢ dada no postulado 1 é denominada fungao de estado (ou fungao de onda)
da particula. Observe que ¥(z,t) € C.

Uma vez que temos a certeza de que uma particula deve estar em algum lugar ao longo da

reta R, podemos afirmar que
[ ods =1
R

para cada instante t.

Em termos da teoria da medida, a expressao (4.1) pode ser reescrita na forma

oG Oz

Desse modo,
2
19 D72 = 1-

Para enunciar o proximo postulado, precisamos da nogao de valor esperado (ou valor
médio) de uma grandeza w. Se w é uma grandeza que pode assumir qualquer valor de um
intervalo [a,b], entdo podemos associar a cada subintervalo I;, de [a,b] a probabilidade Pj_ de

que o valor de w esteja em [,. O valor esperado w de w é dado por
N
w= Nhinoo (kz kaIk) )
=1

onde wy € um ponto arbitrario de I, 1 < k < N.

Logo,
w = / w | (z, t)]? da. (4.2)
[a,b]
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Em termos da teoria da medida, a expressao (4.2) pode ser reescrita na forma

W = <w'{7b(, t),ZU(.,t))L?([a,b]) ’

Quando z é a posicao de uma particula, entao o valor médio de x é dado por

T = <Mx,¢}7’¢>[/2([)a

onde M, = x1) é o operador de multiplicagao por .

Em fisica cléssica, o momento P de uma particula é definido como

d
P = md—j = massa X velocidade.

Em fisica quantica define-se o momento P de uma particula como sendo o operador

L oY

P¢:Z a—x,

onde h é a constante de Planck.
Postulado II: A probabilidade de que o momento de uma particula pertenca ao intervalo [

é dada por
P= <Pw7w>m(1) = /](P?ﬁ)lzdﬂf-

Para enunciar o proximo postulado, precisamos do conceito de observavel. Um observavel
¢ qualquer grandeza que pode ser medida em fisica. Temos visto até aqui dois exemplos de
observaveis: a posicao x e o momento P. Em cada um desses casos temos visto que se a denota

um observavel, entao existe um operador A tal que

a = (Aw, ¢>L2(I) :
O operador correspondente ao observéavel posicao x é o operador de multiplicagao

M, : D(M,) c L*(I) — L*(I),
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O operador correspondente ao observavel momento P é o operador

Py = —zh%.
Em subespagos convenientemente escolhidos de L*(I) esses operadores sao auto-adjuntos.
Isso motiva o postulado seguinte.
Postulado III: A todo observavel corresponde um operador A com dominio denso D(A) em
L*(I) de modo que
a = (Ay, ¢>L2(I) :

Se B ¢ um operador hermitiano tal que D(A) C D(B) e a = (AY,¢) ;) para todo ¥ € D(A),
entao B = A.

Postulado IV: Se f é uma fungao mensuravel a Borel e a é um observavel, entao f(a) também
¢ um observavel. Se A ¢ o operador que corresponde ao observavel a, entao A% é o operador
que corresponde ao observavel a?.

Sabemos que a fungao estado 1(z,t) depende do tempo, bem como da posigao, embora até
aqui estudamos apenas para um tempo fixado. Além disso o potencial pode ser uma funcao
V(z,t) em funcdo do tempo, bem como da posicdo. Note que isso provocaria o operador
Hamiltoniano a depender do tempo.

Afim de discutir a dependéncia do tempo em 1) enuciaremos o proximo postulado.

Postulado V: Se H(t) é o operador Hamiltoniano (energia total) e 1(t) = ¢(x,t) é o estado

de uma particula no momento ¢, entao 1 (t) é uma solugao de

i () = Hib(2).

No que se segue, fazemos algumas observagoes acerca do hamiltoniano (ou operador de
Schrodinger) em dimensao 1.

Como se sabe, em fisica classica a enégia cinética T" de uma particula é dada por

PQ

T_ 9
2m

onde P é o momento e m é a massa da particula. Entao o valor médio de T" é dado por
T = i < P ¢>
2m T
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Por outro lado, a enegia potencial é dada pela fungao real de posigao V' (z). A enegia total é

dada por
P2
E=—+V.
2m
Se V' é uma funcao tal que
<M|V|@/J > / x)| | (z t)| dr < 0o,

entao o valor esperado de V' pode ser obtido como

V= /_OO V(z) [¢(x, )| de.

o0

Desse modo, chegamos a seguinte expressao para o valor médio de enegia:

= (H,v),

onde H = — L & + V.

2m dx?

4.2 Calculo funcional boreliano

Comecaremos esta se¢ao enuciando o teorema espectral na sua forma multiplicativa.

Teorema 4.1. Teorema Espectral (forma multiplicativa). Um operador linear
A D(A) C H — H € auto-ajunto se, e somente se, A € unitariamente equivalente a um
operador de multiplicagao M,, atuando em um espago L*(X, ), para algum espaco de medida

(X, p) separdvel e o-finito e alguma fungdo mensurdvel g : X — R .
Demonstracao.  Ver [9].

O

Defini¢ao 4.1. Seja A : D(A) C H — H um operador auto-ajunto. Suponha que A €

unitariamente equivalente a M,. O Cdlculo funcional boreliano para A € a aplicagdao

7 B(R) — L(L*(X, )
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que cada fung¢ao mensurdvel o Borel f € B(R) associa o operador linear limitado
m(f) = f(A) = Myo,.

Sejam F C R um conjunto mensuravel a Borel e Xg(x) a funcao caracteristica do conjunto
E. Entéio, XE(A) = MXEOg == W(XE)
Observacgao:

m: B(R) — L(L*(X, p))
é uma representacao da algebra B(R) em L*(X, i), tal que
(a) m & um homomorfismo de anéis tal que 7(1gmr)) = Ir2(x )3
(b) 7(f) ==(f)", Vfe€BR).

Definicao 4.2. Seja A : D(A) C H — H um operador auto-ajunto. As medidas espectrais

de A como as medidas borelianas em R sao dadas por
vp(E) = (Xg(A)h, h>L2(X7H), heH, ECR.
Observagoes:

(a) Se A é unitariamente equivalente a M, entao

/XE du, =vp(E) = (Xg(A)h,h), L2(X )
R
(Xeo g)h, h)LQ(X,u)

= (Xg o g)h h dpu
X

— [ @og)nfdu
X

(b) Se s é uma fungao simples (isto é, a imagem de s é finita, s(I) = {z;},, e se cada imagem

inversa s7'(x;), 1 <i < n, ¢ um conjunto de Borel), entdo pela linearidade da integral,

/Rs dvy, = /X(s o g) |h|? dp. (4.3)
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(c¢) Pelo teorema da convergéncia mondtona, (4.3) vale para toda func¢do boreliana

f R —[0,4+0c0], ou seja,

[ o= [ (Foppf .

Logo,
f € L*(R,vy) < h € D(Myo,).

/ P dop = / Fo gl Al don.
R X

Teorema 4.2. Seja A: D(A) C H — H auto-adjunto. Entdo, c(A) C R e para cada A € R

as sequintes condigoes sao equivalentes:

Com efeito,

(@) X € o(A);
(b) Para todo intervalo aberto I da reta que contém X\ tem-se X(A) # 0;

(¢) Eziste uma seqiéncia {1, } C D(A) tal que ||¢,]| =1 e

|(AL — A),|| — 0 quando n — +oc.

Demonstracao. Podemos admitir, pelo teorema espectral, que A = M, agindo em

L?(X,du). Entao, pelas proposicgoes 2.4 e 2.5,
o(A) =o(M,) =Im ess(g) CR.

(a) = (b): Por hipotese A € o(A). Suponhamos por absurdo que existe um intervalo
I C R que contém X para o qual X7(A) = 0.
Agora defina ¢ : R — R do seguinte modo:

g0(%):{ A=az)"", se z &1

0, se zel
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Note que ¢ é continua por partes e limitada em R. Asssim, ¢(A) é um operador limitado.

Consideremos a equacao
p(r)(A—z) =1— X (z),

da qual obtemos

W(A) (A — A) =1 — X;(A) = 1 sobre D(A)

(M — A)p(A) =1— X;(A) =1 sobre H.

Logo, A € p(A). O que contradiz a hipotese de que A € o(A).
(b) = (¢): Seja {I,} uma seqiiéncia de intervalos abertos, onde I, = (A — £, A + 1)
Se X, (A) # 0, entao

3 ¥, € Im My, o4 tal que ||4,|| = 1 para cada n.

Com efeito, se X7, (A) # 0, entdo Im [Mx, o4](fn) = (X1, © g).fn # 0, para algum
fn S D<MXI,LOQ)'
Defina X1, (9(x)). £ (x) v
I (9(x)).f(z
() = 4 TEnG@L@n ¢ FEX
0, se ze€ X\X,
onde X = {z € X|X;, (g(z)).f(z) # 0}.
Devemos mostrar que ¢ € D(M,). Se 1, (x) # 0, entdo g(z) € I,,. Assim,

1 1
[9Unl = 9] [¥n] < ‘A + —' 1= ’)\+ —‘ q.t.p..
n n

Desse modo,

1
/ |gn|* dp < (A+—)2/ [1hn|? dpe < 00,
X n X

pois ¥, € L*(X, dpu).
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Portanto, ¢ € D(M,). Agora resta provar que ||(A — M,)1,|| — 0 quando n — +o0.
De fato,

(A = My |* = |Mbn — Mgtha|* = [Mby — gul® = [(A— )l
= A =g’ [l
Mas,

11
g =A< =\l +]gl =-A+A+—=—.
n n

Dai, obtemos
1
IO =30l = [ 19 =3Pl < = [ P —o.
X n® Jx

quando n — +0o0.

(¢) = (a): Por absurdo, suponhamos que A ¢ o(A). Por hipotese, 3 {¢,,} C D(A) tal que
ltnl| =1 e ||(AM — A),]| — 0 quando n — +o0.

Se A ¢ o(A), entao a fungao resolvente R(\) = (A — A)~! de A é um operador limitado.
Assim, [[{n || = [[R(A) (AT — A)th |-

Da hipotese, obtemos a seguinte contradicao:
L= lim [l = lim RN — A = 0.

Portanto, A € o(A).

Teorema 4.3. Se I é um intervalo aberto de R e X;(A) =0, entio I C p(A).

Demonstragao. Suponhamos \q € I. Defina

X—MN"1 se NI
0, se Ael.

Note que g(A) é continua por partes e limitada. Portanto, g(A) é um operador limitado q.t.p..

Basta mostrar que Ay € p(A).
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Para ver isso, consideremos a equagao
gA) (Ao = A) =1 = Xi(N).
Disso e do fato que Xj(A) = 0 por hipotese, temos

g(A)Y (Nl — A) =1 — X[(A) = 1 sobre D(A)

(Aol —A)g(A) =1— X;(A) =1 sobre H.

Logo, Ao € p(A).

Corolario 4.1. p(A) é um conjunto aberto.

Demonstragao. Suponhamos que z € p(A). Temos duas possibilidades:

i) se z ¢ R, entdo 3 € > 0 tal que z é centro de uma bola B(z,€) que contém pontos nao
reais. Assim, pelo teorema (4.2) letra (a), B(z,€) C p(A);

ii) se z € R, pelos teorema (4.2) letras (a) e (b) e teorema (4.3), z é centro de um intervalo
aberto I tal que I C p(A). O comprimento deste intervalo I é o didmetro de um disco totalmente

contido em p(A).

Corolario 4.2. o(A) é um conjunto fechado.
Demonstragao. E 6bvio, visto que o(A4) = C\p(A).
U

Definigao 4.3. Seja I C R um intervalo. Sejam P(a € I) (e P(a ¢ 1)) as probabilidades de
que o observdvel a se encontre (respec. mao se encontre) no intervalo I. Seja A o operador

simétrico correspondente ao observdvel a. Entao

Plael)=(X/(A)f, f>L2(]R,dp) ’
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onde X7(A) é a fungao caracteristica do intervalo 1.

Corolario 4.3. Um observdvel pode assumir valores apenas mo espectro do seu operador

correspondente.

Demonstracgao. Seja a um observavel com operador correspondente A.
Se Ao € p(A), entdo, pelo teorema (4.2) letra (b), existe um intervalo aberto I contendo Ag
tal que X7(A) = 0. Assim,
Plael) = (X(A)f, f) = 0

para toda funcao estado f. Portanto, a nao pode assumir valores em 1.

O
4.3 O operador momento
Denotamos por P o operador momento tal que
D(P) = {f € L2lkf(k) € 12},
Pf = h(kf (k)"
onde h é a constante de Planck.
Observe que podemos escrever P = —ih%. Além disso, note que P é unitariamente

equivalente a um operador de multiplicacao, assim, pelo teorema espectral, o operador P é

auto-adjunto.
Teorema 4.4. O operador momento nao admite autovalor em C*(R) N L*(R, dx).

Demonstragao. Suponha que existe f # 0 em C*(R) N L*(R, dz). Entao,

Pf =\ = \f +ihf =0.

Az/honde ¢ é uma constante.

A solugao geral dessa equagao diferencial é dada por f(x) = ce
Se f € L*(R, dz), entdo ¢ = 0. Portanto, f = 0 em L*(R, dz), o que é contradigao.

Logo, nio existe autovetor f de P em C1(R) N L*(R, dx).
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Teorema 4.5. Seja P o operador momento. Entao, o(P) = R.

Demonstragao. Seja f(z) = ce™™, onde ¢ é uma constante escolhida de modo que
|f(@)* dz = 1.

R
Defina

e = 5=f (5) e

102 =5 [ £ G)[ o=t

Além disso, ||[(P — M) f,|| — 0, quando n — oo. De fato,

onde A € R. Entao,

falw) =72 (S) fo 4+ iAfau(@) /B
onde fy = e?*/" Assim,
Pfo =M= il ™2 (2) £

Portanto, ||(P — AI) f,|| — 0, quando n — oc.
Pelo teorema (4.2), concluimos que R C o(A). Como P é auto-adjunto, entao o(A) C R.
Logo, o(P) = R.

0

Observe que P = W(F*M,F), onde g : R — R, ¢g(k) = k. Logo, o(P) = Im ess(g) = R.

4.4 O operador energia

Seja Hy = ﬁPQ o operador energia, onde P = —ih%. Considere o operador de
Schrédinger unidimensional
H=Hy,+V,

onde V' é o operador multiplicagao M, (f) = vf.

Para examinar o operador H, vamos estudar os operadores Hy e V separadamente.
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Um passo importante na definicao de um operador é a escolha do seu dominio.

Observe que,
D(H) = D(Hy) N D(V).

Para o operador Hy um dominio que parece natural ¢ D(P?).
Teorema 4.6. O quadrado de um operador auto-adjunto é auto-adjunto.

Demonstragao.  Ver [12].

Corolario 4.4. Hy ¢ um operador auto-adjunto.

Teorema 4.7. Seja Hy = ﬁPQ, onde P = —ih% € o operador momento. Entao,
o(Hp) C [0, 400).

Demonstracao. Como H, é auto-adjunto, temos que o(Hy) C R. Para cada A\ € R,

podemos escrever

Hy—\= i(P—f— V2mAL) (P — V2mAI).

Agora, se A < 0, entdao +=v2mA é nao-real. Donde se conclui que £v/2mA estdo no conjunto
resolvente de P, p(P).
Isso mostra que A € p(Hy) quando A < 0. Portanto, segue-se que o(Hy) C [0, +00).

Teorema 4.8. O espectro de Hy consiste dos nimeros reais nao-negativos. Ou seja,
o(Ho) = [0, +00).
Demonstracao. Seja f(z) = ce‘z2, onde a constante ¢ é escolhida de modo que

/Rf(m)de =1

Defina



onde fy = e/,

Entao,
T\ 2
1l = [ (2) o=t
Além disso,
‘ A
fl=ivfa+f (f) e n=32 onde v = 2
n h
e
V= =32 ¢ (L give —5/2 1 (TN iya
fn_ /yfn‘f‘QZ’)/n f —Je +n f Ve .
n n
Assim,
1+ 22 fall < 29n7 32| f ( )H A ,/( >H
— oy V2| f ( >H+n—3/2 //( >H

Isto mostra que, ||(Hy — AI) fn]] — 0 quando n — oo, visto que (Hy — X)) fn = [/ + 72 fn.
Dai, obtemos que (0,+00) C o(Hp). Como o espectro de um operador é um conjunto
fechado, concluimos que [0, +00) C o(Hy).

Disso e do teorema 4.7, concluimos que o(Hy) = [0, +00).
[

Note que Hy = W(F 'M,F), onde g : R — R, g(k) = k*. Logo, o(P) = Im ess(g) =
[0, 4-00).

Proposigao 4.1. Hy nao admite autovalores em C*(R) N L*(R, dx).

Demonstracao. Consideremos, inicialmente, a equacao
Hof =Af, A>0

que dé os autovalores positivos de Hy.

Entao,
h? A2
T ”—/\f:0:> f”+)\f—0:>f”+ 2y,
2m h?
onde 72 = Ag;n. A solucao geral desta equacao é dada por

f(z) =cie™ e,
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onde ¢, c_ sao constantes.
A condigao necesséria para que f(x) € L*(R,dx) ¢ que as constantes c,,c_ sejam nulas.

Entao, Hy nao admite autovalores positivos.
O

Consideremos, agora, o problema de determinacao do espectro do operador de Schrédinger
unidimensional H = Hy + V, onde estamos supondo que D(H) = D(Hy) N D(V).

Teorema 4.9. Seja b € R. Se V(z) > b para todo x € R, entdao todo A < b estd no resolvente
de H, ou seja, (—o00,b) C p(H).

Demonstragao. Para f € D(H), temos

((H =M f) = (Hof, [) +{(V=ADf )

= S PRV = ADE)
1

= 5 APLPH+{V =MD f)

_ 1 2 _
— S IPAI+{(V = ADF.£)

Como A < b, entao

(H=ADf. )= O®=N /17 (4.4)

Se A € o(H), entao existe uma sequéncia {f,} C D(H) com || f,|| =1 tal que
I(H — XI)f,]| — 0, quando n — +o0.

Assim, de (4.4) obtemos uma contradi¢ao. Portanto, A ¢ o(H).

Logo, se A < b, entao \ € p(H).

O

Teorema 4.10. Com a notagao acima, se V(x) = b para todo x em um intervalo nao-limitado
I C R, entdo todos os A > b estdo no espectro de H, ou seja, [b,+00) C o(H).

Demonstragao. Seja ¢(r) # 0 uma fungao de classse C? em R que se anula para x grande
e fora de I. Multiplicando ¢ por uma constante adequada, podemos supor que ||¢|| ey = 1.
Faca
B 1 AN
fale) = == (%) e,
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onde 72 = —2m§$[b)

simples mostra que ||f,|| =1 e que

P, = an—:a/zf/ (%) enT 1 n—5/2f// (%) et

Visto que,
h2

obtemos a desigualdade

K2 h2
L0£0 +

I(H = AL full <

mn 2mn?

Observe que |[(H — M) f,|| — 0 quando n — oo.
Portanto, pelo teorema (4.2), A € o(H) quando A > b.

Como aplicacao destes teoremas vejamos os exemplos seguintes:

Exemplo 4.1. Seja

V(x):{bl’ se r<a
by, se = >a

Observe que pelo teorema 4.9

(—oo, min(by, b)) C p(H).

111

. Note que as fungoes f, se anulam para z grande e fora de I. Um calculo

(4.5)

E além disso, pelo teorema 4.10, [min(by, by), 00) C o(H). Aplicando o complementar em (4.5),

obtemos
o(H) = [min(by, by), 00).

Exemplo 4.2. Considere
by, se <0

V(z) =X by, se 0<x<a

by, se a<cx

Seja by = min(by, bs) tal que by > by. Assim, pelo teorema 4.9,

(—00,b9) C p(H).
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E pelo teorema 4.10, [by, 00) C o(H). Pelo complementar em (4.6), concluimos que
o(H) = [by, 00).

Os teoremas 4.9 e 4.10 atendem ao intervalo J = [by, by)? A resposta ¢ nao.

Basta notar que o teorema 4.9 estabelece (—00,bs) C p(H), enquanto que [by, o0) C o(H),
pelo teorema 4.10.

Entao, queremos saber se existem pontos no intervalo J = [be, by) os quais estao em o(H).

Isto serd estudado na secao que segue.

4.4.1 Procurando uma solucao

Primeiramente vamos observar os autovalores. Suponhamos A € J = [bs, by) e seja
(H=XMNy =0 (4.7)

a equacgao diferencial em um intervalo I.

De (4.7) decorre que

h
H¢—A¢:0:>HQ¢+V¢_)\¢:O:>_%¢,/+bjw_)\¢, ]:1,2,3

onde V' ¢ o operador multiplica¢ao por b;.

Portanto, uma solucao para (4.7) satisfaz
2" +2m(\ — b)) =0 em I;, j=1,2,3, (4.8)

ou seja,

¢// + h2

¥ =0,

onde I} = (00,0), I = (0,a) e I3 = (a,0).
Considere 77 = 2m |\ — b;| /h*, j =1,2,3. Dai,

Ys =5 =2m(b; — b))’ =¢5, j=1,2,3 (4.9)

VR
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@Z)”—’VJZ%D = 0 em I]7 j:1737
V' 3 = 0 em Is.

Através de métodos adequados da teoria das equacoes diferenciais obtemos a solugao mais geral

de (4.10) e (4.11) em L*(R,dz), que é dada por

AeM* em I
Y(x) = ¢ Assen(yoz +a), em Iy

Age_%x, em ]3

(4.12)

Podemos assumir A, = 1, visto que podemos multiplicar @) por uma constante arbitraria

ela continuaré satisfazendo (4.10) e (4.11). Observe que V satisfaz a letra (¢) do teorema 3.3.

Portanto, D(H) = D(Hy). Desse modo, qualquer autofun¢ao de H deve ser continuamente

diferenciavel pelo teorema (2.8).

Portanto, sendo (4.12) uma autofungao de H, devemos escolher a constantes Ay, Az e o de

modo que 1 seja continuamente diferenciavel.

Precisamos por continuidade que
A; = sena,  Asze” " = sen(ya + )
Como
A", em I

Y (x) = yacos(ypr +a), em I
—y3Az3e 3, em I3

entao € necessario que
1AL = Y008 @, Y3Aze T = —pco8(yea + a)
para a continua diferenciabilidade. Entao devemos ter

11 = Yacot o, 3 = —yacot(Va + ).
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Note que devemos ter, em particular, cot & > 0 e cot(y2a + a) < 0.
Por (4.15), obtemos

sen a = £y /c1, sen(ya + a) =ty /cs.
Dai,
a =sen '(yp/c1) + (4.16)
e va+a=—sen (yy/c3) + na, (4.17)

onde n;,ny sao inteiros e sen~! ¢ denota o valor principal.
Por (4.16) e (4.17), temos

Yoa = nm —sen” ' (ya/c;) — sen” ! (y2/c3), (4.18)

onde n = ny — ny.

Portanto, (4.8) possui uma solu¢do nao trivial, a qual é continuamente diferenciavel, para
tanto é necessario que v, satisfaca (4.18) para qualquer inteiro n, onde os ¢; sao dados por (4.9).
Se temos uma solucao de (4.18) podemos encontrar uma solugao continuamente diferenciavel

nao nula (4.12) de (4.8), basta procedermos do mesmo modo.

4.4.2 Achando os autovalores

Analisando solugoes para (4.18) podemos observar que se 71,72 € 73 sao nulas, entdo de
(4.13), (4.14), (4.15) e do fato que ¥ € L? temos que ¥ = 0. Portanto, estamos procurando

solugoes positivas e assim o inteiro n deve ser positivo. De (4.9) segue que
75 < g =min(c, c3) = 2m(by — by) /R,

uma vez que 0 < A — by < by — bs.

Assim, estamos procurando solugoes que satisfazem
0< Yo < Co (419)

A desigualdade acima é restrita porque se 5 = ¢ implica ou 73 = 0 ou 3 = 0.
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Sejam as curvas

Y1 = a7y,
Yy = nm—sen (y/c)) —sen'(v/c3).
Obtemos a solugao de (4.18) quando estas curvas se interseptam. Agora ys é uma fungao

decrescente de 7, e satisfaz

(n— 1)1 <yy < nm.

Note que y; interseptara y, para algum 7 no intervalo (4.19) se, somente se,
nm —sen *(co/c1) —sen"*(co/c3) < aco (4.20)

Seja ¢y = maz(cy,c3). Uma vez que ou cg = ¢1 € ¢4 = ¢3 0u ¢y = ¢3 € ¢4 = ¢1, de (4.20),
segue

1
nm < acy + 3T +sen " (co/cy).

De (4.9), obtemos

1 [bo — b
nrh < ay/2m(by — by) + =7h + h sen™ LY
2 by — by

onde by = max(by, b3). Disto, temos:

Proposicao 4.2. Seja N o inteiro suficientemente grande satisfazendo

a 1 1 _ bo—bg
N < ombe —ba) + = + — sen Y .
< V2mibo —bo) 5+ —sen [

Entao, existem precisamente N wvalores de A no intervalo [be,by) para o qual (4.8) tem uma

solugdao continuamente diferencidvel em L*([0,1]) que ndo € identicamente nula .

Corolario 4.5. O numero N de tal solugoes satisfaz:

a 1
N—1<%\/2m<b0—b2)<N+—.

2
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Corolario 4.6. Se by = b3, entao N € o inteiro suficientemente grande satisfazendo

N < 2\ /2m(by — by) + 1.
wh

Em particular, N € pelo menos um e satisfaz

N-—-1< %\/Qm(bo—bQ) < N.
m

62



Referéncias Bibliograficas

1]

2]
13l

[10]

Bartle, R. G.; The Elements of Integration and Lebesque Measure, A Wiley-Interscience
Publication. John Wiley Sons, Inc.; New York, 1995.

Bachman, G. e Narici, L.; Functional Analysis, Dover Publications, New York, 2000.

Cardoso, David C. S.; O Problema de Cauchy para o Sistema de Gross-Pitaevskii,
Dissertacao de Mestrado, Instituto de Matemética da Universidade Federal de Alagoas,
Maceio-AL, 2005.

Cycon, H. L, Froese, R.G., Kirsch, W., Simon, R.; Schroedinger Operators with
applications to Quantum Mechanics and Global Geometry., Series: Theoretical and
Mathematics Physics. 1st ed. 1987. Corr. And extended 2nd printing, 2008, XII.

Iorio Jr, R. J. ; Topicos na Teoria da Fquacao de Schridinger, 16° Coloquio Brasileiro de

Matematica, Instituto de Matematica Pura e Aplicada, CNPq.

Guerra, Ediel A.; Modelo Sigma Nao-Linear e Fung¢ao de Particao, Tese de Doutorado,
Departamento de Matemaética da Universidade Federal de Pernambuco, Recife-PE, 2000.

Iorio Jr, R. J. e Iorio, V.; Fquagoes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao, Instituto de
Matemaética Pura e Aplicada, CNPq, 1988.

Kreyszig, E.; Introductory Functional Analysis with Applications, A Wiley-Interscience
Publication. John Wiley Sons, Inc.; New York, 1989.

Reed, M. e Simon, B.; Methods of Modern Mathematical Physics. I. Functional Analysis,
Academic Press, New York-London, 1972.

Reed, M. e Simon, B.; Methods of Modern Mathematical Physics. II. Functional Analysis,
Academic Press, New York-London, 1972.

63



[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

Rudin, W.; Real and Complex Analysis , Mcgraw-hill Science, 1986.

Schechter, M.; Operator Methods in Quantum Mechanics, North Holland; New York, 1981.

Taylor, A. E. e Lay, D. C.; Introduction to Functional Analysis, New York : Wiley, c¢1980.

Teschl, G.; Mathematical Methods in Quantum Mechanics with Applications to Schrodinger

Operatores, American Mathematical Society, 2008.

Thayer, F. J.; Operadores Auto-adjuntos e Equacoes Diferenciais Parciais, Rio de Janeiro:
LTC, 1987.

64



Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas



http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1

Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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