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(Helen Keller)



Resumo

Em Topologia, mais especificamente em Topologia Algébrica, temos alguns resultados
classicos que de alguma forma estao relacionados. No desenvolvimento deste trabalho,
estudamos alguns desses resultados, a saber: Teorema de Lefschetz-Hopf, Teorema do Ponto
Fixo de Lefschetz, Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, Teorema da Curva de Jordan e o
Teorema Cléassico de Borsuk-Ulam. Além disso, tivemos como objetivo principal mostrar

relacoes existentes entre esses teoremas a partir do Teorema de Lefschetz-Hopf.

Palavras chave: pontos fixos, grau, indice de pontos fixos, Lefschetz-Hopf,

Borsuk-Ulam.



Abstract

In Topology, more specifically in Algebraic Topology, we have some classical results that
are in some way related. In developing this work, we studied some of these results, namely
the Lefschetz-Hopf Theorem, the Lefschetz Fized Point Theorem, the Brouwer Fized Point
Theorem, the Jordan Curve Theorem and the Classic Borsuk-Ulam Theorem. Moreover,

our main objective was to show relationships among those theorems by using Lefschetz-Hopf

Theorem.

Keywords: fixed points, degree, fixed point index, Lefschetz-Hopf, Borsuk-
Ulam.
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Introducao

A nocao de ponto fixo desempenha um papel muito importante em varios ramos da
matematica e suas aplicagoes. Informagoes sobre a existéncia de tais pontos geralmente sao
um argumento crucial na resolucao de um problema. Em particular, métodos topolégicos
da teoria de pontos fixos, apresentaram um foco crescente de interesse durante as tltimas
décadas.

Tais métodos topoldgicos sao divididos, a grosso modo, em dois tipos. O primeiro deles
inclui resultados tais como o Principio da Contragdo de Banach (em Andlise Funcional),
no qual as hipoteses no espaco podem ser muito suaves porém, uma pequena mudanca na
aplicagao pode remover o ponto fixo. O segundo tipo, por outro lado, envolve resultados
tais como o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, Teorema do Ponto Fixo de Lefschetz e
Teorema de Lefschetz-Hopf, os quais apresentam a existéncia de um ponto fixo nao somente
para uma aplicacao dada, como também para qualquer de suas deformacoes.

O presente trabalho trata do estudo da teoria de pontos fixos, do segundo tipo, baseada
no Teorema do Ponto Fixo de Lefschetz e no Teorema de Lefschetz-Hopf.

Teremos como objetivo principal mostrar que, de maneira direta ou indireta, o Teorema
de Lefschetz-Hopf esta relacionado com outros quatro Teoremas Classicos da Topologia,
mais especificamente, da Topologia Algébrica. Sao eles: o Teorema do Ponto Fixo de
Lefschetz, o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, o Teorema de Borsuk-Ulam e o Teorema

da Curva de Jordan. As relagoes estudadas sao apresentadas no diagrama seguinte:
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Borzulk-
TTlam

Lefzchetz- Fonto Fixo Fontoe Fixo
Hopt Lefachetz Erovwer

Curva de
Jordan

A seguir relatamos, sucintamente, o objetivo de estudo de cada capitulo.

No capitulo 1, apresentamos alguns pré-requisitos essenciais para o compreendimento
do trabalho, como por exemplo, acoes de grupos, espacos de recobrimento, complexos
simpliciais, CW-complexos, grupos de homologia e cohomologia, produto cup, produto cap
e sua relacao com o indice de Kronecker, variedades e dualidade de Poincaré. As referéncias

principais para este capitulo sao [4], [11] e [12].

No capitulo 2, mostramos um dos teoremas fundamentais na teoria de pontos fixos,
conhecido como Teorema do Ponto Fixo de Brouwer. Tal teorema afirma que toda aplicacao
continua do n-disco unitario D™ nele mesmo, possui um ponto fixo. Na secao 2.3, vemos
o famoso Teorema da Curva de Jordan, o qual afirma que uma curva de Jordan, definida
no plano como um subconjunto homeomorfo ao circulo, divide o plano em exatamente
duas componentes, uma limitada e uma ilimitada. Nesta secao fornecemos uma prova
mais construtiva do Teorema da Curva de Jordan utilizando o Teorema do Ponto Fixo de
Brouwer, baseada no artigo de R. Maehara ([10]). As principais referéncias deste capitulo

sio [4], [10], [11], [13] e [12].

O capitulo 3 é dedicado a teoria de pontos fixos mais propriamente dita. Nas trés
primeiras secoes, definimos os conceitos de grau de uma aplicacao, indice de pontos fixos
e numero de Lefschetz, os quais sao de grande importancia para o nosso objetivo principal

que é demonstrar o Teorema de Lefschetz-Hopf. Na secao 3.6, usamos a caracterizagao
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do nimero de Lefschetz reduzido dada pelo Teorema 3.5.1 para provar o Teorema de
Lefschetz-Hopf de uma maneira bastante natural, mostrando que o indice de pontos fixos
satisfaz os axiomas do Teorema 3.5.1. Como consequéncia do Teorema de Lefschetz-Hopf
temos o Teorema do Ponto Fixo de Lefschetz, o qual mostramos estar relacionado com o

Teorema do Ponto Fixo de Brouwer. Como referéncias principais para este capitulo temos

1, (31, [7], [9] e [19].

O capitulo 4 apresenta um teorema devido a K. Borsuk e S. Ulam, o qual afirma nao
existir aplicacao continua de S™ em S™~! que preserve pontos antipodais. A prova deste
teorema serd feita tanto para o caso particular, com n = 1 ou n = 2, quanto para o caso
geral. Os dois casos serao considerados, ja que o primeiro deles possui menos pré-requisitos e
envolve conceitos mais simples. Apresentamos também algumas consequéncias interessantes
do teorema. Na secao 4.3, vemos uma prova de que o Teorema de Borsuk-Ulam implica
o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, baseada no artigo de E. F. Su ([14]), na qual a
existéncia de pontos antipodais em um teorema produz o ponto fixo afirmado no outro. As

principais referéncias para este capitulo sao [4], [12], [14] e [15].



CAPITULO

Preliminares

Neste capitulo relatamos alguns resultados de fundamental importancia para o

desenvolvimento dos capitulos posteriores.

1.1 Acoes de Grupos

Definicao 1.1.1 Seja G um grupo finito. Uma G-agao em um espaco topolégico X € uma

aplicacdao continua

op:Gx X — X
(9,2) — &(g,2) := g
tal que:

(i) ex =z, para todo x € X, com e € G denotando a unidade;

(ii) g1(g27) = (9192)(x) para quaisquer g,g2 € G e x € X.

Nesse caso X € chamado G-espaco.

Observacao 1.1.1 Na defini¢ao acima o grupo G € munido da topologia discreta e G x X

¢ munido da topologia produto.

Uma aplicagdo ¢ : X — Y entre dois G-espagos é dita uma G-aplicagao (ou uma
aplicagdo G-equivariante) se para quaisquer g € G e x € X

o(gr) = gp(z).

Definicao 1.1.2 Seja X um G-espaco. Dizemos que G atua livremente em X se, para

12
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quaisquer dois elementos g,h € G e para qualquer x € X, tem-se que g.x # h.r, ou

equivalentemente, se dado g € G e qualquer x € X, com g.x = x, tem-se g = e.

Definicao 1.1.3 Seja X um G-espaco. Dizemos que a agao de G em X é propriamente
descontinua se, para qualquer x € X, existe uma vizinhanca U de x tal que
g-UNU =0, para qualquer g € G, com g # e, em que g.U = {gu | u € U}. Nesse

caso dizemos que X ¢ propriamente descontinuo.

Observacao 1.1.2 Se G atua de maneira propriamente descontinua em X, entdao a a¢ao

de G em X € livre.

Seja X um G-espaco. Dois elementos x,y € X sao chamados G-equivalentes se, existe
g € G tal que g -z = y. Essa relacao é uma relacao de equivaléncia e o conjunto de todos
0s g -z, com g € (G, denotado por G -z, é a classe de equivaléncia determinada por z € X.

Tal conjunto G - z é chamado orbita de z.

- : X o
Definicao 1.1.4 O conjunto rel ¢ constituido por todos os G - x, em que x € X. Fste
congunto € munido da topologia quociente, ou seja, da topologia mais fina tal que a projecao

X
7m: X — — seja continua. Esta proje¢io € definida da sequinte forma, w(x) =G - z.

G

1.2 Sequencias Exatas

Definigao 1.2.1 Considere uma sequéncia (finita ou infinita) de grupos e homomorfismos
¢1 P2
— A — Ay — A — ...

Tal sequéncia € dita ser exata em Ay se
Im¢, = Kerg,.
Se ela for exata em qualquer grupo Ay, dizemos simplesmente que ela é uma sequéncia

exata.

Listaremos abaixo algumas propriedades com relagao a sequéncia exatas.
¢ ) , .
(1) Ay — As — 0 é exata se, e somente se, ¢ é um epimorfismo.

¢ , P
(2) 0 — A} — A, é exata se, e somente se, ¢ é um monomorfismo.
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(3) Suponha que a sequéncia
0— Ay -2 Ay %5 A3 — 0

¢ exata; tal sequéncia é chamada sequéncia exata curta. Assim, Ay/¢(A;) é isomorfo a
As; o isomorfismo é induzido por 1. Por outro lado, se 1) : A — B é um epimorfismo com

kernel K, entao a sequéncia
0—K->5A4-%B-—0
é exata, na qual 7 é a aplicacao inclusao.
(4) Suponha que a sequéncia
A = Ay -5 A5 2 4y

é exata. Dessa forma, as seguintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) @ é um epimorfismo.
(ii) B é um monomorfismo.

(iii) ¢ é o homomorfismo nulo.

Definicao 1.2.2 Uma sequéncia exata longa ¢é uma sequéncia exata cujo conjunto
indice € o conjunto dos inteiros, ou seja, € uma Sequéncia que € infinita em ambas as

direcoes. FEla pode comecar ou terminar com uma série infinita de grupos triviais.

1.3 Espacgos de Recobrimento

Nesta secao, consideraremos conhecidos os conceitos de Homotopia e Grupo
Fundamental. Para maiores detalhes ver [4].
Para definirmos espacos de recobrimento assumiremos que os espagos topoldgicos

utilizados sdo conexo por caminhos e localmente conexo por caminhos (e portanto, conexo).

Definicao 1.3.1 Seja X um espaco topologico. Um espago de recobrimento de X ¢ um
par ()N(,p), com X um espaco de recobrimento e p : X — X uma aplicacao continua tal
que:

(1) p € sobrejetora;
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(2) todo ponto x € X possui uma vizinhanca U aberta, conexa por caminhos de modo que

a restricao de p a cada componente conexa U de p~ Y (U) € um homeomorfismo.

Observacao 1.3.1 Denominamos a aplicacao p e a vizinhanca U de projecao de
recobrimento e vizinhanca elementar, respectivamente. Ainda, o conjunto p~'(x)

¢ denominado fibra no ponto x € X.

Exemplo 1.3.1 Denotemos o plano projetivo por P. Seja p : S* — P uma aplicacdo
natural o qual identifica cada par de pontos antipodais diametralmente opostos. Para
mostrar a existéncia de vizinhancas elementares, seja w um ponto em P o qual é a
imagem de dois pontos antipodais v e —x. Seja O um conjunto aberto e conexo por
caminhos em S* contendo x tal que O nado contém pares de pontos antipodais (um pequeno
disco centrado em x, por exemplo). Assim p(O) é um conjunto aberto contendo w, e
p~'p(O) possui componentes conexas por caminhos O e o conjunto dos pontos antipodais
aos pontos em O. Observe que p aplica cada uma dessas componentes conexas por caminhos
homeomorficamente sobre p(O); dessa forma, p(O) € uma vizinhanga elementar. Logo
(S2,p) € um espago de recobrimento de P.

Da mesma forma, considerando a esfera S™ com a relagao de equivaléncia que identifica
pontos antipodais, o espago quociente P* = S™/ ~ é chamado de espago projetivo (real)

e a projecdo quociente p : S™ — P™ € uma aplicacao de recobrimento.

Exemplo 1.3.2 Seja p: R — S' dada por p(t) = (sent, cost),t € R. Assim, (R,p) € um
recobrimento de S*. Além disso, todo subintervalo aberto de S' pode ser visto como uma

vizinhanca elementar.
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Observacao 1.3.2 Sejam ()N(,p) e (lN/,q) recobrimentos de X e Y, respectivamente. Dessa
forma, ()? X }7,p X q) € recobrimento de X XY, sendo a aplicagio p X q definida como
(pxq)(z,y) = (p(x),p(y)). Agora, se U eV sdo vizinhancas elementares dex € X ey € Y

entio U x V' € uma vizinhanga elementar de (z,y) € X x Y.

Exemplo 1.3.3 Como o toro T? = S' x S, seque que seu recobrimento é R x R = R2.

R*
u] a] o o
TZ
o u] o o
5]
u] u] o o — S

Definicao 1.3.2 Seja ()N(,p) um espacgo de recobrimento de X, e a: I — X um caminho.
Um caminho & : I — X tal que po a = « € chamado levantamento de caminho
(ou simplesmente levantamento) de «. Se F' : I x I — X é uma homotopia, entio a
homotopia F:IxI— )Af, na qual p o F= F, ¢ chamada levantamento de homotopia

(ou simplesmente levantamento) de I

Teorema 1.3.1 (Propriedade do Levantamento de Caminho) Seja (X,p) um es-
paco de recobrimento de X e o : I — X um caminho em X comecando no ponto x.
Se Ty € um ponto em X com p(To) = xo, entdo existe um unico levantamento de caminho

de a até xy.

Demonstracao. [4], V.5.3. |

Teorema 1.3.2 (Propriedade do Levantamento de Homotopia) Seja ()A(;,p) um es-
pago de recobrimento de X e F : I x I — X wuma homotopia tal que F(0,0) = xy. Se
To € um ponto de X com p(To) = xg, entao existe um unico levantamento de homotopia

F:Ix1I— X tal que F(0,0) = Zo.

Demonstracao. [4], V.5.4. |
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A propriedade do Levantamento de Homotopia possui importantes aplicagoes. Uma
das mais importantes é o seguinte critério para determinar quando dois caminhos
em um espaco de recobrimento sao equivalentes, isto €, quando dois caminhos
a, B I — X sao homot6picos relativamente a um conjunto {xg, z1} com a(0) = B(0) = xq e

a(l) =p6(1) = ;.

Teorema 1.3.3 (Teorema da Monodromia) Seja ()?,p) um espaco de recobrimento de
X, e suponha que a e E sejam caminhos em X com ponto inicial comum To. Assim « e
5 sao equivalentes se, e somente se, po« € po 5 sao caminhos equivalentes em X. Em

particular, se poa e po 3 sdo equivalentes entao o e (3 devem possuir o mesmo ponto final.

Demonstracao. [4], V.5.5. [

Proposig¢ao 1.3.1 Seja ()?,p) um espago de recobrimento de X, entdo os conjuntos p~*(z)

para todo © € X possuem a mesma cardinalidade (nimero de elementos).

Demonstracao. [4], V.5.6. [

Definicao 1.3.3 Se ()?,p) € um espacgo de recobrimento de X, o numero cardinal comum
dos conjuntos p~t(z), * € X, é chamado de nimero de folhas do recobrimento.
Dizemos que o recobrimento € de n-folhas se #p~'(x) = n (# denota a cardinalidade do

conjunto) e, de infinitas folhas se #p~'(x) = cc.

Proposicao 1.3.2 Se ()?,p) ¢ um espaco de recobrimento de X, entao p : X — X éum

homeomorfismo local.

Demonstracao. [11], V.2. |

Definicao 1.3.4 Seja ()z,p) um recobrimento de X. Um homeomorfismo ¢ : X - X
¢ dito transformacao de recobrimento se po p = p. Ainda, o conjunto de todas
as transformagoes de recobrimento (denotado por A()N(,p)) € um grupo em relagao a

composigao.

Proposicao 1.3.3 Se ()?,p) é um recobrimento de X, com 7o € X e xg = p(Zo), entdo o

homomorfismo induzido p, : m (X, Zo) — m (X, x0) € um monomorfismo.
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Demonstracao. [11], V.4.1. |

Definicao 1.3.5 Um recobrimento ()?,p) de X € dito recobrimento universal de X se

X ¢é simplesmente conexo, isto €, se X € conexo por caminhos e m(X,x) = 0, para todo

e X.

s

Definigao 1.3.6 Um recobrimento (X, p) ¢ dito recobrimento regular se p.(m (X, 7)) ¢

um subgrupo normal de m (X, x). Ainda, esta condi¢do independe da escolha do ponto base

T ep ().
Exemplo 1.3.4 Todo recobrimento universal é reqular.

Proposicao 1.3.4 Se ()?,p) ¢ um recobrimento reqular de X, entdao A()?,p) ¢ isomorfo

ao grupo quociente (X, z)/p.(m1(X, %)), para todo z € X e todo T € p~(x).

Demonstracao. [11], V.7.4. |

Observacao 1.3.3 Em particular, se o recobrimento é universal, p,(m(X,T)) ~ {1}
e portanto, A()?,p) ~ m(X,x) e, a ordem de m(X) € igual ao nimero de folhas do
recobrimento ()z,p), ou seja, #p 1 (x) = #m(X).

Proposicao 1.3.5 Se X € um espaco topologico, G € um grupo propriamente descontinuo
de homeomorfismos de X e q: X — X/G € a aplica¢ao quociente sobre o espago de drbitas

de G, entao (X, q) é um recobrimento reqular de X/G, com G = A(X,q).

Demonstracao. [11], V.8.2. |

1.4 Complexos Simpliciais

1.4.1 Simplexos

Para cada inteiro positivo n, iremos cosiderar o espaco euclidiano
R" = {x = (x1, 2, ...,x,) : cada x; é um nimero real}

como um espaco vetorial sobre R e usaremos algumas idéias basicas da teoria dos espagos

vetoriais.
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Dado um conjunto {ag,...,ar} de pontos de R™ dizemos que tal conjunto é

geometricamente independente se para quaisquer escalares (reais) t;, as equagoes

k k
i=0 =0

implicam que to =t; = ... =1 = 0.

Também podemos mostrar que {ag,...,ax} é geometricamente independente se, e
somente se, os vetores a; — aog,...,ar — ag sao linearmente independentes no sentido da
Algebra Linear usual. Dessa forma, dois pontos distintos em R™ formam um conjunto
geometricamente independente, assim como trés pontos nao colineares, quatro pontos nao
coplanares, e assim por diante, lembrando que conjuntos com um tunico ponto sao sempre

geometricamente independentes.

Defini¢ao 1.4.1 Seja {ay,...,ar} um conjunto geometricamente independente em R".
Definimos o k-stmplexo o gerado por aq, ..., a como sendo o conjunto de todos os pontos

x de R™ tais que
k k
T = th‘am no qual Zti =1
i=0 1=0

et; > 0 para todo ©. Os numeros t; sao unicamente determinados por x; eles sao chamados

de coordenadas baricéntricas do ponto x de o com respeito a ag, ..., Q.

Exemplo 1.4.1 Em dimensoes mais baixas podemos facilmente retratar um simplexo. Um
0-simplexo € um ponto. O 1-simplexo gerado por ag € a; consiste de todos os pontos da
forma

r=tay+ (1 —t)a

com 0 < t < 1, o que representa o segmento de reta ligando ag e ay. Similarmente,
0 2-simplexo o gerado por ag,ay,ay representa um triangulo (interior e bordo) posswindo
estes trés pontos como vértices. Isso pode ser visto facilmente como seque: assuma x # ay.

Dessa forma,

2
t t
Tr = Ztiai = tQCLO + (1 — tg). |:(X1> ay + (f) CLQ} = tgao + t1a1 + t2a2,

1=0

com AN =1 —ty. A expressao entre colchetes representa um ponto p do segmento de reta
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1+t t; .
L}\ﬂzleXEOpamz:l,Q.

Assim, x € um ponto do segmento de reta ligando ag € p. Por outro lado, qualquer ponto

ligando ay e ag, jd que

de tal segmento de reta estd em o. Logo seque que o € igual a uniao de todos os segmentos

de reta ligando ag a pontos de ayas, ou seja, o € um triangulo.

=N

az

a4

Uma prova similar mostra que um 3-simplexo € um tetraedro.

Os pontos ag, ..., a; que geram o sao chamados vértices. O ntmero k é a dimensao
de 0. Qualquer simplexo gerado por um subconjunto de {ay, ..., ax} é chamado face de o ,
o qual denotamos por [[ap1, ..., Gnr]] com os indices ni variando de 0 até k. Em particular,
a face de o gerada por aq, ...,a; é chamada de face oposta a ag. As faces de o diferentes

do préprio o sao chamadas faces proprias de ¢; a uniao delas é chamada bordo de o.

1.4.2 Complexos Simpliciais no R"

Definicao 1.4.2 Um complexo simplicial K em R" ¢ uma colecao de simplexos em R"
tal que:
(1) toda face de um simplexo de K estd em K;

(2) a interse¢ao de quaisquer dois simplexos de K € uma face de cada um deles.

Exemplo 1.4.2 A colecao Ky consistindo de um 2-simplexo e suas faces, € um complexo
simplicial. A colecao Ko, consistindo de dois 2-simplexos com uma extremidade em comum,
juntamente com suas faces, ¢ um complexo simplicial. Jd a colecao K3 ndao € um complexo

simplicial.
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Definicao 1.4.3 Seja K um complexo simplicial.  Um subconjunto L de K € um

subcomplexo de K se for um complexo simplicial tal que toda face de L é também face de

K.

Exemplo 1.4.3 Seja K = {0, [[ag, a1]], [[a1, a2]], [[ao, as]], ag, a1,a2}. Um subcomplexo de

K pode ser L = {[[ag, a1]], [[a1, a2]], ap, a1, as}.

ao ao
/\ \
azﬁ a1 a2 *— aq

Definicao 1.4.4 Um subcomplexo de K que contém todos os simplexos de K de dimensao

no mdzimo p é chamado de p-esqueleto de K e é denotado por K.

Exemplo 1.4.4 Considerando K = {o,[[ay,a1]], [[a1, as]], [[ao, az]], ag, a1, a2}, o mesmo

complexo simplicial do exemplo anterior, temos

K(O) - {CLQ, ai, CLQ}, K(l) - {CLO, ai, ag, [[CL(), CLlH, [[ala CLQH, [[a07 aZH}) K(2) = K

Definigao 1.4.5 Seja |K| o subconjunto de R™ que € a unido dos simplexos de K. Tomando
cada stmplexo com sua topologia usual como um subespaco de R™, iremos considerar um
subcongunto A de |K| como sendo fechado em |K| se, e somente se, AN o € fechado em
o, para cada o em K. E facil ver que isso define uma topologia em |K|, tal colecio de
conjuntos € fechada sobre unido finita e intersegoes arbitrdrias. O espago |K| é chamado
espaco adjacente de K, ou o polytope de K.

Um espago que € o polytope de um complexo simplical serd chamado poliedro.

Definicao 1.4.6 Seja K um complexo simplicial e L um subcomplexo de K. Dizemos que

|L| é um subpoliedro de K.
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Proposicao 1.4.1 Se L é um subcomplexo de K, entao |L| é um subespaco fechado de |K|.

Em particular, se 0 € K entdo o é um subespago fechado de |K]|.

Demonstracao. [12], 1.2.2. |

Proposicao 1.4.2 Se K € finito, entao |K| é compacto.  Reciprocamente, se um

subcongunto A de |K| é compacto, entio A C |Ko| para algum subcomplezo finito K, de K.

Demonstracao. [12], 1.2.5. |

Seja K um complexo simplicial em R™. Descreveremos uma construgao que nos permite
“fatiar” os simplexos de K e produzir um novo complexo K' que possui o mesmo poliedro
que K porém, com simplexos de menor diametro.

O processo é chamado subdivisao baricéntrica. Se A é um simplexo de K com

vértices vg, v1, ..., U, entao cada ponto x de A possui uma expressao unica da forma
r = )\0’00 + )\11}1 + ...+ )\k'l}k,

k
na qual E A; = 1 e todos os \; sao nao negativos. Como ja vimos, tais nimeros \;
=0

sao chamados coordenadas baricéntricas do ponto x, e o baricéntro (ou centro de

gravidade) de A é o ponto

A=

k+1(v0—|—vl+...+vk).

De modo a formar K, comecaremos adicionando vértices extras para K nos baricéntros
de seus simplexos. Dessa forma, trabalhando de modo a aumentar a dimensao, fatiamos
cada simplexo K como um cone com vértice extra em seu baricéntro. A figura abaixo ilustra
0 Processo.

Para definir K'! precisamente, precisamos descrever seus simplexos. Os vértices de K!
sdo os baricéntros dos simplexos de K. (Isto inclui o vértice original de K ja que um

0-simplexo é seu préprio baricéntro.)
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Uma colecao Ag, Ay, ..., Ay de tais baricéntros, formam os vértices de um k-simplexo de

K1 se, e somente se,

AO’(O) < Ag(l) <. < Ag(k)

para alguma permutacao o dos inteiros 0,1,2,...,k. Por exemplo, em nossa ilustragao

os baricéntros /Al, B e C determinam um 2-simplexo de K!, e olhando para K vemos

C < B<A.

1.4.3 Complexos Simpliciais Geral

Nossa insisténcia de que um complexo simplicial K deve estar em R™ para algum
n, coloca uma limitacao na cardinalidade de K e na dimensao dos simplexos de K.
Removeremos agora tais restricoes.

Seja J um conjunto de indices arbitrarios, e seja R’ denotando o produto de R com ele
mesmo J-vezes. Um elemento de R? é uma fungao de J para R denotada por (z4)acs. O
produto R7 é um espaco vetorial com a adicdo e multiplicacdo (usuais) por escalares.

Denotemos por E” o subconjunto de R’ consistindo de todos os pontos (z4)acs tal que
7, = 0 para um numero finito de valores de a. Dessa forma, E7 é também um espaco
vetorial com a adigdo e multiplicagao (usuais) por escalares. Se g, é a aplicagdo de J em
R cujo valor é 1 no indice o e 0 em todos os outros elementos de J, entao o conjunto
{ea| @ € J} é uma base para E7. (Ela nao é uma base para R”.)

Chamamos E’ de espago euclidiano generalizado e topoldgico segundo a métrica

|z =yl = maz{|za = Yaltaes,

Tudo o que foi feito para complexos em R"™ pode ser generalizado para complexos em

E7. O espaco E7 é a uniao de certos subespacos de dimensao finita, ou seja, os subespacos
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gerados por subconjuntos finitos da base {¢, | & € J}. Cada um desses subespagos é somente
uma cépia de R™ para algum n.

Qualquer conjunto {ao,...,ax} de pontos de E” estao em um subespago. Se eles sio
independentes, o simplexo que eles geram fica no mesmo subespaco. Além disso, a métrica
para F” fornece a topologia usual de cada um dos subespacos. Dessa forma, qualquer
colecdo finita de simplexos em E” fica em uma cépia de R™ para algum n.

Conceitualmente, parece mais complicado trabalhar em E” do que em R", mais na
pratica isso nao causa tanta dificuldade.

Outro comentario que também vale ser feito é o seguinte: se K é um complexo em
R"™ entao cada simplexo de K possui dimensao no maximo n. Por outro lado, se K ¢
um complexo em E7, nao precisamos ter um limite superior na dimensao dos simplexos de
K. Definimos a dimensao de K, denotada dimK, como sendo a maior dimensao de um

simplexo K, se ele existe; caso contrario, dizemos que K tem dimensao infinita.

1.4.4 Complexos Simpliciais Abstratos

Na pratica, especificar um poliedro X como uma cole¢ao de simplexos cuja uniao é X
nao ¢ um caminho muito conveniente para lidar com um poliedro especifico. Fica dificil
especificar todos os simplexos e verificar que eles interceptam somente onde a defini¢ao
requer. E mais facil especificar X por meio de um “complexo simplicial abstrato”, uma

nogao que introduziremos agora.

Definicao 1.4.7 Um complexo simplicial abstrato é uma colecio S de conjuntos
finitos e nao vazios, tal que se A € um elemento de S, entao todo subconjunto ndao vazio de

A € também elemento de S.

O elemento A de § é chamado simplexo de S; sua dimensao é uma a menos que o
numero de seus elementos. Cada subconjunto nao vazio de A é chamado face de A. A
dimensao de S é a maior dimensao de um dos seus simplexos, ou ¢ infinita se nao existe tal
dimensao maior. O conjunto vértice V' de S é a uniao dos elementos pontuais de §; nao
faremos distin¢ao entre o vértice v € V' e o 0-simplexo {v} € S. Uma subcolegao de S que

¢ um complexo nele mesmo é chamada subcomplexo de S.
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Dois complexos abstratos S e 7 sao ditos isomorfos se existe uma correspondéncia
bijetiva f aplicando o conjunto vértice de S no conjunto vértice de 7 de modo que

{ag, ...,a,} € S se, e somente se, {f(ag), ..., f(a,)} € T.

Definicao 1.4.8 Se K € um complexo simplicial, seja V' o conjunto vértice de K. Seja A
a colegao de todos os subconjuntos {ag, ....,a,} de V' tal que os vértices ay, ..., a, geram um

simplexo de K. A colecao & ¢ chamada esquematizacao dos vértices de K

A colecao # é um exemplo particular de um complexo simplicial abstrato. Ela é de

fato um exemplo crucial, como mostra o seguinte teorema;

Teorema 1.4.1 (a) Todo complexo abstrato S € isomorfo a esquematizacio dos vértices
de algum complexo simplicial K .
(b) Dois complexos simpliciais sdo linearmente isomorfos se, e somente se, suas

esquematizagoes dos vértices sao isomorfas como complexos simplicais abstratos.

Demonstracao. [12], I.3.1. [

Definicao 1.4.9 Se o complexo simplicial abstrato S € isomorfo a esquematizacdao dos
vértices do complexo simplicial K, chamamos K de realiza¢gao geométrica de S. Ela é

unicamente determinada até um isomorfismo linear.

Exemplo 1.4.5 Suponha que desejamos indicar um complexo simplicial K cujo espaco
adjacente é homeomorfo ao cilindro S* x I (I denota o intervalo unitdrio [0,1]). Uma
maneira de fazermos isto €, desenhar a figura abaixo, a qual especifica um complexo K
(que é homeomorfo a S* x I) como uma colegio consistindo de seis 2-simplexos e suas
faces. Iremos considerar este complexo como um caminho mais curto de denotar o complexo
abstrato S cujo conjunto vértice consiste nas letras a,b,c,d, e, f, e cujos simplexos sao os
conjuntos {a, f,d}, {a,b,d}, {b,c,d}, {c,d, e}, {a,c,e}, {a,e, f}, juntamente com seus
subconjuntos nao vazios. E claro que este complexo abstrato € isomorfo a esquematizacao
dos vértices do complexo K retratado anteriormente assim, ele especifica, precisamente, o

mesmo complexo. Ou seja, o complexo K da figura é uma realizagao geométrica de S.
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1.5 Produto Tensorial

Defini¢ao 1.5.1 Sejam A e B grupos abelianos. Seja F(A, B) o grupo abeliano livre gerado

pelo conjunto Ax B. Considere R(A, B) o subgrupo gerado por todos os elementos da forma
(a+d',b)— (a,b) — (),
(a,b+ V) —(a,b) — (a,b).

para a, a' € A eb, b € B. Definimos
A® B =F(A,B)/R(A, B),

e o chamamos produto tensorial de A e B. Para cada a € A eb € B, o par (a,b) de

A® B serd denotado por a ® b.

Agora, qualquer fun¢ao f do conjunto A x B no grupo abeliano C' determina um 1inico
homomorfismo de F(A, B) em C, desde que os elementos de A x B sejam os elementos
bésicos para F(A, B).

A fungao f é bilinear se, e somente se, ela aplica o subgrupo R(A, B) no zero. Assim
todo homomorfismo de A x B em C' leva a uma fungao bilinear de A x B em C', e vice-versa.

Observemos que qualquer elemento de F'(A, B) é uma combinagao linear finita de pares
(a,b), assim qualquer elemento de A ® B é uma combinagao linear finita de elementos da

forma a ® b.
Para a,a’ € A e bt/ € B temos as seguintes relagoes em A @ B:
(a+d)@b=a®b+d @b,

a@b+V)=axb+a®l,
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pela definicao. De maneira imediata segue que 0 ® b = 0, visto que
a®@b=(04+a)@b=00b+a®b.
Similarmente, a ® 0 = 0 para todo a. Também temos
(—a)@b=—(a®b) =a® (-b),
ja que adicionando a ® b em cada expressao acima resulta em zero. Uma consequéncia
imediata ¢ a relacao

(na) @b =n(a®b) =a® (nb),

com 7 um inteiro arbitrario.

Definigao 1.5.2 Sejam f : A — A’ e g : B — B’ homomorfismos. FExiste um tnico
homomorfismo

fRg: A B— A QB

tal que (f®g)(a®b) = f(a)®g(b), para todoa € A eb € B. Tal homomorfismo é chamado

produto tensorial de f e g.

1.6  Grupos de Homologia e Cohomologia

1.6.1 Grupos de Homologia e Cohomologia Simplicial

Definigao 1.6.1 Seja o um simplexo (geométrico ou abstrato). Defina duas ordens
dos seus conjuntos vértices como sendo equivalentes se elas diferem entre si por uma
permutacao. Se dimo > 0, as ordens dos vértices de o caem sobre duas classes de
equivaléncia. Cada uma dessas classes € chamada uma orientagdo de o. (Se o é um
0-simplexo, entao eziste somente uma classe e assim, somente uma orientagdo de o.) Um

sitmplexo orientado é um simplero o junto com uma orientacao de o.

Seja {vo, ...,v,} um conjunto de pontos do R™. Se tais pontos sdo geometricamente

independentes, usaremos o simbolo

V... Up
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para denotar o simplexo que eles geram, e usaremos o simbolo

[V0, .y V)

para denotar o simplexo orientado consistindo do simplexo vy...v, e a classe de equivaléncia

de ordem especifica (v, ..., vp).

Definicao 1.6.2 Seja K um complexo simplicial. Uma p-cadeia em K é uma fungao c
do conjunto dos p-simplexos orientados de K nos inteiros, tal que:
(i) c(o0) = —c(0’) se o e o’ sao orientagoes opostas do mesmo simplezo,

(i1) c(o) = 0 para um nidmero finito de p-simplezos orientados o.

Juntamos p-cadeias adicionando seus valores; o grupo resultante é denotado por C,(K)
e é chamado o grupo das p-cadeias (orientadas) de K. Se p < 0 ou p > dim K,

denotaremos o grupo trivial por C,(K).

Lema 1.6.1 Seja K um complexo simplicial, C,(K) € um grupo abeliano livre. Uma base
para C,(K') pode ser obtida orientando cada p-simplezo e usando as correspondentes cadeias

elementares como uma base.

Demonstracao. [12], I.5.1. |

Defini¢ao 1.6.3 Definimos um homomorfismo 0, : C,(K) — Cp_1(K) como sendo o

operador bordo. Se o = |vy, ...,v,] € um simplexo orientado com p > 0, definimos

p
0p0 = D[, - 0] = > (= 1)[vg, o iy oony vy |,

i=0
em que o simbolo U; significa que o vértice v; serd retirado da matriz. Como Cy(K) € o

grupo trivial para p < 0, o operador 0, é o homomorfismo trivial para p < 0.
Lema 1.6.2 9,_, 00, =0.

Demonstracao. [12], 1.5.3. |

A sequéncia

s Cy(K) 25 €y () 22 Oy (K) — - 25 Gy — 0
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é um complexo de cadeia associado ao complexo simplicial K.

Definicao 1.6.4 O nicleo de 0, : Cp(K) — C,_1(K) € chamado grupo dos p-ciclos
e € denotado por Z,(K) = Ker(0,). A imagem de Opiq : Cpi1(K) — Cp(K) é chamada
grupo dos p-bordos e € denotada por B,(K) = Im(0y+1). Pelo Lema anterior, cada bordo

de uma p+ 1 cadeia é automaticamente um p-ciclo. Isto é, B,(K) C Z,(K). Definimos

e o chamamos p-ésimo grupo de homologia de K.

Defini¢ao 1.6.5 Seja e : Co(K) — Z o homomorfismo sobrejetivo definido por (v) = 1
para cada vértice v de K. Se ¢ € uma 0-cadeia, €(c) € igual a soma dos valores de ¢ nos
vértices de K. A aplica¢io € é chamada aplicag@o aumentagdo para Cy(K). Notemos
que £(0d) = 0 se d é uma 1-cadeia.

A sequéncia

O 1 €
F = GI) = Gy () — - 5 Cyl(K) =0

¢ chamada complexo de cadeia reduzido associado ao complexo simplicial K e, é
denotado por {C.(K),e}.
Definimos o grupo de homologia reduzida de K em dimensdo 0, denotado ﬁ[o(K),

pela equacao
_ Kere
N Imal '

Hy(K)

(Sep >0, flp(K) também denota o grupo usual H,(K).)

Suponhamos Ky um subcomplexo do complexo K. Em muitas aplicacoes da topologia,
é conveniente considerar o que chamamos grupos de homologia relativa de K médulo Ky,

os quais definiremos a seguir.

Definig¢ao 1.6.6 Se K, é um subcomplezo de K, o grupo quociente C,(K)/C,(Ky) €

chamado grupo de cadeias relativas de K mddulo Ky, e é denotado por C,(K, Ky).

Observemos que o grupo C,(K, K) é abeliano livre.
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Definicao 1.6.7 Consideremos o operador bordo 0 : Cp(Ky) — Cp—1(Ky) que nada mais
¢ do que a restrigao do operador bordo em Cy(K). Usamos o mesmo simbolo para denotar
0s dois homomorfismos, quando houver perigo de confusdo. Este homomorfismo induz um

homomorfismo
Cp(K, Ko) — Cpa (K, Ko)

de grupos de cadeias relativas, o qual também denotaremos por 0. Do mesmo modo anterior,
ele satisfaz a equagao 0o 0 = 0.

A sequéncia
s Cy(K, Ko) -5 Cpr (K, Ko) -5 Cpa(K, Kg) — -+ =2 Co(K, Ko) — 0

¢ um complezo de cadeia relativo associado ao par (K, Kp).

Sejam
Zp(K, Kg) = Kero : Op(K7 K()) — p_l(K, K()),

BP(K, K()) =1Imo : Op+1<K, K()) — OP(K, K()),

2,(K, Ko)

H,(K, Ky) = 22— .
P B,(K, Ky)

Estes grupos sao chamados, respectivamente, grupo dos p-ciclos relativos, grupo dos

p-bordos relativos, e grupo de homologia relativa, em dimensao p, de K mddulo

K.

Se K é um complexo simplicial e G é um grupo abeliano, podemos definir uma p-cadeia
de K com coeficientes em G' como uma fungao ¢, dos p-simplexos orientados de K em G
com as mesmas propriedades definidas para uma p-cadeia de K com coeficientes em Z, vista
anteriormente.

O grupo das p-cadeias (orientadas) de K com coeficientes em G, é denotado por

Co(K; G) e é obtido de forma andloga a C,(K).

Definicao 1.6.8 Seja o um simplexo orientado de K e g € G. O operador bordo
0:Cy(K;G) — Cpq (K G) € definido pela formula
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d(go) = g(0o)

com 0o o bordo usual, definido anteriormente. Como vimos, 000 = 0. Definimos Z,(K; G)

como o nucleo do homomorfismo
0:Cp(K;G) — Cp1(K;G),

B, 1(K;G) como a sua imagem, e

Zp(KS G)

H,(K;G) = m.

Estes grupos sao chamados, respectivamente, p-ciclos, p-bordos, e homologia de K com

coeficientes em G.

Podemos definir também, o conceito de homologia relativa com coeficientes em G. Tal
definicao é andloga a que foi vista anteriormente com coeficientes em 7Z. Os grupos em

questdo serdo denotados por H,(K, Ko; G). Ou seja,
H,(K,Ky;G) = Hy(C.(K, Ky); G).
Definimos os grupos de homologia reduzida pela equagao
Hy(K:G) = Hy({C.(K),}:G),

com ¢ a aplicagdo aumentagao usual para C,(K).

Veremos agora a definicao de grupos de cohomologia simplicial.

Definicao 1.6.9 Sejam K um complexo simplical e G um grupo abeliano. O grupo de

co-cadetas p-dimensional de K, com coeficientes em G, € o grupo
CP(K;G) = Hom(Cy(K),G) = {f : Cp(X) — G | f € homeomorfismo}.

O operador co-bordo 0 ¢é definido como sendo o dual do operador bordo

0:Cp1(K) — Cy(K). Dessa forma
C*(K:G) = CPHH(KG),

visto que 6 aumenta uma dimensao. Definimos ZP(K;G) como sendo o nicleo desse

homomorfismo, BPTY(K;G) como sendo sua imagem, e (notando que 6* =0 pois 9* = 0),
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HP(K;G) = —gzg g;

Tais grupos sao chamados de grupo dos co-ciclos, grupo dos co-bordos, e grupo de
cohomologia, respectivamente, de K com coeficientes em G. Omitimos G da notacdo

quando G € igual ao grupo dos inteiros.

Analogamente, como na homologia, pode-se definir os grupos de cohomologia relativa

HP (K, Ky; G).

Observagao 1.6.1 Se c? é uma co-cadeia p-dimensional, e ¢, € uma cadeia p-dimensional
usaremos, de maneira comum, a notagao (c?,c,) para denotar o valor de ¢? sobre c,. Uma

outra notagdo que também pode ser considerada € ¢P(cy).

1.6.2 Grupos de Homologia e Cohomologia Singular

Consideremos R* e o espaco vetorial £/, com .J o conjunto dos inteiros positivos. Um
elemento de R* é uma sequéncia infinita de niimeros reais possuindo somente um nimero

finito de componentes nao nulas. Seja A, o p-simplexo em R*> com vértices

€0 = (0707
&1 = (1,0,

0,0,
0,0,

e, = (0,0,...,1,...).

Chamamos de A, o p-simplexo padrao. Notemos que sobre essa defini¢ao, A,_; é uma
face de A,
Se X é um espaco topoldgico, definimos um p-simplexo singular de X como sendo

uma aplicacao continua

T:A,—X.

O grupo abeliano livre gerado pelo p-simplexo singular de X é denotado S,(X) e
chamado o grupo de cadeia singular de X em dimensao p. Por uma convencao usual
para grupos abelianos livres, denotaremos um elemento de S,(X) por uma combinagao

linear formal, com coeficientes inteiros, de p-simplexos singulares.
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E conveniente considerar um tipo especial de simplexo singular. Dados pontos ay, ..., a,
em algum espaco euclidiano £, os quais nao precisam ser independentes, existe uma tnica
aplicagao afim [ de A, sobre E7 que aplica ¢; em a; para i = 0,...,p. Ela é definida pela

equacao

P
Wz1, ..., 2p,0,...) = ag + in(ai — ap).
i=1

Chamamos essa aplicagao de simplexo singular linear determinado por ay,...,a,; € 0
denotamos por {(ag, ..., ap).

Por exemplo, a aplicacdo (e, ...,€,) nada mais é do que a aplicagdo inclusao de A,
sobre R*.

Similarmente, se usarmos a notacao &; para denotar que o simbolo ¢; deve ser retirado,
entao a aplicacao

l(go, ceey 6/'\1', ceey €p)

¢ uma aplicacdo de A,_; sobre R* que leva A,_;, por um homeomorfismo linear, sobre
a face €¢...€,1€i41...€p de A,. Geralmente consideramos ela como uma aplicacao de A,_;

sobre A, mais do que sobre R*. Assim, se T': A, — X, podemos formar a composta
T ol(ggy .y Eiyeeey Ep)-

Essa é um p-simplexo singular de X, o qual pensamos como a “i-ésima face” do p-simplexo

singular 7.

Definicao 1.6.10 A familia dos grupos S,(X) e homomorfismos 0 : Sy(X) — S,—1(X) €
chamada complexo de cadeia singular de X, e é denotada por S.(X). Os grupos de
homologia desse complexo de cadeia sao chamados grupos de homologia singular de

X, e sao denotados por H,(X).

Definicao 1.6.11 O complezo de cadeia S.(X) € aumentado pelo homomorfismo
e So(X) — Z, definido por e(T) = 1 para cada 0-simplexo singular T : Ay — X.
E imediato que se T € um 1-simplexo singular, entao €(0T) = 0. Os grupos de homologia
de {S.(X),e} sao chamados grupos de homologia singular reduzida de X, e sdio

denotados F[p(X).

Introduziremos agora, o conceito de grupos de homologia singular relativa.
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Definicao 1.6.12 Se X € um espaco e A € um subespaco de X , existe uma inclusao natural

Sp(A) — Sp(X). O grupo de cadeias singular relativas é definido por

Sp(X)

SHXA) = L

O operador bordo 0 : S,(X) — Sp_1(X) restringe o operador bordo em S,(A); dessa

forma, ele induz um operador bordo
0:5,(X,A) — S,1(X, A)

em cadeias relativas. A familia dos grupos S,(X,A) e homomorfismos O € chamada
complexo de cadeia singular do par (X, A) e denotada por S.(X,A). Os grupos de
homologia deste complexo de cadeia sao chamados grupos de homologia singular do

par (X, A) e sdo denotados por H,(X, A).
Definimos os grupos de homologia singular de um espago topolégico X, com coeficientes
em um grupo abeliano G, pela equacao
Hy(X:G) = Hy(S.(X); 0.
J& os grupos de homologia reduzida sao definidos pela equagao
Hy(X5G) = Hy({8.(X), £} G),

com ¢ a aplicacdo aumentagao usual para S,(X).
Podemos definir também, o conceito de homologia relativa com coeficientes em G. Tal
definicao ¢é andloga a que foi vista anteriormente com coeficientes em Z. Os grupos em

questdo serdo denotados por H,(X, A; G).

Definicao 1.6.13 Se X ¢ um espaco de Hausdorff e se x pertence a X, entao os grupos

de homologia local de X para x sao os grupos de homologia singular

Hy(X, X — ).

A razao para o termo “local” vem do seguinte lema.

Lema 1.6.3 Seja A C X. Se A contém uma vizinhanga do ponto x, entdo
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Hy(X,X —x)~ Hy(A A—x).

Dessa forma, se x € X ey € Y possuem vizinhangas U, V, respectivamente, tal que

(U,z) = (V,y), entao os grupos de homologia local de X para x e de Y paray sao isomorfos.

Demonstracao. [12], IV.35.1. |

Veremos agora a definigao de grupos de cohomologia singular.

Definicao 1.6.14 Sejam X um espaco topologico e G um grupo abeliano. O grupo das

co-cadetas p-dimensional de X com coeficientes em G, € o grupo
SP(X;G) = Hom(S,(X),G) ={f: Sp(X) — G| f é homeomorfismo}.

O operador co-bordo & ¢ definido como sendo o dual do operador bordo

0:Sp-1(X) — Sp(X). Dessa forma,
SPLUX; Q) - SP(X;G)

visto que & aumenta uma dimensao.
Os grupos de cohomologia singular de um espaco topologico X, com coeficientes

no grupo abeliano G, sdo definidos pela equacao
HP(X;G) = HP(S™(X); G),
em que S*(X) é o complexo de cadeia singular de X. Como € usual, retiramos G da notagdo

se ele for igual ao grupo dos inteiros.

Analogamente, como na homologia, pode-se definir os grupos de cohomologia relativa

HP(X, A;G).

1.7 Produto Cup

Nas préximas definicoes consideraremos R como um anel comutativo com elemento

unitario.

Definicao 1.7.1 Seja X um espago topolégico. Considere SP(X; R) = Hom(S,(X),R) o

grupo das p co-cadeias singulares de X, com coeficientes em R. Definimos uma aplica¢ao
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SP(X; R) x SU(X; R) - SP*9(X; R)
pela sequinte equagao: se T : Ay, — X € um p + q simplezo singular, seja
(U, T) = (P, Tol(eg,....ep)) (1, T ol(ep, ., Epiq))-

A co-cadeia ? U c? d chamada produto cup das co-cadeias P e 4.

Lembremos que [(ay,...,a,) é o simplexo singular linear aplicando &; em @; para
i = 0,...,p. A aplicagdo T o [(ey,...,£,) é somente a restricao de T a “p-face frontal”
A, de A, ,; ela é um p-simplexo singular em X. Similarmente, T ol(gp, ..., Ept+q) €, & grosso
modo, a restricao de 7" a “q-face traseira” de A, ,4; ela é um g-simplexo singular em X. A

multiplicagao indicada no lado direito da equacao é a multiplicacao no anel R.

Teorema 1.7.1 O produto cup das co-cadeias € bilinear e associativo. A co-cadeia 2° cujo
valor ¢ 1 em cada 0-simplexo singular age como um elemento unitdrio. Além disso, a
sequinte formula co-bordo afirma:

(P Uc?) = (0c?)Uc? 4 (—1)PcP U (6c9).

Demonstracao. [12], V.48.1. |

Teorema 1.7.2 As co-cadeias do produto cup induzem uma operacao

H?(X; R) x HY(X; R) - HP*(X; R)

que € bilinear e associativa. A classe de cohomologia {z°} age como um elemento unitdrio.

Demonstracao. [12], V.48.2. [

Teorema 1.7.3 Se h : X — Y € uma aplicagao continua, entao h* (homomorfismo de

cohomologia) preserva produtos cup.

Demonstracao. [12], V.48.3. |

Definigao 1.7.2 Seja H*(X; R) uma denotagao para a soma direta externa @ H'(X; R).
A operagao produto cup faz desse grupo um anel com um elemento unitdrio. Ele é chamado

anel de cohomologia de X com coeficientes em R.
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Se h: X — Y é uma aplicacao continua, entao A* é um homomorfismo de anel. Dessa
forma, uma equivaléncia de homotopia induz um isomorfismo de anel. Dai segue que o anel

de cohomologia é um invariante topologico.

Observacgao 1.7.1 Em geral, um anel de cohomologia nao é comutativo. Em wvez da

comutatividade, ele possui uma propriedade usualmente chamada anti-comutatividade.

FEspecificamente, se o € HP(X; R) e f7 € HY(X; R), entdo

aP U B = (—1)P137 U oP.

1.8 Produto Cap

Trataremos agora de uma operacao chamada produto cap de uma classe de
cohomologia e uma classe de homologia. Essa definicao é similar a definicao de produto
cup dada anteriormente.

Nesta secao também consideraremos R como um anel comutativo com elemento unitério.

Definicao 1.8.1 Seja X wum espaco topologico. Definimos uma aplicagcao
SP(X; R) ® Spig(X; R) 15 S,(X; R)
pela sequinte equagao: se T : Ay, — X € um simplexo singular em X, e se « € R, entao
FN(T@a)=Tol(ey,....eq) @ (P, T ol(eg, ..., Eptq))-

Essa cadeia € chamada produto cap da co-cadeia c? e a cadeia T' ® .

A grosso modo, ® N (T'® «) é igual a restrigdo de T" a “qg-face frontal”de A,4,, com

coeficiente o produto de « e o valor de ¢? na “p-face traseira’de T.

Teorema 1.8.1 O produto cap € bilinear, e é natural com respeito a aplicagoes continuas.
Ele satisfaz a formula bordo

AP N epyg) = (=190 dP N cprg) + dP N Dcpyq,
e esta relacionado com o produto cup pela formula

N (AN epgrr) = (P UA) N epygir
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Demonstragao. [12], VIIL.66.1. n

Teorema 1.8.2 O produto cap induz um homomorfismo

HP(X; R) ® Hyo(X; R) -5 H,(X; R).
Ele ¢ natural e satisfaz a formula

a? 0 (BTN Ypigtr) = (@2 U BY) 0 Ypigrr

Demonstracao. [12], VIIL.66.2. |

1.8.1 Relacao com o Indice de Kronecker

Defini¢ao 1.8.2 Se € = {C;,0} é um complezo de cadeia, existe uma aplicag¢ao
Hom(C, ,G) x C, — G

que leva o par (cP,c,) no elemento (c*,c,) de G. Tal aplicagio € bilinear, e é chamada

aplicacao avaliacao. Ela induz uma aplicagao bilinear

H?(¢;G) x Hy(¢) — G,
a qual chamamos de indice de Kronecker. Denotamos a imagem de of e (3, sobre a
aplicagao por (a®, 3,).
Definicao 1.8.3 A aplicagcao de Kronecker

k: H?(¢;G) — Hom(H,(?),G)
¢ a aplicagao que a cada o, associa o homomorfismo {(«, . ). Formalmente, definimos
[F(a”)](Bp) = (a, Bp)-

Observe que a aplicagao k é um homomorfismo pois, o indice de Kronecker é linear na

primeira varidavel.

Teorema 1.8.3 Se X é um espaco topolégico e F' é um corpo, entao existe um isomorfismo

natural entre espacos vetoriais
HP(X;F) — Homp(H,(X; F), F),

dado pela aplicacao de Kronecker.



39

Demonstracao. [12], VII.53.6. |

Daremos agora um resultado que relaciona o indice de Kronecker com o produto cap.

Teorema 1.8.4 Seja e, : Ho(X;G) — G o homomorfismo induzido pela aplicag¢ao
aumentagao €, que € um isomorfismo se X € conexo por caminhos. Entdo, o indice de

Kronecker € igual a composta
H(X; Q) @ Hy(X) % Hy(X: 6) =5 G

Demonstragao. [12], VIIIL.66.3. |

1.9 Variedades

Definicao 1.9.1 Um espac¢o de Hausdorff X é chamado uma n-variedade se cada ponto

de X possui uma vizinhanca homeomorfa a um subconjunto aberto do espacgo euclidiano R™.

Apresentaremos agora um Teorema da Dualidade de Poincaré. Na sua prova, o

isomorfismo dualidade sera construido usando produtos cap.

Teorema 1.9.1 (Teorema da Dualidade de Poincaré) Seja X wma n-variedade
fechada (compacta e sem bordo). Se X ¢é orientdvel, e se I' € H,(X) é uma classe de
orientacao para X, entao

(x;G) 25, (x;6)

€ um isomorfismo para G arbitrario. Se X for orientdvel ou nao e I' for o unico elemento

nao trivial de H,(X;Zs), entdo

HP(X;Z5) P8 H, (X Zo)

€ um isomorfismo.

Demonstragao. [12], VIIL.67.1. n
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1.10  CW-complexos

Definicao 1.10.1 Um espago X de Hausdorff admite uma estrutura de CW-complexo se
possui uma colecao de subconjuntos fechados a?, chamados células (q > 0 representando a

dimensdao e j variando sobre um conjunto de indices J,) junto com uma familia de subespagos

fechados X° C X' C ... C X?C ..., sendo X? = U o (com X~':= @) e o bordo dado

p<q
Jj€Jp

por ff = U? N X971 satisfazendo:
(1) of — [} intercepta o] — f} sep=qei=j.

(2) X = Jx°.

(8) Para cada 0§ existe uma aplicagdo, chamada aplicagd@o caracteristica ¢} : D7 — of
(com DY o disco fechado de dimensio q) que leva ST (esfera de dimensio q — 1) sobre fi

e aplica DY — S9=' homeomorficamente sobre of — f! (com S7':= @).
(4) f] intercepta um nimero finito de conjuntos (of — fi'), i € J,.

(5) Um subconjunto Y de X € fechado se Yﬂa? ¢ fechado em ajq, para todo q e todo j € Jg,

com 0? tendo a topologia quociente de DY coinduzida por gb;]

O subconjunto X™ de X € chamado de n-esqueleto. Os pontos de X° sio chamados
de vértices ou 0-células. Um CW-complexo € dito ser finito ou infinito se o numero
de células € finito ou infinito, respectivamente. Se X = X" para algum n o CW-complexo é

dito de dimensao finita e o menor inteiro n para o qual isto ocorre é chamado dimensao

de X.

Observagao 1.10.1 (a) Denotamos por e? = 0% — f7 a célula aberta de dimensao q.
(b) Para CW-complexos finitos as condicoes (4) e (5) (também denotadas por C' e W) sao

supérfluas. FEste fato simplifica a teoria no caso finito, que serd de nosso maior interesse.

Exemplo 1.10.1 Seja X = R. Podemos dar a R uma estrutura natural de C'W-complezxo,

em que as 0-células e 1-células sao dadas , respectivamente, por €2 = {n} e el = (n,n+1),
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n € 7.

Exemplo 1.10.2 Seja X = S™ (n-esfera). Uma estrutura de CW -complezo sobre S™ pode

ser dada por uma 0-célula e uma n-célula, ou seja, S™ = e U e™.

Exemplo 1.10.3 Consideremos X a figura oito. E possivel dar a X uma estrutura de
CW - complexo 1-dimensional, com uma unica 0-célula, e duas 1-células, ou seja,

X =c"UelUel.

Exemplo 1.10.4 Como um caso mais geral, consideremos X = \/S;, o bouquet de

ses
circulos indexados por um conjunto S. Podemos dar a X uma estrutura de C'W -complezxo

1-dimensional, com uma unica 0-célula e uma 1-célula para cada elemento de S, ou seja,

X=(u(Jel).

seS

Exemplo 1.10.5 O toro (T?) admite uma estrutura de CW -complezo 2-dimensional, com

uma 0-célula, duas 1-células e uma 2-célula, ou seja, T? = €® U e Ues U e
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Observacgao 1.10.2 E também usual denotar uma n-célula por a" ou, simplesmente por

o, caso a dimensao esteja clara no contexto.

Veremos agora dois resultados que serao de grande importancia para a demonstracao

do Teorema do Borsuk-Ulam no caso geral.

Lema 1.10.1 Seja X um CW-complexo. Dado uma q-célula o de X, qualquer aplicagcao

caracteristica para o,

¢7: (D7, S771) — (f7,e?),
induz um isomorfismo em homologia relativa.

Demonstracao. [12], IV.39.1. |

Teorema 1.10.1 Seja X um CW-complezo. O grupo H;(X?, X7 1) € zero para i # q, e
¢ abeliano livre para i = q. Se v gera Hy(D?, S97Y), entdao os elementos (¢7).(7) formam
uma base para Hy (X9, X971), jd que ¢? percorre um congunto de aplicagoes caracteristicas

para as q-células de X .

Demonstracao. [12], IV.39.3. |

Definicao 1.10.2 Uma aplicagcio continua f : X — Y, em que X e Y sao
CW-complezos, é chamada celular se f(X™) C Y™ para n = 0,1,2,... (X™ ¢ Y™

sao os n-esqueletos de X e Y, respectivamente).

Definicao 1.10.3 Uma retragao de deformacao de um espaco X em um espaco A é
uma aplicagao continua k : X x I — X tal que

k(x,0) = x para todo x € X,

k(xz,1) € A para todo = € X,
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k(a,t) = a para todo a € A e todo t € I.
A aplicagao v : X — A dada por r(x) = k(z,1) é usualmente chamada de retrato de

deformacao de A em X.

Teorema 1.10.2 Se A € um subcomplexo de um CW-complexo de X entdo existe uma

vizinhangca U de X com A C U tal que A € retrato de deformacao de U

Demonstracao. [§], A.5. |

Propriedade da Extensao da Homotopia:

Defini¢ao 1.10.4 Um par de espagos topoldgicos (X, A) tem a propriedade da extensdo
da homotopia se toda aplicagio X x {0} UA X I — Y pode ser estendida a uma aplicagdo

XxI—=Y.

Proposicao 1.10.1 Se X ¢ um CW-complexo e A é um subcomplexo de X entio (X, A)

possut a propriedade da extensao da homotopia.

Demonstracao. [§], 0.0.16. |




CAPITULO

O Teorema do Ponto Fixo de Brouwer e sua

relacao com o Teorema da Curva de Jordan

O Teorema do Ponto Fixo de Brouwer foi primeiramente publicado em 1909, por L. E.
J. Brouwer, para o caso n = 3. Em 1910, Hadamard seguiu com a prova para todas as
dimensoes, prova esta que Brouwer também conseguiu porém, em 1912.

Em dimensao trés, o Teorema de Brouwer ¢é geralmente interpretado da seguinte maneira:
nao importa como mexemos ao redor do café em um copo (fazendo isso continuamente ou
nao), sempre existird um ponto na mesma posigdo que ele estava antes de mexer o café.
Além disso, se tentarmos mexer tal ponto de sua posicao original iremos, inevitavelmente,
mexer algum outro ponto para sua posicao original.

Neste capitulo veremos a demonstracao desse teorema para aplicacoes continuas
f: D" — D" com n € N ; lembrando que D" = {(zy,...,2z,) € R* | 22 + ... + 22 < 1}
denota o n-disco unitario.

Como aplicacao, faremos uma prova do famoso Teorema da Curva de Jordan usando o
Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, prova essa que serd baseada no artigo de R. Maehara

(ver [10]).

2.1 O Teorema do Ponto Fixo de Brouwer

Nesta secao apresentaremos uma demonstracao do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer

para aplicacoes continuas do n-disco unitario D" nele mesmo, com n > 1. Para isto serao

44
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necessarios alguns conceitos preliminares, os quais veremos a seguir.

Definicao 2.1.1 Um ponto fixo para uma aplicacio f de um espaco nele mesmo € um

ponto y tal que f(y) =y.

Observacao 2.1.1 O conjunto de todos os pontos fizos de uma aplicacao f de um espago

nele mesmo é denotado por Fix(f).

Definigao 2.1.2 Seja A C X. Uma retragao de X sobre A é uma aplica¢do continua
r: X — A tal que 4 € a aplicagao identidade de A. Se tal aplicagao r existe, dizemos que

A é um retrato de X.
Proposicao 2.1.1 Nao existe uma retracdo de D™ em S™ 1.

Demonstragao. Para n = 1 o resultado é ébvio j& que D! é conexo e S° nao é conexo.

Suponhamos n > 1 e seja f : D™ — S™ ! uma aplicacao continua tal que f o7 = id,
na qual ¢ é a aplicacao inclusao de S"~! em D" e id é a aplicacao identidade de S™7!.
Isto implica que o diagrama seguinte de grupos de homologia e homomorfismos induzidos
¢ comutativo.

H, . (Sn—l) _ud - (Sn—l)

anl(Dn)

Entretanto, como H,,_1(D") = {0} e H,_1(S"') = Z segue que id = f, oi, = 0, o que
¢ um absurdo.

Dessa forma, nao existe uma retracao de D™ em S™ 1. ]

Teorema 2.1.1 Toda aplicacdo continua f : D™ — D™ possui um ponto fixo, isto €, existe

x pertencente a D" tal que f(x) = x.

Demonstracgao. Suponhamos que f : D™ — D™ nao possui pontos fixos.

Definamos uma funcao g : D® — S"! da seguinte maneira: para z pertencente a
D", existe uma semi-reta [, bem definida comegando em f(z) e com diregdo = — f(x).
Consideremos g(z) como sendo o ponto no qual esta semi-reta intercepta S™1.

Faremos agora os calculos para encontrar a equagdo que define g em fungao de f(x) e

de z.
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Temos l(A) = f(z) + Az — f(2), s €R, Ay >0
(N2 =1.

Assim,
AP =1= | f@)+A(@—f(2))? =1 = (f(@)+Xe(a—f(2)), f(@)+Ae(a—f(2))) =1
(f(@), f(@)) + 20 (f (@), 2 — f(2)) + Ao — fl2),2 - f(z)) =1
Aolo = f@)P + 20 (f(2),2 — f(2)) + | f(2)P = 1 =0.
Temos
A=4(f(z),x = f(2))* — 4]z = f(@)].(| f(@)]* = 1).
Agora,
(f(z),2 = f(2))® — |z — f(@)]2(| f(@)]* = 1)
= ((f(@),2) = {f(2), f(@)))* = (| 2]* = 2{z, f(2)) + | f(@)*).(| f(@)]* = 1) =
= (f(@),2)* =2, f (@)1 f (@) + | f@)]* = |22 f (@) + [ + 2.2, f(2)).] f(2)]P—
=22, f(@)) = f@)[*+] f(@)]* = (2, f(2))* = || f(@)P+]2]* =22, f(2))+] f(2)]* =
= (2, f(2))? = [z f(2)” + |2 — f(2)]%
Obtemos assim que A =4.((z, f(2))? — |z>.| f(z)]* + |z — f(2)|?).

Segue da construgao da funcao g que A > 0.

Assim o valor de \, é

—2.(f(w),x — f(2)) + VA

2.(f(x),3 — f(z)) = VB
27— ()P |

2|z — f(z)]?

)\x: )\.Z‘:
VA - 2.(f(x),z — f(x))
2|z — f(z)]?

Portanto, segue que a aplicacao g definida acima é uma aplicacao continua, ja que f é

Logo, g(z) = f(r)

(x — f(x)), para todo x € D".

continua por hipdtese, e nao possui pontos fixos. Além disso, g(x) = x para todo xz € S"71,
pois todo z = 1, e dessa forma, g ¢ uma retracao de D™ em S™ L.
Porém, a existéncia de tal aplicacao ¢ contradiz a Proposicao 2.1.1.

Logo, f: D™ — D" deve possuir um ponto fixo.

Podemos observar que nao é facil se convencer da continuidade da aplicacao ¢ definida
acima sem apresentar uma férmula que a exibe porém, é desagradavel fazer todas essas
contas.

Uma outra retracao para a qual a continuidade ¢ evidente é dada como segue: considere

o disco D de raio 2 e defina uma aplicacao h : D — D da seguinte maneira
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2~ |al) f (ﬂ) se o] > 1,

f(x) se |z < 1.

h(z) =

E claro que h nao possui pontos fixos, ja que a imagem de cada ponto esta no disco de

raio 1 no qual h e f coincidem.

2(x — h
Dessa forma, defina g : D — D por g(z) = % Tal aplicagao é continua, ja
x— h(x
que h é continua, e se |z| = 2 entdo h(x) = 0 e assim r(x) = x. |

2.2 O Teorema da Curva de Jordan via o Teorema do Ponto Fixo

de Brouwer

Definicao 2.2.1 Um arco no plano é um subconjunto homeomorfo a um intervalo fechado

[a,b]. Uma curva de Jordan é um subconjunto do plano homeomorfo a um circulo.
Um dos teoremas mais classicos na topologia é o seguinte:

Teorema 2.2.1 (Teorema da Curva de Jordan) O complementar no plano R* de uma

curva de Jordan J consiste de duas componentes, cada uma das quais possui J como seu

bordo.

Por um longo tempo, o Teorema da Curva de Jordan foi considerado tao ébvio que
ninguém ousou contradizé-lo e nem ao menos prova-lo. O resultado foi primeiramente
dado como um teorema por Camille Jordan em 1887, e por isso recebeu seu nome. Jordan
mostrou que provar esse teorema nao era uma coisa facil, e de fato a prova que ele fez para
tal resultado estava completamente errada.

A primeira prova correta do Teorema da Curva de Jordan foi dada por O. Veblen ([16])
em 1905. Desde entao, uma variedade de provas elementares foram fornecidas por muitos
autores porém, a maioria delas, apesar de intuitivas e transparentes, sao longas.

O proposito desta secao é fornecer uma prova mais construtiva, baseada no artigo de R.
Maehara (ver [10]) do Teorema da Curva de Jordan utilizando o Teorema do Ponto Fixo

de Brouwer visto anteriormente. Para isto, necessitamos de alguns resultados preliminares.



48

Proposigao 2.2.1 (a) Se K C R? é um subconjunto compacto do plano, entio R* — K
tem exatamente uma componente ilimitada. Em particular, se J é uma curva de Jordan

entdo R? — J tem exatamente uma componente ilimitada.

(b) Se J é uma curva de Jordan, entdo cada componente de R? —J é conexa por caminhos

e aberta.

Demonstragao. Mostremos inicialmente a afirmacao (a).

Por hipotese, temos K compacto assim, em particular, K é limitado. Dessa forma existe
um disco fechado D tal que K C D.

Consideremos % uma componente qualquer de R? — K. Temos duas possibilidades para
tal componente
(i) €N (R? - D) =0.

Neste caso, € C D. Agora sendo € fechado e D compacto e de Hausdorff segue que €

é compacto. Logo, € é limitado.

(ii) € N (R? — D) # 0.
Como R? — D é conexo, existe uma componente conexa & tal que R? — D C &. Agora
sendo R? — D ilimitado e € N (R? — D) # 0 segue que € N P # (). Assim ¢ = 2.

Logo ¢ é uma componente ilimitada.

Portanto, R? — K tem exatamente uma componente nao limitada.

Em particular, se J é uma curva de Jordan entao J é um subconjunto compacto do plano.
Assim, pelo que foi provado anteriormente, R?> — J tem exatamente uma componente nao

limitada.

Agora, a afirmagao (b) segue do fato de R? ser localmente conexo por caminhos e J ser

fechado. [ |

A prova do Teorema da Curva de Jordan segue dos dois proximos lemas, cujas

demonstragoes utilizam o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, visto anteriormente.
Lema 2.2.1 Se R? — J ndo € conexo, entdo cada componente possui J como seu bordo.

Demonstracao. Segue da hipétese que R? — J possui no minimo duas componentes.
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Seja U uma componente arbitraria. Como qualquer outra componente W ¢é disjunta de
U e aberta, segue que W nao contém pontos do fecho U e assim, ndo contém pontos do
bordo UNU® de U. Além disso, como U C R*—J = J° temos J C U°. Logo, UNU® C J, ja
que para qualquer componente W de R? —.J temos (UNUS)NW =0 e R? - J = U w.

Wecomp
d (W
’ 5
L
] I
I
'
i
"k &
.- IRMY
W
Suponhamos que U N U® # J. Dessa forma, existe um arco A C J tal que
UnuU*C A. (2.1)

Mostraremos que tal suposicao nos levara a uma contradicao.

Pela afirmagao (a) da Proposi¢io 2.2.1, segue que R? — J possui no minimo uma
componente limitada. Considere 0 como sendo um ponto em uma componente limitada.
Sem perda de generalidade, assumiremos que U é limitado e, dessa forma, escolhemos 0 em
U.

Seja D um disco suficientemente grande, com centro 0 tal que seu interior contenha .J.
Logo, o bordo S de D est4 contido na componente nao limitada de R? — J.

De fato. Consideremos K = J U int(J), obtemos assim que K C R? é compacto. Além
disso, por hipétese, K C int(D). Logo R* —int(D) C R* — K.

Como R? — D C R? —int(D) e R? — int(D) é conexo, segue que

R~ DCR?*—int(D)CR* -~ K =U%,

em que cada € é uma componente qualquer de R? — D.
Dessa forma, segue pela Proposicao 2.2.1 que % nao é limitada.

Portanto o bordo S de D est4 contido na componente nao limitada de R — J.
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Sabemos que o disco D é um espaco normal com a topologia usual e também, o arco A
é um subespago fechado de D. Sendo o arco A homeomorfo ao intervalo [0, 1] segue, pelo
Teorema da Extensao de Tietze (ver [13], IV.35.1), que a aplicacao identidade i : A — A
possui uma extensao continua r : D — A.

Definamos uma aplicagao ¢ : D — D — {0}, dependendo de U ser limitado ou nao, por

r(z) para z €U, z para z € U,
q(z) = ou gq(z)=
z para z € US; r(z) para z € U°,
respectivamente.
Pela inclusdo (2.1), a intersecdo dos dois conjuntos fechados U e U€ estd em A, sobre
o qual r é a aplicacao identidade. Assim, ¢ estd bem definida e é continua. Notemos que
q(z) = z se z pertence a S.
Consideremos p : D—{0} — S a projegao natural e seja t : S — S a aplicagao antipoda.
Dessa forma, a composicao topoq: D — S C D nao possui pontos fixos.
De fato. Sem perda de generalidade vamos supor D = {x € R? | |z| < 1}.

Se z € S obtemos

(topoq)(z) =tp(a(2)) = tp(2)) = t(z) = —2,

ou seja, t o p o ¢ nao possui pontos fixos.

Se z ¢ S podem ocorrer dois casos:
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(i) U é limitado;

(2 el
para z ,
(topog)(z) =4 ["(7)
W para z € U°“.
z

Pelo dominio da extensao r, z s6 pode pertencer ao interior de D ja que estamos supondo

—r(2) r(z)

z & S. Assim, ——= deve pertencer a S. Logo 02
r(z

|7 (2)]
Além disso, para que fosse igual a z deveriamos ter z € S, o que nao ocorre.

—Zz
| 2|
Assim segue que t o p o ¢ nao possui pontos fixos.

(ii) U nao ¢ limitado;

para z € U°.

Pela mesma justificativa utilizada no item (i) segue que topo g nao possui pontos fixos.

Portanto, a composicao topoq: D — S C D nao possui pontos fixos.

Porém, o fato da composicao anterior nao possuir pontos fixos, contradiz o Teorema do
Ponto Fixo de Brouwer visto na secao anterior. Dessa forma, se R? —.J nao é conexo, entao

cada componente possui J como seu bordo. |

Para o préximo lema, denotemos FE(a,b;c,d) como o conjunto retangular

{(xz,y) |a <2 <b, c<y<d}noplano R? coma <bec<d.

Lema 2.2.2 Sejam h(t) = (hi(t),ha(t)) e v(t) = (v1(t),v2(t)) (=1 < t < 1) caminhos

continuos em E(a,b;c,d) satisfazendo

h(—1)=a, (1) =b, vs(-1)=c, v(l)=d. (2.2)

Dessa forma, os dois caminhos encontram-se, isto €, h(s) = v(t) para algum s, t em [—1,1].
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(< d)

(b, y2)
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Demonstracao. Suponhamos h(s) # v(t) para todo s, t em [—1,1].

Denotemos por N(s,t) a norma do méximo de h(s) — v(t), isto é,

N(s,t) = max{|hi(s) — vi(t)], |ha(s) — va(t)]}.

Assim N (s,t) # 0 para todo s, t.

Definamos uma aplicagao continua F' de F(—1,1; —1,1) nele mesmo por

Fls,t) = (Ul(i\)[é’%(s)’ h2(j\;<; :)2(15)) '
Notemos que a imagem de F' estd no bordo de E(—1,1;—1,1).
De fato. Sabemos que a equagao que define um quadrado @) de lados = e y, limitado
por E(—1,1;—1,1), é a seguinte {(x,y) € R? | max{|z|, |y|} = 1}.
Assim, para que a imagem de F esteja no bordo de E(—1,1;—1,1), é necessério e

suficiente que F satisfaca a equacao acima, ou seja, que

max {

e Se N(s,t) = |hi(s) — vi(t)| temos

vi(t) = hu(s)
N(s,t)

b

i)

Ul(t) — h1(8>
[ (s) — 0 (2)]

hg(S) — Ug(t)
| (s) = va (1))

‘zle '<1

ja que |ha(s) — va(t)| < |h1(s) — v1(t)].
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e Se N(s,t) = |ha(s) — va(t)] temos

hg(S) — Ug(t)
|ha(s) — va(t)]

U1 (t) — h1($)

ha(s) — oa(®)]| =

‘zle

ja que [y (s) = vi(t)] < |ha(s) — va(t)]-

el

(%1 (t) — hl (8)
N(s,t)

Portanto, max {

Para mostrarmos que F' nao possui pontos fixos, assumiremos que F'(sg,ty) = (o, to)-
Pelo que ja foi comentado anteriormente segue que |so| = 1 ou |tg| = 1. Suponhamos,
por exemplo, sg = —1. Assim, pelas equagoes de (2.2)), a primeira coordenada de F'(—1,ty)

é

vi(to) —hi(=1)  wui(to) +1
N(=1,t))  N(=1,t)’

Como N(—1,t9) = max{|1 — vi(to)|, |ha(—1) — va(to)|} obtemos

Ul(to) +1 S |U1(t0) + ].| S N(-l,to) =0 S N(—l,to) - (Ul(t0> + 1)

’Ul(to) + 1
" N(—1,t)

Similarmente, as outras possibilidades de |so| = 1 ou |tg| = 1 ndo podem ocorrer.

Logo

¢ nao negativa e dessa forma, nao pode ser igual a sg = —1.

Portanto, F' nao possui pontos fixos, o que contradiz o Teorema do Ponto Fixo de

Brouwer, ja que E(—1,1;—1,1) é homeomorfo a um disco. |

Estamos agora prontos para provar o Teorema da Curva de Jordan de uma maneira

bastante construtiva, utilizando essencialmente os dois resultados anteriores.

Demonstragao do Teorema 2.2.1. Pelo Lema 2.2.1, precisamos somente provar que

R? — J possui uma, e somente uma, componente limitada. Tal prova sera dividida em trés

etapas:
(1) estabelecer a notagao e definir um ponto 2y em R? — J;
(2) provar que a componente U contendo z, ¢ limitada;

(3) mostrar que nao existe componente limitada exceto U.



04

Sendo J compacto, existem pontos a, b em J tais que a distancia |a — b| é méxima.
Assumiremos que a = (—1,0) e b = (1,0). Dessa forma, o conjunto retangular
E(—1,1;-2,2) contém J, e seu bordo I' encontra J em exatamente dois pontos a e b.

Seja n o ponto médio do lado superior de E(—1,1;—2,2), e s o ponto médio do lado
inferior; isto é, n = (0,2) e s = (0, —2). O segmento 7S encontra J, pelo Lema 2.2.2. Seja
[ o y-ponto maximal (ou seja, o ponto (0,y) com y maximal) em J N7s.

Os pontos a e b dividem J em dois arcos; denotamos o arco contendo [ por J, e o outro
por Js. Seja m o y-ponto minimal em J,, N 7S ( possivelmente, [ = m). Assim, o segmento
ms encontra J,; caso contrario, se o segmento ms nao encontrasse .J; entao, considerando o
caminho nl + Im +ms (em que Im denota o subarco de J,, com pontos finais [ e m), nl+Im
deveria encontrar J; mas, como [ é o y-ponto maximal em J N7S e o arco Js nao contém [
segue que Im deveria encontrar Js. Agora se isso ocorresse, nao terfamos J homeomorfo a
um circulo, ja que este possuiria um ponto de auto-intersegao (em Im N Js). Assim, Jg nao
encontraria o caminho nl + Im + ms, contrariando o Lema 2.2.2.

Consideremos p e q o y-ponto maximal e o y-ponto minimal em J;Nms, respectivamente.

Finalmente, seja zg o ponto médio do segmento mp.

E
W

|
&
s

Agora mostraremos que U, a componente de R? — J que contém 2y, é limitada.
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Suponhamos que U nao seja limitada. Como U é conexo por caminhos, existe um
caminho o em U de zy para um ponto fora de E(—1,1; —2,2). Seja w o primeiro ponto no
qual « encontra o bordo I' de F(—1,1; —2,2). Denotemos por «a,, a parte de a de zy até w.

Se w est4 na metade inferior de I', podemos encontrar um caminho ws em I' de w para
s, o qual nao contém a nem b.

Consideremos agora o caminho nl + Im + mzy + vy, + ws. Desde que a, estd contido
em U C R? — J, entao esse caminho nao encontra J;, contradizendo o Lema 2.2.2!

Similarmente, se w estd na metade superior de I, o caminho 5% + o, + Wn nao encontra
Jn, no qual wn é o menor caminho em I' de w até n.

A contradicao mostra que U é uma componente limitada.

Finalmente, suponhamos que exista outra componente limitada W (# U) de R? — J.
Claramente W C E(—1,1;-2,2).

Denotemos por 3 o caminho nl + Im + mp + pq + ¢s, no qual pg é o subarco de J, de p
até ¢. Como pode ser facilmente visto,  nao possui pontos de W.

Como a e b nao estao em [, existem vizinhangas V, e V;, de a e b, respectivamente, tais
que cada uma delas nao contém pontos de 3. Pelo Lema 2.2.1, como W é uma componente
que possui J como seu bordo, segue que a e b estdo em W. Assim, existem a; € W NV, e
by € W NV, Seja a/la um caminho em W de a; para b;. Logo o caminho aa; + a/ﬂ)\l +bib

nao encontra (3. Porém, isso contradiz o Lema 2.2.2.

Portanto R? — J possui exatamente duas componentes, uma ilimitada e uma limitada,
cada uma das quais tendo J como seu bordo. Dessa forma, a prova do Teorema da Curva

de Jordan fica completa. |



CAPITULO

3

O Numero de Lefschetz e o Teorema de

Lefschetz-Hopt

Em 1923 S. Lefschetz formulou o famoso teorema de pontos fixos, conhecido como
Teorema do Ponto Fixo de Lefschetz. Tal resultado foi primeiramente descoberto para
variedades fechadas e, em 1926, ele foi estendido, pelo proprio Lefschetz, para variedades
com bordo. Mais tarde, em 1928, H. Hopf apresentou uma nova prova do Teorema do Ponto
Fixo de Lefschetz para auto-aplicagoes de poliedros, isto é, aplicacoes de um poliedro nele
mesmo. Este ultimo resultado ficou conhecido como Teorema de Lefschetz-Hopf.

Neste capitulo apresentaremos a teoria classica do ponto fixo de Lefschetz, que culmina
em um teorema fundamental na teoria de pontos fixos que é o Teorema de Lefschetz-Hopf.
Tal teorema compara duas componentes importantes: uma geométrica (local), que consiste
no indice de pontos fixos, e outra algébrica (global), que consiste no ntiimero de Lefschetz.

Teremos como objetivo provar o Teorema de Lefschetz-Hopf, prova esta que sera baseada
no artigo de M. Arkowitz e R. F. Brown ([1]). Como consequéncia, mostraremos o Teorema
do Ponto Fixo de Lefschetz e o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer. Além disso, definiremos

os conceitos de grau de uma aplicagao, indice de pontos fixos e nimero de Lefschetz.

o6
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3.1 Grau de uma aplicacao

3.1.1 Definicao do grau de uma aplicacao

Definicao 3.1.1 Sejam E o espaco euclidiano e U C E wum subconjunto aberto. Uma

aplicagao continua f: U — E ¢é chamada d-compacta se f~(0) é compacto.

Exemplo 3.1.1 Se f = idg entio f~*(0) = {0} que é um conjunto compacto. Logo,

f =1dg € uma aplicacao d-compacta.

Exemplo 3.1.2 Seja f : R — R wma aplicagio dada por f(t) = t* — 1. Como
F7H0) = {—1,+1}, que é compacto, seque que f € d-compacta.

Definigao 3.1.2 A orientacao de um espaco euclidiano n-dimensional E, em um ponto

xr € E, é dada pela escolha de um gerador do grupo de homologia H,(E, E\x) ~ Z.

Seja A, = {(to, ..., tn) E R"™ 1 tg+...+t, =1, t; > 0} o simplexo n-dimensional. Este

simplexo é um conjunto convexo gerado pelo vértices da base de
R™ 09 = (1,0,...,0),v; = (0,1,0,...,0), ...,v, = (0,...,0,1).

Agora uma escolha de quaisquer pontos linearmente independentes ay, ..., a,,, determina a
aplicagao afim ¢ : A, — R"™ dada por ¢(v;) = a;. Se y € int(¢(A,)), entdo a classe de
homologia [¢] é um gerador do grupo de homologia H,(E, E\{y}) = Z. Denotemos este
gerador por z,.

Fixando a orientacao em um ponto z, determinamos a orientacao ao longo de cada
subconjunto compacto do espaco euclidiano.

Se U C FE é um subconjunto aberto contendo o conjunto compacto K, entao
zx € Hp,(E,E\K), a orientacao ao longo de K, pode ser considerado como o elemento

de H,,(U,U\K) = H,,(E, E\K).

Definicao 3.1.3 Sejam E o espaco euclidiano n-dimensional e U C E um subconjunto
aberto. Fizemos uma orienta¢ao para o espago E tomando um gerador zy € H,(F, E\0).

Consideremos f : U — E uma aplicacdo d-compacta.
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Denotemos a  orientagcio ao longo do  conjunto  compacto  f~1(0)  por

zp-1(0) € Hp (U, U\f71(0)) = H,(E, E\f~1(0)). A aplicagio f induz o homomorfismo
for Hy(U,U\fH(0)) — H,(E, E\0) = Z.
Agora, f.(z5-1(0)) = d.zy para um inteiro d. Esse nimero é chamado graw da aplicagdo
d-compacta f e é denotado por deg(f).
Exemplo 3.1.3 Temos deg(idgm) = 1, jd que id.(z) = 1.z0.

Exemplo 3.1.4 Seja f : R — R uma aplicacio dada por f(t) = at. Se a # 0, entao
F740) = {0} € compacto. O homomorfismo f. : H;(R,R\0) — H;(R,R\0) ¢ dado
por f.(z) = sgn(a).z, com sgn(a) igual a +1 se a > 0 e —1 se a < 0, o que implica
deg(f) = sgn(a). Para a = 0, a aplicagio [ ndo é d-compacta, logo o grau nao estd

definido.

3.1.2 Propriedades do grau

Apresentaremos as propriedades basicas do grau de uma aplicagao, cujas demonstracoes

podem ser encontradas em [9].

Definicao 3.1.4 Seja X um espacgo topologico. Dizemos que uma aplicagao f: X — X é

compactamente fixada se o conjunto dos seus pontos firos é compacto.

Seja U C E um subconjunto aberto de um espago euclidiano E e seja f : U — E uma

aplicacao d-compacta.

Lema 3.1.1 (Localizagao) Seja i : V. — U a inclusio de um subconjunto aberto

satisfazendo f~1(0) C V e fiy : V — E a restrigio de f. Assim, deg(fiv) = deg(f). |

Lema 3.1.2 (Unidade) Sei:U — E € a aplicagao inclusdo, entao

1, se 0€U;
0, se 0¢U.

deg(i) =
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Lema 3.1.3 (Aditividade) Se Uy, Uy C U sdo subconjuntos abertos tais que as restrigoes

fi = fioys f2 = flu, sdo compactamente fizadas e Uy NUs € disjunto de f~1(0), entdo

deg(f) = deg(f1) + deg(f2).
[ |

Lema 3.1.4 (Invariancia Homotépica) Seja U C E wum subconjunto aberto e seja
F : Ux 1 — FE uma aplicagio d-compacta. Dessa forma, deg(fo) = deg(fi1) (com
fi=F(.,t) para0<t<1). [

Lema 3.1.5 (Multiplicatividade) Se f : U — E, f' : U — E' sao d-compactas, entdo
também o é f X [/ U x U — E X E' edeg(f x f') =deg(f).deg(f"). [

Teorema 3.1.1 Existe uma unica fun¢do associando a cada aplicacdo d-compacta
f:U — E, com U um subconjunto aberto do espago euclidiano E, um inteiro deg(f,U)
que satisfaz as propriedades: Localizacao, Unidade, Aditividade, Invariancia Homotopica e

Multiplicatividade. |

Proposicao 3.1.1 Uma aplicacdao linear f : E — E é d-compacta se, e somente se, € um

isomorfismo. Assim

+1, se f preserva a orientacao;
deg(f) =

—1, se f inverte a orientacao.
Em outras palavras, deg(f) = sgn(detA), em que A € a matriz representando f.

Demonstragao. Seja f: E — E uma aplicacdo linear. Dessa forma, f~1(0) = Ker(f) e

este ultimo é compacto se, e somente se, f é um isomorfismo. Assumiremos assim, que f é
um isomorfismo.

Sabemos que o grupo GI(R,n) possui duas componentes conexas.

Se a matriz A representando a aplicacao f (em uma base fixada) satisfaz detA > 0,
entao existe um caminho em GI(R,n) juntando A com a matriz identidade. Isso resulta em
uma homotopia de f para a aplicagao identidade idg. Assim, deg(f) = deg(idg) = 1.

Agora, se detA < 0, entao f pode ser homotdpica a uma aplicagao

g(t1, ..., tn) = (t1, ..., tu_1, —t,). Pela Propriedade de Multiplicatividade, deg(f) = —1.
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Portanto, em cada caso deg(f) = sgn(det(A)). |

Proposicao 3.1.2 Seja U C E um subconjunto aberto, vy € E e seja s, : U — E dado

POT Sz (T) = & — x9. Assim

+1, sexye U;
0, sexg ¢ U.

deg(sq,) =

Demonstragao. Se zo ¢ U entéo s;(0) = 0 assim, deg(s,,) = 0.

-1

Se xy € U entdo s;'(0) = {0}, e a matriz que representa s,, possui determinante igual

a 1. Dessa forma, pela Proposi¢ao anterior, segue que deg(s,,) = 1. |

3.2 Indice de Pontos Fixos

Usaremos o grau para definir o indice de pontos fixos que é uma medida algébrica do
nimero de pontos fixos de uma auto-aplicagao, isto é, uma aplicacao que vai de um espaco
nele mesmo, continua.

Seja X um espago topoldgico, U seu subconjunto e f : U — X uma aplicacao.
Lembremos que Fiz(f) = {z € U| f(x) = z} denota o conjunto dos pontos fixos
que é um conjunto fechado em X.

Se X = F é um espaco euclidiano, Fiz(f) = F~(0) com F : U — E dado pela férmula
F(z) =z — f(x).

Notemos que uma aplicacao f : F — E de um espaco euclidiano é compactamente
fixada se, e somente se, F'(x) = z — f(z) é d-compacto. Além disso, um ponto x é um ponto

fixo de f se, e somente se, x é um zero de F'.

Definicao 3.2.1 Seja U C E um subconjunto aberto de um espaco euclidiano e seja

f U — E uma aplicacao compactamente fixada. Definimos o indice de pontos fixos

da f como ind(f) := deg(F), com F(z) =z — f(x).

Observacao 3.2.1 ind(f) # 0 implica na ezxisténcia de um ponto fizo para a aplica¢ao f.

De fato. Se deg(F') = ind(f) # 0 entao existe um zero de F' que € um ponto fizo da f.
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Observacao 3.2.2 Quando o dominio de f : U — E ¢é dbuvio, escrevemos simplesmente
ind(f).  Entretanto, costumamos restringir o dominio da aplicagio dada. — Assim,
escrevemos ind(f, U) para especificar qual o dominio atual.

Podemos ter também diferentes funcoes com dominios e imagens restritas, neste caso se
tal fungao for g : U — V por ezemplo, denotamos seu indice de pontos fixos por ind(V, g,U)

para que nao haja perigo de confusao.

Exemplo 3.2.1 Seja s: U — E uma aplicagdo constante s(U) = xy. Logo

+1, sexgeU;
0, sexg ¢ U.

ind(s) =
De fato. A aplicagio F(x) = x — s(x) = x — x¢ € a inclusdo do subconjunto aberto e
0 € F(U) se, e somente se, xg € U. Dessa forma, o resultado seque da Proposi¢ao [3.1.2.

Exemplo 3.2.2 Seja f: R — R dada por f(t) = at para a # 1. Assim

+1, paraa <1;
ind(f) = g

—1, paraa>1.

3.2.1 Propriedades do Indice de Pontos Fixos

As propriedades do grau implicam em propriedades similares para o indice de pontos
fixos no espaco euclidiano. Seja f : U — F uma aplicacao compactamente fixada de um

subconjunto aberto do espaco euclidiano.

Lema 3.2.1 (Localizacao) Seja i : U — U a inclusio de um subconjunto aberto

satisfazendo Fix(f) C U'. Dessa forma, fiu € compactamente fizada e ind(fiyr) = ind(f).

Demonstragao. Recordemos que ind(f) = deg(id — f) e ind(fjpr) = deg(id — f)vr.

Além disso,
(id — £)71(0) = Fiz(f) = Fiz(fio) = (id — f):(0).

Logo, pelo Lema 3.1.1, os graus sao iguais e o resultado fica provado. |
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Lema 3.2.2 (Unidade) Se p: U — E € a aplicagio constante p(U) = xo, entdo

+1, sexogeU;
ind(p) = ’
0, sexg¢U.
Demonstracao. Como ind(p) = deg(s,,) com s,, = id — p, basta aplicar a
Proposicao [3.1.2 e o resultado segue. |

Lema 3.2.3 (Aditividade) Se Uy, Uy C U sdo subconjuntos abertos tais que as restrigoes

fions fiu s@o compactamente fizadas e Uy N Uy € disjunto de Fix(f), entao

Demonstragao. A aplicacao id — f satisfaz as condi¢oes do Lema 3.1.3), assim

ind(f) = deg(id — f) = deg(id — fiv,) + deg(id — fiv,) = ind(fjv,) + ind(fiv,)-
|

Lema 3.2.4 (Invariancia Homotépica) Sejam W C E x [0, 1] um subconjunto aberto e

F: W — E uma aplicagao compactamente fixada, isto €, o conjunto
Fiz(F) ={(z,t) e W| F(z,t) =z}
é compacto. Assim, ind(fo) = ind(f1), com fy = F(.,t) para 0 <t <1.

Demonstragao. Como (p; — F)~1(0) = Fiz(f) é compacto, aplicamos o Lema [3.1.4 e

obtemos,

ind(fo) = deg(pr — fo) = deg(pr — f1) = ind(f1).
[ ]

Lema 3.2.5 (Multiplicatividade) Se f : U — E, f' : U — FE’ sdo aplicagoes
compactamente fizadas, entao f X f': U x U' — E x E' também é compactamente fizada

e, ind(f x f') =ind(f).ind(f").

Demonstragao. Visto que Fiz(f x f') = Fiz(f) x Fixz(f') podemos aplicar o Lema [3.1.5.

Dessa forma,

ind(f x f') =deg(id x id — f x f) = deg(id — f).deg(id — f') = ind(f).ind(f").
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O indice de pontos fixos também possui uma outra propriedade muito importante através

da qual, sera possivel estender sua definicao para uma classe de espagos muito mais ampla.

Lema 3.2.6 (Comutatividade) SeU C E, U’ C E’ sdo subconjuntos abertos dos espagos

euclidianos e, f : U — E" e g : U' — E sao aplicagoes continuas, entao as compostas
gof:V=fYU)—E, fog: V' =¢g7'(U) = F

possuem. conjuntos dos pontos fixros homeomorfos Fix(go f) = Fix(fog). E se além disso

esses conjuntos sao compactos, entdo ind(f o g) = ind(g o f).

Demonstracao. [9], 11.2.2.11. |

3.2.2 Espacos ENR e indice de pontos fixos para espacos ENR

Visto que questoes sobre a existéncia de um ponto fixo faz sentido para auto-aplicacoes
de um espaco topoldgico arbitrario, é natural indagarmos se a nocao de indice dos pontos
fixos pode ser generalizada para uma classe maior de espagos.

Primeiramente, recordemos que um espaco topoldgico X é chamado retrato de um
outro espago Y se existem aplicagoes s : X — Y, r: Y — X satisfazendo ros =idx. Se a
aplicagao r existe, entao ela é chamada de retracao.

Passamos agora a apresentar a classe de espacos na qual definiremos o indice.

Definicao 3.2.2 Um espago métrico X é chamado retrato de vizinhanc¢a euclidiana,

abreviadamente ENR, se X € um retrato de um subconjunto aberto de um espaco euclidiano.

Escrevemos X € ENR.

Como exemplos de EN R temos:
(a) um numero finito de pontos em R";
(b) um p-simplexo em R";

(¢) um CW-complexo finito.

Seja X um ENR, U C X seu subconjunto aberto e f : U — X uma aplicacao

compactamente fixada. Fixemos um subconjunto aberto de um espaco euclidiano V' C E
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com as aplicagoes r : 'V — X, s : X — V, ros = idy. Consideremos a aplicagao

(sofor) :r 1 (U) — V dada por (so for)(z)=(so for)(z).

Proposicao 3.2.1 Os conjuntos dos pontos fizos Fiz(so for)), Fix(f) sao homeomorfos.

Os homeomorfismos sao dados pela restricoes das aplicagoes r e s.

Demonstracao. Seja x € Fiz(f). Mostremos que s(x) € Fiz(so for)). Primeiramente

notemos que s(z) € r~*(U) = dominio de (so for),. De fato, (ros)(z) =z € U = dominio

de f, assim s(z) € r~1(U). Agora,

(sofor)(s(x)) = so f(ros(x)) =so f(z) = s(x),

logo s(x) € Fixz(so for).
Seja y € Fiz(so for). Mostremos que r(y) € Fiz(f). Como y € r ' (U) e
y=(sofor)(y),

r(y) =r((so for)(y)) = for(y),

logo r(y) € Fix(f). |

A igualdade anterior do conjunto dos pontos fixos sugere a seguinte extensao da defini¢ao
de indice de pontos fixos: seguindo a notacao anterior, definimos o indice de pontos fixos
de uma aplicacao compactamente fixada f : U — X, com X um espagco ENR e U C X um

subconjunto aberto, como

ind(f) =ind(so for).

Sendo f compactamente fixada, pela Proposicao anterior (so for), : r~}(U) — E também
é compactamente fixada, assim o indice do lado direito da igualdade estd definido. Resta
agora provar que tal definicao esta correta, isto ¢, nao depende da escolha das aplicagoes r

e s, que é o que mostra a proposicao a seguir.

Proposicao 3.2.2 Sejam X um espaco ENR, V' seu subconjunto aberto e f : V — X uma
aplicacao compactamente fizada. Suponha que U C E, U C E’ sao subconjuntos abertos
de espacos euclidianos e, sejam U — X == U, U’ xSy aplicacoes satisfazendo

ros=1idx, ros =idx. Assim

ind(so for,r (V) =ind(s' o fo r{,r'_l(V)).
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Demonstragao. Consideremos as aplicagdes (s o for) : r (V) — U C F,

(sor'): U — U C E. Dessa forma,
(sor)(s'ofor)=sofor,  (sofor)sor)=sofor.

Como essas aplicagoes sao compactamente fixadas, o Lema da Comutatividade implica que

ind(s o for,r '(V))=ind(s"o for],r" (V). |

Logo para cada tripla (V, f, X) (com X um espago ENR, V' C X um subconjunto aberto,
f:V — X uma aplicagdo compactamente fixada) corresponde um inteiro ind(f, V).
As propriedades do indice consideradas anteriormente permanecem vélidas para esta

classe mais geral de espacos ENR.

Teorema 3.2.1 Eriste uma tnica fungdo (um inteiro) associada a cada aplica¢do
compactamente fizada f :V — X, em que V' € um subconjunto aberto de um espaco ENR X,
satisfazendo as propriedades: Localiza¢do, Unidade, Aditividade, Invariancia Homotdpica,

Multiplicatividade e Comutatividade. |

Exemplo 3.2.3 Consideremos o circulo unitdrio S* C C. Seja f. : S* — S* uma aplicacdo
de grau r € Z. Assumiremos que f.(z) = 2". Mostremos que ind(f,) =1—r.

Primeiramente notemos que fy = cte, assim ind(fy) = +1.

Agora, fi(z) = z = cosx +isenx. Através de uma rotagdo por um pequeno angulo 6, fi
¢ homotopica a sequinte aplicacao:

fo(z) = cos(x + 0) + isen(z + 0) = cosxcost — senxsent + i(senxcost + senbcosz) =
= cosf(cosx +isenz) + senf(—senx + icosx) = cosb(cosx + isenx) +isend(cosx +isenx) =

0

= z(cosh + isenfl) = €z,

pela homotopia
H(z,t) = cos(z + t0) + isen(x + t0) = z(costd + isentl) = e'z.

Como a aplicagdo fy é livre de pontos fixos e fi € homotdpica a fy, seque que ind(f1) = 0.
Seja r > 2. Neste caso, 2" = z implica 2(2"1 — 1) = 0, assim z ¢ uma raiz da unidade

de grau r—1 que possui r — 1 pontos firos. Agora, notemos que proximo a cada ponto fizo a
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aplicagao f € expandida (r-vezes) e preserva a orientagdo. Assim, por um homeomorfismo
local (com uma vizinhanga de 0 € R) f corresponde a cada aplicagio t — rt € R. Pelo
Ezemplo3.2.2, como r > 2 seque que ind(f,z) = —1. Logo, ind(f,) = (r—1)(=1)=1—r.

I=r =1, 1—7 >0, assim temos

Consideremos agora r < 0. Neste caso, 2" = z implica z
1 —1r pontos fizos. Como f,. reverte orientacao para r < 0, pelo Exemplo|3.2.2, o indice de
cada ponto fizo € igual a +1. Logo, ind(f,) = (1 —r)(+1)=1—r.

Portanto, ind(f.) =1 —r para todo r € Z.

3.3 Numero de Lefschetz e sequéncias exatas

Nesta secao veremos, primeiramente, a definicao do nimero de Lefschetz para espagos
vetoriais de dimensao finita e, algumas propriedades envolvendo sequéncias exatas.

Consideremos todos os espacos vetoriais sobre um corpo fixado F', o qual nao sera
mencionado, e possuindo dimensoes finitas.

Um espago vetorial classificado V' = {V],} terd sempre as seguintes propriedades:
i) cada V,, possui dimensao finita, e

ii) V,, =0, paran < 0en > N, no qual N é algum inteiro nao negativo que varia com V.

Uma aplicagao f : V' — W de espacos vetoriais classificados V = {V,,} e W = {WW,,} é
uma sequéncia de transformagoes lineares f, : V,, — W,,. Para cada aplicacao f: V — V|

o namero de Lefschetz é definido por

com T'r denotando o trago da matriz de f,.

Lema 3.3.1 Dado uma aplicacao de sequéncias exatas de espagos vetoriais

entao Tr(g) =Tr(f) + Tr(h).

Demonstragao. Considere o diagrama comutativo
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Como U, V e W sao espagos vetoriais sobre um corpo F, existem homomorfismos
Y1V —=Uey: V — U tais que ¢, 011 = idy e g 01y = idy.

Além disso, V = Imiy ® Keryy = Imiy ® Keriy,.

Dado v € V' temos v = iy(uy) + v; com u; € U e y(vy) = 0.

Definimos x; : V. — U x W por x1(v) = (uq, p1(v1)).

Da mesma forma, v = iy(ug) + vo com us € U e 1hy(vy) = 0.

Definimos x2 : V. — U x W por x2(v) = (ug, p2(v2)).

Claramente, x1 € Y2 sao isomorfismos.

Da comutatividade do diagrama acima obtemos o seguinte diagrama comutativo:

Vs Ux W
gl J/th
VU x W
com (f x h)(u,w) = (f(u), h(w)).
Assim,
Tr(g) =Tr(xy' o (f xh)ox1) =Tr(x3' ox10(f x h)) =Tr(f x h) =Tr(f)+ Tr(h).

Teorema 3.3.1 Sejam A, B e C espacos vetoriais classificados com aplicacoes o : A — B,
G : B — C e auto-aplicagoes f : A — A, g: B — B, eh:C — C. Se, para todo N,
existe uma transformacao linear 0, : C,, — A,_1, 0 <n < N, tal que o sequinte diagrama

€ comutativo e possui linhas exatas:

01

00— Ay o By 2 0 =2 Ay L Ay 2%~ B, Co 0 (3.1)

le gNl th lei foi QO\L hol
a BN oN aN-1 0 B

An_1 Ay —> By —=Cj 0,

entao L(g) = L(f) + L(h).
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Demonstragao. Consideremos o seguinte diagrama comutativo

0——=Img, Cn Imo, 0
hnjmﬁnl hni fn—lljmanl
0——Imp, C, Imo, 0.

Pelo Lema3.3.1ltemos, Tr(h,) = Tr(hy|ImG,)+T7r(fn_1|Im0d,). Similarmente, o diagrama
comutativo

0——=1Imo,, —= A1 ——=Ima,_1 —0

fn—1|1m5ni fn—li gn—lfman—li

0— Iman — An—l I ]man—l —(.

produz que Tr(fn_1|Imd,) = Tr(fn_1) — Tr(gn_1|Ima,_1). Assim,

Tr(hy) = Tr(ho|ImB,) +Tr(fo-1) — Tr(gn-1|Imay,—1).

Agora consideremos

00— Im@n—l Bn—l Imﬁnfl —0
gnlllmanll gn—ll hn1|lm6n1l
00— Im&nfl anl Imﬁnfl —0.

Logo, Tr(gn-1lIman—1) = Tr(gn-1) — Tr(hy—1|ImB,—1). Juntando as duas ultimas

igualdades, obtemos
Tr(hy) = Tr(h,|ImpBy) + Tr(fo-1) — Tr(gn-1) + Tr(hp_1|ImpB,_1). (3.2)

Observemos agora a parte final mais a esquerda do diagrama (3.1)), obteremos dai os

seguintes diagramas comutativos e as seguintes igualdades

0——Imay — By —=Imfy —=0
gNImOlN\L gN\L hNumﬂNi

0——Imay —= By ——=Imfly —=0

Tr(gy) = Tr(gn|Imay) + Tr(hy|ImBy).
0*>[m8N+1*>AN*>[mOzN*>O
fNIm8N+1i fN\L 9N|Im04N\L

0*>Im8N+1*>AN*>ImaN*>O
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Tr(fy) =Tr(fn|[ImOni1) + Tr(gn|Imay), juntando com a igualdade anterior segue que
Tr(fn) =Tr(fn[ImOn+1) +Tr(gn) — Tr(hn|ImpBy).

0——=Imiyy1 —0
hNHl fN|Im3N+1i
0— Imdny1 —0.
Deste tltimo obtemos 0 = Tr(hyy1) = Tr(fn[Imoyi1).

Assim, pela parte final mais a esquerda do diagrama (3.1) temos

0="Tr(hny1) =Tr(fy) —Tr(gn) + Tr(hy|ImBy). (3.3)

Fazendo agora alguns céalculos e, considerando todo homomorfismo com um subindice

negativo como o homomorfismo nulo, obtemos

f:(—U“Tr(hn) = i(—l)”Tr(hn) + (=D Tr(hyia) i [Tr (ho|ImB,) +
1;r<fn_1>—Tr<gn_1>n+0Tr<hn_1|fmﬁn_1>] )N Tr(f) - frfgmwr(hwmﬁm]—
_Nf "Tr(foy) g(_l)nﬂ(gn_m(i(_m[Tr(hnumgn)wr(hn_l|1m5n_1)]+
HDY Ty | ) ) ZJ_V;(—D”Tr(fT)—iV;( " Tr(g,) +ﬁ; )" Tr(ha Tmfh)+
+N__:<—1>T+1Tr<hr|fm@>+<—1>N“Tr<hNumﬁm :i 1)"Tr(gn) fj P Tr(fa)+
+[i<—1>"Tr<hnumﬁn> Y D" Tr(halImB,)| + (=) T (| Ty =

i
o
i
o

N

(=1)"Tr(ga) = Y (1)

0

s
N~
3

Il
M =

(fu) + (1) Tr(hy|ImBy) + (=) Tr(hy [ TmfBy) =

3
Il
=)

n

I
WE
WE

(=1)"Tr(gn) = p_(=1)"Tr(fn).

3
I
=)
I
=)

n

Portanto, L(h) = L(g) — L(f). [

3.4 O Numero de Lefschetz na categoria dos CW-complexos

Seja € uma colegao de espagos X com o mesmo tipo de homotopia de um CW-complexo

finito e conexo. Se X € ¥, assumiremos que X possui ponto base somente quando X for
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uma esfera ou um bouquet de esferas.
Uma aplicacao f : X — X, com X € ¥, induz homomorfismos triviais
far + Hp(X) — Hi(X) entre grupos de homologia com coeficiente racional, para todo

k > dimX. O ntmero de Lefschetz L(f) de f é definido por

L(f) = Y (=) Tr(fu),
k

no qual Tr denota o traco. O numero de Lefschetz reduzido L ¢ dado por
L(f) = L(f) — 1 ou, equivalentemente, podemos definir L(f) considerando os
homomorfismos de grupos de homologia reduzida com coeficiente racional induzidos pela
f

Para k£ > 1, denotemos por \/k S™ o bouquet de k coépias de n-esferas S™, n > 1.
Se escrevermos \/" S™ como SV SFV ...V SI', com 57 = 5", entdao obtemos inclusoes
ej: S7 — \/" 8™ e projecoes P Vs — Sp =8" comj=1,...k Sef: VAR VAL

¢ uma aplicagao, entao f; : 57 — S denota a composigao p; o f o e;.

Se f:(X,A) — (X, A) é uma auto-aplicacao continua de um par, em que X, A € €,
entao f determina fx : X — X e f4 : A — A. A aplicacdao f induz homomorfismos
far + He(X, A) — Hy(X, A) de homologia relativa com coeficiente racional.

O numero de Lefschetz relativo L(f; X, A) é definido por

k

Aplicando o Teorema [3.3.1] para a homologia de sequéncias exatas do par (X, A),

obtemos os seguintes resultados.

Proposicao 3.4.1 Se f: (X, A) — (X, A) € uma aplicacio continua de pares, em que X,
A €€, entao
L(f; X, A) = L(fx) — L(fa)-
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Demonstragao. Consideremos o seguinte diagrama comutativo

J

—>H,(A) —H,(X)—=H,(X,A) —----

Pelo Teorema 13.3.1 segue que L(f; X, A) = L(fx) — L(fa). |

Proposigao 3.4.2 Suponhamos X = PUQ, com X, P, Q € €. Se f: X — X ¢ uma
aplicagio continua tal que f(P) C P e f(Q) C Q, entdo, para fp, fo e frng ( restrigoes
de [ para P, Q e PN Q, respectivamente), temos

L(f) = L(fp) + L(fo) = L(fPra)-

Demonstragao. A aplicacao f e suas restricoes induz uma aplicacao da sequéncia de

homologia de Mayer Vietoris nela mesma, como mostra o seguinte diagrama comutativo

e H(PNQ) — Hy(P) & Hy(Q) —= Hy(X) —— -
meQ\L fp+fQJ/ fl
e HA(P Q) Hy(P) & Hy(@) — Hy(X)

Assim, pelo Teorema [3.3.1, concluimos que L(f) = L(fp) + L(fg) — L(frng)- |

Nossa ultima consequéncia do Teorema 3.3.1/ serd utilizada na caracterizacao do niimero

de Lefschetz reduzido.

Proposicao 3.4.3 Se A € um subpoliedro de X, A — X — X/A € a sequéncia cofibrada

resultante dos espacos em €, e se existe um diagrama comutativo

A X ——X/A
A
A— X —= X/A,

entdo L(f) = L(f") + L(f) — 1.

Demonstragao. Aplicamos o Teorema [3.3.1 na sequéncia cofibrada de homologia. O
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“menos um” que aparece no lado direto da igualdade, surge do fato da sequéncia terminar

com o grupo de homologia reduzida, isto é, a sequéncia termina da seguinte forma

— Ho(A) — Ho(X) — Ho(X/A) — 0.

3.5 Caracterizacao do Numero de Lefschetz

Nesta secao vamos caracterizar o nimero de Lefschetz reduzido pelos quatro axiomas
dados a seguir.
Seja A uma funcao do conjunto das auto-aplicacoes continuas dos espacos em % para o

conjunto dos inteiros, satisfazendo os seguintes axiomas:

(1) (Axioma da Homotopia) Se f,g : X — X s@o aplicagdes homotdpicas, entao
Af) = A9)-
(2) (Axioma da Cofibragao) Se A é um subcomplexo de X, A — X — X /A é uma

sequéncia natural usualmente denominada sequéncia cofibrada resultante, e dado o seguinte

diagrama comutativo

A— X —X/A

1
A— X — X/A,
entdao A(f) = A(f") + A(f).
(3) (Axioma da Comutatividade) Se f : X — Y e g:Y — X sdo aplicagoes continuas,
entdo A(go f) = A(fog).
(4) (Axioma do Bouquet de Circulos) Se f : \/* S' — \/* $! é uma aplicaco cotinua,

k > 1, entao

A(f) = —<deg(f1) + ...+ deg(fk)), com f; =p;o foe;.

Para \ sao validos os seguintes resultados.

Lema 3.5.1 Se f: X — X ¢ uma aplicacao continua e h: X — 'Y ¢é uma equivaléncia de

homotopia com homotopia inversa k : Y — X, entao A\(f) = M ho fok).

Demonstragiao. A(h(fok)) =Y N((fok)h) = A(f(hok)) homot. A(f). |
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Lema 3.5.2 Se f: X — X € homotdpica a uma aplicagio constante, entao A(f) = 0.

Demonstragao. Consideremos {*} um espago com um ponto e ¢ : {*} — {*} a tnica

aplicacao de tal espaco. Da aplicacao de sequéncias cofibradas

== — /iy = Fh = {8}

d I T

(s} —1{} {x}

e do axioma da cofibracao, segue que A(¢) = M) + A(p), e dessa forma A(p) = 0.
Seja ¢ : X — X uma aplicacao constante tal que ¢(z) = *, para algum z € X. Considere
e: {*} — X aaplicagao inclusdo e p : X — {x} a aplicagao projegao. Dessa forma ¢ = eop

e poe =, assim, pelo axioma da comutatividade, obtemos
Ac) =Aeop) =Alpoe) = Ay) =0.

Logo, A(c¢) = 0.
Agora, como f é homotdpica a aplicacdo ¢, segue do axioma da homotopia que

A f) = A(c) = 0, portanto A(f) = 0. [

Defini¢ao 3.5.1 A suspensdo de um espacgo X, denotada por > X, € o espago obtido
de I x X pela identifica¢ao de cada um dos subconjuntos {0} x X e {1} x X a um ponto.

Mais intuitivamente, Y X € o cone duplo sobre X .

D

Jd o cone de suspensao de X, denotado por C'X, é o espaco obtido de I x X pela
identificacao de um dos subconjuntos {0} x X ou {1} x X a um ponto. Geometricamente,

o cone de suspensao € da sequinte forma
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O

Se X é um espaco baseado, isto é, com um ponto base denotado por *, ou seja, uma

esfera ou um bouquet de esferas, entao o cone e a suspensao de X sao definidos por

CX =X xI/(Xx{1}U{s} xI)e> X =CX/(X x{0}), respectivamente.

Lema 3.5.3 Se X € um espaco baseado, f : X — X € uma aplicagao continua e baseada,

e . f:Y X —= > X €asuspensio de f, entio N> f) = —A(f).

Demonstragao. Consideremos o seguinte diagrama

X CX S X

| o o

X CX SX.

Como CX ¢ contratil, C'f é homotdpica a uma aplicacao constante. Dessa forma, pelo

Lema 3.5.2 e pelo axioma da cofibracao,

0=XCF) = Af) + A 1)
Assim, A(> f) = =A(f). [

Lema 3.5.4 Para qualquerk >1en>1, se f: \/k S"— \/k S™ € uma aplicagao continua,

entao

AF) = (<1 (deg(f1) + ..+ deg (1))

com e; : S" — \/lC S™ e p;: \/k S — S" para 7 = 1,....,k, as inclusoes e as projegoes,

respectivamente, e f; = p; o f oe;.

Demonstragao. A prova sera feita por inducao sobre esferas de dimensao n.

O caso n = 1 nada mais ¢ do que o axioma do bouquet de circulos.
Se n > 2, entao [ \/k STo— \/}c S™ é homotdpica a uma aplicacao baseada

£\ s — /¥ S Considere d; = deg(f;)-
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Seja g; : Sf‘l — S]’-L_l, Jj = 1,...,k, aplicacbes continuas com deg(g;) = d; (ver [T],

I1.2.8), com g; uma aplicacdo baseada.
k

Considere Y = \/ Si e g:Y =Y definida por g(z) := g;(z), z € 57"
j=1
Usando os seguintes fatos:

(i) S 57t = 8™ (ver [7], 11.2.8);
(i) se h : S»! — S™7! tem grau d, entao > h : S — S™ também tem grau d (ver [7],
11.2.8);

k k ok
(i) DV 557 =V D8 © \/ 57" (ver [8]. 0.0.10)

=
obtemos a aplicacdo ) g : X — X tal que  g(v) = > g;(v), v € S}, j = 1,...,k, com
deg(f;) = deg(3_ g;) = dj.

Por propriedades de grau temos f; o > g; por uma homotopia H;, j = 1,...,k,
preservando ponto base.

A aplicagdo H : X x I — X definida por H(x,t) = H;(z,t) sex € S}, j =1,....k é
uma homotopia entre f' e > g.

Logo, f’ é homotdpica a ) g. Observemos que se g; : S;?_l — S;L_l, entdao »_ g; é

homotépica a f; : ST — S7. Assim, pelo Lema 3.5.3 e pela hipétese de indugao,

M) = M) = M 9) = =Alg) = (1) (deglgr) + .. + deglar) ) =
= (=1)"(deg(fi) + ..+ deg (). .

O teorema abaixo apresenta uma caracterizagao axiomatica para o numero de Lefschetz

reduzido.

Teorema 3.5.1 O numero de Lefschetz reduzido L € a tnica fungao X\, do conjunto de
auto-aplicacoes continuas de espacos em € nos inteiros, que satisfaz o Axioma da
Homotopia, o Azioma da Cofibragao, o Axioma da Comutatividade e o Axioma do Bouquet

de Circulos, dados anteriormente.

Demonstragao. Pela Proposicio [3.4.3 temos L(f) = L(f') + L(f) — 1, com o seguinte

diagrama comutativo

A—>X—=X/A

1

A— X —= X/A,
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A é um subpoliedro de X e A — X — X/A é a sequéncia cofibrada resultante dos
espacos em . Porém, sabemos que Z(f) =L(f)—1, Z(f’) =L(f)—1e Z(T) = L(f)—1

dessa forma, aplicando tais equacoes no resultado da Proposicao 3.4.3, obtemos

L(f) = L(f") + L(P).
E assim, L satisfaz o axioma da cofibracao.

Mostraremos agora que L satisfaz o axioma do bouquet de circulos.

Temos que existe um isomorfismo 60 : @* Hy(S') — Hy(\/* S1), definido por
O(x1, ..., ) = ers(x1) + ... + eps(Th),
em que z; € Hy(SY), cuja inversa 01 : Hy(\/* S) — @" Hy(S') é dada por

9_1@) = (pl*(y), -"7pk*(y>)7

sendo e; e p; as inclusoes e projecoes, respectivamente.
Se u € Hy(S") é um gerador, entdo uma base para Hy(\/* S?) é e1,(u), ..., epu(u).
Consideremos f, = fi1, isto é, f. no nivel 1 de homologia. Calculando o trago de

fur s Hi(\VFSY) — Hy (/" SY) com relaciio a esta base, obtemos
L(f)=L(f) =1=(=1)Trfo+ (-)'Trfa -1
=1- (deg(fl) + ...+ deg(fk,)> —1= —<deg(f1) + ..+ deg(fk)>.

Os outros axiomas sao satisfeitos de maneira clara por L.
Logo, L satisfaz os axiomas da homotopia, da cofibracao, da comutatividade e do

bouquet de circulos.

Agora para provar a unicidade, suponhamos que A seja uma funcao de auto-aplicacoes
de espagos em % nos inteiros, a qual satisfaz os axiomas do teorema.

Consideremos X como um CW-complexo conexo e finito. Se X for contratil, L(f) =0 e
pelo Lemal3.5.2/temos A(f) = 0. Assim, A\(f) = Z(f) Se X nao for contrétil, procederemos
por inducao sobre a dimensao de X.

Se X é 1-dimensional, entao ele possui o mesmo tipo de homotopia de um bouquet
de circulos. Pelo Lema 3.5.1, podemos considerar f como uma auto-aplicacao de \/k Ste

assim, pelo axioma do bouquet de circulos, obtemos

A(f) = = (deg(f) + .+ deg(fy)) = L().
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Suponhamos agora que X ¢ n-dimensional e consideremos X" ! o (n — 1)-esqueleto
de X. Dessa forma, f é homotdpica a uma aplicagao celular g : X — X, pelo Teorema
da Aproximacao Celular (ver [8], IV.4.8). Assim, g(X"™!) C X"! e temos um diagrama
comutativo

Xnl—s X —= X/X" 1 = \/k Sn
g/t gl gl
Xl X —= X/X" = \/F 5n,
Aplicando o axioma da cofibragao, segue que A(g) = A(¢') + \(7).
Agora, pelo Lema 3.5.4,

AG) = (1) (deg(@D) + ... + deg(@) ) = L(7).

Logo, aplicando a hipétese de inducdo sobre ¢, ficamos com A(g) = Z(g’ ) + E(ﬁ)
Como ja foi mostrado anteriormente, o nimero de Lefschetz reduzido satisfaz o axioma da

cofibragao, portanto concluimos que A(g) = Z(g) E finalmente, pelo axioma da homotopia,

A(f) = L(f). n

3.6 O Teorema de Lefschetz-Hopf e algumas consequéncias

Seja X um poliedro finito e f : X — X uma aplicacao. Denotemos por ind(f) o indice
de pontos fixos da f em todo X e seja z;zvcl(f) = ind(f) — 1 o indice de pontos fixos
reduzido.

Nesta se¢ao, provaremos o Teorema de Lefschetz-Hopf mostrando que, com coeficientes

racionais, ind(f) = L(f).

Uma prova que depende de argumentos bastante algébricos pode ser encontrada no livro
do A. Dold ([5]). O livro de A. Granas e J. Dugundji ([6]) apresenta um argumento baseado
em técnicas cldssicas de H. Hopf (ver [3]). Usaremos aqui a caracterizacdo do nimero de
Lefschetz reduzido dada pelo Teorema 3.5.1 para provar o Teorema de Lefschetz-Hopf de

uma maneira bastante natural.

Teorema 3.6.1 (Teorema de Lefschetz-Hopf) Se X ¢é um poliedro finito e f : X — X

¢ uma aplicagao continua, entao ind(f) (o indice de pontos fizos da f em todo X ) é igual
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ao numero de Lefschetz L(f) da f.

Demonstragao. Teremos como objetivo provar que ind satisfaz os axiomas do

Teorema 3.5.1 ¢ dessa forma, chegaremos que ind(f) = L(f).

Sabemos que os axiomas da homotopia e da comutatividade sao propriedades bastante
conhecidas na teoria do indice de pontos fixos.

Mostraremos assim que ind satisfaz o axioma da cofibracao.

Consideremos A um subpoliedro de X com f(A) C A. Seja f': A — A a restri¢ao de
fef:X/A— X/A a aplicacio induzida em espacos quocientes. Pelo Teorema [1.10.2,
existe uma vizinhanca U em X tal que r : U — A é um retrato de deformacao. Seja L um
subpoliedro de uma subdivisao baricéntrica de X tal que A Cint(L) C L C U.

Como L C U er:U — A éum retrato de deformacgao, temos definida uma aplicacao
continua k : (X x {0}) U (L x I) — X tal que

k(z,0) = x para todo = € X;

k(xz,1) = r(z) para todo x € L;

k(a,t) = a para todo a € A e todo t € I.

Considere G = fok. Pela Propriedade da Extensao da Homotopia, existe uma aplicacao
continua H : X x I — X satisfazendo H(z,0) = f(x) paratodo z € X, H(z,1) = (for)(z)
para todo x € X e H(a,t) = f(a) paratodoa € Aetodot € I. Se fixarmos g(z) = H(z, 1)
entao, nao existem pontos fixos de g em L — A.

De fato. Sejaxz € L — A,

9(x) = (for)(x) = f(r(x)) € F(A) C A.

Logo, g(L — A) C A.

Pela propriedade aditiva temos

ind(g) = ind(X, g,int(L)) +ind(X, g, X — L). (3.4)

Discutiremos cada parcela da equagao (3.4) separadamente. Comegaremos com
ind(X, g,int(L)).

Como ¢g(L) = H(L,1) = for(L) € A C L segue, pela definicio de indice, que
ind(X, g,int(L)) = ind(L, g,int(L)). Além disso, ind(L, g,int(L)) = ind(L,g,L) ja que

nao existem pontos fixos de g em L — int(L) (teorema da excisao).
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Seja e : A — L a inclusao, pela propriedade comutativa, temos
ind(L,g,L) =ind(L,eog,L) =ind(A,goe, A) =ind(f'),

pois f(a) = H(a,t) para todo t, em particular, para t = 1, assim f(a) = H(a,1) = g(a)
para todoa € A C L.

Consideremos agora, a parcela ind(X, g, X — L) da equagao (3.4).

Seja m : X — X/A a aplicagdo quociente, fixemos 7(A) = {x} e, notemos que
7 1({x}) = A Seg: X/A — X/A é induzida por g, a restricao de g para a vizinhanca
m(int(L)) de {*} em X/A é constante.

De fato. Sabemos que A C int(L) € L, g(L) € A€ L e m(int(L)) = "2

A

. Assim, a

restri¢ao de g para a vizinhanga 7(int(L)) de {*} em X/A é da forma

gg(j) g%z{*}-

_ int(L) R g(int(L))
9774 A

Ou seja, tal restrigao é constante.

Logo, ind(X/A,g,n(int(L))) = 1.

Se denotarmos o conjunto dos pontos fixos de § sem {*} por Fiz,g (: Fizg — {*}),
entdo Fiz,g estd no subconjunto aberto X/A — w(L) de X/A.

Seja W um subconjunto aberto de X/A tal que Fiz,g C W C X/A — w(L) com a

propriedade que g(W) N« (L) = (. Pela propriedade aditiva, obtemos
ind(g) = ind(X/A,g,m(int(L))) + ind(X/A, g, W) = 1 +ind(X/A, g, W).

Agora, identificando X — L com o subconjunto correspondente (X — L) de
X/A e, identificando as restricoes de § e g para tais subconjuntos, ficamos com
ind(X/A,g, W) = nd(X,g,7 }(W)). O teorema da excisao implica que
ind(X,g, 7 (W)) = ind(X,g,X — L). Logo, acabamos de determinar a segunda parcela
da equacao (3.4): ind(X,9,X — L) = ind(g) — 1.

Dessa forma, da equagao (3.4) segue que ind(g) = ind(f’) + ind(g) — 1. Como f é

homotépica a g e f é homotépica a g, pela propriedade de homotopia, obtemos

ind(f) = ind(f") + ind(f) — 1 = ind(f) = ind(f’) + ind(f).
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Portanto, ind satisfaz o axioma da cofibragao.

Resta agora verificar que ind satisfaz o axioma do bouquet de circulos.

Seja X = \/" S = SIv ... v S} um bouquet de circulos com ponto base * e f: X — X
uma aplicacao.

Primeiramente, verificaremos o axioma no caso k = 1. Neste caso, temos f : St — S!
e denotaremos seu grau por deg(f) = d. Consideremos S C C (conjunto dos ntimeros
complexos), segundo o Exemplo 3.2.3, f é homotdpica a g4, na qual gq(2) = 2% possui
|d — 1| pontos fixos para d # 1. Também pelo mesmo exemplo, o indice de pontos fixos de
gs em uma vizinhanca de um ponto fixo que nao contém outro ponto fixo de g4 é —1 se
d>2eélsed<0. Ecomo g; é homotdpica a uma aplicacao sem pontos fixos, concluimos
que ind(gy) = —d+1 para todo inteiro d. Dessa forma, sendo f homotépea a g4, mostramos
que ind(f) = —deg(f) + 1.

Suponhamos agora, kK > 2. Se f(x) = * entdo, pelo Propriedade da Extensao da
Homotopia, f é homotopica a uma aplicacao que nao fixa *. Dessa forma, assumiremos,
sem perda de generalidade, que f(x) € S} — {x}.

Seja V uma vizinhanga de f(*) em S{ — {*} tal que existe uma vizinhanga U de * em X,
disjunta de V, com f(U) C V. Como U nao contém pontos fixos da f e, os subconjuntos

abertos S ]1 — U de X sao disjuntos, a propriedade aditiva implica que
k
ind(f) = ind(X, f, S} = U) + > _ind(X, f,S} - U). (3.5)
j=2
Também, pela propriedade aditiva, temos
ind(f;) = ind(S;, f;, S} — U) +ind(S;, f;,S; N U). (3.6)

Existe uma vizinhanca W; de (Fizf) NS} em S} tal que f(W;) C S].

Assim, f;(z) = f(x) para x € W; e dessa forma, pelo teorema da excisao,
ind(SL, f;, S* — U) = ind(S, 5, W;) = ind(X, f,W;) = ind(X, £, S ~T).  (3.7)

Como f(U) C S}, temos f1(x) = f(z) para todo x € U N S}. Agora, ndo existem pontos
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fixos da f em U, logo ind(S}, fi, St NU) = 0 e assim,

3.6) @) .

Para j > 2, o fato de que f;(U) = * nos d4 md(s;, fis S} NU) =1, assim
ind(f;) 2 ind(S), £;, 8 = U) +1 2 ind(X, £, 5! = T) + 1.
Agora, como f; : S; — S}, aplicando o argumento para o caso k = 1, obtemos
ind(f;) = —deg(f;) + 1 para j =1,2,.... k. Em particular,
ind(X, f, St = U) = ind(fr) = —deg(f1) +1,
enquanto que para j > 2, temos
ind(X, f,S} —U) = —deg(f;).

Logo, pela equacgao (3.5),

k k
ind(f) = ind(X, f, S —U)+ > _ind(X, f, S} —U) == deg(f;) + 1.
j=2 j=1

k
Assim, ind(f) = ind(f) — 1= — Z deg(f;), ou seja, ind satisfaz o axioma do bouquet
j=1
de circulos.

Portanto, mostramos que ind satisfaz os axiomas do Teorema 13.5.1 e dessa forma,

chegamos que z%(f) = L(f). Logo, L(f) = ind(f). |

Os seguintes resultados estabelecem a relacao do Teorema de Lefschetz-Hopf com os

Teoremas de Pontos Fixos de Lefschetz e Brouwer.

Teorema 3.6.2 (Teorema do Ponto Fixo de Lefschetz) Seja f : X — X uma

aplicagao continua de um poliedro finito. Se L(f) # 0 entao f tem pelo menos um ponto

fixo.

Demonstragao. Suponhamos que a aplicacao f nao possui pontos fixos. Dessa forma,

temos ind(f) = 0. Assim, pelo Teorema de Lefschetz-Hopf segue que

L(f) = ind(f) =0,
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o que contradiz a hipdtese.

Portanto, se L(f) # 0 entao f tem pelo menos um ponto fixo. |

Corolario 3.6.1 (Teorema do Ponto Fixo de Brouwer) Seja X wum poliedro finito

contrdtil. Toda aplicacdo continua f : X — X tem pelo menos um ponto fixo.

Demonstracao. Como por hipdtese X ¢ contratil, segue que H,(X,Q) = 0 para todo

p > 0. Dessa forma, para qualquer f: X — X,
L(f) =Tr(fw) =Tr(id) =1 #0.

Assim, pelo Teorema do Ponto Fixo de Lefschetz, segue que f tem pelo menos um ponto

fixo. [ |



CAPITULO

4

O Teorema de Borsuk-Ulam

O Teorema de Borsuk-Ulam foi conjeturado por S. Ulam e provado por K. Borsuk em
1933. Em particular, ele afirma que se f = (fi, fo,..., fn) é um conjunto de n funcoes
continuas com valores reais na esfera unitaria, entao devem existir pontos antipodais nos
quais todas as fungoes coincidem. Uma interpretacao para o caso n = 2 é que sempre existe
um par de pontos antipodais na superficie da Terra com a mesma temperatura e a mesma
pressao atmosférica (assumindo, é claro, que temperatura e pressao variam continuamente).

Neste capitulo veremos a demonstracao desse teorema tanto para o caso particular com
n = 1 ou n = 2, quanto para o caso geral. Além disso, serao apresentadas algumas
consequencias interessantes do teorema.

Apresentaremos também, na ultima secdo, uma construcao, baseada no artigo de F. E.
Su ([14]), que mostra que o Teorema de Borsuk-Ulam implica o Teorema do Ponto Fixo de

Brouwer.

4.1 Caso Particular

Dividiremos o estudo do Teorema de Borsuk-Ulam em dois casos, pois o primeiro deles
(o caso particular), para aplicagoes continuas de S™ em S" ' com n = 1 oun = 2, é
utilizado com mais frequéncia e além disso, sua prova envolve conceitos mais simples do
que no caso geral. Nesta primeira secao, teremos como objetivo demonstrar o caso particular

do Teorema de Borsuk-Ulam.

Definigao 4.1.1 Seja S™ a esfera unitdria n-dimensional em R"™'. Para quaisquer inteiros

83
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positivos m e n, seja f : S™ — S™ uma aplicacao. Dizemos que tal aplicacdo preserva

pontos antipodais se f(—x) = —f(x), para qualquer x pertencente a S™.

n

Teorema 4.1.1 Nao existe aplicacdio continua f : S™ — S™ ' que preserve pontos

antipodais paran =1 ou n = 2.

Demonstragao. Considerando o caso n = 1, suponhamos que exista aplicacao continua

f St — SY que preserve pontos antipodais.
Temos que S' é conexo e S® = {zx e R | |z| =1} = {-1,1}.

Observemos que f ¢ sobrejetora, pois se z € S' e supondo f(x) = 1, temos

f(=2) = —f(x) = —1€ 5"

Analogamente, se f(z) = —1 entdo f(—z) = —f(z) =1¢€ S°.
Sendo f continua e S! conexo, segue que SY é conexo. Porém, isso é um absurdo, j& que
S% nao é conexo.

Portanto nao existe tal aplicacao continua para n = 1.

Veremos agora a demonstracao para o caso n = 2.

Suponhamos que exista uma aplicacdo continua f : S? — S' que preserve pontos
antipodais. Consideremos agora os espacos quocientes de S? e S! obtidos pela identificacao
dos pontos antipodais. Esses espacos sdo, respectivamente, o plano projetivo real P?
(S?/ ~) e o espago projetivo P! (S1/ ~), o qual é homeomorfo a S?.

Denotemos por ps : S? — P2 e p; : S' — P! as aplicacoes naturais de cada espaco em

seu espaco quociente. Dessa forma,
po(z) =7 = {x,—z}, com z € 5% e
pi(2)) =2/ = {2/, —2'}, com 2’ € St.

Seja G = {id,a}, em que id : S" — S™ é a aplicagao identidade e o : S — S™ é a
aplicagao tal que a(z) = —z, com n < 2. Temos que id e @ sdo homeomorfismos. Assim,

G ¢é um grupo de homeomorfismos e ainda G ~ Z,, ja que (a0 o) = id.
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Definamos uma agao de GG em S™ da seguinte maneira:

GxS" — S
(id,x) +— id-x=1d(x)=

(,z) +— a-z=ar)=—=

Observemos que, dado x € S™, a 6rbita G-z ={g -z | g € G} = {z, —x}. Assim
(S"/G) = (8") ~) = P",n<2.

Mostremos que a acao de G em S™ é propriamente descontinua, n = 1, 2.
De fato. Dado = € S™, temos a-x = a(x) = —x. Como x e —z sdo pontos antipodais em
S™ claramente existe uma vizinhanga U de z tal que a-UNU = 0, pois U = {—y | y € U}.

Logo, a acao de G em S! e S? é propriamente descontinua.

Assim, usando a Proposi¢ao [1.3.5 segue que (S',p;) e (S? ps) sdo espagos de
recobrimento regular de P! e P2, respectivamente. Observemos ainda que estes espacos
de recobrimento sao de duas folhas (j& que pontos antipodais pertencem & mesma classe).

Consideremos g : P> — P! tal que g(Z) = f(z). Mostremos que g estd bem definida.

De fato. Dados 7,y € P?, se T =y entao {z,—x} = {y,—y}. Logo z =y ou z = —y.
Assim f(z) = f(y) ou f(x) = f(=y) = —f(y). Ou seja,

Flx) = {f(2), —f(2)} = {f (). —F W)} = F(y).

Portanto g estd bem definida.

Consideremos assim o seguinte diagrama:

52*f>51

| 2

P2T>P1

Mostremos que tal diagrama é comutativo.

De fato. Dado = € S?%, temos

(1o f)(@) =pi(f(x)) = fz) e



86

(g0op2)(z) = g(pa(2)) = 9(T) = f(2).

Assim (py o f) = (g o p2) e, a comutatividade estd provada.

Agora, g é uma aplicacao continua.
De fato. Seja U um subconjunto aberto em P'. Como p; é continua, segue que p;*(U)

¢ um subconjunto aberto em S!. Sendo f uma aplicacao continua, temos

FH e '(U)) = (pro /)~1(U)

um subconjunto aberto em S2.

Pela comutatividade do diagrama, (p; o f)"1(U) = (g o po) " }(U). Dessa forma

e (U) = (pro /)7 U) = (gop2) " (U) =y (97 (U)).

Assim, segue que p,'(¢~*(U)) é um subconjunto aberto em S2. Logo, como py é
aplicagao quociente, g~*(U) é um subconjunto aberto em P2.

Portanto g ¢ uma aplicacao continua.

Consideremos assim o homomorfismo induzido no grupo fundamental,
G : T (P?) — m(SY).

Sabemos que ; (P?) ~ Zjy que é ciclico de ordem 2 e 7 (S') =~ Z é ciclico infinito. Assim
o homomorfismo g, deve ser o homomorfismo trivial.
De fato. Seja g, : Zy — Z o homomorfismo. Temos Z, gerado por um ¢ tal que t> = 1 e

g«(1) = 1. Suponhamos que g,(t) = s*, tal que k # 0. Dessa forma

9e(1) = gu(t 1) = gu(t) - g:(t) = 8" - s" = £ 1, ja que k #0,

o que é uma contradigao.

Logo g, ¢ o homomorfismo trivial.

Por outro lado, seja [a] uma classe de equivaléncia de caminhos em S? tal que os pontos
extremos desses caminhos sejam xg e —zy. Sem perda de generalidade, suponhamos que

a(0) =g e a(l) = —x.
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Por hipétese temos f(—xg) = —f(xg). Dessa forma, os pontos extremos dos caminhos
da classe [(f o a)] = f.([a]) sao f(xg) e —f(z0), que sdo pontos antipodais em S*.

Consideremos novamente o seguinte diagrama:

524]()51

pzl ipl

P2T>P1

Consideremos os homomorfismos induzidos nas classes ps,([a]) e p1.(f«([a])) que s@o
definidos por [(p2 0 )] e [p1 o (f o a)], respectivamente.

Temos
(p2 0 @)(0) = pa(x0) = To = {0, —20} e
(p2 0 a)(1) = pa(—x0) = —To = {T0, —T0}.

Portanto ps, ([a]) = [(p2 © @)] é uma classe de lagos com ponto base Ty em P2

Obtemos também que

(p1o(foa))(0)=pi(f(zo)) = flzo) e
(p1o(foa))(l)=pi(f(=z0)) = pr(=f(20)) = f(20).

Logo p1,(f.([0])) = [pro(foa)] é uma classe de lacos com ponto base f(zy) em P! = S'.

Dessa forma, po,([a]) e p1.(fs([a])) pertencem, respectivamente, aos grupos
fundamentais m (P2, o) e m1(SY, f(xo)).

Afirmamos que pa, ([a]) # 1 ¢ p(£.([a])) # 1.

De fato. Suponhamos que ps,([a]) = 1. Logo [(p2 ¢ )] = [cz,], com ¢z, o caminho

constante no ponto Ty em P?. Assim (p; 0 ) ~ cg,.

Consideremos agora c¢,, que é o caminho constante no ponto zy € S?. Temos

p2*<[cxo]) = [(p2 o C:Eo)] = [Cfo]'

Assim (py 0 ¢py) ~ Czp-

Como (pg o) ~ ¢z, € (P2 © Czy) ~ Cz,, Obtemos (p2 0 ) ~ (p2 0 ¢yy).

Agora, como o ponto inicial de a e ¢, s@o iguais, segue pelo Teorema da Monodromia
que a ~ ¢, € seus respectivos pontos finais sao iguais. Mas isso é um absurdo, pois
—Xp 7£ Zo-

Assim segue que po,([a]) # 1.
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Suponhamos agora que p1,(f.([a])) = 1. Logo [p1 o (f o a)] = [cy,], com 3o = f(x0).
Assim py o (f o) ~ ¢y.

Observemos que (f o a) é um caminho em S! com ponto inicial f(x() e ponto final
— [ (o) = f(—=0)-

Dado ¢{(z,) 0 caminho constante no ponto f(zo) € P!, temos [(p1 © ¢f(zp))] = [cy]- Logo
(P10 Cf(ag)) ™ Cyo-

Como py o (foa) ~ ¢y e (P10 Crag)) ~ Cyy, segUE que p1 o (f o) ~ (P10 Cpay))-

Agora, como o ponto inicial de (f o @) e ¢y, sdo iguais, segue pelo Teorema da
Monodromia que (f o ) ~ cy(z,) € seus respectivos pontos finais sao iguais. Mas isso ¢
uma contradigao, pois — f(xg) # f(zo).

Logo, pr.(fi([e])) # 1.

Pela comutatividade do diagrama segue que g.(p2,([a])) = p1.(f<([@])), em que
G« - 71-1(-P27E0) - ﬂ-l(lef(xO))'

Assim g, leva po,([o]) # 1 em py,(fi([o])) # 1. Porém, isso contradiz o fato de g, ser
trivial.

2

Portanto, nao existe uma aplicacdo continua f : S? — S! que preserve pontos

antipodais. ]

4.2  Caso Geral

Nosso objetivo principal nesta secao é demonstrar o classico Teorema de Borsuk-Ulam
no caso geral. Para isso iremos precisar de alguns resultados, os quais serao apresentados a

seguir.

Definicao 4.2.1 Sejam A e B grupos abelianos livres de mesmo posto. Seja C um grupo

ciclico infinito. Dizemos que um homomorfismo
f:A®B—C

€ uma uniao dual se evistem elementos bdsicos aq, ..., a,, para A, e by,...,b,, para B, tal

que

flai @ bj) = 0;5y
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para todo i,j = 1,...,m, em que vy € um gerador de C.

Teorema 4.2.1 Seja X uma n-variedade compacta, conera e sem bordo. Seja F um
corpo; assuma que F € igual a Zy se X ndo € orientdvel. Seja A o gerador de H"(X; F).
Ezistem (em espaco vetorial) elementos bdsicos az, ..., oy, para H*(X; F) e, B, ..., Bm para
H" (X F) tal que parai,j=1,....m,

a; U B = oA

Demonstracao. Seja e, : Hyo(X; F)) — F a aplica¢ao induzida da aplicagdo aumentagao.

Como X ¢ conexo por caminhos, €, ¢ um isomorfismo.

Considere X um variedade orientavel. Usando a Dualidade de Poincaré, o isomorfismo

ar xR D5 gy x Ry S R (4.1)

leva A em 1 € F, com A o gerador de H"(X; F). Assim ¢,(ANT) = 1. No caso néo
orientavel, I' é tnica.
Para provar o teorema, devemos encontrar elementos oy, ..., ,, de H*(X; F) e (31, ..., Bm
de H"*(X; F) tal que
a; U B = 0,
parai,j =1,...,m.

Pela Dualidade de Poincaré, temos o isomorfismo

(\F: B (X; F) — Hy(X; F), (4.2)

obtido pelo produto cap.

Agora, pelo Teorema [1.8.3, temos o isomorfismo

k*: H¥(X; F) — Homp(Hy(X; F), F). (4.3)

obtido pela aplicagao de Kronecker k.

Ele esta relacionado com o produto cap pela férmula

[F*()](B) = [K(a)](B) = (a, B) = e.(a N B).

Combinando as equagdes (4.2) e (4.3) obtemos a seguinte sequéncia de isomorfismos
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HM(X; F) D5 Hy(X5 F) ~ Homp(Hy(X: F), F) <5— HYX; F).

Escolha, arbitrariamente, elementos bésicos 31, ..., 3., para H"*(X; F). Sejam 71, ..., Ym
os correspondentes elementos basicos para Hy(X; F'), definidos pela equagdo 5; NI = ~;
para todo j = 1,...m. Sejam 7;j,...,7;, os correspondentes elementos basicos duais
para Homp(H(X; F),F), definidos pela equacao v/ (y;) = 6;; para 4,7 = 1,...m.
Finalmente, sejam ay, ..., a,,, 0s elementos basicos correspondentes para H*(X; F'), definidos
pela equagao k*(«;) =~} para todo i.

Para mostrar que o; U 5; = §;;AA, é suficiente (aplicando o isomorfismo de H™(X; F') com

F dado pela equagao (4.1)) mostrar que

(U B;)NT) = 856 (ANT) = 055
De fato.
0y = 7; (13) = [k*(e)](8; NT) = (e, B; NT) = e N (B, NT)) = eu((e; U Bj) NT).
Assim,
e (55ANT) = "o 5o (ANT) = 65 = e,((ay U B;) NT) T 2L

NI isom.

|

k

Teorema 4.2.2 Se u € o elemento nao nulo de H'(P";Z,), entio u* € o elemento nao

nulo de H*(P™;Zy), para k =2, ...,n.

Demonstragao. Faremos a prova por induc¢ao, comegando com n = 2.

Sabemos que o espaco vetorial H'(P?%;Z,) ~ Z, possui dimensao 1. Se u é seu elemento
nao nulo entao, pelo Teorema anterior, u?> = u U« deve ser nao nulo.

Agora suponhamos que o teorema seja verdadeiro para dimensao n — 1.

A aplicacao inclusao j : P*! — P" induz isomorfismos de homologia e cohomologia
(sobre Z,) em dimensoes menores que n. Dessa forma, por hipétese de indugao, se
u € HY(P";Zy) é nao nulo entdao também o sao u?,...,u""'. (Lembrando que j* é um
homomorfismo de anel.)

Resta mostrar que u” # 0.

Pelo Teorema anterior, existe um elemento bdsico a; para H'(P";Z,) e um elemento

basico 31 para H" 1 (P™;Zy) tal que a; U ) gera H"(P™; Zy). Como u e u™! sdao os tnicos
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Assim u" = uUu""! # 0, como desejado. |

Antes de demonstrarmos o Teorema de Borsuk-Ulam vamos relembrar alguns fatos sobre

0 espago projetivo real P™. Para maiores detalhes consultar [12].

Observagao 4.2.1 Consideremos R™ o conjunto de todas as sequéncias reais (xi,xs,...)
tais que x; = 0 para i > n assim, R® C R"™. Dessa forma, S~ C S™ pois, S"! € a
intersecao de S™ com o plano x,11 = 0.

Agora a relagdo de equivaléncia x ~ —x é a mesma tanto em S™! quanto em S™. Logo,
prtc pr.

De fato. P"' é um subespaco fechado de P"™. Se C é um subconjunto de P"', entdo

p~H(C) € fechado em S™™1 se, e somente se, ele € fechado em S™. Assim, C € fechado em

P! se, e somente se, é fechado em P™.

Além disso, para cada k > 0, P* € uma k-célula do CW-complezo P".

Seja E" o hemisfério superior de S™ cujo bordo é S™*!, e considere i : P" — (P™, P"!)
a aplicacao inclusao.
A aplicagao
poi: (EL,S" ) — (P, P"7h).

é entao uma aplicacao caracteristica e assim, pelo Lema [1.10.1, induz isomorfismo em

homologia.

Teorema 4.2.3 Se f : S™ — S™ € continua e preserva pontos antipodais, entao n < m.

Em particular, ndo existe aplicacdo continua f : S™ — S™! que preserva pontos antipodais.

Demonstragao. Dividiremos a demonstracao em trés partes.

Parte 1. Sejam a,, = (1,0, ...,0) € S™ o ponto base de S™ e Zy 0 corpo com dois elementos.
Consideremos p,, : S™ — P" a projecao quociente, que é uma aplicacao de recobrimento.
Primeiramente, provemos que se a : I — S™ é um caminho qualquer ligando a,, ao

antipodal —a,,, entao (p, o a) representa o elemento nao nulo de Hy(P";Zs) =~ Zs.
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Se v é o caminho usual 3(t) = (cosnt, sennt,0,...,0), com ¢t € [0,1] = I, entdao 3 define

um homeomorfismo

G (I,Bdl)— (E}L,SO),

em que E! denota o hemisfério superior fechado de S. E a projecao quociente p; : St — P?
+ jeg p

aplica (E%, SY) sobre (P!, P%), transformando S° em um tnico ponto.

»

Pela observagao anterior
P1x - Hl(EJlHSO;Zz) - Hl(PlaPO;Z2)

é um isomorfismo e assim, leva um gerador de H(E%},S% Z,) em um ciclo fundamental
(gerador) para a 1-célula de P".

Além disso, a aplicagdo identidade, considerada como um 1-simplexo singular
i: Ay — I, gera Hi(I,Bd I;Zs) e, portanto, o 1-simplexo singular (p; o o) = (p; o 3)
gera Hy(P";Zy) ~ Zs.

Assim (p, o ) representa o elemento nao nulo de Hy(P";Z,).

Consideremos agora um caminho qualquer « de a,, até —a,, e também, a 1-cadeia singular

(= (), com B : 1 — S™ tal que B(t) = (cosrt, sennt,0, ...,0).

Como (a — ) é um lago, segue que (o — ) = 0, assim (o — (3) é um ciclo singular de

ST
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No caso n > 1, temos Hi(S™) = 0 e assim, existe uma 2-cadeia singular d tal que

(a — B) = 9(d). Obtemos assim

(Pnoa) = (pn o B) = pug(a — B) = puy(0(d)) = O(pny(d)) = (pn o d),

logo (ppoa) e (p, o) representam o mesmo elemento em Hy(P";Zsy) ~ Zs, ou seja, (p,o«)
gera Hy(P";Zs).

Agora, se n = 1, usamos o fato de que a aplicacao p; : S' — P! tem grau dois. Como
(a—3) é um ciclo singular de S*, segue que o ciclo (p,oa)— (p,o/3) representa um multiplo
par do gerador (= 0) de H,(P';Zy).

Dessa forma, (p, o ) gera Hy(P';Zs).

Parte 2. Seja f : S — S™ uma aplicacao continua que preserva pontos antipodais.
Considere p : S™ — S™ uma rotagao que leva o ponto f(a,) no ponto base a,, de S™.

Dessa forma, g = (po f) é uma aplicagao continua. Além disso,

g(=x) = (po [)(—=z) = p(=f(x)) = =(po f)(z) = —g(x).

Assim, g preserva pontos antipodais e também, g(a,) = p(f(a,)) = am, ou seja, a aplica¢do
g leva a, para a,,.
Consideremos a aplicagao continua h : P* — P™, induzida pela aplicacao g, como

mostra o seguinte diagrama comutativo:

§n— g™

lpn lpm

pn s pm

Temos h(pn(x)) = pm(g(x)) para x € S™.
Mostremos que h, : Hi{(P";Zy) — Hy(P™;Zy) é nao trivial. Para isto, seja a um
caminho em S™ de a, para —a,. Sabendo que g preserva pontos antipodais, temos

g(—an) = —g(a,) = —a,,. Assim (g o o) é um caminho em S™, com

(go)(0) =glan) = am e (goa)(l)=g(=an) = —am.
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Consideremos a aplicagao em nivel de cadeia, hy : Cy(P";Zy) — C1(P™; Zs).

Temos hy((pn o)) = (pm o goa). Assim, pela Parte 1, h, leva o gerador de Hy(P™;Z?*)
no gerador de Hy(P™;Zs), ou seja, h, leva o elemento nao nulo de H;(P";Zsy) no elemento
nao nulo de Hy(P™;Zs).

Portanto, h, é um homomorfismo nao trivial.

Parte 3. Seja 7 = m ou j = n. Pelo Teorema [1.8.3, segue que existe um isomorfismo

natural

k’* . HI(P],ZQ) — HomZQ(Hl(Pj;ZQ),ZQ).

Obtemos assim o diagrama comutativo

HY(P™: Z,) h HY(P"Z,)

Homg, (Hy(P™; Zy), Zy) —= Homg,(H,(P"; Zy), Zs),

no qual ¢(l) = (Il o hy), para todo homomorfismo [ : Hy(P™;Zs) — Zs, e h* é um
homomorfismo de cohomologia.

Agora, como h, é um homomorfismo nao trivial (pela Parte 2), segue que
h*: H'(P™;Zy) — H'(P";Z,) também é nao trivial.

Logo, seja u € H'(P™;Zs), com u # 0; assim h*(u) # 0. Como h* é um homomorfismo
de anéis, temos h*(u™) = (h*(u))".

Pelo Teorema [4.2.2, como h*(u) # 0 segue que (h*(u))" # 0. Dessa forma,
u™ € HY(P™;Zy) é nao trivial.

Também, pelo Teorema 4.2.2) segue que n < m pois, caso contrario u” = 0.

Portanto se f : " — S™ é uma aplicacao continua que preserva pontos antipodais,

entao n < m. [ |

Corolario 4.2.1 Se f: S™ — R"™ é uma aplicagao continua tal que f(—x) = —f(z), para

qualquer x € S™, entdo existe um ponto x € S™ tal que f(z) = 0.

Demonstragao. Suponhamos que f(z) # 0 para todo x € S™.
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Consideremos uma aplicacao g : S™ — S™ !, definida da seguinte forma

Segue que g é uma aplicacao continua, ja que f é uma aplicacao continua.
Mostremos que g é uma aplicacao que preserva pontos antipodais.

De fato. Seja x € S™,

_ S ) @) @)
D= T T= @)~ Tl w9

Dessa forma, temos uma aplicacao continua que preserva pontos antipodais, o que
contraria o Teorema anterior.

Portanto, existe um ponto x € S™ tal que f(z) = 0. |

O corolario seguinte é conhecido como o Teorema Classico de Borsuk-Ulam.

Corolario 4.2.2 Se f : S™ — R" € uma aplicacao continua, entdo existe um ponto x € S™

tal que f(x) = f(—z). Em particular, f ndo € injetora.

Demonstragao. Suponhamos que para cada ponto z € S™, f(z) # f(—x).

Definamos a aplicacdo g : S™ — R", na qual g(z) = f(z) — f(—z).
Sabemos que ¢ é uma aplicacao continua, ja que f é continua. Além disso, g preserva

pontos antipodais, pois para todo x € S™,

g(—z) = f(—x) — f(z) = —g(x) e g(z) #0.

Porém, o fato de g(z) # 0 para todo z € S™, contradiz o Coroldrio anterior.

Logo, existe um ponto z € S™ tal que f(z) = f(—x). |

Corolario 4.2.3 Nenhum subconjunto do R™ é homeomorfo a S™.

Demonstragao. Suponhamos que exista um subconjunto A do espaco R™ de modo que

A seja homeomorfo a S™. Assim existe uma aplicagao continua e bijetora f : S™ — A.
Sejam i : A — R™ a aplicagao inclusao e (io f) : S — R"™. Claramente (i o f) é injetora

e continua, pois f é injetora, continua e ¢ é continua.
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Porém, pelo Coroldrio anterior, segue que (i o f) ndo pode ser injetora; o que nos da
uma contradicao.

Portanto A nao pode ser homeomorfo a S™. ]

Teorema 4.2.4 (Teorema da Bisseccao) Sejam A; e Ay dois subconjuntos limitados do

R? de drea ndo nula. Eziste uma reta no R? que bissecta A, e As.

Demonstracao. Consideremos A; e A no plano R? x 1 em R?, e mostremos que existe

uma reta L nesse plano que bissecta cada um desses subconjuntos. Para tanto vamos,
inicialmente, exibir uma funcao continua f : S? — R2.
— . :
Dado um ponto @ de S2, consideremos o plano P em R3? passando pela origem que
. — o, 7 . . .

possui % como seu vetor normal e unitdrio. Esse plano divide R3 em dois espacos; seja

—>\ ’ . , —
fi(W) igual a area da parte A;, i = 1,2, que estd no mesmo lado de P, como faz o vetor u'.

—
4 L] . ~ . —_ ’
Se W é o vetor unitario k = (0,0, 1), entao consideramos f;(u) = area de A;; e se

- 7 5 — . 2
w = —k, entdao f;(w') = 0. Por outro lado, o plano P intercepta o plano R* x 1 em uma
reta L que divide R? x 1 em dois planos, e f;(%) é a area da parte de A; que estd em um

dos lados dessa reta.

IR 1

Pa /A

P
u

Trocando @ por —w obtemos o mesmo plano P, mas —u agora aponta para o outro
lado de P. Dessa forma, fi(—u') é a drea da parte de A; que estd no outro lado de P em

~ — .
relacdo a u . Assim segue que

f;(W) + fi(—u) = area deA,.
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Agora, considere a aplicacio F : S? — R? dada por F(u) = (fi(W), f2(w)). Pelo
Corolario 4.2.2/temos F (') = F(— ') para um ponto @ € S2. Assim, obtemos  tal que

fi(W) = fi(—=7) para i = 1,2. Logo
— L,
filu) = 5 (drea deA;).

Portanto existe uma reta em R? que bissecta A; e As. [ |

O Teorema anterior pode ser generalizado para mostrar que dados n conjuntos limitados
do R™ de volume n-dimensional nao nulo, existe um plano de dimensao n-1 em R" que
bissecta todos eles. A prova para este caso é bem mais sofisticada.

Para o caso n = 3, o resultado anterior recebe o nome de "Teorema do Sanduiche de
Presunto”. Se considerarmos um sanduiche de presunto consistindo de duas metades de um
pao e uma fatia de presunto, entao o Teorema da Bisseccao diz que podemos dividir cada

uma delas, de maneira precisa, ao meio com um pequeno corte com a faca.

4.3  Borsuk-Ulam implica Brouwer: uma construcao direta

O Teorema de Borsuk-Ulam e o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer sao teoremas
bastante conhecidos em topologia e com uma esséncia similar. Ambos sao resultados nao
construtivos de existéncia com algumas conclustes surpreendentes. A maioria dos livros
textos que cobrem estes teoremas nao mencionam que ambos estao relacionados - embora,
de fato, o Teorema de Borsuk-Ulam implica no Teorema do Ponto Fixo de Brouwer.

Os teoremas sao geralmente provados usando mecanismos de topologia algébrica ou
conceitos de grau de uma aplicacao. Que um teorema implica no outro pode assim ser
estabelecido uma vez que tais mecanismos sejam entendidos, mas isto requer bastante
conhecimento. Além disso, tais provas tendem a ser indiretas, confiando na equivaléncia
destes teoremas de existéncia com correspondentes teoremas da nao existéncia. Por
exemplo, J. Dugundji e A. Granas (em [6]) mostram que o Teorema de Borsuk-Ulam
é equivalente a afirmacao de que nao preservando antipodas, uma aplicacdo continua
f 8" — S™ pode ser homotépica a uma aplicacdo constante. Assim podemos ver que

o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer é um caso especial pois, pode-se mostrar que ele
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é equivalente a afirmacao de que a aplicagdo identidade id : S™ — S™ (a qual preserva
antipodas) nao é homotépica a uma aplicagao constante.

Entretanto, uma aproximacao indireta nao é realmente necessaria, e talvez uma prova
mais direta dard uma idéia melhor de como os dois teoremas estao relacionados. O propdsito
desta secao é apresentar uma prova de que o Teorema de Borsuk-Ulam implica o Teorema
do Ponto Fixo de Brouwer , baseada no artigo de F. E. Su ([14]), na qual a existéncia de

pontos antipodais em um teorema produz o ponto fixo afirmado no outro.

4.3.1 A Idéia

Como motivagao, apresentaremos resumidamente um esbogo de uma construgao que
mostra como o Teorema de Borsuk-Ulam implica o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer.
Preferimos pensar em D" como [—1,1]", 0 “ n-cubo” em R". Similarmente, pensaremos

em S™ como o bordo do (n+1)-cubo [—1, 1]"* em R™*:

St ={x|x= (21,72, ..., Tny1), |z;| < 1e max|x;| =1}

A n-esfera cibica é homeomorfa a n-esfera usual via projecao radial. De fato, esse é
um homeomorfismo preservando antipodas, assim o Teorema de Borsuk-Ulam ¢ valido para
aplicagoes sobre n-esferas ciibicas.

Escolhemos trabalhar com n-esferas ctibicas e n-discos pois, construir e descrever fungoes
em tais objetos fica mais facil em coordenadas retangulares.

Dado f : D™ — D", gostariamos de construir uma aplicagao g : S™ — R™ que codificasse
f de tal maneira que a existéncia de Borsuk-Ulam pontos antipodais para g implicasse na
existéncia de um Brouwer ponto fixo para f.

A idéia é a seguinte: na n-esfera cubica temos as faces superior e inferior do cubo como
copias homeomorfas de D™. Estas, sao separadas por uma faixa “equatorial”, consistindo
das outras faces. Nossa tarefa é definir uma funcao continua g nessas trés regioes de S™.

Na face superior, definimos g de tal modo que um zero de g implica um ponto fixo para
f. Definimos assim g, na face inferior, tal que a imagem de cada ponto seja a negativa da

imagem do seu antipoda na face superior. Tal aplicacao é dita preservando antipodas,

ou seja, g(—x) = —g(x).
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Se pudermos dividir a regiao equatorial com uma aplicacao que estd também preservando
antipodas mas que nunca zera, entao o Teorema de Borsuk-Ulam garante a existéncia de
pontos antipodais que foram aplicados por g no mesmo ponto. Como g estd preservando
antipodas, esses pontos antipodais devem ser aplicados no zero, o que por construcao nao
pode ocorrer na faixa equatorial. Um zero para g nas faces superior e inferior implicam

assim em um ponto fixo para f.

4.3.2 A Construcao

Visamos construir uma aplicacdo g = (g1, g2, ..., gn) = S™ — R"™ que seja continua e
preserve antipodas, isto é, g(—x) = —g(x).

Primeiramente, construiremos ¢ nas faces superior e inferior. Note que cada face, na
qual alguma coordenada x; = £1, é um n-cubo. Quando x,,; = 1, obtemos:
STL

superior

={zeS"|x=(x1,29,....,0,,1)} e S} ={zeS"|x=(r1,29,....,x,,—1)},

inferior

que denotam as faces superior e inferior da cibica S™.

n
sUparior

5

Considere p : R — R" definido por p(z) = (1, ...,,), isto é, p ignora a tltima
coordenada. Temos p(—x) = —p(x).

Para todo z € S7, defina g(z) = p(x) — f(p(x)). Obtemos neste caso que

9(=r) = p(=x) — f(p(=2)) = —p(x) — f(—=p(x)) = —p(z) + f(p(x)) = —g(7).

Agora, para todo x € S defina g(z) = p(x) + f(—p(x)). Neste caso

inferior?

g9(=) = p(=2) + f(=p(=2)) = —p(z) + f(p(z)) = —p(x) = f(=p(z)) = —g(2).
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Assim, em ambos os casos anteriores segue que g preserva antipodas.
A aplicacdo g é continua, ja que f e p sdo continuas. E, se g(x) = 0 entdo p(z) é um
ponto fixo para f.

Queremos definir agora g nas faces “laterais” da n-esfera ctbica de tal forma que esta

n
superior

n

€ na inferior

se iguale continuamente com ¢ na e além disso, continue preservando
pontos antipodais mas, que nunca seja zero nas laterais. Esta tultima parte é a mais
trabalhosa.

Devemos tentar estender os valores de g linearmente da face superior para a face inferior
porém, isto nao garante que g # 0 nas faces laterais. FEntretanto, os seguintes lemas
mostram que se definirmos g adequadamente no equador, podemos estender linearmente os

valores do equador para as faces superior e inferior sem criar um novo zero para g.

Definicao 4.3.1 Dizemos que F € uma face “lateral” da cubica S™ se existe algum k,

1 <k <n, tal que para todo x pertencente a F, x € constante e igqual a +1 ou —1.

Lema 4.3.1 Para todo x pertencente a FN (S usy ), @ fungao coordenada gy (x)

in ferior superior

€ 0 ou possui o mesmo sinal de xy.

Demonstragao. Temos, pela definicio de g em F' N ST, .00 9r(7) = 21 — fu(p(7)) e, em

Fn S@'T;zferioﬂ gk(fﬁ) =Tkt fk(_p(l’))

Agora, f é uma aplicagdo em um n-cubo, logo |fi| < 1. Assim,

se rx = 1 entdo g(w) > 0 para todo x em F N (S}, rerior Y Stuperior);
e se rp = —1 entao g(x) < 0 para todo x em F N (S}, erior Y Superior)-
Portanto, para todo x em F' N (S}, rerior U Stuperior), @ funcdo coordenada gi(x) é 0 ou
possui o mesmo sinal de xy. |
Agora seja S 00r = 17 € S" | ¥ = (71,...,2,,0)} 0 equador de S™. Para todo
T € Siuadors defina g em SZ 4., POT
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n

Temos, para todo © € S ,ud0r

g<_x17 ey —Ln,y _1) + g(_'xla ooy —Ln, 1) _

P N (p(x) L 9@ e Ty 1) + g1, e Ty 1)) —

Logo, g preserva antipodas no equador.

n

touadors S€ |Tk] = 1 entdo a fungdo coordenada

Lema 4.3.2 Para todo x pertencente a

() nao €0 e possui 0 mesmo sinal que xy.

Demonstracao. Pelo Lema 4.3.1segue que se |x;| = 1 entao gx(z) é 0 ou possui o mesmo

sinal de x; nas faces superior e inferior. Dessa forma, usando a equagao (4.4) e o fato que

pr(x) = 2 = £1, obtemos gx(x) nao nula no equador e possuindo o mesmo sinal que .1l

Para definir g sobre o equador devemos calcular a média dos valores dos correspondentes

pontos em S” e e assim “levantar” tal média por p(z) (a qual é igual a xj na

n
superior inferior)

k-ésima coordenada) de maneira a “empurra-la” longe de ser eventualmente zero.

se Xy € positivo se X € negativo
+ +
9,(x) 9,(x)
3 3 s" n N
Xy inferior Sequador Ssuperior
} } } Xn+1

| | .

|
[

. S: S

inferior equador superior

Figura 4.1: Os graficos mostram uma segao transversal dos valores de g, ao longo da
“longitude” da n-esfera ctibica nas faces determinadas por x;, = +1.

Definiremos agora g continuamente no restante de S™, estendendo-a linearmente do

n
inferior

n

cuperior- 15t0 €, para 0 < xn41 <1, seja

equador para valores em e

g(l’) - xn+1g(x1, ceey Ly 1) + (1 - C(Zn+1)g(l'1, coey Ly O) (45>

E, para —1 < x,.1 <0, seja
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9(z) = —xpp19(x1, .., Tpy —1) + (1 4+ 2p41)9(21, ..., 24, 0). (4.6)

Notemos que g é continua e preserva antipodas. Além disso, ela pode atingir o valor 0

n

n
superior ou 5]

somente em inferiors

devido ao seguinte lema.
Lema 4.3.3 Se |z,4+1| < 1, entdo g(x) # 0.

Demonstragao. Como, por hipétese, |z,41| < 1, estaremos assim em uma face lateral e

dessa forma, existe algum k& com 1 < k < n, para o qual x;, = +1.

Mostraremos que g(x) nao pode ser zero provando que a funcdo coordenada gi(x) é
nao-nula.

Consideremos as equagoes (4.5) e (4.6). Segue, pelos Lemas 4.3.1 e 4.3.2 que
(71, T2, ooy Ty, £1) € gr(x1, 29, ..., Ty, 0) possuem o mesmo sinal que zy, e esta tltima é
nao-nula. Além disso, (1 — z,41) e (1 + x,41) sd0 estritamente positivos pois |z,41] < 1.

Portanto, obtemos agora das equagoes (4.5) e (4.6) que gx(z) é nao-nula e, de fato,

possui 0 mesmo sinal que xy. |

Para concluir que Borsuk-Ulam implica Brouwer, observe que pelo Teorema de
Borsuk-Ulam aplicado a funcao g : S™ — R™ dada anteriormente, existe um par {x, —z}
tal que g(x) = g(—x).

Porém, g(z) = —g(—x) ja que, pela construcao feita anteriormente, g estd preservando
antipodas.

Dessa forma, g(z) = g(—z) = 0 o que, pelo Lema [4.3.3, implica que um dos elementos

de {z, —z} estdao em S”

cuperior- em perda de generalidade, suponhamos que seja .

Assim g(z) = p(z) — f(p(z)) = 0 em ST, .., implica que para y = p(x) € D", temos
f(y) =y, o que prova o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer. ]
Conclusao:

Estabelecemos assim as relacoes propostas na introducao deste trabalho, entre os cinco

Teoremas Classicos da Topologia aqui estudados.
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