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Resumo

O objetivo deste trabalho é estabelecer similaridades entre a andlise complexa e os quatérnios.
Nele ¢ feito um estudo da regularidade de fungoes quaternionicas e sao estabelecidas as
funcoes exponencial e logaritmica para os quatérnios sendo feito um estudo da hiperpe-
riodicidade dessas fungoes. Outro resultado apresentado é a generalizagao quaternionica

da formula integral de Cauchy um dos principais teoremas da analise complexa.

Palavras-chave: Quatérnios, fungoes exponencial e logaritmica quaternionica, hiper-

periodicidade, formula integral de Cauchy para quatérnios.



Abstract

The objective of this work is to establish similarities between the complex analysis and
the quaternions. In it is made a study of the regularity of quaternionic functions and are
established the exponential and logarithmic functions for the quaternions being made a
study of the hiperperiodicity of these functions. Another presented result is the quater-
nionic generalization of the Cauchy’s integral formula one of the main theorems of the

complex analysis.

Keywords: Quaternions, exponential e logarithmic quaternion functions, hiperperi-

odicity, Cauchy’s integral formula for quaternions.
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Capitulo 1

Breve introducao histérica dos

quatérnios

O presente capitulo tem por objetivo abordar fatos historicos relativos aos quatérnios que

podem por exemplo serem encontradas nas referéncias [23] e [1].

Um dos grandes desafios na histéria da matematica foi descobrir a raiz quadrada de um
nimero negativo. Geronimo Cardano (1501-1576), em 1545, com “Ars Magn”, mostra os
primeiros indicios dos nimeros complexos. Ele estudava a solucao algébrica das equagoes
cibicas, apoiado em sugestoes de Nicolo Tartaglia (1500-1557), e quérticas deduzidas por
Ludovico Ferrari (1522-1565). J& no ano de 1777 Euler introduziu a notagao i e -i para
as duas raizes quadradas de -1, talvez referindo-se a notacao de nimeros imaginarios,
introduzida por Rene Descartes (1596-1650).

As contribuicoes para o desenvolvimento de uma teoria com niimeros complexos foram
dadas por muitos mateméticos conceituados, entre eles Augustin Cauchy (1789-1857) que
construiu uma rigorosa teoria para func¢oes complexas. Outro grande nome que cabe
destacar é William Roman Hamilton (1805-1865), que fez notdveis contribui¢oes para
fisica, astronomia e para matematica que aqui sera destacado, uma de suas contribuigoes,
dada em 1833, aos 28 anos de idade, foi a fundamentacao definitiva dos niimeros com-
plexos como pares ordenados de niimeros reais, interpretando-os como pontos do plano xy.
Posteriormente ele tentou estender a teoria para trés dimensoes partindo de um ntmero
complexo, a+bi, para ternas ordenadas, a+bi+cj. Neste momento Hamilton deparou-se
com entraves ao tentar definir uma regra para multiplicar ternas que também obedecessem
a regra ja conhecida para multiplicar os nimeros complexos. Um relato de sua dificuldade

é dada numa carta escrita a seu filho Archibald em outubro de 1843:



Toda manha, quando descia para o café, teu irmao William FEdwin e vocé
mesmo costumavam perguntar-me “Bem, pai, vocé jd pode multiplicar ternas?”
A isso eu sempre me via obrigado a responder, com um triste balanco de

cabeca, “Nao, eu posso somd-las e subtrai-las”.

Hamilton assumiu naturalmente que 2 = j? = —1, mas a dificuldade estava em
determinar qual deveria ser o valor para os produtos ij e ji. Apds um incessante tra-
balho na tentativa de se obter essa regra, Hamilton teve a idéia de usar quatro nimeros,
a+bi+cj+dk, que ele denominou quatérnios. Numa carta a seu filho William Edwin

Hamilton, Hamilton relata sua descoberta final:

Mas no dia 16 de outubro de 1843 - que era uma sequnda-feira e reuniao do
Conselho da Real Sociedade da Irlanda - eu ia andando para participar e pre-
sidir, e tua mae andava comigo, ao longo do Royal Canal,. . . , embora
ela falasse comigo ocasionalmente, uma corrente subjacente de pensamento
estava acontecendo na minha mente, que finalmente teve um resultado, cuja
importancia senti imediatamente. Pareceu como se um circuito elétrico tivesse
se fechado; e saltou uma faisca, o heraldo de muitos anos vindouros de pensa-
mento trabalho dirigidos, por mim, se poupando, e de qualquer forma por parte
de outros, se eu vivesse o suficiente para comunicar minha descoberta. Nesse
istante eu pegquet uma libreta de anotagoes que ainda existe e fiz wm registro
naquela hora. Ndao pude resistir ao impulso - tao nao filésofo quanto possa
ser - de gravar com um canivete numa pedra da ponte Brougham, quando a

cruzamos, a formula fundamental dos simbolos i, j, k,

que contém a solucao do Problema.
Em 1956, uma placa (figura 1.1) exibindo a férmula foi erguida na ponte de Brougham,

hoje chamada de “Quaternion Bridge”, em Dublin, homenageando o feito de Hamilton.

Hamilton a partir dessa regra de multiplicagao construiu uma detalhada teoria de

um sistema algébrico ndo comutativo que constituiu o primeiro exemplo de anel' nao

!'Dado um conjunto S e duas operacoes bindrias, dizemos que a estrutura algébrica (S, +,-) forma
um anel se a operacao de adigdo (+) é comutativa, associativa, existindo um elemento neutro denotado
por 0 e um elemento inverso denotado por -x, para todo z € S, e se a operagao de multiplicagao (-) é

associativa, e distributiva em relacao a soma.
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comutativo com divisao. Convencido da importancia do resultado, Hamilton escreve para
seu amigo John T. Graves (1806 - 1870) um dia apds sua descoberta, no dia 17 de outubro
de 1843, comunicando-lhe seus resultados obtidos. Em dezembro do mesmo ano Graves
obteve uma algebra 8-dimensional, os octonios. Em julho de 1844 Hamilton observa que
a propriedade associativa valia claramente para os quatérnios mas nao para os octonios,

notificando Graves desse fato:

“A.BC=AB.C, se A,B,C serem quatérnios, mas nao octonios”

r}-IL-!.-'.-.'=1-|l.]|IJ

(Al 1 L H:.I'-. INTRIE

f
I ) = | i I
1 Loout it cinie Oof this by e

-

Figura 1.1: Placa erguida em homenagem a descoberta de Hamilton

Em dezembro Graves escreve a Hamilton dando maiores detalhes sobre sua descoberta,
mostrando que sua algebra 8-dimensional formavam uma &algebra de divisao normada, e
a usou para expressar que o produto de duas somas de oito quadrados perfeito é igual a
outra soma de oito quadrados perfeitos. Posteriormente no ano de 1845, Arthur Cayley
(1821-1895) redescobriu de forma independente os octonios e por essa razao os octonios

sao também chamados de Numeros de Cayley.

Os quatérnios passaram a ser uma ferramenta matematica importante para a fisica,
sendo usada, por exemplo, pelo fisico James Clerk Maxwell (1831-1879) que buscou aplicar
esta matematica em seu trabalho. Durante a década de 70 do século XIX, Josiah Willard
Gibss (1839-1903) introduz a andlise vetorial e Oliver Heaviside (1850-1925) desenvolve o
calculo vetorial promovendo sua aplicacao fisica sendo muito bem aceito pela comunidade
cientifica. Isso fez com que os quatérnios perdessem sua forca na matematica e fisica.
Em 1905 a teoria de relatividade especial de Albert Einstein (1879-1955) mostrou-se uma

2

aplicagao natural dos biquaternios,ou quatérnios complexificados, introduzida previa-

20s biquatérnios sao numeros da forma w-+xi+yj+zk onde w, X, y e z sdo nlimeros complexos e 0s

elementos de {i,i,j,k} sdo multiplicados como nos quatérnios.



mente por William Kingdon Clifford (1845 - 1879). Posteriormente esse formalismo foi
revisado, expandido e usado por Eugene Paul Wigner (1902-1995) , Felix Christian Klein

(1849-1925), entre outros. Embora discretamente os quatérnios estavam reaparecendo.

O presente trabalho busca uma extensao para quatérnios de fatos relativos a Anélise
Complexa. No capitulo 2 apoiando-se nas referéncias [11],[18], [19], [20] e [28] ¢ intro-
duzida a Andlise Complexa e no capitulo 3 de acordo com [§8], [10], [12], [22] e [26] é
introduzida a matematica basica dos quatérnios, ambos capitulos necessarias para o de-
senvolvimento e entendimento do trabalho onde é feito um estudo da regularidade de
fungoes de uma variavel quaternionica e da hiperperiodicidade das fungoes exponencial e
logaritmica quaternionica. Para finalizar sao abordados no capitulo 5 aspectos relativos
a integrabilidade e difereciabilidade de fungoes de uma varidvel quaternionica [3] e desen-
volvida a férmula integral de Cauchy para quatérnios generalizando a versao da Anélise

Complexa.



Capitulo 2

Analise Complexa

Neste capitulo sera feita uma breve revisao sobre alguns topicos de analise complexa,
apresentando suas principais defini¢oes e resultados, com destaque para a féormula da in-
tegral de Cauchy. Os resultados, aqui ndo demonstradas, podem ser encontrados em [11],

por exemplo.

O conjunto dos nimeros complexos é denotado por C [28] e definido como segue
C ={(a,b);a,b € R}, onde (a,b) = (V)<= a=d eb=10, (2.1)

denominando-se, respectivamente, os nimeros reais a e b de parte real (Re(z)) e parte
imagindria (Im(z)) do nimero complexo z, e sendo as operagoes de adi¢ao e multiplicagao

definidas, respectivamente, por:
(a,0) + (a',0) = (a+d, b+ V) (2.2)

(a,b).(a’',b") = (aa" — bb', ab’ + ba’) (2.3)

Verifica-se facilmente que, com estas definicoes, C satisfaz todos os axiomas de um
corpo [28], ou seja: C satisfaz as propriedades associativa, comutativa e distributiva para
a adi¢ao e multiplicagao, sendo os niimeros complexos (0,0) e (1,0), os respectivos elemento
neutro (adigao) e unidade (multiplicacao), existindo ainda o inverso aditivo e multiplica-
tivo para cada elemento nao nulo em C.

Escreve-se “a” para o nimero complexo (a,0). A aplicagdo a — (a,0) define um

isomorfismo! de R em C, tal que pode-se considerar R como um subconjunto de C.

1'Um isomorfismo entre dois espacos A e B é uma bijecao f : A — B que preserva alguma propriedade

dos espagos. Por exemplo, a aplicagao f : A — B, onde (A,+,%) e (B, @, Q) sao corpos, é um isomorfismo
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Tomando-se i = (0,1), de modo que pela equacao (2.3) i = (0,1)(0,1) = —1, entao o

nimero complexo z=(a,b) pode ser representado na forma
z = (a,b) = (a,0) + (0,1).(b,0) = a + b, (2.4)
onde i é a chamada unidade imaginaria.

Defini¢ao 2.0.1. (conjugado complexo) - O conjugado Z de um nimero complexo

z=(a,b)=a+ib é o nimero zZ = (a, —b) = a — ib.

Definicao 2.0.2. (mddulo) - O mddulo ou valor absoluto |z| de um nimero complexo

z=(a,b)=a+ib € o nimero real |z| = va® + b.

As operacoes algébricas definidas no conjunto dos niimeros complexos podem ser enun-

ciadas utilizando-se a representagao (2.4), da seguinte forma:

e (atib)+(c+id) = (a+c)+(b+d)i (adigdo);

e (a+ib).(c+id) = (ac-bd)+(ad+bc)i (multiplicagdo);

o 55 = (5) + (55)i (divisdo)

AY
el x+yl
- ™,
4 |Z| \\..
/ A
\
| 5] |
I| |I b
\ ! X
p '
g

Figura 2.1: Plano complexo.

se:
1. f é uma bijegao;
2. f:(A4,4) = (B,@) é um isomorfismo de grupos;
3. f:(A—A{0},%) = (B —{0},Q) é um isomorfismo de grupos.

Os espacos A e B dizem-se assim isomorfos, e escreve-se A ~ B.
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Geometricamente pode-se associar ao par (z,y), que representa um nimero complexo
z, as coordenadas cartesianas retangulares de um ponto no plano zy ou o vetor Oz de
componentes x e y e origem 0. Quando o plano xy ¢é utilizado para representar geometri-
camente os nimeros complexos z, ele é chamado de plano complexo ou plano-z (Figura
2.1).

2.1 Topologia do plano complexo

Buscando melhor fundamentar a teoria de funcoes de uma variavel complexa serao necesséarios
alguns conceitos topoldgicos da analise complexa que serao apresentadas nesta secao. Tais

conceitos serao apoiados nas referéncias [20] e [11].

Definigao 2.1.1. (vizinhancga) - Uma vizinhanca de um ponto zy € o conjunto de todos

0s pontos para 0S quais

|z — 20| <, (2.5)
onde € ¢ alguma constante positiva.

Definicao 2.1.2. (ponto interior) - Um ponto interior de um conjunto S é um ponto

de S tal que alguma vizinhanca desse ponto contém somente pontos de S.

Definicao 2.1.3. (conjunto aberto) - Dizemos que um conjunto S é aberto se todos

seus pontos sao interiores.

Exemplo 2.1.1. O anel S ={z| 1<|z|< 2} é um conjunto aberto.

Figura 2.2: S={z| 1 <]z |<2}.

Teorema 2.1.1.
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i) a unido de uma familia? qualquer de conjuntos abertos é também um conjunto aberto;

ii) a intersec¢ao de um nimero finito de conjuntos abertos é um conjunto aberto.

Definigao 2.1.4. (conjunto fechado) - Um conjunto S é chamado de fechado se seu

complementar S8’ (onde 8" = {z|z ¢ S}) € aberto.
Teorema 2.1.2.
i) a uniao de um numero finito de conjuntos fechados é um conjunto fechado;

ii) a intersec¢do de uma familia qualquer de conjuntos fechados é também um conjunto
fechado.

Defini¢ao 2.1.5. (ponto de acumulagdo) - Um ponto zy é chamado ponto de acu-

mulag¢ao de um conjunto S, se toda vizinhanga V.(zo) contém pontos desse conjunto.

Definigao 2.1.6. (fecho) - A uniao de um conjunto S com os seus pontos de acumulagdo

¢ denominado de fecho de S, sendo denotada por S.

Definigao 2.1.7. (conjunto conexo) - Um conjunto S € chamado de conexo se ndo
existe conjuntos Hy e Hy (Hy # 0) e (Hy # () abertos em S, tais que:
i) HHNHy =0 ;
iil) HUH, =S .
Equivalentemente pode-se dizer que um conjunto aberto é conexo, se quaisquer dois

pontos deste conjunto puderem ser ligados por uma poligonal totalmente contida dentro

do conjunto.
Exemplo 2.1.2. O conjunto C de todos niumeros complexos é conezxo.

Defini¢ao 2.1.8. (dominio) - Chama-se dominio (ou regiao) a todo conjunto aberto e

conexo do plano complexo.

Definicao 2.1.9. (conjunto limitado) - Um conjunto S é limitado se existe um nimero
k estritamente positivo, tal que |z| seja menor ou igual a k para todo z € S. Em outras

palavras, S diz-se limitado se estd contido em um circulo de centro na origem e raio finito

k.

Defini¢ao 2.1.10. (conjunto compacto) - Um conjunto é denominado compacto se é

limitado e fechado.

2Designa-se por familia de conjuntos de X todo o subconjunto F de P(X).
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2.2 Funcao de uma variavel complexa

Tomando €2 como sendo um subconjunto do conjunto dos nimeros complexos C, uma
fungao complexa [11] f: Q — C é uma aplicagdo que faz corresponder a cada z €  um
nimero complexo w = f(z). O conjunto 2, no qual f esta definida, recebe o nome de
dominio de defini¢ao de fe o conjunto dos w = f(z) correspondentes a todos os z em {2 é

chamado de imagem de €2 pela funcao f.

Como w é complexa, pode-se escrevé-la da seguinte forma:
w= f(z) =u+1iv, (2.6)

em que u = u(z) e v = v(z) sdo denominadas de parte real e parte imaginaria de f,

respectivamente.

2.3 Limite, continuidade e derivada em C

Assim como as funcoes reais, para fungoes complexas também é possivel definir limite e

continuidade [11].

Defini¢ao 2.3.1. (limite em C) - Seja zo € C fizado e f(z) uma fun¢ao complexa
definida pelo menos em B,(20) \ {20} para algum r > 0. Dizemos que o limite de f(z),

quando z se aprorima de zy, € L€ C e denotamos

lim f(z) =L (2.7)

z—20

se para € > 0 dado, € possivel determinar § = 0(¢,z9) > 0 tal que, se

0<|z—z20|<d=]|f(z)—L|<e z€Bs(z)\{20}, [f(z2)€ BL). (2.8)

Defini¢ao 2.3.2. (continuidade em C) - Dizemos que a fun¢ao f(z) é continua em z

se f(z) € definida também em z e

lim f(2) = f(z0). (2.9)

z—20

Teorema 2.3.1. - Seja f(z) = u+iv uma fung¢ao com dominio Q e seja L=U+1iV. Entdo

lim f(z) =L, (2.10)

zZ—20
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se, e somente se,

lim u(z,y) =U e limv(z,y)=V. (2.11)

z—20 z—20

Corolario 2.3.1. - Uma funcao f(z) = u(z,y) + iv(x,y), é continua num ponto zy =

To+1iyo Sse, e somente se, suas partes real e imagindria u e v forem continuas nesse ponto.

Observacgao 2.3.1. A fun¢ao de uma varidvel complexa f(z) pode ser denotado simples-

mente por f.

2.4 Funcoes Analiticas

Faz-se importante agora definir uma derivada de uma funcao complexa [18] e [11] que trard

consequéncias importantes com as equagoes de Cauchy-Riemann vistas posteriormente.

Definig¢ao 2.4.1. (derivada complexa) - Uma funcdo f definida em um dominio (con-

Junto aberto e conexo) Q diz-se que € diferencidvel ou que possui uma derivada com-
plexa no ponto zy € (1, se existe o sequinte limite:
z)— f(=

lim ) =/ Go) (2.12)

2—20 zZ— 2

Tal limite, caso exista, denota-se por f'(zy) e € denominado de derivada (compleza)

de f no ponto zy.

Observemos que este limite deve ser sempre o mesmo nimero complexo f’(zp) inde-

pendentemente do caminho que a variavel z aproxima-se de zj.

Teorema 2.4.1. - Se uma funcao compleza f € derivdvel num ponto zo, entdo f € continua

nesse ponto.

Definicao 2.4.2. (func¢ao analitica) - Dada uma funcao f definida em um dominio

complexo €, diz-se que:

i) f € analitica em zy € Q) se, e somente se, f é diferencidvel em cada ponto z de uma

vizinhang¢a V' C §2 do ponto zy;
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ii) f € analitica em um dominio Q) se, e somente se, f € analitica em cada ponto zy € ).

Teorema 2.4.2. (equagoes de Cauchy-Riemann) - Se uma fun¢ao f(z)=u(z,y)+iv(z,y)

€ analitica em um dominio §2, entdo

ou Ov Jv .Ou

)= —+it—=— —i— 2.13
File) = o +ig T (2.13)
tal que wu,v satisfazem o sistema de equagoes diferenciais parcial de 1% ordem
0 0 0 0
u Qv u v (2.14)

ox oy oy o

As relagoes (2.14), podem também gerar a equagao de Laplace da seguinte forma

Pu I . Pu v
0xdy  Oy? oxdy 0z
isto é
#o o
ox2  oy2
O mesmo vale para u, ou seja,
Pv _ Pu . Pv  Pu
0xdy  Ox? oxdy Oy’
isto é
Ou &Py _
0x?  Oy? '

Reciprocamente, se u e v estao em C!(Q), ou seja se elas forem de 3classe C!, e ambas

satisfazem estas equacgoes diferenciais, para todo z € €, entao f = u+1v é analitica em 2.

As equagoes em 2.14 sdo conhecidas como equagoes (ou relagoes) de Cauchy-Riemann.

2.5 Integracao complexa

Antes de mostrar algumas propriedades de integragao em C [11] e [28], com destaque para
a formula integral de Cauchy, faremos uma rapida revisao sobre algumas classes de curvas

adequadas para o estudo das integrais curvilineas no plano complexo.

3f ¢ continuamente derivdvel ou de classe C! se f for derivdvel e, além disso, a sua derivada for

continua.
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Defini¢ao 2.5.1. (curva) - Uma curva no plano complexo é uma fungdo continua vy :
la,b] — C, isto €, as funcoes de uma varidvel real R, T, : [a,b] — R sdo continuas.
Dizemos que a curva é simples se a <t < s < b implicar em y(t) # v(s), a menos que

t=a e s=b. Dizemos que a curva € fechada se vy(a) = ~y(b).

Exemplo 2.5.1. - v(t) = cos(t)+isin(t), t € [0,27] representa o circulo unitdrio centrado

na origem. FEsta curva é simples e fechada.

Exemplo 2.5.2. - A cardidide vy = (% COS(Q))ew, 0 <6 <2m, éexemplo de uma curva

fechada que nao € simples.

Figura 2.3: Cardidide.

Exemplo 2.5.3. - y(t) = 20 + (21 — 20)t, 0 < t < 1 representa o segmento no plano
complexo cujas extremidades sao zy e z,. Note que esta curva € simples mas nao é

fechada.

Definicao 2.5.2. (curva suave) - Considere uma curva y(t) = z(t) + iy(t), z(t), y(t)
€R, a<t<b Dizemos que v € suave se as fun¢oes de valores reais x,y : [a,b] — R
possuem derivada continua. O vetor +'(t) = 2/(t) + i/ (t) é chamado de vetor velocidade
ou tangente a curva vy em (t). Se ' (t) # 0 para todo a <t < b, dizemos que vy € uma

curva reqular.

Exemplo 2.5.4. - Todas as curvas dos exemplos anteriores sao exemplos de curvas suaves

e requlares. Vejamos mais especificamente o exemplo 2.5.2. Neste caso temos

v'(0) = —(sin 6)e® + z(% +cosf)e” = ew( —sinf + z(% + cos 9))
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Figura 2.4: v(t) = t3 +it?, =1 < ¢ < 1 (exemplo 2.5.5).

Como € # 0, vemos que v'(0) = 0 se e somente se —sinf + z(% + cos 9) =0, ou seja,

sinff =0 ecos = —%, o que é impossivel. Logo, 7'(0) # 0 para todo 6 € [0, 27].

27

Exemplo 2.5.5. Considere a curva, (figura 2.4), v(t) = t3+it?, —1 <t < 1. Esta curva

¢ suave, mas como 7' (0) = 0, nao € regular.

Definigao 2.5.3. (traco) - O trago de uma curva vy : [a,b] — C € a imagem desta curva.

Considere duas curvas v, : [a,b] — C e 7y : [¢,d] — C tais que v1(b) = y2(c).

Definimos v : [a,b + d — ¢] — C por

(2.15)

7 (t), se a <t<b;
V(1) =
Yat+c—0b), sea<t<b+d-—c.

Note que a condigao v;1(b) = v2(c) assegura a continuidade de v. No entanto, mesmo
que 7, € ¥ sejam suaves, podemos ter que nao exista derivada de v em t=b. Observe que

o trago de v ¢é a reuniao de tragos de v, e 7».

Definicao 2.5.4. (justaposi¢cao) - A curva vy dada por 2.15 € chamada de justaposi¢ao

das curvas vy, e ys.

Defini¢ao 2.5.5. (caminho) - Sejam ~; : [aj,bj] — C, j=1,2,...,n, curvas suaves tais
que y1(b1) = va(as), v2(b2) = v3(as), .-, Yn—1(bn_1) = m(a,). A justaposi¢ao das curvas

Y1572, ---s Yn € chamada de caminho.

Observacgao 2.5.1. - As definicoes de caminhos fechado e simples sao andlogos as definicoes

usadas para curvas.
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Figura 2.5: v1(t) = ¢, 0 <t <1, 9(t) =1+it, 0 <t < 1.

Defini¢ao 2.5.6. (contorno) - Um contorno é um caminho fechado e simples.

Exemplo 2.5.6. A justaposi¢ao das curvas y1(t) =t,0 <t <1, y(t) =1+, 0 <t <1,
v3(t) = 1—t+i(1—1), 0 <t <1 (figura 2.5), € o caminho cujo trago representa o triangulo

de vértices 0,1, 1 +1. Este caminho é exemplo de um contorno.

Teorema 2.5.1. - Todo contorno v divide o plano em duas regioes conexas disjuntas X

e Xo com as sequintes propriedades:
1. 0X1 = 0Xs =traco de y
2. X, € imitada
3. Xy € ilimitada
A regiao X, € chamada de interior da curva 7.

Definicao 2.5.7. - Seja g : [a,b] — C uma curva (continua) com u(t) = Rg(t) e v(t) =
Jg(t). A integral de g sobre [a,b] € definida por

/abg(t)dt = /ab u(t)dt + i /abv(t)dt (2.16)

Observagao 2.5.2. - R [* g(t)dt = [*Rg(t)dt e T [* g(t)dt = [ Tg(t)dt.

Proposicao 2.5.1. - Se f,g: [a,b] — C sdo continuas e o € C entao:
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L) +g))dt = [P f(t)dt + [° g(t)dt;
2. [laf(ydt=a [} f(t)dt;
L[ pyde < [ () Il de |-

Defini¢ao 2.5.8. - Seja v : [a,b] — Q C C uma curva suave e f : Q — C uma fun¢ao

continua. A integral de linha de f sobre a curva v € definida por

b
/}mwszwwwww (2.17)

Se colocarmos u =Rf, v=Tf, v =Ry e y = Ty entao

Lf(z)dz = L(udx —vdy) +1 /(vda: + udy) (2.18)

Y

Proposicao 2.5.2. - Sejam fi,fo : @ € C — C fungoes complexas continuas e

v i [a,b] — C uma curva suave entao:

/W[Oélfl(z) + ag fo(z)]dz = al//fl(z) + Oég[/fg(Z)dZ, onde oy, € C. (2.19)

Definig¢ao 2.5.9. - Se v : [a,b] — C é um caminho formado pela justaposicao das curvas

SUAVES Y1, Y2y s Vn € S€ [ 1 Q — C € continua, definimos

/f(z)dz = Z f(z)dz (2.20)

Observacao 2.5.3. - A propriedade enunciada na proposicdo 2.5.2 continua vdlida para

caminhos.

Defini¢ao 2.5.10. - Se v : [a,b] — C é uma curva suave, definimos o comprimento de vy
por
b
1) = [ 12/0) | de (2.21)
Se v € um caminho obtido pela justaposicao das curvas Suaves Yi,Ya, ---, Yn, definimos o

seu comprimento por

) = - 1) (222)
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Definicao 2.5.11. - Seja D um aberto conexo. Dizemos que D é simplesmente conezxo se

o interior de qualquer contorno contido em D, estd contido em D.

Observacao 2.5.4. - Grosso modo, um conjunto simplesmente conero nao apresenta

buracos.

Exemplo 2.5.7. - Todos os trés conjuntos sao abertos e conexos. No entanto, somente
Dy é simplesmente conexo. Observe que embora o contorno v1(t) = 2¢* esteja contido em

Dy, o seu interior, {z € C;| z |< 2} nao estd. O mesmo acontece em D3 com o contorno
P(t) = e
Exemplo 2.5.8. - O plano complexo é simplesmente conezo.

Teorema 2.5.2. - (teorema de Cauchy-Goursat) - Seja D um conjunto simplesmente

conexo. Se f é analitica em D entao para qualquer contorno 7y contido em D temos

/f(Z)dz =0. (2.23)

Definigao 2.5.12. (independéncia do caminho) - Seja f : Q C C — C uma funscdo
continua. Dizemos que a integral de f independe do caminho se para quaisquer dois cam-

inhos vy e 7y : [a,b] — Q tais que v1(a) = Yo(a) € y1(b) = 72(b) tem-se

F(2)dz = / F(2)d. (2.24)

Teorema 2.5.3. - Seja [ : Q C C — C uma fungdo continua. Sao equivalentes:
i) f7 f(2)dz = 0 para qualquer caminho fechado contido em €,

ii) A integral de findependente do caminho.

Teorema 2.5.4. - Seja 2 um conjunto simplesmente conexo. Se f : Q — C ¢é analitica

entdo a integral de f independe do caminho.
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Defini¢ao 2.5.13. (primitiva) - Seja f : Q — C. Dizemos que F' : Q — C € uma
primitiva de f se F'(z) = f(z) para todo z € S).

Teorema 2.5.5. - Se Q € um conjunto simplesmente conexo e f é uma func¢do analitica

em () entao, firado zy € €2, a func¢ao

F(z) = /Z f(o)ds, z€Q (2.25)

¢ uma primitiva de f.

Corolario 2.5.1. - Seja Q um conjunto simplesmente conexo e f : Q — C uma funcao

analitica. Entao, fivado zy € Q0 a fun¢ao F : Q2 — C dada por

Fu%:ff@ﬁ,zeQ (2.26)

€ analitica.

Proposicao 2.5.3. - Sejam Q um conjunto simplesmente conexo e f : Q& — C uma

fungdo analitica. Se F' é uma primitiva de f e 7y : [a,b] — Q é um caminho entdo
/ﬂd@th@ﬁ—Fﬁm» (2.27)
v

Veja agora como pode-se proceder com a integragao sobre um contorno 7y, no caso em

que a funcao a ser integrada nao é necessariamente analitica em todo interior de 7.

Considere um contorno v e n contornos, 7, %z, ..., v, satisfazendo as seguintes pro-

priedades:

i) cada v, esta contido no interior de 7;

ii) se ji # jo entdo 7;, estd contido no exterior de ;,.

Seja R a regiao obtida do interior de 7y eliminando-se cada v; bem como o seu interior.

Note que a fronteira de R ¢é a reuniao dos contornos v, vy, ..., Yn-
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Se f é uma funcao analitica definida em um aberto contendo R e se v, V1, Y2, ..., Vn S80

percorrido no sentido anti-horario entao

[yf(z)dz:/m f(z)dz+...+[ynf(z)dz (2.28)

Teorema 2.5.6. (férmula integral de Cauchy) - Seja Q um dominio simplesmente

conexo e f(z) uma fungdo analitica em §). Entdo

f(z0) = QLm fo—ziodz, z €} (2.29)

onde v € um contorno fechado simples em €2 e zg um ponto qualquer no interior de 7.

Prova do teorema 2.5.6: Seja vy um circulo em torno de 2y, |z — 29| = 7o, onde rq é
suficientemente pequeno para que 7 esteja contido no interior de «y (figura 2.6). Como a
funcio £Z ¢ analitica em Q\ {2}, segue de 2.28 que

z—20

ﬁdz — ﬁdz. (2.30)

7Z—ZQ ’YOZ_ZO

Agora

/ O (2) dz:/ {f(zo)Jrf(Z)—f(ZO) ds —

Z— 2 v &~ 20 Z =20
:f(zo)/ Z_IZOder/ %ﬁ%)d,& (2.31)
Y
~

@Tﬂ

Figura 2.6:

Temos que z — 2y = 19e" e dz = r¢ie??df com 0 < 6 < 2.
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Portanto

1 2T 1 ) 27 o
/ dz = / —roe’’df) = / idf = 0|, = 2mi. (2.32)
Yo Z— 20 0 roez 0

Como f é continua no ponto zy, para todo € dado, existe um § > 0, tal que | z—zy |[< §

implica em | f(2) — f(20) |< €= 52

Portanto, tomando rq como sendo igual a ¢ temos

[ =Sy < f

€ € 27 ) € 27 ) € 27
<‘/—|dz|:—/ |r0iewd«9|:—/ T0|i||ew|d«9:—r0/ o =
7 T0 To Jo To Jo T'o 0

= 6(0‘(2:) = 27e = 27?26—; =€y =

:‘/Hﬂ@:fkdw

f(z) — f(%)

zZ — Z

< € (233)

O valor absoluto da tltima integral na equagao (2.31) pode ser tornado arbitrariamente
pequeno, tomando-se r( suficientemente pequeno. Mas as duas outras integrais na equagao
sdo independentes de ry em virtude da férmula (2.5), e assim a ultima também deve ser
independente de ry. Logo seu valor deve ser igual a zero. A equacao (2.31), entao reduz-se

a formula abaixo, e o teorema esta demonstrado, ou seja,

(2) dz = 2mif(z). (2.34)

,YZ—ZO

O



Capitulo 3

Matematica basica dos quatérnios

Neste capitulo sera introduzida a notagao usada para quatérnios e sera estabelecida a
matematica quaternionica, [8] e [12], introduzindo adigao, multiplicagao, subtrac¢ao, mul-
tiplicacao com um escalar, norma, e outras mais. Serao destacadas também algumas
propriedades algébricas relacionadas ao conjunto dos quatérnios, destacando os conjuntos
dos quatérnios unitarios que sao importantes para a definicao das funcoes logaritmica e
exponencial dadas neste capitulo e de grande importancia na rotagao de vetores no espaco

3D.

3.1 Notacao

Definicao 3.1.1. - O conjunto dos quatérnios é denotado por H.

Os quatérnios consistem de uma parte escalar s € R e uma parte vetorial v = (z,y, 2) €

R3. Nés usaremos as seguintes formas:

Definicao 3.1.2. - Seja i? = j2 = k> = ijk = —1,ij = k e ji = —k. Entdo q € H pode

ser escrito:

q = s+ir+jy+kz
= s+U

= [87 (;C’ y? z)]
onde 8,x,y,z € Re v = (v,y,2) € R

Observacao 3.1.1. - As sequintes identificacoes devem ser feitas:
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(1,0,0,0) < 1;

(0,1,0,0) < i;

(0,0,1,0) < j;

(0,0,0,1) < k,

No6s identificaremos o conjunto dos quatérnios {(s,0,0,0)|s € R} com R e o conjunto

{00, (z,y,2)]| (2,9, 2) € R’} com R®.
Definigao 3.1.3. - Sejam q, ¢'€ H onde ¢ = [s, (z,y,2)] e ¢ = [¢, (2, ', 2")]. O operador
adi¢ao, +, € definido

G+ =[5, @y, 2] + 5 @y )] = (s + izt jy + ka) + (5 +ia’ 4 jy + k). (3.)

Proposicao 3.1.1. (Adi¢cdo quaterniénica) - Sejam q,q € H, onde ¢ = [s, (x,y,2)] e
¢ =1[s,(2",y,2")]. Entdoq+q =[s+5 (z,y,2)+ (2,9, )]
Prova da proposicao 3.1.1:

/

a+q = [s(z,y,2)]+ [ (2", y, )
= (s+iz+jy+kz)+ (s +ix' +jy + k)
= (s+s)+ilz+2)+ily+y)+k(z+2)

= [s+5,(v.y,2) + (@9, )]

O

/

Defini¢ao 3.1.4. - Sejam q,q’ €H, onde q = [s,(x,y,2)] e ¢ = [¢, (2, ¢, 2')]. A multi-
plicacao € definida

qq =[5, (z, 9, 2)I[s', (&, ¢, &) = (s +iw + jy + k2)(s' + i’ + jy' + k2'). (3:2)

Proposicao 3.1.2. (Multiplicacdo quaterniénica) - Sejam q, ¢’ € H, onde q=/s,(z,y,2)]
e q’=[s’,(z’y’,2")]. Entaoqq = [ss'—(x,y,z)- (2", ¢, ), (x,y,z)x (2, ¢, 2 )+s(a, v/, 2")+
s'(z,y,2)], onde - e x denotam o produto escalar e o produto vetorial no R?, respectiva-
mente.

Prova da proposicao 3.1.2:

Da definicao 3.1.2 a sequinte identidade pode ser obtida da regra: jk=i, kj=-i, ik=-j e

ki=j. Fssas identidades sao usadas em:

qq/ - [S’ (ZL‘, Ys 2)] [8,7 (xla ylv Zl)]
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= ss' —(za',yy, 22" ) +i(sa' + v +y2 — 2y ) +j(sy+sy' + 20" —x2 )+ k(s2' + 8" 2+ xy —ya')
=[ss' — (z,y,2) - (2,9, 2), (z,y,2) x (&', ¢, 2) +s(2', 9/, 2') + ' (x,y, 2)]. (3.3)

O

Corolario 3.1.1. (para proposi¢do 3.1.2 ): Multiplicagdo quaternionica geralmente
nao € comutativa.

Prova do coroldrio 3.1.1: Nos damos um contra exemplo: ij=k, porém ji=-k.

Escreve-se as seguintes propriedades da multiplicacao quaternionica:
Proposicao 3.1.3. - Seja p, q, ¢’ € H e r € R. Entao:
e (pq)d = p(qq) (multiplica¢ao quaternionica é associativa)

e p(q+q) =pqg+pqd (multiplicagio quaternionica € distributiva através da adigdo)
(¢+d)p=ap+dp

Multiplicar quatérnios por um escalar é mais facilmente introduzida identificando r €

R com o quatérnio [r,(0.0.0)]:
Definicao 3.1.5. - Seja g € H e r € R. A multiplicacao por um escalar é definida

rq = [r,(0,0,0)]q. (3.4)
Proposicao 3.1.4. (Multiplicagd@o com um escalar) - Seja g€ H, onde q=[s,(x,y,z)]

e seja r € R. Entdo rq=qr=[r,(0,0,0)][s,(x,y,z)]=[rs,r(z,y,2)].

Note que a proposicao 3.1.4 mostra que a multiplicagdo com um escalar é comutativa.
~ q - 1
A notagao = é usada significando —¢, onde ¢ € He r € R — {0}.
r r

Agora é possivel introduzir subtracao na maneira usual.

Definicao 3.1.6. - Dados q,q’ € H, a subtracao é definida

q—q =q+(=1)¢ (3.5)
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Dai segue a seguinte proposicao:
Proposicao 3.1.5. (Subtracdo quaternidnica) - Seja q,q" € H, onde q=/s,(x,y,2)] e
q¢’=q=[s’,(x’,y’,2’)]. Entdo
q— q/ =q+ (_1)(]/ = [S - 8/7 (l’, Y, Z) - (xlvy/v Z/)] (36)

Correspondente para a definicao de conjugado de um niimero complexo, nés definimos

o conjugado de um quatérnio:

Definicao 3.1.7. - Seja q € H. Entao q é chamado de conjugado de q e é definido por
(j = [57 (33', Y, Z)] = [37 —<.T, Y, Z)]

A definicao da origem a seguinte propriedade:

Proposicao 3.1.6. - Seja p,q € H. Entao:

i)

il

=4q

i) (pg) = aqp

i) p+g=p+q
iv) q7=qq

Definicao 3.1.8. - Seja p € H e seja o mapeamento ||.|| : H ~ R definido por ||q|| = v/qq.

FEste mapeamento é chamado norma e ||q|| é a norma de q.

Esse mapemanto é uma norma no senso usual, isto é mostrado no coroldrio para
proposicao 3.1.7. Esse mapeamento norma tem um nimero de interessantes propriedades

que sao resumidas em:

Proposicao 3.1.7. Seja q,q¢’ € H e seja ||.|| : H ~ R dado como na definicio 3.1.8. As

sequintes equacoes sao vdlidas:

gl = V24 (2,y,2).(2,y,2) = /82 + a2 +y2 + 22 (3.7)
lall = lall (3.8)
lad'll = llalllld]l (3.9)

Prova da proposicao 3.1.7:

As equacgoes 3.7 e 3.8 podem ser vistas diretamente. A equacdo 3.9 seque de:

lod'll = \/aq'(ad) = Vagda = Valld P = VadllgII? = VlalPlal? = lallldll - (3.10)
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O

Da equacao 3.7 na proposicao 3.1.7 segue que a norma de um quatérnio ¢ pode ser
escrito como é usualmente obtido do produto interno (se ¢ € H é identificado com o vetor

correspondente em R*). Esta propriedade é formalizada por:

/

Defini¢ao 3.1.9. - Sejam q,¢' € H, q = [s, (z,y,2)] e ¢ = [¢,(«',y,2')]. O produto
interno € definido como

o HxHAR (3.11)

onde

qgeq =ss +uv.v =ss +xx' +yy + 22 (3.12)
Note que a definicao produz g e ¢ = s? + 22 + y? + 2%, que d4 origem a:

Corolario 3.1.2. (para proposi¢do 3.1.7) - A norma de um quatérnio q pode ser

obtida por ||q|| = /qge q. Além disso, ||.| € uma norma no senso matemdtico usual.

Proposicao 3.1.8. - Seja q,q' € H. Defina q,q como os vetores quadrimensionais cor-

respondentes e seja o o angulo entre eles. Entao q e ¢ = ||q||||¢'|| cos a.

3.2 As propriedades algébricas dos quatérnios

Nesta segao serd mostrado que o conjunto dos quatérnios H\ {0, (0,0,0)} é um grupo nao
abeliano sob a multiplicacao dos quatérnios. No final da secao sao apresentadas outras

propriedades algébricas dos quatérnios.
0
Definicao 3.2.1. - O conjunto dos quatérnios H \ {0, (0,0,0)} é escrito como H.

Definicao 3.2.2. - Seja G um conjunto com um operador ® : G x G ~ G definido por

(a,b) — a.b=ab. G é um grupo se
i) a(bc)=(ab)c para todo a,b,ce G (O operador é associativo);
ii) Ezatamente em I€ G existe de maneira que la=al=a (I € o elemento neutro);

iii) Para todo a€ G existe um elemento a=' € G, de maneira que aa™' =ata=1. (a7

¢ o elemento inverso de a ).
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Se ab=Dba para todo a,b € GG, G é chamado de um grupo abeliano ou grupo comutativo.

0
A existéncia de um elemento neutro e de elementos inverso em H sob a multiplicacao

quaternionica sao verificados nos dois seguintes lemas.

0
Lema 3.2.1. - O elemento I=[1,(0,0,0)]€ H € o inico elemento neutro sob a multiplica¢ao
quaternionica.

Prova do lema 3.2.1: Seja q € H dado. A proposicao 3.1.2 dd

gl = Iq=[1s,1(z,y,2)] = [s, (x,9,2)] = ¢

Assim I € um elemento neutro. I € também o unico elemento neutro que satisfaz as
exigéncias. Para ver isto, assumimos que J também satifaca as exigéncias. Entao IJ = 1,
porque J € um elemento neutro. Além disso, IJ = J, visto que I € um elemento neutro.

0
Isto nos dd que I = 1J = J, entao I = J € o unico elemento neutro em H.
O

0
Lema 3.2.2. - Seja ¢ €H. Entdo existe ¢~' € H de maneira que qq~' = ¢ tq = 1. Além

disso ¢~* € unico e dado por:
-1 q

¢ =i
lqf?

(3.13)

Prova do lema 3.2.2:
0
Seja q €H dado

Unicidade

Seja ambos py, pa € H inversos para q. A igualdade de p; e py seque de

p1 = pil = pi(gp2) = (P1g)p2 = Ip2 = po

Existéncia

¢ _ aq _lal?
gl lall* llal?
q aq a7 _ all* _

gl llall® gl llall?
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0
Portanto todo quatérnio em ¢ € H tem um inverso.

O

1

Escreve-se 2 para pg—'. Note que isto geralmente ¢ diferente de ¢~'p visto que a

multiplicagao quaternionica nao é comutativa.

Pode-se agora enunciar o seguinte:

Proposicao 3.2.1. - O conjunto H € um grupo nao abeliano sob multiplicacao dos
quatérnios.

Prova da proposicao 3.2.1:

Note que o conjunto dos quatérnios é fechado sob a multiplicacao. Isto seque direta-
mente da definicao de Hamilton. O primeiro requisito da definicao de um grupo seque da
proposicao 3.1.53. O sequndo e o terceiro requisito seque dos lemas 3.2.1 e 3.2.2. O grupo

nao € Abeliano, visto que a multiplicacdo quaternionica nao € comutativa.

Outras propriedades algébricas

O conjunto dos quatérnios satisfaz algumas outras propriedades que sao dignas de serem

mencionadas. Estas sao apresentadas sem muitas dificuldades:
i) O conjunto dos quatérnios é um grupo abeliano (H,+) sobre adi¢do quaternionica;

ii) O conjunto dos quatérnios é um anel ndo abeliano (H,+,.), onde + e . sdo a adigao e

a multiplicacao dos quatérnios, respectivamente.

3.3 Quatérnios unitarios

Esta secao introduz um subconjunto do grupo quaternionico - o conjunto dos quatérnios

unitérios.

Defini¢ao 3.3.1. - Seja ¢ € H. Se ||q|| = 1, entdo q é chamado de quatérnio unitdrio.

Usaremos H; para denotar o conjunto de quatérnios unitarios.

O conjunto dos quatérnios unitarios constituem uma esfera unitaria no espago quadri-
mensional. Serd visto posteriormente que o conjunto dos quatérnios unitarios representam

um papel importante em relagao a rotagoes gerais.
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Proposigao 3.3.1. - Seja g = [s, (x,y, 2)] € Hy. Entao existe (v/,y',2') € R? e €]—7, 7]
de maneira que q¢ = [cos @, (2., 2") sin 0]

Prova do proposi¢cao 3.3.1:

Se ¢ = [1,(0,0,0)] nos permite @ = 0 e (2',y', 2") pode ser escolhido livremente entre os
vetores unitdrios em R3.

Se q # [1,(0,0,0)] nos permite k = |(z,y,2)| e (z,y,7') = +(z,y,2). Entio (z,y,z) =
k(x',y',2") onde (2',y, 2') € um vetor unitdario em R®. Visto que q é um quatérnio unitdrio,

nos obtemos
L= |lqll’ = s* + (z,y,2).(x,y,2) = s° + K> (2", ¢/, 2').(2", ¢/, 2) = 6> + K2

A equacao s* + k* = 1 descreve um circulo no plano. Visto que um circulo é também
descrito por cos? 0 + sin? = 1, existe § €] — 7w, 7| de maneira que s = cosf) e k = sin¥.

Em geral nos obtemos o desejado:

q=1s,(z,y,2)] = [s, (2, y, 2" )k] = [cos O, (2,1, 2") sin 0]

Dois importantes resultados sao dados a seguir:
Proposicao 3.3.2. - Seja q, ¢ € H;. As sequintes duas equagoes sao vdlidas:
i) [laq'|l = 1;
ii) ¢7' =¢.
Prova da proposicao 3.3.2:

i) |lgd'l| = llqlllld']] = 1, visto que ||q|| = ||¢'|| = 1. Pela equagdo 3.9 na proposi¢io 3.1.7;

ii) ¢~ = o = q, visto que [|q]| = 1.

O

0
O conjunto dos quatérnios H; é obviamente um subconjunto de H, porém a definicao
0

3.3.2 e a proposicao 3.3.3 mostram que H; constitui um subgrupo de H.

Definicao 3.3.2. - Seja G um grupo e F' # 0 um subconjunto de G. F é um subgrupo de
G se
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i) Para todo a,b € F: ab € F (F é fechado);
ii) Para todoa € F: a™' € F.

Proposicao 3.3.3. - O conjunto H; dos quatérnios unitdirios € um subgrupo do grupo ﬁ].
Prova da proposicao 3.3.3:

Seja q,q' € Hy. A proposi¢ao 3.3.2 dd que ||qd'|| = 1, ou seja, q¢' € Hy, e assim o primeiro
requisito de subgrupo esta satisfeito. A equacao 3.8 ma proposicao 3.1.7 e a proposi¢ao

3.3.8 da que
lg™" I = llall = llqll = 1

e deste modo o sequndo requisito de subgrupo ¢! € Hj.

3.4 As funcoes exponencial e logaritmica

Definicao 3.4.1. - Seja q € H;, onde q = [cos0,sin0(z,y, z)| como na proposi¢cio 3.3.1.

A funcao logaritmica log € definida
logq=[0,0(z,y,2)] (3.14)

Note que log[1, (0,0,0)] = [0, (0,0,0)] como no caso real. Note também que log ¢ nao

é em geral um quatérnio unitario.

A fungao exponencial é introduzida por

Definigao 3.4.2. - Para um quatérnio da forma q = [0,0(x,y,2)], 0 € R, (z,y,2) € R3,

|(z,y,2)| =1, a fun¢ao exponencial € introduzida por
exp ¢ = [cosf,sinf(x,y, 2)] (3.15)

Note que as fungoes exponencial e logaritmica sao mutuamente inversas, e que a ex-

ponencial esta em Hj.
A verificacao desse fato é simples e é dada seguinte forma:

De acordo com a definicao da func¢ao logaritmica tem-se que

logg=[0,0(z,y,2)]=w ; ¢=cosb,sinb(z,y,z)] € H,



Capitulo 3. Matematica basica dos quatérnios 29

ou seja,
gl =1 =cos?0 + (2° + 9> + 2% sin? 0 = (2 + y* + 2°) = |(2,y, 2)| = 1

Observando que w = [0, 0(x, y, z)] tal que |(x,y, z)| = 1 e usando a defini¢do da funcao

exponencial tem-se que
expw = expl0, 0(z,y, 2)] = [cos O, sinb(x,y, 2)] = g,

ou seja, as fungoes exponencial e logaritmica sao fungoes inversas uma da outra.

Das defini¢oes acima pode-se definir exponenciacao para g € Hy, t € R:
Definigao 3.4.3. - Seja g € Hy, t € R. A exponenciacao q' € definida por
q" = exp(tlog q) (3.16)
Isto da origem a sequinte proposicao:
Proposigao 3.4.1. - Seja q € Hy, t € R. Entdo log(q") = tlogg.

Prova da proposicao 3.4.1:

log(¢") = log(exp(tlogq)) = tlogg

O
A seguinte regra para R também é valida para quatérnios unitarios:
Proposicao 3.4.2. - Seja g € Hy, q = [cosf,sinf(x,y, z)] e a,b € R. Entao
qaqb — qa+b (317)

Prova da proposicao 3.4.2:

¢"¢" = exp(alogq)exp(blogq)

= exp(al0,0(z,y,2)]) exp(b[0, 6(x, y, 2)])
= [cosab, (x,y, z)sin ab][cos bl (x,y, z) sin bb]
= [cosa@cos bo — sina@sinb@((m,y,z).(x,y, z)),
(z,y,2)cosabf sinbf + (,y, z) cosbdsinabl + ((z,y,z) x (z,y,z)) sin ab sin b |
= [cosab cos bl — sinafsin b, (x,y, z)(cos ad sin bl + cos bf sin ald)]
= [cos((a+b)f),sin ((a+b)8)(z,y,z)]
= exp ([O, (a+b)0(x,y, z)])
= exp ((a+ b)log(q))

o a+b
= dq
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O
Uma outra regra dos ntimeros reais é (p®)? = p®. Esta regra também é valida para
quatérnios unitarios.
Proposigao 3.4.3. - Sejap € Hy e a,b € R. Entdo (p*)’ = p®.
Prova da proposicao 3.4.3:

(p*)" = (exp(alogp))” = exp(blog(exp(alogp))) = exp(balogp) = p»

O

Outras regras devem ser verificadas cuidadosamente, quando usadas a exp e o log
dos quatérnios como as versoes reais correspondentes. Por exemplo, considere a seguinte

derivacao incorreta, onde p e ¢ sao quatérnios unitarios.

pqg = exp(log(pg)) = exp(log(p) + log(q))
= exp(log(q) + log(p)) = exp(log(q)) exp(log(p))
= 4qp.
Isto é inconsistente com o fato da multiplicacao quaternionica nao ser comutativa. O

erro estd na segunda igualdade onde a regra (log(pq) = log(p) + log(q)) é usada - esta

regra nao é valida para quatérnios.

3.5 Rotacoes com quatérnios

Os quatérnios sao de grande importancia para o estudo de rotagoes num espaco tridi-
mensional. Hamilton buscou descrever rotagoes no espaco, justamente como os nimeros
complexos descreviam rotacoes no plano. Os quatérnios de fato executam rotacoes sendo

este fato mostrado nesta secao.

Antes de comecar a tratar de rotagdes com quatérnios, serao introduzidos dois tipos

de transformacgoes geométricas, a saber, translacao e rotagao,[12].

Translagao

Translagao é o mais 6bvio tipo de transformagao: um ponto no espago é movido de alguma
posicdo para outro. Seja um ponto P € R3 denotado por uma tripla (z,vy, 2), z,y,2 € Re
a translacao por um vetor (Azx, Ay, Az). Entao a nova posicao P’ é calculada pela simples
adicao:

P'=(z+ Az,y+ Ay, z + Az). (3.18)

A definicao é nao ambigua isto é existe somente um vetor translacao que leva P para P’.
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Rotacao

Rotagao em 3D nao é tao simples como a translacao e ela pode ser definida de muitas
maneiras. Nos escolhemos a seguinte definigdo, dada pelo Teorema(Euler, 1752) de

Euler(1707-1783) - escrito em notagdo moderna (comparar com a figura 3.1 ):

Teorema 3.5.1. - Seja O,0" € R? duas orientagoes. Entdo existe um eizo | € R® e um

angulo de rotagdo 0 €] — w, | de maneira que O produz O’ quando rotacionado 6 sobre .

Note que a condicao do teorema ¢é de existéncia e nao de unicidade.

Serao diferenciados orientacao e rotacdo. Uma orientacao de um objeto em R3 é dado

por um vetor normal. Uma rotagao é definida por um eixo e um angulo de rotacao.

Figura 3.1: Seja O, O’ € R? duas orientacoes. Entdo existe em eixo [ € R?® e um angulo

de rotagao 0 €] — m, 7| tal que O produz O" quando rotacionado € sobre [.

3.5.1 Rotagoes com quatérnios unitarios

O assunto principal da segao trata de rotagoes com quatérnios, [12] e [2], mais especifica-

mente com quatérnios unitarios no contexto do teorema de Euler.

Definicao 3.5.1. - Um vetor no espago 3D t = (t, t, t.) pode ser representado por um

quatérnio puramente 1magindrio

ty =04 ity + jt, + t.. (3.19)



Capitulo 3. Matematica basica dos quatérnios 32

Observacao 3.5.1. - Denotar-se-a t, = t, se as componentes correspondentes sao as
mesmas entre um vetor 3D e um quatérnio puramente imagindrio. Seja s um vetor no
espaco 3D, e s, sua representacao quaternionica imagindria pura, entao nos podemos
verificar as sequintes propriedades, que serao usadas no decorrer da se¢ao:

tq + 145
S'tzsq'tq:w (3.20)
(Sqlq — tqSq)

2

Serd validada a afirmacao que t; = qt,¢ é uma operagao de rotacao onde t, é um

sXt= (3.21)

quatérnio imaginario puro equivalente a um vetor ¢ no espaco 3D, e ¢ ¢ um quatérnio
unitdrio. O mapeamento inverso é gt, g e o mapeamento é bijetivo. Primeiro serd mostrado
que t; é puramente imagindrio verificando se t; + ', = 0. Segue assim a seguinte

proposic¢ao:

Proposicao 3.5.1. - Seja t, um quatérnio puramente imagindrio, entao t; + t', = 0.

Prova da proposi¢cao 3.5.1:

ty + 1 = (atqq) + (a840) = ated + atyq = alty +1,)7 =0

do fato que t, € puramente imagindrio.

Outra observacao a ressaltar é que a operacao de rotacao deve preservar o produto

escalar. Isto se verifica na seguinte proposicao:

Proposigao 3.5.2. - Sejam s’ e t' no espaco 3D as respectivas rotacoes dos vetores s et
no espago 3D. Temos que s’ -t' = s-t, ou seja, a operacao de rotagdo preserva o produto
mterno.
Prova da proposicao 3.5.2:
(s;f’q + t;gg)

2

S/ . t/ —
{4sq0(ateq) + ata@(qs40) }
2
_ {qu(QQ)Eq(] + qtq(Q_Q)quY}
2
_ {qsqchj + qthqq_}
2

Sty +t4Sq \ _
:q(%>q
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= q(sq - tg)7 = (84 - 14)(qq) = (54" tg)
—g-t

Serd usado aqui o fato que o produto escalar s, - t, ¢ um nimero real, e o produto de
um numero real com um quatérnio é comutativo pela proposicao 3.1.4. Um caso especial
do resultado acima é que t' - ' é o mesmo que t - t, significa que o comprimento de um
vetor é invariante depois da rotagao, seguindo assim o seguinte corolario para a proposi¢ao
3.5.2.

Corolario 3.5.1. - Seja t um vetor no espaco 3D e t' sua rotacao. O comprimento de t
¢ invariante depois de sua rotacdo, ou seja, t -t =1"-t.

Prova da proposicao 3.5.1: A prova seque imediata da proposi¢do 3.5.2.

O

Os membros do conjunto de transformacoes de coordenadas lineares que permite a
invariancia da norma euclidiana sdo rotagoes ou reflexdes [9]. A operagao de reflexdo
substitui as coordenadas do lado direito (right-handed) para o lado esquerdo (left-handed)
ou vice-versa, que resulta na mudanga de sinal do produto vetorial [17]. O produto vetorial
de dois vetores rotacionados é mostrado como sendo o mesmo que a rotagao do produto
vetorial de dois vetores, isto €,

! 4! ! o/
oo — (sgtq — t45q)
2

(qquqtq(j - qtqq_qsq(j)
2

Sote — tuSy \ _
:q(%>q

Analisando a figura 3.2 temos que O—C>’ = (t - w)w é a projegao de t na diregao de w.
R — — — . —
Entao CT =t — (t-w)w e CP = w x t. Agora CT" torna-se cos «CT +sinaCP, e o vetor

rotacionado t = O—C)' + ﬁ .

que ¢é a rotagao do vetor s X t.

Se t' é tomado de t rotacionado por um angulo « em torno do eixo w que é um vetor

unitario, entao ele tem a seguinte relagao com o resultado da andlise sobre a figura 3.2.

;o — . —
t'=(t w)w+ cosaCT + sinaCP

= (t - w)w+cosat — (t-w)w) +sina(w x t)



Capitulo 3. Matematica basica dos quatérnios 34

Figura 3.2: Rotacao de um vetor ¢ por um angulo « sobre o vetor unitéario w.

= (t-w)w(l —cosa) +tcosa + sina(w X t)
=cosat+sina(w xt)+ (1 —cosa)(w - t)w

Seu quatérnio equivalente é

t,—1 ty + t,w
cos at, + sina(%) + (1 — cosa) <W)wq (3.22)

Se nds representarmos o quatérnio unitario g na seguinte forma, de acordo com a

4 cos (5) + sin (§)w (3.23)

entao qt,q se reduz a equagao 3.22.

proposicao 3.3.1:

Para demonstrarmos essa afirmagao, notemos as seguintes propriedades:

De acordo com [16] vale

Propriedade 3.5.1. - Sejam x,y € R. Para as funcoes cosseno e seno nos reais $ao
vdlidas as sequintes igualdades:

; 2,11

i) cos®xr = 5 + 5cos2x

cos 2x

.o .. 92 _ 1 1
ii) sin®z =5 — 3
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iii) sinz cosy = 3 (sin(z + y) + sin(z — y))

De acordo com [27] vale

Propriedade 3.5.2. - Sejam u,v,w € R3. Sdo vdlidas as sequintes férmulas referentes

ao produto vetorial desses trés vetores:
i) (uxv)xw=—(v-wu+ (u-w

ii) ux (vxw)=(u-wv—(u-v)w

De acordo com [6] valem

Propriedade 3.5.3. - Quaisquer que sejam u,v,w € R?® e qualquer que seja A € R,

tem-se:

i) u-(v+w)=u-v+u-w

i) u- (M) =(Au)-v=Au-v)
iii) u-v=v-u

iv) u-u>0; u-u=o0<=u=0

Propriedade 3.5.4. - Sejam u = (x1,y1,21), v = (2,2, 22), w = (x3,y3,23) € R?,

entao:

Iy o=
u-(vxw)=lzy yp 2

T3 Yz =3

Agora, seja ¢ € Hy, ¢ = ¢4 + ¢. Usando as propriedades 3.5.1, 3.5.2, 3.5.3 e 3.5.4

temos:
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(@1 + D)0+ t) (a1 + )

(¢1 + )0 +1t,)(q1 — )

(@1 +D(—ty (—a) + arty — (t; x @)

(1 + D) ((tg - D) + autq — (tg X 7))

@lte- ) =7 (ntg — (tg X @) + a1 (quty — (tg x @) +

Hty 07+ (7 Gt~ 1< )

@(tg @) —a(q-tg) + 7 (tg X @) + qqnty — it x 4) +
(g DT+ (T % tg) — T X (tg X q)

Gqitg — ¢ty X @) + (b - DT+ @ (T x tg) — 7% (tg X @)

Gity — a1ty X @)+ (tg - DT+ ar(Tx tg) = [(T- Dty — (4 14)7]
qity — (7 Dtg +2(q7- 1)+ 21 (7 % t4)

Substituindo ¢; por cos(5) e ¢ por sin(§)w,, implica em

== (3) e (5) o] (5) o (5)
o ()= (30 (5o (5o () ) ()
() (s(5)<

qtqq_ =

(

1+ cos «

2

2

1—
)tq _ (ﬂwq : wq> ty+ (1 —cosa)(wy - tg)wy + sinaw, X t,)

ty 1 ty—t
CcOS (¢ tq_’_(l_COSO‘)(M)wq—i—sina(wqq 5 qwq>’

2

o que verifica nossa afirmacao inicial, de que a rotacao de um vetor t € R?, representado

pelo quatérnio t,, ¢ dada por qt,q.



Capitulo 4

Funcoes quaternionicas

O presente capitulo tem por objetivo definir a fungao quaternionica, e mostrar algumas
de suas propriedades. Além disso serao introduzidos conceitos tais como regularidade a
esquerda, regularidade a direita e a diferenciacao e integracao de quatérnios mostrados
em [3].

4.1 Funcao de uma variavel quaternionica

Definicao 4.1.1. - Seja E* C H um espaco quadridimensional e ¢ € E* uma varidvel
da forma q = q + @i + q3j + qik, com ¢; € R, (i=1,2,3,4). Assim, uma fun¢do
quaternionica f : E* — H € um mapeamento que faz corresponder a cada q¢ € E*

um numero quaternionico w = f(q), ou seja:
f:E* - H

(Q1,Q27Q3>CI4) = w:f(Q1,Q2aQ3>Q4)

Sendo f uma funcao de varidveis quaternionicas, pode-se decompo-la em uma parte

escalar ¢(q) e uma parte vetorial ¥(q), ou seja,

w = f(q) = ¢(q) +¢(q), (4.1)

onde ¢(q) = f1(q), ¥(q) = ifa(q)+jf3(q) +kfi(q) e as fungdes f; : R* = R, (I =1,2,3,4),

sao funcoes coordenadas de valores reais.

Observacao 4.1.1. - Quanto as funcoes coordenadas nao se faz nenhuma restricdo a
estas, somente que sejam n-vezes diferencidveis em cada uma de suas varidveis indepen-

dentes.
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4.2 Funcoes quaternionicas regulares

A seguir serao vistos os conceitos de regularidade a esquerda e de regularidade a direi-
ta, que de acordo com a teoria de Fueter, [14], sdo definidas em termos do operador

quaternionico I', dado como:
. .0 0
ti— i+ ko (4.2)

Observacao 4.2.1. - O operador quaternionico dado pela equacdo 4.2 pode ser escrito

da sequinte forma:
I'=—+V, (4.3)

onde V € o conhecido operador gradiente.

Definigao 4.2.1. (regularidade a esquerda) - Uma func¢ao f de uma varidvel quaternionica,
tal que f = fi +ifs+ jfs + kfs = ¢+, com fungoes coordenadas f; : R* — R,

(1 =1,2,3,4), parcialmente diferencidveis, € reqular a esquerda se:
rf=0 (4.4)

Observacgao 4.2.2. - Seja g = a1 +ias+jaz+kas = a1+A ep = by+iby+jbs+kby = b1+ B
dots numeros quaternionicos. Pode-se representar o produto desses quatérnios, de acordo

com [13], da seguinte forma:

gp= (a1 +A)(by+B)=ab—A-B+aB+bA+ AXx B, (4.5)
onde o0s simbolos - ¢ X representam, respectivamente, os produtos escalar e vetorial tridi-
mensional entre A e B.

Assim de acordo com 4.5 pode-se escrever 4.4 da seguinte forma:

_ (2 _9 gy _
rf_(aql+v><¢+¢>_aql Vit g o+ VorVxe=0 (46

Explicitamente, o operador quaternionico aplicado a esquerda da funcao f de uma

variavel quaternionica, apresenta-se como:

0 . e, 0 . .

Ly = (a_ch+l_+‘78_q3+k6_q4>(f1+zf2+]f3+kf4)
0fi  dfz 0Ofs 0fs (Ofa  Of1  Ofs Ofs
(———————)“(a—qﬁa—qﬁa—qg—a—%)+

(Ofs Ofs Ofp 3fz> <8f4 Ofs  0Ofs 8f1)
- —— 4+ =+ = |+ k=== =+ = 4.7
( oq 0qo g3 0q4 oq 0qz dqs 0qa ( )
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Definicao 4.2.2. (regularidade a direita) - Uma funcao f de uma varidvel quaternionica,
tal que f = fi+ifotjfatkfs = ¢+ com funcoes coordenadas f; : R* = R, (1 =1,2,3,4),

parcialmente diferencidaveis, € reqular a direita se:
fI=0. (4.8)

De acordo com (4.5), pode-se escrever (4.8) da seguinte forma:

_ 0 _9% . 9 _
fF—C%HO(aE+V>—8% VeV Vot oYXV =0 (4.9)

Explicitamente, o operador quaternionico aplicado a direita da funcao f de uma variavel
quaternionica, apresenta-se como:
0 0 0 0
r — . . 2 9 ;9 .0 .0
f (fi+ifo+ifs+ f4)(8q1+zc9q2+‘76q3+ 6q4>
0 0 0 0 0 0 0 0
dgn Jg2  Ogz  Oqu

oq gy a_QS 8_(.14

9Ja 4.10
g1 0  Oqzs  Oqu (4.10)

j((?fs 3f4+8f1+8f2)+k(0f4+3f3 9fs 0f1)

Definigao 4.2.3. (regularidade) - Uma func¢ao f de uma varidvel quaternionica € reqular

se ela € reqular a direita e a esquerda simultaneamente.

Teorema 4.2.1. - Seja f = f1+1fo+7fs+ kfis = ¢+ uma funcao [ de uma varidvel

quaternionica. A funcao f € reqular a esquerda se, e somente se:

L
= VY (4.11)
_

Prova do teorema 4.2.1:
Verifica-se primeiramente que, se f é reqular a esquerda entao valem 4.11 e 4.12.

Como f € reqular a esquerda tem-se pela equacao 4.4, na definicao 4.2.1, que

Tf=0
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De 4.6 tem-se que

Tf= (i+v><¢+w> gqi vw+a—¢+v¢+vw—o—o+o (4.13)

Observa-se que T e V -9 formam a parte escalar de T'f enquanto que V¢, 2 8q1

V x4 formam a parte imagindria (ou parte vetorial) de T'f. Igualando as partes escalar

e imagindria de ambos os lados da equagao 4.13 observa-se que,

99
-V = 0
8q1 v
a—¢+v¢+vw = 0,
oqn
ou seja,
99
R VA
I 4
Vo = —28_ v,
Oq

que sao as equagoes desejadas.

Verifica-se a sequir que se valem 4.11 e 4.12 entao f € reqular a esquerda, ou seja,
rf=ao.

De 4.11 e 4.12 tem-se que:

gz V- =0
g—wl +Vo+Vxy = 0.
Substituindo essas duas ultimas igualdades em 4.6 obtém-se o resultado desejado, ou
seja,
Ff:g—jl—v ¢+a—qw+v¢+V><¢_0+ 0 =0,

concluindo assim a demonstracao do teorema 4.2.1.

O

Teorema 4.2.2. - Seja f = fi +ifo+jfs +kfi = ¢+ uma funcao f de uma varidvel
quaternionica. A funcao f € reqular a direita se, e somente se:

99

9~ VY (4.14)
_
Vo = —g +VxY (4.15)
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Prova do teorema 4.2.2:
Verifica-se primeiramente que, se f € reqular a direita entao valem 4.14 e 4.15.

Como f € reqular a direita tem-se pela equacao 4.8, na definicao 4.2.2 que:
f'=0
De 4.9 tem-se que

JT = <¢+¢)<1+V> z%—w'V—i-Vqﬁ—i—a—ﬂ)—l—z/}xV:O:O—l—ﬁ). (4.16)
oq oq oq

Observar-se que g—i e Y -V formam a parte escalar de fI' enquanto que Vo, g—(ﬁ e

Y x V formam a parte imagindria de fI'. Iqualando as partes escalar e imagindria em

ambos os lados de /.16 observa-se que,

¢
— -V =0
oq ¥
a—d’+v¢+wxv = 0,
oq
ou seja,
2%
- _ V4
oq 4
ve = -2 _yxv,
oq

De acordo com a referéncia [3] pode-se observar que sdo vdlidas as sequintes igualdades:

Vxy = —pxV (4.17)
Ve = -V, (4.18)

fornecendo assim o resultado esperado.

Verifica-se a sequir que se valem 4.14 e 4.15 entao f € regular a direita, ou seja,
fI'=0.

De 4.14 e 4.15 temos que:

9 gy -
2 V- 0
V¢+a—w—Vx¢ = 0,

oq
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que de acordo com as iqualdades em 4.17 e 4.18 € vdlido que

¢
— —y-V =0
oq v

V¢+a—¢+¢xv = 0,
oq

Substituindo essas ultimas igualdades em 4.9 obtemos o resultado desejado, ou seja,

fF:a—¢—¢-V+a—w+V¢+¢xV:O+U:O,
oq oq

concluindo assim a demonstragao do teorema 4.2.2.

0
Corolario 4.2.1. - Seja f = fi +ifa+jfs +kfs = ¢+ uma funcao f de uma varidvel

quaternionica. Se f € reqular entdo

o

oq 4
o

Vo = ——1
¢ oq

Prova do coroldario 4.2.1:
Se f € reqular entdo f € reqular a esquerda e reqular a direita. Pelos teoremas 4.2.1 € 4.2.2

sao validas as sequintes igualdades:

9¢
- - V.
I v
Vo = _9_ V x
oq
Vo = _9 +V vy
Oq1
Dai seque a sequinte igualdade
Y Y oY O
—— =V =—-——+VX = —— +—=2(Vx
Oq 4 1 v dq1 Iq ( V)
o oY
—— 4+ —=2(V x — V x¢=
Logo
99
- - V.
Iq v
o
Vo = ———
i I
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4.3 Funcao exponencial do tipo quaternidnica

Este secao tem por objetivo apresentar a generalizacao da funcao exponencial de um
nimero complexo z [11] para um numero quaternionico ¢, expandindo e? em série de

Maclaurin.

Funcao exponencial real

Sabemos que a fun¢ao exponencial real e” goza das seguintes propriedades:
(i) (e) =e

(ii) e™1t72 = eP1e™2,

A representagao em série de Maclaurin [11] da e® mostra que

m r?
e =lda+ o+t (4.19)

A funcao exponencial para o complexo z = x + iy é representada por e* e definida, em

termos das fungoes reais e”, cosy e siny, como

z

e = e"(cosy + isiny) (4.20)
Sabe-se que €* = e%e?. Assim é obtida €% = cosy-+isiny, que é chamada de férmula

de Euler.

Dai segue que a representacao trigonométrica de um ntmero complexo z = x + iy

pode ser indicada como segue:

2z =r(cosh +isinf) = re?. (4.21)

Além disso,

|| = Vcos?0 + isin®f = 1 (4.22)
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™

Analisando o comportamento de e” substituindo y por 0, o 33” e 2w, segue que:

e = 1
-
ez = 4
e = —1
3
e2' = —i
627rz — 1
Assim, é imediato que
6z+27m — ez€27rz _ ez7

o que mostra que e ¢ imaginaria de periodo 27i. Temos entao

T =% (n=0,1,2,...). (4.23)

Devido a periodicidade acima determinada, todos os valores de e* apresentam-se na

forma

—rT<y<T

infinita, que é chamada de regiao fundamental de e* [19].

“A

T

Figura 4.1: Regiao fundamental.
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4.3.1 Funcao exponencial quaternionica

Agora o objetivo é, tomando um numero quaternionico g, encontrar uma generalizagao

para a funcao exponencial complexa, de forma andloga a (4.20), para o caso quaternionico.

Para isto, deve-se expandir primeiramente e? em série de Maclaurin, como na equacao

(4.19), isto é,
2 3 n
g _ v 1 4
el =ldqt gt gttt (4.24)

que é chamada fungao exponencial quaternionica.

Considere agora a parte vetorial do niimero q como ¢ = igs + jqs + kqu, assim é
possivel escrevé-lo da seguinte forma: ¢ = ¢, + ¢. Substituindo na equacio (4.24) obtém-
se

2 3 n
7) (n+7) (n+7) (1 + )

=1+ (qn+¢q)+ + LR -

o i + .. (4.25)

Agora calcula-se os termos (¢; + ¢)", n=0,1,2,..., de forma ansloga a expansio bino-

mial de uma soma de dois numeros reais a e b.

Definicao 4.3.1. - Sejam a e b dois nimeros reais. A expansdao binomial de a e b € dada

da sequinte forma:

(a+b)" nry (4.26)

Il
S|



Capitulo 4. Funcoes quaternionicas 46

¢ =(n+7)=2 ( i ) ¢ "(q) =

= ( (2) ) @G(q) + ( ° ) @ (q)+ ( ; ) QTP =F 4207 +(7)?

Analogamente obtém-se

P =¢+337 +30(7)*+(q)?

o ' =gt + 367 + 55030+ 50 (7P + ()
e =@ +2¢17 + 560+ 2530+ 20 () + ()

o =@+ 887+ L4t () + 50 ()P + ond3 () + S (7)) + (¢)°

Com isto os termos representados na série 4.25 serao dados por:

° qo =1
e '=q+7q
o Q_Q_Q_%+2C]1?+(?)2
21 2l 2! 2!
¢ ¢d+3dd  3a(d)  (7)
o = + +
3! 3! 3! 3!
4 4 —\4
qg 4 4 5, 6 5549 4 L4 (q)
i I—E‘FI%CI +ZQ1(Q) +qu(Q) + 1
L _d, F4T, Hd(@)?, &d(@) |, fa(d), (7)
5 5 5! 5! 5! 5! 5!
GO _a 3 a0 sy (q) | amai(@)' | ga(7)  (9)°
6! 6! 6! 6! 6! 6! 6! 6!
Substituindo os resultados acima em 4.25, tem-se
DT (@] (4, 47, a(@P (7T
q_ — a 41 q q a9 i\ q q) q
¢ =+la+ q“{zﬁ ST TR B T TR s TR TR

Jd 4T @@ a(@PT (@M,
4l 3! 212! 3! 4l
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6L a7 @@ @R, w(@D)? | (@HT1T),
5! 4! 213! 312! 4! 5!
b a7 d(@? Q@77 @00 (D@17, (@NTP@P],
6! 5! 214! 313! 214! 5! 6!
(4.27)
Pela equacio 4.5 tem-se que (¢)? = ¢q¢ =—-q¢ - ¢ = (@ + & +¢) = -7
Agrupando os termos de 4.27 e usando o fato anterior, obtém-se:
< Id* 4l aldP  alql
a_ |1_ _ _ .
6_[1 o T a e T T T T *
Lfg _dldl alelt ] (e a7l ] o _aldl? T,
2! 212! 214! 3! 312! 4! 412!
— =12 == 4 — =2 — =14 90— 9——>2
— qdldl® dlq]| - adld]® adlq] “qd 4dqlq]
+[q_ T R I L T - R A T RTE TR I
37— 32 41— 5 5—> 6
@qd @dqlq] ¢ q @ % q i
+{ Al +'”}+[T_'”}+[a_”l+[7_”'}+{ﬁ_'” e
(4.28)

Colocando em evidéncia os primeiros termos dos primeiros cinco grupos de somas in-

finitas em 4.28 e executando algo semelhante nos termos seguintes obtém-se

<P et [dlf

+

O -
ol Tl 6!

el = {1+q1+—+—+—+—+—+---

21 731 T4l T s 6l +”'}+

2 3 4 5 6 —12 2 3 4 5 6
- a4, 4,6, 6 1q| R R T
+q{|:1+Q1+§+§+E+a+a+"'} —T[1+ql+§+§+a+a+a}+

—4 2 3 4 5 6

+ ST TR

(4.29)

Observe que [1 +q1 + (;_f! + %—i; + % + ‘é—% + %_5!5 + } repete na soma em 4.29, logo

colocando-o em evindéncia obtém-se:
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2 3 4 5 6 —12 |14 |6
‘_ S N P I S K S 7 A
6_[1+Q1+21+3!+4l+51+6!+ H[l ST TR R
—12 |4 |6
. q*  Id]"  |d]
—i—q{l— i + ST + e (4.30)
Sabe-se que a funcao cosseno em série de Maclaurin é dada por
> nx2n 1.2 122'4 1:6
Assim de 4.30 tem-se que
g 1dt 19 R VR 7
1- ot T ol + - —Z(—l) o)) = cos|q|. (4.31)

3 nx — — — — — .« s e
sina =3 (“)'g g =gt oot

Assim de 4.30 tem-se que

N T (O O (A B A A S
TR TR HBE RGN
B i(_mn |?|2n+1
= —
— (2n+ D4 |
0o n |72t
()" ey
4|
ﬁ
sin| 7

(4.32)
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A expansao em série de Maclaurin da funcao exponencial real, e*, é dada da seguinte

forma:
N z? = "
e :1+x+§+§+...:z%m
Assim em 4.30 obtém-se
2 3 X n
6q1:1+q1+qL+qL+.”: q_]'
2! 3! — nl

Pode-se assim escrever €4, ¢ € H, como

.=
el = e‘“{ cos | ¢ | + ?(SIT_’,? |) } (4.33)
q
onde | 7| = /@& + ¢ + ¢}

Teorema 4.3.1. - Seja e? uma funcdao exponencial do tipo quaternionica. A sequinte

wgualdade é valida:
led| = e, (4.34)

onde = qi +iqe + jgs + kg1 =q + ¢ .

Prova do teorema 4.3.1: Pela equagao 4.33 temos que

= [e?] = |e*]

E— @ 2 | = - ) (sin|q| ’
cos| ¢ |+ q ki = e”|3 cos |q|+an i =
n=2
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2 =\ 2
sin | ¢ sin | ¢
—ler{ ot 1+ b (S ) § =t otz (ST -

= [e®|{ cos® | (| +sin® | ¢|} = e

Portanto,

|€(I| — €q1.

’ . Va ~ . - A . ~ —
Corolario 4.3.1. - Se e? € uma func¢do exponencial quaternionica entdo |e?| = 1.
Prova do corolario 4.3.1: A prova do coroldrio é consequéncia imediata do teorema

4.8.1.

Definicao 4.3.2. - Seja p um quatérnio. Uma funcdo de uma varidvel quaternionica é
dita periodica quando

fla+p)=f(qg), Vge H (4.35)

Definicao 4.3.3. - Seja u; um quatérnio cujas coordenadas sao nulas exceto a j - ésima

posicao, e seja [ uma funcao quaternionica periodica, ou seja,

fla+u;) = f(q), Vg e H (4.36)
O periodo de f serd dado pelo valor da j - ésima coordenada de u;.
Teorema 4.3.2. - Seja g = (q1 + q2i + q3J + k), e U;, i = 1,2,3,4 e os vetores abaizo

@ = (0,2,0,0)
i, = (0,0,2r,0)

i; = (0,0,0,2r)

Se e? € a Funcao Erponencial do tipo quaternionica, entao esta € periodica.

Prova para o teorema 4.3.2:
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De fato, calculando €%, i = 1, 2, 3, 4, tem-se que:

et —  o(02m,0,0)
0,2m,0,0
= cos /0% + (2m)2 4 02+ 02 + (0,2,0,0) sin /02 + (27)2 + 02 4 02
V0?2 + (2m)2 + 0% + 02
= cos2mr =1
ez —  (002m0)

(0,0,27,0)

= cos/0%2+4 0%+ (2m)2 4+ 02 +
v (#) V02 4 0%+ (271)2 + 02

sin /02 4 02 + (27)2 + 02

= cos2r =1

£(0,0,02m)

(0,0,0,27)

= cosy/024+ 02+ 0%+ (27)2 +
v (2m) /0102 + 02 + (27)

= sin /0402 + 02 4 (27)?

= cos2r =1

Os resultados acima mostram que e* = 1;1=1,2,3. Sendo assim fica facil verificar que
edtli = el = 1.1 =¢9; 1 =1,2,3, 0 que mostra que a funcao e é periddica de periodo

imagindrio em cada um dos eixos do espago de dimensao 4 separadamente, ou seja:

edtnui — o

comn=12---, et=1,2,3, 0o que conclui a demonstragao do teorema.

Faz-se importante citar que o resultado acima é uma generalizagao de um resultado
interresante das Variaveis Complexas, onde temos que a funcao e* com z = = + yi, é
analitica em uma regiao infinita do plano —7 < y < 7w . Tal regiao, recebe o nome de
regido fundamental [19]. Esta é a regiao onde encontram-se todos os valores de €*, e a
esse fato deve-se a periodicidade desta funcao. Assim, para o caso em questao, ou seja
para a funcao exponencial do tipo quaternionica, a regiao fundamental, serd uma regiao

no R? dada por

G = {wl,wg,wg ERS;—W<U)1 <
—m<wy <T

—r < w3z <7}

4.4 Coordenadas esféricas

De acordo com [22] é pertinente representar os quatérnios na forma trigonométrica. Para

isto considera-se primeiramente uma hiperesfera de raio r e dimensao n, centrada na
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origem, considerando as seguintes notacoes:

Considera-se também

xry =
Ty =

r3 =

Ty =

como sendo as coordenadas de

Pode-se notar que:

Se n=2, tem-se a ja conhecida

rcicg -

rcico -

rcicy--

rcico -

Sy,

X1

T2

com x? + x5 = r? e Jacobiano dado por

8(91;1, .Z'Q)

J:—:

8(7“, 61)

Se n=3, tem-se:

T
2

€3

com x? + x5 + 2 = r? e Jacobiano dado por

dz1

g (1, T2, x3) _ &
a(r, 6, 05) 6‘52“3

or

Oz1
96,
Oza
90,
Oz3
90,

cost, = ¢
sin 91 = S
Cn—2Cn—1, O<r<oo
Cn—25n—1, 0 S enfl S 2
T T
Sn—2, 3 < 0,2 < 5
7 7
Cn—jSn—j+1, — 5 S enfjJrl S ’S
2 2
s T
—= <0 <<
2 2
um ponto na casca dessa esfera.
representacao dada por:
=rcosf;, 0<r<oo;
=rsinf;, 0<6; <27
Oz1 Oz —r g
o o0, | _ |cO8 0, —rsinb, _
Ozy  Ozy i
52 962 sinfy, rcosb;
=rcosticosty 0<r<oo;
rcosflsinfy, 0 < 6 < 2m;
3 us .
rsin —5 <0 <73;
9zy C1Cy —TS1Cy —TCs
905 1C2 1C2 152
2 2
g% = |c189 —T8189 Treicy | = —rfcp = —r°cosb,
Oz3
20 S1 rey 0
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Se n=4, tem-se:
T1 =1rciccs, 0 <r < oo;
Ty = 11083, 0 < 03 <2,

T3 = rcy189, —5 <ty <

NIERSIE]

Ty =TS81, -5 <0 <

com x? + x5 + 2 + z3 = r? e Jacobiano dado por

C1C2C3 —TS81C2C3 —TC1S2C3 —TC1C283
O(x1, %9, T3, Ty)  |C18283 —TS1C283 TC182C3  TC1C2C3 _
J = = = —7r“cos” 0, cos Oy
8(7“, 01’ 927 03) C182 —TS189 rc1C2 0
S1 rcy 0 0

Para a sequéncia do trabalho o caso n=4 sera de grande importancia para a repre-

sentacao de um numero quaternionico em coordenadas hiperesféricas.

Seja ¢, ¢ = ¢1 + iq2 + jq2 + kqq, um ntmero quaternionico. De acordo com [22],

escreve-se ¢ na sua forma trigonométrica, em coordenadas hiperesféricas, como segue:

Definicao 4.4.1. - Um numero quaternionico q, ¢ = q1 + iq2 + jq2 + kqs, na sua forma

trigonométrica € definido como:

q = r(cos By cos Oy cos O3 + i cos 0y cos Oy sin O3 + j cos b sin by + ksinby). (4.37)

Teorema 4.4.1. - Seja g um quatérnio na sua forma trigonométrica

q = r(cos 01 cos Oy cos O3 + i cos 1 cos Oy sin O3 + j cos 6 sin Oy + ksin by), (4.38)

entao

gl =7 (4.39)

Prova do teorema 4.4.1:

Tem-se que

lq| = |r(cos By cos by cos O3 + i cos By cos By sin O3 + j cos B sin Oy + ksinby)| =
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=

= |r| [(cos 01 cos 0 cos 03)* + (cos 0 cos By sin 03)* + (cos 0 sin B)* + (sin 61)2} -

[N

= |r|[ cos® 01 cos® O (cos® b3 + sin® 05) + (cos b sin 5)* + (sin 61)?] > =

NI

= |r| [6082 0, cos? Oy + cos? 0y sin® Oy + sin® 91] =

1
= |r|[ cos® 0 (cos® O + sin® B5) + sin” 6] % =

NG

= |r|[cos® 61 + sin®6;] > =
=|rl=p, r>0.

Interpretando ¢ como um ponto da hipersuperficie da hiperesfera, o teorema diz que

a distancia de q ao centro da hiperesfera é igual ao seu raio.

4.5 Funcao logaritmo

A presente secao visa dar uma extensao da funcao logaritmica para quatérnios, como na
extensao para o caso octonionico dado em [4]. Com essa finalidade faz-se necesséario o
uso das coordenadas hiperesféricas dadas na secao 4.4. Considera-se agora o problema
de determinar o logaritmo de ¢ = ¢1 + i1q2 + jgs + kqu, que sera representado por Ing e
é definido como funcao inversa da funcao exponencial; assim, w = Ing é a fungdao que

satisfaz a relagao

e’ =gq (4.40)

para cada g # 0. Fagamos para isso, ¢ = q1 +iq2+jqs+ kqy, assim, usando as coordenadas

esféricas
q1 = pcosbcosbycosbs, 0<p<o
g2 = pcosbycosbysinbs, 0<60;<2r
q3 = pcosbsinb, —ggeggg
T T
= in 0 —— <60, < =
q4 psm by, 5 = s5

Pode-se escrever w como segue

q = q+ig+ i+ kg

_ p(ﬂﬂﬁﬂfl_uk%)
PP TP p
= p(cos By cos Oy cos b5 + i cos 0 cos Oy sin O3 + j cos Oy sin Oy + k sin 0;)
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com p > 0.

Por outro lado, tem-se que

e = ewl{cos||u7’|] +w<51|r|1|—|T|u||)}’ (4.41)
w

com w = w; + W

Substituindo agora (4.41) e ¢ na forma trigonométrica em (4.40), tem-se:

w1

e = p(cos 0 cos Oy cos O3 + i cos 01 cos Oy sin 5 + j cos b sin Oy + k sin 6;) (4.42)

Dai segue que

= (4.43)

ou ainda
wy = In |p| (4.44)

W = In |(cos O cos Oy cos O3 + i cos O cos Oy sin 03 + j cos 0 sin by + ksin 6;)|

mas w = wy + W dal segue que

w = g

= In|p| + In|(cos b, cos Oy cos O3 + i cos 0y cos O3 sin O3 + j cos Oy sin by + k sin ;)|

Observa-se claramente que ¢ na forma trigonométrica é uma funcao da forma ¢ = ¢(r, 0y, 62, 05),
assim temos que o logaritmo de um quatérnio também é uma funcao de 6;, com i = 1, 2, 3.
Dai segue que, tomando o vetor da forma ¢ = (0,6; + 2w, 0y + 27,05 + 27) observa-se

facilmente que: In(q+¢') =Ingq



Capitulo 5

Integracao e diferenciacao nos

quatérnios

A presente segao apresenta os importantes resultados obtidos em [3] sobre conceitos de
diferenciacao e integrabilidade com quatérnios. Antes de iniciar o estudo considere f uma
funcao de uma variavel quaternionica e observe que devido a nao comutatividade da mul-

tiplicagao quaternionica, serd necessério definir duas integrais, a saber, [ fdq e [ dqf.

O primeiro estudo serd feito sobre o caso | fdg. Segue que:

[rda = [Giiasifis b+ idas + ds + gy
— [(das — fadas ~ fuday  fidag) +
[+ fudas — fudas + g +
[+ s+ frdes — fadar)j +

/(f4d6h - deQQ + f2d(]3 + fldQ4)k

O outro caso, [dgf, é dado por:

[dar = [ o+ idaa + s+ kg 5+ iha+ 35+ k1
= /(dCI1f1 —dga fo — dqsfs — dqafs) +
/(d(th +dga f1 + dgs fa — dqaf3)i +

/(d91f3 —dqa fa + dgs f1 + dqafa)j+
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/(dQ1f4 +dga f3 — dqs fo + dqu fr)k.

Supde-se agora que as funcoes coordenadas f; : R* — R sejam continuas, e tomado
o caminho de extremos a = (ay,a9,as3,a4) € b = (by,be, b3, by), numa regiao conexa de
espago quadrimensional, os resultados abaixo mostram que as integrais [ fdq e [dqf
independerao do caminho de integracao, se estas satisfazem as condigoes citadas nos

teoremas seguintes:

Teorema 5.0.1. - Para todo par de pontos a e b, e qualquer caminho ligando-os em um
espago simplesmente conexo quadrimensional, a integral f fdq independe do caminho dado
se, e somente se, existe uma fun¢io F = Fy + iy + jF3+ kFy, com [ fdg= F(b) — F(a)

e que satisfaz as sequintes relacoes:

8F1 8F2 8F3 8F4

oq gy dqs 0qu
OF, oF,  OF, OF,

o 0qy dqs dqy
8F3 8F4 (9F1 8F2

oq 0qa dqs Iq4

OF, OF,  OF,  0OF -
oq 0qa dq3 Iq4 '

Prova para o teorema 5.0.1: A integral fab fdq, mostrada anteriormente, independerd

do caminho se existir uma fungao F, tal que,
b b b
/ fdq = / dF = / d(Fy +iFy + jF3+ kFy) = F(b) — F(a),

de modo que o valor dessa diferenca dependerd unicamente dos pontos extremos.
Agora, admitindo que existe uma func¢ao F, cujas diferenciais totais das suas funcgoes

coordenadas sao dadas por

OF, OF; oF, OF;
dFy, = Z—dq + =—dg + =—dgs + —dqu
oq 0o dq3 g4

= fidgp — fodg— f3dgs— fadg
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OF. OF. OF: OF.
dFy, = ——2dq + =—dgy + ——2dgs + —dqu
oq 0qs g3 0qa

=  fodqg+ fidep— fidi+ f3dgy

OF: OF: OF: OF:
dFy = ——2dg + =—dgy + ——dgs + —dqu
oq g2 dq3 44

=  fada+ fadg+ fidegs— fodg

OF. OF. OF, OF
dF, = ——dg + ——dg + ——dgs + ——dqy
oq 0q2 0q3 0qa

=  fadqg— [fsdg+ fodgs+  fida

Dai sequem as sequintes relagoes:

@Fl 8F2 8F3 8F4

hi= Iq B qo B Jq3 B Jq4
_0F,  OF,  0F,  0F
L= e = T T 0w
B OF; B 0F} B 0F; B 0F;
Ja= Iq B dqs B dq3 B g4
o OFL_ OF O, OF

I

0 que conclui a demonstracao.

O

Teorema 5.0.2. - Para todo par de pontos a e b, e qualquer caminho ligando-os em um
espago simplesmente conexo quadrimensional, a integral [ dqf independe do caminho dado
se, e somente se, eziste uma fung¢ao G = G1+iGy+ jGs+ kG4, com [dqf = G(b) —G(a)

e que satisfaz as sequintes relacoes:

6G1 GGQ 8G3 8G4

oq 0qs dqs 0qa
0G, 0G4 0Gy 0G5

oq 0qo g3 0qa
OGS 0G, 0G4 0G,

oqy 0qo dq3 dq4

0G,  0G;  9G,  0G, (52)
oq g2 dq3 044 '
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Prova para o teorema 5.0.2: A integral f; dqf,dada anteriormente, independerd do

caminho se existir uma funcao G, tal que,

b b b
/dqu/ dG:/ d(Gy + Gy + jGs + kGy) = G(b) — Gla

de modo que o valor dessa diferenca dependerd unicamente dos pontos extremos.

Agora, admitindo que existe uma funcao G, cujas diferenciais totais das suas fungoes

coordenadas sao dadas por

dG,

G,

dGs

dG,

0G4 0G4 0G4 0G4
——dq, + —dgs + ——dgs + ——d
s q1 2 q2 D45 q3 P q4

fidy — fodg— f3dgs— fadg

0G, 0G, 0G5 0G,
—dq1 + —dqs + ——dg3 + —=d
s qi £ q2 g5 q3 P q4

fodgp + fidg+ fadgs— f3dg

oG oG oG oG
—SdCh + —3dQ2 + —3dCI3 + —3dQ4
2P dg3 dqa

fsdg — fadgp+ fidg+ fodg

0G, 0G, 0Gy 0G,
—dqy + —dgs + ——dgs + ——d
s q1 90 q2 D45 q3 P q4

fodg +  fydg— fadgs+  fi dga

Dai sequem as sequintes relagoes:

L 0G,  0G,  0G, G,
C O Oq  Ogs O
L 0Gy G, 0G,  9G,
C 0 9 g O
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[ 0Gi_ 00y 06, 3G,
! 3Q1 8q2 8Q3 8q4

o que conclui a demonstracao.

O

Os dois teoremas acima podem ser interpretados como o analogo quadrimensional ao
Teorema de Cauchy para um dominio bidimensional. Faz-se importante observar que
as relagoes (5.1) e (5.2) tém em comum as equagoes de Cauchy-Riemann para fungoes

definidas num espago bidimensional. Sendo estas definidas como as Equagoes de Cauchy-
Riemann Generalizadas.

Os teoremas seguintes apresentam as fungoes h(q) e g(q), que sao definidas em termos
da fungao quaternionica f(q), sendo que suas fungoes coordenadas obedecem as relagoes
de Cauchy-Riemann Generalizadas (5.1) e (5.2). As fungdes h(q) e g(q) sd@o chamadas de

derivada quaterniénica a esquerda e derivada quaternionica a direita de f(q),

respectivamente.

Teorema 5.0.3. - Dada uma funcao f(q) sobre o anel dos quatérnios, H, com apropri-
adas fungoes coordenadas diferencidveis, satisfazendo as relagoes (5.1) e a fung¢ao h(q)

definida em termos de f(q) por,

! (afl s | Ofs 8f4) .
4 oq a(h a% 0q4
0f, O0fi Ofs Ofs

— -+t = |+
Z(aQ1 0q2 (9613 044

fs | Ofs Ofr Oh
p(24 2 2Rk 2l 5.3
(3(11 ¢z 0q3 O (5:3)
entio [ h(q)dg = f(q), e assim h(q) deve ser tratada formalmente, como a derivada

quaternionica a esquerda de f(q), e serd denotada por,

h@%=@%?- (5.4)
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Prova do teorema 5.0.3: Inicialmente faz-se a sequinte identificacdo:
1 : .
h(q) = Z(hl + Zhg +]h3 + k‘h4)

Usando a regra da multiplicagao da dlgebra dos quatérnios, e sabendo que dq =

dqi + idqs + jdqz + kdqy, tem-se entao:

1 . . . .
/h(q)dq = /Z(hl + ihy + jhs + khy)(dg = dg + idgs + jdgs + kdqa) +

= }1 /(hldql — hadqa — hadqs — hydqs) +
(hodqy + hidgs — hadgs + hsdqy)i +
(hsdqy + hadgs + hidgs — hadqy)j +
(hadqy — hsdgs + hadgs + hidqy)k.

Usando agora as relagoes 5.0.1 no fator h(q)dq, tem-se que [ h(q)dq € dada por,

[rain = 4 [

4

%dl+%d2+afl 3+%d
oq dq3

(3f2 af 2 dfs 6’f 2

+

—=d —d —=d —d
o0 q1 + 2+83 qs + qs )+

Ofs af3 df3 afs

)

)
gy, dan + 5 e + 7 das + 5 g >y+

)

4
9gs

A %dl+%d2+%d3+%d

k.
oq 0qs

Assim, aplicando a regra da cadeia, serao obtidas as diferenciais totais das funcoes

coordenadas, ou seja,

/ ha)dg = / (dfs + idfs + jdfs + Kdfy)
= fit+ifo+jfs+kfa
= f(q)

O

Teorema 5.0.4. - Dada uma funcao f(q) sobre o anel dos quatérnios, H, com apropri-

adas fungoes coordenadas diferencidqveis satisfazendo as relagoes (5.2) e a fungao g(q)
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definida em termos de f(q) por,
L{(0fi  Ofx  Ofs 8f4>
= - +2 )
g(q) 4 [(a% 0qs g3 Oqa
(Lo 220 08,
O Oqp  0Oqz  0Oqa
(2422008,
dqn dga  0Ogqz O
Ofs 0Ofs afz af1)
p( 24 2 92 91 5.5
(qu 0qs 3(]3 Oqa ( )

entio [dqg(q) = f(q), e assim g(q) deve ser tratada formalmente, como a derivada

quaternionica a direita de f(q), e serd denotada por,

9(q) = df;l—éq) (5.6)

Prova do teorema 5.0.4: Inicialmente faz-se a sequinte identifica¢do
1 . 4
9(a) = 7(91 + g2+ jgs + kga).

Utilizando a regra da multiplicacao da dlgebra dos quatérnios, e sabendo que dq =
dqy + idqs + jdqs + kdqy, tem-se entao:

. . 1 . .
/dqg(q) = /(dq = dq +idgs + jdgs + kd%)zl(gl +igo+ jgs + kgs) +

/ (dg1g1 — dgog2 — dgsgs — dqags)

+
dqi1g2 + dgogy + dqzgs — dqags)t +
_|_

A

( )i
(dq193 — dg2gs + dgzg1 + dqug)j
(dq194 + dgags — dgsgs + dgagr)k.

Usando agora as relagoes 5.0.2 no fator dgg(q), tem-se que [ dqg(q) € dada por,
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dfi df1 df1
dgy + 2=dgy + =—d
oq N 0qa © 0qs3

0 0 0
P24, 4+ 9244, 4 924

(3
4(6q1 0q2 6q
(@
(

df3
d d
o Q1+82 QQ+63

0 fa 8f4
8Q1dq1 * 0 2dq2 * 0q 3

0
2

8
3+£

a

dQ4 +

)
)i
D)

)

dQ4 k,’

Assim, aplicando a regra da cadeia, serdao obtidas as diferenciais totais das fungoes

coordenadas, ou seja,

/ dag(q) = / (dfs + idfs + jdfs + kdfy)

= fi+ifot+jfs+kfy
= f(9)

O

Observa-se que é possivel reproduzir as defini¢oes de derivadas quaternionicas a direita

e a esquerda, usando conjugacao direta do operador quaternionico I' da teoria de Fueter

dado por (4.2), de onde resulta as seguintes formas para 5.3 e 5.5:

49(9) = Tf ou /dqg() 1/quf f,
4h(q) = [T ou / /fqu—

Representagao matricial para os quatérnios

De acordo com a referéncia [10] é possivel afirmar que o anel dos quatérnios é isomorfo

a um subconjunto M do espaco das matrizes 4 X 4 cujo os elementos sao reais, sob a

transformacao
F-H — M
a b c d
b a —-d c
q | =
—c d a =b
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onde ¢ = a+1b+ jc+ kd € H.

De fato isso ocorre. Se associarmos

1 0 0 0
01 0 0

1 —
00 1 0
0 0 0 1

(0 1 0
1 0 0

17
0 0 —1
] 0 1 0
[0 1 0
0 1

—
J -1 0 0
0 -1 0 0
0 0 1
0 -1 0

k —
1 0
1 0 0 0
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podemos observar que

1 00 0|1 0o 0 0] (1 0 0 0
010 0/{0 1 0 o0 |01 00
o0 1 o/loo 1o |0oo0 1 0
00 0 1/][0 0 0 1 (0 0 0 1
0 1 0 ol[0o 1 0 0] (-1 0 0 |
-1 0 0 -1 00 0of |0 -1 0
0 0 —1 0 0 —1| 0 -1
I 01 0 0 1 0] ] 0 —1]
[ 0 1 o] 0 1 0] (-1 0 |
0 0 1 0 0 1 |0 -1 0
-1 0 0 o0o/|-1t 0o o of | o0 o0 -1
0 -1 0 0/ |0 -1 0 0 I 0 —1]
[ o o 1] 0 0 1] [ -1 0 |
0 -1 0 0 -1 0] -1 0
1 0 0 1 0 of —1
-1 0 0 0/ |[-1 0 0 0 0 0 0 1]
e que
1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1
01 0 0 -1 0 0 0 1 0 -1 0
a—+ b+ c+ d
0 0 1 0 0 ~1 ~1 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 -1 0 0 -1 0 0
a b c d
B -b a —-d c
B —c d a —b
—d —c b a

5.1 Teorema de Gauss para quatérnios

Teorema 5.1.1. - Seja f = ¢ + 1 uma funcao da varidvel quaternionica q = q1 + 1qs +
J1q3 + kqy cujo dominio D € simplesmente conexo num espaco quadrimensional com sub-
dominio o limitado pela hipersuperficie fechada Oc. Seja o elemento de volume de o dado

por dV e o elemento de superficie de 0o, orientado para fora, denotado por dQ). Entao,
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com o produto quaternionico, temos
| @i~ [rrav (5.9)
do o

Prova para o teorema 5.1.1:
Seja,
dQ = dQo + idQq + jdQs + kdQs.

Se M € a matriz dada por

6w v U |
[ R T
=ty 3 @ =1
s 0 o |

[dQ] = (dQ07 th dQ27 dQ3)
uma matriz linha tendo as mesmas componentes do quatérnio dQ), entdo, o produto das
matrizes [dq|M € uma matriz linha com as mesmas componentes do produto quaternionico

dQf.

Pelo teorema de Gauss' para o caso quadrimensional temos

/8 U[dq]]\/[ = /0 div(M)dV,

onde o divergente da matriz M deve ser tomado.
O divergente da matriz M, div(M), é uma matriz linha cuja as quatro componentes

sao as mesmas do quatérnio

I'f = >(¢+@/})

9
oq

(aQ1+V
0
= —¢~|—ng5+

-V -yY+V X,
oq

que estabelece o resultado.

1O teorema de Gauss para o caso n dimensional é dado por:

/ oy Oz 002y da, :/ a1dQ1 + a2dQs + - - - apdQn
p 01 O 0z, s
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De forma andloga pode-se verificar o resultado para

/aa FdQ = /adeV.

Coroléario 5.1.1. - Seja f(q) = % uma funcao da varidvel quaternionica q = qy + 1qs +
Jq3 + kqy cujo dominio D ¢ simplesmente conexo num espaco quadrimensional com sub-
dominio o limitado pela hipersuperficie fechada Oo. Seja o elemento de volume de o dado
por dV e o elemento de superficie de o, orientado para fora, denotado por d@Q. Entdo

pelo teorema de Gauss nos quatérnios temos

1
/ dQ- = 4rn*
oo q

Prova para o corolario 5.1.1:

Substituindo a funcao f(q) = % na formula 5.9 tem-se
1 1

/ dQ)— = /F—dV.
do q o 4

Calculando F% :

1
r-=r

q _ F(Ql — G2 — Jq3 — k?614)
¢ g

G+ e+ a+a

Fazendo-se as sequintes identificacoes:

f1 _ q1
G+aG+a+a
fo=
G+aG+a+a
f3 _ —q3
ai+a+a+a
—q
fa :

CE+E+E+ G

Calculada as derivadas parciais das funcoes acima em rela¢do a q1, G2, g3 € q4, €

substituindo-as na equacao 4.7, obtém-se
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rt :{( ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ)+(ﬁ—ﬁ+ﬁ+ﬁ)+
q (¢ + & + a3 +a})? (¢f + 63 + a3 +qi)’

Q1+QQ_Q3+Q4 Q1+Q2+Q3_Q4

+ + +
(i + &+ a3+ qi)? (47 + a5 + 63 + qi)?
+ { ¢ (2q1) ¢1(2¢2)
Q1+QQ+Q3+Q4 Q1+Q2+Q3+Q4
n q4(2q3) q3(2q4)
(G +6+aq3+4q7)? Q1+Q2+Q3+Q4
+ j{
Q1+Q2+‘J3+CI4

32(2qu)

(¢i + 45+ 3 +qi)?
q1(2q2)

Q1 +‘J2+Q3+Q4

q1 2(]3
(¢ +¢ + a3 +Q4

_l_

+

2
4 { Q4 Ch L
(J1+QQ+Q3+Q4

(i )+ (i 5)
(@ 7))~ (@ o)
(@ o) (@ 9
(ridonrar) (aravarap)*
(@ w)+ (@ 9
(i o)+ (@ o)
i o)

|

42(2q3) ) _ ( ¢1(2q4)
(¢f + ¢+ a3+ 43)? (i + a5+ a5+ q3)?

2(¢i + & + 45 + 43)
(i + a5+ a3+ qi)?
9
G+aG+aE+a

Substituindo na primeira integral da prova tem-se

1 2
(/rudvzi/r( s 2>dV
o 4 o Q1+Q2+Q3+Q4

De acordo com secao 4.4 € possivel escrever um quatérnio em coordenadas esféricas

como

g1 = pcosbqcosbycosbs, 0<p< o
g2 = pcosbycosbssinbs, 0<93<27r
s

g3 p cos B sin Oy 5 = 2_2
T T

= in 6 —— <0 <=

q4 p Sy, 5 = =5
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com

dV = dqdgadqzdqs
o a($17x2,$37x4)
= 8(7“, 91,62,93) dpd91d92d03

= p2 cos? 0y cos O>dpdf,dh,dbs

Pelo teorema 4.4.1 tem-se que p* = ¢ +q5+q5+q;. Agora substituindo essas igualdades

na integral obtém-se

/F< 2 )dV /QW/Q/3/122 20 O>dpdb,db,do
= —p” cos” 0 cos
o \&+a&+aq+q; o Jx )=y ° HEOR TR AP
2 g g 1
= 2 / / / / cos? 6, cos Oodpdb,dbsdbs
o J=J=mJo
2T
)(SiHQQ )
0

61 sin(201)
2 (5 Ty

= 472

™ ™

ICh

N

(NE]
Ny

5.2 Foérmula integral de Cauchy para quatérnios

Teorema 5.2.1. (férmula integral de Cauchy para quatérnios) - Seja Q) um
dominio simplesmente conexo num espago quadrimensional e f(q) uma fun¢do regular
em §2. Entao

f(q)

—dq = f(qo)w(i + j + 2k) (5.10)
04— 40

onde o € uma hipersuperficie fechada simples em €2 e gy um ponto qualquer em .
Prova para o teorema 5.10:
Seja o uma hiperesfera em torno do ponto qo, |q — qo| = ro, onde ro € suficientemente

pequeno para que o esteja contido no interior de ¢. Como a fung¢ado % é reqular em

Q\{q}, seque que
19 4. - [ 1@,
04— 4 vo 4 — 4o
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N / {f CI—QO f(%)}dq
/()

qo/ flq) — (qO)d
@Oq_QO d—dqo

De acordo com [21] é possivel escrever o quatérnio ¢ — ¢y com segue:

Dai seque que

q — qo = roeltithitlsk (5.11)

onderg>0e—5 <0 <5, —5 <0< 5el< O3 < 2.

Segue da equacao (5.11) que

dq — d(,r,0601i+92j+93k> _ rod(601i+02j+93k)
)

Verifica-se que

6(691i+02j+93k) i+ 8(691i+92j+93k>d9 N 8(691i+92j+93k)
1 2

00, 00, 005
= (idf, + jdby + kdO)e 0205k

d(e91i+92j+93k) dbs

Usando agora a expressao (5.11) e a diferencial dada acima, segue que

61i4+625+03k
/ da_ _ / T (0, + jdfs + kdby)
®o

q . qo r06911+92]+03k
/ bl

= 7w(i+j+2k)

Zdtgl + ]d@g + k:d03)

[z
d91+j/

s
2

2
dfy + k / dbs
0

Usando agora o fato de f ser continua no ponto ¢, para ¢ > 0 dado, existe § > 0, tal

que |g — qo| < 4, 0 que implica que |f(q) — f(q0)| < € = 52
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(q; : (J]CO(QO) dq' B 7{;(@9)11+9£S932c T0€911+92j+93k(Zd91 + jdOy + kdbs)

- / (Fla) — Flao)) ity + jdos + kddy)

Jus

_ / "(Fa) — Flao)id6y + / " (F(a) — Flqo))jdbs +

™

2

" / * (Fla) — flgo))hdbs

/N

(f(@) = f(qo))idbr| +

‘ / ))kdOs

< " V@ — Faldt+ 1@ - Fao) |+

us
2

+ [ 1@ = Flaldoy

™ ™

2w
< / Ed@l —|-/ Ed@g —|-/ ed93
0 ks

2

NH

= 2me+ me+ we
€0

= 4 =
7T47T €0

Como € — 0, tem-se que
/ fla) — f(qO)dq —0
©Yo q - qo

f(q) dq
04— 40

Logo,
fqo)m(i +j + 2k) =

o que conclui a demonstracao.
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Comnsideracoes Finais

Neste trabalho, seguindo as investigacoes do gupo de problemas nao lineares e sistemas
complexos (UNESP- Instituto de Biociéncias Letras e Ciéncias Exatas) que busca esta-
belecer similaridades entre a Analise Complexa e a Analise Quaternionica, motivado em
explorar idéias apresentadas em [3], [21], [24] e [25], e outros trabalhos, foi possivel de-
terminar a funcao exponencial quaternionica, tratando-a como uma extensao de e* onde
z =x +1y € C. Também foi possivel obter resultados analogos as estudo da funcao ex-
ponencial complexa, como a hiperperiodicidade e a determinacao de uma regiao chamada
fundamental [19]. Neste estudo foi verificado que a funcdo exponencial quaternionica
apresenta uma hiperperiodicidade de 27 em cada uma das unidades imaginarias i, j e k,

sendo também determinada uma regido no espaco R3, onde todos os valores de e? existirao.

Outro resultado apresentado foi a versao da formula integral de Cauchy para quatérnios
que podera ajudar em futuros trabalhos na andlise hipercomplexa. Buscamos estender
as hipdteses do teorema no caso complexo para o caso hipercomplexo quadridimensional
sendo a demonstracao também desenvolvida analogamente ao resultado bidimensional
complexo. Assim obtemos um resultado interessante que possivelmente podera ser apli-
cado na fisica como uma forma de simplificar célculos de integrais, como por exemplo na
fisica de fluidos . A extensao desse teorema é almejada por muitos estudiosos da Anélise
Hipercomplexa sendo que outros resultados foram obtidos como por exemplo em [13], onde
é usado o teorema de Gauss para quatérnios e outras ferramentas para a demonstracao

do teorema.

Como ja mencionado esses resultados poderao ser tteis para futuras aplicacoes a fisica
tedrica, como por exemplo na fisica quantica, na fisica de fluidos, além desse fato a
formula integral de Cauchy para quatérnios pode ser vista como ferramenta para futuros

trabalhos como por exemplo no desenvolvimento do teorema de residuos para quatérnios e



Capitulo 6. Consideracoes Finais 73

no desenvolvimento da férmula integral de Cauchy para outros Hipercomplexos (Octonios

(8-dimensional) e Sedenios (16-dimensional)).
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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