Unes &F3~UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA
p a Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas
DEPARTAMENTO DE CIENCIAS DE COMPUTAQAO E ESTATfSTICA

SEDENIONS DE CAYLEY-DICKSON E DILATACAO

DE FUNCOES K-QUASECONFORMES

Michele Regina Dornelas Roque

Dissertagao de Mestrado
Poés-Graduagao em Matematica

Rua Cristovao Colombo, 2265

15054-000 - Sao José do Rio Preto - SP - Brasil
Telefone: (017) 3221-2444

Fax: (017) 3221-2445



Livros Gratis

http://www.livrosgratis.com.br

Milhares de livros gratis para download.



Sedenions de Cayley-Dickson e Dilatacao de Funcoes
k-Quaseconformes

Michele Regina Dornelas Roque!

Dissertacao apresentada ao Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas da Univer-
sidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho”, Campus de Sao José do Rio Preto, Sao

Paulo, para a obtencao do titulo de Mestre em Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Manoel Ferreira Borges Neto

Sao José do Rio Preto
17 de fevereiro de 2009

Lcontato:micheledornelas@yahoo.com.br



Dissertacao apresentada para obtencao do titulo
de Mestre em Matemaética junto ao Programa de
Pés-Graduagao em Matemaéatica do Instituto de
Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas da Universi-
dade Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho”,

Campus de Sao José do Rio Preto.

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Manoel Ferreira Borges Neto
Professor Titular
UNESP - Sao José do Rio Preto

Orientador

Prof. Dr. Masayoshi Tsuchida
Professor Assistente Doutor

UNESP - Sao José do Rio Preto

Prof. Dr. José Arnaldo Frutuoso Roveda
Professor Assistente Doutor

UNESP - Sorocaba

Sao José do Rio Preto, 17 de Fevereiro de 2009.

il



il

“A satisfacao estd no esforco feito
para alcancar o objetivo, e nao
em teé-lo alcangado.”

Gandhi



Aos meus pais, Nelson e Vandira, e ao meu irmao, Tiago,
exemplos de compreensao, humildade e amizade.

Dedico.

v



Agradecimentos

Inicialmente, agradeco a Deus por tudo.

Agradeco aos professores do Departamento de Ciéncias de Computacao e Estatistica, pelo

incentivo e acompanhamento referente ao meu trabalho de pesquisa durante o mestrado.

Especialmente ao meu orientador, Prof. Dr. Manoel Ferreira Borges Neto, agradeco pela
dedicagao, confianca, paciéncia, seriedade constante e integridade sempre presente durante

a construcao desta dissertacao.

Em particular, agradeco ao meu marido, Mairon Thiago Roque, pelas valiosas sugestoes

e pelo incentivo para a realizacao deste trabalho.

Finalmente, agradeco aos meus familiares e amigos pela compreensao, perseveranca e por

acreditarem no meu trabalho.

Agradeco ao CNPQ), pelo apoio financeiro.



Resumo

Nesta dissertagao, estuda-se estruturas matematicas relacionadas a algebra dos sedenions
de Cayley-Dickson. O conceito de fungoes sedenionicas do tipo f(z) = 2", z€Sen €N, é
desenvolvido a partir da distancia | f(y)— f(x)|, com o objetivo de obter-se uma generalizagao.
A este tipo de mapeamentos trata-se por funcoes quaseconformes, ou seja, mapeamentos que
nao preservam a magnitude dos angulos.

Em particular, através de métodos de resolucao, apresenta-se e discute-se polinomios
de 2n graus com coeficientes sedenionicos com o intuito de enfatizar o valor da k-dilatagcao
causada quando trabalha-se com o nimero sedenionico em coordenadas esféricas. Por fim,

ilustra-se geometricamente os cortes produzidos em hiperesferas B(x,r) quando submetidas

as transformacoes do tipo 2% e 2°.

Palavras-chave: Sedenions, transformacoes k-quaseconformes, equacoes de Cauchy-Riemann,

dilatacao nos hipercomplexos, mapeamentos.
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Abstract

In this work, we propose to study the mathematical construction related with algebra of
Cayley-Dickson sedenions. We will present the concept of sedenions functions of f(z) = 2"
type, z € S and n € N, developing |f(y) — f(x)| distance, with the objective of creating a
generalization. This type of mappings is known as quasiconformal functions, that is, mapping
that don’t preserve the magnitude of angles.

Specially, by means of resolution methods, we will discuss polynomials of 2n degrees with
sedenions coefficients focused on highlighting the value of the k-dilation caused when we work
with the sedenion number in spherical coordinates. Finally, it is illustrated geometrically the
cuts produced in hiperspheres B(z,7) when submitted to the transformations of the type 22

and 2°.

Keywords: Sedenions, k-quasiconformal transformation, Cauchy-Riemann equations, dila-

tion in the hipercomplexs, mappings.

vii



Sumario

1 Introducao 1
1.1 Aspectos Histéricos dos Numeros Hipercomplexos . . . . . . . . . .. .. .. 1
1.2 Os Sedenions de Cayley-Dickson . . . . . .. .. ... ... .. ... .... D

1.2.1 Representacao Geométrica dos Hipercomplexos . . . . . .. ... .. 10
1.2.2  Propriedades Elementares . . . . . .. ... ... ... ... ... 12
1.3 Sedenions Conicos: Um Breve Estudol. . . . . ... ... ... ... ..... 17
1.3.1 Estudo da Multiplicacao dos Sedenions Conicos . . . . . . .. .. .. 18
1.3.2 Propriedades dos Sedenions Conicos . . . . . . . . ... ... .... 20
1.4 Diferencas entre Sedenions de Cayley-Dickson e os Sedenions Conicos . . . . 22
1.5 Consideracoes . . . . . . . . . . . 24

2 Um estudo algébrico do desenvolvimento de z" 25
2.1 Funcao Hipercomplexa 16-dimensional . . . . . . . .. .. ... ... .... 25

3 Representacao de uma hipersuperficie em R' 30
3.1 Coordenadas esféricas 16-dimensionais . . . . . . . . . . .. .. .. ... .. 30

4 Nocoes Topoldgicas Elementares 35
4.1 Regioes no Plano Complexol . . . . . . . . .. ... ... .. 35
4.2 Transformacoes . . . . . . . ... 40
4.3 Equacoes de Cauchy-Riemann 16-dimensional . . . . . . .. ... ... ... 42

5 Generalizacao de |f(y) — f(z)| dado que f(z) = 2" 61
5.1 Fator de expansao e a k-quaseconformidade . . . . . .. ... ... ... .. 61

viil



n

5.2 O caso em que f(z

DA B/

5.3 O caso em que f

z

2

2
5.4 O caso em que f 23
e

(2)
(2)
(2)
5.5 O caso em que f(2)
Projecoes em R® e o Calculo da Dilatacao
6.1 Mapeamentos Curvilineos . . . . . . . . . .. ... ...
6.2 Projecao de z° e calculo computacional da k-dilatacao . . . . . . . ... ...
6.3 Projecao de z° e cdlculo computacional da k-dilatacao . . . . . . ... .. ..
6.4 Estudo da influencia do raio na hiperesfera, . . . . . . . . .. ...
6.4.1 Exemplos de projecoes do tipo f(z) =22 . . . . ... ... ... ...
6.4.2 Exemplos de projegoes do tipo f(z) =2% . . .. ... ... ... ...

6.4.3 Consideracoes sobre o valor da k-dilatacaol . . . . . . ... ... ...
Conclusao
Construcao de Cayley-Dickson

Referéncias Bibliograficas

X

83
84
86
91
96
96
98
100

101

103

109



Prefacio

Nas tltimas décadas a tentativa de se compreender a importancia da Mecanica Quantica
por meio dos sedenions tem resultado em um significativo avanco no desenvolvimento de
estruturas matematicas sedenionicas e suas aplicacoes em Fisica. O crescente progresso
realizado no estudo de fungoes hipercomplexas quaseconformes tem possibilitado calcular
o valor da k-dilatacao em hipercomplexos sem a necessidade de realizar calculos tediosos.
Uma tentativa proposta que visa em futuro distinguir a teoria quantica hipercomplexa da
quaternionica é apresentada por Maricato [20, 21]. Ele sugere um estudo computacional
para o célculo da k-dilatagdo em fungoes submetidas a transformacao do tipo f(z) = 2",
n € N, a qual trataremos por fungoes quaseconformes, na procura de quantificar o valor de
k. Os resultados desses estudos mostraram que as transformagcoes para os quatérnios sofrem
deformagoes similares aos complexos, porém em dimensoes maiores. Uma andlise andloga,
vide Benzatti [25], feita para os octonios expandem resultados parecidos quando comparados
com oS quatérnios.

Nesta dissertacao volta-se os olhares para algebra dos hipercomplexos, dando continuidade
ao estudo feito por Maricato |20}, 21], porém explorando os sedenions como o espago hiper-
complexo 16-dimensional, com o intuito de comparar qualitativamente os resultados obtidos
por Maricato e Benzatti [20), 21], 25].

Também expande-se neste trabalho, os recentes artigos, Borges e Machado [16] [17],
que remetem ao conceito de diferenciabilidade em funcgoes hipercomplexas quaseconformes,
partindo dos estudos realizados por Oliveira e Pendeza (vide [22, 23]) e estendendo as
equagoes de Cauchy-Riemann generalizadas para os sedenions.

Para o desenvolvimento deste trabalho, estrutura-se esta dissertacao da seguinte forma:
comega-se o capitulo 1 com uma nota histérica mostrando o surgimento dos hipercomplexos
e, em seguida, introduz-se os conceitos basicos sobre sedenions. Discute-se brevemente as
diferengas algébricas entre os dois tipos de sedenions: os de Cayley-Dickson e os conicos.

O capitulo 2 é baseado essencialmente na generalizacao do calculo de 2", em que n € N e
x é um hipercomplexo, recorrendo a notacao de x™ por meio de férmulas binomiais e define-se
também o conceito de fungoes para os hipercomplexos.

Percebe-se, através do capitulo 2, que o sedenion quando elevado a poténcia n, n € N,



x1

resulta num extenso processo que dificulta o calculo da dilatacao quando define-se a distancia
como |f(y) — f(z)|, x,y € S. Devido a isto, torna-se essencial utilizar uma notagao mais
simplificada para representar um sedenion, e é no capitulo 3 que faz-se uma mudanca de
coordenadas, ou seja, representa-se um sedenion em coordenadas esféricas, conforme é feito
em procedimento andlogo para os quatérnios [20, 21].

O estudo das fungoes de variaveis complexas tém sido uma das teorias mais sélidas dentro
da Matematica capaz de proporcionar instrumentos poderosos aos matematicos e fisicos, e é
no capitulo 4 que faz-se uso desta teoria para resgatar alguns conceitos topolégicos necessarios
para o bom compreendimento deste trabalho. No quarto capitulo também é apresentado o
conceito de transformacgoes conformes e as Equagoes de Cauchy-Riemann generalizadas 16-
dimensional, fazendo uso propriamente dito da tabua de multiplicacao dos sedenions.

A parte central desta dissertagao, capitulos 5 e 6, concretizam a proposta deste trabalho.
No capitulo 5 desenvolve-se a distancia |f(y) — f(z)|, com x, y € S, que se estabelece uma
métrica capaz de quantificar computacionalmente o valor da k-dilatacao, quando a funcao
sedenionica é submetida a transformagao f(z) = z", n = 2,3,4,... . Também é no capitulo
5 que se define o siginificado de uma funcao f ser k-quaseconforme em um dominio / sim-
plesmente conexo. Finalmente, no capitulo 6, ilustra-se geometricamente os mapeamentos
de f(z) = 2" através de projecoes em R3, este tipo de mapeamento se torna possivel devido
a diferentes cortes fixados nas hipersuperficies em questao. Os cortes sao obtidos através da

manipulagao dos angulos envolvidos e do centro da hiperesfera 16-dimensional.

Sao José do Rio Preto
17 de Fevereiro de 2009
Michele Regina Dornelas Roque



Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo, apresenta-se um estudo algébrico dos sedenions a partir de uma nota
historica. Introduz-se os niimeros sedenions e na sequeéncia é realizada uma construcao dos
sedentons como uma estrutura algébrica 16-dimensional, e suas principais propriedades sao

discutidas.

1.1 Aspectos Historicos dos Nuimeros Hipercomplexos

A historia dos nimeros complexos ilustra bem como um conceito matematico fundamental
pode demorar muito até ser bem compreendido e aceito. E uma histéria longa de resisténcia,
por parte de excelentes matematicos, a admitirem a existéncia dos ntimeros complexos,
mesmo quando ja os usavam indiretamente.

Os numeros complexos foram introduzidos a partir do século XVI, quando pensava-se
que com a criacao dos nimeros reais ja se tinha uma representagao para a solugao de todos
os problemas de medida, o que se presumia o nao avanco de nenhum outro campo numérico.
Acreditava-se que nao existia raiz quadrada de um nimero negativo.

Geronimo Cardano (1501-1576), em seu tratado Ars Magna (1545), descreve o método
para resolver a equagao do terceiro e quarto grau, muito embora Nicolo Tartaglia (1500-
1557) foi quem sugeriu as solugoes das equagoes cubicas. Enquanto sobre a regra para
resolver equacoes quarticas, Cardano escreveu no Ars Magna que “€ devida a Luigi Ferrari,

que a tnventou a meu pedido”. Cardano usou solugoes de polinomios que levavam a raizes
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quadradas de quantidades negativas, a qual ele se referia como “sofisticas”’e concluia que
o resultado nesse caso era “tdo sutil quanto inutil”. Pode-se dizer que Ars Magna foi um
marco a pesquisa em algebra em todas as direcoes, desde os babilonios.

A partir dai, os matematicos comecaram a usar os nimeros complexos aplicando-lhes
as regras usuais do calculo com nimeros reais, embora escandalizados e dando declaracoes
de que eles “nao existiam”e eram “intteis”. Em 1629, Albert Girard (1595-1632), foi quem
introduziu o sfmbolo y/—1, e posteriormente, o matemdtico sufco Leonhard Euler (1707-
1783) simbolizou i para representar v/—1, enquanto que os termos reais e imaginarios foram
expressos por René Descartes (1596- 1650). E s6 em 1831, Carl Friedrich Gauss (1777-1855),
estabeleceu a expressao numero complexo, no qual ele observou que cada ponto de uma
reta correspondia um numero real e cada ponto do plano podia ser associado a um nimero
complexo.

Em 1833, William Rowan Hamilton (1805-1865) percebendo a dificuldade com que os
estudiosos tinham com as quantidades negativas e imagindarias, passou a se empenhar no
significado dos niimeros imaginarios. Ele toma o par (0, 1) como representando v/—1, o que
significa expressar a unidade imagindria em termos de niimeros reais, percebendo que seus
pares ordenados podiam ser entendidos como entidades no plano e tentou estender a idéia
a trés dimensoes indo dos nimeros complexos, a + bi, para ternas ordenadas, a + bi + ¢j.
O fato que levou Hamilton a tal proposito foi o desejo de conectar cdlculo com geometria,
através de uma extensao ainda nao descoberta, ao espago de trés dimensoes.

O problema consistia em encontrar uma regra para multiplicar ternas, ou seja, desenvolver

o produto (a + bi + ¢j)(x + yi + zj), o qual resultava por,
(ax — by — cz) + i(ay + bx) + j(az + cx) + ij(bz + cy)

de modo que os trés primeiros termos deveriam estar associados as coordenadas espaciais e
o problema para Hamilton era desvendar o significado do quarto termo ¢5. Por volta de uma
década, esta pergunta aborreceu Hamilton, que escreveu para seu filho Archibald [1]:

“Fvery morning in the early part of the above-cited month [Oct. 1843] on my coming
down to breakfast, your brother William Edwin and yourself used to ask me: Well, Papa,
can you multiply triplets? Whereto I was always obliged to reply, with a sad shake of the
head: No, I can only add and subtract them?”.
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Em 1843, Hamilton fez uso da propriedade da
nao-comutatividade e atribuiu um nome ao produto
17, chamando-o de coeficiente k, conduzindo a pas-
sagem do plano ao espaco. Eis entao uma de suas
maiores descobertas, os Quatérnios. Esta brilhante
idéia de Hamilton se deu enquanto ele caminhava ao
longo do Canal Royal, onde repentinamente parou

sob a Ponte de Brougham, tirou seu canivete, e ar-

ranhou a féormula fundamental dos simbolos 7,7, k:

2?2 ik = —1 Figura 1.1: Descoberta de Hamilton

em uma pedra. Hoje nao hd nenhum sinal que remonta a existéncia disto, porém em 1956,
em homenagem a descoberta, uma placa foi erguida neste local.

O estudo dos quatérnios foi para Hamilton uma de suas maiores realizagoes, em Lec-
tures on Quaternions [2], Hamilton apresentou uma teoria de um sistema nao comutativo
algébrico. Ele interpretou o quatérnio como sendo a razao entre dois vetores, tornando real
a relacao dos quatérnios com o espaco tridimensional. Sua mais famosa obra na teoria dos
quatérnios é conhecida por Elements of Quaternions [3], sendo editada e publicada por seu
filho, William Edwin Hamilton, em 1866, no ano seguinte a morte de Hamilton.

Sucessivas investigagoes passaram a ocorrer desde entao, e foi através da perda da pro-
priedade da associatividade que John Thomas Graves (1806-1870), amigo de Hamilton, en-
controu uma algebra das oitavas, com 8 elementos de base, ou seja, os octonios. Em 1845,
os octonios foram redescobertos por Arthur Cayley (1821-1895), em seu artigo, “On Jacobi’s
elliptic functions, in reply to the Rev. B. Brouwin; and on quaternions”, e é devido a isso
que eles também sdo conhecidos como Nimeros de Cayley [4, 5].

Outro matematico responsavel pelo avanco dos hipercomplexos foi James Joseph Sylvester
(1814-1897), grande amigo de Cayley, que passou a trabalhar com equagoes algébricas ge-
neralizadas com raizes imaginarias. Acredita-se que Sylvester seja um dos percursores dos
sedenions.

A palavra sedenion provém de sexdecim, o que significa dezesseis. Os sedenions consistem

de uma &algebra 16-dimensional sobre os nimeros reais.
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Ha dois tipos de sedenions:

1. Sedenions obtidos pela aplicacao da construcao de Cayley-Dickson, também conhecido

por sedenions circulares [6];

2. Sedenions conicos - M-dlgebra de dezesseis dimensoes, introduzidos por Charles A.

Muses (1919-2000) - obtidos como parte do conceito de hiperntimeros [7, 8, 9.

A multiplicagao dos sedenions de Cayley-Dickson nao é nem comutativa e nem associa-
tiva, assim como os octonios. Mas, em contra-partida com os octonios, os sedenions nao
tem a propriedade de serem alternativos. Eles tém, entretanto, a propriedade de serem
associativos em relacao a potenciacao.

Os sedenions de Cayley-Dickson, sao contituidos de uma unidade real e 15 raizes ima-
gindrias, ja os sedenions conicos sao contituidos de uma unidade real, 8 raizes imaginarias e
7 raizes contra imagindrias.

Nesta dissertagao, somente sao investigados com maior profundidade, apdés uma in-
troducao sobre os dois tipos de sedenions acima descritos, os sedenions de Cayley-Dickson.

Os sedenions conicos serao deixados para uma futura investigacao.
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1.2 Os Sedenions de Cayley-Dickson

Um sedenion é um numero hipercomplexo 16-dimensional. Define-se o conjunto dos sede-

nions por S, tal que:
S= {(a07 ai, az, as, a4, as, g, a7, ag, 4y, A10, @11, @412, @413, G414, a15)’an € ]R7 n= 07 Sy} 15}7 (11>
Um numero sedenion apresenta a seguinte estrutura:

S = ao—i—ial —|—ja2—|—k‘a3+e/a4+i/a5—|—j/a6—|—k/a7—|—e” a8+i//a9+j//a10+k//a11 +€ma12+i///a13+j///a14+k///CL15,
(1.2)

em que cada a, é um numero real.

N 1 S "

, .. A ’ " N " " ~ . . . .
Os simbolos 4,5, k,e 1,7, k,e i ,7 ,k ,e ,i ,j ,k sao unidades imaginarias que

obedecem as seguintes regras de multiplicacao:

i2 — j2 — ]{72 _ e/2 — 2-12 — j/2 _ ]{3/2 _ 6//2 — i”2 — j//2 — /{5”2 — 6”/2 — 2~///2 — j///2 — k///2 —

Z] — ]{7,@6, — 2,7]6, — ]/’kel — k/’ /L'ell — Z'//;jell — j//;kell — k”;ie”’ — i/,/;jelﬂ — j,/,;ke”/ — k///
Define-se a operacgao de adigao entre s,t € S por:

s+t = (ag,a1,as,as,a4,as,a6,ar,as, Ay, 19, 411, A12, 413, A14, A15)

b07 b17 b27 b37 b47 b57 b67 b77 b87 bg, b107 b117 b127 b137 b147 b15)

(
(CLO + bo) + z'(al + bl) + j(ag + bg) + k(ag + b3> + GI(CL4 + b4) + i/<CL5 + b5) + j/(CLﬁ + bﬁ)
k/(a7 + b7) + 6”((18 + bg) + i//(ag -+ bg) + j"(alo + blo) + k’u (CL11 + b11) + GW(alg + blz)

"

_|_
+ i (a3 + biz) + jm(a14 + b1a) + k‘m(a15 + b1s) (1.3)
A operacao de adigdo com um nuimero real x é dada por:

s+x = (ag+x)+iay + jag+kas +eay+ias+ jag+kar+e ag+1i ag+j aw+k an

+ e///(]/12 + /l:///(l13 + j///a14 + k///a15 (1'4)
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J& a operacao de subtracao é dada por:

s—t =

aop, ay, az, az, aq, as, ag, a7, ag, g, A1p, A11, 12, @13, 14, CL15)

(
- (b07 b17 b?a b3a b47 b57 bﬁa b77 b87 b9a blOa blla bl?a b137 bl47 bl5)
(

1

ag — bo) +i(ay — by) 4 j(ag — by) + k(ag — bg) + ¢ (as — bs) +1 (a5 — bs) + 5 (ag — bg)

+ k:/(a7 —br) + e//(ag — bg) + ’in(ag — by) + j//(alo — byg) + K’ (@11 — bi1) + e (ar2 — bia)
+ qQ (a13 — big) + j/ll(a14 —biy) + km(als — b15) (1.5)
O sedenion negativo é definido por:
—5 = —ag—iay—jay —kag—eas—ias—jag—kar—e ag—i ag—j aig—k an —e€ ap
— a3 — ] au—k ay (1.6)

A multiplicagao é distributiva, assim em fazendo-se as seguintes identificagoes:

1

l

k///

—

<

1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0
0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0
0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0
0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0
0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0
0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0
0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0

0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0

(
(
(
(
(
(
(
(0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0
(
(
(
(
(
(
(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0
(

)
)
)
)
)
)
)
)
0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0)
)
)
)
)
)
)
)

0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1),
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um nimero sedenion s = (a’OJ ai, az, asz, a4, as, g, a7, ag, g, @10, @411, @12, 13, A14, CL15), com a, €

R, n=0,...,15, pode ser representado por:

a0, 0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)(1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0)
0,a1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)(0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)
0,0,a,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)(0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0,0, 0)
0,0,0,as,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)(0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0,0, 0)
0,0,0,0,a4,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)(0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0)
0,0,0,0,0,as,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)(0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0)
0,0,0,0,0,0,as,0,0,0,0,0,0,0,0,0)(0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0, 0,0, 0)
0,0,0,0,0,0,0,ar,0,0,0,0,0,0,0,0)(0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0, 0)

)

)

0,0,0,0,0,0,0,0,0,a,0,0,0,0,0,0)(0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, a0,0,0,0,0,0)(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,a1,0,0,0,0)(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0

0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,as,0,0)(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0

0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, a4, 0)(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0

+ 4+ + + + + + + + o+

(
(
0,
0,
(
(
0,
(
(0,0,0,0,0,0,0,0,as,0,0,0,0,0,0,0)(0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0
0,
(
(
(
(
(
(

) )
) )
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, a15,0,0,0)(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 1,0,0,0)
) )
0)( )
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, a15)(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 1), (1.7)

em que ag representa a parte escalar positiva Re(z) do nimero sedenion e h, = ia; + jas +

/ N N / 1" N N4 " " g1 S "
kas+ecas+ias+jas+kar+eag+iag+j ap+k ante at+i az+j ay+k aps,
a sua parte vetorial imaginaria. Assim S pode ser representado como uma soma direta:

S=ReV

onde R é o corpo dos reais e V' é um espaco euclidiano.

Tomando as unidades 1,14, j, k,e',d', 5’ k', ", i", j" k" " i", 3" K"

normal da algebra 16-dimensional, pode-se construir a tabua de multiplicacao para os sede-

como uma base orto-

nioNSs:
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* 1 i j k e’ i° P ke i k”|e i Kk
1 1 1 j e’ i j’ k’ e’ i 7 k7 e’ i3 k7

i 1 -1 -] i’ -’ kT ) i -e” k77 -7 e” k7 7
J j k-1 1 j’ kW -e’ -1 ik e 7 ke 1

k k ] -1 -1 k’ -j’ i e || kT 7 oo | kg AT e
e’ R M -1 1 j k SRS S A | I CRS S R o

i’ i’ e -k J -1 -1 -k ] i o-e” k7T i " kT -)
J’ j’ k’ e’ -1 -] k -1 -1y ke 1 j’ k7 o-e” 1
k’ k> -y i’ e’ -k -] 1 -1k A4 e || KV j’ -7 -e”

e’ | e -7 7 K| e AT 7 k| -1 1 ] k e’ i j’ k’
i” N S | I A A R | I SR | -k j -1 e’ k’ -j’
j” 7 kToe” AT |7 kT e 1 -] k -1 -1 -J -k’ e’ i’
k” | k¥ 47 i” e’ || -k77 gt A4 e | k4] 1 -1 -k’ j’ -1’ e’

e’ e i 7 K| e 4 g7 k| e P j’ k’ -1 -1 -] -k
i77 i e kT | i e’ kg7 |1 - k4 i -1 k -]
V00 kK e i i km e 17 - kM e i’ -k -1 1

K|k 7 -4 e || kK S O S | G - € k ] -1 -1

Tabela 1.1: Tabua de multiplicacao para os sedenions
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O sedenion Con.]ugado sdes= <a07 ai, az, asz, a4, a5, g, a7, ag, Ay, 10, @411, @12, @13, A14, a15>
¢ dado por:

1"

— . . / g N / 1" 1 R4 1"
S = ap—ta; —jag —kag—eay—tas—jag—kar—e ag—1i ag—J ayp—k a;1 —e ap

(1.8)

" "

. . 1"
— 4 a3—J au—k as

A multlphcagao de um nimero s = ((10, ai, az, as, a4, as, g, a7, ag, Ay, 10, @411, @12, @13, A14, CL15>

por um numero real z, é dada por

. . ’ N N ’ ” N W
ST = agx +1a1x + jasx + kazr + e ayx + i asx + j agx + k arx + e agr + 1 agr + j ajpx
12 " g g "
+ kapr+e apr+i azr+j aur+k asx (1.9)
Sejam,

S = ag+iay +jay+kas+eas+ias+jag+kar+e ag+i ag+j ag+k apn+e ap

+ ,l:///a13 + j///a14 + k///a157
e7
t = bo+iby+ jby+kby+eby+ibs+jbs+kbr+ebg+i byt bio+k by +e b
+ /l:l//bl3 + j/llb14 + k/// b157

A operacao divisao é definida por:

S_E _ (00701,612,&3,@4, ...,alg,a13,a14,a15)(b0, —by, —by, —b3, —by, ..., —b1a, —b13, —b14, —515)
t2 b2 + b3 + b3 + b3 + b3 + b2 + b3 + b2 + bE + b3 + b3, + b3y + biy + b3y + b3, + bis

I o

S S
t ot
A norma |S| de um sedenion s = (a07 ai, az, as, a4, as, g, a7, ag, ag, @10, @411, @12, 13, A14, CL15)

¢ um numero real, isto é:

|s|] = \/a(%—|—a%+a§~|—a§+aﬁ+a§+a§+a$+a§+a§+a§0+a%~|—a%2—|—a%3—l—a%4—l—a%5
e, consequentemente,

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
|s| = ag+aj + a3+ a3+ a; + ai + ag + az + ag + ag + ajy + aj; + ajy + aj; + aj, + ajs



1.2. Os Sedenions de Cayley-Dickson 10

1.2.1 Representacao Geométrica dos Hipercomplexos

Os numeros reais, denotados por R, correspondem ao conjunto vazio no estudo dos hiper-
complexos, uma vez que o conjunto dos R nao contém nenhuma unidade imaginaria.

Os numeros complexos C correspondem a um tnico ponto imaginario, denotado por i.

Figura 1.2: Representagao dos complexos no plano

Os quatérnios correspondem a projecao ortogonal no espago tridimensional do ponto. As
unidades imaginarias dos quatérnios sao t, 7, k. Indo de i para j obtém-se k, e entao temos
um ciclo. A regra de multiplicacao dos quatérnios é determinada pela tripla associativa

(i,7, k), tal que ii = jj = kk = ijk = —1.

/A

Figura 1.3: Ciclo dos quatérnios

Uma forma de representar a multiplicacao dos octonios é dada por um diagrama de-
nominado Plano Fano, mais precisamente, representa-se a multiplicacao dos octonios por
um triangulo. Os pontos do triangulo sao representados através das unidades imaginarias
dos octonios: 1,7, k,€e',i',j' k'. As setas indicam se o sinal da multiplicacdo é positivo ou

negativo.

Figura 1.4: Plano Fano



1.2. Os Sedenions de Cayley-Dickson 11

E, finalmente, a representacao da multiplicacao das unidades imaginarias dos sedenions
se da por meio de um tetraedro. Neste caso ha 35 ciclos sedenionicos. As setas in-
dicam os sinais dos resultados da multiplicacao de cada elemento da base: 1,7, k, €', 7',

K e’ " " k" e i 77" K" quando positivo ou negativo.

Figura 1.5: Representagao geométrica para os sedenions
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1.2.2 Propriedades Elementares

Sendo s,t e v € S, analisa-se, a seguir, propriedades que envolvem os sedenions.

1.2.2.1 Nao-comutatividade: Os sedenions nao satisfazem a propriedade da comuta-

tividade, isto é,
e st nao é necessariamente igual a ts,

Por exemplo, em tomando-se, s =1 e t = j, percebemos que,

ou seja,
(0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)(0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) #
(0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)(0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)

1.2.2.2 Nao-associatividade: Os sedenions nao sao associativos, ou seja,

e (st)v nao é necessariamente igual a s(tv),

Ilustra-se isto, em tomando s =i, t = j, v = €/, entao,

(st)v = (ij)e' = ke =k’

s(tv) =i(je’) =i = =k
ou melhor,
((0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)(0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0))
<O7 07 07 07 ]'707 07 07 07 O? 07 07 07 07 07 0) # (07 1707 07 07 07 07 O? 07 07 07 07 07 07 07 O)
((0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)(0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0))
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1.2.2.3 Nao-alternatividade: Outra propriedade importante é que os sedenions nao

sao alternativos,
e s(st) nao é necessariamente igual a s,
De fato, sejam s =i+ €”, t = j;
s(st) = (i+e")((i+e€")j) = =2+ 2k" # —=2j = (i + €")?j
pois,

S(St) — (Z+e/,/)((l+e/,/)]) — (Z‘l_e”/)(lj —|—6”/j) — (i+€///)(k5+j/,/> — ik+ij///+€//,k+€///j,/,
— _j+k,/,+k//,_j:_2j+2k/”

enquanto,

82 — (Z + 6///)2 — (Z + 6/”)(2' + 6///) — ii + ie/// ‘I‘ e”’i + 6”/6/” — _1 o i/// ‘I‘ Z'/// . 1 —_ _2
st = (i + ")) = =2j

1.2.2.4 Nao-modularidade: Os sedenions nao sao modulares, o que significa dizer que,
e |st| ndo é necessariamente igual a |s||t|,

De fato, em tomando s =i + j”, t = ¢ + k"; entao,

[st| = (i +j")(€ + k") = V8 >2=i+ "l + k"] =|s|lt|

ja que,
i+ = V2
|€/+k‘”/| — \/5

=>|i+j///||6/+k/’/|:\/§\/§=\/4_122

enquanto,

|('L +j//)(€/+ k///)| — |i€/+ik:/” +j//€/+j//klll| — |/Ll _]'/// _j/l/+i/| — |22/ _ 2j//l| — \/g
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1.2.2.5 Zero-Divisores: Os sedenions nao formam uma algebra de divisao, isto é,
e s.t=0, nao implica necessariamente que s=0 e t=0,
Um fato que ilustra tal propriedade pode ser considerado em fazendo-se,
s=i+j, t=kK"—¢,
ou seja, s #0 et F#0, e,
st=(i+j" )K" —¢e)=ik" —ie' +j'K" —j"¢ =—j" —i'"+i+ 7" =0

e 1.2.2.6 Identidades de Moufang: Os sedenions nao satisfazem as seguintes relagoes:

- (st)(vs) = s(tv)s
- (sts)v = s(t(sv))

- v(sts) = ((vs)t)s

De fato:

Sejam s = j”, t =i e v = K/, verifica-se que:

Os sedenions nao obedecem a primeira relacao da Identidade de Moufang, pois:
(st)(vs) = (") (RJ") = " (~") = —f

N/ "1

s(tv)s = j"(ik")j" = j"5'j" = €"j" = '

o que mostra que (st)(vs) nao necessariamente é igual a s(tv)s.

Verifica-se agora que a segunda relagao, (sts)v # s(t(sv)), também nao é satisfeita:
(StS)U — (j//ij//)k’/ — (k‘”j”)k‘/ — ik/ — j/

3(15(5@)) — j”(i(j”k/)) _ j”(’i(i/”)) _ j//(e///) _ _j/

logo, (sts)v # s(t(sv))

E finalmente, verifica-se que nem sempre v(sts) = ((vs)t)s,
,U(Sts) — k/(j//ij//) — k/(k//j//) — k,Z — _j/

((ws)t)s = (35" = (~"))" = "5 = 7

e portanto, v(sts) # ((vs)t)s.
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Definicao 1.1 Uma expansdo binomial de uma soma de a e b €S, € dada por,

z(z — 1)ax_2b2 R z(r—1)(x—2)..2.1

b 1.1
1.2 1.23..(z — )z (1.10)

(a+b)* = a” 4+ xa® b+

Tem-se entdo a sequinte formula para expansao,

xT

(a+b)"=>" ey (1.11)

r=0 T

em que,

T !
- (1.12)
r ri(x —r)!
1.2.2.7 Poténcia-Associativa: FEsta propriedade mostra que para todo s € S e V

m,n € N, tém-se,
o sMg" — Sm-l—n

De fato, seja s € S, isto é, s = ag + ia1 + jas + kas + e as+ias + jag+ k' ar + € as +
i ag + j”alo + k' ay + e arp + i arz + jma14 + k" ays. Entao, para todo m,n, € N, tem-se
que:

s = (ag +iay + jag + kaz +€ay +ias+jas+kar+e ag+i ag+j ap+k ay +

i N g1 "
e a2 +1i a3+j an+k a)mt"

Y

Pode-se escrever s = (ag + h,), em que h, = iay + jas + kas + eas+ias+jag+kar+

11 g1 g 1" " N g1 i
eag+1i ag+j apo+k ayn+e aps+1i a3+ 7j ayy+ k aps, desta forma,
s = (ag + hy)" "

Entao, pela defini¢ao 1.1 de expansao binomial, tem-se que para todo s € S,

s™ = (ag + hy)™ i " ag'”"hl,

=0 r

<3

assim como,

3

s" = (ag + hy)" ag""hl

1

Il

o
<
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entao,

m+n
gmtn (a() +h )m—i—n Z +n The
r=0 r
Verifica-se agora que
m m n n m—+n m4+n
s — Z a(r)nfrh; Clgirh; _ Z aO m+n— rhT = gmtn
r=0 r r=0 r r=0 r
De fato
m m m m
s"st = agh? + otpl 4 MR 4+ ag”"h
0 1 2 m
n n
afh® + o thl 4 DR 4L+ ag” "hl
1 n
m m—1p1 m(m — m 27,2 m 2) 2.1 m—mipm
= htf 4 —— h h
[ao + may s T 19 + . + 1 5 ( “m ag
n n—1p1 TL(TL B 1) n—2712 ’I’L(TZ — 1)(” B 2) 2.1 n—-npn
h, + —= he + ... h
[ao L e e W o o
= ag'ay +na"ay 'hl + ———ay'ag 2h2 + 2 (n— D" A
-1
+ mag aght + mnag ey R —m”(z Japtap2nd 4+
n(n—1)..2.1 1 m(m — 1) mnim—1) .
m hn+1 m—2 nhQ m—2 _n 1h3
Tl e T 2 0 %
m(m—nn-1) o . 5, m(m—1)n(n—-1)..21
m n—2p m hn+2
* 4 Gor o et T T T
Lo m(m — 1)(m 2).. .2.1h;n ag_lm(m — 1)...2.1h?Jrl
1.2...(m—1)m 1.2...(m—=1)m
N n(n—1)m(m—1)..2.1 n-2pmi2 | m(m—1).21nn—-1)..21 ..
2 12.(m—1m° °° 12 (m—1m12...(n—1)n
Como af'al = ag*", ¥V ag € R, m,n € N, agrupando os coeficientes h%, r = 0, ...,m + n,

tem-se,
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(m + n)(m +n— 1)am+n—2

s — ag@—&-n_'_(m_'_n)agn—l-n—lhm_'_ 5 ,

h2 + ...

(m+n)(m+n—1)..2.1 )
hm+n — m-+n m+n 1h,m

" 1.2..(m+n—1)(m+n) * ag™" + (m+n)ag
(m+n)(m+n—1)

1.2

+

QIR L B = g

Portanto, para todo s € SeV m,n € N,

1.3 Sedenions Conicos: Um Breve Estudo

Charles A. Muses (1919-2000), elaborou varios estudos no campo da Matematica, da
Fisica, da Filosofia, entre outros. Muses também ficou conhecido por varios pseudonimos,
como Muses, Musaios, Kyril Demys, Arthur Fontaine, Kenneth Demarest e Carl von Bal-
madis. Muses fundou a Lion Path, um movimento do xamanismo.

O conceito de hiperntimeros que consiste no estudo da algebra dos niimeros hipercom-
plexos foi introduzido por Muses, o qual denominou o termo M-dlgebra, usado para investigar
subalgebras, como os sedenions conicos 16-dimensional [7, 8, 9, [10].

Os sedenions conicos sao constituidos de um numero real, base 1, oito niimeros ima-
gindrios, o qual denota-se por i,, n = 0,...,7, tal que i?> = —1, e sete nimeros contra
imagindrios, denotados por €,, n = 1,..,7, tal que €2 = +1, de modo que um sedenion

conico apresenta a seguinte estrutura:

S = a+b1i1 —|—b2i2—f-bg’ig+b4i4+b5i5+66i6+b7i7+0161 —|—CQEQ—|—6383+C4€4+C5€5+C6€6+C7€7+di0,
(1.13)

De forma generalizada, pode-se expressar,
s=a-+byi, +cpen +dig, n=1..7 (1.14)

em que, ig = inEn = Enln, In, SA0 08 classicos octonios, n =1, ..., 7.

Os sedenions conicos sao baseados em trés hipernimeros fundamentais: 1,7 e €.
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1.3.1 Estudo da Multiplicacao dos Sedenions Conicos
A tabua de multiplicagao dos sedenions conicos é dada da seguinte forma:
* 1 il ig ig i4 i5 i6 i7 i() €1 &9 E&3 &4 5 &g E7
1 1 il ig ig i4 i5 iG i7 io &1 E9 €3 4 €5 €6 194
Z.l il -1 i3 -ig i5 —i4 —i7 iG -&1 ig €3 -&9 €5 €4 -7 €6
19 || ig || i3 -1 41 dg d7 -la -i5 | -€2 | -€3 to €1 € €7 -E4 -5
'é3 ig iQ —il -1 ’i7 —’i6 i5 —i4 -3 g9 -&1 ’io Er —€6 €5 -&4
’L.4 i4 —’i5 —i@ —i7 -1 il ig ig -&4 -€5 -€¢ -E7 ig &1 E9 €3
7:5 i5 i4 —i7 iﬁ —il -1 —ig ig -&x €4 -E7 e -&1 io -€3 €9
6 || 36 || 97 44 -i5 -t i3 -1 iy | -e¢ || €7 €1 -€5 -2 &5 g —&1
i? i7 —iﬁ i5 i4 —i3 —ig il -1 -7 -£6 €5 €4 -3 -£9 &1 io
7;() i() -1 -&9 -€3 -&4 -€5 -6 -E7 -1 il iQ i3 i4 i5 i6 ’i7
E1ller |l 10 €3 -9 €5 -€4 -€7 Eg 1 1 -3 19 -5 14 7 -lg
€9 €2 || -€3 io €1 €6 Er -&4 -€5 ig ig 1 —’il —iﬁ -i7 i4 i5
€3 £3 €9 -€1 g &7 —€g €5 -€4 13 ~19 1 1 e 16 -15 14
4 €4 || -5 -€6 -€7 19 €1 €9 €3 1y 15 16 i7 1 -1 -ly  -13
€5 |l es5 || €4 -€7 €6 -€1 19 -€3 &9 15 -lg iy -lg 11 1 13 -9
€6 6 E7 €4 -€5 €2 €3 19 —¢€1 g -7 -1y 15 19 -13 1 11
g7 €7 || €6 €5 €4 -E3 -E9 &1 10 17 16 -i5  -14 13 19 -1 1

Tabela 1.2: T4bua de multiplicacao dos sedenions conicos
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E perceptivel algumas relagoes entre a multiplicacao das unidades imaginarias dos sede-

nions conicos.
e Férmulas Bésicas:

Considere ¢ um indice, entao,

10 = 14€q = Eala (1.15)
iia = —1 (1.16)
€a€a =1 (1.17)

e Relacoes anticomutativas:

Considere a, b e ¢ indices distintos, entao,

IR —— (1.18)
1aEb = —Eplq (1.19)
EpEec = —EcEp (1.20)

e Relagoes imediatas:

iy = i (1.21)
Ea€b = —l¢ (1.22)
1aEb = E¢ (1.23)
€40y = E¢ (1.24)

e Relacoes antiassociatiativas:

Sejam a, b, ¢ e d, indices distintos, tal que i,t, = ig4.

(iaib)ic = _ia(ib'éc) (125)
(1a€b)Ec = —ia(Epe) (1.26)
(€alp)ec = —€a(ivee) (1.27)

(€a€b)ic = —€q(Epic) (1.28)
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e Relagoes envolvendo ig:

(igia)ip = —Euiy = —E0 = igic = io(iais) (1.29)
(10%a)€p = —Ealh = tec = G0Ec = 10(1aEh) (1.30)
(i0€a)ip = faiy = ic = g0 = i0(Eais) (1.31)
(10€4)€b = 1aEp = €c = —iple = 10(€aEp) (1.32)
(igin)in = —Enin = —io = io(inin) (1.33)
(10tn)en = —€nen = —1 = dgig = io(incn) (1.34)
(i02n)in = inin = —1 = igip = to(Enin) (1.35)
(108n)En = inen = o = io(Encn) (1.36)

1.3.2 Propriedades dos Sedenions Conicos

Os sedenions conicos formam uma &dlgebra nao-comutativa, nao-associativa, entretanto,
sao alternativos e modulares.
De fato, sejam os sedenions conicos: s,t, z, tal que, s =iy, t =iy, e v =14

Quanto a nao-comutividade, tém-se que,
st = ilig = Z'3

ts = igil = —’é3
= st #ts

Ja em relagao a nao-associatividade, pode-se observar que,
(St)?) = (2112)24 = i3i4 = i7

s(tv) = Zl(ZQ’L4) = 21(26) = —i7
= (st)v # s(tv)

Os sedenions conicos obedecem as relacoes da Identidade de Moufang, isto é,



1.3. Sedenions Conicos: Um Breve Estudo 21

o (st)(vs) = s(tv)s
o (sts)v = s(t(sv))
o v(sts) = ((vs)t)s
Considerando quaisquer trés elementos sedenionicos temos,

(st)(vs) = =Z£((st)v)s = (s(tv))s = s(tv)s

(sts)v = (s(ts))v = %(s((ts))v) = s(t(sv))
v(sts) = wv((st)s) = £(v(st))s = ((vs)t)s

A expressao + se justifica para as unidades imaginarias; se s,t e z sao do mesmo ciclo,

entao eles sao associativos, caso contrario, eles sao antiassociativos.

Os sedenions conicos sao alternativos, isto é,
o s(st) = (ss)t, e s(tt) = (st)t

Considere dois sedenions conicos: s =Y spe, et = > t,e,, onde s, L, sdo os coeficientes

reais dos elementos sedenionicos e, tal que,

St =" 8nen > tnen =2 > (Sn€n)tn€n = 2. > Spntnen = 2. > Splneney

O que mostra que,

s(st) = Z Snen(z Snén Z tnen) = Z snen(z Z Spentnen) = Z Spn€n Z Z Sptn€ntn
= Z Z Z SnSntn€nnen = Z Z S1.8nEn€n Z then = Z Z S Sn€n Z tnen
= (Z Z Sn€nSn€n) Z then = (Z Snén Z Snén) Z tnen, = (s8)t (1.37)

De forma, analoga,

St=>"8nen > tnen =2 (Sn€n)tnen = D> Spntnen = . > Splneney
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O que mostra que,

(st)t = (Z Spnén Z tnén) Z then = (Z Z Snéntnén) Z then = Z Z Sntn€ntn Z tnén
= Z Z Z Sptntn€nnen = Z Snén Z Z totn€ntn = Z Snén Z Z tnentnén
= Z snen(z Z tnentnen) = Z snen(z then Z tnen) = s(tt) (1.38)
Definicao 1.2 A norma de um sedenion conico € dada por:
|s| = 55" = (a + bypiy + cnen + dip)(a + byin + cpepn + dip)” (1.39)
em que s*, € o conjugado de s, e s* pode assumir uma das sequintes formas:
1. s7 = a — byi, + cpen — dig,
2. st =a+ byi, — cpen, — dig,
3. 87, =a— byi, — cuen + dip
Os sedenions conicos sao modulares, o que significa dizer que,
o |st| = [s][t]

De fato,
[s|[t] = (ss™)(tt7) = s(tt")s™ = (st)(t"s™) = (st)(st)" = |st]

A primeira igualdade vem da definicao de norma, a segunda se justifica pelo fato de
tt* = |t|, que envolve nimeros reais e ip, que sdo comutativos e associativos com todos os
sedenions, incluindo s e s*. A terceira igualdade se da pelo uso da Identidade de Moufang.

E finalmente, a iltima, usa-se novamente a defini¢ao de norma.

1.4 Diferencas entre Sedenions de Cayley-Dickson e os
Sedenions Conicos

Estudos realizados por Imaeda e Tmaeda [6], sobre os sedenions de Cayley-Dickson e por
Muses [7, 8, 9], envolvendo os sedenions conicos, mostram diferengas bésicas entre os dois

tipos de sedenions. Considere-se entao esses dois sistemas:
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Os sedenions conicos de Charles Muses, sao baseados em raizes quadradas de —1 e +1,

e sao constituidos da seguinte forma,

o 1;
i, 1<n<7 tal i?=-1;

© c,,1<n<7 tal & =1;

® iy =1i,E,, onde ig =-1

Ja os sedenions de Cayley-Dickson, baseados em dezesseis elementos, mantém a estrutura,
o 1;

i, 1<n<15 tal ?=—1;

n Y

Desta forma, as propriedades dos sedenions conicos e os sedenions de Cayley-Dickson,

diferem em ntimeros no seguinte aspecto:
e Poténcia-Associativa: s™" = s™s";
e Alternatividade: (ss)t = s(st) e t(ss)= (ts)s;
e Modularidade: |st| = |s||t|
Assim, os sedenions de Cayley-Dickson satisfazem:
e Poténcia-Associativa;
e Nao-Alternatividade;
e Nao-Modularidade
Enquanto que os sedenions conicos satisfazem:
e Nao Poténcia-Associativa;
e Alternatividade;

e Modularidade

Esquematicamente, tém-se,
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Propriedades/Hipercomplexos || Sedenions de Cayley-Dickson || Sedenions Conicos

Poténcia-Associativa Sim Nao
Alternatividade Nao Sim
Modularidade Nao Sim

Tabela 1.3: Comparacao entre os sedenions de Cayley-Dickson e os sedenions conicos

1.5 Consideracoes

Atualmente, pesquisas avangadas procuram unificar a teoria dos hipercomplexos (com-
plexos, quatérnios, octonios, sedenions,...), juntamente com a teoria das transformacoes,
mais especificamente, com as Algebras de Clifford [11], 12], fazendo um estudo paralelo com
geometria.

Os sedenions, como analisados neste capitulo, sao uma extensao nao-associativa dos
quatérnios. Os quatérnios surgiram no final do século XIX, e naquela época, eles haviam
perdido espago na maioria das aplicagoes para os vetores, e sé tornaram a serem objetos de
pesquisa por volta do século XX, quando matematicos, fisicos e estudiosos da computacao
grafica se depararam com a necessidade de utilizar os hipercomplexos com o intuito de
parametrizar o espago de rotacao 3-dimensional (IR?). E quando surge a utilidade de se
trabalhar com mapeamentos.

No estudo da Algebra Linear, vetores, matrizes e transformagcoes lineares sao alvo de
pesquisa, muito embora sabe-se que algumas transformacoes usadas hoje em computacao
grafica nao sejam lineares, como é o caso de projecao em perspectiva. Com os estudos
em expansao dos hipercomplexos serd possivel realizar grandes avangos computacionais em

computacao grafica sem se limitar ao uso de matrizes e vetores.



Capitulo 2

Um estudo algébrico do

desenvolvimento de 2"

Define-se neste capitulo, o conceito de fungoes para os sedenions com dominio I C S.
Também estuda-se a generalizacao de z", em que x é um hipercomplexo. Utiliza-se para
isso nao s6 tabelas de multiplicagao como também férmulas binomiais simples. De agora em
diante, a menos que mencionado o contrario, trata-se-a opiniao dos sedenions de Cayley-

Dickson.

2.1 Funcao Hipercomplexa 16-dimensional

Sejam I e I’ dominios no espaco euclidiano 16-dimensional R'¢, I ¢ S, I’ C S.

Uma funcao:
f:1—=1T

¢ uma funcao sedenionica se f é um mapeamento que faz corresponder a cada
x = (ag, a1, as, as, ay, as, ag, az, ag, dg, G410, A11, A1, 413, G414, a15) € Sum y = f(x), y € I' C S.
Sendo f uma fungao sedenionica pode-se decompo-la em parte escalar fo(x) = ¢(z) e
parte vetorial ifi(z) + jfa(x) + kfs(x) + € fa(x) + 7' f5(x) + 5’ fo(x) + K fa(x) + € fs(z) +
" fo(x) 43" fro(x) + K" fra(x) 4 € fra(x) + 3" fra(x) + " fra(z) + K" fis(2) = p(x), ou seja,

25
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f(x) = folx) +ifi(x) + jfolx) + kfs(x) + € fa(x) + 7' fs(x) + j' fo(x) + K fr(x) + € fs(x) +
i’ fo(x) + 3" fro(w) + K" fi1(x) + €” fra(z) + 3" frz(x) + 3" fra(z) + K" fis(z) = ¢(x) + (7)),

em que f; : R — R sao funcoes coordenadas de valores reais para i = 0,1,2, ..., 15.

Consequentemente,

FI=RA A B4 f2+ 2 R f2+ fot Fh+ fo+ i+ fat £
(2.1)

é a sua norma.

Fazendo agora, um estudo do cédlculo de z™, x € S, através das relagoes De Moivre’s
tém-se:

n n
T = (Go,al,a2,(13,CL4,a5,GG,a7,as,(19,alo,a117a12>a13>a147a15) (2-2)

Considere,

T = a0+ia1+ja2+ka3+e/a4+i,a5+j/a6—|—k:,a7~|—e”a8+z'”a9+j”a10+k‘”a11—1—6”/alg—i—imalg—i—jmam—i—kmalg)
(2.3)

em que h, é a parte vetorial imaginaria da forma:

h, = z'al+ja2—i—k:a3+e/a4+i,a5+j/a6—i—k:/a7—1—e”ag—l—i”ag—i—j”am#—kﬁa11—1—6”/alg—i—iwa13+jl//a14+k‘ma15
(2.4)

Como

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
hy = —ai —ay — a3 — aj — az — ag — a7 — Az — Ay — Ajy — A} — ATy — Aj3 — a7y — @y5 (2.5)

tem-se que h2 é real, e assim, para cada n € N, obtem-se que h2"*! = h2".h, = h,.h>" é

imagindrio, pois,

hi”(ial + jas + kas + eay+ias+ j/aﬁ +kar+eag+ i ag + j"aw + k' ay + e aly +
Z.m(llg + jWCL14 —+ k’ma15) = ialhin —+ jaghin + kaghi" —+ e/a4h§” + i'a5hi” + j/aﬁhin + k:/a7h3:”—|—

a15h2"

"

1" N N4 1 " 11 N
e aghi" +1 aghin +7 alohzn +k anhi" +e Cblghzn +1 alghin +7 a14hz” + k
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Desta forma,

A2 = ja hP o jagh® + kash®™ + € agh®™ + i azh®™ + j agh®™ + k' azh®™ + € agh®™ +

N 2 N 2 7 2 " 2 n 2 N 2 " 2
+ 1 aghxn + i alohx" -+ k anhx" +e alzhxn +1 alghzn + J a14hxn -+ k a15hx”
Entao,
n

n
2" = (ag+ha)" = ) k ag~"hy
0

k=
n n n
= aghf + ag ?hl 4+ ag Rk +
0 2 2k
n n n _
- ay'hl + ay ShE L+ ay GO p2H
1 3 2k+1
2k<n n 2k+1<n n
_ ag_zkhik + Z ag_(zkﬂ)hik“
r;:ll imag;;mrio
2k<n n 2k+1<n n
_ Z agf%hik + Z ag_(%Jrl)hik h,
o \ 2k om0 2k +1
r;;l coe ficiente davparte vetorial
= Re(z") + Im(z") (2.6)

Exemplo 2.1 Obter 2%, em que & = ag+iaq + jas + kas+ € as+1i a5+ j ag + k ar + € ag +

N N 1 " N 11 "
i ag+jJ ao+kante ant+i oazt+j aut+k oaps.

Pela féormula, tém-se:

= 2 2 2
Re(z?) = Z ad =22k = agh® + agh? = aj + h? (2.7)
—~\ o 0 2
enquanto,
2k+1<2 9 5
Im(a®) =hy | > ag” IR = al” OB = 2a0h, (2.8)

—~ \ 2k+1 1
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Desta forma,

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
r© = ao—l—hx—i-Zaohx—ao—al—a2—a3—a4—a5—a6—a7—a8—a9—a10—a11—a12

a3y — a3, — ajs + 2iagay + 2jagas + 2kagas + 2¢'agay + 2i'agas + 25’ agas + 2k'agay

Vi -/ -/ " " -1 -/ n
+  2e"agag + 2" agag + 25" agarg + 2k" agai + 2€" agais + 21" agaiz + 27" agars + 2k agaqs

E através da juncao das tabelas 2.1 e 2.2, obtém-se o mesmo resultado:

2 : . / -/ -/ /
=z ao a1 | jas | kasg | €ayq | tas | jag | Kay
2 . . k / -/ ./ k/
ag g 1apay || Japas apas € Aoy 1 apGs || ] AoGg aopary
: - 2
a1 1a0a1 —ai
Jaz2 J@oa2 aj
kas kaoas —a?
/ / 2
eay e apay —ay
i'as i agas —a?
. . 2
J as J @ole —ag
kK a; kK agar —a?
e’ ag e’ apag
illag i/,aoag
-1/ -//
J aio J @o1o
k:”an k:”aoau
e///a/12 elllaoa12
Z’///a/13 illlaoa13
/11 /11
J Q4 J QoGi4
k///a15 k,l//aoa15

Tabela 2.1: Desenvolvimento do fator a2
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continuacao

e as

-1/

-/
J aio

k//a11

el/la12

i///a13

-/
J aiq

k,///a15

o

e’ apag

i//aoag

/!
J QopQio

k”aoau

6”/&0&12

i///aoalg

-/
J QoG4

k”’a0a15

—agg

k//all

e///a12

—aig

Z'N/a13

—aig

=11
J Q14

k‘”/a15

—ai5

Tabela 2.2: Desenvolvimento do fator 22 (continuacio)




Capitulo 3

Representacao de uma hipersuperficie

em R!0

Os sedenions quando potenciados promovem um grande ntmero de indices. Devido a
este fato, é necessario uma notacao mais simplificada. Para isto explora-se o uso de bolas

16-dimensionais B(x, ) em coordenadas esféricas.

3.1 Coordenadas esféricas 16-dimensionais

Consideremos = = (ag, a1, as,as,ay, as, ag, az, ag, g, d1g, G411, A12, 413, 14, A15) O centro da
hiperesfera 16-dimensional de raio » em um dominio / simplesmente conexo contido em

S, dado que S é um espaco hipercomplexo; se tomarmos um ponto em sua fronteira y €

B(JJ;T’) Cl,y= (y(bf‘/lyy27y37y47y57y67y77y8ay979107y1179127yl3ay14ayl5)7 pode-se escrever a

hiperesfera B(x,r) em coordenadas esféricas, conforme a seguir:

30
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Yo = Qg + TC1C203C4C5C6C7C8CYC10C11C12C13C14C15, 0 < 015 < 27
Y1 = a1 + TC1Ca03C4C5C6CTC8CYCI0C11C12C13C14515, 5 < O1a < 5
Y2 = Az + T'C1C2C3C4C5C6CTCRCYCINCIICI2C13514, o < 913 < 5
Y3 = a3 + TC1C203C4C5C6C7C8CYCI0C11C12513, 5 < 912
Ya = Qg + TC1C203C4C5C6C7C8CC10C11512, - S 011 < %
Ys = U5 + TC1C203C4C5C6CTC8CYC10511, & < b <
Y6 = Qg + T'C102C3C4C5C6C7C8Co810, - < 99 <3
Y7 = ar -+ 7’010203C4C5CGC70889, < 88 (3 1)
Ys = ag + I'C1C2C3C4C5C6CTS8, = S b7 < % .
Yo = a9 + 1C102C3C4C5C687, 5 < b6 < 5
Y10 = Q10 + TC1C203C4C586, 5 < 05 < o
Y11 = a11 + 1C10aC30485, 5 <0y < F
Y12 = a1z +re1caczsy, 5 <03 < 7
Y13 = a13 + 1010983, 5 < 0 < 7
Yiu = Qg +re15y, 5 <0 < F
| Y15 = a15 +751,0 <7 <00
ou seja, é possivel escrever y em coordenadas (r,6;),i =1, ...,15.
Como forma de simplificarmos a notagao, denota-se:
cos(0;) = «
SIH(QJ = Sy,
Seja o numero sedenion
v = (ag,ai,as,as,a4,0s,ag, a7, A, Gy, G190, A11, G12, A13, 14, G15) = Qo + 14y + jag + kas + € ay

¥ W ’ " W N 7" " n N "
+ dast+jastkar+eas+iag+j apt+kante ant+i as+j aa+k as,

o centro de uma hiperesfera de raio r em um dominio / simplesmente conexo contido em S,

S é um espaco hipercomplexo, e tal que,

yeEBx,r)Cl=ly—a|=r>0
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v = (Yo,Y1,Y2, Y3, Y4, Y5, Y6, Y7, Yss Yo, Y10, Y11, Y12, Y13, Y14, Y15) = Yo + iy1 + jy2 + kys + €y
_|_ Z'/y5 + jly6 + k/y7 + e//yS + Z.//yg + j//ylo + k//yll + e///y12 + i///yl3 + j///y14 + k,//y15’

entao, segue que

(Yo —a0)®> + (y1—a1)® + (y2 —a2)® + (y3 — a3)* + (va — aa)® + (y5 — as5)® + (yo — ag)* +
(yr — a7)2 + (ys — a8)2 + (yo — &9)2 + (y10 — alo)2 + (y1n — (111)2 + (y12 — 012)2 +
+

(13 — a13)” (y1a — a14)® + (Y15 — a5)* =1 (3.3)

Tem-se que,

h, = ia;+ jas + kasz + e/a4 + z'/a5 + j/a6 + k:/a7 + e"ag + i”ag + j”alo + k://all + GWCL12

—"_ /I://Ia13 + j”/al4 —"_ k.”’al5’ (3.4)

é a parte vetorial imaginaria de um numero sedenion. Elevando-se h, ao quadrado, resulta:

2 _ 9 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
hy = —ay —ay — a3 — aj — a5 — ag — a7 — g — Ay — Qjp — Qjy — Ay — Aj3 — Ay, — Ap5, (3.5)
analogamente,
2 _ 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
h’y = Y1 =Y~ Y3 —Ys —Ys —Ys — Y7 —Ys — Y9 — Y10 — Y11 — Y12 — Y13 — Y14 — Y15

—[((ll + 7’0102...014815)2 + (a2 + 7'0102...013814>2 + (CLg + 7“0102...612813)2 + (CL4 + TClcg...011812)2

4+ (as +reica...cip811)? + (ag +reico...cosig)® + (ar + reicy...css9)® + (ag + reicy...crsg)?
+ (ag +reicy...ces7)® 4 (a1g + reic...c586) + (a11 + reicacsesss)? + (a1g + reicacssy)?
—|— (CL13 —I— T616283)2 —|— (a14 —|— 7‘0182)2 + (0,15 + 7“81)2]
= hy = —lai+a3+a3+ai+as+ag+ar+ag+ag+ai,+ai; +aj, +afy +af, +ai
+ 2@17“0102....815 + 2a27“6102....514 + 2@3TC102....813 + 2@47”6102....812 + 2@57”6102....811
4+ 2agrcics....S819 + 2a7rCCa....S9 + 2a87C1Co....S8 + 2a9TC1Ca....S7 + 2a197TC1Ca.... S
+  2a117rc1Ca....85 + 2a127C1CaC384 + 2a137C1C2S3 + 2a147C1 S + 2a157 51
+ 7“2(0%03...8%5 + cfcg...sil + cfcg...sfg + cfcg...s% + c?cg...s% + cfcg...sfo
+ Ccy...85 4 CiCh...85 + C1C5...87 + C1Ch...50 + C1C5...55 + C1C3C55] + Cieass + €185 + 51)]
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2

= hy,

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
—[al—i—a2+a3+a4+a5+a6+a7+a8+a9+a10+a11+a12+a13+a14—i—a15
27"(@10102....815 + A2C1C3....814 + A3C1C2....813 + A4C1C2....812 + A5C1Ca....S11

agC1Ca....810 + a7C1Ca....89 + agC1Cy....Sg + aAgC1Ca....87 + A19C1Ca....S¢ + A11C1C2....S5

292 2 2 292 2 2
A12C1CaC384 + A13C1Co83 + A14C182 + a1581) + 12(C1 5.1y 815 + €105...CT35T,

2 2 2 2 2
Clc2 012513 + 0162 011512 + 0102 610511 + 0162 CyS1p T 0102 6889 + 6102

2 92 2, 292 2, 229292, 2229
cies.. 37 + 0102 Sg + €555 + c1Co058) + ciesss + 0152 + 31)] (3.6)

+ o+ o+ 4+ +

Em tomando-se,

II = ajcic...s15 + ascica...S14 + a3c1Ca...S13 + A4C1Ca...S12 + A5C1Ca...S11 + AgC1C2-..S10
“+ agciCy...89 + agCiCs...88 + ag9C1Ca...87 + A19C1C2...Sg + A11C1C2...85 + A12C1C2C354
+ a13C1C2S53 + a14C1S2 + 1551 (37)
tem-se, que o termo que multiplica r2, na equacao 3.6, se reduz facilmente a,

2

c?[cg...ci(l —C5) + Cg---cfs(l - 0%4) + cg...c%(l - 053) + Cg---C%1(1 - C%z) + Cg---cfo(l - C%l) +

ca.ci(l—cd) + .cdl—c)+ci.El—-)+c.cc(1—E)+ 3.2l —-c2)+

cg...ci(l - Cg) + 0203(1 - 04) + 02(1 - c%) +(1— Cz)] + 31 = —s

212 2 2 2 2 2 2 2 2 2
= [02---014 — Gy C14015 + 02 C13 Cy...C13C14 T+ C3...Clg — Cy 012013 + C2 010011
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 22 2 2 2 22 2 2 2 22 2.2 2 222292 222
—  (C3...C5Cg + C5...C4 — C5...C4C7 + C5...C5 — C5...C5Cq + C5C3C ) — C5C3C,Cy + 0263 — C5C3Cy
2 2 2
+ - 0203—1—1 ]—i—[l—cl]:—s
= —Cic5..Cs + 1 = —5
Como,
—cfcg...cﬁ = —¢?

= 24+ 1=—5 (3.8)
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Substituindo 3.8 em 3.6, segue que,
2 2 2 2
h, = —[—hi+2rIT + r°(—s7)]
= h; = h2 —2rIl + r?s* (3.9)

Logo, em 3.1l tem-se a representacao de uma hipersuperficie em R,



Capitulo 4

Nocoes Topolégicas Elementares

Apos estudo do conceito geral de funcao nos hipercomplexos, reforca-se agora, de forma
intuitiva, alguns conceitos mateméticos topoldgicos [15] que permitem a exploracao e o
conhecimento dos complexos como forma de crescente investigacao. Desenvolve-se, neste

capitulo, as Equacoes de Cauchy-Riemann para os sedenions.

4.1 Regioes no Plano Complexo

Definigao 4.1 Sejam z € C er > 0. A bola fechada de raio r e centro z = (29, 21), €

representada por B(z,7) e € constituida pelo conjunto dos pontos y de C, tais que:

B(z,r) = {yeC:ly—z <r}
Vo — 202+ —2)> <7

(yo = 20)% + (1 — 21)* <7 (4.1)

=
=
A equacao 4.1, representa 0s pontos do interior de uma bola centrada em z e de raio r.

A bola aberta de centro z e raio r > 0 € o conjunto,

B(z,r) = {yeC:ly—z<r}

35
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Uma vizinhanga de um ponto z é qualquer subconjunto de C que contenha uma bola

aberta de centro em z, isto é, V, é uma vizinhanca de z se B(z,r) C V..

Figura 4.1: V, nao é uma vizinhaga de z

Diz-se que z é um ponto interior de um conjunto B C C quando existe um disco com

centro em z contido em B, ou seja, quando B for uma vizinhaca de z.

Diz-se que B C C é aberto se todos os pontos de B sao pontos interiores de B.
Definicao 4.2 Um conjunto B € fechado se o complementar B¢ € aberto.

Chama-se fronteira de um conjunto B C C ao conjunto dos pontos z tais que qualquer
vizinhaca de z contém pontos de B e do complementar de B.

Notagao: F.(B)

Observacao 4.1 E claro que todo ponto da fronteira de B € ponto da fronteira do comple-

mentar de B.

Observacao 4.2 Os pontos da F,.(B) podem ou nao pertencer a B.

Chama-se pontos de acumulagao de um conjunto B C C, aos pontos z tais que toda
vizinhaca de z contém pontos de B distintos de z.

Notacio: B pontos de acumulacio de B.

Observacao 4.3 Todo ponto interior de B ¢ ponto de acumulacao, mas nao € ponto de

fronteira.

Um conjunto B é conexo se ele nao pode ser escrito como uniao de dois abertos disjuntos
€ Nao-vazios.
Diz-se que B é conexo se quaisquer dois pontos distintos de B podem ser ligados por

uma poligonal toda contida em B.
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L
o —

o I7
Figura 4.2: V = V5 UV} nao é conexo

B

Figura 4.3: B é conexo

Por convenc¢ao admite-se que,
Regiao: qualquer subconjunto conexo de C.
Regiao Aberta (Fechada): é uma regiao que é um conjunto aberto (fechado).

No caso de regiao aberta, também denomina-se dominio.

Definigao 4.3 Um caminho é uma aplicag¢do continua 7 : [a,b] — C.

Y(a)Wm, )

Figura 4.4: Caminho ~
O conjunto imagem de v, Imag(~y) é chamado de traco do caminho.

Observacao 4.4 Note que tem-se uma orientagdo (ou sentido) de percurso para . O ca-

minho com orientacdo oposta a de v serd denotado por 7.

Definicao 4.4 Um caminho v : [a,b] — C € dito reqular quando y tem derivada ~' em [a,b],

, . I, ’
além disso, v € continua em [a,b].
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Figura 4.5: Trago de um caminho que nao ¢é regular

Defini¢ao 4.5 Um caminho regular por partes é um caminho v : |a,b] — C que € regular

em la,b] exceto em um nimero finito de pontos.

Definicao 4.6 Um caminho 7 : [a,b] — C é fechado se y(a) = vy(b). Um caminho fechado

¢ simples se € injetivo, exceto nos pontos a e b.

Néo é
simples

a) Simples b) Nao é simples
(a) Simp P

Figura 4.6: Caminhos Fechados

Observacao 4.5 Todo caminho reqular por partes, fechado e simples é chamado de Curva

de Jordan.

Y@=Ywm)

Y =Yw) D

i) =Y(t,)

(a) Curva de Jordan (b) Néo é curva de Jordan

Figura 4.7: Exemplos de Curva de Jordan
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Teorema de Cauchy-Goursat: A integral de uma funcao complexa calculada de z; a
z; pode ou nao depender do caminho considerado na integragao. O préximo teorema nos
permite dar condicoes para que a integral nao dependa do caminho. Enuncia-se duas versoes

do conhecido Teorema de Cauchy-Goursat.

Teorema 4.1 Seja f analitica em um dominio D simplesmente conexo. Entao, por todo

caminho fechado v nesse dominio cumprem-se

/f(z)dz =0 (4.2)

Teorema 4.2 Seja f analitica em um dominio D simplesmente conexo. Entao a integral
de f ao longo de um caminho v que liga zy a z, so depende desses pontos e nao do contorno

considerado.

| reaz= [ sei= | ' FoO0 43

Em que 7 : [a,b] C D — C é um caminho regular por partes tal que I'mag(vy) C D,
v(a) = 2z e y(b) = 2. A funcdo f(y(t))y (t) pode nio ser continua devido a v (t), mas como

7 é regular por partes entdo 7 () é continua a menos de um niimero finito de pontos.
Observacgao 4.6 Os teoremas 4.1 e 4.2 sao equivalentes.

Demonstracao: De fato, sejam 7y e 7; dois caminhos ligando zy a z;. Mostra-se que,

/7 ez = L REC (4.4)

Seja v = v U7y;. Entao pelo teorema 4.1/ tem-se,

0= /Vf(z)dz = /wuff(z)dz = [m f(z)dz + /ff(z)dz = /WO f(z)dz — /71 f(z)dz (4.5)

Portanto,

= [yof(z)dz:/m f(z)dz (4.6)
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Mostra-se agora, que 4.2/ = 4.1.
Seja v um caminho fechado simples. Verifica-se, a seguir, que f f(z)dz=0
Sejam zg, 21 € Imagem(y) com zy # z;. Tem-se entdao dois caminhos que ligam 7g e v,

ligando zg a 21 e tal que v = o U ;.

L f(2)de = /Voufﬂz)d
_ / F(2)dz + / 1z

z)dz

= /f (4.7)

Estabelece-se agora, a reciproca do teorema de Cauchy-Goursat.

Teorema 4.3 Teorema de Morera: Se [ ¢ continua num dominio D simplesmente

conexo, e se fy f(2)dz = 0 para todo caminho fechado v € D, entao f é analitica em

D.

Demonstragao: Seja z € C e seja F(z f flw

Do teorema fundamental do calculo, usa-se a continuidade de f para concluir que F' é
uma primitiva de f, ou seja, que F'(z) = f(2).

Assim F é derivavel em todo ponto do aberto D e entao F' é analitica em D.

Se F é analitica num dominio D entao F' possui derivadas de todas as ordens em D.

11’

Desta forma, F possui derivadas F', ", F", ..., sendo cada uma delas uma funcio analitica.

Como F'(z) = f(2), temos F'(z) = f’ (z) Conclui-se f é analitica em D.

4.2 Transformacoes

Definicao 4.7 Um mapeamento ou transformacao conforme é uma funcdao f : D — C para
z em D se, e somente se, este mapeamento preserva a magnitude dos angulos e a dire¢ao

dos angulos para z.
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Teorema 4.4 Para z complexo, se f(z) é analitica com f'(z) # 0 numa regido D simples-

mente conexa, entao a transformacio w = f(z) € conforme em todos os pontos de D.

Uma condigao necessaria para que f(z) = u(z,y) + iv(z, y) seja analitica numa regiao D

é que em D, u e v satisfacam as equagoes de Cauchy-Riemann nos complexos:

ou Ov ou ov

or oy’ Oy  Ox
Se as derivadas parciais de f(z) sdo continuas em D, entdo as equagoes de Cauchy-
Riemann sao também condigoes suficientes para que f(z) seja analitica em D. Nos com-

plexos, a translacao, a dilatacao, a rotacao e a inversao sao mapeamentos conformes.

Exemplo 4.1 Considere a transformagdao h(z) = Az+ C, z € C e A,C constantes. Entao
h consiste da rotagao de z pelo angulo Arg(A) em torno da origem, em sequida faz-se uma
expansdo ou contragdo pelo fator |A|, e seque fazendo uma translag¢io pelo vetor C. Con-
siderando a fungdo h(z) = iz, geometricamente a imagem da regiGo 0 < x < 1 por esta

transformacao € dada por:

e
o

SR

Nz T

R

Figura 4.8: Transformacao w = iz

Neste caso, A =1, logo,

Al =1

s
Arg(A) = b)

isto €, a imagem torna-se rotacionada pelo angulo 5 em torno da origem.

A seguir, estuda-se nos hipercomplexos as equacoes de Cauchy-Riemann.
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4.3 Equacoes de Cauchy-Riemann 16-dimensional

Estudos recentes [17, 22, 23] tém mostrado o conceito de fungées hipercomplexas regulares
que satisfazem condigoes de integrabilidade. Utiliza-se, a seguir, o conceito de integragao a
esquerda e a direita para expandir as Equacoes de Cauchy-Riemann.

Seja f uma funcao R — R, de posse do fato dos sedenions serem nao comutativos,
define-se duas integrais [ fdz e [dzf, ou seja,

J fdz= [(fo+ fii+ foj + fok + fae' + fsi + foj + fok + fse” + foi + fuo + fuk +
fro€” 4 fisi A fuaj +fisk ) (dag+dayi+dagj+ dagk +dase’ +dasi +dagj +dark +dage” +
dagi’ + dayj +dank +dape” +dasi +daj +daisk’ ) = [(fodao — fidai — fodas —
fadaz — faday — fsdas — fedas — frdaz — fsdas — fodag — frodaio — fridars — fradaia — fizdaiz —
fradars — fisdass) + f(fldao + foday — fadas + fadas — fsdas+ fadas + frdas — fedar — fodag +
fsdag+ fiidaig — fiodars + fisdaia — fiadars — fisdars + fradais)i+ [(fodao + fzdar + fodas —
Jidaz — feday — frdas+ fadas+ fsdaz — frodas — fiidag + fsdaio+ fodars + fradaia + fisdaiz —
fiadays— fizdass)j +f(f3d6l0 — foday + fidas + fodas — frdas+ fedas — fsdas+ fadar — fridag+
frodag — fodaro+ fsdarr + fisdars — fradaiz + fisdars — frodars)k+ f(f4da0 + fsday + fedaz +
Jrdaz+ foday — frdas — fadag — fzdar — fradas — fizdag — fradaio — fisdars + fsdaia + fodaiz +
f10da14+f11da15)e/+f(f5dao—f4dal + frdas — fedas+ fidas+ fodas+ fsdas— fadar — fradag+
Jizdag — fisdaio+ fradaiy — fodaio + fedaiz — fridais + flOdCLlB)i/ + f(deao — frday — fiday +
fsdas+ fodas— fsdas + fodag+ frdaz — fradas+ fisdag+ fradaio — frzdai — frodaiz + fr1dais +
fedary— fodars)j + [ (frdao+ fsdar — frdas — fadas+ fsdas+ fodas — fidag+ fodar — fisdag —
Jradag + fizdaig+ froday — fridaiz — frodaiz+ fodays + fsdalsy)kl + [ (fsdao+ foday + frodas +
Jidaz+ fradas+ fradas + fradas + frsdar + fodas — fidag — fadaro — fadarn — fadarz — fsdaiz —
Jedais — f7da15)e" + [(fodag — fsday + frrdas — frodas + fisdas — fradas — fisdas + fradar +
fidag + fodag + fadaig — fadaiy + fsdaio — fadais — frdais + f6d6115)i” + [(frodag — frrday —
fsdas + fodaz + firadas+ fisdas — fradas — fizdar + fodag — fsdag + fodaio + firdays + fedays +
Jrdaiz — fidayy — f5da15)j“ + f(flldao + fiodar — fodas — fsdas + fisday — fiadas + fizdas —
fradaz + fsdag + fadag — frday + foday, + frdary — fedars + fsdar — fadais)k + [(fradag —
Jisday — fradaz — fisdaz — fsday+ fodas + firodas + fridar + fadag — fsdag — fedaio — frdair +
fodars + fidays + fodars + fadars)e” + [(fizdag + fradar — fisdas + fradas — fodas — fsdas —
fuidas + fiodar + fsdas + fadag — frdayg + fedars — fidars + fodais — fadary + fodars)i +
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[ (fradao+ fisdas + fizdas — fisdaz — f1oda4 + fudas — fsdag — fodar + fedag+ frdag+ fadao—
fsdaiy — fadars + fsdays + fodays — fidays)j "+ [ (fisdag — fradar + fisdas + fiodas — fuda4 -
frodas + fodag— fsdar+ frdas — fsdag+ fsdaro + fadars — fsdars — fodars + frdars + fodars)k-

€,

[dzf = [(dag + daii + dasj + dagk + dase’ + dasi + dagj + da7k’ + dage” + dagi’ +
daoj +dank’ +darse” +daygi” +daj” +daisk”)(fo+ i+ fo + fok+ fae' + fsi + faf +
foK + o€+ fol 4 frod + ik + frae” + fisl + fuad” + fisk ) = [(daofo—day fi — dasfo
daz f3 —day f4— das f5 — dag f6 — daz fr — das fs — dag fo — daio fr0 — dar1 f11 — dara f12 — dayz f13 —
dayy fra—days fr5) + [ (dao fr +day fo+ das f3 — das fo + day fs — das f1 — dag f7 + dar fo + das fo —
dag fs — dayg f11 + daiy fio — days frs + days fra + dai fi5 — dars f14)i+ [ (dao fo — day f3 + das fo +
das f1+day fe +das fr — dag f4 — daz f5 + dag fio + dag f11 — dayo fs — daiy fo — dara f14a — dais fis+
dayy fro+dass f13)j+ [(dao fs+day fo — das f1 + das fo + day fr — das fo+ dag f5 — dag f4+das f11 —
dag f1o + daro fo — dary fs — dars f15 + dars fra — dar fi3 + dars f12)k + [ (dag f4— day f5 — das fo —
dag f7 +day fo+das f1 +dag fo + daz f3+ dag fr2 + dag f13 + dayo fra + dary f15 — daia fs — dayz fo —
d&14f10—da15f11)e/+f(daof5+da1f4—da2f7+da3f6—da4f1 +das fo—dag f3+daz fa+dag f13—
dag f12 + dayo f15 — day1 fia + daqs fo — daqs fs + days f11 — da15f10)i/ + f(daofﬁ +day fr+dag fa —
dag f5 —day fa —|—da5f3 +dag fo—daz f1 +das f14 — dag f15 — daig fr2+day f13+dara fro — dais f11 —
dayy fs+days fo)j + [ (dag fz — day fs + das f5 +das f4 — day fs — das fo + dag f1 + daz fo + das f15 +
dag fra — dayg frs — dary fra +daia fr1+dass fro — dais fo — days fs) k + f dag fs —day fo —dag fro—
dag f11 — day fr2 — das f13 — dag fr4 — dag f15 + das fo + dag f1 + daio fo + dar f3 + darz fa+ dass f5+
dayy fo + da15f7)eﬁ + [(dao fo + day fs — das f11 + dag fio — daq f13 + da5f12 +dag fi15 — daz fia —
dag fr + dag fo — daio f3 + daiy fo — dara f5 + dais f4 + dars fr — dars fo) i+ f dag fi0 + day fi1 +
day fs — daz fo — day f14 — da5f15 +dag f12 + daz f13 — das f2 + dag f3 + daig fo — dai f1 — dara fo —
daiz fr + dara fa + dass f5)j "+ [ (dag fi1 — day fro + das fo + das fs — dag fi5 + da5f14 —dag f13 +
day f12 — dag f3 — dag f2 + dayo f1 + dayy fo — days f7 + days fs — daiy f5s + dais f4)k "+ J(dao fr2 +
day f13 + dag f1a + das f15 + day fs — das fo — dag fro — daz f11 — das fa + dag f5 + daio fo + darr f7 +
darafo — dars fr — dara fo — dars f3)e" + [(dag fiz — day fio + das f1s — dag fia + das fo + das fs +
dagfi1 — dag fro — das fs — dag f1 + daio fr — dan fs + daafr + dais fo + darafs — dass fo)i +
[ (dag fra—day f15 —das fra+das fi3 +da4f1o —das f11 +dag fs+day fo — dag fo — dag fr — dayo f4+
dayy f5 + daia fo — days fs + dayy fo + days f1)] "+ f dag f15 +day fra — das fr3 — das fr2 + da4f11 +
das f10— dag fo+daz fs — dag f7 + dag fs — dao f5 — dayy fa+days fs+days fo — daya fr + da15f0)
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Supondo continuas as funcoes coordenadas f; : R +— R, [ = 0,...,15, e dado um
caminho com extremos em x = (IO,I‘hZEQ,56'3,x4,$5,$6,I7,$87x9,$10,$11,$127$137ZL’147$15)

ey = (Yo,Y1,Y2, Y3, Y4, Y5, Y6, Y7, Ys, Yo, Y10, Y11, Y12, Y13, Y14, Y15) NUuma regido conexa de um

espaco de dezesseis dimensoes, as integrais f fdz e f dz f independerao do caminho de inte-

gracao, se satisfizerem as condig¢oes dos seguintes teoremas:

Teorema 4.5 Para todo par de pontos x e y, e qualquer caminho ligando-os em um espago
simplesmente conexo 16-dimensional, a integral fj fdz independe do caminho dado se, e
somente se, existe uma funcao F' = Fy+ Fii+ Foj+ F3k+ Fie + F5i/ + ngj + F7k:/ + Fye' +
Foi + Fij + Fuk + Fae” + Fizi + Fuj + Fisk com [Y fdz = F(y) — F(x) e que
satisfaz as sequintes condicoes:

oFy, O0F, O0F, O0F; O0F, O0F; O0Fy 0F; O0F;3

Jo = dag - daq - Jasy B Oas - day - das  Oag  Oar  Oag
aFg o 8F10 o 8F11 o 8F12 . 8F13 . 8F14 . 6F15

= = = = = = = 4.
8a9 8@10 8@11 3@12 8&13 8&14 8@15’ ( 8>
qo_ OB _OR _OF _ _OF OF _ OF __OF 0K _ 0k
t 8a0 n aal N 3a2 N 8a3 N (9a4 n (9a5 n 8@6 n 8a7 N a(lg
. _aFg . _3F11 - 3F10 . _aFlg . 8F12 . 8F15 _ _(9F14 (4 9)
N aag N 8&10 N 8&11 N 8a12 N 8@13 N 8@14 N 8(1157 ’
, OB _ R OR _O0Rm _OR _OF _ _OF __0F _9OFq
2 dag  Oay  Oas Oas Oay das  Oag  Odar  Oasg
. 8F11 __aFg __aFg __(9F14__8F15 _8F12 _aFlg (4 10)
N 8a9 n 8@10 N 8@11 N 8a12 N 8@13 n 6@14 n 8@15’ .
f . 8F3_3F2__8F1 __8F0_8F7__8F6 _8F5__8F4_8F11
5T (9a0 N 6’@1 B 8a2 n 8(13 n (9a4 n 8a5 N 8@6 N 8a7 N 8@8
- _3F10 . 3F9 _ aFg - _8F15 o 8F14 . _8F13 . (9F12 (4 11)
N aag N 8&10 N 8(111 N 8a12 N 8a13 N 8@14 N 8&15’ ’
qo_ OR_ OF _ OF _ OF _ OR _OR _0F, OF _0F
v dag  Oay  Das  Oas  day Oas  Dag  Odar  ODasg
. 8F13 o 8F14 o 8F15 o 8F8 o 8F9 o _8F10 . 3F11 (4 12)

8a9 aalo Bau (9@12 8@13 8a14 8@15 ’
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o _ OB _OF _ OF OF _ OF _ OF __0F OF, OFy
> dag  Oa;  day dag  day  Oas  Oag Oar;  Oasg
. _8F12 . 8F15 - _8F14 - (?Fg . _8F8 - 8F11 - _8F10 (4 13)
N 8&9 N 8040 N 8a11 N 8a12 N 0@13 N 6@14 N 8@15’ i
,o_ OF _OF OF_ 0F _ OF _OF __OR __0R _ 0Fu
6 = dag  Oay  Oay  dag  Oay Odas  Oag  Odar  Oasg
o _8F15 o _8F12 . @F13 o 8F10 o _8FH o _8F8 o 8F9 (4 14)
N 8a9 B 8(110 B 8(111 B 8(112 - 8a13 n 8@14 B 8@15’ ’
T 8@0 N 8@1 N 8a2 N 8&3 N 8a4 N 80,5 N 6@6 N 6(17 N 8a8
- 8F14 . _8F13 o _8F12 - 8F11 - 8F10 - _8F9 . _(9F8 (4 15)
N 8ag N 6(110 N 8@11 N 8@12 N 8@13 N 8044 N 8a15’ '
f %__%__aﬂo __aFn __5F12 __3F13 __3F14 _6F15
s a(lo n 6&1 n 8a2 N 8a3 N 8a4 n 6&5 n 8@6 N 8a7
 OFRy, OF  OF, OF; OF, OF 0F; OF (416)
N (’3a8 N 8a9 N 8@10 N 8@11 N 8@12 N 8@13 N 8@14 N 8@15’ ’
f . aFg . aFg . _8F11 . 3F10 . _(9F13 . 3F12 . 8F15 . _8F14 _8F1
o aao N 8a1 N 8a2 N 8a3 N (9a4 - 6&5 a 8@6 n 8a7 N 6’a8
_ OF,  0F, OF,  0F, OF, 0F _ 0k 17
N 6a9 N 8&10 N 0&11 N 8&12 N 6&13 N 8&14 N 6a15 )
; OFw OFn OFy  0F  0Fy  OFs OFy OFs  0F
10 dag  Oa;  Oay  Daz  Oay  Oas  Oag  dar  Oasg
_ OF,  9R, OF  OF;,  OF, OF,  0F; 418
n 8a9 n 3@10 N 8a11 N a(llg N 8@13 n 8@14 n 8@15 )
o OFn  OFw OF, 0Fy  0F5 0Fy  OFs OF,  OF
= dag  Oa;  Oay  das  Oay  Oas  Oag  Oas Jdag
. OF, OF,  0F, 0OF, 0F,  0F; 0OF, (419

a(lg 8@10 8@11 8@12 8@13 6044 8045 ’
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f . 8F12 . (9F13 . (9F14 . (9F15 - 8F8 . _(9F9 . _(‘9F10 . _8F11 . _@
2= 8a0 N 8a1 N 8a2 N 8a3 N 8&4 B 8a5 B 8a6 N 0a7 N 6@8
_ OF  9F, OF,  0F,  OF  0F,  0F (420
N 8@9 N 8a10 - 8a11 N 8012 8043 N 8@14 N (9045, ’
f . 8F13 o _3F12 . 8F15 o _6F14 . 8F9 . aFg o 8F11 o _8F10 . _%
B 6&0 n 8@1 N 3(12 N 8a3 n 8a4 N 8a5 n 6&6 n aa7 N 8@8
 OF, OF  OF OR  OF, 0F;  0R (421)
N (9a9 N 8@10 N 8@11 N 6&12 8a13 N 8a14 N 8@15, ’
f . 8F14 . _8F15 o _8F12 . 8F13 . 8F10 . _8F11 . 8F8 . 8F9 - _%
Mo 8(10 B 8a1 N (9a2 a (9a3 n (9a4 n 8(15 n (9@6 n 8a7 N 8a8
 OF  9F,  OFs 0F,  0F,  0R,  OF (422)
N 8(19 8(1,10 N 8(1,11 N 8(112 8a13 6@14 N 8@15’ ’
f B 8F15 - 8F14 - _8F13 - _8F12 - 8F11 . (9F10 B _aFg o aFg - _@
B dag  Oay;  day  Oas  Oday  Oas  dag Oar  Oag
_ OF,  OF,  OF, OF, OF, OF 0k (423
N aag 8@10 B 8&11 N 8&12 N 8&13 N 6@14 8&15 '

Demonstracao: A integral ff fdz, independera do caminho se existir uma fungao F',

tal que:

[V fdz = [YdF = [Yd(Fy+ Fi+ Foj + Fsk + Fye' + Fsi + Fj + Fk + Fye” + Foi +

Flojﬂ + Fnku + Foe” + F13im + F14jm + F15km) = F(y) — F(x),

Supondo que a fungao F' exista, podemos escrever as diferenciais totais das suas respec-

tivas funcgoes coordenadas da seguinte forma:

0F, 0F,
a—aodag + 8—alda1 +

0F, 0F,

0F,

8a2
0F,

0Fy 0F, OFy ok

dFy

aag
0Fy

8a4
0F,

aag,
0F,

8a6

8@8 8&9 8@10 8@11 8&12 8a13

flodalo - flldall - f12d€112 - f13da13 - f14da14 - flSda157

0F,

das + das + —das + —das + —dag + ——day

OF
——dag + —dag + ——dag + ——da;1 + =——das + ——dais + aa—odam +
14

fodao - f1da1 - fzdaz - f3da3 - f4da4 - f5da5 - f6da6 - f7da7 - f8da8 - fgdag

8a7
0F,

8@15
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dFy

dF,

dF;

dF}

dFj

oF; or o0F or oF or
—d —d d d —d —d —d —d

dag %o + daq a1+ day oz + das a3 + day G+ das a5 + Jdag % + day a
0F; 0F; oF; 0F; 0F; 0F; oF; 0F;
—d —d —d —d —d —d —d

8@8 a8 + aag @9 + 6(110 10 + 8@11 an + 8@12 412 + 8&13 @13 + 8@14 1 + 8@15

fidag + foday — faday + fodas — fsdas + fidas + frdas — fedar — fodag + fsdag
fuudayy — frodan + fizdaiz — fiadais — fisdais + fradass,

o0Fy 0F,

da15

0F, 0F; 0F, 0F; 0F;
—d. —d d d — —d —d
8@0 o + 8@1 o1+ 6(12 a2 + 8a3 @ + 8a4 > + 8&6 6 * 8&7 a

OF, OF, OF5 OF, 0F, OF, 0F; OF,
—=d —d —d —d —d —d —d
8a8 a8 + 8@9 do + 8a10 10 + aan d11 + 8@12 d1z + 8&13 @13 + 8044 d14 + 8045

fadag + fzday + fodas — fidas — fedas — frdas + fadas + fsdar — fiodag — fiidag
fsdaio + fodaii + fiadars + fisdars — fiadais — fizdass,

0F;,

OF:
OB ,  OF,
8&5

da da

days

0F3 OF3
24 79
8@0 Go + 8@1
0F3 0F3 O0F3 0F3 0F3 0F3 0F3 0F3
—d —d —d —d —d —d —d

Dats ag + Datg ag + Dy aig + Dyt a + Dy aio + Dars a3 + Dars a4 + D

fsday — faday + frdas + fodas — frdas + fedas — fsdas + fadar — fiidag + fiodag

fodaig + fsdaiy + fisdaiz — fradais + fizdais — fiadass,

F F F F F F
4 3da2+—a 3da3+—g—§da 0 3da5+—g—§da6+—g—§da7

d —_-
at 8@2 8a3 8@4 it 8(15 E)aﬁ 8a7

da15

0F, 0F, 0F, oF, 0F, oF), OF, oF,

—d —d d d —d —d —d —d

8@0 %o+ 8(11 it 8a2 d2 8a3 o+ 8a4 aat 8a5 % + 8@6 o6 + 8a7 a
0F, OF, 0F, OF, 0F, 0F, OF, OF,
—d —d —d —d —d —d —d

Das ag + Datg ag + Batrg aio + Bty ap + Batro aiz + Bars a13 + Betre a14 + s

faday + fsday + fedas + frdas + fodas — fidas — fadas — fsday — fiadag — fizdag
firadaig — fisday + fsdars + fodais + fiodars + fridass,

da15

OF 0F; OF; 0F; OF; OF; OF; OF5

—d —d d d —d —d —d —d

Jdag %o+ daq o1+ Oday G2 + das o + day G4t das G + OJag a6 + oay a
8F5 8F5 8F5 8F5 8F5 6F5 8F5 0F5
—d —d —d —d —d —d —d

8@8 s * 8&9 9 + 8@10 10 + 8@11 f11 + 8&12 G12 + 8a13 a1 + 8@14 G1a + 80,15

fsdag — faday + frdas — fedas + fidas + fodas + fadas — fadar — fizdas + fiadag
fisdaig + fiadars — fodars + fsdais — fiidars + fiodass,

da15
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dF

dFx

dFg

dF,

dFig

+

0F 0F 0Fs 0Fs 0Fs 8F6 8F6 0Fs

—2d d d d day, + —das + =—dag + ——d.
900"t 90, Y T 9, M2 T 90 Y Y 90, M T e % T 90 Y0t g, O

OF 0F 0F 0F O0F OF 0F OFg
—dag + —d —d —d —d —d —d d
Dats ag + — Datg ag + Darg ayp + — Days ail + Dy a2 + Dars a3 + Drs a4 + Dars ais
feday — f7da1 fadas + fsdas + foday — fadas + fodas + fidar — fiadag + fisdag
fi2darg — fisdar1 — frodars + fridais + fsdaps — fodass,

oF OF; oF; oF; 6F7 8F7 8F7 oF

—d d d das day, + —das + —dag + ——d

8@0 %o + 81a1+62a2+83 84a 85 86 8&7 a

oF; oF; oF; oF; oF; oF; oF; oF;
—da d d d d d d d
Das 8+89G9+810 6110‘1‘(911 Clll‘i‘(912 a12+813 6113‘1‘814 a14+8a15 a1s
frdag + feday — fsday — fadas + fsdas + fadas — fidas + fodar — fisdag — fiadag
fisdaio + fiedain — fiidais — frodais + fodars + fsdays,

OF% OF% 8F8 8F8 OFy aFg O0F3 OFg

—d —da,y d d —day + ——das + ——dag + ——d

90" T 90, Y 90, 2 T Bas Y T 90, 1M T 90, 1 T 90 Y T 9, 40

0Fy OFy OFg OFy OFg 0Fy 0Fy OFy
—d —d d d d d d d
Das as + Datg a9+a - 06104-a - a11+8 . a12+a s a13+8 ™ (1144-8(115 ais

fsday + foday + frodas + fiidas + fiedas + fisdas + fiadas + fisdar + fodag — fidag
f2da10 - f3da11 - f4da12 - f5da13 - f6d6h4 - f?dam;

0F, 0F, 0F, 8F9 0F, 0F, 0F, 0F,

——dag + —d das d —day + —das + —=d —d
920" B0 MM T 9 2 T 9 Y 90, MM T By 1 T 9 M0t g, 1

OF, 0F, OF, OF, OF, OF, OF, 0F,
—d —d —d —d —d —d —d d
Dats as + Datg ag + Darg ayp + — Dy, ayl + — Dy aiz + Dars a3 + Datrs ais + Dars ais

foday — fsday + fiidas — fiodas + fizdas — fiadas — fisdas + fiadar + fidag + fodag
fsdarg — fadars + fsdais — fadars — frdais + fedass,

0F 0Fo 0F1o 0F 0F 0F 8Flo aFlo

d d d d d das da d
Dag "0 e, M T T, YT e, 4T e, M T g, T T g, Y8 T g, 40T

das d darg + 2104 d dars + 25104 d
Dats + Dag ag + Darg aip + Dar, an + Dty a2 + Datrs a3+ — Detre a4 + Dars ais

fioday — fiiday — fsdas + fodas + fiadas + fisdas — fiadas — fizdar + fodag — fadag
fodaro + fidair + fedais + frdarz — fadars — fsdass,
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OFy OF OFy OFy OF OF OF OF
dF, — d day + P g, O, L 90, d da
11 Dag "0 T B, “ T B, 2T 5 T B MY B T Bas “ T g

oFn oFn oFn OF OF oFn oFn OF

+ dCLg + dag + daw + dau + da12 + ——da a3 + ——da aiq +

Jag Oayg Jayg daq Oaiz Oais Oaiy days

= fudag + fioday — foday — fsdas + fisday — fiadas + fizdag — fiadar + fsdasg + fadag
—  fidayo + fodan + frdars — fedars + fsdars — fadays,

dFis = d d —d —d —d d da
12 8&0 G0 + 8&1 o1+ da (05} a2 + 8@3 a3 + 8@4 R da as 45 + da Qg %+ e 6(17
O0F12 0F1o 3F12 0F12 0F15 0F1y 0F1o 0F12
d dag d d d —d —d
* dag as dayg (9 a10 o+ Oay i+ Oaiz 2 B Oais 3 Ban Oaiy s Oays

= fiodag — fizda; — fiadas — fisdas — fsdas + fodas + fiodas + fridar + fadag — fsdag
—  fedaiy — frdar; + fodars + fidais + fadais + fadass,

OF3 OFi3 O0Fi3 O0Fi3 O0F3 0F13 6F13 8F13
dFs = d d —d —d —d das da
13 8a0 Go + 8@1 o1+ aag G2 + da as 43 + 8@4 G4t 8a5 8 Qg g6 + 8(17
OF OF OF OF OF: oF OF OF
+ 13 dag + 15 dag + 13 dalo 13 dall 13 da12 + 13 da13 13 da14 1
dag dayg day daiy Oaia Oais Oaiy

= fisdag + fieday — fisdas + fiadas — fodas — fsdas — fiidas + fiodar + fsdag + fadag
—  frdayo + fedarn — frdars + fodars — fsdars + fodas,

8F14 8F14 8F14 8F14 8F14 8F14 8F14 8F14
dFyy, = d d d d day da da
7 Bap Y Ba T ey Y Bas T Ban M Bas T Bag T ey
O0F14 O0F4 O0F4 O0F4 OF14 OF 14 O0F4 O0F14
dag d d —d d d —d
+ 8&8 + 8&9 a9 + 0&10 %10 + 8@11 o1+ 8&12 G12+ 8&13 d13 + 6&14 f14 + 8&15

= fuday + fisda; + fiedas — fizdas — fiodas + firidas — fsdag — fodar + fedas + frdag
+  fidayo — fsdain — fadars + fsdais + fodars — fidass,

OF 5 OF5 OF 5 OF5 OF5 OF; 0F15 0F15
dFys = d d d d d das da
15 a0 " Da; C T a0, YT 5 Y e, M T aa: Y T g Y T e,
OF: OF: OF: OF' OF, OF, OF: OF
n 15d n 15da9 " 15da10 15da11 15da12 n 15da13 " 15da14 4 9
Oag Oay Oay Oayy Oaiy Jays Oayy

= fisdag — fiaday + fizdas + fiodas — fiidas — frodas + fodas — fsdar + frdas — feday
+  fsdayo + fadarn — fsdare — fodais + fidaws + fodass

8&15

8&15



4.3. Equacgoes de Cauchy-Riemann 16-dimensional

o que nos da,

oFy OF, 0F, O0F; O0F, O0F; 0Fy; O0F; O0OF3

dag B daq - dasy B Oas - day - das  Oag  Oar  Oag
aFg o (9F10 o 8F11 . 8F12 o @F13 o @F14 . 8F15
8a9 B 8@10 n 8@11 N 3@12 n 6&13 n 8&14 N 8(1157

0F, 0F, O0F;3 0F, O0F; OF, 0F; 0Fy 0Fy

fl B 8&0 B _86L1 B a(lg B _8a3 B 8&4 - _8a5 B _8a6 - 8a7 B 8a8
. _aFg . _(9F11 - (9F10 - _8F13 . 8F12 . 8F15 - _6F14
a 8&9 a 8&10 - 8(111 a 8a12 - 8043 - 8044 - (961,157
f 8F2 8F3 6F0 8F1 (‘9F6 6F7 6F4 6F5 8F10
2 — — P f— p— p—t

8@0 _8a1 _8a2 B 8&3 B 8a4 - 8a5 N _8a6 B _8a7 8(18
aFH _ 8F8 _ 8F9 - _8F14 . _8F15 . (9F12 . (9F13
8a9 N 8@10 N 8@11 N 8(112 N 8a13 N 8@14 N 8@15’

8F3 8F2 8F1 @F() 8F7 8F6 8F5 8F4 . 8F11

f3 - (9@0 - 8@1 B 8a2 B 8(13 8@4 a 8a5 - aa6 - 8a7 8@8
_3F10 . 3F9 _ aFg . _8F15 . 8F14 . _8F13 . (9F12
aag N 8&10 N 8(111 N 8a12 N 8a13 N 8&14 N 8&15’

8F4 8F5 8F6 6F7 8F0 (9F1 aFQ 8F3 8F12

Joo= 8@0:_8a1:_8a2:_8_a3:_8a4:8a5:8a6_8a7 dag
8F13 6F14 8F15 8F8 8F9 8F10 8F11

8&9 8@10 8@11 8&12 8a13 6(114 8&15 ’

oF;  0F, 0F;  0Fg 0Fy 0F OF;  0F, 0OF

s = 8@0:67@1:_8a2:8a3:_8a4:_8a5:_8a6:8a7_ Oag
o _8F12 o 8F15 o _8F14 . 6F9 o _8F8 o 6F11 . _8F10
N 8a9 B 0@10 B @an N 8@12 N 8@13 N 8@14 n 3@15’
f oy 0F;, O0F, ors; ory,  0F3 o0F, oF,  0Fy
6 = = = — = = —

6&0 - 8&1 N 6a2 8&3 N _8&4 B 6(15 N _6a6 B _8a7 8&8
_8F15 . _@Fm . 8F13 . 6F10 . _8FH o _aFg o 8F9
(9a9 n 8(110 N 8@11 n 8@12 n 8a13 n 8@14 n 8@15’
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o1

_ 0F;,  0Fy O0Fs 0OF,  0OFy  0F, OF  0Fy, O0OFs
fr = 8a0__8a1_aaz_ﬁag__acu__@ag,_8a6__8a7_ dag
_ O0Fy  0Fi3  OFw  OFy OFyw  O0Fy  OF
B 36L9 B _aam B _8a11 B Oaiz B 8a13 B _8714 B _36L15’
_ 0Fy  0Fy  O0Fyw  OFn O0Fn  O0Fi3 OFy OFis
fs = dag  Oa;  Oay  Baz  Oay  Oas  Oag  Oas
0k O0Fy  0F, O0Fy 0OF, O0F; 0F; 0F;
" Qags  Oag Oayy 0Oay Oay  Oa;z  0Oay  Oays’
_ 0Fy 0Fy  OFy  OFyw  OFi3  0Fp  OFs  O0Fu  OF
o = dag  Oay  Oas  Oaz  Oay  Oas  Oag  Oa;  Oas
_0Fy  O0Fy  OF,  0F5 0OF, 0F;  0F
B dag  Oaig  Oan  Oais  Oars  Oan  Oais
_ 0Fyy 0Fy 0Fy  0Fy  0Fy  0Fi5  0F, 0F OF5
fo = dag  day  Oas  Oaz  Oay  0Oas  0Oag  Oay;  Oag
_oFy  0Fy  OFy  OFy  OF;  OF, OF;
B a_@9 B _8@10 B _3(111 B _Ww B _3CL13 B Oaiy B days
_ 0Fny  0Fy  0Fy 0OFy  OFys  OFy  OF13  0F1,  OF3
fu = day  Oay  Oday Oday  Oday  das  Oag  Oay  Oag
0K, 0K 0Fy  0F; 0Fy  O0F5;  OF,
B _8_619 B dayg - _%11 B _3012 B dais B _8a14 B days’
_ OF  0F3  0Fy 0Fis  0OFy  0Fy  OFyw  OFn  OF
ha = dag  Oa;  Oay  Oas  Oay __8a5 __8a6 __8a7 __8_ag
_ OFy  0Fy  0F;,  0Fy  OFy  O0Fy,  OF}
" Oag  Oayy Oay  Oayy  Oayz  Oay  Oays’
_ O0F3  0Fyy 0Fs  0Fy  0Fy OFy  OFn  O0Fyw  OF;
hs = a_ao__@al_aag__Oag_0a4_8a5_8a6__8a7__0_ag

oF, 0F,  0F, 0F,  0F, 0F;  OF,

a(lg 8@10 8@11 (9@12 8@13 8@14 8045 ’
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_ 0Fy  0Fy  OF, OFi3 0Fy  0Fy  0Fy  0Fy  OFg
S 8_610__&11 __8a2 - das  Oay __8a5 - dag  Oay _8_ag

n _8a9 N _8a10 N aan N aalg N _6(113 N _86L14 n 8&15’

_ OFs 0Fy  OFy  OF, 0OF, 0F, 0F, 0F  0OF
f15 N 8&0 N 6(11 __8a2 __Oag N 8@4 N 8&5 __8&6 N 8(17 __8_a8

- 3F6 o 8F5 o 8F4 . 8F3 . 8F2 . 8F1 . 8F0

B (9_@9 B _36110 B _8@11 B Oaiy B 8(113 - _3G14 B _3a15

Teorema 4.6 Para todo par de pontos x ey, e qualquer caminho ligando-os em um espago

simplesmente conexo 16-dimensional, a integral fmy dz f independe do caminho dado se, e

somente se, existe uma funcio G = Gy + G1i+ Goj + Gsk + Gue + Gsi + GGJJ + Gk +

Gge' + Gg’i“ + GlOJJI +Gn k + Gre' + Glsim + G14J

e que satisfaz as sequintes condigoes:

1

+ G5k com [Ydzf = G(y) — G(x)

oGy  0G1 0Gy 0Gs 0G4 0G; 0Gg 0G; 0Gg
dag  Oay  day  Oaz  Oay  Oas  Oag da;  Oag
_ 0Gy _ 0G1o _ 0G11 _ 0G1 _ 0G13 _ 0G1y _ 0G5 (4.24)
day  Oayp  Oany Oajs  Oais  Oays  Oays’ ’
oG,  0G,  0Gs 090G,  0G; 0G4y 0G;  0Gs  0Gy
(9_a0 " day day  daz  Oday  das  Odag  Oday  Oag
_ 9Gs _9Gu _ 0Gy _9Gy _ 0G _ 9Gi; _ 9w 25)
dag  Oayp Oayq Oais Oas Oayy  Oays’ ’
0Gy  0G;  0G,  9G,  0Gs  0G: 0G, 0Gs Gy
dag ~ day  day  dag  day  das  dag  da;  ag
_ _9Gn _ 0Gy _ 0Gy _ 0G4 _ 0G5 _ _0Giy  0Gy3 (4.26)
dagy Oag  Oayp  Oajs Oais Oaiy Oays’ )
0Gs  0Gy 0G,  0G,  0G: 0Gs  0Gs 0Gi  0Gy
8_a0 N _8a1  Oay __aag __8a4  Oas __aag -~ das __a—ag
_ 0G 1 _ _ 0Gy _ 0Gy _ 0G5 _ _0Gy _ 0G 3 _ 090Gy (4.27)
dagy daig  Oap;  Oaq Oaz Oas days’ ’
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0G,  9Gs 0Gs 9G: G,  9G,  9Gy Gy  9Gu
dag  Oay  Oas das  Oay  Oas  Oag  Oday  Oas
. _8G13 B _8G14 . _0G15 B aGg B 8G9 . 8G10 B 8G11 (4 28)
N 6ag N 8&10 N 8&11 N 8&12 N 8@13 B 8a14 B 6(1157 i
9Gs  9Gy 0G;  0Gs 9G,  9Gy 0G;  0Gy  0Gi
dag da;  Oas  daz  Oday  Oas  Odag  Oar  Oag
o 8G12 o _8G15 . 8G14 . _8G9 o aGg o _8G11 o 8G10 (4 29)
n 8a9 n 8@10 N 8@11 N 6@12 N 8(113 N 8a14 n 8@15’ ’
9Gs  9G.  0G, 9Gs 9G,  0G;  9Gy 9G,  9Gu
8&0 N 8@1 N aag N 8a3 N 804 N 8a5 N 8@6 N 80,7 N 8@8
_ 9Gi  9Gn  9G  0Gw  9Gu  9Gs  0Gy (.30
N 8@9 - 8@10 N aCLH N 8042 N 8043 N (9044 8@15’ '
0G;  9Gs 0G5 9Gy 9G; 0Gy  9Gi  0G,  9Gis
8@0 N 8@1 N 6&2 N 6&3 N 8a4 N 8a5 8a6 n 8a7 N 8@8
~ 9Gu  9Gi  9Gn  9Gu  9Gw  9Gy  9Gs (431)
N @ag N 8a10 N 8@11 N 8&12 N 6@13 N 8&14 N 8&15’ ’
8Gs  9Gy 9Gy 9GL  0Gw  9G  9Gu G  9G,
8a0 N 8@1 N 6&2 N 8(13 N 8a4 n 6’a5 0a6 8a7 B (‘9@8
_ G _0Gy __0Gy __0Gi__0Gs __9Gs __9Gi .
N 8a9 N 6&10 N 8&11 N 8&12 N 6a13 N 8&14 8&15’ )
9Gy  9Gs 9Gu  9Gw 9Gi  0Gn  9Gi  9Gu  9G
dag da;  das  Oaz  day  Oas  Odag  Oar  Oasg
_ 9G,  9G;  9G. 9Gs  9Gs  0G;  OG (433
B aag N 8a10 N 8&11 N 8&12 N 3@13 8a14 N 8a15 )
0Gi,  0Gu  0Gs 9Gy 9Gu 0G5 0Gi  0G  9Gy
8(10 N 8(11 N 8&2 N 8(13 B 8a4 N 6&5 N 80,6 N 6a7 N aag
98G5 8Gy  9G, 0G5  0G;  9Gs OGS (434
n 6a9 n 8@10 n 8@11 n 8@12 n 8@13 n 8(114 8@15 )



4.3. Equacgoes de Cauchy-Riemann 16-dimensional

54

8G11 . 8G10 B _% B _8G8 B 8G15 B _8G14 . 8G13 . _8G12 B 8G3
8@0 N aal B 8a2 B 8@3 B 8a4 B 8a5 N 8a6 N 0a7 N 8@8
_0Gy  9G,  9G,  9G. Gy 0G5 9G4 (.35
B ag B daip B dayy B daia B days B dayy B 6’(1157 '
8G12 . _8G13 . _8G14 . _8G15 . _aGg . 8G9 . 8G10 o 8G11 . 8G4
8a0 N 8@1 B (9a2 N 8a3 a 8a4 a 8a5 a 6’@6 n 8a7 n aag
~ 9Gs  0Gs  9G;  9G, 0Gy 0Gy  0Gs (436)
N 8a9 8&10 N 8(111 N 8a12 N 8a13 N 8@14 N 8@15’ ‘
0Gi;  0Gn  9Gs  0Gu  9Gy  9Gs  9Gu  9Gy  9Gs
dag  Oday  Oag Oas day,  Odas  Oag  Oar  Oag
G, 9G;  9Gs  9G,  0G,  0G;  0Gy (437
N 8a9 N 8&10 n 8&11 n 8@12 B 8a13 N 6(114 N 6@15’ ’
0Gyy _ 0Gis _ 0G,  0Gi3  0Gy _ 0Gun . 0Gs _ 0Ge _ 0Gs
8(10 N 8&1 8a2 N 8&3 N 8a4 8a5 8@6 8(17 N aag
_9G;  9G.  9Gs  9Gy 9Gs  9G,  9G (.38
B 8(19 B 8@10 B 8@11 n 8@12 B 8@13 n 8(114 n 8a15’ .
(9G15 . _(9G14 B 8G13 . 8G12 . _6G11 B _8G10 . % o _% - %
8@0 N 8@1 N 8a2 N aag N 8@4 N 80,5 N 8@6 n 8@7 B aag
 9Gs  9Gs  9G,  9Gs  0G, 9G.  0Gy (439)
N 8@9 N aalo N aan N 8@12 N 8@13 N 8@14 8@15 ’
Demonstracgao:

A integral fzy dzf, independera do caminho se existir uma funcao G, tal que,
[Vdzf = Gy + Gii+ Gaj + Gsk + Gae' + Gsi + Goj + Grk + Gge” + Goi  + Ghoj +
Gk +Gpe” +Gii + G14jm + Gk = G(y) — G(x), de modo que o valor dessa diferenga

dependera unicamente dos pontos extremos.
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G

dG,

dGy

dGs

dGy

0Gy 0G 0G 0Gy 0G 0Gy 0Gy 0G

——d d d ——d —d —d ——d ——d

dag do + daq o1+ day a2 + das a3 + day %+ Jdas a5 + Jdag % + day a

G, G G, G, G G G G,
—d d d ——d —d ——d ——d d
8@8 s * aag o + 8@10 @10 * 8&11 G11 + 8@12 d1z + 8@13 413 + 8@14 G147+ 3&15 415
dag fo — day fi — day fo — das f3 — day fy — das f5 — dag f6 — daz fr — dag fs — dag fo

da10f1o - danfn - da12f12 - d&13f13 - da14f14 - da15f15

0G4 0G4 0G4 0G4 0G4 0G4 0G4 0G4

—d d d —d —d ——d —d —d

8a0 do + 8@1 o1+ 0a2 a2 + 8&3 43 + 8@4 G4+ 6(15 a5 + 8&6 % + 8&7 a

0G, 0G4 0G, 0G, 0G, 0G, 0G, 0G,
—d d d —d —d —d —d d
8&8 48 + (9a9 a9 + 8@10 10 + 8&11 G11 + 8a12 f1z + aalg 13 + (9@14 G147+ 8&15 415
dao f1 + day fo + dag f3 — das fo + das f5 — das f4 — dag f7 + daz fe + das fo — dag fs

dayg f11 + dayy fro — days fiz + daqs fio + days fi5 — daqs fia

0G4 0Gs 0Go 0G4 0Gs 0G4 0G4 0Gs

—=d d d —=d —=d —=d —=d —=2d

8a0 do + 8@1 o1+ 8a2 G2 T @ag 43 + 8a4 Gt 8(15 %5 + 8&6 b6 + 80,7 a

0G5 0Gs 0G5 0G5 0Gs 0Ga 0G5 0G5
a—anag + aag dag + 3@10 d(llo + _66611 da11 + —aau d(ZlQ + _86113 da13 + _8a14 da14 + 6@15 da15
dag fo — day f3 + dag fo + das fi1 + dag f6 + das fr — dag f4 — daz f5 + dag fio + dag f11

dalofs - daufg - da12f14 - da13f15 + da14f12 + da15f13

0G5 0Gs 0G5 0G5 0Gs 0G5 0G 0G5

—=d d d —=d —d —=d —=d —d

8@0 %o + (9@1 o1+ 8a2 G2 + (9a3 o + 8a4 G4t 8@5 45 + (9@6 G + 8a7 a

0G5 0G's 0G'3 0G5 0G'3 0G's 0G'3 0G5
—d d d —d —2d —2d —d d
8&8 as + 8(19 a9 + 8@10 %10 + 8&11 o1+ 8(112 G12+ 8a13 13 + 8(114 f14 + 8&15 415
dag f3 + daq fo — dag f1 + das fo + das fr — das f6 + dae f5 — daz fa + dag f11 — dag f1o

dayo fo — dayy fs — daia fis + days fra — daiafis + dags fio

0G4 0Gy 0G4 0Gy 0G4 0G4 0Gy 0G4

—d d d —d —d —d —d —d

Jdag %o+ daq o1+ das a2 + das o + day G4+ Jdas a5 + Jag G + dar a

0G, 0G, 0G, 0G, 0G, 0G, 0G, G,
—d d d —d —d —d ——d d
8&8 s + 8@9 9 + 8&10 10 + 8&11 d11 + 8&12 G12 + 6(113 @13 + 8&14 G1a + (9045 @15

dag fy — day f5 — das fe — das fr + day fo + das fi + dag fo + dar f3 + dag fio + dag f13
da10f14 + da11f15 - da12f8 - da13f9 - da14f10 - da15f11
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dGs

dG

dGy

dGs

dGy

0G5 0G5 0G5 0G5 0G5 0G5 0G5 0G5

—d d d —d —d —d —=d —d

dag Go + Jda, o1+ Oay a2 + das a3 + day o+ Odas a5 + Jdag % + dar a

G’ 0Gs 0Gs G’ OGS 0Gs 0Gs G’
—d d d —d —d —d —d d
8@8 as + 8a9 9 + 8@10 10 + 8@11 f11 + 8@12 G1z + 8(113 413 * 8044 f1a + 8&15 415
dag f5 + day fy — das f7 + das fe — day fi + das fo — dae fz + daz fo + dag f13 — dag fi2

da10f15 - da11f14 + da12f9 - da13f8 + da14f11 - da15f10

G 0G G 0G 0G G 0G G

—d d d —d —d —d —d —d

8a0 do + 8@1 o1+ 0a2 a2 + 8&3 43 + 8@4 G4+ 6(15 a5 + 8&6 % + 8&7 a

0Gs 0Gg 0G 0G 0Gs 0Gg 0Gs 0G
—d d d —d —d —d —d d
8&8 48 + (9a9 a9 + 8@10 10 + 8&11 G11 + 8a12 f1z + aalg 13 + (9@14 G147+ 8&15 415
dag fe + day f7 + das fy — dasfs — dagfo + das f3 + dag fo — daz f1 + dag f14 — dag f15

dayo fi2 + dayy f13 + daia fi0 — dais fi1 — daia fs + dags fo

0G5 G~ 0G5 oG~ G~ 0G5 oG~ 0G5

—d d d —d —d —d —d —d

8a0 do + 8@1 @ 8a2 G2 T @ag 43 + 8a4 Gt 8(15 %5 + 8&6 b6 + 80,7 a

0G5 0Gr 0G~ 0G5 0G~ 0Gr 0G~ 0G5

aGS dag + aag dag + 3@10 d(llo + 8@11 da11 + aa12 d(ZlQ + aalg da13 + 8@14 da14 + 6@15 da15
dag f7 — day f6 + daa f5 + das f4 — dag f3 — das fo + das f1 + daz fo + dag fi5 + dag f14

dayo fiz3 — daqyy fio + days fi1 + days fio — dayg fo — dags fs

0Gy OG-y 0Gy OG- 0Gy 0Gy OG-y 0Gy

—d d d —d —d —d —d —d

8@0 %o + (9@1 o1+ 8a2 G2 + (9a3 o + 8a4 G4t 8@5 45 + (9@6 G + 8a7 a

0G5 0G's 0Gg 0G5 0Gs 0G's 0G's 0G5
—d d d —d —d —d —d d
8&8 as + 8(19 a9 + 8@10 %10 + 8&11 o1+ 8(112 G12+ 8a13 13 + 8(114 f14 + 8&15 415

dayfs — day fo — das f10 — das f11 — day fi2 — das f13 — dag f1a — day fi5 + dag fo + dag f1
dayg fo + dayy fs + daio fi + days fs + dara fe + days fr

%dao + 06, day + 0Cy das + %dag + %dcm + %dag, + %daﬁ + @daﬁ

dag daq day das day Jdas Jag day

0G, 0G 0G, 0Gy 0Gy 0G 0G, 0Gy
—d d d —d —d —d —d d
Das ag + Datg ag + Darg aio + Dars a1+ Bars a2 + Batrs a3 + Drs a14 + Dars a5

dag fo + day fs — dag f11 + dasz frg — day fi3 + das fi2 + dag f15 — day fr4 — dag fi + dag fo
daqg f3 + dayy fo — days fs + dais fu + dars fr — daqs fs
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dGo

dG1y

dGio

dGhs

0G0 0G1o 0Gho 0G1o 0G1o 0G0 0Gho

Bay dag + 0, ——day + Das das + Bas daz + B, day + Ba das + —a% dag
9G 1o 9G 1o 9G1o 9G1o G 10 0G0 G0
aa7 da7 + aag dag + aag dag + 8@10 dam 8&1 da11 + aam da12 + 8@13 dalg

oG oG
10 + 1 da15 = dag f10 + day f11 + das fs — das fo — dag fra — das fi5 + dag f12

daz fi13 — dasfz —i— dag fs + dayo fo — day f1 — dara fe — daisfr + dara fs + dass f5

8G”d aop + 8G”d + 8G”da2 + 8G”da3 + 8G”da4 + aG”d% + —8G”da6

8@0 da aq 8a2 da as da ay 8a5 8@6
oG oG oG 3G11 0G 1 oG oG
d d d d d d d
(9(17 a 3a8 as + (05} o 8 aio %10 + 8a1 d11 + 8@12 G12 + 8@13 13
0G11 8G11
Detrs days + dals = dag f11 — day fio + day fo + das fs — day f15 + das f14 — dag fi3

daz fi2 — da8f3 - dagfz + dayo f1 + dayy fo — daya fr + days fo — daya fs + dags fy

aGmd ao + aGle + 0G1y day + Gy das + 0G1y day + 0G1 das + G dag

8@0 8 aq 8@2 8 as 8 ay 8@5 8@6
0G12 0G12 0G12 3012 0G5 0G12 0G12
d d d d d d d
(90/7 o7 + 8a8 a5 + 8a9 9 (9 a0 %10+ 8@1 f11 + 8&12 f1z + 8@13 13
0G2 8G12
days + da15 = dag f12 + daq f13 + das fi4 + das f15 + day fs — das fo — dag f1o

daz fi1 — da8f4 + da9f5 +dayg fe + daiy fr + daia fo — daisfi — dayafo — days f3

0G113 0G13 0G113 0G113 0G113 0G113 0G113
da —d d d d d —d
Daq ap + ay ai + Dy as + Dats as + Day a4 + Das as + Dag ag
0G13 0G13 0G13 0G13 0G13 0G13 0G13
(9(17 da7 + (9618 dag + (9(19 da 9a a1 da10 + aal dCL11 + aaw da12 + aalg da13
0G13 6G13
days + da15 = dag f13 — day fi2 + dag fi5s — das fia + das fo + das fs + dae f11

day fro — da8f5 — da9f4 + dayo f7 — days fo + daiafi + dais fo + daysfs — dais fo
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_ 0Gy 0G4 0G4 0G4 0G4 0G4 3014
dGiy = Das dagy + da, day + Das dagy + B, daz + Da, day + Da das (9 ” dag
0G4 0G4 0G4 0G4 0G4 0G4 0G4
d d d da ——da ——da d
* 807 CL7+ 8@8 a8 + 8a9 CL9 0@10 10 * 8 a1 d11 + 8 a2 d1z + 0@13 @13
0G4 3G14
+ Datrs dais + d@15 = dag f14 — day fi5 — day fi2 + das fi3 + dag fro — das f11 + dag f3
daz fo — dast da9f7 — dayo fa + dai f5 + dara fo — dais fz + dara fo + dais fi
0G5 0G5 0G5 0G5 0G5 0G5 3G15
dG15 = aao dao + 8@1 da1 + 0@2 daz + Ja s da;», + Ja ” da4 + Ja a5 d (9 ” da6
0G5 0G5 0G5 3G15 0G5 0G5 0G5
d d da da —da —da d
* 8a7 a + 8@8 a8 + 8a9 9 8@10 10 * 8 a1 d11 + @ a12 f1z + 8@13 413
0G5 0G5
+ Detrs days + 9 days = dag f15 + day fia — dag frs — das fi12 + dag fr1 + das f10 — dag fo
1 15

day fs — dag fr + dag fo — daiofs — daiy fa + daia f3 + days fo — dara fi1 + dass fo

de onde surgem diretamente as relacoes,

0G oG, 0Gy, 0Gs 0G4y 0Gs 0Gg 0G;  0Gyg

a_&g 8@1 8(12 8&3 8@4 8a5 8&6 0a7 8&8
8G9 o 8G10 o 8G11 . 8G12 o 8G13 . 8G14 . 8G15

8a9 8(110 8@11 6@12 8a13 6044 8@15 ’

0G4 o OGO - 8G3 - G, o 8G5 o 0G, o 6G7 o 6G6 o 6G9
dag  Oay  Oay  Oaz  Oay  Oas  Oag  Oa;  Oag
0Gs  0Gy  0Gy  0Gis  0Gry 0G5 0Gy
dag  Oayy  Oay  Oayy  Oayz  Oay  Oays

0G,  9Gs  0G,  0G,  9Gs  9G; 9G, 0G5 9Gy

8_a0 (9_a1__8_a2__8_a3:_8_a4__8a5 " OQag  Oday  Oag
. 8G11 . 8G8 . 8G9 . 6G14 . 8G15 . aGlg o _8013
N 8&9 N 6@10 N 8@11 N 8&12 N 8a13 N 8@14 N 8&15,
% B _8G2 oGy _8G0 B _8G7 _ 0Gg _8G5 _0Gy _GGM
dag da;  das  dag  Oay  Oas  Oag  Oar  Oag

8G10 o _8G9 o aGg . 8G15 . _8G14 . 8G13 o _E)Gu

8a9 8@10 8@11 aalg 8@13 (9@14 8(115 ’
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Gy  0Gs  0Gg 0G7;  0Gy 090Gy  0Gy  0Gz  0Gis
dag 8@1_8a2_8a3__8_a4__8_a5__8_a6__8_a7__8a8
. 8G13 . 8G14 . 0G15 . aGg . 8G9 . 6G10 . 8G11
= Oag  Oayy  Oayy  Oay  Oayz  Oawy  Oays’
0Gs  0Gy 0G;  0Ge 0Gy  0Gy 0Gsz  0Gy  0Gy3
a_ao N _8a1_8(12__8(13_8a4__0a5_8a6__8_a7__0a8
o 6G12 . 8G15 - 8G14 . 8G9 . aGg . 8G11 o 8G10
" dag  Oayw Oay  Oas  Oaiz  Oawy  Oays’
aGﬁ . 8G7 . 86’4 . 8G5 . 8G2 . 8G3 . 8G0 . 8G1 . 8G14
8_a0 N _8a1__6a2_8a3_8a4__8a5__8a6_8a7__8—a8
0G5 090Gy 0Gyiz  0Gy  0Gun  0Gg  0Gy
~ Qag  Oaw  Oay  Oay  Oajs  Oday  Oais’
8G7 . 6G6 . 8G5 . 8G4 . 6G3 - 8G2 . 8G1 o 6G0 o 8G15
day  Oa;  day  daz Oay Oas  Oag  0Oar  Oag
~ 0Gy  0Gi3  0Gi  0Gn  0Gy  0Gy  OGy
T day  dayp  Oay,  Oap  Oais  Oay  Oajs’
0Gg  0Gy  0Gy  0Gy  0G1p  0Giz  0Gu  0Gys  0Gy
dag  Oay  Oay  Oaz  Oas  Oas dag da;  Oag

_0Gy  0Gy  0G3 0G4y  0Gs  0Gg  0Gq
- 8a9 N _6CL10 N _8a11 N _aalg N _8a13 N _86114 B _8045’
0Gy  0Gy  0Gy  0Gy  0Giz  0Gia 0G5 0Gy  0Gy
8_a0 N _8@1_8&2__8a3_8a4 __8a5__8a6_8a7_8a8
B 8G0 . 8G3 . 8G2 B 8G5 B 6G4 B 8G7 . 8G6
- dag  Oayy " Oday Oajy _E)alg Cday days
0Gyw  0Guy  0Gg  0Gy  0Gy  0Gys  0G  0Gi13  0Gy
8(10 - 8(11 __8612 N 8(13 B 8(14 N 6&5 - 80,6 - 6a7 N aag
- 3G3 . aGo . 0G, o 8G6 o 8G7 o 0G4 o 8G5
" dag  Oawy 0Oay  Oayy  Oayz  Oay  Oays
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8G11 . 8G10 . aGg B 8G8 B 8G15 B 8G14 . 8G13 . 8G12 B 8G3
dag  0Oay  Oay  daz  Oay  daz  Oag "~ da;  Oag
_0Gy  0Gy 090Gy 090G  0Gg  0Gs  0Gy
T a9 Oayg  Oan  Oa;y  Oa;s  Oay  Oays
0Gi,  0Gi  0Gy  0Gis  0Gg  0Gy  0Gyy  0Gh  0Gy
day  Oay  Oay  Oaz  Oay Oas  Oag  Oay  Oas
0G5 0Gg  0G7;  0Gy  0Gy  0Gy  0Gy
- 8a9 _aalo _6(111 _8a12 N 8@13 N 8a14 N 8@15’
0Giz  0G1 0G5 0Gy  0Gy  0Gg  0Gy  0Gy OGS
dag  Oa; B Oas Oas _6_6L4 N _a_ag, - dag  Oar  Oag
o 8G4 o 8G7 o 0G6 o 6G1 o 8G0 o 8G3 o aGQ
~ Odag  daig  Oay  Oaj;  Oayz  Oayy  Oays’
8G14 . 8G15 . aGlg . 8G13 . 6G10 . 6G11 . 8G8 . 8G9 . 8G6
dag Oy Oay das " day Jdas _8_a6 _8_a7 B a_ag
_0Gy  0Gy 0G5 0Gy,  0Gy  0Gy  0Gy
" dag  Oayy  Oay  Oaj;  Oais  Oay  Oays’
8G15 o 8G14 . 8G13 - 8G12 . 8G11 . aGlo - 8G9 . 3G8 o 8G7
Jdag _8a1_3a2_8a3__8a4 _8a5_8_a6__8_a7_3_a8
_ 0Ge 0G5 0G4  0G3  0Gy 0Gy  0Gq
B 8a9 N 6(110 N 6(111 N _8a12 _8(113 N 8(114 _8a15

finalizando nossa demonstracao.

Conforme Borges e Machado [17], obteve-se neste capitulo conceitos da teoria cléssica que

podem ser aceitos intuitivamente como a generalizagao das equagoes de Cauchy-Riemann em

16-dimensoes, através da regra de multiplicacao para os sedenions, e obtidos do conceito de

integrabilidade de caminhos independentes.



Capitulo 5

Generalizagao de |f(y) — f(z)| dado que
o)==

Quando trabalha-se em coordenadas esféricas, ao efetuar-se a distancia |f(y) — f(x)|, em
que z,y € S e para f(z) = 2", n=2,3,4, ..., produz-se através de um método de resolucao,
um polindmio na variavel r e de grau 2n, em que r é o raio da hiperesfera 16-dimensional,

para z,y em coordenadas esféricas, isto é,

F@) — F(@)] = AP 2+ AP 4 ALy = (5.1)

2n
Z Agn)ri
=2

Esse resultado serd essencial para o cdlculo numérico da k-dilatagao no capitulo seguinte.

Induziremos o estudo de | f(y) — f(z)|, para o caso quando f(z) = 22, f(z) = 2% e f(2) = 2%

Os coeficientes AE”) serao fixados de acordo com as varidveis 1%, i = 2, ..., 2n, e n fixo.

5.1 Fator de expansao e a k-quaseconformidade

Lars Valerian Ahlfors descreve em um de seus livros sobre a importancia da teoria das
transformacoes quaseconformes. Ele atribuiu a descoberta deste estudo a Herbert Grotzsch
[13].

Por volta de 1928, Grotzsch foi o responsavel por introduzir o conceito de medir o grau da

quaseconformidade pelo méaximo da dilata¢ao ocorrida para mapeamentos no plano (n = 2).

61
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Em 1935, Lavrent’ev expande os estudos para n > 3, mas, foi um brilhante matemaético,
chamado Oswald Teichmiiller, que realizou uma inesperada descoberta. O significado da sua
descoberta se deve ao fato de conectar superficies de Riemann com diferenciais quadraticas
holomorfas. Com isso, Teichmiiller lanca as bases para o que mais tarde ficou conhecido
como a teoria dos Espacos de Teichmiiller [14].

Entende-se por dilatacao a deformacao causada no volume da hiperesfera, ou seja, a
dilatacao em trés dimensoes de um sélido causada quando submetido a uma transformacao.
Aqui trabalha-se sempre com a transformacao do tipo f(z) = 2", n = 2,3,4, ..., para isto
é preciso definir uma métrica, ou seja, um conceito matematico que nos permite analisar
mensuravelmente o valor da dilatacao. Na investigacao do calculo da k-dilatacao, necessita-

se apenas do coeficiente Agn), que é o termo que multiplica r? na equacao 5.1.

Definicao 5.1 Sejam I e I’ dominios no n-espaco Euclidiano R™ comn > 2 e seja f : [ — I’
um homeomorfismo (continua, bijetora e preserva topologia). Para x € I e r > 0, considere
a bola fechada B(z,r) (com centro em x) em I.

Define-se entao o mdzimo de | f(x)— f(y)| como sendo M (z,r) e 0o minimo de | f(z)— f(y)]

denotado por m(x,r), da sequinte forma:

M(z,r) = max |f(y)—f(x)] = max \/A2 7"2+A3 r3+ +A2nr2”— max

|z—y|=r |z—y|=r lz—y|=r

miz,r) = min |f(y)—f@)] = min /AP + AP 4+ AD 2 = min

|z—y|=r lz—y|=r |z—y|=r

M(zx,r)

m(z,r)’

H(z,r)=
Com isto, obtém-se o valor da k-dilatagao em se fazendo,

H(z) = limsup H(z, )

r—0
Dizemos que a fungao [ serd quaseconforme se a dilatag¢ao linear H(x) € uniformemente
limitada em um dominio I C S. Definimos f sendo k-quaseconforme com 1 < k < oo, se f

¢ quaseconforme e
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Como,

H(z) = l%supH(x,r):l%sup

m(z,r)

max \/A;n)ﬂ + Agn)rg’ + ..+ Ag?ﬂ"

= lir% sup
- min \/A;n)TQ + Aén)ri” 4+ ...+ Ag:.b)r?"
_ max \/TQ(Aén) + Agn)rl + ...+ Agﬁ)TQ”—Q)
= 111% sup
" min \/7’2(Aén) + Ag")rl 4+ .+ Ag’}}r%—?)
max |7’|\/A§n) + Aén)rl 4+ ..+ Ag:?rz”—2
= lin% sup

min \7"|\/Ag") + Agn)rl + ...+ AgZ)TZ"*Q

(5.2)

Denomina-se por fator de expansao ao coeficiente Ag”). Caso o fator de expansao nao

seja constante, diz-se que a funcao sera k-quaseconforme com 1 < k < oo.

5.2 O caso em que f(z) = 2"

Se.]a‘ r = (CLO?a/l?a27a37a47a57a67a/77a87a97a107a’117a127a137a147a15) o centro da bola 16-
dimensional deraiorey = (y()v Y1,Y2,Y3, Y4, Ys, Ys, Y7, Ys, Y9, Y10, Y11, Y12, Y13, Y14, 915) um ponto

de sua fronteira parametrizado por,
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Yo = Qo + TC1C2C3C4C5C6CT7C8CHC10C11C12€C13C14C15, 0 < b5 < 27

Y1 = a1 + TC1CaC3C4C5C6CTC]CHCINCT1C12C13C14515, 5 < 014 < < 5
Y2 = Qg + T'C1CaC3C4C5CCTC]CHCINCT1C12C13514, 5 < 913 < 5
Y3 = Q3 + TC1CaC3C4C5C6CT7C8CHCI0C11C12513, 5 < 912

—TT s
Y4 = @4 + TC1C2C3C4C5C6CT7C8CIC10C11512; 5 S 01 <5

Ys = a5 + I'C1CaC3C4C5C6CTCRCYCINS11, 5 < Bho <

Yo = Qg + TC1C2C3C4C5C6CTC8CYS10, - < 99 <3

Y7 = Q7 + 1C1C2C3C4C5C6CTC-Sg, — < 98 (5.3)
Ys = ag + I'C1C2C3C4C5C6CTS8, = S b7 < % .

Yo = Qg + TC1C203C4C5C657, 5 < O <
R —T
Y10 = a1g + 7C1C2C3C4C586, - < 0

2 5
Y11 = Q11 + TC10203C485, 5 < 0y < 5

i —T s
Y12 = Q12 + TC1C20384, 5 < b3 < 5

N —T
Y13 = 13 + 101083, 5 < by <

oy

— —T s
Yia = aq +71e182, 5 <6 < F

Y15 = a1 +151,0 <r < oo

A seguir, ilustra-se o procedimento usado para o célculo de |f(y) — f(x)], z,y € S, para

flz) = 2"

Inicialmente, calcula-se a diferenca entre f(y) e f(z) através da equagao 2.6,

[f(y) = f(@)| = |Re(y") — Re(z") + Im(y") — Im(a")]
2k<n

n
S 3N I KU PR
k=0 \ 2Kk
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—~ |\ 2%k+1

2k+1<n
) ~ n n—(2k+1 n—(2k+1
+ Z ( )(ylyo ( +)h§k_a1a0 ( +)hik)]

2k+1<n
: n n—(2k+1) ;. 2k
+ 00 (4290 hy" — asa

—~ |\ 2%k+1

—~ |\ 2%k+1

2k+1<n

+ 6'[2

i ( 2% + 1 )
2k+1<n< n )

YalYp

+ i’[z

k=0

5Y0

2k+1<n

k=0

2k+1<n

(91493_(2k+1)h§k -

n—(2k
(Y150 (2 +1)h§k _

. n n—(2k+1) 1 2k
+ 7 (Y6y hy" —a
; ( 2% + 1 ) ’ !
2k+1<n
T Z n (y7ynf(2k+1)h2k 4
0
—~ |\ 2k +1 Y
2k+1<n
o Z n (y8y37(2k+1)h2k —a
— \ 2k+1 !
2k+1<n n
+ i//[ (ygyn7(2k+l)h2k —a
,;0 2% + 1 ’ !
2k-+1<n
4 Z n (y10y37(2k+1)h2k 4
= \ 2k+1 !
2k+1<n n
_|_ k//[ (ylly’nf(Zk‘i’l)th _
kzzo 2k + 1 ’ !
2k+1<n n
+ e///[ (y12yn7(2k+1)h2k B
; 2k + 1 ’ Y
2k+1<n n
. n—(2k+1
+ Z///[ Z (?/13y0 (2k+ )hzk_

n—(2k
(y (2 +1)h§k — asal

n—(2k+1
o2k

3 n_(2k+1)h§k)]

2k+1<n
n n—(2k+1) ; 2k
+ kY (Y3Yo hy" — asa

0

?’L—(Qk—‘rl)th)]

)

7(]]6},7(2]?4’1) hik)]

8a87(2k+1) hik)]

)

magf (2k+1) hikﬂ

allagf(2k+l) hik)]

alzag,f(Zk"i’l)hik)]

alga/g_(zk—‘rl)hik)]

&14&8_(2k+1)hik)]

asay TR
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= |17-+>}% +—l§'+—fk-+—f;/+—f§1%—lﬂv-+_ﬁ%/ﬁ—llw +—l§u +—l§u +‘P%N'+‘PLW +—f%m +—f}m +—ﬁ%u4

= \/F2 AP P+ P+ F+ F A+ FL A+ Fo 4+ F o+ F5 4 B+ Fo+ Ffy + Fo + F

com,

(yg—Qkth o ag—2kh2k:)’ (54>

2k+1<n
N n
F= 3 )<y1yo B ayay R, (5.5)

~ \ 2%k+1
2k+1<n
F= > | ) e R — a2 (56)
— \ 2k+1 Y ’
2k+1<n
F, = Z n (y yg (2k+1) h?k _ agag—(Qk-Fl)th) (57)
—~ \ 2k+1 Y *
2k+1<n
~ n
Fo= Y (yayy~ PR — ayag”FFp2E), (5.8)
—~ \ 2%+1
2k+1<n
~ n
Fr= 2 (s~ "V — asay” P URE), (5.9)
—~ \ 2%+1
2k+1<n
Fp= > ") el IR — agagCHO R, (5.10)
| 2k+1 !
2k+1<n
~ n
Fu= Y (yryy~ IR — agag”FHDp2E), (5.11)
~ \ 2%+1
2k+1<n
~ n
Fo= Y (ysyo~ @ HVh2 — agag” FHR2Y), (5.12)
~ \ 2%+1
+
n _
Fy = Z (o~ ® VR — agay~*F IR, (5.13)
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2k+1<n
< n - .
Fjr = Z (Y10%0 (2k+1)h2k 10Qg (2k+1)hik)7 (5.14)
=0 2k +1
2k+1<n
N n
For= ) (o — agag PR, (5.15)
=0 2k+1
2k+1<n
Fem = Z " (%293_ (2k+1) h2k 12@3_ 2k+1)h2k> (516)
2k+1<n
N n
E/// = Z (y133/0 (2k+1) th a 3@0 n—(2k+1) th) (517)
=0 2k+1
2k+1<n
Fon = Z n (y14y6‘_ (2k+1) h2k; ag—(2k+1)h2k) (5.18)
—~ \ 2k +1 ’
2k+1<n
N n
Fin=> (s~ VR — agsay” BT R, (5.19)
=0 2k +1

a partir desta construcao, obtéem-se,

F@) = F@)| = \JF?+ F2+ F2 + F2+ F2 + F3 + F2 + F2 + F3, + F3, + Fi, + Ff,

Para compreender melhor este método, que permite calcular a distancia | f(y) — f(z)| em
funcao de um polinomio de grau 2n, induz-se o calculo para n = 2,3 e 4, fixo. Usa-se como
referéncia deste método os estudos realizados por Maricato [20, 21].

Basicamente, a idéia central consiste em escrever cada Fj,l = 0, ..., 15, na seguinte forma:

A=Y 20
=1
2n
= F? = apr*+apr’ + ...+ ap,r" = Z agsr® (5.21)

s=2
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Sendo que para cada [ =0, ..., 15

s—1
Zflpfl(S—P)a se 2§5§n+1
"7 52 (5.22)
Z fl(p+k)fl(n_k), se s=n+p, p>1
k=0

de modo que,

|f(y) —f(:L’)’Q = F2+F12+E72+F]3+F3/+—F?+FJQ/+F2/ +Fe2///+~F3//+Ej2///+F2/// ==
2n

E (as + Ais + Qjs + Afs + Qe s + Qi s + Ajs + Qs + Qe g + Qi g + Ajrrg + Aprrg + et g + Qi S +
s=2

2n
aj///S + a,kms)’r’s g E Agn)rs
s=2

5.3 O caso em que f(z) = 2°

Seja © = (ag, a1, as, ag, ay, as, ag, az, as, ag, a1g, G411, 12, G413, 14, G15) O centro da bola 16-
dimensional de raio 7, e y = (Yo, Y1, Y2, Y3, Y4, Y5, Y6, Y7, Ys: Y9, Y10 Y11, Y12, Y13, Y14, Y15) UM
ponto de sua fronteira parametrizado pela equacao 5.3,

Vamos utilizar 2.6, para calcular |f(y) — f(z)|, para f(z) = 2% Em que, 2% = (zo+h,)* =
Re(z?) + Im(z?),

=02 2 2
Re(2?) = > ag **h2F = aghy + agh?, = ag + I’
—~\ 2k 0 2
2k+1<2 9 9
Im(a®) = hy | Y e al”Fp2 | g, a2 OtIR0 | = 2q0h,
k=0

De forma andloga, calcula-se y* = (yo + hy)* = Re(y?) + Im(y?),

2k<2 2
Re(y®) = > yo R =i + b
k=0 \ 2k
2k+1<2 2
Im(y*) = h yo FHIR2E = 2yh
Y ,; k+1 " v v

Sendo assim, segue que,
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fly) = F@)] = yo+hy)? = (a0 + he)?| = [yg — af + by — hi + 2yohy, — 2a0h,|
= |yg — ag + hy — h2 + 2yo(iyy + jyo + kys + € ya + iys+ 7 Ye
+ o kyrteys i yo+i yio+ K ynte yo+i yis i yu+k yis)
— 2ap(iay + jag + kas + cas+tias+jag+kar+e as+i ag+j ap
k”an + ema12 + imalg + jma14 + k’ma15)| = |yg — ag + hfj — hi

2yoy1 — 2a0a1)i + (2yoy2 — 2a0a2)j + (2y0y3 — 2a0a3)k + (2yoys — 2apay)e’

2y01o — 2a0a9)i" + (2yoy10 — 2a0a10)7" + (2yoy11 — 2a0a11)k” + (2yoy12 — 2a0a12)e”

n

2yoy13 — 2a0a13)i" + (2yoy14 — 2a0a14) " + (2yoy15 — 2apa1s) k" |

+ o+ 4+ o+ o+

(
(2yoys — 2a0as)i’ + (2yoys — 2a0as)j’ + (2yoyr — 2apar)k’ + (2yoys — 2apas)e”
(
(

Simplifica-se a notacao acima denominando por,

F=ys—aj+hl—hi F =2y — 2a0a1, F; = 2yoy2 — 2apas, Fr = 2yoys — 2apas,
Fo = 2yoys — 2apa4, Fy = 2yoys — 2aoas, Fy = 2yoys — 2apas, Fy = 2y0y7 — 2apar,
Feor = 2yoys — 2a0as,  Fyr = 2yoyg — 2a0a9,  Fjr = 2yoy10 — 2a0a10, Frr = 2yoy11 — 2apa11,

Fon = 2yoy12 — 2apa12, Fyr = 2yoyh13 — 2apa13, Fjm = 2yoy1a — 2a0a14, Fim = 2yol15 — 2a0a15

Desta forma,

F = ys—ag+hi —h2 = (yo — ao)(yo + ao) + h — h;
= (ag+reicy...ci5 — ag)(ag + reicy...eis + ag) + b2 — 20Tl + 7% (2 — 1) — k2

= rc(2ag +re) — 2rIl +r*(* — 1) = 2agrc + r2c? — 2rIL + r2(c* — 1)
= (2apc — 211 + (22 — 1)r? = fir + for?,

dado que, f1 = (2agc — 2I1), e fo = 2¢* — 1.

Procedendo de forma andaloga, resulta

F;' = 2y0y1 - 2@0&1 = (2(&0 + 7“0102...615)(0,1 + 7“6162...815)) - 2@0&1
= 2apa; + 2 2 +2r°cic5...c —2
= 0ad1 agrciCs...S815 + a17rC1C2...C15 " C{Cy...C14C15515 apgay
2
= 2r(agcica...815 + ar1c + recicy...s15) = (2apc103...815 + 2a10)r + (2¢c1¢9...¢14815) 7

= far+ for®,
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para, fil = 2&001C2...815 + 2@10, (§ f,’g = 2C01...815.

Para F}, tem-se:

F; = 2yoy2 — 2apa2 = (2(ag + reica...ci5)(ag + reica...814)) — 2apas
= 2&0@2 + 2@07“6162...814 + 2@27’0102...015 + 27"20102...01501...814 — 2a0a2
= 2agrciCy...514 + 2ragc + 2riceicy...s14 = (2a9cy...514 + 2a2¢)7r + (2cc1...514)77

= [ar+ fir?,

sendo que, fj1 = 2apciCy...514 + 2asc, € fjo = 2ccy...514.

Seguindo o mesmo raciocinio, tém-se:

Fk = 2y0y3 — 2&0(1,3 = (2&061...813 + 2&30)7“ + 2661...8137’2 = fk17“ + fkg?”z

Fo = 2yoys — 2apas = (2a9cy...519 + 2a4¢)T + 2ccy...5197% = fori7 + furor?
Fin = 2yoy1a — 2a0a14 = (2a9¢182 + 2a14¢)r + 2cc1 8912 = fimr + fjw27"2
Fyn = 2yotns — 2apa15 = (2a981 + 2a15¢)r + 2817 = fromr + frmar?

Deste modo, deve-se calcular,

f) = f@)? = FPP+F+F +F+Fa+ Fy+ Fa+ Fo+ Fo + Fo + Fo + F
+ Fe2/// + Eg/l + -F}%N + F]?///

Como F, = fur + for?, para cada F}, [ = 0, ..., 15, eleva-se & poténcia 2, isto é,

F? = 222 for® + f21,
F} = fart+2fufor® + fort
J

F2 = jzlrz + 2fj1fj27°3 + fj227’4,

2 2 2 3 2 4
Fj/// — fj”’lT ‘I— 2fj/”1fj///2r —I'_ fj///2’r' 5

F]?/// = f’?///lr2 + 2fkl//1 ka~27”3 + f]?///Q'rA
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Com isto, chega-se ao polinomio da equacao 5.1} isto é,

) — F@)] =/ APr2 - AP + AP,
dado que,

Aéz) = i+ 1214- el a0 ++f31+f +fk'1+f~1+f”1+f”1+f’?”1

+ fe”’l + fi///l + fj’”l + fk//ll
15
=Y 1 (5.23)
=0

A:(f) = 2fifo+2fufio+2fpfie+2frfue + 2feifea + 2 fur fio + 2fp1 fira + 2 fw1 frra + 2feri fera
+  2fim fira + 2f 1 fira + 2 frm frra + 2femi fema + 2 fim fima 4 2 fim fima + 2 from frma

15
D =>"2fuf (5.24)
=0

2
AD = R R A R o [ [P fra b fh o frg - fR
+ f ///2 + f/l/2 + f ///2 + f]?IIIQ

= AP Z 12 (5.25)

Efetuando os devidos célculos, tém-se,

AP = R RA S+ R+ P+ 4L+ [+ a4 fon + fon + oo+ Bon + fom
oy + [ + fkml = (4a3c® — Sagcll + 4I1%) + (4alcs...s75 + 8apaicey...s15 + 4aic?)
(4a3c3...s3, + 8agagce...s14 + 4a302) + (4a3ct...s15 + Sagascey...s13 + 4azc®) + ...
(4a3s] + Sagaiscs) + 4aisc?) = dajc® — Sagell + 4112 + dajcs...ci, (1 — i)
daget...cty (1 — cfy) +dagef...cfy(1 — cf3) +daget...cf (1 — ¢fy) + daget...cip(1 — ¢fy)
dagey...cy(1 — o) +4daget...g(1 — ¢) + dagei...c7(1 — §) + daget...cg(1 — ¢f)

dagei...c3(1 — ) + daget...ci(1 — 3) + dageicyes(1 — cf) +dageicy(1 — ¢3) + dagef(1 — ¢3)

+ + + + + 4+ o+

4CLO<1 — Cl) —+ 8&0C[CL16162....515 + agcicy....814 + ... + CL1581] + 4C [al + (Iz + ...+ CL15]

= daoc® — 8apcll + 4I1* — 4aic® + 4ag + 8agcll — 4h2c* = 4(af — h2c® + 11?)



5.3. O caso em que f(z) = 2* 72

+

+ + + + + + o+ 4

= AD — 4(q2 — B2 + 112 5.26
2 0 x

2f1f2+2fufio + 205 fi2 + 20 fue + 2fenfe + 2fin fia + 21 fira + 2fen oz + 2feri fera
2fin fira + 2[5 fima + 2w frra + 2fern fera + 2 fim fima + 2 fjm fima + 2 frm frma

2[2(age — I1)(2¢* — 1) + (2agcy...s515 + 2a1¢)(2ccy...515) + (2apcy...514 + 2as¢)(2¢cy...514)
(2apcy...813 + 2a3¢)(2ccy...513) + (2a9¢1...512 + 2a4¢)(2¢cy...512) + (2a0cy...511 + 2a5¢)(2¢c ...
.811) + (2apcy...810 + 2a6¢)(2¢cy...810) + (2a0c1...89 + 2a7¢)(2¢cy...89) + (2apcy ... Ss
2agc)(2ccy...s8) + (2apcy...s7 + 2ag9c) (2¢cy...57) + (2apcy...56 + 2a10¢) (2¢cq...56) + (2a0¢y .85
2a11¢)(2¢cy...85) + (2a0¢y...84 + 2a12¢)(2¢c1...84) + (2apc1¢283 + 2a13¢) (2¢c10283) + (2apc1 82
2a14¢)(2cc189) + (2a051 + 2a15¢)(2¢s1)] = 2[4aoc® — 2agc — 4T + 211 + dagec?...s35
daic?ey...s15 + 4aoccf...s§4 + daycPey...s14 + 4aocc?...sf3 + dasciey...s13 + 4aocc%...s?2
dasc’ey...s19 + 4aocc%...s§1 + dasciey...s11 + 4aoccf...5%0 + dagciey...s10 + 4aoccf...5§
da-c?cy...89 + 4aocc%...3§ + dagc?ey...s5 + 4aoccf...s$ + dagc?cy...s7 + 4@003...32
dajociey...s6 + 4aocc%...s§ + daycPey...85 + 4aocc%...si + dajsc?ey...84 + 4aoccfc%s§
4aysc®cicyss + dagect sy 4 dayyc®er sy + 4agest + 4arsctsi| = 2[4aoc® — 2ac + 211
dageei...(1 — c35) + dagecs...(1 — ¢3,) + ... + dageci(1 — ¢3) + 4age(1 — )]

2[4aoc® — 2agc + 211 + dagees...ciy (1 — 5 + dagect...c25(1 — c3) + ... + dageci (1 — c3)
4age(1 — 3] = 8agc® — dage + 411 — Sagc® + 8age = 4age + 411 = 4(age + I1)

= A?) = 4(apc + 1I) (5.27)
3+ Jio  fio+ Jia + foa  Fia + Fja o+ Fioo + foug + Fiis + Foa + Fiins + fons
Jong + Fiwg + fiomg = (262 = 1)? 4 (2cc1...515)° + (2cc1...514)% + ... + (2cc152)° + (2¢51)7

4c* — 4P + 1+ 4P (1 — ) +4cPct . .cls (1 — c3)) + .. + 4P (1 — &) +4c* (1 — &)

4t — 4+ 1 4P B4t =4t + 1 -4t =1
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Logo,
AP = 4(a2 — h2 +112),
A3 = 4(apc +10), (5.29)
AP =1

E portanto,

|lf(y) — f(z)] = \/A§2)r2 + Agz)r?’ + Af)r‘l = \/4(61% — h2¢2 + 411)r?2 + 4(ape + )r3 + 114

5.4 O caso em que f(z) = 2°

Considere = = (ag, a1, as, as, ay, as, ag, az, as, g, A10, A11, G412, 413, G14, @15) O centro da bola

16-dimensional de raio r, e y = (y07y17y27y37y47y57y67y77y87y97y107y117y127y137y147y15> um

ponto de sua fronteira parametrizado pela equagao 5.3. Com o intuito de calcular |f(y) —
f(x)|, através da transformagao f(z) = 2%, tém-se,
f(x) = 2% =(ap+ h,)® = Re(a®) + Im(x*) = aj + 3azh, + 3aohZ + h2
f) = v’ =(yo+hy)’ =Re(y*) + Im(y*) = yo + 3yshy + 3yohy + I
segue que,
[f(y) = f@)] = lyo + 3yshy + 3yohy + hy — ag — 3agh, — 3aoh — I3
= |yg — ai + 3(yoh, — aoh?) + 3yshy + hi — 3agh, — h|
= |yb — ao + 3(vohy, — aohy) + (3yg + hy)hy — (3ag + hi)hel
= |yo — ap + 3(yohy — aoh?) + (3y5 + hy) (iys + jya + kys + €ys+iys+5ye+kyr
€ys+iyo+j yo+k yite yo+i yis+i yu+k yis) — (3ag + h2)(iay
jas + kas + e,a4 + i,ag, + j/aG + k/a7 + e"ag + i”ag + j”am + k”an + ewam
s+ a4k ags)] = |yd —ap + 3(yohy — aoh?) + i[(3yg + hi)yr — (3ag
hip)ar] + 5((3yg + hy)yz — (3ag + hy)as] + K[(3y5 + hy)ys — (3ag + hy)as]
¢'[(3y5 + hy)ya — (3ag + h3)aa] +4'[(3yg + hiy)ys — (3ag + h3)as] + 5'[(3y5 + Iy )ye
— (3 + h3)ag] + K'[(3y5 + hi)yr — (305 + hZ)az] + € [(3y5 + hi)ys — (305 + h)as]

+ o+ o+ o+ o+

i [(3yg + h2)ys — (3ag + h2)as] + 5 [(3yg + h2)yro — (3ag + h2)awo) + k" [(3yg

_|_

+ W2y — (3ag + h2)an] + € [(3yg + bz — (3ag + h2)aw] + 4 [(3yg + h2)ys
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— (Bag +h3)ars] + 5 [(3y6 + hy)yra — (3§ + hZ)ara] + " [(3yg + hy)yrs — (3ag + B3 )ass]
= |F+iF 4 jFj+ kF,+ e Fui'Fy + 5 Fy+k Fu+¢ For+i Fu + 5 Fyu
+ k”Fk,, + 6/// Fe,,,imﬂ,,, + ij'j,,, + k/// ka ‘7

dado que,

J— yg’ — a(g) + 3(y0h§ — aohi) = (ag +rc)® — ag + 3((ap + rc)(hi —2rI + r?s?) — aohi)
= ag + 3agcr + 3agc?r? 4+ 3r® — ag + 3a0hi — 6agrIl + 3agr®s® + 3rchi — 6r%cIl + 3r3cs® — Saohi
= 3ajer + 3agc*r? + Ar® — (6agll — 3hZe)r + (3ags® — 6¢Il)r? + 3es*r® = [3c(ag + h2) — 6aoll]r
+ [Bao(c? — (1 — %)) — 6cIl)r® + [ + 3¢ — 3c|r® = [3c(aj + h2) — 6aoll]r + [3ag(2¢* — 1)
— 6cIl)r? + [4c® — 3c]r® = fir + for® + for®

para,
f1 = 3c(a? + h%) — 6apll
fo = 3ap(2¢* — 1) — 6clI
fs=4c® — 3¢

Fi = (3yg +hy)yn — (3ag + hi)ar = 3(ygyr — agar) + (yihy — arhy) = 3(yoy — agar)
+ (a1 +rep.nsis) (b2 — 2rTL+ s202) — a1h? = 3((ag + 7¢)*(a1 + rey...s15) — agay)
+ alhi — 2a171] + a1 8%r% + TCl...815h§, — 2r2Tey...815 + 138%¢y...815 — alhi
= 3(@% + 2agrc + r?c?)(a; + rey...s15) — 3a(2)a1 — 2ayrT1 + a1 8% + rcl...315hi — 2r?TIey... 815
+ 13s%ci...515 = 3a§a1 -+ 3agrcl...515 + 6agayrc + 6agricey...s15 + 3a1rc? 4+ 3r3c%c; .. 515
— 3a3a1 — 2a17Il + ay8%r% + rcl...slg,hi — 2r%1ley...515 + 135%¢y...515 = (3@301...515 + 6aga;c
+  hZei...s15 — 2a110)r + (6ageey...s15 + 3aic® + a1s® — 2ley...s15)7% + (3c2cy...815 + 5%¢y...505)7°
= fur' + fior® + figr®
com,
fi1 = 3a3cy...s15 + 6agasc + hicy...s15 — 2a, 10 = (3a3 + h2)cy...s15 + 2a1(3ape — 1),

fig = 6&0001...515 -+ 3&1C2 — CL1(1 — C2) — 2HCl...515 = CL1<462 — 1) —+ 2(3&06 — H)Cl...815,

fis = 3ccy...815 + 8%C1...815 = ¢1...815(3¢% — (1 — ?)) = ¢1...815(4c? — 1)
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Analogamente,

F; = g+ hi)yz — (Bag + hl)as = 3(ygy — agaz) + (y2h — ashl) = 3(ap + rc)?(ag + rey...514)
— 3agay + (ag +rey...s1a) (b2 — 201 + s°1%) — agh? = 3(ag + 2agre + r2c?) (ag + rey...514)
— 3alay + (ag +rey...s14)(h2 — 2rIL 4 s*r?) — axh? = 3agay + 3ajrcy...s14 + 6agasre
+ Gagricey...s1a + 3r:cay + 3r3c¢%cq .. 814 — 3a(2)a2 + aghi — 2aorT] + ays?r? + hircl...su
— 2r%Mey...s14 + 8%1%cy..514 — agh? = (3ac...514 + 6agase — 2asIl + h2ey...s14)7
4+ (6agcey...s14 + 3c%ag + ags® — 20cy...s14)r° + (3c2cy...514 + 8%Cr..514)1°
= [urt + fpr® + fisr?

dado que,
fin = (3a3 + h2)ecy...514 + 2a(3agc — 10)
fi2 = (Bage — I1)2¢y...814 + aa(c? — 1+ 3¢%) = ag(4c® — 1) 4+ 2(3agc — H)cy...514

fiz = 3c%c1...s14 + $%cr..s14 = €1...814(3¢2 — (1 — ?)) = ¢1...814(4 — 1)

Procedendo de forma analoga, obtém-se,
F., = [(3aj + h2)cy...s13 + 2a3(3age — IN)]r + [az(4c* — 1) + 2(3agc — M)cy...513)r7

+ [cl...313(402 — 1)]7“3 = fkﬂ’l -+ fkg?"Q + fk37“3

Fy = [(3a3 + h2)ci...512 + 2a4(3agc — )] + [ag(4c® — 1) + 2(3apc — M)cy...510]7°
4+ ler..510(4¢% — D)]rd = forrt + fuor® + fusr®
Fim = [(3a3 4+ h2)ci1sy + 2a14(3agc — TD]r + [a14(4c® — 1) + 2(3apc — IT)cy so)r?
+ [0182(402 — 1)]7"3 = fj///l’rl + fj///27’2 + fj’”3T3
Fn = [(3aj + h2)s1 + 2a15(3apc — D)7 + [a15(4c® — 1) + 2(3apc — ) sy 7

+ [s1(4¢® = D] = fromr + frmar® + frmgr®
Desta forma, segue que,
Fy = furt + for® + fisr®,1=0,..,15
Consequentemente,

F’lz = fl217“2 + 2f11f127"3 + (fl22 + 2fl1f13)7“4 + 2f12f137’5 + fl23r6, [ = 0, ceey 15
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entao se,

‘f(y)—f(x)‘Q = F2+F;2+F}2+F]3+F62/+F;%+Fj2/+Fe2//+F’3/+Fj2//+F]3//+F///+F///+F7%//+F]?///

tém-se,
F@) — F@)] = AL + AP 1+ APrs 4 ALy 4 AP0
dado que,
15 15 15 S
Agg) - Z Vit Aég) - Z 2fufi, Aig Z<f12+2fz1fz3 A(3 Z 2J2fi3, A?) - Z I
=0 =0 =0 =

Neste caso, para n = 3, tém-se,

Agg) f12+ 11+ +fk1+f flgl—"_fj +fk/1+f//1 f//l f//1+fk//1+f///1 f///l
Fim + fam = [Be(ad + h2) — 6aoll]* + [(3ag + h2)cr...515 + 2a1 (3age — 1)

[(3ag + h2)cy...514 + 2as(3age — I + [(3ag + h2)cy...513 + 2a3(3age — 11)]?

e
[(3ag + h2)cy...512 + 2a4(3age — ID)]? + [(3ag + h2)ey...s11 + 2as(3apc — IT)]?
[(3a2 + h2)cy...510 + 2a6(3age — I1)]? + [(3a3 + h2)cy...59 + 2a7(3agc — )]
[(3ag + h2)ecy...ss + 2as(3agc — IN)]* + [(3ag + hZ)cy...s7 + 2a9(3agc — 11)]?
[(3ag + h2)ey...56 + 2a10(3apc — TD)]? + [(3ag + h2)cy...s5 + 2a11 (3age — 1))
( z)

( )

[ 3@0 + h2)ey...54 4 2a12(3agc — H)]2 + [(3@% + hi)610283 + 2a13(3agc — H)]2

+ + 4+ + + + + o+

[ 3a0 + hm 182 + 2a14(3agc — H)]2 + [(Bag + hi)sl + 2a15(3agc — H)]2

9¢*(ag + h2)? — 36¢(ag + h2)aoll + 36ag11® + (9ag + 6agh? + hj)ci...s55

(9a3 + 6a2h? + hi)ci...s2,

2)ey...s15a1 (3age — 1) + 4a?(9aic® — 6agell + 11%) +
2

2)
c1...814a2(3agc — 1) + 4a3(9ajc? — 6agell + 112 9ag + 6aih> + hi)ci...s1,
z)

( )+ 2

( )+ ( :
c...513a3(3apc — II) + 4a3(9 2 — 6agcll + HQ) + (9@0 + 6a0h2 +ht c?...sﬁ

( )+ ( 2

( )+

2

9aic® — 6agell + 117 811

( 9ag + 6a2hZ + hi)c
(9agc® — 6agell + 117 + (9ag + 6a2h? + ht)c2s3

)
)
)

3)ey...s10a4(3agc — 1) + 4a’
)er...s11a5(3age — 1) + 4a?
)

c189a14(3agc — ) 4 4a?,(9a2c® — 6agell + 11%) + (9ag + 6agh? + hi)s?

+ + + + o+ o+
i
w
OQI\J
_l’_
S

4(3a3 + h2)s1a15(3agc — ) + 4afs(9aoc® — 6agcll + 11%) = 9c%ag + 18c2agh? + 9c¢*h
—  36capll — 36¢h2aoll + 36a211% — (9ag + 6a2h? + hi)(c* — 1) + 4(3a3 + h2)(3agc — I)]c;....
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81501 + C1...81409 + C1...51303 + ... + C180a14 + s1a15] + 4(9aic® — 6agcll + 11%)[a2 + a3 + a3...
+ a2, + a2y = 9c%ag + 18c%aih: + 9c*ht — 36¢aill — 36¢hagll + 36a211% — 9apc® — 6aic*h?
—  hic® 4+ 4(3ad + h2)(3age — INIT + 4(9a3c® — 6agell + 1%)(—h2) + 9ag + 6agh2 + hl
= 18cagh? + 9c*h}, — 36cagll — 36agch2ll + 36ag11* — 6ajc*h? — hjc® + 36agcll — 12ag11?
4+ 12a9ch?Il — 4h211% — 36aic*h? 4 24apcllh? — 4112h2 4 9ag + 6a2h? + ht = —24aic*h? 4 8c*hi
+  24agI? — 8h21% + 9ag + 6agh? + b = 9ag + ag[—24h2c* + 6h2 + 2411%] — 8h21T* + (8¢* + 1)h;
= AP = 94} + [~24h2c? + 6h2 + 241122 — 8K + (8¢? + 1)h’ (5.30)
AP = 2(fifo+ fufio+ o+ frm frma) = 2[(3¢(a2 + h2) — 6aoll)(3ao(2¢* — 1) — 6ell)

3a3 + h2)ey...s15 + 2a1(3apc — 1)) (a1 (4¢* — 1) + 2¢1...515(3agc — 11))

3a2 + h2)ecy...s13 + 2a3(3apc — II))(as(4c? — 1) + 2¢1...513) (3age — 1)) + ...

+ o+ 4+ o+

[
(( (ax(
((3ag + h2)cy...s14 + 2as(3age — 1)) (ag(4c® — 1) + 2¢;...514(3apc — 1))
(( (as(
(( (4¢?

3a0 + h2)31 + 2a15(3agc — 11)) (a5 — 1) + 2s1(3agc — II))]

2[(3cag + 3ch? — 6aoll) (6agc® — 3ag — 6¢Il) + (3ag + h2)cy...s15a1(4c® — 1)

2¢3...5% (3age — ) (3ag + h2) + 2a7(3apc — M) (4c? — 1) + daycy...515(9asc* — 6agell + I17)
(3a2 + h2)cy...s14a0(4c% — 1) 4 26357, (3agc — 1) (3a2 + h2) + 2a3(3agc — 1) (4c* — 1)
4age...s14(9a3 — 6agcll + I12) + ... + (3ag + h2)siar5(4c® — 1) + 257 (3age — I1)(3ag + h2)
2a}5(3agc — M) (4c* — 1) + 4s1a15(9aic® — 6agell + 11%)] = 36agc® — 18ajc — 36agc?Tl

+ o+ o+ o+ +

36aoc’h? — 18agch? — 36¢*h2I1 — 72a5c*Tl + 36a511 + 72a0cll? + (3ag + h2)(4¢ — 1)211
4c*(3age — )(3ad + h2) — 4h2(3agc — IT)(4c* — 1) + 8(9aic® — Gagcll + I1%) + 4(3agc

— I0)(3aj + h2) = 36agc® — 18aic — 36asc*Il + 36aoc*h? — 18agch? — 36¢*h211 — T2a3cT1
4R2TT + 36agTl + T2aocll? 4 24a2c*Tl — 6agll 4 8c*h2IT — 2h211 — 36a3c® — 12a0c*h?
12621 — 48apc®h? 4 12agch? + 16c2h2I1 — 4h2T1 + 72a3c*T1 — 48aqcll? + SIT° 4 36ajc
12agch? — 12a311 — 411h2 + 4c*h211 = 18aic — 24apc®h? + 18a211 + 24agcll? — 10R2TT

+ + 4+ o+

= AP = 18adc + 184211 + (6h2 + 24112 — 24h2)age — (8¢ + 10)R2IT + 8I1°  (5.31)

6agch? + 8IT° — 8c*h2T1 = 18ajc + 18agll + (6h2 + 24117 — 24h2c?)age — (8¢® + 10)h211 + 811
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f3 4 fa+ [+ fia + foo + fia 4 Fin + fin + fon + firg + Fir + fina + fona + fin
fj’”2 + foms + 2(fifa+ fafis + finfis + frafrs + forfos + forfos + finfis + fon frra
feri fens + firi fins + fimi fjrs + fumi frms + ferri ferrs + fimt fima + fimm fims + fomi frms)
(3ap(2¢® — 1) — 6¢I1)? + [a1(4¢® — 1) + 2¢1...515(3apc — )] + [ag(4c* — 1)

+ -

2¢1...514(3apc — ID)* + ... + [ay5(4c* — 1) + 251 (3apc — )] + 2[(3c(ag + h2) — 6aoll) (4c?
— 3¢) + ((3a3 + h2)ey...s15 + 2a1(3age — ) ((4c® — 1)ey...s15) + ... + ((3ag + h2)sy
2a15(3agc — 1)) ((4c® — 1)s1)] = 9a3(4c* — 4c* + 1) — 36ao(2¢* — 1)cIl + 362112

+

a?(4c® — 1)? + 4dayc...515(3agc — ) (4c? — 1) + 4c2...5% (3age — I1)? + a3(4c — 1)
4agey...s14(3agc — T) (4 — 1) + 4cf...s3,(3age — T1)? + ... + a35(4c® — 1)?

+ + 4+ o+

4a1551(3agc — M) (4c® — 1) + 4s7(3agc — I1)* + 2[12a2c* — 9aic® + 12¢*h2 — 9¢*h?2

24aoc°TT + 18agcll + (3a3 + h2)(4c* — 1)c3...s55 + 2a1cy...515(3age — ) (4c® — 1) + ...
(3a2 + h2)(4c* — 1)s7 + 2a1551(3agc — ) (4c® — 1)] = 36ac* — 36a3c® + 9ag — T2a0c’11

+ o+

36aocIl + 36¢°T1 — h2(16¢* — 8¢* + 1) + 4l1(12a0c® — 3age — 411c® + 1) — 4¢*(9ajc?

— 6agell 4 T1?) 4 4(9a2c® — 6agell + 112) + 24adc* — 18a3c? + 24¢*h2 — 18¢%h2

—  48aoc®Tl + 36agcll — 24a3c* + 6a3c — 8c*h2 + 2h2c* + 411(12a0c® — 3age — 411 + 1)

+ o+ (24aic® — 6ag + 8ch2 — 2h2) = 36azct — 36aic® + 9ag — T2ac* 1L + 36acll + 36¢°11°
— 16¢*h2 4+ 8c*h2 — h2 + 48aoc®IT — 12aqcll — 16112 + 4117 — 36aic* + 24aoc’l

— 412 + 36a2c* — 24agcll + 4117 + 24a2c* — 18a3c? + 24c*h? — 18c2h? — 48ayc*1l

+  36agcll — 24aic* 4 6aic® — 8c*h2 + 2h2c? + 48apc’Tl — 12agcll — 166212 + 4112

4+ 24a2c® — 6aZ + 8c*h2 — 2h2 = 12a2c* + 3a2 — 3h2 + 12112 + 24aqcll

= AP =342 — 3K + 1242 + 24aocll + 12112 = 3(a2 — h2) + 12(apc + 1> (5.32)

= 2(fofs + fiofis + [iafiz + oo+ fwmafins) = 2[(3a0(2¢* — 1) — 6¢I1)(4¢” — 3c)

4+ (a1(4c® — 1) + 2¢;...515(3apc — ) ((4¢% — 1)ey...815) + ... + (a15(4c* — 1)

+ 2(3agc — M)sy)((4c® — 1)s1)] = 2[(6agc® — 3ag — 6cIl)(4c® — 3¢) + aycy...s15(4c* — 1)
+ 2.5 (3agc — M) (4c® — 1) + ... 4+ arss1(4c® — 1)* + 257 (3age — 1) (4c* — 1)]

= 2[24agc® — 18agc® — 12a9c® 4 9age — 24T + 18¢°T1 + T1(16¢* — 8¢ + 1)
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2¢*(3age — IT)(4¢* — 1)] + 2(12agc” — 3age — 42T + T1) = 48agc” — 36ac”
—  24ayc® + 18agc — 48c T + 362 + 32¢* T — 1621 + 21T — 48apc” + 12a0c® + 161
— 4¢P + 48ayc® — 12agc — 16¢°T1 + 411 = 6age + 611 = 6(agc + II)

= AP = 6(agc + 1) (5.33)

A = At = (A — 302 + At (4 — 1)2 4+ sH(dcE — 1)
= (16¢° — 24c* +9¢%) + [, (1 — &) + ... + (1 — A)][16c* — 8% + 1]
= 16¢° — 24 +9¢% — 2...c2(16¢* — 8c2 + 1) + 16¢* — 82 + 1
= 16 — 24c* +9¢* — 16¢° +8¢* — 2 +16¢* =82 +1=1
= AP =1 (5.34)

Assim,

A = 9a + (—24h2¢? + 6h2 + 2411%)a? — SK2II% + (8¢ + 1)h!

A3 = 18a3c + 18aIl + (6h2 + 24112 — 24h2c?)age — (8¢ + 10)Rh21T + 8113
Aff’) = 3(ag — h2) + 12(agc + )?

Aé?’) = 6(apc + II)

AP =1

5.5 O caso em que f(z) = z*

NOV&mente, consideremos r = <a07 ai, az, as, a4, as, g, a7, ag, Ay, 10, @411, @12, @13, A14, CL15> o

centro da bola 16-dimensional de raior, e, y = (ym Y1,Y2,Y3,Ya, Ys, Y6, Y7, Ys, Yo, Y10, Y11, Y12, Y13, Y14, y15)

um ponto de sua fronteira parametrizado por 5.3, vamos calcular |f(y) — f(z)|, quando

f(z) = 2%
Como,
4 4 4 4 4
flx) = 2= ag + agh? + hy | + ag + agh? | ha,
0 2 4 1 3
4 4 4 4 4
fly) = vt= ) Yo + , yah? + ) ha | + : ys + ) yoh | hy,




5.5. O caso em que f(z) = 2* 80

entao,

[f(y) — f(2)]

(Yo — ag) + 6(yphy — agh) + (hy — hy)
i [(4y5 + 4yohd)yr — (4ag + daoh2)ar] + j [(4y5 + 4yoh)ys — (4ag + 4agh)as]
E|( [ 4yd + 4y0h2 Vys — (4aj + 4agh?)a } [ 4ys + 4y0h2)y4 — (4aj + 4aoh?)a

-/

Jau
]

4y0 + 4y0h§>y8 4CLO + 4(10]12 ag}

(
i [(dys + 4y0h ys — (4ad + daoh?)as } [(4y0 + 4y0h Ve — (4aj + 4agh?)as
k' [(4yg + dyoh2)yr — (4ag + dagh?)az] + € [(
" [(4y + Ayoh2)ye — (4ag + daoh?)ag] + 5" [(4ys + 4yoh?)y10 — (4ag + 4agh?)ay]
k" [ 4yd + 4y0h Y11 — (4ap + 4aoh? )an] + e [(43/0 + 4y0h2)y12 (4a3 + 4a0h2)a12]
" [(Ayg + Ayoh2)yis — (4ad + daoh?)ars] + 5" [(4ys + dyohl)yia — (4af + 4aghl)ays]

K" [(4ys + dyoh2)yis — (da + dagh?)ass| | = |F + iF, + jF; + kFy, + € Fu + 14 Fy

+ o+ 4+ 4+ o+ o+ o+ o+

j/Fjjl _l_ k/Fk/ + e//Feu + i//FiH + jl/Fjj// + k//Fk” + 6//lFe/// + i///Fi/” _I_ j///Fjj/N + k.l”Fk/N‘

em que F', por exemplo, é dada por:

+ 4+ + +

(o — ag) + 6(yghs — agh2) + (hy — hy) = ((ag + re)* — ag) + 6(ag + re)*(h2 — 2rIl 4 1*s?)
6a2h? + (h2 — 2rI1 4 12s*)? — ht = (ag + 2agrc + r°c?)? — ag + 6[(ag + 2aorc + r*c?)(h2
2rTl + 125%)] — 6agh? + hi + 2(h2(=2rI + r2s?)) + (=271 + r*s%)* — hi = agy + 4agre
6a2rc® 4+ ric* — ay + (6a2 + 12agrc 4 6r°c?)(h2 — 2rIl + 1r2s?) — 6a2h? + ht + 2r2s*h?
ArTIR2 + 4r°T1% — 4r s + 1s* — hi = ag + 4adre + 2a2r*c® + r*c* — ag + 6agh? — 12a3r1l
6agr?s® + 12agrch? — 24agr?cll + 12agr3cs® 4+ 6r°c?h2 — 12r° Pl + 6r'c®s® — 6agh? + hi
2r?s?h2 — drllh? + 4r°T1% — 403211 + rs* — bl = [4(ajc — 3ad1l + 3agch? — h2I0)|r
[2(6a3c* — 3ai — 12agcIl + 4¢*h2 — h2 + 211%)|r* + [4(3aoc”® — 3age — 4¢*TT — 11 + I)]r®
[8c2(? — 1) + 1)r* = fir + for® + far® + fur*

= f1 = 4(adc — 3a3Il + 3agch? — h2I)
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F;

De forma similar, obtém-se F},

+ o+ 4+ o+

+ o+ 4+ o+

(4yg + dyohi )y — (4ag + 4aghl)ar = (4(ag 4 rc)’ + 4(ag + re)(hi — 2rlL + 1°s%) ) (ay
rey...s15) — 4(ajy + agh?)ay = 4(aj + 3airc + 3agr’c® + r*c*)(ay + rey...s15) + 4(ag + re)(ay
rey...s15)(h: — 2rTL 4 128%) — 4(aj + agh?)ay = 4alay + 4adre;...s15 + 12a2a;rc
2a(2)r2001...515 + 12aga17%2 4 12a9r3cPcy...515 + dar3 e + 47’40301...515 + (4apay
4agrey...s15 + dayre + 4r¥cey...s15) (h2 — 2r1l 4+ 1r2s?) — dada; — dagaih?

4a8a1 + 4agrcl...515 + 12a(2)a17“c + 12a§rgccl...315 + 12agai7%c 4+ 12a9r3c?cy...515 + dayr3c®
ArtBey...s15 + 4a0a1hi — SagarrIl + dagair®s® + 4a07’cl...315hi — 8agr?cy...s1511
dagris®ecy...s15 + 4a1rch§, — 8ayriell 4 dayrds®c + 4r2ccl...315hi — 8r3lcey... 815
4rts’ccy...s15 — daga; — dagarh? = [4(adey...s15 + 3akaic — 2apa1 11 + agey...s15h2 + arch?)|r
[4(3aicey...s15 + 4agarc® — 2agcy...s1511 — 2aycll + cey...815h% — agaq)|r? + [4(4apc’cy...515
agcy...515 — arc — 2lcey...s15 + 2a,¢*)]r® + [4(2¢cy .. 515 — cey...515) |t

far + fior? + fiar® + fur®

= fil = 4(&%01...815 + 3@30,16 - 2a0a1H + aocl...$15hi + alchi)

15
Como necessita-se somente do coeficiente Aé‘” = Z f% para o calculo da dilatacdo,

=0

procedendo de forma analoga, encontra-se,

fjl = 4(@%01...314 + 3@%&26 - 2@0@21_[ + aocl...814hi + agchi)

fr1 = 4(adcy...s13 + 3akaze — 2apa3ll + agcy...s13h2 + azch?)

fj”’l = 4(&30182 + 30%@140 - 2&0&14H + (IoClSth + a14ch§)

frm = 4(adsy + 3adarsc — 2apars1 + agsih? + agsch?)

Sendo assim,

f()—f@)] = FP+F+ Fi+ Fi A Fo+ Fy+ Fo A Fot Fo+ Fo+ B+ Fou+ Fow+ Fow+ Fiu

em que,

Fy = furt + fior® + fisr® + fur*,1=0,...,15
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Entao, para [ =0, ..., 15,

FP = fir?+2fn for + (fa+2fu fis)r* + 2 fu fut+2fiofis)r’+ (f5+2fio f) r® +2 fis fur + fir®

com isso obtem-se

F@) — F(@)] = /A2 + AP + AP 4 AP 1 ADrS 1 ADT 4 AW

dado que
15 15 15
A§4) = Z ffl, A§,4) = Zanfzz, Agjl) = Z(ffz +2/nf1s),
1=0 1=0 1=0
5 15 15 15
Aé‘” = Z(2fl1fl4+2fl2fl3)a Agl) = Z(fl23+2fl2fl4)» A(74) = ZZfo“’ Agl) - Z fii
1=0 1=0 =0 =

O qual resulta que,

4
AP = R AR A P Fa B+ Fon+ Fon + o+ o + fon + fin
]'2///1 + fany = [4laic — 3a2TT + 3agch? — KAID)]? + [4(ajcy...s15 + 3adaic — 2agaq1l

agcy...515h2 + arch?)]? + [4(ajcy...514 + 3agase — 2apasll + agcy...s14h% + agch?))?

+ o+ +

[4(ajcy...s13 + 3agasc — 2agasll + agey...s13h% + azch?)]? + [4(ajc...s12 + 3agasc

— 2apa4ll + agcy...s19h2% + agch?))® + [4(ajey...s11 + 3agasc — 2apasIl + agcy...s11h2 + asch?)]?

aroch?)? 4 [4(adey...s5 + 3akaric — 2apay 11 4 agey...s5h% + ajich?)]? + [4(adc,...54
3agaac — 2apainll + agcy...s4h2 + ajpch?))? + [4(ajcicoss + 3adaise — 2apaisll

CL()ClCQSghi + algchi)]Z + [4((18C182 + 3@3@146 — 2(10&14]._[ + CL()ClSth -+ a14ch32£)]2

+ o+ o+ o+ o+ o+ o+

[4(apsi + 3agaisc — 2apai511 + agsih2 + ajsch?)]?

[4(adcy...s10 + 3adage — 2apail + agey...s10h% + agch?)]? + [4(ajcy...s9 + 3adarc — 2apar1l
agcy...59h2 + azch?))? + [4(adey...ss + 3ajasc — 2apasll + agey...ssh? + agch?)])? + [4(ajcy...s7

3agage — 2apagll + agey...s7h2 + ageh?))? + [4(ager...s6 + 3agaioe — 2apaioll + age...seh?



Capitulo 6

Projecoes em R® e o Célculo da

Dilatacao

De posse da construcao do célculo do coeficiente A(zn), dado no capitulo anterior, deno-
minado fator de expansao, pode-se agora, prover, através do software Mathematica, o valor
da k-dilatagao causada ao fazer-se f(z) = 2", n = 2,3,4,...; para isso utiliza-se o seguinte
procedimento:

Para cada n fixo, define-se o comando Ag’“).

Em seguida, calcula-se o valor maximo e o valor minimo de Aén), respectivamente,
M (z,7) = max Ay e m(z,r) = min AV

Munidos desses dois valores, torna-se possivel obter o iltimo processo que remete ao valor

de k, isto é,

(6.1)

E através do calculo computacional da dilatacao que torna-se interessante visualizar o
comportamento das fung¢oes hipercomplexas 16-dimensional. Para isto, é necessario analisar
cortes no R?, isto é, manipular os valores dos angulos 6; e das coordenadas de s, s € S, com
o proposito de obter-se trés coordenadas; para este procedimento faz-se uso do programa
Maple 9.

Procura-se, neste capitulo, relacionar o cdlculo da dilatacao com as projecoes em R3.

33
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6.1 Mapeamentos Curvilineos

Para mapear uma funcao hipercomplexa do tipo 16-dimensional, é necessario definir uma
bola fechada B = B(z,), com centro em = = (ag, ay, as, as, a4, as, ag, ay, as, ay, G1g, A11, G12,
ay3, 14, a15) e raio r. Com isto obtém-se B’, ou seja, B’ é o mapeamento obtido pela funcdo
sedenionica:

f:B— DB,
dado que B’ é uma hipersuperficie tal que,

B’ = f(B(z,r))

Considerando y = (y07y17y2ay37y4ay57967y77ySay97y1079117912791379147915)7 RS E(ﬂﬁﬂ“) €

tal que |y — x| = r, um ponto de sua fronteira representado em coordenadas esféricas como

a seguir,

Yo = Qg + 7C1C2C3C4C5C6CTC8CYC10C11C12C13C14C5
Y1 = a1 + 1C1CaC3C4C5C6C7C8CYC10C11C12C13C14515
Y2 = Qg + TC1C2C3C4C5C6C7C8C9C10C11C12C13514
Y3 = a3 + 1C1C2C3C4C5C6C7C8CYC10C11C12513

Y4 = Q4 + TC1C2C3C4C5C6CT7C8CYCI0C11512

Y5 = Q5 + T'C1C2C3C4C5C6C7C8CYC10S11

Y6 = Qg + TC1C2C3C4C5C6C7C8CYS10

Y7 = Q7 + 1C1C2C3C4C5C6C7C8Sg

(6.2)
Ys = ag + 1C1C2C3C4C5C6CTS8

Yg = Qg + rC1C2C3C4C5C6S7

Y10 = Q10 + TC1C2C3C4C556

Y11 = Q11 + TC1C2C3C4 S5

Y12 = Q12 + rC1C2C354

Y13 = @13 + I'C1C2S3

Y14 = Q14 + TC1S2

Y15 = Q15 + 7581
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Sendo B’ uma hipersuperficie 16-dimensional obtida em funcéo de r, 61, 65, ..., 15, pode-se

escrever:
By = fi(r,0y,....015), 1=0,..15 (6.3)

Discute-se, neste capitulo, apenas dois tipos de curvas de nivel perpendiculares aos eixos
coordenados obtidas através dos sedenions, visto que as outras possibilidades de cortes podem
ou nao originar figuras semelhantes em R3.

O primeiro corte é obtido em se fazendo #; = 0, = ... = 013 = 0, e obtém-se a esfera no
R?, denominada por B (ag, a1, as), dada por:

Yo = fo(r,014,015), =F <1y <
Bi(ag, a1, az) : y1 = f1(r,014,015), 0< 65 <2r
Yy = fo(r,014,015), 1 dado

ol

Por outro lado, o segundo corte ¢ obtido tornando ¢ = 0y = ... = 615 = 0 ¢ 015 = 7,

gerando a superficie no R? identificada por Fé(al, as, as),

yp = f1(r,013,01), S <bi3<3
Bj(ay, az, as) : Yo = fo(r,013,014), 0< 061y <2r
y;; = fi;(ra 013,614), 1T dado

Para cada superficie B’, pode-se interpretar B/, como um corte meridional, fazendo para
cada 6; com variagao de 0 a 27, a variacao 0 < 6; < 7. Também pode-se obter Bj, como

forma de se obter cortes hemisféricos, em se fazendo para cada angulo com variacao entre

-

2

g

R =T
5 a variagao 5~ a 0.

a 2

( ’ ’ —r
Yo = fo(r,014,015), 5+ < Oy <

Bl (a0, a1,05) : ?//1 = f{(ra 014,015),0 < 615 <
\ y/Q = fé(”’a 014,615),7 dado

NIE

B;L(Clo,al,ag) : Yy

Seja agora B'(a;, a;, a;) a superficie obtida no R?. E possivel tracar a projecao em R? de
s Y 7
forma congruente ao que foi feito para obter as esferas, zerando uma das coordenadas, o que

resulta em B'(a;, a;), B'(a;, ax), B'(a;,az,).
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6.2 Projecao de z? e cialculo computacional da k-dilatagao

/ . . , ~ 2 ~
Do capitulo anterior, foi possivel calcular o fator de expansao Ag ), conforme equagao
5.26. Utiliza-se esse fator de expansao para o célculo numérico da dilatacao computacional.
Através do software Mathematica, ilustra-se, a seguir, os procedimentos praticos utilizados
d f =22
quando se faz f(z) = 27,
1° Passo: Entrar com valores aleatérios para as coordenadas do centro da hiperesfera,
ag = valorg, a; =wvalory, as =walory, ... , a5 = valorys;
- . 2) . ,
2° Passo: Digitar a funcao f = Aé ), isto é,
2 2 2 2, 2, 92, 2, 2 2, 2 92 2 2 2 2 2
[= Ag) = 4(ag + (a7 + a3 + a3 + ay + a5 + ag + a7 + a5 + ag + aj + ay; +aj, +ajz +ay
2\,2222222222 2 2 2 2 2
A1) ] C5C5CCoCeCoC5CaCT0CT1CT0CT3C14CTs + (a1C1Ca. . S15 + A2C1Ca...S14 + A3C1Ca...S13 + A4C1C...S12

a5C1Cy...811 + agC1Ca...819 + aA7C1Ca...89 + agC1Ca...Sg + AgC1Ca...S7 + A10C1C2...S¢ + A11C1C3...S5

+ o+ o+

2y.
A12C1C2C354 + A13C1C283 + A14C1S2 + G1551)7);
. . 2 ,
3° Passo: Maximizar a funcao f = Aé ), através do comando:

Ma = NMaximize[{f,—Pix0.5 <=tl <= Pi*0.5,—Pix0.5 <=12 <= Pi*0.5,
—Pi%0.5 <= 1t3 <= Pi 0.5, —Pi%0.5 <= t4 <= Pi* 0.5, —Pi % 0.5 <= t5 <= Pi % 0.5,
—Pix0.5<=16 <= Pix0.5,—Pix0.5 <=1t7 <= P1x0.5,—Pi % 0.5 <= 18 <= Pi % 0.5,
—Pix05<=1t9<=Pix0.5 —Pix0.5 <=1t10 <= Pi%0.5,—Pi 0.5 <=t11 <= Pi%0.5,
_Pi%0.5 <=112 <= Pi % 0.5, —Pi % 0.5 <= 13 <= Pi % 0.5, —Pi % 0.5 <= {14 <= Pi % 0.5,
0 <= t15 <= 2% Pi}, {t1, 12,3, t4, 15,6, 7, 18,9, 110, t11, £12, £13, t14, t15}];

e e ~ 2 .
4° Passo: Minimizar a fungao f = Aé ), com o seguinte comando:

Mi = NMinimize[{f,—Pi*0.5 <=tl <= Pi*0.5,—Pi* 0.5 <=12 <= Pi*0.5,
—Pix05<=1t3 <= Pix05,—Pi*x05 <=1t4d <= Pi*x0.5,—Pi % 0.5 <=1t <= Pi* 0.5,
—Pix0.5<=1t6 <= Pi*x0.5, —Pi*x0.5 <=1t7 <= Pi*x0.5,—Pi*x0.5 <=18 <= Pix0.5,
—Pix0.5 <=19 <= Pi*0.5,—Pi*x 0.5 <=1t10 <= P % 0.5, —Pi 0.5 <=t11 <= Pi % 0.5,
—Pi*x0.5 <=1t12 <= Pix0.5,—Pix 0.5 <=1t13 <= Pi*x 0.5, —Pix 0.5 <=t14 <= Pi % 0.5,
0 <=t15 <=2 Pi}, {t1,t2,t3,t4,t5,t6,t7,t8,19,t10,t11,¢12,¢13,t14, t15}];
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5° Passo: Por fim, basta fazer o calculo de k,
N[Sqrt[Ma/Mi]);

Apos o calculo computacional da k-dilatacao, torna-se instigante visualizar a figura gerada

a partir de cortes em R? e R3.

Como f(Z) =2% = <907y1>y27937y4>y5ay67y7>y8ay97y107y117y127y137y147y15>2 = (yo + hy)2
= f(2) = 2* =y + 2yo(hy) + I,

em coordenadas esféricas,tém-se

yé = yg—i—hi = (ap+rcico...c15)? —(a1+reicy...s15)° — (ag+reicy...s14)* — (ag+reico...813) —
(ag+reicy...s19)>—(as+reicy...s11)? — (ag+reicy...s10)> — (ar+reicy...s9)> — (ag+reic...88)% —
(ag+rcicy...s7)* — (ao+reice...s6)> — (a1 +reics...s5)* — (1o +reica...84)% — (a13+1rc1co83) —
(a4 + reiss)? — (ags +781)?,

y’l = 2yoy1 = 2(ag + reicy...eq5)(ag + rejes...s1s

!
Yy = 2y0y2 =2 ag + 1rC1Cs...C15) ae + 1C1Co...514

’
Ys = 2?/03/3 =2 ag + rcica...C15) a3 + 1C1Ca...813

)
)
)
ag + rc1c9...512),
)
)

!
Yg = 2yoys = 2(ag + recico... ag + rc1ca...S10

C1
&1
&1
!
y4 = 2y0y4 = 2 Qo + rci1Cy...C15
&1
C15
&1

)
)
)
)
5)
)
)
)

y/7 = 2y0y7 =2 ap + rcyca... ay + rcica...Sg

(
(
(

ys = 2yoys = 2(ag + reicy...
(
( 5
(

ylg = 2y0y8 =2 Qo + rci1Cy...C15

(
(
(
(
(a5 + reies...s11
(
(
(
(

)
as + TClcg...Sg),
y; = 2yoyo = 2(ag + rcica...cr5)(ag + rejcy...s7)

yllo = 2y0y10 = 2(@0 + 7”0102...015)<a10 + 7"0162...86),
) a1 + 7’0162...85),
)

3/11 = 2yoy11 = 2(ap + rcyica...c15

(

Y1o = 2yoy12 = 2(ao + re1ca...c15)(arz + reica...84),
(
(

5) ais + 7"0182)7

c15)(
c15)(
Y1z = 2yoy13 = 2(ag + reic...ci5)(ars + reicass),
Yy = 2yoy1a = 2(ag + rcicy...c15)(
..c15)(

3/15 = 2yoy15 = 2(ag + reica...c15)(a1s + rs1),

satisfazendo =* < 01,0,,...,014 < 5 e 0 < 015 < 27.
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A fundamentacdo para obter os dois tipos de cortes (B’) distintos , denominados por F{ e

%, quando submetido a transformacao f(z) = 22, se d4 através dos seguintes procedimentos:

O primeiro corte, dado por F{(ao, ai,as), é obtido em se fazendo ¢) = 0y = ... = 613 =10

’ / / . 7’
eYs =Yy = ..=Y5 =0, isto é,

yé) = (ao + 7"014615)2 — (a1 + 7“014515)2 — ((12 + 7“814)2 — CL% — ai — ag — a%

2 2 2 2 2 2 2 2 2 —x T
- —a7 —ag — ag — ajy — 3y — Ay — A3 — A7y — Q75,5 < O14 < F
Bi(ag, a1, as) : <

1\, w1, 2 ) . ,
Yy, = 2(ag + rewgers)(ar + reigsis), 0 < b5 < 2w

y; = 2(ag + rcacis)(ag +rs14), 7 dado

Para obter-se cortes de B} (ag, a;,as) no R? basta considerar os trés possiveis casos:

/
— Tornando 614 =0 e y, =0,
r_ 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
Yo = (ag +reis)* — (a1 +1815)° — a3 — a3 — aj — a; — ag — a> — ag — ag

! . 2 2 2 2 2 2
Bi(ag,a1) : § —afy —ai, —afy —afy —aj, —af5,0 < b5 < 27

v, = 2(ag + reis)(ar +rs15), 7 dado

/
— Tornando 645 =0 ey, =0,
" 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
Yo = (ag + rc1a)® —af — (ag +1rs14)* — a3 — aj — az — ag — a5 — ag — ag

/ . 2 2 2 2 2 2

Yy = 2(ag + rew)(ag + rsiy),r  dado

e finalmente,

!

— Tornando 615 = § e yo =0

Bl(ar.a) Yy = 2ag(a; +7rc1q),0 < 01y < 27
1 ) : /
Yo = 2&0(&2 + 7’814), r dado
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Por outro lado, o corte dado por Bj(ay,as,as), é obtido em se fazendo 6; = 0,i =
1,2,..,12 e 015 = 7, bem como todas as coordenadas diferentes de y,y; e yz nulas. O

mapeamento é dado por:

Y1 = 2ap(a1 + rerzcis), %ﬂ <013 < %

Bj(ay,az,a3) : S yy = 2ag(ag + rc13514),0 < Oy < 27

yé = 2a0(a3 + 7’813),7“ dado

e as projecoes no R?, obtidas a partir de E(al, as, az), sdo dadas por:

—Sefi3=0cy; =0
P y/ :261() a1+7’614),0§014§2ﬂ
Bl(ay,as) : /1 (

Yy = 2ag(as +1rs14),r dado
—86614:0€y,2:0

. - = 2ap(ay +reis), 0 < 05 < 21
Bé(al,ag): U1 0( 1 13) 13

Yy = 2ap(as +1rs13), 7  dado

—86914:%€y1:0

Bé(ag, CL3) .

N

l2 2(10(@2 + 7’613), 0< 913 <27
yé ag(as +rs13),r  dado

Neste caso, o corte tipo FQ, torna-se em R? uma simples esfera e as projecoes em R? sao
circunferéncias.

Produz-se agora um simples exemplo do corte B} e mensura-se o valor computacional da
k-dilatacao. Para isto, seleciona-se aleatoriamente valores do centro da hiperesfera e raio r.

Indica-se por m cortes meridionais e h cortes hemisféricos.

Exemplo 6.1 Considere o nimero sedenion com as coordenadas do centro dadas por r =
(0.1,1,5,3,2,8,1,2,-1,0,1,6,0,0,0.35,5) e raio r = 6. A desenvolve-se o valor da k-
deformacio causada ao se fazer f(z) = 2%, e suas respectivas proje¢oes em R e R?. Enfatiza-

se que o corte aqui utilizado € o do tipo F{(ao,al,ag).



6.2. Projecao de 2* e calculo computacional da k-dilatacao 90

Maz AP = 684.53
MinA® = 0.04
k(0.1,1,5,3,2,8,1,2,—1,0,1,6,0,0,0.35,5) = 130.818

260 -240 -220 -200 -180 -160  -140°% -1p

Figura 6.3: B (ag,a;) Figura 6.4: B’ (ao,as) Figura 6.5: B/ (as,a3)
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6.3 Projecao de z° e cilculo computacional da k-dilatagao

A partir do fator de expansao A§3), calcula-se o valor da dilatacao causada ao se fazer

f(z) = 2°, em que,
AP = 9at 4 [—24h2¢ + 6R2 + 2411%)a2 — 8K2IT® + (8¢% + 1)A} (6.4)

O procedimento computacional para o calculo de k, é andlogo a se¢ao anterior, alterando
~ 3
apenas o valor da f que passa a ser o fator de expansao Aé )

Para plotar as projecoes, produz-se cortes no R? e no R? a partir do R'6.
Neste caso, tem-se f(2) = 2° = (Yo, Y1, Y2, Y3, Y1, U5, Yo, Y7 Ys> Yo: Y105 Y11, Y125 Y13, Y14, Y15)°,
isto é,
F(z) = yd+3ydhy + 3yohl + b =y + 3yoh, + (3yg + hi)yr + (Byp + h2)yz + (3yg + h)ys
+ (3yg 4+ hD)ya + Byg + hl)ys + (3yg + h2)ys + (3yg + hi)yr + (3yg + h2)ys + (3yg + h2)ys
_l’_

(3y5 + h;)ylo + (3yg + hfj)yn + (3yp + h;)ym + (3ys + hi)?/l:a + (3yg + hZ)ym + (3yg + hf,)ym

que na forma parametrizada fica,

Y = yg + 3y0h2 = ((10 -+ 7”01...615)3 — 3(@0 + 7“61...615)((CL1 + T'Cl...815)2 + (ag + 7"01...814)2
+ (a3 +rep..s13)? + (ag +rep.si2)? + (as +rey.siy)? + (ag +rey...s10)? + (a7 +rey...59)?
+ (GS + rcy... ) + (a9—|—7”01...87>2+ (a10—|—7’61...86)2+ (an +T‘Cl...85)2 + (CL12 +7’Cl...84)2
+ (a13 +reicss)® + (a1a +rers2)? + (ars + 151592)°%)

yll = (3y0 + h2) = [3(@0 + TCl...Cl5)2 — (a1 + TCl...815)2 — (CLQ + TCl...814)2 — (CL3 + TCl...813)2
— (a4 +rer.s12)? — (a5 +rep..s11)? — (ag +rey...s10)? — (ar +rey...89)* — (ag +rey...s8)*
+ (ag +rey...s7)? — (ag +rey...s6)? — (a1 +7re1...85) — (a12 +7c1...54)° — (a13 + 1e1ca83)?
- ((114 + 7"0182)2 — (CL15 + 7“81)2](&1 + 7“01...815)

y; = 3y(2) + hi)yg = [3(ag + rer...ci5)® — (a1 +rey...s15)? — (ag +rey...s14)? — (as + rey...513)

(

(ag +7cy...512)* — (a5 +rey...511) — (ag + rey...s10)® — (a7 +rey...89)* — (ag + 7cy...58)°
— (ag +re1...s7)? — (ayg +rey...s6)? — (i +rer...s5)? — (a12 +1e1...54) — (a13 + 1eica83)?

(

ayg +1e152)? — (ags +rs1)?(ag + rey...514)
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Yys = (3y(2) + h;)y;; = [3(@0 + TCl...Cl5)2 - (CLl + TCl...815)2 - (CLQ + T’Cl...514)2 - (CL3 + 7’01...813)2
— (a4 +rers12)? — (as +rep..s11)? — (ag +rey...s10)? — (ar +1reyp...89)* — (ag +rey...88)3
— (a9 + rcl...s7)2 — (a0 + 7“01...86)2 — (a1 + rcl...s5)2 — (a2 + 7“61...84)2
— (@13 +1rc1c983)? — (@14 +1e152)? — (a5 +1s1)?](as + rey...s13)

y; = (3y0 + h2)y4 [3(@0 + TCl...Cl5)2 - (a1 + TCl...815)2 - (CLQ + TCl...814)2 - (a3 + 7“01...813)2
— (ag +rer.s12)? — (as +rep..s11)? — (ag +rey...s10)? — (ar +reyp...89)* — (ag +rey...88)3
— (ag + rcy.. 7)2 — (alo + 7“61...86)2 — (a11 + TCl...S5)2 — (&12 + 7“61...84)2 — (CL13 + 7“610283)2
— ( 14 + 7"0182)2 — (CL15 + 7"81>2](CL4 + 7"01...812)

y/14 = (3 )y14 = [3(@0 + 7"61...615)2 — (a1 + T’Cl...815)2 — (ag + T’Cl...814)2 — ((13 + TCl...813)2
— (CL4 +recy.. 812)2 - (Cl5 + TCI...811)2 - (a6 + TCI...810)2 - (CL7 + TCl...Sg)2 - ((18 + T’Cl...88>2
— (ag +rey..s7)? — (ag +rey...s6)? — (a +rep...85)* — (@12 +1e1...84)° — (a13 + re1c283)?
— (ay +7re15)? — (ags +rs1)?(ay + reisy)

y/15 = 3y§ + h;)ym = [3(@0 + 7“61...615)2 — (CL1 + 7“61...815)2 — (CLQ + 7“61...814)2 — ((13 —+ 7“61...813)2

(

(ag +7c1...512)* — (a5 +7rcy...511)* — (ag + rer...s10)* — (a7 +rey...59)* — (ag +7cy...58)°
— (ag +rey...s7)* — (aro +1rer...86)” — (a1 +rey...s5)° — (a12 +rey...s4)? — (13 + rejcass)?

(

ay +reysy)? — (ags + 7"81)2](&15 +7s1)

dado que 5 < 01,0,...,014 < 5 e 0 <015 <27,

Nesta secao, trabalha-se com dois tipos de cortes denominados por Fﬁ e Fé, lembrando

que, os mapeamentos desenvolvidos aqui sao referente & transformacao f(z) = 23.

Tornando 6 = 0y = ... = 013 = 0 e y3 = Y, = ... = 4,5 = 0 obtem-se o corte B} (ag, aj, as),

ou melhor,
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r_ 3 2 20,20 .24 2 2
Yo = (ag + rewacis)® — 3(ag + rewacis) ((ar + reiasis)® + (ag + rs14)® + a3 + af + a2 + a
2, 2., 2, 2 2 2 2 2 2\ —x T
+az +ag + ag + ajy + ajy + afy +ajz; +aj, +ajs), 5 <y <G
r_ 2 2 2 92 o 9 9 o9 o 9
Y, = [3(ag + reiscis)? — (a1 +re1asis)” — (a2 +rs14)® — a3 — ay — a; — ag — a5 — a3 — ag

2 2 2 2 2 2
—ajy — aj; — ajy — af3 — aj, — ajs)(a; +rewsis), 0 < s < 27

y; = [3(ag + rciacis)? — (a1 + rewsis)? — (ag +rsi)? — a§ —a? — ag — a% — a% — a§ — ag

_a%() - a%l - G%Q - a%3 - a%4 - a%5](a2 +rs14), 7 dado
(6.5)

Para obter-se curvas de nivel no R? utiliza-se 6.5, considerando que,

—86914:06y/2:0
(

Bi(ao, al) .

Yo = (ap +7c15)® — 3(ao + re1s) (a1 + 7515)% + a3 + a2 + a2 + a2 + a2 + a2 + a}

+ak +aly +ad +ady +ais + a2, +a3s),0 < 65 <27

r_ 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
y; = [B(ag +reis)® — (a1 +rsi5)® — a3 — a3 — a; — az — ag — a7 — a3 — ag — ay,

2 2 2 2 2
—ai; — ajy — ajy — ajy — ajs)(ay +rsi5), v dado

\

—Sebis=0ey, =0
(

Yo = (ag +1c14)® — 3(ao + rews)(a? + (ag +rs1y)? + a2 + a? + a2 + a2 + a2 + a}

+ak +aly +ad +aly +ai+ a2, +ads),0 <6y <27

Bi(ao, az) : ! 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
Yy = [3(ap + rc1a)® — aj — (ag + 7s14)* — a3 — aj — az — ag — a7 — a3 — ag — ay,
2 2 2 2 2
| —ai —aiy —afy —af, — ajsl(ag +1rsi4),r  dado
e7

—Se«915:gey6:0

B{(al, CZQ) . <

( !
_ 2,2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
y; = [3ag — (a1 +re1g)” — (ag +rs1a)® — a3 — aj — as — ag — a5 — ag — ag—
2 2 2 2 2 2
ajy — ayy — ajy — afz — ajy — ajsl(a; +rew), 0 < 0y <27

Yo = [3a2 — (a1 + rcia)? — (az + rs1a)? — a2 — a — a2 — a2 — a? — a? — a3—

2 2 2 2 2 2
| @10 — @11 — Qjp — A3 — A1y — aisl(az +rs14), 7 dado

Outro corte distinto de F{(ao, ay,as), é possivel em se fazendo 0; = 0y = ... = 015 = 0,

/ / / ey
ts =75,y =0ey, = .. =1y;; = 0; chega-se ao corte Bj(ay, as, az), ou melhor,
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2 2

2 2 2 2 2 2 — T
—aijy — ajy — aiy — a3 — ajy — ajsl(ar + rezen), - <0i3< 3

2 2

2 2 2 2 2 2
—Q1g — A1 — Qg — Q13 — Q14 — a15](a2 + 7"013514)7 0<6, <27
2 2 2

2 2 2 2 2 2
—Q1g — A1 — Q1 — Q13 — Q74 — a15](a3 + 7“513)7 r dado

o) ya = [Baf — (a1 + rerseis)® — (az + rewsig)® — (as + rsis)? — af — a2 — af —

2

2
az

2

2 2

yll = [3a3 — (a; + rcige1a)? — (ag + reizsia)? — (ag +rsi3)? — aj — a2 — a2 — a? — a2 — af

2

2
—ag — Qg

2 2

yé = [3a3 — (a; + rcigeis)? — (ag + reizsia)? — (ag +rsi3)? — al — a2 — a2 — a? — a2 — af

(6.6)

A partir de Bj(ay,as,as) pode-se obter as curvas de nivel no R? utilizando 6.6, con-

siderando os possiveis casos,

—Sebu=0ecy, =0

( y, = [3a2 — (a1 +reis)? — a2 — (as +rs13)? — a2 — a2 — a2 — a?
Fé(al, as) : —/CL?O - a%l - G%Q - a%3 - ai; - ai,)}(al +re1z), 0 < b3 < 27

Yo = [3a2 — (a1 + rciz)? — a2 — (a3 + rsi3)? — ai — a? — a2 — a2

2 2 2 2 2 2
([ — Q10 — A3y — Q1 — Q33 — Gyg4 — afslas, v dado

—Sefiz=0ey,=0
(

Y, = [3a2 — (a1 +rew)? — (ay +7s14)? — a2 — a? — a2 — a2 — a?
=7 _Q%O —af; — ajy — a%3 —aj, — aﬁ(al +rei),0 < by <27
Bi(aq,a3) :

Ys = [3a2 — (a1 + rew)? — (ag + rs14)? — a2 — a? — a2 — a2 — a?

2 2 2 2 2 2
—ajy — aj; — ajy — af3 — aj, — ajslag, v dado

¢,

—Se614:§ey'1:0

)
y; = [3a2 — a? — (ag + rc13)? — (ag +rsi3)* — ad — a2 — a2 — a?

=7 _@%0 - a%l - G%Q - a%3 - ai; - a%ﬂ(% +17c13),0 < 613 <27
B2(a2, as) : ! 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

Munidos desses cortes feitos no R? e no R3, pode-se agora, ilustrar o préximo exemplo.
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Exemplo 6.2 Considerando as coordenadas do centro de um niumero sedenion dadas por
x = (-1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1) e raio r = 8, através do software Mathematica
calcula-se o valor da dilatagio (k) causada ao se fazer f(z) = 23, e em sequida, em se

fazendo uso do corte do tipo Bj(ao, a1, az) visualiza-se os cortes gerados.

MaacAé?’) = 36
MinAY =4
k(—1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1) = 3

-B00 0 -200

B00 0 =200
200
400

Figura 6.8: B/ (ag,a1) Figura 6.9ziB_i(a0, as) Figura 6.10: B’ (ay, a3)
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6.4 Estudo da influéncia do raio na hiperesfera

Na secao anterior, foi possivel tracar um paralelo entre o calculo da k-dilatacao e o tipo de
mapeamento quaseconforme para fungoes sedenionicas submetidas a transformacao f(z) =
2% e f(z) = 2°. Entende-se que se o centro da hiperesfera coincidir com a origem do sistema
de coordenadas, trata-se de uma simples hiperesfera obviamente dilatada por um fator r”.
E, entao, os resultados mostraram que quando se relaciona uma transformacao, o centro da
bola x pode nao coincidir com a origem do sistema de coordenadas, sendo assim, percebe-se
que o comportamento destes mapeamentos sofrem deformagoes e até mesmo involugoes.

Outro fator constatado aqui foi que fixado um centro de coordenadas para a hiperesfera
e alterando aleatoriamente o valor do raio r, o valor numérico da dilatacao nao se altera,
independentemente da localizacao da hiperesfera no espago. Com isto, conclui-se diretamente
que o raio nao influencia no calculo da k-dilatacao, porém, influencia de forma caracteristica
na imagem produzida através dos cortes.

Ilustra-se, a seguir, alguns exemplos interessantes pelo seu aspecto, que traduzem melhor
estas palavras. Para tanto, selecionou-se valores aleatorios para o centro da hiperesfera e raio

7, e projetou-se suas respectivas imagens em R3, para os diferentes cortes aqui considerados.

6.4.1 Exemplos de projegoes do tipo f(z) = 22

(a) r=0.1 (by r=5 (¢) r=10

Figura 6.11: Corte F{(ao,al,ag), x = (-1,0,5,-1,5,2,6,0,-3,0,—1,0,0,7,1,3); o
raio influencia na imagem projetada, porém, o valor da dilatacio é o mesmo, isto é,

k(-1,0,5,-1,5,2,6,0,-3,0,—1,0,0,7,1,3) = 12.6886, V r € R.
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(a) » = 0.00005 (b)y r=1 (c) r=10

Figura 6.12: Corte E{(ao,al,ag), x = (0,0,-5,1,18,0,11,0,6,0,—7,5,—20,4,5,30); o valor da
dilatacdo é k(x) = 2.01003 x 10°, V r € R.

(a) r=1.5 (b) r=3 () r=30

Figura 6.13: Corte Fi(ao,al,ag), x = (0,-3,10,1,2,5,0,0,0,—3,4,6,—17,0,11,4); valor de
k(z) = 3.6874 x 10!, V r € R.
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6.4.2 Exemplos de projegoes do tipo f(z) = 2°

-1000 -
00 2000

(a) r=0.1 (by r=5 (¢c) r=25

Figura 6.14: Corte E(ao, ay,az), x =(-1,0,5,-1,5,2,6,0,-3,0,—1,0,0,7,1,3); k(x) = 3.07643,
VreR.

(a) r=5 (b) r=15 (¢c) r=35

Figura 6.15: Corte B, (ag, a1, as), v = (0.6,1,—4.5,3,2,3.5,-2,1,0.1,1,7,—1,1,8,0.3,1); o
valor da dilatagao ¢é k(z) = 3.02579, V r € R
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Figura 6.16: Corte E(al,ag,ag), x=(-9,0,7,6,0,0,0,0,0,0,0,3,0,0,0,2); k(x) = 3.70345, ¥V r
€ R.

40
530
= _1‘:—?A
-1
(a) r=1 (b)y r=7 (¢)r=95

Figura 6.17: Corte Bj(ay,az2,a3), z = (5,2,-8,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, —0.5); k(x) = 41.4444,
VrekR.
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6.4.3 Consideracoes sobre o valor da k-dilatacao

Outro aspecto investigado computacionalmente nesta dissertacao foi que se alterarmos
uniformemente o valor do centro de coordenadas o valor numérico da k-dilatagdo nao se
altera. Além disso, caso o coeficiente ag # 0 e a; = 0, 7 = 1,...,15, segue que, o valor da
dilatagao ¢ 1, quando f(z) = 22, f(2) = 23 e f(2) = z*. Outro fator determinante constatado
foi que se ap — 0 e a; # 0,47 =1,..., 15, tém-se que o valor da dilatacao de f(z) = 2? tende a
se aproximar do valor da dilatacao f(z) = z* e o valor da k-dilatagio para f(z) = 2% tende

a ficar muito préximo de 3. Podemos esquematizar esses dados a partir da seguinte tabela:

Valores Aleatorios do Centro 22 23 24
k(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) 4 4 4.52918
k(5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5) 4 4 4.52918

k(20,20,20,20,20,20,20,20,20,20,20,20,20,20,20,20) 4 4 4.52918
k(2,2,2,2,-2-2,-2-22222-2-2 -2 -2) 3.87298 || 3.87298 || 3.80149
k(-3,-3,-3,-3,3,3,3,3,-3,-3,-3,-3,3,3,3,3) 3.4641 || 3.4641 || 3.80149

k(1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) 1 1 1

k(5,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) 1 1 1
k(15,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1) || 1.00033 || 1.00089 || 1.03322
k(15,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) 1.03280 || 1.09091 || 1.42066
k(25,0.5,0.5,0.5,0.5,0.5,0.5,0.5,0.5,0.5,0.5,0.5,0.5,0.5,0.5,0.5) || 1.00300 || 1.00802 || 1.10363
k(25,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) 1.01193 || 1.03226 || 1.22279
k(0.001,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) 3872.98 || 3.00000 || 3869.82
k(0.01,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) 387.3 || 3.00008 | 386.988
k(0.1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) 38.7427 || 3.00802 || 38.7588
k(0.005,2,2,2,2.2.2.2.22222 22 2) 1549.19 || 3.00001 || 1547.93
k(0.05,2,2,2,2,2,2.2.2,22 222 2 2) 154.923 || 3.0005 || 154.808
k(0.5,2,2,22.2.2.2222 222 2 2) 15.5242 | 3.05063 || 14.5751

Tabela 6.1: Comparacao numérica da dilatagao quando altera-se o valor do centro



Capitulo 7

Conclusao

Em continuidade aos trabalhos desenvolvidos recentemente sobre fungoes quaseconformes
do tipo f(z) = 2", para z imagindrio hipercomplexo [20, 21, 25], este presente trabalho
resulta num diferenciado estudo da teoria dos sedenions de Cayley-Dickson. Investigagoes
anteriores nos levaram a métodos de resolugoes polinomiais muito préximos quando calcula-
se a distancia |f(y) — f(z)|, z,y € S. Foi através da definicao de métrica que conseguiu-se
estabelecer um critério para mensurarmos o valor computacional da k-dilatacao provocada
em bolas B(z,r) quando submetidas & transformacées do tipo 22 e 23

Nosso objetivo pode ser interpretado como um passo muito proximo na dire¢ao de um
compreendimento vasto do papel que os sedenions podem desempenhar em algebra, andlise
de variaveis complexas e teoria das fungoes. Uma teoria completa de algebra para os sede-
nions, ainda esta longe de ser desenvolvida. Apesar de um numero sedenion apresentar uma
estrutura algébrica ampla, ainda falta um incentivo concreto que force o uso dos sedenions ao
invés dos complexos, quatérnios e octonios. Num futuro préximo poderia ser til desenvolver
estudos envolvendo os sedenions nas Algebras de Clifford, o que supostamente consolidaria
aspectos tedricos e algébricos envolvendo os hipercomplexos. Ja no que remete a Relativi-
dade Especial de Albert Einstein e suas expansoes, poder-se-ia generalizar a estrutura dos
sedenions em aplicacoes diversas através das Equagoes de Maxwell e Dirac, por exemplo.
O grande interesse e o aprimoramento das estruturas matematicas envolvidas na Mecanica
Quantica através do uso dos sedenions tem um papel preponderante na unificacao da teoria

dos hipercomplexos que poderao resultar num crescente desenvolvimento sobre este assunto.
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Os resultados obtidos nesta dissertacao foram suficientes na busca de um avango sig-
nificante no entendimento dos mapeamentos k-quaseconformes para funcoes sedenionicas
juntamente com a forte evidéncia dos testes experimentais do calculo da dilatacao e de suas
respectivas imagens geradas em R3. E esperado com isso que futuras investigacoes poderao
conectar mapeamentos quaseconformes com a algebra nao associativa dos sedenions, e serem
estudadas em muitas areas da Matematica no que diz respeito a analise e em especial, da
Fisica no campo computacional da Mecanica Quantica.

Uma sugestao natural para trabalhos futuros é:

e Explorar o conceito de quaseconformidade para hipercomplexos e expandir o mesmo

tipo de estudo realizado nesta dissertacao para os sedenions conicos;

e Desenvolver uma notacao simplificada, no que diz respeito a algebra e a geometria,
que permita interpretar problemas matemaéticos e suas formulagoes fisicas através do

uso dos sedenions cOnicos;

e Ainda no ambito do desenvolvimento dos hipercomplexos, procurar aplicagbes em es-

tudos desenvolvidos recentemente na Mecanica Quantica envolvendo os sedenions de

Charles Muses.



Apeéendice A
Construcao de Cayley-Dickson

A construcao de Cayley-Dickson consiste num processo dado por niimeros hipercomplexos
2"-dimensional, e é construido através de ntimeros hipercomplexos 2" !-dimensional, onde
n é um inteiro positivo [6].

Desta forma, se x e y sao dois nimeros hipercomplexos do tipo 2"-dimensional, pode-se
escrever cada x e y como um par ordenado de numeros hipercomplexos a, b, ¢, d do tipo

2"~1_dimensional,
x:=(a;b), y:=(¢d) (A.1)
Entao pelo processo de Cayley-Dickson define-se a multiplicacao de x e y por,
zy = (a;b)(¢;d) := (ac — yd*b; bc* + da) (A.2)
onde ¢*,d* é o conjugado de c¢,d, respectivamente; e v é um parametro.

e Se n = 0, tem-se nimeros hipercomplexos 1-dimensional, denominados reais.

Se n = 1, tem-se niimeros hipercomplexos 2-dimensional, denominados por complexos.

Se n = 2, tem-se numeros hipercomplexos 4-dimensional, denominados por quatérnios.
e Se n = 3, temos nimeros hipercomplexos 8-dimensional, denominados por octonios.

e Se n =4, temos nimeros hipercomplexos 16-dimensional, denominados por sedenions.
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E assim sucessivamente. Pode-se escrever um numero hipercomplexo através de processo
de iteracoes, onde cada iteracao depende das unidades imaginérias i, j, k, €', 7', j', k', e” ", j" K",

n

e ,i///,j//l, k,///’ tal que’ Z‘Q — j2 — k2 — e/2 — 7:/2 — j/2 — k./2 — e//2 — Z'l/2 — j//2 — k,//Q — e///2 —

P2 — j///2 — k"2 = _1.

Desta forma, pode-se escolher o parametro v = 1 e constroem-se os complexos através
dos reais, os quatérnios através dos complexos, os octonios através dos quatérnios e os sede-

nions através dos octonios.

-Os nimeros complexos (n=1): Considere dois nimeros complexos, z = a + bi , e

w=c+di,onde a,b,c,d €R ,ei?=1, entdo
zw = (ac — bd) + (ad + bc)i (A.3)

Comparando este resultado com o processo de multiplicacao de Cayley-Dickson para

z = (a;b), e w = (¢;d), com v = 1, obtém-se,
zw = (a;b)(¢; d) = (ac — bd; ad + be), (A.4)

onde c¢*,d* é o conjugado de c¢,d, respectivamente, pois ¢,d € R .

Nota-se que se j é um outro nimero imaginario que satisfaz a propriedade j?> = —1, mas
diferente de ¢ e tal que 15 = —jt, entao,
jz=jla+bi)=aj —bij = (a—bi)j=2"j (A.5)

-Os quatérnios (n=2): Para construirmos os quatérnios precisamos introduzir a
unidade imagindria j, tal que j2 = —1. Escreve-se dois quatérnios p, e ¢, em termos de

quatro nimeros complexos,
p=a+bj, q:=c+dj (A.6)
onde a,b,c,d € C | entao

pqg=(a+bj)(c+dj) = ac+bjc+adj+ bjdj
= ac+bc*j+daj+ bd"jj
= (ac—d*b) + (bc" +da)j (A7)
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Comparando este resultado com o processo de multiplicagao de Cayley-Dickson de dois

quatérnios como dois pares de ntiimeros complexos (a;b) e (¢;d), com v = 1,
pq = (a;b)(c;d) = (ac — d*b; be* + da) (A.8)
Em se expressando p := a+0bj , hd um termo que provém de ij . Representa-se este novo

numero imaginério por k := ij.

-Os octénios (n=3): Sejam p, ¢, r, s nimeros quatérnios. Define-se dois octonios, m

e m, como os pares ordenados,
m:=(piq), n:=(r;s) (A.9)
Entao a multiplicacao de m e n é dada por,
mn = (pr + vs*q; qr* + sp) (A.10)
As novas unidades imaginarias para os octonios introduzidas pelo processo sao €’,i’, j’ e k.

-Os sedenions (n=4): Seja s € S, entao s pode ser representado como um par ordenado

de dois octonions, ou seja, sendo a e b, dois octonions, pode-se representar,
s:=(a;b) (A.11)

Pelo processo de multiplicagao Cayley-Dickson, em tomando-se s,t € S e a,b,c,d € O,

pode-se representar o produto de dois sedenions em termos de quatro octonios,
st := (a;b)(c;d) := (ac + vd*b; bc* + da) (A.12)

Assim, através deste processo, novas unidades imagindarias para os sedenions serao intro-
duzidas sendo estas: €”,i", j" k", " ", " K".

Um sedenion, s, pode ser escrito como,

15 15
5= Z 8,0, = Soag + Z SpQn, (A.13)
©n=0 n=1
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onde a,, sao os elementos bases de s.

Através da tdbua de multiplicacdo do processo de Cayley-Dickson, pode-se representar

os sedentons a partir dos octonios através de 35 ciclos, ou seja,

(12,3), (145), (1,7.6), (1,89), (1,11,10), (1,13,12), (1,14,15)
(2,4,6), (257, (2.810), (2,9,11), (2,14,12), (2,15,13)

(34,7),  (3,65), (38,11), (3,10,9), (3,13,14), (3,15,12)

4,8,12), (4,9,13), (4,10,14), (4,11,15)

. (5,10,15), (5,12,9), (5,14,11)

6,8,14), (6,11,13), (6,12,10), (6,15,9)

78,15), (7,9,14), (7,12,11), (7,13,10)

(
(

em que (j,k,m) representa uma permutagao. Caso a multiplicacdo envolvendo o ciclo
(7, k,m) seja positiva, trata-se de uma permutagao par, e se a multiplicagao do ciclo (j, k, m)
for negativa, tem-se uma permutacao impar.

Desta forma, a multiplicacao de dois elementos bases dos sedenions, a; e ay, é dada por

ajar = 0k + Y Ejkmm, (j.kym =1,2, ..., 15) (A.14)

j7k7m
Como as unidades imaginarias dos sedenions satisfazem a propriedade da anticomuta-

tividade, tem-se que,

1, se (j,k,m) é uma permutacao par;
Ejikm = -1, se (j,k,m) é uma permutagao fmpar; (A.15)

0, contrario

1, sej=k;
Sin = J (A.16)
0, caso contrario;
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Exemplo A.1 Considere o ciclo (5,12,9). Em relag¢io aos sedenions, temos j =5, k = 12

em =9, entao de A.14,0btém-se que:

asa1z = —0512 + Z €5,12,909 (A.17)
5,12,9
como,
55’12 = 0, (pO’iS 5 7& 12) (Alg)

A permutacao (5,12,9) € uma permutagao par, seque que,

€5,12,9 = 1 (A.19)
logo,
asa; = —0+ Y  lag (A.20)
5,12,9
= a5012 = ag (A.21)

Agora, se tomarmos o ciclo (5,12,9), 7 =9, k =12 e m =5, entdao de A.1/, tém-se que,

agary = —dg 12 + Z €9,12,505, (A.22)
9,12,5
como
59,12 - 07 <A23)

pois 9 # 12, e como a permutagao (9,12,5) é uma permutacdo impar, seque que,

9,125 = —1 (A.24)
logo,
aa;y = —0+ Y  —las (A.25)
5,12,9
= Q912 = —as (A.26)

Se procedermos da mesma forma, para 7 =9, k=5 e m = 12, obtém-se,

gy = A12 <A27)



108

* ap ar a2 asz || a4 as; ag ar | ag ag ajpp ar | a2 a3 a4 AaAis
ap || @ a1 az as (7 as ag arz as ag  aip a1 || a2 a3 a4 a1s
ap || ax  -ap az -G as -aq4 -Gy Qg ag  -ag -G11 Q1o || -G13 Q12 a5 -014
as az -az -ay  ap ag ar  -a4 -as || aip Qi1 -Ag -Qg | -Q14 -G15 Q12 A13
az | as a2 -a;  -Qo a7 -ag Gz -a4 || 11 -Qp Qg9  -Ag || -Q15 Q14 -Q13 Q12
a4 as -as  -Gg -4y -ao ay a2 as a2 a3 G4 A15 -ag -y -aip  -011
as as Q4 -ar Qe -a;  -Gp -ag ¢5) @13 -A12 A1 -G14 Qg -asg ay; -aio
ag Qe az Q4 -as -Q2 as g -aq a14  -A15 -Q12 Q13 ajp  -0a11 -asg Qg
a7 arz  -0g as Q4 -az -2 aq -ao @15 Q14 -Q13 -G12 || 411 a0 g  -ag
as ag -ag -Q1p -A11 || -G12 -G13 -A14 -A15 || -G aq a2 as Q4 as Qe a7
Q9 Qg asg -a11  Qio || @13 G12 Q15 -Qi4 || ~A1 -Gp  -A3 a2 -as Q4 az -ag
aio || a0 an as -ag || -G14 -Q15 A12 413 -az  ag -Gy -Gy -ag -ay Q4 as
ail || ain -aip Qg ag || -5 A4 -G13  A12 -az  -G2 ayp  -Qo -az 73 -as Q4
aig || a2 a3  ag  as as -ag  -G10 -A11 || -04 as Qg az -ag -ay -ag -as
aiz || a3 -ai2 a5 -4y Qg as a1 -Qio || -As  -Gy4 az -Ug ai -ag as -ag
aiq || a4 -a15 -Gz a3 ajp -1 Aasg Qg g  -G7 Q4 as 5] -ag -ag ai
ais || a5 a4 -3 -ai2 || a;n e -Qg as -ar Qg -a5 -Gy as 5] -a -ag

Tabela A.1: Ciclos dos sedenions
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