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Resumo

Osciladores eletromecanicos podem ser modelados matematicamente através da equacao
de Duffing ou equacao de Van der Pol, mesmo que sejam sistemas de escala nanomética.

Nesta dissertacao analisamos um oscilador forcado sujeito a um amortecimento nao-
linear, que é representado pela equacao de Duffing - Van der Pol. Em geral, nao é facil
obter solucao analitica exata para esta equacao, entao a andlise é feita utilizando a teoria
de perturbacoes para obter uma solucao analitica aproximada. Para isso consideramos
certos parametros do problema como sendo pequenos parametros, e obtemos a solucao
na forma de expansao direta. Devido o fato da freqiiéncia natural do sistema dinamico
depender do pequeno parametro, essa expansao é nao uniforme, ou seja, apresenta termos
seculares mistos (termos de Poisson), e além disso possui pequenos divisores.

Essas inconveniéncias sao eliminadas aplicando o método das multiplas escalas e o
método da média. Inicialmente os pequenos parametros sao escolhidos de modo que
o problema nao perturbado se reduz a um oscilador harmonico forcado, e na escolha

posterior o problema nao perturbado é um oscilador linear amortecido e forcado.

Palavras-chave: Oscilador de Duffing - Van der Pol, método das muiltiplas escalas,

método da média, sistema nanomecanico.



Abstract

Electromechanical oscillators can be mathematically modeled by a Duffing equation or
a Van der Pol equation, even if they are nanometric systems.

In this work we studied a forced oscillator having nonlinear damping, that is represented
by a Duffing - Van der Pol equation. In general, it is not easy to get the exact analytical
solution for this equation, then the analysis is done using the perturbation theory to get an
approximate analytical solution. For this reason we considered that certain parameters of
the problem are small parameters and we obtain the solution in the form of straightforward
expansion. Due to the fact that natural frequency of the dynamic system depends on the
small parameter, this expansion is not uniform, i.e. presents secular terms (Poisson
terms) and also small-divisors.

These inconveniences are eliminated using the method of multiple scales and the aver-
aging method. Initially the small parameters are chosen so that the unperturbed problem
15 reduced to a forced harmonic oscillator, and in the subsequent choice the unperturbed

18 a forced oscillator having linear damping.

Keywords: Duffing - Van der Pol oscillator, method of multiple scales, method of

averaging, nanomechanical system.



Sumario

1 Introducgao 1
2 Introducao a teoria de sistemas dinamicos 3
2.1 Definicao de um sistema dinamico . . . . . . .. ... 4
2.2 Espago de estados (ou espago de fases) . . . .. .. ... ... 5
2.3 Equacoes diferenciais e sistemas dinamicos . . . . . ... .. ... L. )
2.4 Sistema linear . . . . . . ... 6
2.5 Sistema nao-linear . . . . . .. ..o 8
2.5.1 Linearizacao . . . . . . . . . . 8

2.5.2 Estabilidade e ponto de equilibrio . . . . . ... ... ... 9

2.5.3 Equivaléncia topologica . . . . . . . . .. ..o 11

2.5.4 Teorema de Hartman-Grobman . . . . . . ... .. ... .. ... .. 11

2.6 Aequacgaode Duffing . . . . . . ... 12
2.7 Aequagaode Vander Pol . . . .. . . ... ... 14
2.8 Oscilagoes e ressonancia . . . . . . . . ... 14
2.8.1 Osciladores . . . . . . ... 14

2.8.2 O fenomeno do salto de amplitude . . . . . .. ... ... ... .. 16

3 Introducao a teoria de perturbacao 17
3.1 O método da expansao direta . . . . . . ... ... L. 17
3.2 O método de multiplas escalas . . . . . . .. . ... ... ... ... .. .. 18
3.3 Ométododamédia . . . . . . . .. ... 19

4 Aplicagcao do método das multiplas escalas e método da média na equacao

de Duffing - Van der Pol 22
4.1 Equacao domovimento . . . . . .. ..o 22
4.2 Expansao Direta . . . . . . ... 23
4.3 O Método de Multiplas Escalas . . . . . .. ... ... ... ... ... .. 28

1X



4.4 O Método da Média . . . . . . . .

Equacgao de Duffing - Van der Pol (Caso mais geral)
5.1 Expansao Direta . . . . . . ...

5.2 Método das Multiplas Escalas . . . . . ... ... ... ... ........

Conclusoes e Sugestoes para Trabalhos Futuros
6.1 Conclusao . . . . . . . . . . . e

6.2 Trabalhos Futuros. . . . . . . . . . . .

Referéncias Bibliograficas

38
38
44

47
47
49

50



Lista de Figuras

2.1

2.2

2.3

4.1

4.2

Estado da amplitude |A| como uma fungao da freqiiéncia w para um os-
cilador linear sem amortecimento. . . . . . . . ... ... ...
Amplitude versus freqiiéncia em um oscilador nao-linear com amorteci-
mento. A curva tracejada representa as oscilacoes livres e a curva solida a
amplitude em funcao da freqiiéncia. . . . . . . . .. ... ... ...

Fenomeno do salto de amplitude. . . . . . . ... ... ... ... .....

O dispositivo consiste em um suporte nanomecanico duplamente apertado
e um eletrodo. A forca de excitagao é aplicada como voltagem entre o
suporte e o eletrodo. . . . . . ...
Variagao de a e v com T} calculada numericamente de (4.43) e (4.44) para

B=01,A=10,0=01,w=05 a(0)=1.0e~0)=1.0.[20 .......

x1



Capitulo 1

Introducao

O conceito de perturbacao foi introduzido pelos mecanicos celestes, mas esse conceito
pode ser generalizado para sistemas dinamicos em geral [23]. O interesse pela teoria de
sistemas dinamicos ganhou um grande impulso a partir da descoberta de comportamentos
cadticos devido as nao linearidades envolvidas e sensibilidades as condicoes iniciais.

A dinamica nao-linear passou a ser largamente utilizada na modelagem de sistemas
dinamicos. Embora as solugoes das equagoes envolvidas na abordagem nao-linear apresen-
tem uma maior dificuldade, seus modelos permitem considerar os efeitos de um ntmero
maior de parametros relevantes a um projeto, reduzindo o nimero de hipoteses simplifi-
cadoras.

Podemos representar uma situagao ou um problema de varias maneiras diferentes,
e dessa forma ter varios modelos matemaéticos para o mesmo sistema. A dinamica de
muitos sistemas, sejam eles elétricos, mecanicos, etc., ou outros, pode ser descrita em
termos de equacoes diferenciais ou de mapas de forma precisa ou, pelo menos, o mais
proximo possivel da realidade. O estudo de sistemas dinamicos ganhou impulso a partir
da observacao de que, em certas circunstancias, a fonte de perturbagao e o sistema podem
interagir [6] [7] [8] [16].

Equagoes diferenciais muito utilizadas para representar varios sistemas dinamicos sao a
equagao de Duffing e a equagao de Van der Pol, mesmo nas suas formas mais simplificadas.
Um motivo que torna essas equacgoes interessantes, é o fato das mesmas apresentarem
solugoes multiperiddicas dependendo de valores dos seus parametros. Em virtude disso,
essas equagoes sao largamente citadas em livros [19] [23] [22] [24], bem como estudadas

[1] [4] [5] [28].
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Neste trabalho fazemos uma andlise de um sistema representado por um oscilador
mecanico forcado com amortecimento nao-linear através da equacao de Duffing - Van der
Pol. Em geral, nao é facil obter solucoes analiticas exatas de equacgoes diferenciais nao-
lineares, e portanto, sob determinadas condigoes, a solucao de um sistema nao-linear é
aproximada através de métodos analiticos. Entre tais métodos, os mais utilizados sao os
métodos de perturbacao.

O objetivo deste trabalho é encontrar uma solucao aproximada para a equacao do
movimento que descreve um oscilador de Duffing - Van der Pol livre de termos que com-
prometem a solucao, tais como termos seculares mistos ou a presenca de pequenos di-
visores. Dessa forma, contribuir com os estudos sobre o amortecimento nao-linear em
sistemas aplicados na mecanica e nanomecanica através de osciladores.

O trabalho foi dividido em 6 capitulos. No capitulo 2 apresentamos um resumo dos
principais tépicos da teoria de sistemas dinamicos. No capitulo 3 fazemos uma breve in-
troducao a teoria de perturbagoes, apresentando os métodos da expansao direta, multiplas
escalas e média.

No capitulo 4 apresentamos a equacao analisada neste trabalho, a qual é semelhante
a equacao de Duffing estudada por Almog et al.[2], onde o impacto de um suporte
nanomecanico duplamente apertado é investigado. Ainda neste capitulo, buscamos uma
solucao aproximada empregando a teoria de perturbacao, através do método de multiplas
escalas e método da média.

No capitulo 5 apresentamos uma breve andlise do sistema apresentado no capitulo 4
de forma mais generalizada.

O capitulo 6 contém as consideragoes finais sobre o trabalho desenvolvido, e a seguir

sao apresentadas as referéncias bibliograficas utilizadas.



Capitulo 2

Introducao a teoria de sistemas

dinamicos

Um sistema pode ser definido como um conjunto de objetos agrupados por alguma in-
teracao ou interdependéncia, de modo que existam relacoes de causa e efeito nos fenomenos
que ocorrem com os elementos desse conjunto. Um sistema é dinamico quando algumas
grandezas que caracterizam seus objetos constituintes variam no tempo. Leibniz foi o
primeiro a usar a palavra dinamica nesse contexto [19].

Sistemas dinamicos de dimensao finita ou infinita sao modelos matematicos para um
grande niimero de problemas em areas aplicadas como a fisica, a economia, a engenharia e
muitas outras ciéncias. Em geral, estes sistemas dinamicos estao associados a equagoes di-
ferenciais que podem ser equagoes diferenciais ordinérias, equacoes diferenciais funcionais,
equacoes diferenciais parciais ou equagoes discretas. Exemplos de modelos matematicos
que podem representar sistemas dinamicos sao as equagoes de ondas, as equacoes para a
supercondutividade de liquidos, os modelos de crescimento populacional, as equagoes de
reacao e difusao, as equacoes do calor entre muitas outras.

Neste capitulo introduzimos alguns conceitos béasicos da teoria de sistemas dinamicos.
Apresentamos definigoes que sao validas tanto para sistemas lineares como nao-lineares,
como espaco de estados (ou espago de fases), que é o espaco no qual se realiza o estudo
qualitativo de um sistema dinamico, pontos de equilibrio e estabilidade no sentido de

Lyapunov.
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2.1 Definicao de um sistema dinamico

A evolucao de um sistema dinamico pode ser caracterizada pela trajetéria que se
propaga com a passagem do tempo, em um dado espaco S. O espago S pode ser pensado
como um espaco de estados ou algum sistema fisico. Matematicamente S pode ser um
espaco Euclidiano, ou um subconjunto aberto do espago Euclidiano de uma determinada
dimensao [12].

Formalizamos um sistema dinamico continuo com a seguinte defini¢ao.

Um sistema dindmico é uma aplicaciao C1, ¢ : Rx S — S onde S é um conjunto aberto
do espaco Euclidiano, e escrevemos ¢(t,z) = ¢,(x). A aplicagao ¢, : S — S satisfaz

(a) ¢o : S — S é aidentidade;

(b) A composigao ¢, o ¢ = ¢y1s para todo t, s € R.

Note que a definicao implica que a aplicacao ¢; : S — S é C! para cada t e tem uma
inversa C', ¢_; (fazer s = —t em (b)).

Seja A um operador em um espago vetorial E, seja E =S e ¢ : R x S — S definida
por ¢(t,x) = ez. Entdo ¢, : S — S pode ser representado por ¢; = e'4. Claramente,

(t+s)A — otA . 34 definimos um sistema

¢o = € é o operador identidade, e desde que e
dinamico em F.

Esse exemplo de sistema dinamico é representado pela equacao diferencial d—f = Ax
em F. Um sistema dinamico ¢; em S é, muitas vezes, dado por uma equagao diferencial.

Podemos reescrever isso em termos mais convencionais. Seja ¢; : S — S um sistema

dindmico e x € S, seja x(t) = ¢y(x), e f: S — E como

£(2) = % o () 2.1)
Entao podemos escrever (2.1) como
b= f(2) 22)

Assim, x(t) ou ¢;(x) é solucao de (2.2) satisfazendo a condigao inicial z(0) = .
A equagao (2.2) é chamada de equagado autonoma pois nao depende do tempo.

A equagao ¢é chamada nao-auténoma quando & = f(t, z).
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2.2 Espacgo de estados (ou espago de fases)

O espacgo de estados, ou espaco de fases, ¢ um espaco n-dimensional, cujos eixos
coordenados sao os eixos x1, Ta, ..., T,. Um estado é representado como um ponto com
coordenadas (z1(t), z2(t), ..., ,(t)) nesse espaco. Conforme o tempo passa, esse ponto se
move, sendo sua evolucao temporal determinada pelas n equacoes diferenciais de primeira

ordem

dx
d_tl - f1($17x27 73771)
dx
d—; = fg(l’l,l'g, ,ilj'n)
(2.3)
dz,
% = fn('rlax2a 73771)

ou, na notacao vetorial
dx
dt
com fj : BxRy — A(j=1,2,....,n),sendo BCR", ACR.

f(x)

As varidveis dependentes x; sao chamadas de wvaridveis de estado e as funcoes f;
definem o campo de velocidades desse sistema, pois a velocidade instantanea é dada por
dx/dt = f. A dimensao do espago de fases equivale ao nimero de equagoes diferenciais de
primeira ordem necessarias para descrever o sistema, que ¢é igual ao nimero de variaveis
de estado.

Chama-se retrato de fases o conjunto de curvas obtidas pela evolucao temporal do

sistema a partir de todas as condigoes iniciais nas quais as fungoes f; sao definidas.

2.3 Equacoes diferenciais e sistemas dinamicos

O modo mais comum de definir um sistema dinamico de tempo continuo é usando
equagoes diferenciais. Suponha que o espaco de estados do sistema é X = R" com coorde-
nadas (x1, z, ..., z,). Freqiientemente a lei de evolugao do sistema é dada implicitamente

em termos das velocidades #; como fung¢ao das coordenadas (x1, za, ..., x,).
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ou na forma vetorial

x = f(x), (2.4)

onde o vetor f: R" — R™ ¢ diferenciavel.
A funcao do lado direito de (2.4) é denominada um campo vetorial, dado que relaciona
um vetor f(x) para cada ponto x. A equagao (2.4) representa um sistema de n equagoes

diferenciais auténomas [19].

2.4 Sistema linear

H&4 duas razoes principais para se estudar sistemas lineares. A primeira é que
varios fenomenos podem ser modelados por sistemas lineares, com precisao adequada
as aplicagoes. A segunda é que, por meio de um processo de linearizagao, pode-se realizar
um estudo local de sistemas nao-lineares, através da andlise do sistema linear associado.

A forma mais geral de se escrever uma equacao diferencial linear de ordem n é

aﬂwwzf)+am4@ﬁ%%§24<”+a¢@%%ﬁ+ﬁm@n@>:z«w. (2.5)

Uma equacao diferencial de ordem n pode ser escrita na forma de um sistema de n
equacoes diferenciais de primeira ordem. Fazemos essa transformacao através da definicao

de novas variaveis

z(t) = x1(t)
d$1<t) -
i = el
d.TQ(t) .
i = st
(2.6)
dl’n_l(t) .
— = T (t)
dr,(t)  F(t)  ao(t) ai(t) _an(t)

= — — ——=x9(t) — ... t).
dt an(t) an(t)xl( ) an(t)gc2< ) an(t) n(t)
O estado de um sistema num instante ¢ é especificado pelos valores das varidveis de

estado x;(t)(i = 1,2, ...,n) nesse instante. O estado de um sistema, num dado momento



2.4. Sistema linear 7

de sua histéria passada, constitui toda informacao que é necessaria para se determinar
sua evolucao futura, num problema de condicao inicial. A escolha das variaveis de estado
nao é tunica, pois depende das condicoes que o sistema oferece.

O sistema (2.6) é equivalente a equagao (2.5), entretanto, ha algumas vantagens de
se escrever uma equagao diferencial de ordem n como n equagoes diferenciais de primeira
ordem. Contudo, a principal vantagem de se trabalhar com n equagoes de primeira ordem

é que existem trés técnicas para se analisar um sistema dinamico

e Técnica analitica: integram-se analiticamente as equagoes, determinando a solugao
em termos de férmulas gerais. Essa técnica possui a desvantagem de que nem sempre

é possivel se determinar tais férmulas (quase nunca a integragao analitica é factivel).

e Técnica numérica: integram-se numericamente as equacgoes, calculando-se valores
para as variaveis dependentes x(t) = (z1(t), z2(t),...,x,(t)) em pontos pré sele-
cionados da variavel independente t. A desvantagem desse método é que a solugao
calculada ¢é aproximada e sé ¢ valida para a situacao calculada, ou seja, vale apenas
para aqueles valores de condigoes iniciais e de parametros usados na integracao.
Quando se altera algum desses valores, é necessario integrar novamente as equagoes

do sistema.

o Técnica qualitativa: através de calculos analiticos relativamente simples, temos uma
idéia de como o sistema evolui. Essa técnica usa a descri¢ao das variaveis de estado, e
seus resultados sao representados no espaco de estados, também chamado de espaco
de fases. A desvantagem dessa técnica é que parte da informacao quantitativa
é perdida. Perde-se a informagcao sobre o comportamento transiente do sistema,
isto é, sobre o comportamento que o sistema apresenta antes de atingir um regime

permanente.

Para sistemas lineares valem o principio da aditividade e o principio da propor-
cionalidade entre excitacdo e resposta. O primeiro principio estabelece que se para uma
entrada Fi(t) o sistema exibe uma resposta x;(t), e para uma entrada Fy(t) o sistema
exibe uma resposta Xs(t), entdo para uma entrada F(t) + Fy(t), a saida do sistema sera
x1(t) +x2(t). O segundo principio, também conhecido como principio da homogeneidade,
afirma que, se para uma entrada F(t), o sistema tem uma saida x(¢), entao para uma

entrada kF(t), sendo k uma constante, a saida serd kx(t). Em sistemas nao-lineares nao
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valem, em geral, esses principios. Nao ha um método analitico geral para se obter a
solucao explicita dessa equagao para quaisquer coeficientes a;(t) (j = 0,1, ...,n) e entrada
F(t). Ou seja, ndo ha um método geral para se obter a férmula que expressa como x

varia em funcao de ¢[18].

2.5 Sistema nao-linear

Em geral é impossivel obter solugoes analiticas exatas de equacoes diferenciais nao-
lineares. Entretanto, um sistema nao-linear pode ser aproximado em torno de um ponto
de equilibrio por um sistema linear. Tal procedimento é conhecido como linearizacao.
Estudando a aproximacao linear, pode-se, as vezes, prever o comportamento das solugoes

do sistema nao-linear na vizinhanca do ponto de equilibrio.

2.5.1 Linearizacao

Seja o sistema de equagoes diferenciais nao-lineares de primeira ordem

1 = fi(xy, za, ..., Tp)
To = fox1, 20, ..., Tp)

(2.7)
By = fu(T1, 72, ..., Ty)

para o qual existe um ponto de equilibrio x* = (z7, 5, ..., 2} ). Em torno desse ponto, as
fungoes f;(x1,x2,...,z,), (i = 1,2,...,n), podem ser aproximadas por equagoes de retas,

ou seja, equacoes lineares. Para isso, expandem-se essas fungoes em série de Taylor

dt —fZ(ZL’l,...,LUn> = fz(xl,...,$n>+a—wl x* (ZEl $1)+6_ZL’2 x* (I‘Q ZE2)+
afl * anl %\ 2 an’L *\2
+8xn x* (Tn _x”)+8_x% < (r1 — 27) +8_:L*§ x* (T2 — 3)
a2fi *\2
+...+ ax% x* (mn _wn) + )

onde ¢ = 1,2, ...,n. Retendo-se apenas a parte linear obtém-se, em notagao matricial,

d§
= = Jd&(t) (2.8)
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sendo £ o vetor coluna das variaveis de estado e J a matriz Jacobiana

* ofi(x*)  9fi(x*) of1 (x*)

T1— T oz Ox2 Ozn,
N Oh()  0h()  Of(x)

dé(t) = N A U
Ofn(x*)  Ofn(x*) O fn(x*)

Tn — l’; ox1 Oxo Oxn

2.5.2 Estabilidade e ponto de equilibrio

Estabilidade, segundo Lyapunov, é uma palavra usada para caracterizar tanto uma
solucao, quanto uma equacao diferencial. A estabilidade de uma solugao ¢ determinada
pelo comportamento das solugoes cujas condigoes iniciais pertencem a sua vizinhanca. A
estabilidade de uma equacao diferencial é determinada pelo comportamento de equagoes
isomorficas, cujos valores dos parametros sao proximos aos da equacgao estudada.

Seja x* a posicao de equilibrio de um sistema dinamico. Define-se x* como um ponto
de equilibrio assintoticamente estavel se, tomando uma condigao inicial x(0) préxima
de x*, entdo a trajetéria x(t) tende a x* quando ¢t — oo. Um ponto assintoticamente
estavel atrai todas as trajetorias contidas em uma ”esfera”com centro em x*, conforme
0 tempo passa. Se essa esfera possui raio finito, x* é um ponto de equilibrio localmente
assintoticamente estavel. Se essa esfera tem raio infinito, ou seja, abrange todo o espaco
de fases, o ponto de equilibrio é globalmente assintoticamente estavel. Em ambos os casos,
tal ponto é classificado como um atrator. O conjunto de todas as condigoes iniciais que
convergem para um mesmo atrator formam uma bacia de atracao.

Define-se x* como um ponto de equilibrio neutramente estdavel se, apds uma per-
turbagao na condi¢ao inicial x(0) = x*, entdo x(¢) permanece dentro de uma esfera
centrada em x*, conforme o tempo passa. Nesse caso porém, x(t) nao tende para x*
quando t — oc.

Define-se x* como um ponto instdvel se, apés uma perturbacao na condi¢ao inicial
x(0) = x*, entdo x(t) deixa a esfera centrada em x* num tempo finito. Usamos a palavra
esfera se o sistema for tridimensional, se fosse unidimensional seria um segmento de reta.
No caso bidimensional um circulo, e para dimensao maior que trés usamos o termo hiper-
esfera.

A estabilidade de um ponto no sentido de Lyapunov é definida em termos do com-

portamento das trajetérias que partem de uma condigao inicial localizada na vizinhanca
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desse ponto. A existéncia de um ponto instavel implica que, conforme o tempo passa, a
magnitude das variaveis pode aumentar de maneira ilimitada, distando-se do ponto em
questao. Num sistema fisico real, isso corresponde a elementos mecanicos que se rompem,
ou a elementos elétricos que saturam ou queimam.

Considere o sistema de n equagoes diferenciais (2.8). O polinomio caracteristico é
obtido através de det(J — AI) = 0. Quando todos os autovalores da matriz J tiverem
a parte real diferente de zero, o ponto de equilibrio correspondente z* é chamado de
hiperbolico, independente do valor da parte imaginaria. Quando pelo menos um autovalor
tem a parte real nula, o ponto de equilibrio é denominado de nao-hiperbdolico.

Os pontos de equilibrio hiperbdlicos podem ser classificados de trés formas quanto a

estabilidade: atratores, repulsores e selas [12].

e Se todos os autovalores de J tem a parte real negativa, o ponto de equilibrio é
chamado de atrator, sendo que neste caso o equilibrio é assintoticamente estavel. Se
todos os autovalores de J sao complexos, entao o atrator é chamado de foco estdvel,

e se todos os autovalores de J sao reais, o atrator é chamado de nd estdvel.

e Se todos os autovalores da matriz J tem a parte real positiva, o ponto de equilibrio
é chamado de repulsor ou fonte. Se os autovalores sao complexos, entao a fonte é
chamada de foco instavel e, se todos os autovalores de .J sao reais, a fonte é chamada

de no instavel.

e Quando alguns autovalores (mas nao todos) tém parte real positiva e o restante tem

a parte real negativa, entao o ponto de equilibrio é chamado de sela.
Quanto a estabilidade de pontos de equilibrio nao-hiperbdlicos, pode-se dizer que:

e Um ponto de equilibrio nao-hiperbélico é instdvel se um ou mais autovalores de J

tem a parte real positiva.

e Se alguns autovalores da matriz J tém a parte real negativa, enquanto que os outros
autovalores tém a parte real nula, o ponto de equilibrio é chamado de marginalmente

estdvel.

e Se todos os autovalores da matriz J sao imaginarios puros e nao-nulos, o ponto de

equilibrio é chamado de centro.
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2.5.3 Equivaléncia topolégica

Seja uma funcao g(x) =y, g = (91,92, -, 9n) € ¥ = (¥1,%2, -, Yn), Suponha g uma
funcao bijetora. Uma funcao com essa propriedade é invertivel, isto é, existe uma funcao

1'é continua, entao g é

inversa g~ !(y) = x. Se g é continua, invertivel e sua inversa g~
um homeomorfismo, e o dominio x e a imagem y sao homeomorfos. Quando os retratos
de fases dos sistemas dinamicos x = f(x) e y = h(y) podem ser relacionados por um
homeomorfismo g(x) =y que preserva o sentido do movimento (a orientagdo) no espago
de fases, entao esses sistemas sao topologicamente orbitalmente equivalentes. Isso significa
que as trajetorias de um sistema podem ser continuamente deformadas até se tornarem
iguais as trajetorias do outro sistema. Deformagoes continuas envolvem esticamentos e
alongamentos, mas nao cortes ou emendas. Dois retratos de fases que apresentam a mesma
estrutura orbital sao qualitativamente equivalentes, conseqiientemente eles apresentam
comportamentos dinamicos similares. Portanto, se as trajetérias na vizinhanca de um

ponto fixo do sistema dinamico nao-linear sao qualitativamente equivalentes aquelas do

sistema linearizado, entao é possivel fazer um estudo local da estabilidade.

2.5.4 Teorema de Hartman-Grobman

D.M. Grobman, em 1959, e P. Hartman, em 1963, provaram independentemente
que, na vizinhanga de um ponto de equilibrio hiperbdlico, um sistema nao-linear de di-
mensao n apresenta um comportamento qualitativamente equivalente ao do sistema linear
correspondente [18].

Portanto, o teorema de Hartman-Grobman garante que a estabilidade de um ponto de
equilibrio hiperbdlico é preservada quando se lineariza o sistema em torno desse ponto,
de modo que o retrato de fases, na sua vizinhancga, é topologicamente orbitalmente equi-
valente ao retrato de fases do sistema linear associado. Dois retratos de fases sao topo-
logicamente orbitalmente equivalentes quando um é uma versao distorcida do outro. Se
o ponto de equilibrio é nao-hiperbdlico, ou seja, se ha algum autovalor com parte real
nula, entao a linearizacao nao permite predizer sua estabilidade. Nesse caso, devem-se
considerar termos de ordem superior que foram desprezados na expansao em série das
fungoes fi(z;), i = 1,2,...,n, ou usar outro método para determinar a estabilidade, como

o método direto de Lyapunov ou a teoria da variedade central.
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2.6 A equacao de Duffing

A vibracao esta presente ja nos primeiros tempos da Historia da Humanidade. Instru-
mentos rudimentares, como apitos e tambores tém no seu principio de funcionamento, um
problema vibratorio como esséncia. Estes instrumentos tiveram muita importancia entre
0s povos primitivos como meios de comunicacao. Mais tarde uma série de instrumentos
musicais (percussao, cordas, metais, etc.) foram concebidos aproveitando movimentos vi-
bratérios, geradores de ondas sonoras. O desenvolvimento da teoria da vibracao resultou
dos avangos das ciéncias bésicas das quais deriva: matemdtica e mecanica geral [25].

J. Bernoulli (1654 — 1705) foi o primeiro a propor o principio da superposicao linear
de harménicas. C. A. Coulomb (1736 — 1806), por volta de 1784, realizou estudos tedricos
e experimentais sobre as oscilagoes torcionais de um cilindro metalico suspenso por um
arame.

Em 1877, Lord Rayleigh (1842 — 1919) publicou seu livro A Teoria do Som, até hoje
considerado um classico no assunto. Frahm, em 1909, propos o absorvedor dinamico de
vibragao, que envolve a adicao de um sistema massa-mola secundario para eliminar as
vibragoes de um sistema principal.

Modernamente, muitos outros pesquisadores contribuiram com o estudo de vibragoes.
Em vibracoes nao-lineares a teoria comecou a se desenvolver no final do século XTX
com J. H. Poincaré (1854 — 1912) e A. M. Lyapunov (1857 — 1918). Apds 1920, G.
Duffing (1861 —1944) e B. Van der Pol (1889-1959) realizaram estudos (suas equagoes sao
paradigmas de sistemas dinamicos nao-lineares) sobre a teoria de vibragoes nao-lineares
e concentraram atencao em sua aplicacao a problemas de engenharia.

As vibracoes simples de muitos sistemas conservativos, com um grau de liberdade,

podem ser modelados matematicamente da forma

d*z* .
com f nao-linear em z* = z{; que é a posicao de equilibrio do sistema vibratdrio, ou seja,
f(ag) = 0[20].

Se f for suposto como analitica em z* = zj;, entao obtemos
flx*) = ki(x* — a) + ko(2* — 28)* + ... (2.10)
onde

1adnf

"l dan

()
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Assim, fazendo u* = x* — z} a equagao (2.9) pode ser reescrita como

d?u*
dt*2

+ kut + ku™ + ... = 0. (2.11)

A equagao (2.11) descreve o movimento do sistema na vizinhanga da posi¢ao de
equilibrio.
Considerando o caso particular da equagao (2.11)
dQU* * *3
g H R ks =0 (2.12)

onde k; > 0 e k3 pode ser positivo ou negativo, obtemos a equacao (2.12) que é conhecida

como equacao de Duffing. Em geral, as equacoes sao analisadas em termos de variaveis

* *

u
adimensionais, entao introduzimos novas variaveis definidas por t = T eu= i onde
T* e U* sao o tempo e a distancia caracteristicos. Assim,
d ddt 1d
dt* — dtdt*  T*dt
d? 1 d?
dte2 T2 d2
Entao, (2.12) se torna
i+ ky T*u + ks T2Uu® = 0 (2.13)

Escolhendo, de maneira conveniente, 7% tal que k;T*% = 1 e fazendo ¢ = k3T*?U*? =

ksU*? /k1, podemos reescrever (2.13) como
i+ u+eu®=0 (2.14)

onde u(0) = zg e u(0) = & sdo as condigoes iniciais.

Verificamos que ¢ é uma quantidade adimensional, e é uma medida da forca de nao-
linearidade.

A equacao de Duffing é usada para descrever a dinamica nao-linear de sistemas elétricos
e mecanicos, e recebeu este nome em homenagem aos estudos de G. Duffing na década de
1930. Esta equacao descreve uma série de fendmenos fisicos importantes, dentre os quais
deve-se destacar um circuito elétrico com uma indutancia nao-linear e a viga de Moon e
Holmes, que trata a flambagem de uma viga elastica devida a acao de forcas magnéticas
[26]. A equagao de Duffing pode representar, inclusive o movimento de um péndulo.

No capitulo seguinte introduzimos a teoria de perturbacao, onde apresentamos técnicas

para a resolugao da equacgao (2.14).
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2.7 A equacao de Van der Pol

Varios problemas de vibragoes com amortecimento nao linear sao modelados di-
namicamente pela equacao de Van der Pol. A principal caracteristica dos sistemas que
permitem essa modelagem ¢ a existéncia de um ciclo limite para suas trajetérias de movi-
mento. Independentemente da amplitude inicial de movimento desses sistemas, o dia-
grama de fase sempre tende para uma unica curva que corresponde a solucao periddica
quando o tempo tende ao infinito [17].

A equacao diferencial nao-linear de Van der Pol é dada por

i—a(l—2®)i+x=0 (2.15)

onde o termo a(l — z?) introduz um amortecimento que assume valores negativos para
pequenas amplitudes de movimento, caracterizando o sistema como acreativo, e assume
valores positivos para grandes amplitudes de movimento, caracterizando o sistema como
dissipativo.

Exemplos de sistemas que se enquadram nesse modelo sao sistemas elétricos de reali-

mentacao.

2.8 Oscilacoes e ressonancia

As oscilacoes naturais de um corpo ocorrem quando ele é deslocado da posicao de
equilibrio e, a seguir, solto. Se esse corpo tem massa m e estd preso a uma mola, com
constante de elasticidade k, entao a freqiiéncia natural desse sistema é wy = \/k/m.

No entanto, quando o corpo é submetido a uma forca periédica externa temos uma
nova situacao. As oscilagoes resultantes desta forca sdo denominadas oscilagoes forcadas e
tém a freqiiéncia da forca externa e nao a natural do corpo. A resposta do corpo depende

da relagao entre as freqiiéncias da oscilagao forgada e da natural do corpo [9)].

2.8.1 Osciladores

Em um oscilador linear, sem amortecimento, excitado por uma forca periédica ex-
terna, cuja freqiiéncia pode ser variada lentamente, a amplitude tende para infinito,

quando a frequiéncia da forca externa w € igual a freqiiéncia natural wy, conforme mostrado
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na figura 2.1.

|Al

g @

Figura 2.1: Estado da amplitude |A| como uma fungao da freqiiéncia w para um oscilador

linear sem amortecimento.

No oscilador nao-linear com amortecimento, quando excitado por uma forca periédica
externa o estado da amplitude pode mudar subitamente de maneira descontinua. Esse
fenomeno do salto de amplitude esta presente nesse oscilador quando mantemos fixa a
amplitude da forca periédica externa e variamos lentamente a sua freqiiéncia. A freqiiéncia
natural é wy em pequenas amplitudes e cresce com o crescimento da amplitude conforme
vemos na curva tracejada da figura 2.2. Nessa mesma figura, a curva solida representa o

comportamento da amplitude como uma funcao da freqiiéncia.

|A|

Figura 2.2: Amplitude versus freqiiéncia em um oscilador nao-linear com amortecimento.
A curva tracejada representa as oscilacgoes livres e a curva solida a amplitude em funcao

da frequéncia.
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2.8.2 O fenomeno do salto de amplitude

Consideremos um ponto P se deslocando ao longo da curva de ressonancia nao-linear
da figura 2.3. Para valores decrescentes de w quando P se move de 1 para 2 a amplitude
|A| é lentamente aumentada e possui um valor tinico. Ao continuar decrescendo o valor de
w, abaixo de w’, P precisa continuar a se mover ao longo do ramo inferior estavel da curva
de ressonancia nao-linear até alcangar o ponto 3. Mesmo que |A| nao tenha um valor
unico no intervalo de freqiiéncia entre w’ e w”, devido as consideracoes de estabilidade, P
precisa continuar a se mover ao longo do mesmo segmento estavel da curva de ressonancia
que ele comegou anteriormente. Desde que a curva de ressonancia corresponde a um
valor fixo da amplitude da forca externa, quando w é decrescido adiante, P precisa saltar
verticalmente para cima no ponto 4 e entao seguir o ramo superior estavel para 5. Assim
|A| salta descontinuamente de seu valor em 3 para um valor maior em 4 e entdo decresce
suavemente quando P vai para o ponto 5. Se por outro lado w é aumentado a partir de
5, P se move ao longo do ramo superior estével (|A| cresce suavemente) do ponto 5 até o
ponto 6 no que ele salta verticalmente para baixo (|A| decresce descontinuamente) em 2

e entdo se move (|A| decresce suavemente) para o ponto 1.

A

Al

g " o

Figura 2.3: Fenomeno do salto de amplitude.



Capitulo 3

Introducao a teoria de perturbacao

As equacoes diferenciais que descrevem sistemas vibratorios geralmente nao sao li-
neares, e sua solucao analitica dificilmente pode ser encontrada. Uma andalise qualita-
tiva dos sistemas dinamicos nao-lineares pode ser realizada através de uma abordagem
analitica, quando as nao-linearidades podem ser consideradas pequenas (fracamente nao-
linear). Neste caso, elas sdo tratadas como perturbagoes em rela¢do a um sistema linear.
Assim, a resposta de um sistema nao-linear é uma perturbacao da resposta do sistema
linear. A principal caracteristica desta andlise é avaliar o comportamento de um dado
sistema nas vizinhangas de uma solucao conhecida [26].

Os métodos de perturbacdo (também denominados técnicas analiticas aproximadas)
formulam procedimentos com os quais é possivel introduzir perturbacoes em um sistema
linear. A idéia bésica é utilizar séries de poténcia relativamente a um pequeno parametro
g, que represente a grandeza de uma perturbacao. Trata-se de um procedimento analitico
usado para obter solugoes no tempo. Neste capitulo, descrevemos trés métodos classicos
da teoria de perturbacao: o método da expansao direta, o método de miiltiplas escalas e

o método da média.

3.1 O método da expansao direta

Consideremos o seguinte sistema de equacoes diferenciais
. 2 . . .
i + wiwg = efi(Q, Uty ooy U, Uty ooy Uy), 1= 1,2,..,1m (3.1)

onde w? sao as freqiiéncias de oscilacao. As fungoes f; sao chamadas fungoes ou forgas

perturbativas e contém termos que representam a dissipagao de energia, termos nao-

17
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lineares e a excitagao externa. Além disso, consideramos que f; sao fungoes peridédicas em
© com periodo 2.

O método da expansao direta pode ser particularmente 1til na identificacao das diver-
sas condicoes de ressonancia de um sistema dinamico. Neste caso, a variavel dependente

u;(t) é expressa como uma série em poténcias de um pequeno parametro ¢ e fungoes u; ;(¢).
n—1

wi(t;e) = > i (t) + O("), i=1,2,..,n. (3.2)
=0

Ao substituir a expansao dada acima na equacao do movimento, obtém-se um conjunto
de equacoes diferenciais para a determinacao de u; o, %; 1, ..., ordenadas segundo o valor do
expoente do pequeno parametro €. Estas equacoes sao resolvidas recursivamente, e neste
procedimento, as condigoes de ressonancia podem entao ser identificadas.

Embora seja adequado na identificacao das condicoes de ressonancia, o método da
expansao direta nao pode ser empregado de maneira eficaz para diversas analises de
interesse, como por exemplo na obtencao da resposta do sistema em regime permanente.
Nestas andlises outros métodos de perturbacao devem ser empregados, dentre estes os

mais utilizados sdo o método de multiplas escalas e o método da média [27].

3.2 O método de miltiplas escalas

A expansao direta da solugdo da equagdo (3.1) em série de poténcias é dada pela
equacao (3.2), e as fungdes u; j(t) podem apresentar termos seculares mistos e pequenos
divisores (termos ressonantes). Isto ocorre devido ao fato de nao considerarmos que w;

também dependem de €. Entao, ao lado da expansao direta devemos considerar a expansao
Wi = Wip + Ew;1 + €2w7;2 + ... (33)

Esse procedimento leva ao aparecimento de vérias escalas de tempo t, et, €t,..., e
o método de multiplas escalas considera que essas escalas sao variaveis independentes
distintas, e portanto o problema dinamico originalmente descrito na forma de equacoes
diferenciais ordinarias ¢ transformado na forma de equacoes diferenciais parciais.

Consideremos as escalas de tempo Ty = t, T} = €t, ... e procuramos solucoes definidas
da seguinte forma

Uz<t,€) :Ul(To,Tl,TQ,,éT), 1= 1,2,,71 (34)
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Como a variavel independente original (escala temporal ¢) foi substituida por novas
variaveis (escalas) independentes Ty, T}, 75, ..., as derivadas em relacdo a ¢ devem ser

expressas em termos de derivadas parciais, relativamente a 7,, tal que,

d

E = Do—f-EDl—f—.‘.
d2

i Di +2eDyDy + ...

onde D,, = %.

Ao substituir a equagao (3.4) juntamente com as expansoes das derivadas temporais
em termos das novas escalas na equagao do movimento (3.2), obtém-se um conjunto de
equagoes perturbadas para a determinagao de w;, u; 1, ... ordenadas segundo o valor do

expoente presente no pequeno parametro ¢, as quais podem ser resolvidas de maneira

recursiva [27].

3.3 O método da média

Originalmente criado por Krylov e Bogoliubov, o método da média é um dos métodos
que podem ser utilizados para obter uma solucao analitica aproximada de equagoes di-
ferenciais. Este método é um método de perturbagao que consiste em considerar certas
quantidades como fungoes que variam suavemente no tempo [14].

Consideremos as equagoes (3.1). Fazendo € = 0 temos
i +wiu; =0, i=1,2...,n (3.5)

as quais sao denominadas equagoes nao perturbadas correspondentes ao sistema (3.1) e

cujas solugoes sao fungoes harmonicas do angulo de fase ¥; = ¢ + [5;:
u; = a;cos;, 1=1,2,...n (3.6)

sendo a; a amplitude do i-ésimo modo.

Quando sao considerados os parametros perturbativos na excitacao externa, ou seja,
quando ¢ # 0, harmonicos mais altos podem aparecer na solugao e as freqiiéncias naturais
podem depender da amplitude. Considerando que ¢ — 0 a solucao pode ser representada
por (3.6), podemos representar a solucao do sistema de equagoes diferenciais (3.1) na
seguinte forma

U; :ai(ét)cos¢i+Z€jMij(g0,a1,...,an,ﬁl,...,ﬁn), = 1,2,...,7’L (37)

=1
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onde M;; sao fungoes desconhecidas, periddicas em ¢, com periodo 27, e dependentes de
a;.

O primeiro passo para obter uma solu¢do analitica para o sistema dinamico (3.1)
através do método da média ¢é utilizar o método de variacao de parametros para trans-
formar as variaveis dependentes u; em novas variaveis dependentes a; e 3;,7 = 1,2, ..., n.
Como (3.1) e (3.6) constituem 2n equagoes para 3n variaveis, impoe-se condigoes adi-
cionais

ui = —w;a; Siﬂwi, 1= 1,2,...,71, (38)
requerendo que a velocidade da coordenada u do sistema perturbado (3.1) tenha a mesma
forma que para o caso € = 0.

Logo, quando as equagdes (3.6) sao substituidas nas equagoes (3.1) proporcionam uma

mudanca de varidveis v — z, sendo v = (uy, Uy, s, Ug, ..., Un, Up) L € 2 = (a1, B, a2, B, ..., an, Bn) 7T,

cujas equacoes diferenciais sao da forma

(0.9]
a; = Z&tjGij(go,al, ey Gy B, oy Bn) sinty; i =1,2,...,m,
j=1

aifl = a;i(w; — w) + Zejﬂj(go,al, ey, By ooy Br) cOSYy, i =1,2,..,n, (3.9)

Jj=1
: : dyp : : . s
as quais, unidas a 7 w formam um sistema equivalente ao (3.1). As fungoes periodicas
Gij(p, a1, ....;an, B1, ..., Bn) e Tij (@, a1, ..., an, Br, ..., Br), @ = 1,2, ..., n s@o funcdes que variam
suavemente no tempo. Em geral, restringe-se a solugao a k-ésima aproximacao, ou seja,
as somas infinitas que aparecem nas trés tultimas equagoes, sao substituidas por somas
finitas de 1 até k. Supondo que a solugdo das equacoes (3.9) para kK = 1 sdo do tipo

z=y+eW(y,t, e), ou seja,
a; = Az + €Ui(g0, Al, -~-;An7£17 7£n) 1= 1, 2, ,n/2,
51’:gi+5W(§07A17-~-7An7£17---aén) 1= 1,2,...,n/2, (310)
onde U; e V; sao funcoes periddicas que variam suavemente no tempo, pode-se obter uma
primeira aproximacao para as equacoes acima determinando A; e &; através de equacoes

médias § = ef(y) de (3.9), substituindo as novas varidveis A4; e & nestas equacdes. Para

isso, basta que existam as integrais

. 1 [
Ai:?/o jzlstnij(go,al,...,an,fl,...,ﬁn)dgp 1=1,2,....n;
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: 1 [T > ‘
ai@ = ?/ [Eaiai+ZSJTnij(go,al,...,an,fl,...,fn)]dgo 1 = 1,2,...,77,. (311)
0 .
J=1
onde T é o periodo.
Obtidas as equagoes médias acima, basta igualar estas equagoes a zero e obtém-se
as expressoes A; e & em seu estado estacionario. Observe que este primeiro termo da

solucao é constante e é equivalente a solugao de equilibrio das equacoes médias. Chega-se

a solucao (3.6) retornando as varidveis iniciais u.



Capitulo 4

Aplicacao do método das miultiplas
escalas e método da média na

equacao de Dufling - Van der Pol

4.1 Equacao do movimento

O problema estudado neste trabalho é um oscilador nanomecanico [2], [3], [4], cuja

equacao linear de movimento estd representada na seguinte forma

dEqp
dx

C(x)V?

mi + 2bx + kx = — (4.1)

onde m é a massa efetiva de uma haste, E.q, = é a energia capacitante, C(z) =

d(ﬁ—og) ¢é o deslocamento dependente da capacitancia, d é a distancia entre o eletrodo e a
d
haste, b é a constante de amortecimento e k é a constante de elasticidade.

A voltagem aplicada é composta de componentes ”grande DC”e ”pequeno AC”, ou

seja, V(t) = Vpe + veoswt onde v é constante e v << Vpe. Nesse caso, x << d e a

equagao do movimento é

2Cy| V) t+1/4 2wt
il+27u+wg{1— ol DCCOS‘ZO; f4v cos w]}u:f(t) (4.2)
onde u = ¢ — Vb o = Jh b _ w0 do o fator d lidad Ani
= s Wo =/ V= = 55 (Q sendo o fator de qualidade mecanica) e

3

A seguir é acrescentado um termo elastico proporcional a u° e um termo de amorte-

22



4.2. Expansao Direta 23

Figura 4.1: O dispositivo consiste em um suporte nanomecanico duplamente apertado e

um eletrodo. A forca de excitagao é aplicada como voltagem entre o suporte e o eletrodo.
cimento nao-linear proporcional a u%i. Logo, temos que
i+ 29(1 + Bu)i + wi (1 + ku®)u = f(t). (4.3)

A equagao do movimento obtida descreve um oscilador de Duffing - Van der Pol com

amortecimento nao-linear, ou ainda

i+ 2v(1 + Bu)i + wi (1 + ku®)u = F coswt (4.4)
onde F' = M.
dm
Assim, temos
i + 2vi + 2yBuPt + wiu + wiku® = F cos wt. (4.5)

Considerando como pequenos parametros, v e k, podemos reescrever a equacao (4.5)
de forma que

il + 26(1 + Bu?)u + wiu + ewiu® = F coswt. (4.6)

4.2 Expansao Direta

A expansao direta para a solugao da equagao (4.6) é dada por
u(t;e) = uo(t) + euy(t) + ... (4.7)
Substituindo (4.7) em (4.6), obtemos

(g + ety + ...) + 2e(tig + €ty + ...) + 2eB(ug + uy + ...)% (g + €tiy + ...)
+wd(ug + euy + ...) + ewi(ug + gug +...)> = F coswt
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(4.8)
ou
Uy + 1 + waug + ewpuy + 26t + 26 Budtiy + ewiud + ... = F coswt. (4.9)
Separando os termos segundo as poténcias de £, obtemos
g +wiug = Fcoswt (4.10)
Uy 4wl = =200 — 2Bulig — wiud (4.11)
A solugao da equagao (4.10) é dada por
Uy = Ugp + Uop (412)
onde ugy, € a solucao da parte homogenea e ug, ¢ a solucao particular.
A solugao homogeénea é da forma
uop, = acos (wot + ) (4.13)

onde a e ¢ sao constantes, enquanto que uma solugao particular, pelo método dos coefi-

cientes indeterminados, resulta

Uop = m cos wt. (414)
Portanto,
F
Up = a Cos (u)()t + QO) + m cos wt (415)
ou
up = acos (wot + ¢) + 2A coswt (4.16)

onde 2A = F(wg — w?)™".
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Substituindo (4.16) em (4.11) obtemos

3 3
iy +wiur = |2awo + Qﬁwo(az + 2aA2)] sin (wot + ¢) — wp {6a/\2 + Za?’] cos (wot + )

+ [2Aw + 2Ba*Aw + 45A3w] sin wt — w; [3a2A + 6A3} coswt
2
+4BAwsin (3wt) — 2w A® cos (3wt) + 23 [aQwoA + %Aw} sin [(2wo + w)t + 2¢)]

2
—gwgazA cos [(2wy + w)t + 2] + 2 [azwoA — %Aw} sin [(2wp — w)t + 2y
—ngaQA cos [(2wy — w)t + 2¢] + [4aBA%w + 2a8M%w ] sin [(wo + 2w)t + ]
—3wgal? cos [(wo + 2w)t + @] + [2aBM°wy — 4aBA%w] sin [(wy — 2w)t + ¢

2

—3wial? cos [(wy — 2w)t + @] — %a?’ cos (3wot + 3¢)

3
—i—%ﬂwo sin (3wot + 3¢p)

(4.17)

Como (4.17) é linear, uma solugao particular pode ser obtida como a soma de solugoes

particulares, onde cada uma corresponde a um termo nao homogéneo diferente. Assim,
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temos
Lo 3 2| 2,9 3

u = |a+ Zﬁa + 2BalN? | tsin (wot + ) + [3aA® + g4 wot cos (wot + ¢)

20w + 20a*Aw + 48A3 2(3a*A + 6A3

—i-( “r ﬂgb w;— ) sinwt—wﬂ( a2 +2 )Coswt
4B8wA3 2waA3 2ﬁ(a2w0A + “2—2Aw) ‘
=07 sin 3wt — R cos 3wt + B2t w)? sin [(2wo + w)t + 2¢]
3 2 2A 2 2 A — ﬁA
Wy oS [(2w0+w)t+2g0] i ﬁ(a Wo 2 w)

sin [(2wg — w)t + 2¢]

2w? — (2wy + w)?] wi — (2wg — w)?

3wia®A
2wz — (2wy — w)?]

4BawA? 4 2a3A?
wi — (1 +w)?

cos [(2wg — w)t + 2¢] +

sin [(wo + 2w)t + ¢]

2 A2 —4 A? 2a\?
afwo Paw sin [(wg — 2w)t + @] — 3wpa

2w)t
wg—(WQ—FQW)QCOS[(WO_’_ w) +§0]

wi — (wp — w)?

dapA’w 3wial?
- in|(1—2w)t — — 2wt
wp — (1 —2w)? sin [ Wt wh — (wo — 2w)? cosl(wo = 2w}t + ¢
3 3
+ % cos (3wot + 3¢) — 1663)0 sin (3wot + 3¢p).

(4.18)

Substituindo (4.16) e (4.18) em (4.7), obtemos
r 1,3 2|
u = acos(wt + )+ —5——coswt+e 1 la+ Zﬁa + 2BaN*|tsin (wot + )

(2Aw + 2Ba*Aw + 468A3W)
wi — w?

3
+ {3&/&2 + gaﬂ wot cos (wot + ¢) + sin wt

2(3a%A + 6A3 4BwA3 2wz A3
—WO( a2 + )coswt—l—Lsin?)wt—L

cos 3wt
wg — w? w2 — 9w? wg — 9w?

2 (a*wo + “—;Aw)
wi — (2 +w)?

3wia*A

2[w? — (2w + w)?]

sin [(2wo + w)t + 2¢] —

cos [(2wo + w)t + 2¢]
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3wia?A

sin [(2wo — W)t +2¢] = o

cos [(2wp — w)t + 2¢]

Wi — (2wy — w)?

4Bawh? + 2a3A* 2a8wo\? — 4Baw?

sin [(wo — 2w)t + ]

sin [(wo + 2w)t + ¢] +

wi — (1 +w)? w§ — (wo — w)?
3wiaA? 4aB\*w )
- 2w)t — 1—2w)t
P P cos [(wo + 2w)t + ¢] (=) sin [( w)t + ¢]
Swial? a?

Tl (2w R0 TR g cos Gt 4 39)

_ Ba”
]_6(,00

sin (3wot + 390)} + ...

(4.19)

Podemos observar em (4.19) que termos do tipo ¢ sin (wot + ¢) ou t cos (wot + ¢) tende
a infinito quando ¢ — oo, mas a solu¢ao da equagao (4.6) é limitada para qualquer valor
de t. Estes termos sao conhecidos como termos seculares mistos ou termos de Poisson,
e comprometem a solugao da equacao. Este fato ocorre porque truncamos uma série
infinita. Observe ainda que (4.19) contém termos cujos denominadores podem ser muito
pequenos. Estes termos sao denominados pequenos divisores. Neste problema, pequenos
divisores ocorrem quando w & 0, w & wy, w & L, w ~ 2wy, w ~ 3(1+wp), w & 3(1 —wy),
w =~ wy — 1. Essas freqiiéncias especiais sao denominadas frequéncias ressonantes.

Dessa forma podemos identificar, através da expansao direta, a presenca de pequenos
divisores e também termos seculares. Estes termos devem ser eliminados da solucao para
nao comprometer a sua validade.

Na proxima sessao, usamos o método de miltiplas escalas para encontrar uma ex-

pansao uniforme de primeira ordem para (4.6) que nao contenha termos seculares e pe-

quenos divisores.
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4.3 O Método de Multiplas Escalas

Para encontrarmos uma solugdo aproximada para a equacao (4.6) que seja livre
de termos seculares e termos com pequenos divisores, utilizaremos um dos métodos de
perturbagao, o método de multiplas escalas [20]. Introduzimos as escalas Ty =t e Ty = et,

entao as derivadas ficam

d

% = D0+ED1—|—...
dQ

i Di +2eDyDy + ...

onde D,, = a%'
n

Devemos verificar se wt serd uma escala rapida ou lenta. Se w esta distante de zero,

entao coswt varia rapidamente, e teremos
coswt = coswly (pois t=Tp) (4.20)

Por outro lado, se w ~ 0, coswt varia lentamente. Neste caso, faremos w = o0, onde
o= 0(1). Assim,

coswt = cosoet = coso(et) = cosoly (4.21)

e portanto, wt é representado em termos de 7. Conseqiientemente, o caso w = 0 precisara
ser tratado de forma independente.

Supondo que w estd distante de zero, introduzindo as escalas na equacao (4.6) obtemos
Dau+2eDoDyu+ ... +wiu + 2e(1+ Bu?)(Dou +eDyu+ ...) + ewiu® = F coswTy. (4.22)
Buscamos uma solugao aproximada para a equagao (4.22) da forma
u = up(Ty, Th) + eur (To, T1) + ... (4.23)
Substituindo (4.23) em (4.22), obtemos

D(QJUO + €D(2]’LL1 + 2€DOD1UO + ngO + augul + 28[1 + ﬁ(UO + EUq + )2] [D()U() + SDoul

+e(Dyug + eDyuy + ...)] + ewilug + uy + .2 = FeoswTy

Logo,

Diug +eDauy + 26 Do Dyug + wig + ewiuy + 2e Doug +£28ui Doug + ewpul + ... = F cos wTh
(4.24)
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Agora, separando os termos em relagao as poténcias de &, temos
e : D3ug + wiug = F coswTy (4.25)
e' 1 Duy + wiuy = —2Dgug — 2DoDyug — 2Buf Doug — wiug (4.26)
A solugao geral da equagao (4.25) é dada por
up = a(1y) cos [woTo + ¢(T1)] + 2A cos (wTp) (4.27)

onde 2A = F(wi — w?)™ L.
Ou ainda, na forma complexa onde cos = (e + ¢7), podemos reescrever (4.27)

Ccomo

ug = AeoTo 4 AetwTo 1 fe—iwoTo 4 pp=iwThd (4.28)

com A = %aew e A= %aefw.

Assim, (4.26) fica

Djui +wouy = —[2iA+ 2A" + 2iBA*A + 4iBAN® + 3wi A* A + 6wj AN ™0

—[2iwA + 4iBAAWA + 2iBwA® + 6wg AAN + 3w A®] e T0

— [2iwoﬁA3 + ngﬂ gliwoTo _ [22’5@0[\3 + wSA?’] ei3wTo _ [4iwoﬁA2A

+2iBAWA + 3w AN Pt — 44w, BAPA — 2iBA’wA

+3WSA2A} ei(2w07w)To . [QZWOBAAZ + 4@514@0/\2 + 3&)3AA2] ei(w0+2w)T0

— [QleﬁAAQ — 4ZﬁAwA2 + BWSAAQ} 6i(wo—2w)T0 + cc

(4.29)

onde cc representa os termos complexos conjugados. A solugao particular de (4.29) contem
termos seculares e termos com pequenos divisores. Considerando o caso onde —w = %
(ressonancia secunddria) e wy = 1, introduziremos o parametro de sintonia o = O(1) dado
por

3w=1+e¢o. (4.30)
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Assim temos

3wy = (14 ¢e0)Ty =Ty + 0Ty =Ty + oT7. (4.31)

Substituindo (4.31) em (4.29) obtemos

Djui +uy = —[2iA+ 2iA" + 2i3A*A + 4iBAN® + 3A°A + 6AN?] e’
—[2iwA + 4iBAAWA + 2ifwh’ + BAAN + 3A%] e 4 HET0 — [254% 4 AP] T
— [%ﬁw/ﬁ + A3] piTotioeTo _ [42’6/12/\ 1 2iBA%WA + 3A2A] e5iTo+igeTo
—[4iBA2A — 2iBA%WA + 3A2A]e5T0715T0 _ [23AN? + 4iFAwN?

+3AN?] eI (93 AN? — 4if AwA?]esT57T0 4 e,

(4.32)

Temos que Ty é uma escala rapida e a combinagao Ty € lenta. Como T = €T}, entao,

(4.32) podera ser escrita na forma

D2uy+uy = —[2iA+2iA + 2BA%A + 4iBAN® + 3A2A + 6AN2] T
—[2iwA + 4ifAAwA + 2iBwA’ + 6AAA + 3A%) e BT _ [2i3A% + A%] T
—[2iBwA® + AP|e Tt — [4iBAPA + 2iBA’wWA + 3A®A] esiTo+i§TL _ [4iBA%A
~2iBATWA + BAPA] ST [2iBANY 4 4iAwA? + BAN?]THE TS

—[2iBAN? — 4iBAwN?]es 50T 4 ce,

(4.33)

Agora escrevemos a equagao (4.33), como sendo
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D2uy +uy = —[2iA + 2iA" + 2iBA%A + 4iBAN? + 3A%A + 6 AA?]etT0

—[2iBwA® + A3Je' o™t 4 cc + TN S
(4.34)

onde T'N S representa os termos que nao dao origem a termos seculares. Para evitar os

termos seculares que aparecem na solugao em uq, fazemos
2iA + 2iA" + 2iBA?A + 4iBAN? + 3A’A + 6AN? + [2iBwA® + Al =0 (4.35)
ou ainda

, . o . 3 . .
ia'e"? —ap'e’? +iae’’ + Z—lzﬂa?’ew +2i3A%ae™ + §a3ew +3aA%e™ + (2ifwA® + A*)e T = 0.
(4.36)
Multiplicando a equagao (4.36) por exp(—ip) resulta

1 3 , ,
ia' — ap’ +ia + Zzﬂa?’ + 2iBA%a + ga?’ +3aA? 4 (2iBwA® + A*)e"Tie™ =0 (4.37)
ou
ia — a@' +ia+ Fifa® + 2ifA%a + 2a® 4 3aA® + (2ifwA® + A®) cos (oTy — )

+i(2iBwA3 + A3) sin (oTy — ) = 0.

(4.38)
Separando as partes real e imaginaria da equacao (4.38), temos
1
d = —a-— Zﬁag —20BM%a — 2B8wA? cos (oT) — ) — A’sin (6T} — ) (4.39)
3
ap = ga3 + 3aA? + A? cos (0T — ) — 2BwA?sin (o1} — ) (4.40)

Agora, transformamos o sistema nao-linear acima em um sistema autéonomo, intro-
duzindo a transformacao

vy=0T1—p (4.41)

v =0—¢ (4.42)
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Logo, temos

1
a =—a— Zﬂcﬁ' — 2BA%a — 2BwA3 cosy — A®siny (4.43)

3
ay' = ao — ga?’ — 3aA? — A® cosy + 2BwA? sin vy (4.44)
Agora, das equagoes (4.27) e (4.41), obtemos
ug = acos (Ty + o1y — ) + 2A cos (wTp) (4.45)

ou ainda,

ug = acos (t +eot — ) + 2A cos (wt). (4.46)

Substituindo (4.46) em (4.23), e usando (4.30), obtemos
u = acos (3wt — ) + 2A cos (wt) + O(e) (4.47)

Com isso, temos uma primeira aproximagao para u, dada por (4.47) onde a e 7 sao

solugoes das equagoes (4.43) e (4.44) respectivamente.

a ¥

Figura 4.2: Variacao de a e v com T} calculada numericamente de (4.43) e (4.44) para

3=01,A=10,0=01w=05, a(0) =1.0 e v(0) = 1.0.]20]
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A Figura 4.1 mostra a variagao de a e 7 em relagao a T, calculada através da
integragao numérica das equagoes (4.43) e (4.44). A principio, a e 7y apresentam oscilagoes,
mas no estado estaciondrio tornam-se constantes. Assim, fazendoa’ = 0e+' = 0 em (4.43)

e (4.44), obtemos
1
28wA? cosy + A’siny = —a — Zﬁag — 206A%a (4.48)
3
A3 cosy — 2BwA?siny = ao — ga?’ — 3aA”. (4.49)

Elevando ao quadrado os dois lados de cada uma das equagoes (4.48) e (4.49) e

somando-as, resulta

a2(1 + iaQﬁ)Q + 4a25A2(1 + iaQﬁ) + 4a’B2AY + a? (0 — gcf)2 — 6a%A? (O’ — gaz)

19a2A* — 48%%A° — A5 =0

(4.50)

A equacao (4.50) é uma equagao cibica em a? e representa a equacdo resposta de

frequiéncia.

4.4 O Método da Média

O primeiro passo na aplicacao do método da média é o uso do método da variacao
dos parametros, para transformar as constantes de integracao da solucao do problema
nao perturbado em duas varidveis dependentes de t. No problema tratado aqui essas
constantes sao a amplitude a e a fase ¢ do termo de oscilagoes livres. Para realizarmos

este processo, notemos que quando € = 0, a solucao geral da equacao (4.6) é
u = acos (wot + @) + 2A cos (wt). (4.51)
Derivando (4.51) em relacdo a t, obtemos
U = —awp sin (wot + ¢) — 2Aw sin (wt). (4.52)

Quando ¢ # 0, ainda temos a solu¢ao na forma (4.51), no entanto com a = a(t) e

© = p(t), que s@o determinadas pelas equagoes variacionais.
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Agora, derivando (4.51) em rela¢ao ao tempo, obtemos
U = —awp sin (wot + @) + @ cos (wot + ) — a sin (wot + ) — 2Aw sin (wt). (4.53)
Comparando (4.52) com (4.53), temos que
acos (wot + @) — apsin (wot + ) = 0. (4.54)
Derivando (4.52) em rela¢do ao tempo ¢, obtemos
il = —awg cos (wot + ) — awg sin (wot + @) — apwg cos (wot + @) — 2Aw? cos (wt). (4.55)
Substituindo (4.51), (4.52) e (4.55) em (4.6), resulta

—awp sin (wot + @) — apwg cos (wot + @) — 2Aw? cos (wt) + 2wg A cos (wt)
+2e{1 + Blacos (wot + @) + 2A cos (wt)}z} -{ —awp sin (wot + ¢)

—2Awsin (wt) } + ewg [a cos (wot + ) + 2A cos (wt)] > — Fcos (wt).
(4.56)
Como F = 2A (w2 — w?), a equagao (4.56) ficara

awo sin (wot + @) + agwg cos (wot + ) = 2e{1 + B [acos (wot + @) + 2A cos (wt)]*} -

{—asin (t + ¢) — 2Awsin (wt)} + ewgla cos (t + ) + 2A cos (wi)]*.

(4.57)

Multiplicando (4.54) por wy cos (wot + ¢) e (4.57) por sin (wot + ¢) e somando os re-

sultados, obtemos

@ = 55{1 + Blacos (wot + ) + 24 cos (wt)]*} - {—awo sin (wot + )
0

—2Awsin (wt) } sin (wot + @) + cwg [a cos (wot + ) + 2A cos (wt)] ? sin (wot + ¢).
(4.58)

Agora substituindo (4.58) em (4.54), temos

2
ap = w—os{l + Bacos (wot + @) + 2A cos (wt)]*} - { —awp sin (wot + ¢)

—2Awsin (wt) } - cos (wot + @) + ewp [a cos (wot + @) + 2Acos(wt)] ? cos (wot + ).
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(4.59)

Usando as identidades trigonométricas, reescrevemos (4.58) e (4.59) de forma que

1 1
0@ = —ea—2eBal® — Zeﬁcﬁ + {Zewocﬁ + 3ewpaA?| - sin (2wot + 2¢)
1
+[ea + 2e8al?] - cos (2wot + 2¢) + Zsﬂag cos (4wt + 4p) — 2¢B3aA? cos (2wt)
1, 2 , 1 , 2
+—cwpa’ sin (dwot + 4p) + | —eAw — efAa” + —efAwa” + —efN°w| -
8 wo 2(4}0 wo
2, 2 1 2, 2 3
cos [(wo +w)t + ¢] — |efAa” + —eAw + ——efAwa” + —efBA°w| - cos [(wo — w)t + ¢]
wWo 2(4}0 wWo
s 1 2 2, 1 2
+|efAa” — —efAwa”| - cos [(Bwy — w)t + 3¢] + |efAa” + —efAwa”| -
2(4}0 2WO
2
cos [(3wy + w)t + 3¢| + [eﬁAza + —56A2wa} - cos [(2wo + 2w)t + 2¢] + {56/\2@
Wo
2 2
——efBNwal| - cos[(2wy — 2w)t + 2¢] — —efBA’w cos [(wy — 3w)t + ¢]
wo wo
2 3 3 2 .
+—efA wcos [(wy + 3w)t + @] + Z—lswoAa sin [(3wo + w)t + 3¢]
Wo
3 2 3 2 3| o
—i—ZawoAa sin [(3wp — w)t + 3¢] + ZawoAa + 3ewoA?| - sin [(wo + w)t + ]
3 2 3| 3 2
+ stoAa + 3ewo A | - sin [(wo — w)t + ] + §5woA asin [(2wy + 2w)t + 2¢]

3
+§€w0A2a sin (2w — 2w)t + 2] + ewoA? sin [(wo + 3w)t + ¢]

+-ewoA? sin [(wy — 3w)t + )

(4.60)
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ap =

3 4 1
gwoa?’ + 35w0A2a + {gswoa?) + 35w0A2a} - COS (2w0t + 24,0) + {—5@ — §€ﬁa3

1 1
—25ﬂA2a] - sin (2wot + 2¢) — Z—lgﬁa?’ sin (dwot + 4¢) + éawoa?’ cos (dwot + 4¢)
4 2 2 2 3 2 2
——efBA wasin (2wt) + 3ewgAa cos (2wt) + | ——eAw — —efAwa” — efwyAa
wo Wo 2wo
3 9 2 3
—2eBwA 1 -sin [(wo + w)t + @] + [ZawOAa + 3ewoA ] - cos [(wo + w)t + ¢
2 3 2 2, 2 3| o 9 2
+| —eAw + —cAwa” — efwoAa” + —eSwA” | - sin [(wy — w)t + ] + | —ewpAa
wWo 2w0 wo 4
3 2 3
+3ewpA } - cos [(wy — w)t + ¢] — w—sﬁwA sin [(wo + 3w)t + ¢|
0
2 3 3
+—ef N wsin [(wy — 3w)t + @] + eA’wq cos [(wo + 3w)t + ¢]
Wo
1
+eA3wp cos [(wo — 3w)t + @] + {——eﬁAwaz — efwoAa®| - sin [(3wy + w)t + 3¢
Wo
1 2 2| 3 2
+| —efAwa® — efwoAa| - sin [(Bwy — w)t + 3¢| + stoAa cos (3w + w)t + 3¢]
Wo
3 2 2 2 21 o
—i—ZewoAa cos [(Bwy — w)t + 39| + [——efwA“a — eBal?] - sin [(2wy + 2w)t + 2¢]
Wo
2

2
+ {—aﬁwAQa + €ﬂA2(l:| -sin [(2wp — 2w)t + 2] + §€w0A2a cos [(2wo + 2w)t + 2¢)]
Wo

3
+§€w0/\2a cos [(2wy — 2w)t + 2¢].

(4.61)

Assim, obtivemos as equagoes variacionais (4.60) e (4.61). Essas equagOes possuem

uma variacao lenta, uma vez que grande parte de seus termos sao da ordem O(e). Por outro

lado, um termo possue variagao lenta quando o coeficiente de t (ou seja, a freqiiéncia) for

pequeno.
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Nas equacoes variacionais encontradas essa variacao lenta ocorre quando w = 0, wg, 3wp,

e 2. Em seguida, analisamos o caso w ~

wl|§

—

Neste caso, cos [(wy — 3w)t + ¢| e sin [(wy — 3w)t + ¢] sdo termos que variam lenta-

mente. Assim, considerando wy = 1, temos
1
a= —aa—2€ﬁA2a—Z€ﬁa3—2eﬁw/\3 cos [(1 — 3w)t + ] +ewg A’ sin [(1 — 3w)t + ] (4.62)

ap = (wg — 1)g+gwga3+35w§A2a+286w/\3 sin [(1 — 3w)t + ¢] +€w(2)A3 cos [(1 — 3w)t + ¢]
(4.63)

Introduzindo o parametro de sintonia o pela transformagao 3w — 1 = €0, obtemos

1
a = —ea—2efNa— Zsﬁcf’ — 2ewA? cos ¢ + eA® sin ¢ (4.64)

3
ap = ga?’ + 3eA?a + 2eBwA®sin ¢ + eA® cos ¢ (4.65)

com ¢ = oet + ¢. Essas equagoes estao de acordo com (4.39) e (4.40) obtidas através do
método das multiplas escalas.

Como a e ¢ variam lentamente em um intervalo de tempo igual a um periodo do
angulo ¢, elas podem ser consideradas constantes nesse intervalo.

Assim,

<a>= 5 02” adt = 5- fo%[—sa — 2e0M%a — jefa’]dt 4+ &= f027r [termos que contém

seno e cosseno|dt

(4.66)
<P >= 0% Gdt = 5= fOZW 3eA? + 2a?]dt + = fo% [termos que contém seno e
cosseno|dt.
(4.67)
Portanto,
~ 2 1,5
<a>=—ea(l+26A° + Zﬁa ) (4.68)
3
< >=3eA*+ =a® (4.69)

8

As equagoes (4.68) e (4.69) sao chamadas equagoes médias. Quando as solugoes a(t)

e ¢(t) sao substituidas na equacdo (4.51) obtemos a solugao da equagao diferencial (4.6).



Capitulo 5

Equacao de Duffing - Van der Pol

(Caso mais geral)

5.1 Expansao Direta

Seja o oscilador de Duffing - Van der Pol com amortecimento nao-linear descrito na

secao anterior,

i + 2v(1 + Bu?)u + wi(1 + ku?)u = F cos wt.

Consideremos como pequenos parametros, 3 e k. Assim, reescrevemos a equagao (4.4)

de forma que

i + 2vi + 2eyu*i + wiu + ewgu® = F cos wt. (5.1)

A expansao direta para a solu¢ao da equagao (5.1) é dada por
u(t;e) = up(t) +eur(t) + ... (5.2)
Substituindo (5.2) em (5.1), obtemos

(ty + ety + ...) 4+ 2v(tip + ety + ...) + 2ey(up + euy + ...)3 (v + €ty + ...)

+wi (ug + euy + ...) + ew (up + eug + ...)* = F coswt.

Logo,
(tip + waug + 2ytig — F cos (wt)) + e(ty + wiuy + 271y + 2yuduip + wiud) + O(e?) = 0.

(5.3)

38
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Separando as poténcias de e temos

e 1 g + 27yt + wiug = F cos (wt) (5.4)

el g+ 29U+ wiug = —2yudty — wiug (5.5)

Como a equagao (5.4) é linear ndo-homegénea, sua solucao geral é a soma da solugao

homogénea e da solugao particular. Assim, a solucao desta equacgao sera
Uy = Uop + Uop (5.6)

A solucao homogénea pode ser encontrada da seguinte forma

m? 4+ 2ym + wj =0 (5.7)

A =492 — 4 = 40 — )

N
m=_—21 27 woz—yzl:\/ﬂ—wg.

my = —y+1/7? — w}
mg = —7vy — /7% — wi. (5.8)

Consideremos os seguintes casos.

Logo, temos

¢ Caso 1: v* — w2 > 0, ou seja, v > wy.(superamortecido)

Assim, temos que m; e moy sao reais e distintos. Logo,

Uop = 1™t 4 coe™?t

ou seja,
ugp, = c1e 7TV VWit 4 e 1Vt (5.9)

$ Caso 2: v* — w? =0, ou seja, v = wy.(criticamente amortecido)
A solucao homogénea sera

Uon = Uoh1 + Uoh2 (5.10)

onde, upn; = €7t e ugpe = te .
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Logo,
uon = (1 + cot)e™ ", (5.11)

¢ Caso 3: v* — w? < 0, ou seja, 7 < wp.(subamortecido)
A equacao caracteristica possui duas raizes complexas conjugadas, m; e mo. Assim,

temos

my = =y +i\/[7? = wi

my = —y —iy/|7? — Wil (5.12)
Logo, a solugao homogénea sera
uop = cre” etV 2=wglt 4 et iV NP —wilt (5.13)

e pela férmula de Euler temos

ugr, = Cre " cos /|72 — wi|t + Coe " sin /|72 — W3t (5.14)

com C1 =c; + ¢y e Cy =i(c) — ¢).

Agora, como f(t) = F cos (wt), tem-se a solu¢ao na forma
ug, = Acos (wt) + Bsin (wt). (5.15)

Pelo método de parametros a determinar encontramos os coeficientes A e B. Derivando

(5.15), obtemos

Ugy = —Awsin(wt)+ Bw cos (wt) (5.16)

iipp = —Aw?cos(wt) — Bw?sin (wt). (5.17)
Substituindo (5.15), (5.16) e (5.17) em (5.4), obtemos
(—Aw® 4+ 2Byw + wg A — F) cos (wt) + (= Bw? — 2Ayw + wi B) sin (wt) = 0. (5.18)

Logo,
(Wi —wHA+29wB=F

—2q9wA + (W} —w)B =0. (5.19)
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Resolvendo o sistema (5.19) para A e B, obtemos

B (w2 — W) F B 2ywF
4202 + (W3 — w?)? T A4y20? + (W — w?)?
(5.20)
Substituindo (5.20) em (5.15) temos que
(w2 — W) F 29wk .
Ugy = 77 1 (f — 2 cos (wt) + 1P & (] — ) sin (wt). (5.21)
Fazend F A io (5.21) ficard
azendo = A, a equagao (5. card
47202 + (w§ — w?)? @ e
g, = (wg — w?)A cos (wt) + 2ywA sin (wt). (5.22)

Considerando v < wy, temos que

up = acos (/|72 — wilt + B8) + pcos (wt + &). (5.23)

2
ondea = /(CF + C3)e™", B = arctan (&), p = Ay/472w? + (wf — w?) e € = arctan ( o )

2
wy —w

Substituindo (5.23) em (5.5), obtemos

i+ wiug + 2y, = —2yaldcos® x4+ ya /|2 — wi| cos x sin 2z
+2702 Hw cos® xsiny — dyaap cos® x cosy

—2ya? /|2 + wi| sin 2z cos y

+2vapw cos  sin 2y — 2yulc cos x cos? y

+2yap® /|72 — wi| sinz cos® y

3 : 2 3., .3
+yp’w cosy sin 2x — wya cos” x
—Swg po cos® x cosy — 3w§o¢u2 cos?y — wg 1’ cosy

(5.24)

onde x = /|72 —wWit+ B ey=wt+&.

Utilizando as identidades trigonométricas, obtemos
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i+ wyur + 2yt = { val\[ |2 — WB| + yutan/ |y —wo}smm—i— [——yaa

3 1
—7,u a — Zwﬁoﬁ — 2w0a,u } coszT + [704 Uw + 27,u w} sin y

3 3 1
+ {—27@(341 — §w§a2u - ng,u?’] cosy + iva?’\/ |72 — wd| sin 3z

1 1 1 1
—Zwoa cos 3z + 27u wsin 3y — Zwoa cos 3y + [§'ya2,uw

. ) 3
+yalun /|2 — w§|] sin (2z +y) + {—'yaau - Zw%oﬁu} cos (2x + y)

1 . .
+ {—570&2/101 + el /1y - w%!} sin (22 — y) + [—wau

3 1 :
—ngof,u} cos (2x —y) + [Voz,qu + §7M2a 2 — w§|] sin (z + 2y)

1 3
+ [—iv;fo'a - Zw%a;ﬂ] cos (x + 2y) + [—va/fw

1 1 3
eIy = w%l} sin (z — 2y) + {—iwﬁd - Zw?)a/f} cos (z — 2y).

(5.25)
Simplificando a equagao (5.25), temos que
iy +wauy + 2yt = aycos (z+ 601) + azcos (y + 0) + as cos (3x + 03) + ay cos (3y + 04)

+as cos (2 + y + 05) + ag cos (2x — y + 0g) + ay cos (x + 2y + 67)

+ag cos (x — 2y + 0g)

(5.26)

N|=

. . 2
onde a; = { ?y? —wi|(2a? + p ) + (=3ya%a — ypPa — 3wia® — 3dap®)”|

N[

2
ar = | (vo2pw + Jyitw)” + (2ya6 + Swdn + Swdp 3) } ’

[V

1.2 6102 21, 1, 4.6
ag = |77’y _WO‘+EWOQ:|7

N

_ 2,6, 2 6
aq = 47:“0‘} +16w0 :| 3

[N

as = [Va' 2wy — W3] + (yadp + %wéoﬂﬂ)} ;

2 . 2
ag = | (—570%uw +va’uly? — wil)” + (yadu + Swieln) ] ,

N




5.1. Expansao Direta 43

1
ar = {('ya;ﬂw +dya/[? = wR))" + (Bya + %wga/ﬂﬂ ;
1
2

2 . 2
os = [(ro+ brpar TN + (s gy’

7|V — Wi + vptan/|y? — Wi )

f; = arctan
3 2 - 2 3,23 3, .2 2
—5vad — yptd — Jwiad — swiap

o pw + Eypdw
6, = arctan TR pilla

. 3,,2,.2 3,,2,,3
—2yaap — Jwiatu — Wil

bl =] wa|>

f; = arctan T 53

1,3
PR
0, = arctan 21—23 ,

27@ 2w + ya A/ |2 —w )

—yad — Jwialu

05 = arctan

0 = arctan

—yadup — w0a2,u

—570° pw + yal /|y — W )

B vaptw + gyptay/|y? — Wil
f; = arctan ,

1 2 - 3, .2 2
—3YHEQ — Jwiapu

—yaptw + 3yplton/ % — u%l)

fs = arctan > 3 3 3
—5YH& — Jwiop

Resolvendo a equagao (5.26), obtemos
U = Up = Upy + Up + ... + Upgs. (5.27)

Portanto,

w2 — [y? = wi|)a
T it i 5 cos (z + 61)

49292 — W + (W — |2 — W)

2a17+/|7? — Wi

42|y — | + (Wi — |72 — W)

5 sin (x4 6;)

as(wi — w2)

4y22 4 (wg —w?

2ywag
47202 4 (wg — w?)

5 sin (y + 02) + 5 cos (y + 02)
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(wg -9y — w§|)a3

367272 — w| + (w¢ — 97 — wil)

6asy+/|7? — wp|

367272 — wd| + (wg — 917 — W)

5 €os (3 + 63)

5 sin (3x + 03)

2 a2
_ 6ryway _cos (3y + 62) — as(w§ — 9u?)
—3672w? + (wg — 9w2) —3672w? + (wg — 9w2)

5 sin (3y + 04)

2 _ (9 2 _ 2 ?
as [w? (2 2 —wil +w)’] 5 €0s (22 + y + 05)
4722/ =Wl +w)" + [wg = 2V — Wil + w)]

29(2y/17* — wil + w)as
422V =Rl +w)’ + [w§ - 2VIE = wBl+ )]

5 sin (22 +y + 05)

2 _ (9 SRR I &
+ aﬁ[:)O (2 il . wbl = w) | : 5 €os (22 — y + bg)
4’}’2(2 |72_W0‘_w) "‘[Wo_(2 ‘72_‘-”0’_“))}

2v(2 2 2 —
oY EO D
4’72(2 ”72_W0|_w) +[W0_(2 |’72_W0‘_W)]

N a7[w8— (\/|72—w8|+2w)2}
472(\/|72 — Wi —i-2u))2 + [cug — (\/|72 — Wi +2w)2]

N 27(\/|72 — Wi —|—2w)a7
492 (/|72 — w3 + 2w)2 + [wd = (V]?—wi| + 2w)2}
as [wg — ( |72 — wi| — 2w)2]

492 (vIn? = wf] — )" + [ — (V172 — o] — 2w)’]

5 cos (z + 2y + 07)

5 sin (x + 2y + 07)

5 cos (x — 2y + 0g)

29(v/ 7 = 8] — 2)as

472 (VI — @B - 2w)” + [ — (VI — @3] — 20)7]

5 sin (x — 2y + 0g).
(5.28)

Nesta solugao os termos seculares estao presentes nos coeficientes a;, ¢ =1, ..., 8.

5.2 Método das Multiplas Escalas

Introduzimos as escalas T} = ¢t e Ty = t, e pela regra da cadeia temos as derivadas
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d
di Do + €D1 + ...
d? 9

DO + 28DOD1 + ...

e

o)

onde D,, = 5
Se w esta distante de zero, entao coswt varia rapidamente. Dai temos

cos wt = coswly.

~
~

Por outro lado, se w =~ 0, coswt varia de forma lenta. Neste caso, faremos w = eo

onde 0 = O(e). Assim,
coswt = cosoet = cosoTy.

Introduzimos em (5.1) as escalas e obtemos
(5.29)

Dgu + 26Dy Dyu + 2vDou + 2eyu*Dou + ... + wgu + éwgu?’ = FcoswTj.

A solugao aproximada para (5.29) serd
(5.30)

U = UO(T[),Tl) + Sul(To, Tl) + ...

Substituindo (5.30) em (5.29), obtemos
Dguo + ngul + 2Dy Dyug + 2y Doug + €27y Douy + 527u8D0u0 + wguo + Ew(z)ul

+ewgul + ... = F coswTy.
Separando os termos segundo as poténcias de e, obtemos as seguintes equagoes
el D(Q)uo + 2y Dgug + w%uo = F'coswTy (5.31)
gl Dauy + 2yDouy + wiuy = —2DgDyug — 2yud Doug — wiug. (5.32)
A solucao geral para a equagao (5.31) é dada por
(5.33)

ug = a(Tp, Ty) cos [/ |72~ W2 |To + B(T1)] + (wi — w?)A cos wTy + 2ywA sinwTy

onde A = F[4y%w? + (wi — w?)?] 7L
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Reescrevendo (5.33) na forma complexa, obtemos
Uy = %ae’ﬂ VAR + {M + va} T+ cc
onde cc representa os termos complexos conjugados. Logo,
ug = A(Tp, Tl)ei\/WT0 + {M + ’ywA} e“To 4 ce (5.34)

onde A = %aew.

Assim, a equagdo (5.32) ficara

Diui 4+ 2vDous + wiuy = —[24" + 2iA'w — dyAAA' + 2iyA* Az 4+ Iy A'Q? + 4inAQPx
+2yA* A" + 3wi AP A + 6wi AQ) €T — [4iqwQ® + 4y AA'Q
+4iyAAQx + 4y A’ AQ + 3wi + 4y AAQx — 2@'7w93+6“’3‘4g9} ewTo
—[29A% + 207 APx + WR AP €T — [2inwQ + WRQP] T
— [2i7A2wQ + Ay AA'Q + 4iyA%Qax + SwSAQQ] 12z +w)To
- [QifyAQwQ + 4yAAQ + 4z"yA2§2:U + ngAQQ] i (2z—w)Th
— [4i7AwQ? + 27 A'Q? + 20y AQPx + 3w AQ?] el 2Ty

— [4i7AwQ? — 3wy AQ?] e T2 4 cc

(5.35)

onde z = /|72 — wi|.
A solugao particular de (5.35) contém termos com pequenos divisores e termos secu-
lares, no entanto o processo de eliminacao desses termos na forma como esta apresentada

aqui nao ¢é usual. A aplicacdo do método de multiplas escalas e do método da média

requer um cuidado especial, e portanto sera deixada para um trabalho posterior.



Capitulo 6

Conclusoes e Sugestoes para

Trabalhos Futuros

6.1 Conclusao

Neste trabalho estudamos um sistema constituido por um oscilador forcado nanomeca-
nico representado pela equacao (4.1), e também ja estudada por Almog et al [2], onde

3

é acrescentado um termo proporcional a u®> e um termo de amortecimento nao-linear

2. Dessa forma obtivemos a equacao do movimento que descreve um

proporcional a u
oscilador de Duffing - Van der Pol com amortecimento nao-linear.

Em virtude das dificuldades encontradas na busca de uma solucao analitica exata
para equacoes diferenciais nao-lineares, podemos encontrar uma solugao aproximada com
o auxilio de métodos de perturbacao.

Para que a andlise do sistema estudado pudesse ser realizada através de uma abor-
dagem analitica, consideramos as nao-linearidades como sendo ”pequenas”. Dessa forma,
estas nao-linearidades foram tratadas como perturbacoes em relacao a um sistema linear.
Utilizando a teoria de perturbacao foi possivel introduzir essas perturbacoes no sistema
através de séries de poténcias relativamente a um pequeno parametro .

O objetivo principal do trabalho foi encontrar uma solucao aproximada para o sistema
livre de termos que comprometem a solucao, tais como termos seculares mistos ou termos
de Poisson e a presenca de pequenos divisores.

Primeiramente consideramos como pequenos parametros, v e k, na equagao (4.5) e

aplicamos o método da expansao direta com o objetivo de identificar termos com possivel

47
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ressonancia. Assim obtivemos a equagao (4.19), a qual nos mostrou que tais condigoes
ocorrem quando w ~ 0, w & wy, w & L, w & 2wy, w ~ 5(1 +wy), w ~ (1 — wp),
w =~ wy— 1. Dessa forma identificamos a presenca de pequenos divisores e também termos
seculares.

Apesar do método da expansao direta ser adequado na identificagdo das condigoes
de ressonancia, este por sua vez nao se mostra eficaz para certas andlises, como por
exemplo na obtencao da resposta do sistema em regime permanente. Para encontrarmos
uma expansao uniforme de primeira ordem para a equagao (4.6) livre de termos seculares
e pequenos divisores, utilizamos o método das multiplas escalas. Com a aplicacao do
método obtivemos equacoes que descrevem as modulagoes de amplitudes e fases para o
sistema, tornando assim a solugao analitica livre de termos seculares mistos e pequenos
divisores. Para esta andlise tratamos o caso de ressonancia onde w ~ “¢ (freqiiéncia
ressonante), introduzimos um parametro de sintonia e chegamos na solugao livre de termos
seculares e pequenos divisores. Para uma andlise no estado estacionario, consideramos
que as equacoes diferenciais que descrevem as modulacgoes de amplitude e fase do sistema
sao nulas no estado estaciondario. Encontramos a equagao resposta de freqiiéncia, a qual
podera ser utilizada para obter mais informacgoes sobre o comportamento do sistema.

Um outro método utilizado para a obtencao de uma solucao analitica aproximada foi
o método da média. Através deste método consideramos certas quantidades como funcoes
que variam suavemente no tempo. Obtivemos as equacoes variacionais e tratamos o caso
onde w & % e encontramos as equagoes que descrevem as modulagoes de amplitude e
fase para o sistema. Estas equagoes estdo de acordo com as equagoes (4.39) e (4.40)
obtidas através do método das multiplas escalas conforme o esperado. Encontramos as
equacoes médias do sistema, as quais poderao ser utilizadas para se obter informagoes
para o sistema.

Em seguida, fizemos uma breve andlise do sistema representado pela equagao (4.5)
considerando como pequenos parametros, 3 e k. De forma andloga, obtivemos a expansao
direta, mas nao aplicamos o método de multiplas escalas e o método da média, pois essas

aplicagoes demandam um estudo criterioso.
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6.2 Trabalhos Futuros

O estudo apresentado neste trabalho é preliminar, e portanto é preciso dar sequéncia
para obter mais informagoes sobre a dinamica da equagao de Duffing - Van der Pol. Por
exemplo, a equagao resposta de frequéncia (4.50) deve ser analisada para estabelecer as
regioes de estabilidade, e determinar os fenomenos de salto e histerese. Esses estudos
permitirao localizar as bifurcacoes do sistema, e assim facilitar a andlise da dinamica
através de métodos numeéricos apropriados.

A aplicagao dos métodos de perturbagao no caso geral (Capitulo 5) deve ser feito com

cuidado, pois trata-se de uma aplicacao nao usual.
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Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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