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Resumo

Fassarella, T.; . Sobre a Aplicacao de Gauss de Folheagoes
Holomorfas em Espacos Projetivos. Rio de Janeiro, 2008. 91p.
Tese de Doutorado — Instituto de Matematica Pura e Aplicada.

Estudaremos alguns aspectos da aplicagao de Gauss de folheagoes holo-
morfas de codimensao um em espagos projetivos. Quando tal aplicacao é
dominante, analisaremos seus graus, particularmente o grau topologico. Uti-
lizaremos isto para mostrar que os graus da transformacao polar associada a
uma funcao homogénea multivaluada, dependem apenas do conjunto de ze-
ros de tais fungoes. Em particular, obtemos uma prova de uma conjectura de
Dolgachev utilizando métodos algebro-geométricos. Quando a aplicacao de
Gauss associada a uma folheagao de codimensao um nao é dominante, estu-
daremos a relacao entre esta folheacao com a folheagao por k-planos definida
pelas fibras da aplicacao de Gauss. Utilizaremos esta relagao para obter uma
classificacao de folheacoes de codimensao um em P* com aplicacao de Gauss

degenerada.

Palavras—chave
Folheagoes holomorfas. Aplicagao de Gauss. Transformagoes Polares.

Folheacoes degeneradas.



Abstract

Fassarella, T.;. On the Gauss Map of Holomorphic Foliations
on Projective Espaces. Rio de Janeiro, 2008. 91p. PhD Thesis
— Instituto de Matematica Pura e Aplicada.

We will study some aspects of the Gauss map of holomorphic foliations
of codimension one on projective spaces. When such map is dominant,
we investigate its degrees, particularly the topological degree. Then we
use this to show that the degrees of polar transformations associated to
multi-valued homogeneous functions can be determined by theirs set of
zeros. In particular, we get a proof for a conjecture by Dolgachev using
algebro-geometric methods. When the Gauss map associated to a foliation
of codimension one is not dominant, we examine a relation between this
foliation and the foliation by k-planes determined by the fibers of the
Gauss map. We use this relation to obtain a classification of foliations of

codimension one on P* with degenerate Gauss map.

Keywords
Holomorphic foliation. Gauss map. Polar transformations. Degen-

erate foliations.
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Introducao

Ao longo deste trabalho estudaremos alguns aspectos da aplicacao de

Gauss de folheagoes holomorfas de codimensao um em espacos projetivos

Gr:P" -5 P
p — T,F.

Quando G é dominante, diremos que F é nao-degenerada. Neste caso,
estudaremos no Capitulo 2, os graus gr,(Gz), i = 0,...,n — 1, onde gr,(G#)
coincide com o grau topolégico de G . Podemos obter uma relacao entre estes e
o grau topoldgico da aplicacao de Gauss da folheagao restrita a certas secoes por
k-planos (Teorema 2.9). Nas duas ultimas segoes deste capitulo analisaremos,
sobre certas hipdteses, o grau da aplicagao de Gauss de folheacoes logaritmicas
e folheagoes com feixe tangente totalmente decomponivel.

No Capitulo 3 estudaremos os graus gr;, (VIF’\), i=1,..,n—1, onde VF*

é a transformacao polar associada a uma funcao multivaluada
k
P =[[F" PP
j=1

F; € Clzy, ..., x,] é um polindmio homogéneo e \; € C*. Podemos associar & A
uma folheagao logaritmica Fy e obter uma relagao entre os graus de Gz e VA
(Teorema 3.3). Utilizando os resultados do Capitulo 2, demonstraremos que
0s graus gr; (VIF’\) dependem apenas do conjunto de zeros V ([ [ F;) (Teorema
3.5). Quando \; € N, para todo j = 1,...,k e estamos interessados no grau
topoldgico (i.e., i = 0) entao este resultado foi proposto por I.V.Dolgachev
em [Dol], onde uma resposta positiva ja havia sido obtida por A.Dimca e
S.Papadima em [DiPa] utilizando métodos topoldgicos baseados na teoria de
Morse complexa.

Quando G nao é dominante, diremos que F ¢é degenerada e o posto
de F é definido como a dimensao da imagem de G#. Neste caso, as fibras de
G definem uma folheacao por k-planos em P". No Capitulo 4, estudaremos
folheacoes por k-planos e a relacao com folheagoes degeneradas.

O estudo de folheacoes degeneradas em P" foi utilizado na classificagao
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das componentes irredutiveis do espago de folheagoes de grau dois (cf. [CLn])
onde foi mostrado que, se F é uma folheacao de posto no méaximo dois em P"

temos uma das seguintes possibilidades:
1. F admite integral primeira racional.
2. F é pull-back linear de uma folheacao em P2,

No Capitulo 5, estudaremos folheacoes de posto trés em P*. Utilizando a
estrutura da folheacao por retas definida por G+ e a classificacao de folheacoes
por planos em P*, vamos obter uma classificacao similar ao caso de posto dois,
porém consideravelmente mais complicada, das folheacoes de posto trés em
P* que possivelmente nao admitem integral primeira racional (Teorema 5.9).

Estes sao os exemplos da secao 5.2.



1

Preliminares

1.1
Folheacoes Holomorfas de Codimensao Um

Uma folheagao holomorfa singular F de codimensao um (por
simplicidade, folheagdo de codimensdo um) em uma variedade complexa M
é determinada por um fibrado linear £ e um elemento w € H(M,Q}, ® £)

satisfazendo
(i) codim(Sing(w)) > 2 onde Sing(w) = {z € M |w(x) =0},
(i) wAdw=0em H*(M,Q3, @ LZ?).

O conjunto singular de F, denotamos Sing(F), é por defini¢ao Sing(w).
A condigao de integrabilidade (ii) determina em uma vizinhanga analitica de
cada ponto regular p de F, ou seja, p € M\Sing(F) uma fibracao holomorfa
de codimensao um onde o espaco tangente a cada fibra em um ponto dado
coincide com o ntcleo de w neste ponto. A continuacao analitica destas fibras

determinam as folhas de F.

Consideremos o caso em que M = P". O grau de F, denotamos gr(F),
é definido como o grau do lugar de zeros de i*w € H(P', QL ® L|p1), onde
i : P! — P é um mergulho linear genérico; geometricamente o grau é o niimero
de tangéncias entre a folheagao e uma reta genérica. Sendo Qg = Opi(—2)
segue que L = Opn(gr(F) + 2).

O nucleo do morfismo de feixes

V= W

definido pela contracao com w é um feixe coerente chamado feixe tangente
de F o qual denotaremos por T'F.

Consideremos a sequéncia de Euler

0— 0 — @D 0p(1) = TP" — 0.

n+1
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Dualizando a sequéncia exata acima e tensorizando por £ obtemos

0 — Qpn(gr(F) +2) — EB Opn (gr(F) + 1) — Opn(gr(F) +2) — 0.

Segue que a 1-forma w € H(P", QL. (gr(F) + 2)) pode ser interpretada como

1-forma integravel em C"!, que ainda denotaremos por w,

1=0

com A; polinomios homogéneos de grau gr(F) + 1 satisfazendo a relagao de
Euler igw = 0, onde i denota o produto interior com o campo de vetores
radial R = > 1, :Eia%i. A hipétese (i)codim(Sing(w)) > 2, garante que 0s
zeros comuns dos polinomios Als tém codimensao pelo menos dois. Esta 1-
forma define uma folheacdo de codimensio um F em C™!, F = 7*(F)
onde 7 : C"™\{0} — P" ¢é a projecao canonica. Por simplicidade, podemos

escrever F = (w = 0).

1.2
Aplicacao de Gauss

Seja F uma folheacao de codimensao um em P". Consideremos a

aplicacao de Gauss associada a F

Gr:P" -—» P
p +— T,F

onde P denota o espaco de hiperplanos em P" e T,F o espaco tangente
projetivo da folha de F através de p.
Identificando P™ com P obtemos a aplicacdo racional dada pelas coor-

denadas de w

Gr:P* —-» P"
p = (Ao(p):..: Au(p))

onde o conjunto de indeterminagao coincide com Sing(F).
Denotaremos por Im(G x) o fecho algébrico do conjunto G'#(P"™\Sing(F)).

A aplicacao homogeénea definida em coordenadas afins

Gr:Ct -y !
p = (Ao(p); - Anlp)).
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serd chamada levantamento de Gr. Note que o levantamento estd bem

definido a menos de multiplicacao por uma constante nao-nula.

Observagao 1.1 Analogamente, se F ¢é uma folheacao de codimensao k em

P, podemos considerar a aplicacao de Gauss

Gr:P" --» G(n—k,n)
p — T,F

onde G (n — k,n) denota a Grassmanniana de (n — k)-planos em P".

Definicao 1.2 Dizemos que uma folheacao de codimensao um F em P" é
degenerada quando G+ nao é dominante. Caso contrario, dizemos que F é
nao-degenerada. O posto de F é definido como a dimensao da imagem de
Gr.

Nossa primeira observacao a respeito da aplicacao de Gauss ¢é a seguinte:

Proposicao 1.3 Toda folheacao de codimensao um em P", n > 3, com

singularidade isolada é nao-degenerada.

Prova. Seja p uma singularidade isolada de JF. Vamos mostrar que todo
hiperplano que passa por p pertence a imagem da aplicacao de Gauss.

Seja H um hiperplano contendo por p. Em um sistema de coordenadas
afins (z1,...,2,) € C" podemos supor p =0 e H = (z,, = 0). Neste sistema de

coordenadas F é induzida por uma 1-forma polinomial

n

w = g a;dx;,

=1

satisfazendo ainda codim(Sing(w)) > 2.
Considere a folheagdo H = (dz,, = 0) em C". Sendo p uma singularidade

isolada de F, o conjunto de pontos de tangéncia entre F e H,
tang(F,H) = {wAdr, =0} ={a; = ... = a,_ = 0}

¢ uma curva passando por p. Seja g, € tang(F,H) uma sequéncia de pontos
(distintos de p) convergindo para p. Claramente temos que G (qx) converge
para H em P" ie., H € Im(Gyz). Portanto Im(G#) contém o hiperplano
pY C P" dual de p e um ponto G(g;) € P*\p". Pela irredutibilidade de P*

concluimos que Im(Gx) = P". [
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Se F' é um polinémio homogéneo em (n + 1) varidveis, denotaremos
por V(F) C P™ o conjunto algébrico associado ao conjunto de zeros definido
por F. Quando V(F') é uma hipersuperficie irredutivel, o posto de V(F) é
por definicao o posto da diferencial de sua aplicacao de Gauss em um ponto
genérico (veja o Apéndice A).

Definigao 1.4 Se F = (w = 0) € ndo-degenerada e w = Y . AdX;, o

divisor parabdlico associado a F, € o conjunto algébrico V(Pg) onde Pr é

0A;
7)_7: = det (8X]) .

o polinomio homogéneo

Proposicao 1.5 Seja F uma folheagao nao-degenerada em P, n > 2 e F' um
polinémio homogéneo irredutivel tal que V(F') € uma hipersuperficie degenerada
e invariante por F. Entdao F"~*~1 divide Pr, onde k é o posto de V(F).

Prova. Seja V(F) = m=1(V(F)) U {0} o cone afim sobre V(F) e
G}_ .crtl ., ontl

o levantamento de G . Considere um ponto suave p € V(F ) tal que sua imagem
seja um ponto suave de G(V(F)). Se denotarmos por F, P as respectivas
classes no anel local de germes de funcoes holomorfas O, ¢ suficiente mostrar
que Fn_k_l divide Pz. Em um sistema de coordenadas (xo, ..., ;) tal que

p = Gx(p) = 0 podemos supor que
V(F)= {2, =0} ¢ Gr(V(F)) = {41 = ... = 2, = O}

Portanto, Gz = (Ag, ooy Apy T Apit, o xnAy) A; € Oy
Dai segue que 2 %=1 divide det(JG#) em Op. Como tal mudanca de
. . ,e . —n—k— ..
coordenadas induz um isomorfismo nos anéis locais temos que F' " divide

Pr. [

Observagao 1.6 Um resultado similar a proposicao anterior para trans-
formacao polar associada a um polinomio homogéneo pode ser encontrado
em [S2, Se].

Corolario 1.7 Se F ¢ uma folheagao nao-degenerada em P™, n > 2, entdo o
numero de hipersuperficies degeneradas invariantes por F e com aplicagao de

Gauss de posto k, 0 < k <n —2, é no mdximo

(nﬁi;;il) gr(F).
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Prova. Basta observar que gr(Pz) = (n + 1)gr(F). [ |

Observagao 1.8 O caso em que V(F') é um hiperplano no Corolario 1.7 foi
utilizado em [PY] para limitar a dimensao de certas variedades ressonantes

associadas a um arranjo de hiperplanos.

1.2.1
Singularidades do Tipo Morse em Secoes Hiperplanas

Seja F um germe de folheacao de codimensao um em (C",p). Diremos
que p é uma singularidade do tipo Morse, se existir um biholomorfismo
¢ : (C",0) — (C",p), tal que ¢*F possui uma integral primeira da forma
224---+22.Se f: (C",p) — C ¢é uma integral primeira de F em (C", p) tal
que p é uma singularidade isolada de df, entao segue do Lema de Morse que p
¢ uma singularidade do tipo Morse de F se, e somente se, det(Hess,(f)) # 0.
Onde Hess,(f) denota a matriz hessiana de f em p. Lembramos que o niimero
de Milnor de F em p, é definido como

. Ocn,
u(F,p) = dim ma
onde w = Y, a;dz; ¢ uma 1-forma definindo F e p ¢ singularidade isolada
de w.

Seja F uma folheacdo de codimensdo um em P" e i : P¥ — P" um
mergulho linear, 1 < k < n. Se i*w = 0 dizemos que i(P*) é invariante por F.
Caso contrdrio, dividindo #*w (interpretada como 1-forma em C*™!) por um
fator comum entre seus coeficientes, obtemos uma folheacao de codimensao

Proposicao 1.9 Seja F uma folheagao de codimensao um em P", n > 2 e
p ponto reqular de F. Entao dGz(p) tem posto n se, e somente se, p € uma

singularidade do tipo Morse de F|p,r.

Prova. Seja f : U — C uma integral primeira de F|y onde U é uma
vizinhanca de p. A menos de uma mudanca de coordenadas linear podemos
supor que p = 0, f,(0) = ... = f., ,(0) = 0 e f.,(0) # 0, ou seja,
T,F = {z, = 0}.

Se ¢ = (z1,...,x,) € U,

T,F = {(v1; .., on) € C foi(Q) (v — ;) = 0}



Capitulo 1. Preliminares 15

e portanto,

Gr(q) = (le(q) Dot fon (@) fen () Z fui(q) - x) c P

Logo, em coordenadas locais, a aplicacao de Gauss tem a seguinte forma

G]:(Q) = fmn(q)il ' (fm(q)a "'7fa:n71(Q)> _mez(q) ' xz) .

Observe que a matriz Jacobiana de G é dada por

Jorm@) o forea (D) fr12,(P)
]:(p) (p) fﬂ?n—lml (p) e fmnflmnfl(p) fwnfwn (p)
0 . 0 fxn (p)

Portanto dG #(p) tem posto n se, e somente se, det(Hess,(f|r,7nv)) # 0. Como

flr,7ru € uma integral primeira de F |z, 7y, o resultado segue. |

Proposicao 1.10 Se F ¢é uma folheagcao de codimensao um em P*, n > 3 e
H C P" € um hiperplano genérico. Entdo o grau de F|y coincide com o grau
de F e

Sing(F|x) = (Sing(F) N H) UGz (H).

Mais ainda, se Gz *(H) é ndo-vazio, entio consiste em um nimero finito de

singularidades do tipo Morse de F|y.

Prova. A prova segue da Proposicao 1.9 e do Teorema de Sard aplicado a G .

Se f: M — N é uma aplicacao holomorfa entre variedades complexas
de mesma dimensao e p é um ponto isolado em f~!(f(p)), entdo existem
vizinhangas V' C M de p e W C N de f(p) tal que para todo valor regular
q € W, a cardinalidade do conjunto f~'(q) NV é finita e independe de ¢, este

ntmero ¢ chamado grau local de f em p e denotamos por gr,(f).

Proposigao 1.11 Seja F uma folheagdo nao-degenerada em P*, n > 2 e p

um ponto reqular isolado em G '(T,F). Entdo

gr,(Gr) = wW(Flr,7,p)-
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Prova. Fixemos um sistema de coordenadas (z1,...,x,) € C" onde p = 0 e
T,F = {x, = 0}. Considere uma vizinhanga U C T,F de p tal que p ¢ uma
singularidade isolada de F|r,#. Seja W = U x D C P" uma vizinhanca de p
que néo intersecta o conjunto singular de F e V' C P" uma vizinhanca de 1,F
tal que o grau local de Gz em p é dado pelo nimero de pontos na imagem
inversa de um valor regular E € V' pela aplicagdo G x|y .

Seja w 1-forma definindo F em W. Consideremos ¢; : U — FE uma
parametrizacao local de ENW e iy : U — T,F a inclusao. Como podemos
escolher E suficiente préximo de T, F e portanto ijw suficientemente préxima

de 75w, por propriedades do nimero de Milnor obtemos que

> uliiw, q) = plisw®, p).

q€Sing(ifw)

Observe que ¢ € Sing(itw) se, e somente se, i1(q) € (Gx|lw) ' (E). Sendo
E um valor regular, segue da Proposi¢ao 1.9 que p(ifw,q) = 1. Portanto o

resultado segue da igualdade acima. |

1.2.2
Linearidade das Fibras

Seja p um ponto regular de F e M uma subvariedade complexa de
codimensao um contendo p e invariante por F, entao G quando restrita a

M coincide com a aplicagao de Gauss projetiva

Guy: M — P
p — T,M .

Denotaremos por posto(A) o posto de transformagao linear A em questao.

Lema 1.12 Seja F uma folheagao de codimensao um em P*, n > 2 e M uma
subvariedade complexa de codimensdo um invariante por F. Se p € M é um

ponto reqular de F, entao
posto(dG £(p)) = posto(dGy(p)) + 1.

Prova. Consideremos um sistema de coordenadas (zy,...,z,) € (C" p) onde
p=0eT,F={x, =0} E ficil ver que

0
o0z,

dGF(p)(5—) ¢ dGr(p)(T,F).
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Como dG 7(p)|r,7 = dGr(p) o resultado segue. |

Se F é uma folheacao degenerada entao a diferencial da aplicacao de
Gauss ¢ singular em todo ponto e tem posto constante 1 < r < n — 1 fora de
subconjunto algébrico S de P". Pelo Teorema da Funcao Implicita as fibras de
G £ definem uma folheagao holomorfa em P\ S de dimensao n—r. A proposigao

seguinte mostra que as folhas desta folheacao sao espacos lineares.

Proposicao 1.13 Seja F uma folheagao degenerada em P™, n > 2, de posto
k, 1 <k <n—1. Entao uma fibra genérica de G € uma uniao de subconjuntos

abertos de espacos lineares de dimensao n — k.

Prova. A prova segue do Teorema A.1 e do Lema 1.12. |

Observacao 1.14 Claramente um resultado andlogo vale para folheagoes de

codimensao arbitraria.

1.3
Classificacao de Folheacoes de Grau Um

Denotamos por F(d,n) o espago de folheagdes de codimensdao um em
P" e grau d. Observe que este é um subconjunto algébrico quase-projetivo
de HY(P", Q}.(d + 2)). Veja o Apéndice B para notagao das componentes de
F(d,n).

O estudo das componentes irredutiveis de F(d,n) foi iniciado por Joua-
nolou em [Jou] onde as componentes irredutiveis de F(1,n) foram classificadas

para todo n > 3.

Teorema 1.15 [Jou/ O espago de folheagoes de grau 1 em P™, n > 3, tem

duas componentes irredutiveis PL(1,n) e R(1,2).

A classificagdo das componentes irredutiveis de F(2,n) foi obtida por
D.Cerveau e A.Lins Neto em [CLn].

Teorema 1.16 [CLn] O espago de folheagoes de grau 2 em P, n > 3, tem
seis componentes irredutiveis PL(2,n), R(2,2), R(1,3), L(2,1,1), L(1,1,1,1)

e PE(2,n).

Daremos uma prova do Teorema 1.15 baseada no trabalho de D.Cerveau

e A.Lins Neto [CLn]. Antes precisamos de dois lemas:

Lema 1.17 Se F € F(1,2) tem uma singularidade do tipo Morse p, entdo

existe uma reta invariante por F que nao passa por p.
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Prova. Podemos supor que em uma carta afim C2 C P? p = (0,0) e F é

definida pela 1-forma (veja [LnSc]|, Proposigao 8)
w = (a1 + byy)dx — (asx + boy)dy + l(ydx — xdy),

onde | = ax + By, a;, b;, a, f € C. Sendo que F admite uma integral primeira
da forma f = zy—+- -+, numa vizinhanga de (0, 0). Fazendo w Adf = 0 obtemos

a1 = by = 0 e as = —by. Portanto podemos supor
w = ydx + xdy + l(ydz — zdy),
Segue que F = (2 =0) onde
Q=y(z+ )de+ z(z — l)dy — 2zyd=.

Se [ = 0 entao a reta {z = 0} é invariante por F e o lema esta provado.
Se [ nao ¢ identicamente nulo, da igualdade acima é facil ver que F possui trés
singularidades distintas e nao alinhadas. Neste caso, basta considerar a reta

que contém as singularidades distintas de p. ]

Lema 1.18 Seja F € F(d,3) de posto 2. Se F|y tem grau zero para H
genérico pertencente a imagem de Gg, entao F € pull-back linear de uma

folheacio em P2.
Prova. Seja F = (w = 0). Considere
Yr={(p,H)€P*xIm(Gx) |p€ H e w|g-X,=0}

onde X, é o levantamento para C* do campo de vetores tangente a folheagao
radial R, formada por retas que contém p, ou seja, Xz é formado pelo conjunto
de pontos (p, H) € P? x Im(G) tal que F|y ¢ radial em p.

Sejam 71 : Xr — P3 e 1 : ¥ — Im(Gx) as projegoes na primeira
e segunda coordenadas. Por hipdtese 7, ¢é birracional, logo dim(Xz) = 2.Por
outro lado, Im(7) C Sing(F). Para isto basta observar que se (p, H) € Y,
entdo F |y ndo admite integral primeira em uma vizinhanga de p.

Como Sing(F) tem dimensdo no maximo um, temos que as fibras de
tem dimensao positiva. Portanto se fixamos p € Sing(F) genérico, entdo o
conjunto de pontos de tangencia entre F e R, ¢ todo espago, ja que contém
infinitos hiperplanos. Isto mostra que Im(Gx) estd contida no plano dual

pY C P3. Logo F é pull-back linear de uma folheacdo em P2. |
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Prova.(do Teorema 1.15) Seja F € F(1,n), temos dois caso a considerar:

1. dim(Im(Gz)) < 2.

2. dim(Im(Gg)) > 3.

caso (1): Se dim(Im(G#)) = 1 pela linearidade das fibras, toda folha é
um subconjunto aberto de um espaco linear, logo F ¢ um pencil de hiperplanos.
Suponhamos dim(Im(G)) = 2. Seja E = P? genérico, vamos mostrar que F|g
é pull-back linear de uma folheagao em P2. Dai por ([CLn],Lema-2) o mesmo
segue para JF.

Denotamos F|g por Fi. Podemos supor que F; tem grau 1 e
dim(Im(Gr,)) = 2. Se H € Im(Gg) genérico, Gz (H) consiste em uma
Unica reta. Assim, Sing(Fi|y) contém pelo menos uma reta, portanto Fi|y
tem grau zero. Logo pelo Lema 1.18, F; = F|g é pull-back linear de alguma

folheacao em P2,

caso (2): Pela Proposigao 1.9 existe um plano E = P2 tal que F|g
satisfaz as hipoteses do Lema 1.17. Assim, em um sistema de coordenadas
(z,y) tais que (0,0) é uma singularidade do tipo Morse e a reta do infinito é

invariante, F|g ¢ definida por uma 1-forma linear
w = (a1 + byy)dx + (asx + bay)dy

e F|g tem uma integral primeira da forma f = xy + ---, numa vizinhanga
de (0,0). Fazendo w A df = 0 obtemos a; = by = 0 e az = by, logo a menos
de uma mudanca de coordenadas, F|g tem uma integral primeira racional da
forma XY/Z?. Portanto F|g é definida em coordenadas homogéneas de C3

pela 1-forma meromorfa fechada

_dX N dy 2alZ
“TxX Ty Tz

Segue que F é definida em coordenadas homogéneas de C**! por uma

1-forma meromorfa fechada 2 estendendo w (cf. [CaLnS], Lema 9). Mais ainda,

se {F; =0}, j=1,..., k, sao os p6los de multiplicidade r; > 1 de 2, entao esta

se escreve como (cf. [CM])

~ C A . ;. . . . -1 -1
onde Fj sao polinoémios irredutiveis primos dois a dois, H = F{"" ... F* " e

gr(G) = Y5 (ry — D)gr(F).
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Denotamos com letra mintscula as respectivas restrigoes dos polindmios

acima a F. Segue que

Q|E_ZAJC%J ( ).

Como w tem pdlos simples segue que r; = ... = r; = 1, i.e., g = 0. Sendo
que Q|g deve ter trés pélos simples, dois residuos iguais e um diferente temos
2<k<3.
Se k = 3 entao podemos supor A\ =1, s =1, \3 = -2, fi =X, fo =
e f3 = Z, ou seja,
dFy dF;, dF;

0= —2
n R Fy

onde gr(Fy) = gr(Fy) = gr(F3) = 1. Como {f; = 0}, {fo = 0}, {fs = 0}
estao em posicao geral, podemos supor £} = X, Fy =Y, F3 = Z e assim F

¢ pull-back linear de uma folheacdo em P?. Isto contradiz a hipdtese F tem
posto > 3.
Se k = 2 obtemos fifs = XY Z, ou seja, podemos supor gr(f;) = 2,
gr(fa) =1 e Ay/A; = —2. Portanto
dF}y dF,

Q=21 o2
R’

onde gr(F;) =2 e gr(F) = 1. Logo F € R(1,2). |



2
Estudo do Grau da Aplicacao de Gauss

2.1
Grau Topolégico

Se F é uma folheagao de codimensao um em P", denotaremos por gr(G )
o grau topoldgico da aplicacao de Gauss associada a F. Se n = 2 segue da
Proposigao 1.9 que gr(Gz) = gr(F). A primeira observagao a respeito do grau

¢ a seguinte:

Proposicao 2.1 Seja n > 3. A aplicagao gr : F(d,n) — N que associa

F € F(d,n) ao grau da aplicagdo de Gauss G € semi-continua superiormente.

Prova. Seja F € F(d,n) ndo-degenerada e p € G '(H) para um hiperplano
genérico H com p(F|g,p) = 1.

Seja W C H vizinhanca do ponto p tal que Sing(F|w) = {p}. Seja
w € QYW) definindo Fy . Existe uma vizinhanca U C QY(W) de w tal que
se n € U entao

> un.q) = plw,p) =1,
q€Sing(n)

ou seja, 1 possui apenas uma singularidade ¢ com u(n,q) = 1.

Seja V' C F(d,n) vizinhanga de F tal que se 7' € V entao Sing(F')NW
¢ vazio. Diminuindo V, se necessario, podemos supor que se F' € V e
W' € QY (W) define F'|w, entdo w’ € U. Segue que F'|y possul exatamente
uma singularidade em W. Isto é suficiente para mostrar que gr(F’) > gr(F).

Exemplo 2.2 Seja F € R(1, k) uma folheagao de codimensao um em P" com
integral primeira da forma L¥/F onde gr(L) =1 e gr(F) = k. Podemos supor
que L = X,,. Entao F = (w = 0) onde w = X,,dF — kFdL. Sendo

kF = ixig—)i,
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obtemos

Sing(F)\(V(F) N V(X)) = V ( or . _oF > .

0Xy 70X,
Se F' é genérico, segue do Teorema de Bezout que o ntimero de singu-
laridades isoladas de F é (k — 1)". Pelo argumento acima aplicado a F|pn-1

obtemos que
gr(F) = (k—1)"".

Proposicao 2.3 Toda folheagdao de grau 1 nao-degenerada tém aplicagao de

Gauss birracional.

Prova. Se n = 2, entdao gr(Gz) = gr(F) = 1. Se n > 3, a prova segue do
Teorema 1.15, da Proposicao 2.1 e do Exemplo 2.2. |

Observagao 2.4 Seja F uma folheacao de grau d em P23, S a unidao das
componentes de codimensao 2 do conjunto singular de F ¢ E € P? genérico.
O numero de singularidades isoladas de F|g contadas com multiplicidades é

dado pelo Teorema de Darboux

Y wFlep) =1+d+d”

p€ESing(F|g)

Portanto pela Proposicao 1.10 segue que

> (Flep) +ex(Gr) = 1+d +d>.

pEENS

Exemplo 2.5 Segue da Observacao 2.4 que se F denota um elemento genérico

na componente irredutivel de F(2,3) em questao temos:

1. FeR(1,3) = gr(Gyr) = 4;
2. F € R(2,2) = gr(Gr) = 3;
3. Fe L(2,1,1) = gr(Gr) = 2;

4. Fe L(1,1,1,1) = gr(Gr) = 1;

5. F € E(2,3) = gr(Gg) =1 (veja também o Exemplo 2.22).

Concluimos esta secao com a seguinte proposicao:

Proposicao 2.6 Seja F uma folheacao de codimensao um em P3? de grau d
com gr(Gg) > d*. Entio F € R(1,d +1).
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Prova. Se gr(Gx) > d? entdo a restricdo de F a um plano genérico E, F|g
possui pelo menos d? singularidades simples com indice de Baum-Bott zero,
logo por ([LnP],Proposi¢ao 5) admite integral primeira da forma C/L4! onde
C' é um polindmio homogéneo de grau (d + 1) e L é linear. Portanto F|g é

definida em coordenadas homogéneas de C? pela 1-forma meromorfa fechada

_dc
- C

dL

w (d—i—l)L.

Segue que F ¢ definida em coordenadas homogeéneas de C* por uma 1-
forma meromorfa fechada €2 estendendo w (cf. [CalnS], Lema 9). Mais ainda,
se {F; =0}, j =1,..., k, sao os polos de multiplicidade r; > 1 de (2, entao esta

se escreve como (cf. [CM])

k
dF; G
O = Ni—2L +d | =
Z F (H > ’
7=1
onde F} sao polinomios irredutiveis primos dois a dois, H = F =t F ,:’“_1 e
k
gr(G) = Zj:l(rj — 1)gr(Fy).
Denotamos com letra miniscula as respectivas restricoes dos polinomios

acima a F. Segue que

Escrevemos C' = Hle Czdi decomposicao em polinomios irredutiveis,
Zle d;gr(C;) = d + 1. Dai temos

*L dC; dL
=Y d— — (d+1)—.
o= 2 b e

Como w tem pdlos simples segue que 1 = ... = r; = 1, ie., g = 0.
Podemos supor que fy = L e Ay, = —(d + 1). Se escrevemos f; = Hf;l fits
sua decomposigao em irredutiveis, entdo para qualquer i € {1, ..., s} existem

jged{l,.,k—=1} el € {1,...,k;} tal que C; divide f;;, gr(C;) = gr(fj.) e

Aje; = d;. Dai obtemos que A\; € N e Zf;ll Agr(f;) = d+ 1, portanto
dF dFy,
0=%"" @4k

onde F' = Hlfll Fj’\j e Fj, é linear, ou seja, F € R(1,d+ 1). [ |

7=
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2.2
Graus da Aplicacao de Gauss

Nesta secao estudaremos o grau da pré-imagem de um espaco linear
genérico em P pela aplicacdo de Gauss.

Para uma aplicagao racional ¢ : P* --s P" definimos gr,(¢) como a
cardinalidade do conjunto ¢E(Lz) NX"* onde U C P" é o aberto maximal de
definicao de ¢ , L; C P™ é um espaco linear genérico de dimensao 7 e ¥"~" C P"
¢ um espaco linear genérico de dimensao n — 7. Se ¢ nao é dominante entao

claramente gr;(¢) = 0. Se ¢ é dominante entao dim(gbl_Ul(Li)) = 1, portanto

gr,(¢) coincide com o grau do conjunto algébrico gb‘_Ul(LZ)
Definigao 2.7 Para cada par de nimeros naturais (k, i) satisfazendo 1 < k <
ne(0<i<k—1, definimos os niimeros

H(F) = g1,(Cr,).

onde Fy := F|pr para algum P¥ C P" genérico.

Observe que eg(F) coincide com o grau topoldgico de Gx.

Segue da Proposigao 1.10 que e2(F) = gr(F). Mais geralmente, para
0<i<n-—1,eF) coincide com o grau da (n — i)-ésima classe polar de F
definida em [Mol].

Seja U = P \ Sing(F) e G = (G#)y- Seja LI C P™ um espaco linear
genérico de dimensao i, Vi =G (L) cUe X! = [ ie.,

yn—i-l _ ﬂ H.

Hel?

Lema 2.8 Se X% ¢ um espaco linear genérico de dimensdo n —i (i > 1)

contendo X"t entao
VINE" =UN (Sing(Fjsn-i) U Sing(Fjsn-i-1)) -
Mais ainda, X" intersecta V' transversalmente.

Prova. Denotaremos F; := Fjs,;. Por definicao V' = {p € U |T,F D ¥ ""1}.
Claramente os pontos p € "1 NV coincidem com Sing(F, _;_1). Similar-
mente um ponto p € (X" \ X" NV se, e somente se, T,F contém o join
J(p, X)) = 3" e, p € Sing(F,_,).

Falta provar a afirmagao de transversalidade. Pela Proposicao 1.10,
podemos assumir que todas as singularidades de F,,_;, 1 contidas em U tém

ntimero de Milnor um. Seja p € X" *"'NV;. Se para todo X" ~¢ contendo X" ¢!
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a intersecao de V* com X" nao ¢ transversal em p, entao T,V'NT, X" "1 =£ (.
Sem perda de generalidade podemos supor que X"t = {zy = ... =z; = 0}.
Nesta situagao a variedade V* ¢é definida pela projetivizagao de {a;41 = ... =
a, = 0} onde w = !  a;dr; é uma 1-forma definindo F em coordenadas
homogéneas de C"*1,

Temos que F,,_;_1 é definida pela 1-forma

n

Z aj(O, cee ,O,JZZ'+1, .. .,ZL‘n)dl’j.

j=i+1

Se v € T,V" entdao um levantamento arbitrario v para C"*! satisfaz da; -v = 0
para todo i + 1 < j < n. Portanto se T,X" "1 N T,V* tem dimensao positiva
entao p(Fn_i_1,p) > 1. Contrariando nossa hipétese. Logo para "¢ D ¥n—i-1
genérico a intersecao de V* com X"~ ao longo de X" i~! é transversal.

Seja p € L\ X"l Se A C aut(P") é o subgrupo que preserva
Y=t entao P\ X" é A-homogéneo. Segue do teorema de transversalidade
(cf. [Kle]) que um genérico A-transladado X"~* DO X"~~! intersecta V'

transversalmente ao longo de X7~¢\ X1, |

Teorema 2.9 Se F ¢é uma folheagio de codimensao um em P" e (k,i) € um
par de numeros naturais satisfazendo 2 <k <n el <i<k—1 entao

el (F) = e ™ (F) + ef(F).

2

O seguinte corolario segue diretamente do Teorema 2.9.

Corolario 2.10 Para numeros naturais s, k,i satisfazendo s > 1, s+2 < k <
ne2<i<k-—1 temos que ef(F) = el=2(F).

Prova. (do Teorema 2.9). Claramente basta considerar o caso k = n. Pelo
Teorema de Bertini podemos assumir que V* é vazio ou suave de dimensao i.

O teorema segue do Lema 2.8 uma vez mostrado que o fecho de V* em
P" nao intersecta X"~¢ N Sing(F).

Para """ O %"~ genérico é claro que ViN(X"%\ £~ 1) NSing(F) =
(). Podemos tomar X"~ transversal a V' com o ntimero maximal de singulari-
dades isoladas em U.

Falta mostrar que Vi N X"~ N Sing(F) = (). Seja G : X — P™ uma

resolucao da aplicacao racional Gg, i.e, 7 : X — P" é um compésito de
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blow-ups e G ¢ definida através do seguinte diagrama comutativo.

Gr
P - > pn
Seja T C P xP" a variedade de incidéncia, G;(P") a Grassmaniana de i-planos

em P" e

Uz{(L",x,H)eGi(Pn)xWxP" Hel ,zel =) H},

HelL:

Observe que U C G;(P") x T.

Se E C X é um divisor excepcional, entdo o conjunto de i-planos L C P"
tal que G 71(Li) N7~ Y L) NE # () é dado pela imagem do morfismo o definido
a seguir, onde as setas sem denominagao sao as correspondentes projecoes
naturais.

[

— T .
E Xz U —= U —= Gy(B")

| o |

E z

Observe que Z é aut(P")-homogéneo sobre a a¢ao natural e que a seta vertical
U — T é um aut(P")-equivariante morfismo. O teorema de transversalidade

(cf. [Kle]), implica que
dim E x7 U = dim E + dimif — dim Z = dim G,(P") — 1.

Segue que ¢ nao é dominante. Repetindo o argumento para todo divisor
excepcional de m obtemos um aberto em GZ(P") com a propriedade desejada.

Isto conclui a prova do teorema. [ |

2.3
Folheacoes Logaritmicas

Considere a folheacao logaritmica F) em P" definida em coordenadas

homogeéneas de C"*! pela 1-forma meromorfa

k

dF;

Wy = Z)\Z E s A= ()\17---7)%)
i=1 ¢
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onde F; € C[xy,...,x,] sdo polindmios homogéneos e Aj, ..., \x nimeros com-
plexos satisfazendo 3% | Agr(F) = 0.

Se o divisor D = Zle D;, D; = V(F;) possui apenas singularidades do
tipo cruzamentos normais e os nimeros complexos \; sao nao nulos entao o
conjunto singular Sing(F,) é uma uniao disjunta SU R onde S = U,;D; N D;
corresponde as singularidades de codimensao dois e R é um conjunto finito (cf.
[CkSoVa, CHKS]). Esta observagao segue do fato que, sobre essas hipdteses,
o feixe Q'(log D) é localmente livre de posto n (cf. [CHKS], Proposicao 3) e
a 1-forma racional wy vista como elemento de H°(P" Q! (log D)) nao possui
zeros em uma vizinhanca do suporte de D. Além disso, sobre essas hipétese,
o grau do conjunto singular de dimensao zero ¢ dado pela classe de Chern top
do feixe Q' (log D).

Vamos estender a descricdo de Sing(F) acima. Seja 7 : (X,7*D) —
(P™, D) uma resolugao de D, i.e., 7 é uma composicao de blow-ups tal que
o suporte de 7*D possui apenas singularidades do tipo cruzamentos normais.
Observe que T*wy pode ser considerada como uma secao global de Q! (log 7* D).
Para cada componente irredutivel ' de 7*D consideremos o residuo de 7*w)

em F
AME) =AMFE,wy) = QL /W*(W)\)

X

onde 7y : ST — X\ |7*D| é um caminho naturalmente orientado ao redor de F.
Se E ¢ a transformada estrita de V(F;) entao, claramente, A(E) = ;. Temos

o seguinte lema:

Lema 2.11 Para toda componente irredutivel E C X do divisor excepcional

existem numeros naturais mq, ..., my tal que

k
ME) =Y m\;.
=1

Prova. Seja m : (Xy,77D) — (P", D) o primeiro blow-up no processo de
resolucao de D com centro Cy C D e seja Ey = 71(C4) o divisor excepcional.

Se D; =V(F;) e 131 denota a transformada estrita de D; entao temos
7T>1KDZ = nl-El -+ jjz

onde n; é o numero natural definido pela multiplicidade de D; ao longo de

C1. Além disso, sobre um ponto genérico p € FEj, seja t um germe de funcao
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holomorfa parametrizando uma secao transversal a E; em p entao

dt
Ty (wy) = (Z )\mz) 7t

para alguma 1-forma holomorfa fechada a. A prova segue por inducao sobre o

numero de blow-ups necessarios para resolver D. [ |

Definigao 2.12 O vetor complexo A = ()\,...,\;) € CF é dito nao-
ressonante (com respeito a 7) se A\(E) # 0 para toda componente irredutivel
E de m*D.

No que segue, denotamos por ¢,(L) a classe de Chern top do feixe L.

Lema 2.13 Se \ é nao-ressonante entao a restricao do conjunto singular de

Fy ao complemento de D é um subconjunto algébrico de dimensao zero e grau
ea(Q% (log 7 D).

Prova. Se A é nao-ressonante entao a l-forma 7*w,, vista como secao de
QL (log 7* D), nao possui zeros em uma vizinhanga de |7* D).

Se existisse uma componente de dimensao positiva em Fy, nao contida em
|7* D], entao por amplitude do divisor 7*D esta componente deveria intersectar
o suporte de 7 D.

Como 7*D tem apenas singularidades do tipo cruzamentos normais o
feixe Q% (log 7* D) ¢é localmente livre de posto n. Segue que o grau da restrigao

do conjunto singular de Fy ao complemento de D é ¢, (4 (log 7* D)) . [

Seja %* C P™ um subespaco linear genérico de dimensao s e denote por
X, =n"1¥%) e Dy = (7*D)|x,. Segue do Teorema de Bertini que X, ¢ suave

e Dy é um divisor com apenas singularidades do tipo cruzamentos normais.

Proposicao 2.14 Se )\ € nao-ressonante entao

gr(Gr,) = ca1(Qx, ,(log Dy_y))

eparal <1 <n-—1

gr,_i(Gr,) = ci1 (. (log D; 1)) + ¢;(QY, (log D;)).

Prova. Se H C P™ é um hiperplano genérico, entao pela Proposicao 1.10,
G}i(H ) coincide com as singularidades isoladas de Fy gz que nao sao singula-
ridades de F). Por escolha de H sobre o complemento da variedade dual de D

podemos supor que essas singularidades estao fora do suporte de D.
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Se m,_1 : X,,.1 — H é arestricao de 7 : X — P" a X,,_; entao m,_
é a resolucao de D N H e, além disso, para toda componente irredutivel F,
do divisor excepcional, intersectando X,,_; temos que o residuo de 7 ;(wxg)
ao longo de qualquer componente irredutivel de £ N X,,_; é igual ao residuo
de 7wy ao longo E. Portanto a 1-forma wyy ¢ nao-ressonante com respeito a
Tn—1-

Segue do Lema 2.13 que o ntimero de singularidades isoladas de Fy g ¢

cn-1(Q% _ (log D,—1)). Um argumento andlogo mostra que

e (Fr) = cr1(Qx,_, (log Dy_1)).

A conclusao do proposicao segue do Teorema 2.9. |

2.4
Folheacoes com Feixe Tangente Totalmente Decomponivel

Seja F uma folheacao de codimensao um em P", n > 3 com tem feixe

tangente totalmente decomponivel
Tf ~ O]Pln(el) D...D O]}Dn(en_l).

A inclusao TF — TP" | define folheagdes por curvas G; com T'G; = Opn(e;)
e cujas folhas estao contidas nas folhas de F. O conjunto dos pontos de
tangeéncia entre G; e um hiperplano genérico H, define uma hipersuperficie
tang(G;, H) = V(P;) em H onde P; é um polindmio homogéneo em n — 1
variaveis de grau gr(G;) =1 —e; (veja [LnSc]).

Se Vi, ..., V, sao hipersuperficies em P" tal que N ;V; é um conjunto
finito, entao denotaremos por i(Vi,...,V,;p) a multiplicidade de intersegao

entre estas em p € N, V;.

Proposicao 2.15 Seja F uma folheacao nao-degenerada em P, n > 3 com
feize tangente TF ~ Opn(e1) @ ... ® Opn(e,_1) € p um ponto isolado em
Gr '(H). Entdo

p(Flu,p) = i(tang(Gi, H), ..., tang(Gn—1, H); p).

Prova. Seja w 1-forma definindo F e X; campo de vetores tangentes a folheagao
por curvas G; numa vizinhanga de p, para todo ¢ =1,...,n — 1. Escolhemos um

sistema de coordenadas (zy, ..., z,) em p tal que

-p=0,T,F=H ={z,=0};
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- W = Z?:l Aldl’l (§] Xz = Z?:l aija%j onde aij (0) = 51]

Neste caso P; = a;,|g. Queremos mostrar que os ideais (Aq|y, ..., Ap_1|y) €
(@in|m, -y @n—1n|m) s@0 iguais no anel local O .

Como os campos X, ..., X, geram o feixe tangente T'F numa vizi-
nhanca de p, w pode ser escrita na forma iy, ...ix, ,(dziA...Adx,). Portanto

as coordenadas de w sado obtidas (a menos de uma mudanga de sinal) tomando
j=l..n—1

os determinantes menores (n — 1) x (n — 1) da matriz (a;;)]=, ", ", ou seja,
aiq ce ay; c Q1np
—_—
ap—11 +-- Qp-1; ... Gp_1p

onde o simbolo ~ denota auséncia da coluna (ou linha) . Logo podemos

escrever A; = a1, + ...+ ap_1iGp_1n ,Vi=1,...,n — 1, onde

—

a1 e a1y, e A1np—1
_ — . o~ . o~
aji = £det aﬂ . ajl- : a]‘n_l
—_—
Ap—11 -+ Qp-15 --. Op_In-1
Como a;;(0) = §;; segue que «;;(0) = d;j, i.e., a matriz (a;)ij=1,. n-1 é
invertivel. Isto mostra que (Aq|g, ..., An_1lg) = (@1nlm, - Gn—1nlH) - [ |

O teorema seguinte é baseado em um argumento de D. Cerveau.
Seja X; € HY(P", TP" ® Opn(—e¢;)) campo de vetores tangente a G; e com
Sing(X;) = Sing(G;), para todoi =1,....,n — 1.

Teorema 2.16 Seja F uma folheagao nao-degenerada em P", n > 3 com
feize tangente TF ~ Opn(e1) @ ... @ Opn(e,_1). Se a dimensdo do espago
span{ X1 (p), ..., Xn_1(p)} € pelo menos n—2, para p € Sing(F) genérico, entao

gr(Gr)=(1—e1)... (1 —ep).

Prova. Primeiro vamos mostrar que G~ (H) = (-, tang(G;, H) para H € P"
genérico. Seja S uma componente do conjunto singular de F e considere o

conjunto
n—1

As={(p,H) € SxP"| pe () tang(G H)}.

i=1



Capitulo 2. Estudo do Grau da Aplicagcdo de Gauss 31

tang(G;, H)

Figura 2.1: Feixe tangente decomponivel.

Uma fibra genérica 7;'(p) da primeira projecio 7 : Ag — S
é formada pelo conjuntos dos hiperplanos H € P" tal que H contém
span{ X (p), ..., Xn_1(p)} que por hipétese tem dimensido pelo menos n — 2.

Portanto a dimensdo de 7, !(p) é no méximo 1. Logo
dimAg = dim7; '(p) + dimS < 1+ (n —2) =n — 1.

Segue que a segunda projecdo 7 : Ag — P nio é dominante, portanto se
H € P"\ 15(Ag) entio (1=, tang(Gi, H) (S = ¢. Agora se Sy, ..., Sy sdo todas
as componentes do conjunto singular de F, basta tomar H € P"\ | Jf_, m(Ag,).
Isto mostra que G '(H) = (-, tang(G;, H) e como F é nao-degenerada
este 6 um conjunto finito. Logo pelo Teorema de Bezout, Gz '(H) possui
(1 —e¢1)...(1 —e,—1) pontos contados com multiplicidades.

Pela Proposicao 2.15 temos que
i(tang(Gy, H), ..., tang(G,_1, H);p) =1

para todo p € ﬂ?;ll tang(G;, H). Portanto a cardinalidade do conjunto
G]:il(H) é (1—61)...(1—6n_1). |

Proposigao 2.17 Seja F uma folheacio ndio-degenerada em P2 com feize
tangente TF = Ops(e1)®Ops(es), D := Sing(G,)NSing(Gs) e H € P* genérico.
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Entao

gr(Gr) = (1—e))(1—es) = Y i(tang(Gy, H), tang(Gs, H); p).

peEHND

Prova. Se S é uma componente de Sing(F) que nao estd contida em D, entao
a dimensao de span{Xi(p), X»(p)} é pelo menos 1 para p € S genérico.
Logo utilizando o mesmo argumento da prova do Teorema 2.16 obtemos
S Ntang(Gy, H) Ntang(Gs, H) é vazio. Portanto

tang(Gy, H) Ntang(Gy, H) = (DN H)U G '(H).

Exemplo 2.18 Considere a folheacio de grau 3 em P? definida em coordena-

das homogéneas pela 1-forma w = igixiy(dzo A dxy A dxg A dx3) onde

R = =« 9 +x 4 +x 4 +x 4
R s 0
0 0
X = - _
xoal'o + o &cl’
0 0
Y = an 0+x18$1 +$2($o+$1)8$2

Temos que [X,Y] =Y e D := Sing(X)NSing(Y) = (zp = z; = 0). Os campos

de vetores X, Y definem folheagoes por curvas G;, G, respectivamente, com
Tgl O]p3, ng O]PJB( ) (§] ng O]PJB @ O]PJB(—l)

Seja H € P? genérico e p € HN D. Além disso, é possivel mostrar que F

¢ nao-degenerada. Portanto segue da Proposicao 2.17 que
1 <gr(Gr) =2 —i(tang(G1, H), tang(Gz, H);p) < 1,

ou seja,
gl"(G]:) =1.

Seja w germe de 1-forma holomorfa em (C", p). Dizemos que w depende
de 1 < k < n varidveis se existe um sistema de coordenadas em p tal que
w = Zle ai(x1, ..., 2)dr;. O posto de w em p, denotamos posto,(w), é
definido como o niimero minimo de variaveis que podemos escrever w.

Seja F um germe de folheacdo de codimensao um em (C",p). Se existir

um sistema de coordenadas em p tal que F pode ser representada por uma
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1-forma w com postop(w) = k < n, diremos que F ¢ equivalente a um produto
local em p de uma folheacio de codimensao um em (C*,0) por uma folheagao

regular de codimensao k.

Corolario 2.19 Seja F uma folheacao nao-degenerada em P*, n > 3 com
feize tangente TF ~ Opn(e1) @ ... D Opn(e,_1). Se F € equivalente a um
produto local em p de uma folheagio em C? por uma folheagdo reqular de

codimensao 2, para p € Sing(F) genérico, entao

gr(Gr)=(1—e1)... (1 —ep).

Prova. Seja ¢ — span{Vi(q), ..., V,—2(q¢)} um campo de planos tangente a

folheagao regular de codimensao 2. Entao temos

Vi(q) € span{Xi(q), ..., Xn_1(q)}, Vq € P"\Sing(F).

Considere g, € P"\Sing(F) uma sequéncia de pontos convergindo para p €
Sing(F). Segue que V;(qx) = 27;11 a;;(qx)X;(qx) onde a;; € O(U\Sing(F))
e U vizinhanca de p. Como cod(Sing(F)) > 2, as funcOes «;; se es-
tendem para todo U. Tomando limite quando & — oo obtemos que
{X1(p), ..., Xn—1(p)} é um conjunto de geradores para span{Vi(p), ..., V,—2(p)}.
Portanto dim(span{X;(p), ..., X,_1(p)}) > n — 2. |

Observacao 2.20 Seja F um germe de folheacao de codimensao um em
(C™, p) representada por uma 1-forma w. Se existe um campo de (n — k)-
planos integravel e tangente a F, entao F ¢ equivalente a um produto local
de uma folheagao de codimensao um em (C",0) por uma folheacao regular de
codimensao r, para algum 1 < r < k. Reciprocamente, se F é equivalente a
um produto local de uma folheacdo de codimensao um em (C",0) por uma
folheagao regular de codimensdo r, entao existe um campo de (n — r)-planos

integravel tangente a F.

Prova. Considere um sistema de coordenadas em p = 0 tal que o campo
, 9 9 . . .
de planos é dado por ¢ — span{m,..., %}. Por hipétese 2%(@ =0,

Vi7=k+1,..,n. Da condicao de integrabilidade de F obtemos

Oziai(w/\dw):ii(w).dw—w/\ii(dw):—w/\z’i(dw).

Segue da igualdade acima e do fato que codim(Sing(w)) > 2 que existe g € O,
tal que iai(dw) = g.w.
Ty
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Fixamos j € {k+1,...,n}. Tomando a derivada de Lie na dire¢ao de %,
J

obtemos

L%(w) =10 (dw)+d(i o (W) =10 (dw) = gw.

Segue que os coeficientes de w satisfazem a seguinte equagao diferencial

Portanto para todo i = 1, ..., n existe b;(z1, ..., xj_1, Zj11, ..., 2,) € O, tal que

zj
a; = h.b;, onde h =exp (/ (21, .y i1, 8, %541, ...,xn)ds) )
0

Como h(0) =1, a 1-forma ., b;dz; representa F. O resultado segue do fato
queaj:i%(w)zo.
Para a segunda parte da observacao basta tomar o campo de planos

tangente a folheagao regular de codimensao 7. ]

Dizemos que p é uma singularidade do tipo Kupka da folheacao F
definida pela 1-forma w se p € Sing(F) e dw(p) # 0. Neste caso, F é equivalente
a um produto local em p de uma folheacao em C? por uma folheacao regular
de codimensao 2 (cf.: [K]). Se p € Sing(F) é uma singularidade do tipo Kupka
ou uma singularidade isolada de dw entao dizemos que p é do tipo Kupka
generalizada (veja [CCGL]).

Observacao 2.21 Se F tem feixe tangente totalmente decomponivel e tem so-
mente singularidades do tipo Kupka generalizada entao F satisfaz as hipdteses
do Corolario 2.19.

Exemplo 2.22 Seja k um ntimero natural, considere a folheacao Fj, em C3

definida por igix(dzy A dxg A dxs) onde

d B, d
= (K Hk+Dar=—+ (k+ Drge— + 23-—
S = (W+ktDarg -+ (k+ Doy -+ ez

0 0
X = 2 1k — Dk — + —.
(k" +k + )xzaxl + (k+ )9538962 s

Esta se estende a uma folheacio F; em P3 definida em coordenadas

homogéneas pela 1-forma
w = (k+1D)X3(X1 X5 — X5 dXo + (k2 + k + 1) X3(Xo XT — XoX5) dX,
(k+ D)0 + b+ 1) Xo(Xo X5 — XFT1) dXp + (K(k? + b+ 1) XX+

+
bORXo X0 XE — (K2 4 k(K + 1)X0X§+1) dX;.
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Calculando a diferencial do levantamento G da aplicacdo de Gauss de Fy,
para C"! no ponto p = (z¢, 21, 22, 1) obtemos

0 8 ~B23 By (Be1 — a3t
—a kaa:ga:’f_l ozw’f —a(Bzo — xgz’f)
apzk —af?zh kﬂaazomg_l aﬂ(a}lf""l — zoxk)
k(zh — (k+ a)m§+l) k((k® 4+ 2a — D)zozh + k) k(aa}’f+l — yzozh) k3zoxy

onde a =k*+k+1,8=k+1evy=(k*+ 3a—2). Daf segue que
det(dG(0,1,0,1)) = =k (a4 1)(8% + 1) # 0.

Portanto Fj, é nao-degenerada. Além disso, as singularidades de F; sdo do
tipo Kupka generalizada e TF = Ops & Ops(1 — k) (cf.: [CCGL]). Logo, pelo

Corolario 2.19 temos que



3
Transformacoes Polares

3.1
Introducao

Dado um polinémio homogéneo F' € Clxy, ..., z,] , associamos a aplica¢ao

racional

VF:P" --» P
r — (Fy(z):..: F(x))

onde F; denota a derivada parcial de F' em relacao a z;. Esta aplicacao é
chamada transformacao polar de F.

Um caso particularmente interessante é quando VF' é birracional (cf.
[ES, EKP, CiRS]) neste caso dizemos que F' ¢ um polindmio homaloidal.

A classificagdo de polinémios (reduzidos) homaloidais em trés varidveis

foi obtida por Igor V. Dolgachev :

Teorema 3.1 [Do] Seja F' um polinémio homaloidal em trés varidveis sem
fatores mailtiplos. Entdo a menos de uma mudanga linear de varidveis, V(F') C

P? ¢ uma das sequintes curvas:
1. Uma conica suave;
2. Uma uniao de trés retas em posi¢ao geral;

3. A unidgo de uma conica e uma reta tangente a esta.

Nesse mesmo trabalho Dolgachev conjecturou que o grau da trans-
formagao polar de F' depende apenas do conjunto de zeros V(F'). Neste caso,
nao é mais necessario a condicao de F' ser um polinomio reduzido no Teorema
3.1.

A. Dimca e S. Papadima deram uma resposta positiva a essa conjectura.
Eles mostraram que o grau de VF' depende somente da topologia do comple-
mento de V(F') em P™:
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Teorema 3.2 [DiPa] O complemento D(F) = P"\V(F') é homotopicamente
equivalente a um CW-complexo obtido de D(F)N H anexando gr(VF') células

de dimensao n, onde H é um hiperplano genérico em P™. Em particular, temos

gr(VF) = (=1)"x(D(F)\H).

Este resultado foi obtido utilizando métodos topoldgicos baseando-se em
teoria de Morse complexa. O problema de obter uma prova algebro-geométrica
da conjectura de Dolgachev foi proposto em [Di] e [CiRS]. O objetivo deste
capitulo é obter tal prova algebro-geométrica (Teorema 3.5). Respostas parciais

a este problema foram obtidas em [KS] e [B].

3.2
Transformacoes Polares x Folheacoes Logaritmicas

Considere a funcao multivaluada

k
IF)\:HF;/\Z':]P)TL ——-)]Pl

i=1

onde F; € Clxo, ..., z,,] é um polinémio homogéneo de grau d; e \; € C*.
A funcdo F* é homogenea de grau gr(F*) = Zle \id;. Apesar de F*
nao ser uma funcao algébrica, ainda é possivel definir a transformacao polar

associada

VF:P" --» P"
Fo(z) . Fa(@)
) P

T

onde F?} denota a derivada parcial de F* em relacio a z;. Quando todos os
A;’s sd@o numeros naturais esta aplicagao coincide com a transformagao polar
definida no inicio do capitulo.

Se gr(F*) = 0 entdo a derivada logaritmica de F* define uma folheacao
logaritmica em P" e a transformacdo polar VIF* coincide com a aplicacio
de Gauss dessa folheacao. Portanto de agora em diante vamos supor que
gr(F*) # 0.

Considere a folheacao em C"*! definida pela 1-forma

k dF> k k dF,
([17) 5 - (1) 35
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Observe que todas as singularidades desta folheacao estao contidas em

V(I] Fi) j& que pela férmula de Euler temos

in (f[ F) %P? = gr(F) (H F) .

Esta folheacao em C"*! se estende naturalmente a uma folheacdo de
Pt Se consideramos Fi, ..., F), como polinomios em Clxg, ..., Ty, Tpi1],
Fri =T e A= (Mo, ..., M\, —gr(F)) entdo esta coincide com a folheacio

F5 da secao 2.3 definida pela 1-forma logaritmica

dF/\ dz 1
- . F/\ n+
CL)/\ Fk g ( ) l‘n_i_l
Teorema 3.3 Se o grau de F* é ndo nulo entdo parai=0,...,n— 1,

gr,(Gr) = gr; (VF*) +gr,_, (VFY),
onde estamos assumindo que gr_; (VF*) = 0.

~ k - . - -
Prova. Se colocamos F; = H#j .—1 Iy entao a aplicacao de Gauss da folheagao

JF5 no ponto [zg : ... : xy41] pode ser escrita como
: OF u
[xn+1 <Z)\ ]ax ) I | <Z )\JF]a—xJ> : —gr(F’\) (H F])
j=1 " j=1
Portanto se p=1[0:...:0: 1] e 7 : BL,(P"*!) — P"*! denota o blow-up de

P7*! em p entdo a restricao de G = G F-om ao divisor excepcional E' = P" pode
ser identificada com VF*, bem como o contradominio de VF* com o conjunto
on+1 :
P} C P"" de hiperplanos que passam por p .
Considere a projecao p([xg : ... : Ty : Tpy1]) = [T ... : ] com centro

empep=por:BL(P") — P". Se escrevemos

k OF
)\ . -
VIF( [E:)\ ]890 ...EjAjFJaJ
j=1

entao temos o seguinte diagrama comutativo
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Seja L' ¢ P! um subespaco linear genérico de dimensao i e

Wi=GR(L), Wi=GTLY e V= (VEY) ' (o(L).

SeU CPéo complemento da hipersuperficie V([] F; ) entdo ([Pi], Lemma)
implica que V' N U e Win p1(U) sao densos em V' e Wi,

Segue do diagrama acima que ﬁ(V[A//Z) C V* Um simples cdlculo mostra
que a restricao de G a fibra de p sobre U induz um isomorfismo a a correspon-
dente fibra de p. Combinando isto com a densidade de V' N U e Win p1(U)
em Vie Wi respectivamente podemos concluir que o i-ciclo p*I/VZ coincide com
o i-ciclo V.

O ¢-ésimo grau da aplicacao de Gauss F5 pode ser expresso como
gr; (GFX) = Cl(O]perl(]_))i . WZ .

Se Wi = G~1(L%), H denota um hiperplano genérico contendo p e H é sua
transformada estrita entao, pela formula da projegao,

gr; (Gﬁ) = o (m* Ot (1)1 - W'

= (T O (1) Wi+ (Z J)ﬁE) R TZ
_ cl(opn(1))i.ﬁ(ﬁi)+< <;>ﬁ3E31> mE) -(WimE)

= Cl(O]}Bn(l))i . Vi + Cl(OE(l))i_l . (WZ N E) .

Claramente temos que c;(Opn (1)) V? é igual a gr,(VIF?). Por outro lado
c1(Op(1)=t- (Win E) = gr,_(VF*). Sendo que para L' genérico, WiN E é
igual a G‘_El(Li NP7) como (i — 1)-ciclo sobre E. O teorema segue. [

Corolario 3.4 Se o grau de F* é ndo nulo entdo
gr;(VF) = e (Fx)

parai=0,...,n—1.

Prova. O resultado segue comparando os Teoremas 2.9 e 3.3. |
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3.3
Invariancia do Grau da Transformacao Polar

Teorema 3.5 Seja A = (A1,..., \) um elemento de CF tal que H(N;) > 0
para alguma aplicagao R-linear $ : C — R para todo 5 = 1,... k. Sejam

Fy, ..., Fy polinomios homogéneos irredutiveis em Clzy, ..., x,]. Se F’\ I1 F

o (V) = (v (I15))

entao

para todoi=0...,n—1.

Prova. Seja F = Fy a folheacdo em P"! associada a F*. Pelo Corolério 3.4
temos que gr,(VF?*) coincide com o grau da aplicacio de Gauss de Fiprt1-i
para um P*™1~" € P*™! genérico.

Se D é o divisor de P" associado a [| F; entao a intersegao em P"*! de
V (zn41 ([T F;)) e um genérico P*~* ¢ isomorfo a unido da intersegao de |D|
com um genérico P"~* C P" e um genérico hiperplano H em P"~¢.

Se 7 : X — P é uma resolugao de |D| N P"~ entao pelo Teorema de
Bertini temos que esta também é uma resolugao de |[D|NP"~* com um genérico
H. Portanto o residuo de H, A\(H) = —gr(F*), nao influencia no célculo dos
residuos A(E) para uma componente irredutivel £ do divisor excepcional de
7, jad que nenhuma das transformadas estritas de H contém centros a serem
explodidos no processo de resolucao. Logo a hipotese sobre A junto com o Lema
2.11 implicam que X é ndo-ressonante com respeito a 7. Segue da Proposicao
2.14 que

gr(Grp i) = nei(Qx (logm (D NP" + H))).

Sendo que um argumento analogo mostra que a mesma féormula vale para a

folheacao associada a F = [] F}; ent@o o teorema segue. |

Claramente a hipétese sobre A € C* pode ser enfraquecida. O Lema 2.11
nos d4 que existem um nimero finito de subespacos lineares contidos em CF
definidos por equagoes com coeficientes em N tal que fora destes o grau de

VF? é constante.

Corolario 3.6 Sejam Fy, F» € Clxy,...,x,]| polindmios homogéneos. Se Fy e

Fy sao relativamente primos entao
gry(VFy - Fy) > max{gr,(VF1), gr;(VF3)}

para todo i =0,...,n— 1.
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Prova. Seja F; a folheacao de P! associada a F} e Fio associado a I} Fj.
Estas sao, respectivamente, induzidas pelas 1-formas racionais em P"+!
dFl danrl dF1 dFQ danrl

— 1 _or(F = — 4+ —= - F F: .
w1 7, gr(F) o e Wi 7 + 7 (gr(F1) + gr(F3)) o

Seja H C P™*' um hiperplano genérico e « : H — P"! a inclusdo.
Temos que Gz (H) consiste de gr(G ) pontos isolados correspondendo as
singularidades de t*w; contidas em H \ V(F}). Segue da prova do Teorema
3.5 que podemos assumir que t*wip é nao-ressonante (com respeito a certa
resolucao).

Se H, visto como ponto de P"*! evita o fecho da imagem de V(F)
sobre Gz, entao as singularidades de (*w; contidas no complemento de V(F7y)
estao contidas também no complemento de V(FiF,). Segue que para € > 0
suficientemente pequeno a 1-forma t*(w; + €ewiz) tem pelo menos gr(Gg)
singularidades contidas no complemento de V(FjF3). Sendo que podemos
escolher € de forma que ¢*(wy + ewr2) é nao-ressonante, a folheacdo induzida
tem aplicacao de Gauss com grau igual ao da aplicacao de Gauss de Fis.

Segue do Teorema 3.5 que gr(VE F,) > gr(VF;). Com um argumento
analogo para F, e também para segoes lineares de dimensao mais alta o

corolario segue. [ |

O corolario acima essencialmente reduz o problema da classificagao de po-
linomios homaloidais para classificagao de polinomios homaloidais irredutiveis.
Apesar disso, acreditamos nao ser possivel uma generalizacao da classificacao
de Dolgachev em dimensao alta, pois j4 existem exemplos em P2 de polinomios
homaloidais irredutiveis de grau arbitrario, cf. [CiRS].

A seguinte proposigao caracteriza todas as transformagoes polares homa-

loidais associadas a um produto de retas com pesos complexos.

Proposicao 3.7 Sejam Fy,...,Fry1 € Clz,y,z]| formas lineares e A =
ALy, A1) € (CH*L Entao a transformagao polar VEF* associada a
F = HFJ»’\j ¢ birracional se, e somente se, a menos de uma reordenacdao

nos indices, Fy, ..., Fy € Clz,y|, Fry1 ¢ Clz,y] e Zle X\ = 0.

Prova. Primeiramente suponhamos que F; € Clz,y], para todo j = 1,..., k,
Fii1 ¢ Clz,y] e Zle Ai = 0. Se Fjyo é uma forma linear genérica e
Apio = — Zf:ll Aj = —Ag41 entao a prova do Teorema 3.5 mostra que o grau

de VIF* é igual o ntimero de singularidades da folheacio F em P? induzida
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pela 1-forma
k42 k42
dF;
(T15) 05 8
j=1 j=1 J

fora de V <Hfj Fj>.
Observe que F tem grau k e que

> wWFp)=kK+Ek+1.
pESing(F)

Sobre V(Hf:f F;) temos 2k + 2 singularidades. Onde uma destas, que coincide
com a intersecao das k primeiras retas, possui multiplicidade k?> — k — 1 que
pode ser calculada utilizando a férmula de Van den Essen (cf. [Van]). As k+1
singularidades restantes possuem multiplicidade 1 ja que consiste na intersecao
de apenas duas destas retas. Somando todas estas multiplicidades obtemos
k% + k. Portanto gr(VEF*) = 1. Isto prova a condi¢do de suficiéncia.
Suponhamos agora que gr(VF*) = 1. Seja p € Sing(F), a menos de uma
reordenacao dos indices, podemos supor que p € ﬂjzl\/(Fj). Denotamos por
F' a folheagao definida pela 1-forma (3-1) quando a forma linear Fj o contém
p e continuamos denotando por F quando a forma linear é genérica. Como
F é uma pertubacao de F’ segue que existe uma vizinhanca suficientemente

pequena U de p tal que

WF,p)+ s+ > w(F,q) = u(F,p) (3-2)
geEA
onde A = (U N Sing(F)\V (Fry2 [[- F))-
Afirmamos que se ijl Aj # 0 entao s = 2. Segue da férmula de Van

den Essen que p(F,p) = (s — 1)%. Além disso,

WFp) = s+ s=1 ;se DA+ Aao =0 (3-3)
=1
(§
WF,p) =" ise Y A+ Ao £ 0. (3-4)
=1

Observe que gr(VEF*) > 37 _ u(F,q), logo se s > 3 segue de (3-2), (3-3) e
(3-4) que gr(VF*) > 2. Isto mostra que s = 2 no caso que y_°_; A; # 0.

Vamos mostrar que existe um tnico p tal que Zj:1 Aj = 0. Se Z;Zl Aj =
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0 entao ijl A+ A2 # 0, segue que p(F',p) = s Por outro lado,

(F,p) = s> — s — 1. Portanto por (3-2) obtemos 3_ ., u(F,q) > 1. Portanto
se existisse outro ponto p com esta mesma propriedade terfamos gr(VEF?*) > 2.
Uma simples conta mostra que gr(VF*) = 192497;5752 + 1. Portanto

gr(VF*) = 1 se, e somente se, s = k. |

Exemplo 3.8 Se na Proposicao 3.7

k+1

k
DNA0 e Y N#O
i=1 i=1

Entao pela férmula de Van den Essen segue que a multiplicidade da singulari-

dade contida nas k primeiras retas é (k — 1)2. Portanto gr(VF*) =k — 1.



4
Folheacoes Degeneradas

4.1
Folheacoes por k-planos

Nesta secao vamos exibir alguns resultados conhecidos a respeito de
folheacoes por k-planos em espacos projetivos, incluindo as classificacoes de
folheacoes por retas em P2 e folheacoes por planos em P*.

Classicamente, folheagoes por k-planos em P" sao conhecidas como
congruéncia de k-planos de ordem um. Uma congruéncia de k-planos em P" é
uma familia de k-planos de dimensao n — k, i.e., uma subvariedade de G(k,n)
de dimensao n — k; sua ordem é definida como o nimero de k-planos que

passam por um ponto genérico de P".

Uma folheacao por k-planos G em P" é por definicao uma folheagao
holomorfa de dimensao k tal que toda folha esta contida em um espaco linear de
dimensao k. O fecho algébrico B C G(k,n) do conjunto de k-planos invariantes
por G define uma subvariedade de dimensdao n — k (esta pode ser vista
como imagem da aplicagdo de Gauss associada a G). Reciprocamente, uma
subvariedade B’ C G(k,n) de dimensao n — k tal que para um ponto genérico
de P passa um tnico elemento de B’, define uma folheacao por k-planos em
P". Neste caso, dizemos que G é formada pela familia B’. Consideremos a
variedade

N={(p,L)eP"x B'|pe L}.

junto com as projecoes naturais ¢’ : A’ — B’ e f': A’ — P". Entao temos o

seguinte diagrama
f

/\
BXB/A/—>A/—>]Pm

d)* f/
|

!
B 3 B

onde ¢ é a resolucao de B’ e f = f' o ¢*. Denotamos por A o produto

fibrado B xp A’. Observe que A é um fibrado projetivo sobre B, portanto
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uma variedade nao-singular. Se L € B, continuamos denotando por L C P" o
respectivo k-plano associado.

Seja Rg o divisor de ramificacao de f, i.e.,

Podemos escrever Rg = Hg + Vg onde g g tem posto n — k em um aberto
denso e Ilivgl nao é dominante. As componentes irredutiveis do suporte de Hg

também serao chamadas de componentes horizontais.

Definicao 4.1 Se E é uma componente irredutivel do suporte de Hg, entao
f(E) sera chamado componente fundamental de G. A unido das componen-
tes fundamentais serda chamada conjunto fundamental de G e denotaremos

por Ag.

A P

Figura 4.1: Componentes horizontais.

Observagao 4.2 Seja G uma folheacao por retas (i.e., k = 1). Se G possui
uma singularidade isolada p, entao G consiste na folheacao radial em p, ou
seja, G é formada pela familia de retas que contém p. De fato, se E é uma
componente irredutivel do suporte de Vg, entdo f(F) contém pelo menos
uma reta de B’, neste caso p nao seria singularidade isolada. Portanto sendo
p € Sing(G) = f(|Rg|), obtemos p € Ag. Segue que B’ C o, onde ¢ denota a
familia de retas que contém p. Sendo dim(B’) = dim(¢) = n — 1, o resultado

segue.

A primeira observagao sobre o conjunto fundamental, devido a C.Segre,

¢é a seguinte:
Lema 4.3 [S1] A dimensao do conjunto fundamental é no mdzimo n — 2.

Prova. Se C é uma componente de dimensao n — 1 de Ag entao existe uma

componente irredutivel E do suporte de Hg tal que f(F)=C. Se p € C é um
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ponto genérico, entdo f~!(p) é um conjunto finito. Como f é um morfismo
birracional, o Teorema Principal de Zariski diz que f tem fibras conexas,
portanto f~1(p) consiste em um tnico ponto. O que contradiz a hipStese
E C |Hg|. |

Seja L € B, como f|y-1(ry : 9 (L) — L é um isomorfismo, a restri¢ao
do divisor Hg & g~ (L) define uma hipersuperficie Ag(L) em L C P".

Proposicao 4.4 Seja L € B tal que g-*(L) € |Rg|. Entao Ag(L) € uma
hipersuperficie em L C P™ de graun — k.
Prova. Como f|,-1(y : ¢~ '(L) — L ¢ um isomorfismo, basta mostrar que
f*Ag(L) é uma hipersuperficie em g7'(L) de grau n — k.

Seja 1) : D% — B uma parametrizacao local em uma vizinhanca de L

da forma
w(s) = P(span{ao(s), e ak(s)}>7

onde ay, ...,ay, : D" * — C"*! sdo funcoes holomorfas. A aplicaciao f pode

ser estudada via seguinte parametrizacao local de A

A:D"EX PR — A
(s,t) —  ([toao(s) + ... + tgar(s)],(s)), t=(to:...: ),
ou seja, colocamos F' = f o \.
Podemos supor que F' é um isomorfismo em (s,eg), g = (1 : 0 : ...0),

para todo s € D" *. Observe que dF(s,t)(T(s»D"* x P¥) coincide com o

projetivizado de espaco

k k
Span{@0(3>7“'7&k(8)7 E tia—sl(s)7“‘7 E tlas k(s>}
P - n

Segue que F' é um isomorfismo em (s,t) se, e somente se, vale igualdade na

equacao abaixo

k k

span {(xo(s), ey (), Zti%(s), e Zti%(s)} C

=0 1=0

0 0
span {ao(s), ey (), 8;:10(8)’ o 830[:; (s)} =C"th

Se denotamos
8041-

6= () ).
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para i = 0, ..., k, entdo existem matrizes, A;(s) € M((n —k);C), i =0, ..., k,
tal que (Ao(s) = Id,—)

86? (s) = Ai%(s) mod span{ag(s), ..., ax(s)}

Portanto F' nao é isomorfismo em (s,t) se, e somente se,

det (i tl-Ai(s)> = 0.

k

1=

O resultado segue do fato que det (Z

nas variaveis tg, ..., tx de grau n — k. [ |

0 tiAi(s)> ¢ um polinémio homogéneo

Observacao 4.5 Seja G uma folheacao por retas em P". Escrevemos
Hg = Zm(E) E e dg :=dimf(F).
onde FE sao hipersuperficies irredutiveis em A.

1. Com um simples argumento local como na prova da Proposi¢ao 1.5 pode-

se mostrar que m(F) >n—dg — 1.

2. As fibras da aplicacao f|g : E — f(FE) definem uma folheagao de

codimensao dg em E que denotaremos por 7g.

3. Quando ¢~ !(L) intersecta E em um tnico ponto para um elemento

genérico L € B. Temos a seguinte projecao ao longo das folhas de G

¢p = foppo fT P" —» f(E)

onde pg : A — FE é a projecao natural.

Proposicao 4.6 Seja G uma folheagao por retas em P*, n = 3,4. Se £ é uma

componente irredutivel do suporte de Hg tal que dimf(E) > 1, entdo
kerdf(x) C T, E,

para um ponto genérico x € E.

Prova. Observe que se kerdf(z) € T,.E, entao

T.A =T, E + kerdf (z).
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Portanto df,(T,A) C Ty f(E), ou seja, areta f(g~'(g(x))) ¢ tangente a f(E)
em f(x). Se dimf(FE) = 1, entdo B’ seria uma familia de retas tangentes a uma
curva e esta ndo cobriria todo espago. Se dimf(F) = 2, entdo teriamos uma
familia de retas tangentes a uma superficie, mas esta nao define uma folheagao
por retas (cf. [DeP5], Proposicao 1.3). |

Notagao 4.7 —~ Se F C P™ é um espago linear entio FY denota o espago

dual formado por hiperplanos de F'.

— Se EE C F € um subespago linear, entao E}. denota o conjunto de

hiperplanos m € FY que contém E. Se ' =P" denotamos apenas E*.

Exemplo 4.8 Seja X C P" um espago linear de dimensao n—2 e C' uma curva
irredutivel tal que se F' € ¥* entao (F N C)\X consiste em um tnico ponto.
A familia de retas que intersectam C' e X define uma folheacao por retas em
P™ que denotamos por G(X, C'). Temos que Ag =X U C.

Exemplo 4.9 Um caso similar ao Exemplo 4.8 é quando consideramos a curva
C contida em 3. Seja ¢ : ¥* — ' um morfismo nao-constante. Neste caso,
para F € ¥*, definimos a familia Br de retas contidas em F' que passam por
Y(F). A unido Upex-Br C G(1,n) define uma folheacio por retas em Pm.
Temos que Ag =C e ¥ = f(|Vg]).

4.1.1
Folheacoes por Retas em P

O estudo de folheagoes por retas em espagos projetivos foi iniciado por
E.E. Kummer em [Kum] onde obteve uma classificagao em P3. Outras provas
de tal classificacao foram obtidas em [Ran, ZILO, DeP3, C]. A prova da

classificagao a seguir ¢ baseada em [C].

Teorema 4.10 [Kum, Ran, ZILO, DeP3, C]

Seja G uma folheacdo por retas em P3. Temos uma das sequintes possibilidades:

1. G ¢ a folheacao radial por um ponto p.
2. G é formada pela familia de retas secantes a uma cubica torcida.

3. Existem uma reta L e um morfismo nao-constante i : L* — L tal que

G é formada pela familia de retas

UNEL*w(ﬂ-);kr .
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4. FExistem uma reta L e uma curva racional C tal que se m € L*, entdo

(mNC)\L consiste em um tnico ponto e G € formada pela familia de

M

a) Caso 1. ) Caso 2. ) Caso 3. ) Caso 4.

retas que intersectam L e C.

Figura 4.2: Folheacoes por retas

Prova. Temos Sing(G) = Ag, de fato suponhamos que exista uma componente
irredutivel £ C |Vg|. Como f(FE) contém pelo menos uma reta L, obtemos
f(E) = L. Mas em um ponto genérico de L nao passa outra reta invariante
por G, logo L nao pode estar contida no conjunto singular de G, o que contradiz
a hipdtese F C |Vg].

Se G tem uma singularidade isolada, entao é radial pela Observacao 4.2.

Portanto pela Proposicao 4.4 podemos supor que
Hg:E1+E2, Hg:2E ou Hg:E

e que Sing(G) tem dimensao pura 1.

Suponhamos C' := Ag irredutivel. Se C' é uma reta, entao um plano 7
contendo C' é invariante por G, logo G restrita a 7 é radial por um ponto em
C'. Este é o caso (3) do teorema.

Se C' nao é uma reta, sejam p e ¢ pontos distintos em C' e considere
X,, X, os cones formados por retas invariantes por G que passam por p
e q respectivamente. Estes cones se intersectam em uma curva contida no
conjunto singular de G, ou seja, em C'. Logo uma reta genérica contida em X,
invariante por G intersecta C' em dois pontos distintos, ie, G é formada pelas
secantes de C'. Como C nao é planar, deg(C) > 3. Seja m um plano genérico,
7N C = {p1,...,ps}. As retas ligando p; a p;, i # j, sdo invariantes por G e
como cada reta invariante tem no maximo dois pontos singulares de G obtemos
que s = 3. Segue que C' é uma cibica torcida. Este é o caso (2) do teorema.

Se Ag é redutivel entdo Hg = Ey + Ey com f(Ey) # f(E2). Denotamos
C; = f(E;), i = 1,2. Seja m um plano genérico, digamos m# N Cy = {p1, ..., ps }
enNCy={q,..,q}. Como as retas ligando p; & ¢; sdo invariantes por G e
cada reta invariante tem no maximo dois pontos singulares de G obtemos que

s =1out =1, portanto uma das curvas é uma reta, digamos C. Um plano 7
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contendo (] é invariante por G, logo G restrita a 7 é radial por um ponto em

Cy. Este é o caso (4) do teorema. |

Comentario

Folheacoes por retas em P* foram consideradas primeiramente por
G.Marletta. Em seu trabalho [Mar2] foi estudado o caso genericamente re-
duzido onde obteve a classificacao completa quando o conjunto fundamental
é uma superficie irredutivel, neste caso, uma reta genérica invariante pela fo-
lheacao intersecta esta em trés pontos distintos; o estudo de superficies com
tal propriedade (superficie com um ponto triplo aparente) foi feito primeira-
mente por E. Ascione em [Asc| e posteriormente por F. Severi em [Sev|. Este
caso foi estudado novamente por P.De Poi em [DeP4] com uma abordagem
mais moderna. O caso nao-reduzido também foi estudado por Marletta em
[Marl], seguido por De Poi em [DeP5]. Nao iremos utilizar tal classificacao de
folheacoes por retas em P* para o estudo de folheacoes de posto trés em P4,

somente alguns resultados gerais.

4.1.2
Folheacdes por Planos em P*

Z.Ran em [Ran] obteve a classificagdo completa de superficies de ordem
um em G(k,n), ie., familia de k-planos em P" tal que um (n — k — 2)-
plano genérico encontra somente um k-plano da familia. No teorema seguinte

obtemos tal classificacao para n =4, k = 2.

Teorema 4.11 Seja G uma folheacio por planos em P*. Temos uma das

sequintes possibilidades:
1. G € formada pela familia de planos que contém uma reta.

2. Eziste um plano ¥ e um morfismo ¢ : ¥* — G(1,4) tal que a reta
() estd contida em 7, para todo hiperplano m € ¥* e G é formada pela

familia de planos

Uress Ure@(m): L-

3. Existe uma superficie S e uma familia de dimensao dois de conicas
(distintas de retas) em S tal que G € formada pela familia de planos
que contém tais conicas. Mais ainda, S = Sy (0 scroll racional de grau
3 em P*Y) se tais conicas sio irredutiveis ou S € um cone de grau 3 se

tais conicas sao reduzidas.
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Prova. Seja L € B, a proposigao 4.4 diz que Ag(L) é uma conica em L. Seja
[ = P3 C P! genérico e consideremos a folheacao por retas G|r em I'. Observe

que
Sing(G|r) = AgNT.

Se Sing(G|r) consiste em um tinico ponto, entao Ag é uma reta e portanto
estamos no caso (1) do enunciado.

Se Sing(G|r) contém uma reta, entao Ag contém um plano X, como
cada elemento L € B intersecta Ag em pelo menos uma curva segue que oS
hiperplanos m € ¥* sdo invariantes por G. Portanto G|, é uma folheagdo por
planos contendo uma reta. Logo estamos no caso (2) do enunciado.

Se Sing(G|r) é uma cibica torcida, entao segue que Ag ¢ irredutivel e
possui grau trés. Pelo Teorema de C. Segre (veja [S4] ou [MP], Teorema 4), uma
superficie contendo uma familia de dimensao dois de curvas planas distintas
de retas é um cone ou uma projecao da superficie de Veronese V' C P°. No
primeiro caso obtemos um cone de grau trés, no segundo obtemos o scroll
racional de grau trés S) o (a projegao linear de V para P* com centro em um
ponto contido em V'), pois a projegdo de V' com centro em um ponto fora de

V' nao possui grau trés, portanto estamos no caso (3) do enunciado.

y(m

™M

L —

b) Caso 2.

——0

¢) Caso 3. d) Caso 3.

Figura 4.3: Folheagoes por planos
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4.2
Folheacoes Degeneradas e Exemplos Gerais

Uma folheacao degenerada em P? é um pencil de retas. De fato, as folhas
de F sao curvas degeneradas, portanto subconjuntos abertos de retas. Logo
pela Observacao 4.2, F é radial por um ponto p € P2,

Seja F uma folheacao de codimensao um em P" com aplicagao de Gauss
de posto n—1, entao pelo Teorema 1.13, as fibras de GGz definem uma folheacao
por retas G.

Como vimos na segao 4.1, a imagem por f : A — P" do divisor de
pontos onde f nao é isomorfismo restrito & g7*(L) C A define um divisor (uma
hipersuperficie) Ag(L) em L C P". Neste caso, a Proposigao 4.4 diz que Ag(L)
¢ um divisor de grau n — 1.

Seja p € P um ponto regular genérico, U uma vizinhanca suficientemente
pequena de p e M C U uma subvariedade complexa de codimensao um
invariante por F, consideremos My := UpemL, (L, é a reta invariante por
G que contém p). Dizemos que M é o saturado de um germe de folha genérica

de F por G. Temos o seguinte diagrama

fymg=roi1
AMO — A ——P"

11
9M l gl

BMO?B

onde By, = g(Mo) e Ayy = Alpy, -
A imagem por fu, : Ay, — My do divisor de pontos onde fy;, nao é
imersao restrito a ¢g~'(L) define um divisor Ay (L) em L. A Proposicao A.4

diz que Ay, (L) é um divisor de grau n — 2.

Proposicao 4.12 Seguindo a notagio acima. Seja L € B tal que g~'(L) ¢
|Rg|. Entdao

Ano(L) < Ag(L).

Prova. Como f|,-1(z) : g~ (L) — L é um isomorfismo, basta mostrar que se
[*Ag(L) = V(Pg) e f*Ang (L) = V(Pay), entao Py, divide Pg.
A menos de uma parametrizagao local de A temos que f é da forma (veja

a prova da Proposicao 4.4)

f:D"Ix P — P"
(S,t) = [toOéO + thél], t= (to : t1>
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Podemos supor que

1. f é um isomorfismo em (s, (1 : 0)) para todo s € D"! e colocamos
Y= f(D"! x (1:0)) segdo transversal & G;

2. f(D" 2 x {s,_1} x {(1:0)}) é invariante por F|x para todo s, € D.
Portanto, pela propriedade (2) acima, as restrigoes

fo, D" Ex Pl — P
(5,t) —  f(s,t), s=(8,8-1),
parametrizam as folhas de F.

Observe que pela propriedade (1) acima, f é um isomorfismo em (s, )

se, e somente se, vale igualdade na equagao abaixo

span {040(3), (), 10520 (s) + 11 52 (s), ., toge2=(s) + tl%(‘g)} -

span {040(5), a;(s), g%‘f(s), s 82:‘31 (3)} = Cntl

Se denotamos

aOZZ‘ 60@ 8%- .
= vy —— =0,1
6= (G b o)) i =01,
entdo, existem matrizes A;(s) € M((n —1);C), i = 0,1, (Ao(s) = Id,—1) tal
que

8%- aao
PR (s) = Ai(s)g(s) mod span{ag(s), a;(s)}.

Portanto f nao é isomorfismo em (s,t) se, e somente se,
det(toAQ(S) + tlAl(S)) = 0,

ou seja, f*Ag(L) = V(Fg), onde Py = det(toAo(s) + t1A;:(s)) é um polinémio
homogéneo nas variaveis tg, t; de grau n — 1.
Por outro lado, a condicao que o espaco tangente de F é constante ao

longo das folhas de G nos da que:

span {ao(s), al(s),to%(s) + tl%(s), ...,toaf:EQ (s) + tlﬁ(s)} C

span {040(5), a;(s), %(s), s 8?:32 (3)} .
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E vale igualdade acima se, e somente se, fs _, nao é imersao em (3,t). Logo
existem matrizes 4;(3) € M((n —2);C), i = 0,1, (4y(3) = Id, ) tal que

8041- 7 8060
ag (8) - AZ ag (8)

mod span{ag(s), a;(s)}.

Portanto f, , ndo é imersao em (3,t) se, e somente se,

1

det(tvo( )+t1A1( )) 0,

ou seja, f*An,(L) = V(Pyy), onde Py, = det(tgAo(3) + t1A,(3)) é um
polinomio homogéneo nas variaveis tg,t; de grau n — 2.
Sendo

toAo(3) + t1A:(3) ‘ On—2)x1 )

@n-11() - - ty1-2(5) | @n1a-1(s)

toAQ(S) + tlAl(S) = <

para algumas fungdes holomorfas a;; : D' — C, obtemos Py, divide P;. B

Exemplo 4.13 Considere a folheacdo por retas G = G(3,C) em P" (veja o

exemplo 4.8). Temos
Hg = E1 —f- (TL — Q)EQ, f(El) = E (6] f(Eg) = C

Seja ¢p, : P* --» ¥ = P2 a projeciao ao longo das folhas de G e 7
uma folheacao de codimensao um em . O pull-back de n através de ¢pg,,
F := ¢p,(n) define uma folheacao de codimensao um em P". As fibras de ¢g,
sdo cones sobre C', assim cada folha de F ¢ um join J(NN,C) (veja o exemplo
A.2), onde N denota a folha de n que passa por g.

Suponhamos ¥ = {(Xy : ... : X,) € P"| Xy = X; = 0}. A curva C pode

ser parametrizada por uma aplicacao da forma

]P)1 - P"
(s:t) — (sP(s,t):tP(s,t): Qas,t) ... : Qu(s,t))

onde P, Qs ..., @, sdo polinomios homogéneos com deg(P) = d e
deg(Q;) = d+ 1,7 = 2,...,n . Escolhendo coordenadas afins (zi,...,z,) =
(Xo/Xn, oo, Xn—1/X,,) € facil ver que o campo de vetores tangente a G é da
forma

V(xlw'wxn):xl(Q _P>aixl+x2(Q _P 8—x2+z szn Qz)axl



Capitulo 4. Folheagcdes Degeneradas )

A reta invariante por G que passa pelo ponto (zi,...,2,) tem uma parame-

trizagdo da forma s — (x1, ..., x,) + s. V(21, ..., x,), além disso

(xl,...,xn>+S-V(~r17"'7xn) €Y — s= P_Qn

Assim obtemos,

Op, = (X2P(X07X1> - QQ(XOaXl) Dt XnP(X07X1> - Qn(X07X1>>-

Figura 4.4: Exemplo 4.13.

Teorema 4.14 Considere a folheagdo por retas G = G(X,C) em P". Seja F
uma folheagcdao degenerada em P™ tal que as folhas de G estao contidas nas

fibras de Gx. Entao temos uma das sequintes possibilidades:
1. F € um pencil de hiperplanos;

2. F € o pull-back de uma folheagdo de codimensdo um em ¥ = P"2 pela

projecao ¢p,, f(E1) =X, ao longo das folhas de G.

Prova. Podemos escrever Hg = Ey + (n — 2)Ey, com f(E)) =X e f(Ey) =C.
Seja Fg, := (f*F)g,, i = 1,2. Consideremos as folheagoes ng, em FE;, i = 1,2
de dimensao n — 1 — dimf(E;) (veja a Observagao 4.5).

Se Fpg, coincide com 7ng, entao F ¢ o pencil de hiperplanos contendo X e

estamos no caso (1) do teorema.
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Logo podemos supor Fg, # ng,. Observe que se ng, ¢ tangente a Fpg,,
entao as fibras de ¢p, sdo tangentes a F. Segue de ([CLnLPT], Lema 2.2) que
existe uma folheacao de codimensdo um 7 em X tal que F = ¢}, (). Neste
caso, estamos no caso (2) do teorema.

Portanto resta mostrar que ng, ¢ tangente a Fg,. Suponhamos por
absurdo que ng, nao é tangente a Fpg,. Isto implica que se N é uma folha
de Fg, entdao f(IN) tem dimensao n — 2.

Seja M, o saturado de um germe de folha de F por G. Consideremos
uma parametrizacao local o : D — C N M. Sejam 3 : D"2 — M, secao
transversal a G|y, e Bi(s) := B(s, 1), (5,t) € D" 3 x D tal que Bi(s) € PP
para todo s € D" 3, onde P}"' denota o hiperplano contendo ¥ e a(t). Se
colocamos 7y := ¢p, o 3, a hipdtese ng, nao é tangente a Fpg, implica que 7 é
uma parametrizacao local de X.

Temos uma parametrizagao local de M, da forma

Yp:CxD" 2 — M,
(rs,t) = ra(t)+ (1 —=r)y(s,t).

O espaco tangente de My em um ponto suave ¥(r, s,t) é dado por

0 0 o
Ty (r,s,6)Mo = span {a -7, a—;, s as—L’Ta/ (1 7’)3—:} .

Se para 7,7 € C temos Ty oMo = Tyis0Mo, entao existem a; € C,
1=0,...,n—3ebeC" tal que

n—3

0y oy oy
Fa +<1_T)E =ap(a—7) + ;:1 aig +b(ra/ + (1 —r) 815)'
Observe que os vetores {04 -, g—g, ey %, %, o } sao linearmente indepen-

dentes (ja que v é uma parametrizacao local de ). Igualando os coeficientes de
tais vetores na igualdade acima a zero, obtemos que r = 7, ou seja, as folhas
de G nao estao contidas em fibras de Gx. Mas isto contradiz a hipotese do

teorema. Logo ng, é tangente a Fp,. |

4.3
Folheacdes Degeneradas em P

A classificacao de folheacoes degeneradas em P2 tem um papel importante
no estudo das componentes irredutiveis do espaco de folheacoes de grau dois

([CLn], Teorema D). Apresentaremos tal classificagao utilizando a classifica¢ao
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de folheacoes por retas em P3.

Teorema 4.15 [CLn] Seja F uma folheagio degenerada em P3, entdao temos

uma das sequintes possibilidades:

1. F admaite integral primeira racional da forma

¢:P* -5 P!
(oo ix3) = (2P (x0,21) — Q(x0,21) : w3P (20, 21) — R(0, 21)).

2. F é pull-back linear de uma folheagio em P2,

Prova. Se F tem posto um, entao as folhas de F sao subconjuntos abertos de
espagos lineares (fibras de G£). Neste caso é facil ver que F é um pencil de
hiperplanos.

Se F tem posto dois, seja G a folheagao por retas definida pelas fibras de
Gr. Se G tem uma singularidade isolada p entao Im(Gx) C p* = P2, logo F é
pull-back linear de uma folheacao em P2. Portanto, podemos supor que G nao
possui singularidades isoladas.

Seja E' uma componente irredutivel de |Hg| e My o saturado de um germe

de folha genérica de F por G. Consideremos
Ay (L) == f* A (L).

Sendo ker(df (p)) = Tpne entao p € A}, (L)NE se, e somente se, Tyng = T),F k.
Portanto A}, (L) N E ¢é nao vazio para o saturado My de um germe de folha
genérica de F se, e somente se, Fg = ng. Pela Proposicao 4.12, A}, (L) N E
¢ nao vazio para algum E, logo Fr = ng para alguma componente irredutivel
E de |Hg|.

Pela Proposicao 4.4 temos
Hg:El—l—Eg, Hg:2E ou Hg:E

e Ag tem dimensao pura 1.

Suponhamos Hg = 2F e denotamos C' = f(F). Podemos supor que
C' é uma reta e G coincide com a folheagado de tipo (3) do Teorema 4.10.
Se Fg = (f*F)|p entao pela observagao feita no paragrafo acima obtemos
Fr = ng. Isto implica que a projecao ¢ : P? ——» C' ¢é uma integral primeira
racional de F. Mas as fibras de ¢ sao planos contendo C, i.e., F coincide com o
pencil de planos contendo C'. Neste caso, F é pull-back linear de uma folheagao

radial em P? e portanto estamos no caso (2) do enunciado do teorema.
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Suponhamos Hg = E e denotamos C' = f(FE). Pelo Teorema 4.10, C
é uma cubica torcida e G é formada pelas retas secantes de C'. Novamente,
devemos ter Fr = ng. Sendo que uma reta genérica g~ (L) intersecta E em
dois pontos distintos, obtemos que A}, (L) consiste em dois pontos distintos.
O que contradiz a Proposicao A.4. Portanto este caso nao acontece.

Suponhamos que Hg = E; + FE5 e denotamos C; = f(E;), i = 1,2.
Afirmamos que C; # Cy. De fato, suponha por contradicao que C; = Cy. O
cone F,, p € C, formado pelas retas invariantes por G que passam por p é
irredutivel (ja que C é irredutivel). Se N; é uma componente irredutivel de
flg,, i = 1,2. Entao as imagens por f, f(g '(g(N;))), i« = 1,2, sao cones
irredutiveis distintos formados por retas invariantes por G que passam por p.
Isto é absurdo, ja que F), ¢ irredutivel.

Podemos supor que Hg = Ey + Ey e C; = f(E;), i = 1,2 com Cy # Cs.
Pelo Teorema 4.10 podemos supor que Cj é uma reta. Se Fg, = (f*F)

Ei»
entao como ja foi observado Fg, = ng, ou Fg, = ng,.

Se Fg, = ng, entdo a projecao ¢g, : P? --» O] é uma integral primeira
racional de F e resultado segue do Exemplo 4.13 e do Teorema 4.14. Neste
caso, estamos no caso (1) do enunciado do teorema.

Se Fg, = ng, entdo a projecao ¢g, : P? --» Cy é uma integral primeira
racional de F e como as fibras de ¢p, sao planos contendo C, segue que F ¢é

um pencil de planos e estamos no caso (2) do teorema. |



5
Folheacdes Degeneradas em P*

5.1
Generalidades

Se F é uma folheacao de posto no maximo dois em P", entao temos uma

das seguintes possibilidades (veja [CLn], Teorema B):
1. F admite integral primeira racional;
2. F é pull-back linear de uma folheacao em P2,

De fato, se ¥ é um espago linear de dimensao trés genérico, entao F|x também
tem posto no méaximo dois. Logo pelo Teorema 4.15, Fl|x satisfaz uma das
possibilidades acima. O resultado segue de ([CLn], Lemas 2 e 3).

Neste capitulo vamos estudar folheacoes de posto trés em P*. Neste caso,
as fibras de G definem uma folheacao por retas G. Como foi observado, temos

o seguinte diagrama associado a G

f

BXB/A/—>A/—>]P)4

d)* f/
|

/
B 3 B

onde ¢ : B — B’ é a resolucao de familia de retas B’ C G(1,4). O divisor
Rg de pontos de ramificagao de f pode ser decomposto como Rg = Hg + Vg
onde Hg é formado por componentes horizontais (i.e., g|jug tem posto 3 em
um aberto denso). Se L € B, por simplicidade, continuamos denotando por
L C P* a reta associada invariante por G. A Proposicao 4.4 diz que se L € B
e g (L) € |Rgl, entao Ag(L) é um divisor em L de grau trés.

5.2
Os Exemplos

Folheacao degeneradas podem ser construidas a partir de folheagoes por

retas. No que segue, daremos alguns exemplos de folheagoes de posto trés em
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P4, depois mostraremos que estes englobam todos os casos que possivelmente
nao admitem integral primeira racional.

Seja M o germe de uma subvariedade complexa de codimensao um
invariante por F e M, o saturado de M por G. Pela classificacao de variedades

de posto dois em P* (Teorema A.6) temos as seguintes possibilidades:
1. My é um cone;
2. My é um join de duas curvas;

3. M, é uma uniao de planos (ndo-osculadores) contendo as retas tangentes

de uma curva C', ou seja, My é um band sobre C}

4. Existem uma curva C' e uma superficie S tal que M, é formada por retas

tangentes a S que intersectam C;

5. Existem duas superficies 51,55 tal que M, é formada por retas tangentes

a estas. Possivelmente S; = 5.

Observacao 5.1 Se uma folha genérica de F é do tipo (4) ou (5) acima,
entao a familia de retas definida por G seria formada por retas tangentes a
uma superficie contida em Ag. Mas tal familia nao define uma folheagao por

retas em P* (veja [DeP5], Proposicao 1.3).

No que segue, continuamos com a Notagao 4.7 e separamos os exemplos
abaixo de acordo com o tipo de folha genérica. Estes podem ser: cones, joins

ou bands.

5.2.1
Cones

Exemplo 5.2 O pull-back por uma projecao linear P* --» P3 de uma
folheacao nao-degenerada em P? ¢ uma folheacao de posto trés em P*. A
folheacao por retas associada é formada pela familia de retas contendo o centro

da projecgao linear.

Observacao 5.3 Em todos os exemplos abaixo, se F nao admite integral
primeira racional, entao esta deve ter posto trés. De fato, se F nao tem posto
trés entao podemos supor que F tem posto dois, pois, toda folheagao de posto
um é um pencil de hiperplanos (logo possui integral primeira racional). Pela
classificacao de folheagoes de posto dois F deveria ser pull-back linear de uma

folheacao em P2, ou seja, as fibras da aplicacao de Gauss associada a F sao
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planos contendo uma reta (o centro da projecgao linear). Mas toda folheagao F
construida a seguir provém de uma folheacao por retas G cujo as folhas estao
contidas nas fibras da aplicacao de Gauss de F. Portanto uma reta genérica
invariante por G deveria intersectar o centro da projecao linear. Mas para tal
folheagao G, nao existe uma reta fixa tal que uma reta genérica invariante por

G intersecta esta. Portanto F nao pode ter posto dois.

5.2.2
Joins

Exemplo 5.4 Seja G uma folheacao por retas em P* definida pela familia de
retas que intersectam uma superficie irredutivel S e uma curva irredutivel C

distinta de uma reta. Neste caso, pela Observagao 4.5 temos
Hg = El + 2E2 y S = f(El) e C= f(EQ)

Folheacoes por retas em P* com as propriedades acima foram completamente
classificadas em [Mar2, DeP2|, em todos os casos, se S nao é um plano entao
C' é uma curva planar ([Mar2], pag.396;|DeP2], Lema 2).

Consideremos a projecao ao longo das folhas de ¢
¢p, : P*--5 S.

Definimos F = ¢, (1), onde 7 é uma folheacao em S. Sendo ¢g, uma aplicacao
racional, F admite integral primeira racional se, e somente se, 7 admite integral
primeira racional.

Observe que as folhas de F sao joins J(C, N) onde N é folha de 7. Mais
ainda, o join de curvas distintas de retas, nao contidas em um mesmo espaco

linear de dimensao trés é uma variedade de dimensao trés e posto dois. Segue:

1. Se S é um plano e n é nao-degenerada, entdao F tem posto trés (veja

também o Exemplo 4.13 e o Teorema 4.14).

2. Se C' é uma curva planar, seja ¥ o plano contendo C e m & P3 ¢ ¥*
genérico. Entao pelo Teorema 4.10, # NS contém uma reta [, e G|,
¢ formada pela familia de retas que intersectam C' e [,. Se [ nao é

invariante por n para 7w genérico, entao F tem posto tres.

Em todos os casos, segue da Observacao 5.3 que se n nao possui integral

primeira racional, entao F tem posto tres.
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5.2.3
Bands

Exemplo 5.5 Seja C' uma curva planar distinta de uma reta e ¥ o plano
contendo C. Considere um morfismo nao-constante 1) : £* & P! — (' e para
cada m € X* seja B, a familia de retas contidas em 7 que contém o ponto ¥ (7).

A familia de retas Uycyx-« B, define uma folheacao por retas G em P*. Temos
Hg =3E, C = f(E).

Se p € C' ¢ um ponto suave, denotamos por [, a reta tangente a C' em p.

Considere a familia de planos P C G(2,4) invariantes por G definida por

P = U?TEE* U&E(lw(ﬂ.)) g

Definimos a superficie
X={(mé e xPl¢Cn} CP xG(2,4).

Observe que a primeira projecao 7 : X — X* tem fibra genérica isomorfa a

P! e considere a projecao natural

ox PY --» X
pel — (m&); {Cm.

\
|

|

!

/ P4 T

Figura 5.1: Exemplo 5.5

Definimos F = ¢%(n), onde 1 é uma folheagao qualquer em X. Como ¢x

¢ uma aplicacao racional, F admite integral primeira racional se, e somente
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se, 11 admite integral primeira racional.
Por construcao, as folhas de F sao bands sobre a curva C'. Mais ainda,
segue da Observagao 5.3 que se 17 nao admite integral primeira racional entao

JF tem posto tres.

Exemplo 5.6 Seja S = S5 o scroll racional normal de grau trés em P4, i.e.,

uma projecao linear da superficie Veronese V' C P° com centro p € V

y
|5
p2-S-5.

Considere o sistema linear de dimensao dois, &.|Op2(1)| cujo um elemento
genérico é uma conica irredutivel em S. A familia P C G(2,4) de planos
que contém tais conicas define uma folheacao por planos em P*.

Seja @ uma folheacdo nao-degenerada em P? e

Gy : P2 -5 P?
I — Gyl)el”

a aplicacao de Gauss associada. Definimos a aplicacao racional ¢y := £oGyoé?

E10m(1)] - - - - - -5
é*T £l

|

P2 = |Opa(1)] - Z'— - = > P2

Sendo Gy(l) € I*, entao 1¥p(C) € |C| (|C| denota o suporte de C') para
C € &|Op2(1)]. Portanto a familia de retas

B = Ucee. 0., 1) Yo(C)x,,

onde m¢ denota o plano contendo |C| , define uma folheacio por retas G em P4
tal que G| consiste na folheagao radial por ¢»(C) € |C| (veja a figura 5.2).
Definimos a folheagao de codimensdo um em P!, F := ¢*(f) onde ¢ é

uma aplicacao racional definida da seguinte forma

cp:IP4 -5 P?

gemc — &'(0).

Vamos analisar as folhas de F. Sendo que Gy é genericamente um

difeomorfismo local, a imagem direta de 6 por Gy para P? define uma web
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6V (a web dual de ) em P? e por conseguinte uma web £,0Y em S, j4 que £ é
uma aplicacao birracional.

Consideremos a projecao ao longo das folhas de ¢

¢ P --> S

pEmc +— Yy(C).

Seja p € S um ponto genérico, existe uma vizinhanca U C .S de p onde (£,.0Y)|v
¢ totalmente decomponivel, ou seja, existem folheacoes 7, ..., n transversais,

tangentes a £.0Y onde k = deg(#). Observe que
Cb_l(p) = U?Zlﬂ-oi
onde 7; é tangente a |C;| no ponto p e
¢_1(U) = U?:lwi

com g, C Wi.

Segue da comutatividade do diagrama

_ 2
VR N
P~ 60 (D], -3
9\0\\ Tg* |€
AN |
IP)Q__ég_)IPﬁ

que Flw, = ¢*(n;), i = 1, ..., k. Portanto, por construcao, uma folha de F|y, é

um band sobre uma curva invariante por 7);.

S

Figura 5.2: Exemplo 5.6

Observe que F admite integral primeira racional se, e somente se, 6
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admite integral primeira racional. Observe também que se 6 tem grau um,
entao F é o pull-back de uma folheacao em S. Mais ainda, segue da Observacao

5.3 que se # nao admite integral primeira racional entao F tem posto trés.

Exemplo 5.7 Sejam X 2 P2 Cc Ptey : ¥* = P! — ¥V = P? um morfismo

nao-constante. Consideremos a superficie
X ={(m,p) €2 xS|pep(r) C P’} CP" x P
Seja R o divisor de pontos de ramificagao da projecao
X — X
(m,p) — P

Podemos escrever R = D + V', onde D ¢ o divisor associado as componentes
horizontais de R e V' as componentes verticais de R.
Seja n uma folheacao de Riccati em X (veja [Bru], Capitulo 4) com

respeito a fibracao
X — X

(m,p) —

tangente ao nicleo de dry ao longo de |D|, i.e., se v € HY (X, TX ® T)) é um

campo tangente a 7, entao

de(ﬂ',p)U(ﬂ',p) = 07

para (m,p) € |D| genérico.

Antes de definir a folheacao por retas faremos duas afirmacoes.

Afirmacgdo 1 Seja v, a restricio de v a uma fibra 7, (%) ndo invariante por
n. A condigao de n ser tangente ao nicleo de dry ao longo de |D| implica que

To. (V) se estende a um campo de dire¢oes sem tangéncia com a reta ().

Prova. Primeiro observe que 75(]D|)" = Im(¢)) C ¥V, ou seja, consideremos os

seguintes casos:
1. 7(|D|) consiste em um tnico ponto p € ¥, se Im(¢)) é uma reta.

2. 7(|D|) é uma curva e a familia de retas definidas por Im(¢)) sdo tangentes
a (| D).
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caso 1. A menos de uma parametrizacao local de X em uma vizinhanca
de um ponto genérico (m,p) € |D|, podemos supor que (m,p) = (0,0),
7 '(m) ={zr=0}e

5 (C*0) — (C*0)
(@,y) — (y,zy)

Se v (y) = & + a(y)a%, a € Oy, entao a condi¢ao de tangéncia com o nicleo

de dry ao longo de |D| implica que a(0) = 0, i.e., a(y) = ya(y), a € Op. Segue

que

dr2(0,y)v-(y) = y;—x + a(y)a% =y (— + &(y)—> :

Portanto 2 + d(y)a% é uma extensao de 7y,(v;) sem tangéncias com a reta
o).

caso 2. Em um ponto genérico (m,p) € |D| podemos supor que a reta
associada a () possui tangéncia quadratica com 75(|D|) em p. Portanto, a
menos de uma parametrizagao local de X em uma vizinhanga de (7, p) podemos

supor que (m,p) = (0,0), 7, '(7) = {z =0} e

m: (C*0) — (C*0)
(z,y) = (v+yzy),

ou seja, uma parametrizacao local da familia de retas tangentes a conica

{z* — 4y = 0}.
Se vr(y) = & + a(y)a%, a € Oy, entdo a condigao de tangéncia com o
nicleo de dry ao longo de |D| implica que 1+ a(0) =0, i.e., 1 + a(y) = ya(y),

a € Oy. Segue que

dr2(0,y)vx(y) = (1 + a(y))% + y(% =y (d(y)% + (%) _

Portanto a(y)<- + 8% ¢ uma extensao de 7y, (v,) sem tangéncias com a reta

P(m). u

Afirmagao 2 Se ainda denotamos por T, (v;) Sua extensdo, entao existe uma

folheagao radial 0, por um ponto p, € ¥ tangente a To,(v;) ao longo da reta

Y(m) C X.

Prova. O campo normal em t(7), 72, (v;) pode ser estendido a uma folheacao

0. em uma vizinhanga U de ¢ (7) C X. Como o complementar de U é Stein, 0,
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se estende a uma folheagao holomorfa em 3 que continuamos denotando por
0. Mas esta nao possui pontos de tangéncia com ¢ (mw) C 3, logo trata-se de

uma folheagao de grau zero, i.e., radial por um ponto p, € 3. [ |
Seja ¢ : £* — G(1,4) um morfismo tal que ¢(7) C 7 e ¢(7) N X = p,, onde

—
——
/ v TE) /—s\\\\—”
- ~—
~——
.

\ N

"~ ——|
\ o, I

o(m

P4

Figura 5.3: Exemplo 5.7

continuamos denotando ¢(7) a reta associada vista como subconjunto de P*.

Tal familia de retas define uma superficie
S := Uges+p(m) C P

Se 7, '(7) ndo é invariante por 7, entdo a familia de retas B, que

intersectam o(7) e ¥(m) define uma folhea¢ao por retas em 7 e portanto
UT(EE* B7r

define uma folheacao por retas G em P*.
Como ¥ é uma componente fundamental de G, existe uma componente

horizontal £ C A tal que ¥ = f(E). A projegao ao longo das folhas de G
b5 P> T,
define uma aplicacao racional

ox PY -5 X
pem — (m¢p(p)).

Definimos F = ¢%(n). Como ¢x é uma aplicacdo racional, F admite

integral primeira racional se, e somente se, 77 admite integral primeira racional.
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Por construgao, uma folha de F é um band sobre uma curva N C X,
onde N é a imagem direta de uma folha de n por 75. Mais ainda, segue da
Observagao 5.3 que se 17 nao admite integral primeira racional entao F tem
posto trées.

Observe também que se 73(|D|) consiste em um tnico ponto, entdao |D|

é invariante por 1 e F é pull-back por ¢ de uma folheagao em 3.

Exemplo 5.8 Considere ¥ = P? C P e seja ¢ : ¥* = P! — |Ox(d)|,
d > 1, um morfismo nao-constante. Suponhamos que exista um morfismo
w3 — X tal que p(m) € Y(m) e p(m) é um ponto de multiplicidade (d —1)
de ¢(m) (por simplicidade, continuamos denotando por ¢(m) C ¥ a respectiva

curva associada). A superficie
X ={(m,p) € " x2|pei(n)} cP xP?
define uma fibracao sobre »*

X — X

(m,p) +— .
Consideremos a projecao

T22X —

(m,p) = P

Seja 0, a folheacdo ¥ radial por u(m). Sendo que 7, é genéricamente um
difeomorfismo local, existe uma tunica folheacao n em X tal que o conjunto
de pontos de tangéncia entre 73 (6;) e 7 contém a fibra 7, '(7) para 7 € X
genérico. O conjunto de tangéncias entre 1 e 7, '(7) estd concentrado em
75 *(u(7)), ou seja, o conjunto de tangéncias entre 7 e a fibracdo determinada
por 7y coincide com 75 (Im(pu)).

Fixemos um morfismo ¢ : ¥* — G(1,4) tal que p(7) C 7 e p(m) N
Y = p(m), onde continuamos denotando ¢(m) a reta associada vista como

subconjunto de P4, Tal familia de retas define uma superficie
S := Ures+p(m) C P4

A familia B, de retas que intersectam () e 1(m) define uma folheagao

por retas em 7 e portanto

UT(EE* B7r
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define uma folheacao por retas G em P4
Como ¥ é uma componente fundamental de G, existe uma componente

horizontal £ C A tal que X = f(F). A projecao ao longo das folhas de G
(bE : ]P4 -2 Za
define uma aplicacao racional

by PY s X
pem — (mé6(p).

Definimos F = ¢5(n). Como ¢x é uma aplicacdo racional, F admite
integral primeira racional se, e somente se, n admite integral primeira racional.
Por construgao, uma folha de F é um band sobre uma curva N C X,
onde N é a imagem direta de uma folha de n por 75. Mais ainda, segue da
Observagao 5.3 que se 1 nao admite integral primeira racional entao F tem

posto trées.

y(m) n,-{«( «

/—""\ \s_/’
q) P \\_’/

\/\

Figura 5.4: Exemplo 5.8

5.3
Teorema de Classificacao

Teorema 5.9 Seja F uma folheagdo de posto trés em P*. Entdao temos uma

das sequintes possibilidades:
1. F admate integral primeira racional.

2. F coincide com uma das folheacoes descritas nos exemplos da secao 5.2.
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5.3.1
Estratégia da Prova

Se JF possui posto trés, podemos considerar a folheacao por retas G
definida pelas fibras de G . Seja M, o saturado de um germe de folha genérica

de F por G, temos o seguinte diagrama

Fag:=rfoi1
AMO — A —f> IP4

21
9My l gi

B, e B
onde By, = g(Mo) e Ay, = Alp,,,- O conjunto de pontos onde f ndo ¢ imersao
(resp. far,) define o divisor Rg = Hg + Vg em A (resp. Ry, = Hygy + Vg, em
Ay,) tal que a imagem por f das componentes horizontais, i.e., componentes
irredutiveis do suporte de Hg (resp. Hyy,) define o conjunto fundamental Ag
de G (resp. conjunto focal Ay de My).

Se L € By, entao Hg (resp. Hyy,) define um divisor AgG(L) (resp.
A3y (L)) em g7 '(L) que pode ser visto como divisor em L C P* (jd que
flg-1(zy ¢ um isomorfismo), neste caso, denotamos por Ag(L) (respc. Ay, (L)).

Se g }(L) € |Rgl|, entao

— Ag(L) possui grau trés (Proposigao 4.4).
— Ay, (L) possui grau dois (Proposicao A.4).
A (L) < Ag(L) (Proposicao 4.12).

Se E ¢ uma componente irredutivel do suporte de Hg, consideremos a
folheagao (f*F)|g. Sendo que uma reta genérica g~'(L) é transversal a E e
invariante por f*F, segue que (f*F)|g define uma folheagao de codimensao
um em F.

As fibras de f|g definem uma folheacdo ng de codimensdo dimf(E) em

E e denotamos ng C (f*F)|g quando ng for tangente a (f*F)|g.

Lema 5.10 Seja F uma folheagdo de posto trés em P* e G a folheagdo por
retas definida pelas fibras de Gx. Se E' € uma componente irredutivel do suporte

de Hg tal que f(F) possui dimensdo dois. Entdo

ne C (f*F)le

se, e somente se, |Ay, (L)| N E € ndo-vazio para L € B genérico.
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Prova. Segue da Proposicao 4.6 que
kerdf (z) C T, E,

para um ponto genérico x € E. Portanto kerdf(x) = T,ng, ou seja, T,neg C

T.(My N E), e somente se, v € |A}, (L)| (ie., fa, nao é imersao em ). M

O lema anterior assume um papel fundamental, pois, se f(E) possui

dimensao dois, entdao ng C (f*F)|g implica que as fibras da projecao
¢p: P --> f(E)

ao longo das folhas de G, sao cones invariantes por F.
A prova do Teorema consiste em analisar a relagao entre o conjunto focal

Ay, de My e as componentes irredutiveis do suporte de Hg.

5.3.2
Prova do Teorema

Utilizaremos a notacao da secao 5.3.1.

Se G é radial por um ponto p € P4, entdo como G ¢é tangente & F segue
que Im(Gx) C p¥ = P3 (onde p¥ C P* denota a familia de hiperplanos que
contém p). Segue que F é pull-back linear de uma folheagao nao-degenerada
em P pela projecao com centro em p. Portanto F coincide com a folheacao do
Exemplo 5.2. De agora em diante vamos supor que G nao possui singularidades
isoladas.

Como Ay, (L) possui grau dois, vamos analisar os seguintes casos sepa-

radamente:

(1) - Aug(L) = p1 + p
(1) - Ay (L) = 2p.

(1) - Auo(L) = p1 + pa.
Agora podemos separar em dois casos de acordo com as componentes

irredutiveis de Hg.

- |Hg| possui apenas uma componente irredutivel: Digamos Hg = E. A

desigualdade

A (L) < Ag(L),



Capitulo 5. Folheacées Degeneradas em P* 72

implica que

Ag(L) =p1 +p2 +ps

e A}, (L)| N E é nao-vazio. Segue da Observagao 4.5 - (1) que f(E) possui

dimensao dois, logo pelo Lema 5.10 obtemos

ne C (f*F)le.

Mas isto contradiz a Proposicao A.4, ou seja, neste caso M teria trés pontos

focais distintos. Portanto este caso nao pode acontecer.

- |Hg| possui pelo menos duas componentes irredutiveis distintas:

Afirmagao 3 Se Ay (L) = p1+p2, |Hg| possui pelo menos duas componentes
irredutiveis distintas e Ag possui dimensao pura dois, entao F admite integral

primeira racional.

Prova. Segue da hipdtese
A (L) = p1 +p2

e do Lema 5.10 que existem £, F5 componentes irredutiveis do suporte de Hg

com possivelmente E; = E, tal que
NEe, C (f*f)|Ez, 1=1,2.

Segue que Hy, = Fy + F5, onde Fi,F, sao componentes irredutiveis distintas
de Ay, e invariantes por ng,, ng, respectivamente. Logo M, é um join
J(f(FY), f(Fy)). Seja N;, i = 1,2 uma folha de ng, tal que N; N F; # 0.
Fixamos i € {1,2}, como as folhas de 7; sdo algébricas, g~'(g(1V;)) intersecta
Fj, i # j, em uma curva algébrica C; nao-invariante por 7g,. Segue que My
esta contida no join J(f(Cy), f(Cs)). Portanto obtemos que uma folha genérica

de F é algébrica. O resultado segue do Teorema de Jouanolou [Jou]. |

Resta analisar o caso que |Hg| possui pelo menos duas componentes
irredutiveis distintas e Ag possui uma componente fundamental de dimensao

um, ou seja,
Hg = E1 + QEQ, dlmf(El) =2 e dlmf(Eg) =1.

Segue do Lema 5.10 que ng, C (f*F)|p,. Denotamos S = f(E1) e C = f(E>).
Portanto as fibras ¢]§11(p) sao cones sobre C' invariantes por F. Segue de
([CLnLPT], Lema 2.2) que existe uma folheagao n em S tal que F = ¢p, ().

Logo F coincide com uma das folheagoes descritas no Exemplo 5.4.
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(1) - Apy (L) = 2p.

Pela classificacao de variedades de posto dois e pela Observacao 5.1,
podemos supor que M, é um band, ou seja, My é formada por uma uniao de
planos (ndo-osculadores) contendo as retas tangentes de uma curva C' e além
disso, é facil ver que a folheagao por retas G restrita a um tal plano é radial
por um ponto p € C.

Como M, ¢é o saturado de um germe de folha genérica de F por G, a
familia P C G(2,4) de tais planos define uma folheagao por planos em P4

invariantes por G. Entao separamos em treés casos segundo o Teorema 4.11:

Caso (1) do Teorema 4.11:

Se existe uma reta [ tal que P é formada pela familia de planos que

contém I, entdo Im(G#) C I* = P? C P*. Neste caso, F nao possui posto trés.

Caso (2) do Teorema 4.11:

Existe um plano ¥ e um morfismo ¢ : £* = P! — G(1, 4) nao-constante

tal que P ¢é formada pela familia de planos

Ures+ Uge@w(m)z §-

Sendo P invariante por G, existem morfismos

Or s (Y(T))r — ™, @r(§) €,

tal que G| é formada pela familia de retas que contém ¢.(£). Temos as

seguintes possibilidades:

(i) ¥(m) C X, para todo m € £* (veja a figura 5.5).
(i.a) Se Imp, = ¢(m), entao
Hg =3E, f(E)=2%.

Podemos supor que C¥ :=Im(1)) é uma curva contida em Y. Seja
C C ¥ a curva dual de CV, i.e., a familia de retas ¢(7) C X sao

tangentes a curva C.

Seja p € P* um ponto genérico e My o saturado do germe de
uma folha genérica de F por G contendo p. Sabemos que M, é um
band sobre uma curva Cyy,, i.e., My é formada por uma uniao de

planos contendo as retas tangentes de Cy, e além disso, G restrita
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a um tal plano é radial por um ponto p € C}y. Dai segue que
Cy, € CY C XY, portanto Cyy, C C. Mas isto contradiz a hipdtese

Imy, = ¢(m). Portanto este caso nao acontece.

Se Imp, = {p,} C ¥ (), entdo G coincide com a folheagao descrita

no Exemplo 5.5, i.e.,
Hg =3FE, dimf(E)=1 e f(F)CX.

Portanto a projecao ¢y : P* --» X definida no Exemplo 5.5 possui
fibras conexas tangentes a F, segue de ([CLnLPT], Lema 2.2) que
existe uma folheagao n em X tal que F = ¢*(n). Portanto F coincide

com uma das folheagoes descritas no Exemplo 5.5.

a) Caso (i.a) b) Caso (i.b) ¢) Caso (i.c)
Figura 5.5: Caso (i).

(i.c) Suponhamos Imep, ¢ ¢(x). Consideremos a superficie

(if) ¢(m

S = Ures+ Uge(u(m) ©x(§) C P*.

Seja p € P* um ponto genérico e M, o saturado do germe de uma
folha genérica de F por G contendo p. Sabemos que M, é um band
sobre uma curva C)y,, i.e., My é formada por uma uniao de planos
contendo as retas tangentes de ), e além disso, G restrita a um
tal plano é radial por um ponto q € Cyy,. Portanto Cy,, C S.
Como p é um ponto genérico, podemos supor My € , pois caso
contrario, F coincidiria com o pencil de hiperplanos contendo X e
portanto nao teria posto trés. Logo Cy, € m e T,Ch, € .

Mas pela descrigao de My, existe um plano & € P, com p € £ C M,
tal que G restrita a m coincide com a folheagao radial por p e além
disso, £ contém T,Cyy,. Mas isto é absurdo, j& que £ C 7. Portanto

este caso nao acontece.

) € X, para ™ € I* genérico (veja a figura 5.6).
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(ii.a)

(ii.b)

(ii.c)

(ii.d)

Suponhamos Ime, = ¥ (7). Consideremos a superficie
S - Uﬂ—ez*w(ﬂ-) C ]P)4.

Com um argumento analogo ao caso (i.c) vemos que este caso nao

acontece.

Suponhamos Imy, = {p.} C (7). Consideremos a curva
C= Ures*Pr-

Pela descricao das folhas de F, os planos invariantes por P contém
as retas tangentes de C. Mas isto é absurdo, ja que tais planos estao

contidos em 7 € X*. Portanto este caso nao acontece.

Suponhamos Imy, C 7\(¢»(7) U X). Consideremos as superficies

Sl - UWEZ*w(W> € SQ = UTI'EZ* Uﬁe(w(w))* (pﬂ(g)

Observe que Ag(L) =p1 +p2+ps onde p; = LN Sy, po=LN Ly
e p3 = L NY. Mas isto contradiz a hipétese Ay, (L) = 2p, ja que

Ap, (L) < Ag(L). Portanto este caso nao acontece.

Suponhamos Im¢p, C ¥. Consideremos a superficie
S = UﬂGE*w(ﬂ-)‘

Suponhamos primeiramente que a familia de curvas Imy,, 7 € X*
¢é constante, ou seja, a funcao m +— Img, é constante. Sabemos que
se My é o saturado de um germe de uma folha genérica de F por G,
entao My é um band sobre uma curva Cyy,, i.e., M, é formada por
uma uniao de planos invariantes por P contendo as retas tangentes
de C)y, e além disso, G restrita a um tal plano é radial por um ponto
q € Cyy,. Portanto Cy, C Ime, C ¥. Mas isto é absurdo, ja que
um plano ¢ € (¢(m))* genérico ndo é tangente a Ime,. Portanto
podemos supor que 7 — Imy, nao é constante.

Se a familia de curvas Imy,, 7 € ¥*, é formada por retas, entao G
coincide com a folheacao descrita no Exemplo 5.7, se nao, G coincide
com a folheacao descrita no Exemplo 5.8. Nos dois casos temos a
projecao ¢x : P* ——» X cujo as fibras sao conexas e invariantes por
F. Logo por ([CLnLPT], Lema 2.2) existe uma folheagdo n em X
tal que F = ¢%(n) e portanto F coincide com uma das folheagoes

descritas nos Exemplos 5.7 e 5.8.
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g |2 zJ g |* d d

y(m) () w(m) w(m)

a) Caso (ii.a) b) Caso (ii.b) ¢) Caso (ii.c) d) Caso (ii.d)

Figura 5.6: Caso (ii).

Caso (3) do Teorema 4.11:

Existe uma superficie S e uma familia C de dimensao dois de conicas
(distintas de retas) em S tal que P é formada pela familia de planos que
contém tais conicas. Mais ainda, S é um cone de grau 3 se tais conicas sao
reduzidas ou S = Sy 2 (o scroll racional de grau 3 em P*) se tais conicas sao
irredutiveis.

Denotaremos por m¢ o plano contendo uma conica C' € C. Sendo que os
planos m¢, C' € C, sao invariantes por G (pela definigao de P) obtemos que G
restrita & m¢ coincide com a folheagao radial formada pela familia de retas que
contém um ponto go € 7c.

Afirmamos que g¢ € S. De fato, se go ¢ S terfamos Ag(L) = qc+p1+po
onde py,py € S, j4 que por um ponto genérico de S passam infinitas retas
invariantes por G. Mas isto contradiz a hipdtese Ay, (L) = 2p, pois Ay, (L) <
Ag(L). Portanto existe um morfismo ¢ : C — S tal que ¢¥(C) = g € C e

uma projecao

¢:P* -5 S

pemc +— Y(O).

Seja p € P! genérico e U uma vizinhanca de p tal que ¢|y possui
fibras conexas. Além disso, as fibras de ¢|y sao invariantes por F, logo por
([CLnLPT], Lema 2.2) existe uma folheacao n em ¢(U) tal que F|y = ¢|5;(n).

Como foi observado S é um cone de grau 3 se tais conicas sao reduzidas
ou S = S5 (o0 scroll racional de grau 3 em P*) se tais conicas sao irredutiveis.

Suponhamos que S é um cone. A familia de conicas C define uma fibragao
por retas em S contendo o vértice. Seja M, o saturado de um germe de folha de
F por G que contém p. Sabemos que M, é um band sobre uma curva Cy;, € S,
i.e., My é formada por uma uniao de planos invariantes por P contendo as
retas tangentes de (. Dai segue que C}y, é tangente a fibragao definida por

C, logo Cyy, C C para algum C € C. Portanto M, é um band sobre uma reta,
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neste caso, € facil ver que M, possui posto um. Logo F possui posto no maximo

dois. Portanto este caso nao acontece.
Se § = Sio entao F coincide com uma das folheagoes descritas no

Exemplo 5.6.



A
Variedades com Aplicacao de Gauss Degenerada

O estudo de variedades com Aplicacao de Gauss Degenerada e proprie-
dades diferencial-geométricas de variedades algébricas tem origem em varios
trabalhos de C.Segre, entre estes [S1, S2, S3]. Este estudo foi renovado apds o
artigo de Griffiths e Harris [GH2] onde o conceito de formas fundamentais, i.e.,
uma sequéncia de sistemas lineares definidos no espaco tangente projetivizado
em um ponto genérico da variedade sao introduzidos e estudados; entre estes
estd a segunda forma fundamental que pode ser interpretada como diferencial
da aplicacao de Gauss. O assunto apresenta uma crescente literatura, veja por
exemplo [AG1, AG2, IL, FP]. Entre as técnicas utilizadas estd o método de
“moving frames” introduzido por Frenet [Fre], Serret [Ser] e Darboux [Dar]
para o estudo de curvas e superficies e desenvolvido por E.Cartan [Car] para

o estudo de subvariedades em qualquer espago homogéneo.

Seja M C P" subvariedade complexa de dimensao m. Considere a
projecio canonica 7 : C*1\{0} — P", denotamos por M = 7~ '(M) U {0}
o cone afim sobre M. Dado um ponto p € M seja p € M tal que w(p) = p,
denotamos por T,M = P(TpZ\Zf ) 0 espago tangente projetivo de M em p. Temos

uma aplicacao holomorfa naturalmente associada

rmMm — G(m,n)
p — T,M

denominada Aplicagao de Gauss de M, onde G(m,n) denota a Grassman-
niana de m-planos em P”. Claramente, se M é uma variedade projetiva entao
I' define uma aplicacao racional onde o conjunto de pontos de indeterminacao
coincide com o conjunto de pontos singulares de M.

O posto da subvariedade M é por definicao o posto da diferencial de sua
aplicacao de Gauss. Dizemos que M é degenerada se tem posto menor que
sua dimensao. Caso contrario dizemos que M ¢é nao-degenerada.

Se M é degenerada entao a diferencial dI'(p) é singular em todo ponto de

M e tem posto constante r < m fora de subconjunto analitico S de M. Pelo
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Teorema da Funcao Implicita as fibras de I' definem uma folheagao holomorfa
em M\S de dimensao m — r que denotaremos por Gy;. Um dos principais
resultados a respeito desta aplicacao, diz que as folhas desta folheagao sao

espacos lineares.

Teorema A.1 [S2, GH?2] Seja M uma subvariedade complexa de P" de di-
mensao m e I' a aplicagao de Gauss associada a M. Se M € degenerada,
entdo uma fibra genérica de I' € uma unido de subconjuntos abertos de espagos

lineares de dimensao m — r, onde r é o posto de M.

Além das referéncias citadas anteriormente existe uma prova elementar
para o caso hipersuperficie obtida por Fischer e Wu em [FW], posteriormente

generalizada Fischer e Piontkowski em [FP].

Exemplo A.2 Dados E e F subespacos lineares de P" denotaremos por
< E,F > o projetivizado do espaco gerado pelos respectivos cones afins E

N Sejam V;, Vo C P" subvariedades projetivas. Definimos o Join de V; e 1,

como J(V1,Va) = Upevy . qeva, prq < P> q >. Temos o seguinte resultado cléssico:

Lema de Terracini: Se z € J(V;, ;) é um ponto genérico entao

T.J(Vi,Va) =< T,Vi, T,Va >,

para quaisquer p € V;\Sing(V1), ¢ € V2\Sing(V5) tal que z €< p,q >.

Segue do Lema de Terracini que J(Vj, V) é uma variedade degenerada.

Seja M C P" subvariedade complexa de dimensao m e posto 1 < r < m.
Seja B C G(m — r,n) o fecho algébrico da familia de (m — r)-planos que
contém as fibras de I'. Consideremos My := Urecp L C P". Consideremos a

variedade
N={(p,L)eP"x B'|pe L}.

junto com as projecoes naturais ¢’ : A’ — B’ e f': A’ — P". Entao temos o

seguinte diagrama
f

/\
BXB/A/_>A/_>]P>TL

(b* f/
|l

B B’

onde ¢ é a resolucao de B’ e f = f' o ¢*. Denotamos por A o produto
fibrado B xp A’. Observe que A é um fibrado projetivo sobre B, portanto

uma variedade nao-singular.
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Seja Ry, o divisor de ramificacao de f, i.e.,
RMO = {(p7 L) €A ‘ det‘]f(pa L) = 0}
Podemos escrever Ry, = Hy, + Vi, onde g, | tem posto r em um aberto
0

denso e g nao ¢ dominante.
MVMO\

Definicao A.3 Se E ¢ uma componente irredutivel do suporte de Hjy,, entao
f(E) serda chamado componente focal de M. A unido das componentes

focais sera chamada conjunto focal de M, e denotaremos por Ay, .

E possivel mostrar que Ay, C Sing(M;) (veja [IL], Teorema 3.4.2). Seja
L € B, como f|s-1(z) é um isomorfismo, a restricao do divisor Hyy, & g~ (L)

define uma hipersuperficie Ay, (L) em L.

Proposicao A.4 Se g (L) € |Ru,|, entao Ay, (L) € uma hipersuperficie em
L de grau r.

Prova. Seja ¢ : D" — B uma parametrizagao local em uma vizinhanca de L

da forma
w(s) = P(span{ao(s), 2% O‘mfr(s)})a

onde ayg, ..., 04—, : D" — C"! sao funcoes holomorfas. A menos de uma

parametrizacao local de A temos que f é da forma

FiDT X PP — M,
(s,t) +—  toap(s) + ... + tirm_r(s), t="(to: ... tym_y)

Podemos supor que f é imersao nos pontos (s,eg) para todo s € D".

Como o espaco tangente de M, é constante ao longo de L, obtemos

mzrt 8% gt 8041- c { 8060 8040}
span < g, -, Qs = e, ; SPAN § Q) +evy Qg " +ery .
mer — ' 0sq — " Os, T 98y 0s,

Observe que vale a igualdade na equagao acima se, e somente se, f é um

isomorfismo em (s,t). Se denotamos

dai _ (0o O
0s ~ \0s;" " 0s, )’

para i = 0,...,m — r, entdo existem matrizes, A;(s) € M(r,C), i =0,...,r, tal

que

8041- 8060
— A0
Js " Os

mod span{ay, ..., Xy v }-
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Segue que
m—r aafz m-—r aao
; tig = <; tiAi> s mod span{ay, ..., ¥y},

portanto, f nao é imersao em (s,t) se, e somente se,
m-—-r
i=0

Uma simples anélise do conjunto focal permite obter uma classificacao

de superficies degeneradas.

Teorema A.5 [G, S2] Se M C P" é uma superficie complexa degenerada.

Entao temos as sequintes possibilidades:

1. My € um cone sobre uma curva;

2. My € uma superficie formada pelas tangentes de uma curva.
Prova. Se M tem posto zero, entao claramente Mj deve ser um plano. Podemos
supor que M tem posto um. O conjunto focal de M, intersecta cadareta L € B

em um unico ponto e tem dimensao zero ou um. Se Ay tem dimensao zero

entao My é um cone. Se Ay, tem dimensao um entao a aplicagao

FiDxP — M,
(s,(to:t1)) +— 7(toan(s) + tiaq(s))

tem posto um em um ponto genérico (s, (to : t1)) € |Hppl, ou seja, uma reta

genérica L € B é tangente a Ay, . |

No caso de hipersuperficies em P* temos o seguinte:

Teorema A.6 [AGI1, Rog, MT] Se M C P* ¢ uma hipersuperficie complexa

de posto dois. Entao temos as sequintes possibilidades:
1. My € um cone;
2. My € um join de duas curvas;

3. My é uma uniao de planos (ndao-osculadores) contendo as retas tangentes

de uma curva;
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4. Existem uma curva C' e uma superficie S tal que My é formada por retas

tangentes a S que intersectam C;
5. Existem duas superficies S1,S3 tal que My é formada por retas tangentes

a estas. Possivelmente S; = Ss.

Prova. Segue as mesmas linhas da prova do Teorema A.5. Para detalhes veja
[AG1, Rog, MT]. |



B
Componentes do Espaco de Folheacoes

Denotamos por F(d,n) o espago de folheagoes de codimensao 1 em P”
e grau d. Observe que este é um subconjunto algébrico quase-projetivo de
HO(P™, Q4. (d + 2)). Se n = 2 entdao a condigao de integrabilidade é trivial,
portanto F(d,2) é um subconjunto aberto de um espago linear.

E facil ver que toda folheacao de grau zero é um pencil de hiperplanos, ou
seja, tem integral primeira da forma F'/G onde F, G sdo polinémios homogéneos
de grau um.

Algumas familias infinitas de componentes irredutiveis de F(d,n) sao

conhecidas:

Pull-back linear . Seja A o conjunto de projecoes lineares P* — P2. O
conjunto de folheagoes F € F(d,n) do tipo pull-back linear de P?, PL(d,n) é

definido pela imagem do morfismo

Ax F(d,2) — F(d,n)
®.G9) = ¥ (9).

Entao PL(d,n), d > 1, n > 3 é uma componente irredutivel de F(d,n),
(cf. [CaLn)).

Pull-back genérico . Seja A,, o conjunto de aplicagoes racionais ¥ =
(Fy, F1, Fy) : P — P? de grau algébrico m, i.e., gr(F;) = m tal que V; =
(F; = 0),para ¢ = 1,2, 3 estao em posicao geral. Seja B C F(k,2) o conjunto
de folheagoes com apenas singularidades hiperbdlicas. O par (¢, F) € A,, x B
é dito um par genérico se C'(¢) NSing(F) é vazio, onde C(¢) denota o conjunto
de valores criticos de ¢. Se (¢, F) é um par genérico entao ¢*(F) € F(d,n)
com d = (k+2)m — 1. Denotamos por PG(d, n) o fecho de Zariski do conjunto
formado pelas folheagoes do tipo ¢*(F) onde (¢, F) é um par genérico.
Entao PG(d,n) é uma componente irredutivel de F(d,n) (cf. [CLnE]).
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Racional. Sejam p,q € N primos entre si tal que p + ¢ — 2 = d, definimos
R(p,q) o conjunto de folheagoes F € F(d,n) com integral primeira da forma
F?/G% onde F e G sao polindmios homogéneos de grau [ e m respectivamente,
com Ilp = mygq.

O fecho de Zariski m, p+q— 2 =d é uma componente irredutivel
de F(d,n) (cf. [GLn)).

Logaritmica. Sejam Fy,...,F,, k > 3, polinomios homogéneos em C"*!
tal que Zle d; —2 = d onde d; = gr(F;) e A, ..., \y numeros complexos
satisfazendo Zle Ni.d; = 0.

Denotamos por L(dy, ...,dy) o conjunto de folheagoes definida em coor-

denadas homogéneas de C"™! pela 1-forma

k dF,

com [, ..., F} primos entre si.
O fecho de Zariski L(dy, ..., d;) é uma componente irredutivel de F(d, n)
(cf. [C1)).

Algebra de Lie afim . Denotamos por E(d,3) C F(d,3) o conjunto de
folheagoes Foz que em uma carta afim C* C P? pode ser definida pela 1-forma
ix,50s(dr1 A dxy A drs) onde

0 0 0
0 0
_ o 2 7 d—1_~ 7 *
Xog = a((d—1)+d)x3! e 1+ﬁ x5 6x2+8x3' a,feC

Observe que Sing(F,3) contém a curva racional normal (¢@1*+d ¢ #) ¢
que o grupo de transformacoes afins que preservam esta é isomorfo ao grupo
afim Aff(C). Além disso, [S, Xop] = —Xap, portanto S e X,5 geram uma
agao do grupo afim Aff(C) em C?, onde as folhas de F,5 coicidem com as
orbitas desta.

O fecho de Zariski m, d > 2, n > 3, é uma componente irredutivel
de F(d,3) (cf. [CCGL]). O caso d = 2 foi analisado primeiramente em [CLn].

O pull-back por projegoes lineares, i.e., o fecho de Zariski dos conjuntos
PE(d,n) = {¢ * (F)|¢ : P* — P3 projegao linear ¢ F € E(d,3)}, d > 2,

n > 3, também geram componentes do espaco de folheagoes.
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Meta-abeliana subdlgebra de aut(P") . Considere a subélgebra de Lie g de
aut(P™) gerada por

n

n—j
X = ;(n - Qi)Xiai)Q eY; = ;Xi+jaﬂXi.

Entao g define uma folheacdo F(g) € F(n—1, n) definida em coordenadas
homogéneas pela 1-forma igixiy,...iy, ,(dXo A ... A dX,,) onde R é o campo
radial.

O fecho da orbita de F(g) pela acdo natural do grupo aut(P") em
F(n —1,n) é uma componente irredutivel de F(n — 1,n) (cf. [CkP]).

O estudo das componentes irredutiveis de F(d,n) foi iniciado por Joua-
nolou em [Jou] onde as componentes irredutiveis de F(1,n) foram classificadas

para todo n > 3.

Teorema B.1 [Jou/ O espago de folheagoes de grau 1 em P, n > 3, tem duas
componentes irredutiveis PL(1,n) e R(1,2).

A classificagdo das componentes irredutiveis de F(2,n) foi obtida por D.
Cerveau e A. Lins Neto em [CLn].

Teorema B.2 [CLn] O espago de folheagoes de grau 2 em P", n > 3, tem
seis componentes irredutiveis PL(2,n), R(2,2), R(1,3), L(2,1,1), L(1,1,1,1)

e PE(2,n).
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