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Resumo

VICENTE, W. M. (2009), Andlise de Tensées em Placas Circulares Utilizando Elementos
Finitos Axissimétricos, Itajubd, 118p. Dissertacdo (Mestrado em Projeto e Fabricagédo) —

Instituto de Engenharia Mecénica, Universidade Federal de Itajuba.

O presente trabalho enfoca os procedimentos de modelagem por elementos finitos de
sistemas estruturais axissimétricos para fins de analise de tensdes. Enfase é dada aos
elementos estruturais do tipo placas circulares e vasos de pressdo. Na modelagem numérica
sdo considerados trés elementos finitos axissimeétricos: o elemento LSQ (Linear Strain
Quadrilateral), 0 QSQ (Quadratic Strain Quadrilateral), € 0 elemento CSQ (Cubic Strain
Quadrilateral). S&0 implementados procedimentos computacionais em linguagem
FORTRAN® para a formulacéo isoparamétrica do método dos elementos finitos, os quais s&o
validados através da comparacdo entre os resultados de problemas axissimétricos obtidos via
solugdo analitica, com os respectivos obtidos através do emprego da presente metodologia. A
partir dos modelos desenvolvidos e implementados em ambiente FORTRAN®, séo realizados
varios testes de simulacdo numérica visando avaliar o desempenho dos procedimentos de
modelagem e caracterizacdo das tensdes de sistemas estruturais axissimétricos do tipo placas
circulares. Alem disso, sdo feitas comparacGes entre o desempenho dos elementos
implementados e analises da influéncia da variacdo da espessura da placa na distribuicdo das
tensdes. Os resultados obtidos permitem comprovar a eficiéncia dos procedimentos de
modelagem desenvolvidos para a caracterizagdo da distribuicdo das tensbes de sistemas

estruturais axissimeétricos.

Palavras-chave

Elementos Finitos Axissimétricos, Placas Circulares, Analise de Tensdes



Abstract

VICENTE, W. M. (2009), Analysis of stresses distribution in Circular Plates by
Axisymmetric Finite Elements, ltajuba, 118p. MSc. Dissertation — Mechanical

Engineering Institute, Federal University of Itajuba.

This work is devoted to finite element-based procedures for the modeling of
axisymmetric structural elements, for the purposes of stresses characterization. Emphasis is
placed on circular plates and pressure vessels structural systems. In the numerical modeling
three axisymmetric finite elements are considered, as follows: the Linear Strain Quadrilateral-
LSQ element, the Quadratic Strain Quadrilateral-QSQ, and the Cubic Strain Quadrilateral-
CSQ element. Computational procedures have been developed and implemented in
FORTRAN™ language for the isoparametric formulation, which are validated through the
comparison between the results of the axisymmetric problems obtained by the analytical
solution, with the corresponding obtained by the finite element. By using the finite element
models developed and implemented, several numerical simulations are performed aiming at
evaluating the performance of the numerical modeling procedures, and the characterization of
the stresses distribution of axisymmetric circular plate systems. Moreover, comparisons
between the performance of the implemented elements and analyses of the influence of the
thickness variation on the stress distribution of the plate have been investigated. The results
obtained indicate the effectiveness of the modeling procedures developed for the

characterization of the stress distribution of axisymmetric structural systems.

Keywords

Axisymmetric Finite Elements, Circular Plates, Stresses Analysis
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Capitulo 1

INTRODUCAO

1.1 CONSIDERACOES INICIAIS

A andlise de tensdes em corpos de revolucdo submetidos a carregamentos simétricos
com relacdo ao mesmo eixo de simetria do corpo & chamada de analise de tensbes
axissimétricas. Os elementos utilizados nesta analise pelo método dos elementos finitos sdo
chamados de elementos axissimétricos. A analise de tensdes axissimétricas € de muito
interesse em vérias areas da engenharia, como na &rea de fluidos, na area de projetos de

fabricacdo, etc.

A implementacéo e testes de novos elementos no método de elementos finitos — MEF
continuam sendo alvo de muitas pesquisas em Varias areas da engenharia. Independentemente
do assunto pesquisado, a eficiéncia do método esté intimamente ligada ao tipo do elemento

implementado.

Na formulagdo isoparamétrica do MEF, utilizada neste trabalho, as fun¢des de forma do

elemento sdo dadas no sistema local de coordenadas naturais & e 7. As matrizes dos

elementos axissimétricos sdo avaliadas usando o processo numérico da quadratura de Gauss.

Normalmente, ndo se encontram na literatura muitos trabalhos voltados a analise de

tensbes em regibes proximas as cargas concentradas. Neste trabalho, é analisada a distribuicdo
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de tensdes em regides distantes e também prdximas a carregamentos concentrados em corpos

de revolucao.

A andlise de tensbes em corpos axissimétricos é similar aquela do estado plano de
tensbes. Na formulacdo, as deformagdes do elemento sdo obtidas considerando as hipéteses

simplificadoras da teoria da elasticidade linear na anélise plana de tensdes e deformacdes.

1.2 OBJETIVOS

Os principais objetivos desde trabalho séo:

—O desenvolvimento de uma rotina computacional em linguagem FORTRAN® que seja
capaz de determinar as tensfes e os deslocamentos ao longo de corpos de revolugéo

envolvidos em problemas axissimeétricos;

—Comparar o desempenho dos elementos axissimétricos implementados, (linear,
quadrético, cubico), na determinacdo das tensdes e deslocamentos em vasos de pressdo de

parede espessa e placas finas circulares;

—Investigar o comportamento das tensdes, normais e de cisalhamento, em regides

proximas ao ponto de aplicagdo de cargas concentradas em uma placa fina circular;

—Verificar a influéncia da variacdo da espessura da placa no fator de concentracdo de
tensdo para placas circulares sujeitas a carregamentos distribuidos em forma de circulo em sua

superficie.

1.3 DESCRICAO DO TRABALHO

O presente trabalho é composto por sete capitulos. Neste primeiro capitulo é

apresentada a idéia geral do trabalho.

No segundo capitulo é realizada uma reviséao bibliografica sobre o MEF e também sobre

a recente utilizagdo dos elementos axissimeétricos.
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O terceiro capitulo apresenta a teoria da formulacdo isoparamétrica do MEF para 0s

elementos axissimétricos, a implementacdo da rotina computacional serd feita com base na

teoria apresentada neste capitulo.

O quarto capitulo mostra todo o desenvolvimento das equagdes para o calculo dos
deslocamentos e das tensdes em vasos de pressdo cilindricos de parede espessa, mostra
também as equacgdes para placas finas circulares, com base nas hipoteses simplificadoras de
Kirchhoff.

O quinto capitulo refere-se a validacdo do codigo computacional implementado. Essa
validagdo é feita através da comparacéo dos resultados obtidos do codigo computacional com
os resultados das equagOes demonstradas no capitulo anterior, para problemas que possuam

solucdo analitica.

No sexto capitulo sdo mostrados dois exemplos numéricos de placas circulares, o
primeiro exemplo representa uma placa fina circular sujeita a um carregamento concentrado,
0 segundo exemplo mostra placas com diferentes espessuras sujeitas a um mesmo

carregamento.

No sétimo capitulo é feita uma conclusdo sobre os resultados apresentados nos capitulos

anteriores e também sdo sugeridas algumas possibilidades para trabalhos futuros.



Capitulo 2

REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 HISTORICO DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

O termo Elementos Finitos do meétodo dos elementos finitos — MEF — foi usado pela
primeira vez na literatura por Clough (1960) em um artigo de engenharia sobre aplicacdes da
elasticidade plana. Porém, a idéia fundamental do método ja vinha sendo utilizada ha alguns

anos por matematicos, fisicos e engenheiros.

Os primeiros trabalhos na area da mecénica estrutural que utilizaram a analise por
elementos finitos foram feitos por Hrennikoff (1941) e McHenry (1943) que desenvolveram
uma analogia entre elementos discretos (ex. barra e viga) e a correspondente por¢do de um
solido continuo. Nesses trabalhos foi usada a técnica semi-analitica que era muito utilizada
nos anos 40 pela inddstria aerondutica. Uma aproximacdo direta baseada no principio do
trabalho virtual foi dada por Kelsey (1960) e Argyris (1964) em uma série de artigos técnicos.
Turner et al. (1956) apresentaram a matriz de rigidez para o elemento triangular e também um

método de acoplamento das matrizes de rigidez dos elementos.

No inicio dos anos sessenta, as bases matematicas do MEF ainda ndo estavam
completamente desenvolvidas. Apesar disso, 0 método ja era usado por engenheiros para a

solucdo de uma grande quantidade de problemas estruturais (Davies, 1986). A solucdo para
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problemas tridimensionais necessitaram apenas da expansdo da teoria para problemas

bidimensionais apresentada por Argyris.

Os problemas dindmicos comegaram as ser estudados a partir do trabalho de Archer
(1963) que introduziu o conceito da matriz de massa. A partir da introducdo desse conceito,
problemas de vibragéo (Zienkiewicz et al.,1966) e problemas transientes (Koenig & Davids,

1969) comegaram a aparecer na literatura.

No comego dos anos sessenta surgiram 0s primeiros trabalhos no campo da nao
linearidade. Turner et al. (1960) apresentaram a técnica do incremento para solucionar
problemas geometricamente ndo lineares. Nessa area, Martin (1965) analisou problemas de
estabilidade. Gallagher et al. (1962) modelaram problemas envolvendo material de
comportamento ndo linear. Zienkiewicz et al. (1968) aplicaram o método para a solucao de
problemas de visco-elasticidade. O texto de Oden (1972) fez uma analise detalhada da

utilizacao das aplica¢Ges do método aplicado a problemas néo lineares.

O método comecou a utilizar o ja conhecido método dos residuos ponderados (Szabo &
Lee, 1969) tornando assim possivel a solucdo de problemas para os quais o principio
variacional ndo oferecia solugdo ou as solugGes eram muito complexas. Escoamentos de
fluidos viscosos (Connor & Brebbia, 1976) e problemas ndo lineares em eletromagnetismo

(Zienkiewicz et al., 1977) sdo exemplos desses problemas.

Simultaneamente ao desenvolvimento do método no campo da engenharia, Varios
trabalhos foram realizados por grupos de matematicos. Raramente esses grupos se interagiam.
O contetido desses trabalhos, normalmente, ndo era divulgado entre os grupos de diferentes
areas (Cook, 1995).

Courant (1943) apresentou a solucdo para problemas envolvendo tor¢do usando fungdes
de interpolacdo lineares para elementos triangulares, tendo-se como base o principio da
energia potencial minima. Artigos similares foram apresentados por Polya (1952) e
Weinberger (1956). O trabalho de Greestadt (1959) considerou um meio continuo com sendo
um acoplamento de varios elementos discretos e fez consideragdes sobre as variaveis em cada

regido. Nesse trabalho, foi utilizado, pela primeira vez, o principio variacional.

Na area da matematica, Birkhoff et al. (1968) e Zlamal (1968) publicaram a prova de
convergéncia do MEF e erros de discretizacdo do contorno do dominio de alguns problemas.

Entretanto, a primeira prova da convergéncia do método na area da engenharia foi
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apresentada por Melosh (1963) que utilizou o principio da energia potencial minima. O
trabalho de Melosh foi complementado por Jones (1964) usando o principio variacional de

Reissner.

A partir da década de setenta, com o rapido desenvolvimento de computadores mais
potentes, a aplicagdo do MEF teve um impressionante crescimento e uma enorme divulgagéo
no meio cientifico. Atualmente, o método representa uma poderosa ferramenta para analise
numeérica, utilizada na engenharia, na fisica e na matematica. Os trabalhos divulgados nessas
areas contribuiram significativamente para o desenvolvimento e aperfeicoamento do MEF
(Huebner et al., 1995).

2.2 ESTADO DA ARTE

Muitos trabalhos tém sido apresentados buscando a solugdo de problemas axissimétricos
através de métodos numéricos. Um dos primeiros trabalhos foi apresentado por Penny (1961).
Nesse trabalho foi desenvolvida uma solugdo, através do método das diferencas finitas, para
problemas envolvendo simetria em cascas. Radkowski et al. (1962) apresentaram um trabalho

sobre a solucéo de problemas axissimétricos aplicando o método das diferencas finitas.

Percy et al. (1965) empregou 0 método dos elementos finitos para determinar a solugdo
de problemas em corpos de revolugdo sujeitos a cargas simeétricas e assimétricas. Smith
(1966) apresentou o desenvolvimento de um procedimento para a andlise estética
axissimetrica atraves da simplificacdo das estruturas em uma série de sec¢Oes anulares. Toda a
parte de programacdo da teoria apresentada por Smith foi desenvolvida e publicada

posteriormente por Patrick (1966).

Atualmente, para a simplificacdo e resolucdo de problemas envolvendo corpos de
revolucdo, a analise axissimétrica tem sido empregada em diversas areas da engenharia. Os
trabalhos citados a seguir sdo exemplos de recentes aplicaces da analise axissimétrica na area

da mecanica estrutural.

Osadchuk & Shelestovs’ka (1999) desenvolveram equacfes para a determinacdo das
tensdes residuais em placas espessas. Nesse trabalho, foi utilizada a analise axissimétrica de

tensOes para a determinacdo das equacOes de tensdo. Os coeficientes das equagdes de tenséo
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foram obtidos através do ajuste de modelos com o auxilio de informagdes experimentais

obtidas através de ensaios ndo destrutivos de diversos materiais.

Hongyu & Jiarang (2000) apresentaram o desenvolvimento de equagfes analiticas para
0 caso de placas espessas laminadas sujeitas a cargas concentradas. As equagdes mostradas
neste trabalho foram desenvolvidas com base nas equagbes fundamentais da teoria da
elasticidade e nas equagdes de estado para placas laminadas transversalmente e de material

isotropico.

Smith & Filz (2007) propuseram um modelo numérico axissimétrico de uma célula de
reforgo estrutural em colunas de sustentacdo de barragens. Uma comparacdo foi feita entre as
analises axissimétrica e tridimensional para o problema. Os resultados mostraram uma boa
concordancia entre os valores obtidos através dos dois métodos de andlises e também os

valores experimentais colhidos da estrutura analisada.

Fox et al. (2007) desenvolveram um modelo analitico para determinagdo do
deslocamento vertical de placas circulares com atuadores piezelétricos axissimeétricos. As
equacdes para as forcas de interacdo do atuador com a placa foram resolvidas analiticamente e
também numericamente através do MEF. A boa concordancia entre os valores das solucGes
dos dois métodos sugere o modelo analitico proposto como uma boa alternativa para a anélise

para estudos de otimizagao e projetos de elementos estruturais.

Santos et al. (2008) realizaram uma andlise através do MEF de cascas laminadas
axissimétricas com sensores e atuadores piezelétricos. Foram analisados os momentos de
torcdo e os modos de vibrar das estruturas. As equacfes de movimento tridimensional da
elasticidade foram reduzidas a equagBes bidimensionais envolvendo um termo
circunferencial. Na formulacdo do MEF foi utilizada uma série de Fourier truncada para a
expansdo das variaveis dependentes, carregamento e o potencial elétrico. Mostra-se, nesse
trabalho, o acoplamento dos termos simétricos e assimétricos para materiais laminados com
piezelétricos. Os resultados tiveram boa concordancia com outras solucdes obtidas por outras

formulagbes numéricas.

Uma nova aplicagdo da formulacdo axissimétrica foi apresentada por Smith (2008) para
a analise de estruturas de revolucdo tipo cascas e placas sujeitas a carregamentos
axissimétricos. Nesse trabalho, Smith propée um novo método de célculo de tensGes em

problemas axissimétricos que se baseia na divisdo da estrutura em varias se¢des anulares
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independentes. A solucdo apresentada por Smith é simplificada em relacdo a formulacédo
axissimetrica tradicional. No entanto, a solugdo se mostrou muito eficiente no calculo de
deslocamentos e tensbes para placas circulares sujeitas a carregamentos uniformemente

distribuidos.



Capitulo 3

ELEMENTOS FINITOS AXISSIMETRICOS

O estudo da distribuicdo de tensGes em corpos axissimétricos sob carregamento
axissimétrico é de grande interesse na engenharia. A andlise de tensdes axissimétricas é
considerada ser uma andlise de tensdes em corpos de revolugdo submetidos a carregamentos
simétricos com relagcdo ao mesmo eixo de simetria do corpo. Os elementos utilizados nesta

analise pelo método dos finitos sdo chamados de elementos axissimétricos.

Os elementos axissimétricos sdo bidimensionais. A analise de tensbes axissimétricas é
similar aquela do estado plano de tensdes e deformacgdes. A Fig. 3.1 mostra exemplos de

corpos axissimétricos.

BRASILIT
500

Figura 3.1 — Exemplos de Corpos Axissimétricos.
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Devido a simetria, duas componentes de deslocamentos em qualquer secdo plana do
corpo que contém o eixo de simetria definem completamente o estado de deformacdes e,

portanto, o estado de tensdes (Zienkiewicz & Taylor, 1989).

A Fig. 3.2 ilustra um toroide formado pela revolucdo de um retangulo em torno do eixo

z de simetria. O elemento retangular que gera o anel esta no plano »z do corpo de revolugéo.

Figura 3.2 — Elemento Quadrilateral Axissimétrico.

3.1 DEFORMACOES NO ELEMENTO

Qualquer ponto do elemento é definido pelas coordenadas, radial » e axial z. Os
correspondentes deslocamentos do ponto sdo u e v, respectivamente, cujas funcbes de
interpolacgdo séo precisamente as mesmas quando usadas para o elemento na anélise plana de
tensbes e deformacgdes. Nessa analise pode ser mostrado que o trabalho interno é associado

com trés componentes de deformacdes.

Na andlise de tensGes em corpos axissimétricos, qualquer deslocamento radial provoca
automaticamente uma deformacdo na direcdo circunferencial e a tensdo nessa dire¢do ndo €
nula. Esta quarta componente de deformagOes das tensdes associadas, deve ser considerada.
Os pontos nodais de um elemento tipico retangular axissimétrico descrevem linhas

circunferenciais como mostrado na Fig. 3.2.

Os deslocamentos radiais desenvolvem deformacdes circunferenciais que provocam as

tensbes o,, o,, 7,, € o0y. Devido a simetria em relagdo ao eixo z, as tensbes s&o

independentes da coordenada 6.
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As Figs. 3.3a-b mostram um elemento de volume de um elemento axissimétrico e sua

secdo reta para representar o estado geral de deformagGes para um problema axissimétrico.

//f'EMOr

de

(a)

Figura 3.3 — Elemento de Volume

Assim como na andlise no estado plano de tensdes e deformacdes, as deformacdes no

plano rz séo
ou ov ou Ov
E,=—, &, =— € =—+t_— 3.1
" or Z 0z Vrz 0z Or -1

Analisando a Fig. 3.3(b), pode ser observado que antes da deformagdo o comprimento

do arco AB é rd6@ e apds a deformacdo, o arco AB passa a ter comprimento (r +u)dé.

Entdo, a deformacdo tangencial é dada por

_(r+u)d0-rd6 _u

£ — 3.2
0 rd@ r (3.2
Portanto, o vetor de deformacfes do elemento axissimétrico é
ou
or
&, ov
&
le}=17% 1= 0z (3.3)
Viz| |Ou OV
&g 0z Or
u
r
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3.2 VETOR DE TENSOES NO ELEMENTO

Por outro lado, as deformacfes no elemento axissimétrico para material linear,

homogéneo e isotropico sdo (Bathe, 1996)

e =———2z,%r 770 (3.4a)

€. _0: Yo, Yoo (3.4b)
E E E
_2L+v)e, (3.40)
rz E
gy =—2z Yo 6 (3.4d)
E E E

Usando as Egs. (3.4), o vetor de tensdes pode ser colocado em fungdo do vetor de

deformagéo como

o, 1-v v 0 v e,
1- 0
a0 o B2 o o
O¢ v v 0 1-v|l&s
ou
{o}=[Dle} (3.6)

Entdo, a matriz que relaciona as tensées com as deformacdes é

1-v v 0 1%
E v 1-v 0 14
[]- Q+v)i-2v) 0 0 @-2v)/2 0 ©9
v v 0 1-v

A Fig. 3.4 mostra a representacdo das tensfes em corpos axissimétricos.
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Figura 3.4 — Tensdes em Corpos Axissimétricos.

3.3 ELEMENTO RETANGULAR BILINEAR

A Fig. 3.5 mostra um elemento retangular bilinear.

Z\ ¢ k

r

Figura 3.5 — Elemento retangular bilinear

As funcgbes para os deslocamentos do elemento retangular bilinear no sistema global de

coordenadas podem ser obtidas fazendo
u(r,z)=a+br+crz+dz (3.8a)
v(r,z)=e+ﬁ+grz+hz (3.8b)

onde os coeficientes a, b, ¢, d, e, f, g e h das fungdes sdo colocados em funcgdo das
coordenadas globais e dos deslocamentos dos pontos nodais do elemento assim com € feito na

analise no estado plano de tensGes. Fazendo i =1, j=2 e k=3, /=4, tem-se que

Parar=n e z=z => u(rl,zl)zul



Usando a Eq. (3.8a), o deslocamento nodal u; pode ser representado por

M1:a+br1+crlzl+dzl

Repetindo este procedimento para os deslocamentos u,, uz € u,, tem-se que

Uy =a+br,+cryzy +dz,

uz=a+br+crz+dz

M4:a+br4+cr424+d24

As Egs. (3.9) podem ser colocadas como

Uy 1 B Az z||a
U 1 »n mrnzy zp||b
us 1 3 mrzz z3||C
Uy 1 n mzy z4||d
ou
al |1 n nz z - w
b 1 n rnz 2z U
cl |1 3 I3zz  Z3 us
d 1 ny nzy z4 Uy

cuja solugdo é da forma

a =y + asiy + a3u3 + AUy

b = blul + b21/l2 + b3u3 + b41/l4

Cc= Cll/ll + 02u2 + 03u3 + C4M4

d = dlul + dzl/tz + d3u3 + d41/l4

14

(3.9a)

(3.9b)

(3.9¢)

(3.9¢)

(3.10)

(3.11)

(3.12a)

(3.12b)

(3.12¢)

(3.12d)

sendo que a;, b;, c; e d; séo fungdes das coordenadas globais 7 e z; com i =(1,...,4).
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Levando as Egs. (3.12) na Eqg. (3.8a), vem

u(r, z)= (alul + agity + agiig + aguy )+ (b + oty + baug + byuy v +
+ (clul + Colp + Cali3 + Caliy )I"Z + (dlul + d2u2 + d31/l3 + d4u4)Z (3 133)

ou,
u(r,z) = (ay + byr + ez + dyz )y + (ay + byr + corz + dyz uy + (3.13b)
+(613 +b3r+c3rz+d32)u3+(a4 +b4l"+C4l"Z+d4Z)ll4 .
A Eq. (3.13b) pode ser reescrita como,
M(r,Z):N1M1+N2M2 +N3u3+N4u4 (3143)
ou,
i
u(rz)=[Ny N, Ny N2 (3.14b)
Uz
Uy

Comparando a Eqg. (3.13b) com a Eq. (3.14a), as funcGes de interpolacdo da variavel
fisica, que no caso é o deslocamento u(r,z) de um ponto qualquer do elemento, sdo

identificadas por
Ny =N1(r,z)=a1 +bhr+orz+d;z
N, =N2(r,z)=az +byr+cyrz+d,z
(3.15)
N3 =N3(r,z)=a3 +byr+cgrz+dsz
N4 =N4(}",Z):a4 +b4V+C4VZ+d4Z
Tomando-se 0 mesmo procedimento para v(r,z), pode-se escrever que,

n

vV
vrz)=[Ny N, N3 N,] vi (3.16)
V4
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onde, N;, N,, N3 e N, sdo as mesmas fungOes dadas pelas Egs. (3.15). Logo, as fungdes

N,(i=1,2,3,4) sdo as fungBes de interpolagio para as variaveis fisicas u(x, y) e v(x, ).

As Egs. (3.14b) e (3.16) podem ser reescritas na forma matricial como,

of

N, 0 N,
0 N, O

ou simplesmente por

i=[V11dl,

0
N,

N

0 N,

0 Ny O

0
Ny

|

n
N
U
V2
Uz
V3

Uy

Va

(3.17)

(3.18)

onde {#} é o vetor campo de deslocamentos, [N] é a matriz que inclui as fungdes de

interpolacdo e {d }e é o vetor formado pelos deslocamentos nodais do elemento.

Usando a Eq. (3.3), o vetor de deformagdes de um ponto de um elemento axissimétrico

gue na forma matricial compacta, este vetor pode ser reescrito como

oN,

N,

N,

7

te}=[Blal,

7

r

7

— 0 —= o — 0 — 0
or or or or
0 oM 0 N, 0 ON3 0 ONy
oz 1574 0z 1574
ON;, ON; ON, ON, ON3 ON3 ON, ON,
0z or oz or oz or oz or
Mooy Mo N N

n
1
Up
V2
us
V3
Uy

V4

(3.19)

(3.20)
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Usando as Egs. (3.15) e comparando a Eg. (3.19) com a Eq. (3.20), a matriz [B] é

identificada por

bl +Cz 0 b2 +Coz 0
[B]— 0 Cll"+d1 0 027"+d2
- Cll’+dl b1+C]_Z 027'+d2 b2 +C22
B4) 0  B@43 0
sendo que

B =L i b +cz+dy =
r r

B(43) =22 4 by +cpztdy =
r r

B(4,5) =28 4 by +cgz+dy =
r r

BUT) =24 4 by +cpz+d, >
r r

b3 +C3z 0 b4 +Cyz 0
0 c3r+d3 0 c4r+d4
037”+d3 b3 +CgZ C4I"+d4 b4 +C4Z
B(45) 0  B(47) 0
(3.21)
(3.22a)
(3.22b)
(3.22¢)
(3.22d)

Notar que [B] é uma funcdo das coordenadas r e z. Portanto, as deformagdes ndo serdo

constantes no interior do elemento.

As tensdes no elemento séo dadas por

%L _{s} =[D][B]ld},

(3.23)

onde {d}, é o vetor de deslocamentos nodais e [D] é dada pela Eq. (3.7).
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3.4 MATRIZ DE RIGIDEZ DE ELEMENTOS
AXISSIMETRICOS

A matriz de rigidez de elementos axissimétricos pode ser computada de acordo com a

expressao geral que é (Zienkiewicz & Taylor, 1989)

(k1. = [[[ (8] [D][Blav (3.24)

que integrada ao longo do contorno circunferencial resulta em

k], =2 ([ [B]'[D][B] rardz (3.25)

Como a matriz [B], Eqg. (3.21), é uma funcéo das coordenadas r e z, a matriz [K],
também é uma funcdo de r e z. A matriz [K], da Eqg. (3.25) pode ser avaliada usando

integracdo numérica por quadratura de Gauss, ou em alguns casos por multiplicacdo explicita

e integracdo termo a termo.

3.5 FORCAS DE SUPERFICIE

O carregamento nodal é

= I T s 20

onde f,, e f,, sdo pressdes nas dire¢Oes radial e axial, respectivamente.

3.6 FORMULACAO ISOPARAMETRICA PARA ELEMENTOS
AXISSIMETRICOS QUADRILATERAIS DA FAMILIA
SERENDIPITY
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Nesta secdo é apresentada a analise de tensdes axissimétricas em corpos de revolucao

utilizando elementos quadrilaterais com funcdes de interpolacdo da familia Serendipity. E
aplicada a formulacéo isoparamétrica do método dos elementos finitos. Nesta formulacdo, as
fungdes utilizadas para interpolar as variaveis fisicas dos problemas sdo as mesmas para

interpolar a geometria do elemento axissimétrico e sdo chamadas de funcdes de forma.

As varidveis consideradas na analise de tensbes axissimétricas sdo os deslocamentos,

radial u e axial v, e sdo definidas em funcéo dos deslocamentos nodais u; e v; do elemento,

como
u=ZNl~ul~ e V=ZNI-VZ» (3.27)

As coordenadas r e z de um ponto qualquer do elemento na formulagédo isoparamétrica,

sdo definidas em funcéo das coordenadas nodais 7, e z; do elemento, como

rzznllNl-ri e Zzzn:Nizl- (3.28)
= i=1

onde n é o nimero de pontos nodais do elemento e N; (i =1, ..., n) sdo as fungdes de forma

do elemento. As funcdes de forma da familia Serendipity sdo definidas no sistema local de

coordenadas naturais & e n do elemento.

O elemento quadrilateral bilinear de Taig (» = 4) é mostrado na Fig. 3.6.

n

Wy
I

N
Wy

(a) (b)
Figura 3.6 — (a) Elemento no Sistema Global; (b) Elemento no Sistema Local.

As funcdes de forma para esse elemento séo
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Nl-(f,n)=%(1+ & Nl+mp) (3.29a)
sendo que
So=¢& e mo=nm  (i=1..4) (3.29b)

onde &; e 7; séo as coordenadas dos pontos nodais do elemento no sistema local.

A Fig. 3.7 ilustra a funcdo de forma para o segundo ponto nodal do elemento.

W

1
Figura 3.7 — Func&o de Forma para 0 N6 n> 2.

A Fig. 3.8 mostra o elemento quadrilateral quadratico (n=38).

r;l‘

]l? n=1i

4 7 3
i =1

$=-1 '

. 6
Z | zZ | 8 é:

U p=-1 5 2

Tr i
(a) (b)

Figura 3.8 — (a) Elemento no Sistema Global; (b) Elemento no Sistema Local.
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Usando as mesmas variaveis &, e 7 da Eq. (3.29b), as fungdes de forma da familia

Serendipity para o elemento quadrilateral quadratico sdo

Para os nos dos cantos (i = 1, 2, 3 e 4):

N,(6r) =30+ &) o) +0-1) (330
Para os nés do meio dos lados (i =5, 6, 7, 8):
Em & =0 => para(i=5,7)
N, (5,77)=%(1—§2)(1+n0) (3.31a)
Em 7,=0 => para (i = 6, 8)
(3.31b)

Ni(f,n)=%(1—f72)(1+§o)

A Fig. 3.9(a) ilustra a funcdo de forma para o segundo ponto nodal, enquanto a Fig.

3.9(b) mostra a fungédo de forma para o oitavo ponto nodal do elemento.

T
o
et e
e
Ssaes

(a) (b)

Figura 3.9 — Funcéo de forma (a) para o né n> 2; (b) para o né n> 8.

A Fig. 3.10 mostra o elemento quadrilateral cibico (n =12).
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,-? =1
P 9 3
E=-1 =1
11 8
Z ! Z | ‘:
12 7
1 5 '(, 2
n=-

(a) (b)

Figura 3.10 — (a) Elemento no sistema global; (b) elemento no sistema local.
cujas fungdes de forma da familia Serendipity sdo

Para os nds dos Vvértices (i =1, 2, 3, 4):
1
N; =5 (@ &) (L4 1) =10+ (5™ + )] (3.32)

Para os nds do meio dos lados (i =5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12):

Em & =+1 com nizi% => para(i=7,8, 11, 12)
9
Np= @+ &) A—7%) 1+ 9r) (3.33)
Em 7, =+1 com ;:i% => para (i =5, 6, 9, 10)

Ny = @ 10) (- E2)(0+860) (3.34)

Para qualquer elemento com » pontos nodais, a matriz de rigidez de elementos

axissimetricos é avaliada pela Eq. (3.25) como
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k], =27 ([ [8]'[D][B]rdra: (3.35)

A matriz [D] que relaciona as tensdes com as deformacgdes € a mesma dada pela Eq.

(3.7), ou seja

1-v v 0 1%

E v 1-v 0 1%
Dl=——+—— 3.36
0] @+v)a-2v)) 0 0 (@-2v)/2 © (3-36)

1% 1% 0 1-v

A matriz [B] que relaciona as deformagdes com os deslocamentos nodais do elemento é

MNyg N2 Nz DN

or or or or

o M o N2 o Wy o Ny

Oz Oz Oz oz
[B]= (3.37)

oN; 6N, ON, &N, 0ON; ONg oN, ©ON,

oz o oz or oz or oz or

M oo Nog Moy N

L 7 r r r ]

Assim como € feito na analise no estado plano de tensbes e deformagdes, os termos

% e % que aparecem na matriz [B] da Eq. (3.37) séo calculados por
r z

Ny (M
2

Or | _[1td % (3.38)

v [T |,

0% on

sendo que [J] € a matriz jacobiana que é calculada por
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" ON; OV
Soct Zoc”
[J]= (3.39)
2, ON; " ON;
Lr; Zliz;
; on ; on |

Os termos N que constam na quarta linha da matriz [B] séo determinados usando a
r

coordenada global » da Eq. (3.28). Entdo

= L (=1, ..,n) (3.40)

Como drdz=dA=det[J]dédn e r= ijj r;, a matriz de rigidez de elementos
J=1

axissimétricos, Eq. (3.35), pode ser determinada por
[k]. =27 J j B [DlB&.n (Z ]det (&m)lag dn (3.41)

O carregamento nodal devido as forcas de superficie é

= I 7 s @42

Para determinar as forcas nodais equivalentes em um né k& do elemento, a matriz

[N(&,77)] da Eq. (3.42) pode ser substituida por

(3.43)

vl =Ivenl {N Wm0 }

0 Ne(sm)



Capitulo 4

VASOS DE PRESSAO CILINDRICOS E PLACAS
FINAS

Este capitulo tem por objetivo mostrar o desenvolvimento das equacdes para célculo de
deslocamentos e de tensdes em vasos de presséao cilindricos e em placas finas. Os valores dos
deslocamentos e das tensdes serdo comparados com os resultados obtidos através do cédigo
computacional implementado a fim de verificar a validade da metodologia empregada no
cddigo. O desenvolvimento das equagdes para vasos de pressdo é realizado com base na teoria
mostrada por Ugural & Fenster (1995), enquanto que as equagdes da teoria de placas finas

mostradas neste trabalho sdo obtidas com auxilio de Ugural (1981).

4.1 VASOS DE PRESSAO CILINDRICOS

Seja uma grande placa fina com um pequeno furo no centro sujeito a uma pressao
uniforme, Fig. 4.1. As tensdes serdo simétricas em relacéo ao eixo z e as deformagdes também

se mostram independentes da coordenada 6.
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Figura 4.1 — Placa fina com um furo circular.

Como ndo h& carregamento axial, a tensdo normal na dire¢&o do eixo z € nula, o,=0.
Devido a simetria, as tensbes de cisalhamento no plano perpendicular ao eixo z também sdo

nulas, 7,9 =174,=0. Sendo assim, as equagOes de equilibrio em coordenadas polares se

tornam

ro r_69+Fr=0 (41)

onde o, e o, representam as tensfes normais tangencial (circunferencial) e radial,

respectivamente, que atuam no elemento. F, representa a for¢a de campo na dire¢do radial

por unidade de volume. Como exemplo de forga de campo pode-se citar a forca de inércia

associada a rotacdo. Na auséncia das forgas de campo, na direcdo radial, a Eq. (4.1) se reduz a

do, L9r=09

dr r

—0 (4.2)

Os deslocamentos radial e tangencial sdo denotados por u e v, respectivamente. Devido
a simetria do corpo pode ndo haver deslocamento tangencial, sendo assim v=0. Um ponto
representado pelo elemento abcd na Fig. 4.1 pode-se mover apenas radialmente como uma
consequéncia do carregamento. Sendo assim, as deformagdes se tornam

du u
=TT 892—,7/},920 (43)
dr r
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Substituindo u =rg, na primeira expresséo da Eq. (4.3), a equagdo de compatibilidade

¢ entdo determinada como sendo

du d
——¢&.=—I\rgy)—¢,=0
dr r d}’(r 9) r
ou
rdﬁheg -&,=0 4.4)
dr

A solugéo para qualquer problema axissimétrico de vaso de presséo, dadas as devidas
condi¢des de contorno, é obtida utilizando a equacéo de equilibrio, Eq. (4.1) ou (4.2), as
relacdes para deformacdes especificas ou a equacdo de compatibilidade, Egs. (4.3) ou (4.4)

juntamente com a Lei de Hooke.

4.1.1 Vasos de Presséo Cilindricos de Parede Espessa

Normalmente os vasos de pressdo cilindricos utilizados na engenharia séo divididos em
duas categorias: vasos de pressdo de parede fina e vasos de pressdo de parede espessa. Vasos
de pressédo de parede fina séo definidos como aqueles em que a tenséo tangencial pode, dentro
de certos limites, ser associada com o valor da espessura. Para estes vasos, quando submetidos

a uma pressdo interna p, a tensdo tangencial €

Oy =—

7 ¢
onde » € o raio do vaso e ¢ a sua espessura. Se a espessura da parede do vaso de pressdo
cilindrico for maior do que 10% do valor do raio interno, o vaso é normalmente classificado
como de parede espessa. Nestes casos, a variacdo da tensdo tangencial ndo é mais

proporcional ao raio.

Para cilindros de parede espessa sujeitos a uma pressdo interna ou externa, a
deformacdo é simétrica em relacdo ao eixo z. Por isso, as equacOes de equilibrio e de
deformacédo especifica ¢, aplicam-se para qualquer ponto em um circulo de comprimento

unitario do cilindro, Fig. (4.2). Se as extremidades do cilindro estiverem abertas e ndo
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engastadas, entdo, o, =0. O cilindro, nestas condi¢des, se encontrard no estado plano de

tensoes e, de acordo com a Lei de Hooke, as deformagdes séo

& _ Lo, —voy)
dr r 0
(4.5)
v, -ve)
r E 1% r
Portanto, as tensdes o, e o, sdo dadas por
o -—L (¢, +vey)= E (%-FVZJ
S i ar
(4.6)

op=—L (g9 +ve )—L(zﬂxd—uj
¢ 1-v? ¢ 12\ dr

Figura 4.2 — Vaso de pressdo de parede espessa.

Substituindo as Eq. (4.6) na Eqg. (4.2), a equacdo para o deslocamento radial resulta em

2
du Ldu_u @)
ar® rdr oy

que admite uma solugéo do tipo

“2 (a)

u=cyr+-—=
r
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As tensdes, radial e tangencial, podem agora ser escritas em termos das constantes de

integracdo c; e ¢, pela combinagéo das Egs. (a) e (4.6)

- [cl(lJrv)—cz(lr_—zVﬂ ®)

oy E {c1(1+v)+c2(1r_—2vﬂ ©

onde as constantes ¢; e ¢, sdo determinadas em funcéo das condigdes de contorno.

Analisando as Egs. (b) e (c) percebe-se que a soma das tensdes, radial e tangencial, é

constante, ou seja, o, + o, = 2Ec; /(L-v).

A deformacdo especifica longitudinal é, portanto, constante, sendo

14
&, =— Z (O'r + 0'9) = constante

Pode-se concluir, entdo, que se¢des inicialmente planas permanecem planas ap6s o
carregamento. Conseqlientemente, o, = E¢, =constante=c. Porém, se as extremidades do

cilindro estdo abertas e livres de restri¢des, tem-se que
b
J. o, 2rrdr = 7zc(b2 —a2)= 0
a

Como assumido previamente, c =o, =0.

Para um vaso de presséo cilindrico submetido a pressdes interna e externa, p; e p,,

respectivamente, as condigdes de contorno séo

(Gr )r:a =~Pi
(d)
(Gr )r=b =—Po

onde o sinal negativo indica tensdo de compressao.

Substituindo as Egs. (d) na Eq. (b), as constantes ¢; e ¢, sdo determinadas por
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_1-va®p,-bp,
E b2 — 4?2

G

(e)
_L+va®?(pi-p,)
E b% —a?

€2

Portanto, as equagles para as tensdes e para o deslocamento u em vaso de pressdo

cilindro de parede espessa sao

o @ Pi=b’ Py (pi=py)a’h?

' b? —a? (bz—az)r2

2 2 o 2,2
O'gza Di b Do +(pz po)a b (48)

b2_a2 (b2_a2)r2

Lm0 (@ pi=b*p,)r  1+v (pi— p,)a’h”

E b? —q? E  (b®-a®)r

Estas expressdes foram obtidas pela primeira vez pelo Engenheiro francés G. Lamé em

1833. O maximo valor numerico de o, é encontrado em »=a que é p;, desde que p, seja
maior do que p,.Se p, > p;, 0 maximo o, ocorre em r=»5 e éigual a p,. Entretanto, o
maximo valor de o, pode ocorrer tanto na parede interna quanto na parede externa

dependendo da razdo entre as pressdes p; e p, .

A méxima tensdo de cisalhamento é igual a metade da diferenca algébrica entre a

maxima e a minima tensdo principal,

1 (pi - p,)a’b*
Tmax = 509 =0, )= . 2 (4.9)
2( 17 ) (bz _az)rz

Na superficie interna, » =a, ocorre o maior valor de 7,,,. . Uma reducéo do valor de
p, acarreta um aumento do valor de r,, . Sendo assim, o maior valor de 7,
correspondera r=a e p, =0, dado por
2
pib

Tmax = b2 —a2 (410)
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Como o, e o, sdo as tensdes principais, z,,,, ird ocorrer em um plano que faz um

max.
angulo de 45° com o plano onde atuam as tensdes o, e o, 0 que pode ser confirmado pela
construgdo do Circulo de Mohr. A presséo p,,. que iniciara o escoamento da parede interna
do vaso de pressdo pode ser obtida fazendo z,,,. =o,,. /2 naEq. (4.10),

b? —a?)o

Prge. = ¥ e (4.11)

4.1.2 Vasos de Pressao sob Pressao Interna

Em um vaso de pressdo cilindrico, se somente houver pressao interna, as condi¢fes de

contorno passam a ser

2 2
a“p; b
o= Pil1-2 (4.12)
—-a r
2 2
a“p; b
op=—=|1+— (4.13)
07 p2_,2 2
2 2
a“p;r b
u=——"——1-v)+1+v)— (4.14)
E(bz_az)ﬁ )+ )rz}

Se bz/r2 >1, entdo o, sera negativo (compressdo). Se »=b entdo o, =0. A maxima
tensdo radial ocorre em r=a. A tensdo o, € positiva (tracéo) para todos os valores de » e

também terd um maximoem r=a.
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4.1.3 Vasos de Pressao sob Pressao Externa

Se somente pressdo externa estiver atuando em um vaso de pressao cilindrico entdo as

novas condicGes de contorno seréo
(GV )r:a = O e (GV )r:b = _po

Usando estas condigdes, as Egs. (4.8) séo reescritas como

b2, a2
O'r=—b2 2( -— (4.15)
—a r
b2p, 42
0 bz—az( r?
bngr a®
u=———"—1-v)+1+v)— (4.17)
E(b2_a2)[< )

A maxima tensdo radial, o, , ocorre em »=5b e é de compressao para todos os valores
de ». O maximo valor de o, é encontrado em » =a e assim como o,, o, sera também de

compresséo para qualquer valor de r.

4.2 TEORIA DE PLACAS FINAS

Placas podem ser consideradas como sendo elementos estruturais inicialmente planos
para 0s quais a espessura € muito menor do que as outras dimensdes. Incluidos entre os
muitos exemplos familiares de placas estdo tampas de mesa, tampdes de bueiro, lajes de
construcdo civil, discos de turbinas dentre outros. Muitos problemas praticos de engenharia

recaem nas categorias de estudo sobre o comportamento de placas.

Para o célculo de tensdes, as placas sdo normalmente divididas em duas partes iguais na
direcdo da espessura ¢ por um plano paralelo as suas faces. Este plano é chamado de plano

médio da placa. A espessura da placa é medida na direcdo normal a este plano. As
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propriedades de flexdo da placa dependem muito da espessura em comparacdo com as outras
dimensdes.

O estudo de placas se divide em trés grupos: placas finas com pequenas deformacdes,
placas finas com grandes deformacbes e placas espessas. De acordo com o critério
freqlientemente aplicado para definir placas finas com pequenas deformagdes, a razéo entre a

espessura e 0 menor comprimento da placa deve ser menor do que 1/20 e os deslocamentos
verticais devem ser menores do que 1/5 da espessura. Neste trabalho é assumido que o

material das placas é homogéneo, linear e isotropico.

As forcas externas atuando numa placa podem ser classificadas como sendo forgas de
superficie ou forcas de campo. O principal objetivo é determinar as relacdes entre essas forcas
que atuam na placa, as deformagdes, tensbes e deslocamentos. As forgas de superficie séo
distribuidas sobre uma area finita da placa enquanto que forcas de campo agem em elementos
de volume da placa. Estas ultimas séo atribuidas as forcas, gravitacional, magnética e em
casos de movimento de rotacao (forgas de inercia).

4.2.1 Comportamento Geral de Placas

Seja uma placa sem carregamento, Fig. (4.3-a), na qual o plano xy coincide com o seu
plano médio e o deslocamento vertical w na direcdo do eixo z é zero. As componentes do
deslocamento em um ponto séo descritas por u, v e w, nas direcdes x, y e z, respectivamente.
Ocorrendo deformagbes devido a carregamentos, um ponto qualquer de coordenadas

(x,,y,)do plano médio apresenta um deslocamento vertical w, Fig. (4.3-b). As consideracoes

fundamentais da teoria de pequenas deformagdes, ou também chamada teoria classica, para

placas finas, homogéneas, isotrdpicas e elasticas estdo baseadas na geometria da deformacéo.
Essas consideragdes séo, (Ugural, 1981):

- O deslocamento vertical do plano médio é pequeno quando comparado a espessura da
placa. A inclinacdo da superficie deformada é muito pequena e o quadrado da inclinacéo é

uma quantidade desprezivel em compara¢do com a unidade.

- O plano médio da placa permanece inextensivel durante a flexao.
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N

- As secOes planas inicialmente normais a superficie média permanecem planas e
normais a superficie média depois da flexdo. Isto significa que a deformacdo devida aos

cisalhamentos verticais y,. e y,. € desprezada. Os deslocamentos verticais da placa sdo,
portanto, associados principalmente com a deformacéo devido a flex&o. Por isso, é deduzido
entdo que a deformagédo normal &, resultante do carregamento transversal pode ser omitida.

Isto significa dizer que ndo ha variacao da espessura da placa.

- A tensdo normal ao plano médio, o, é pequena quando comparada com as outras
componentes de tensdo e por isso pode ser desprezada. Esta suposicdo ndo € verdadeira nas
proximidades de cargas transversais concentradas, conforme sera visto no decorrer deste

trabalho.

_‘\'{J
% ¢
¥
m
| 1 'I_rr .
|I —1 X
n
w
Pt
S o~ m
| L ..K"‘E?H _ .
T Sl [ )
'z W~/ ox
~OW
u=-zt:2=
Y ox

Figura 4.3 — Deslocamento vertical em uma placa fina.

As consideracdes feitas anteriormente sdo conhecidas com hipéteses de Kirchhoff e sdo
analogas aquelas associadas com a teoria de flexdo de vigas. Na grande maioria das

aplicacdes da engenharia, justificativas adequadas podem ser encontradas para simplificar o
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problema com relagdo ao estado de tensdes e deformacdes. Para diminuir a complexidade,

problemas de placa tridimensional podem, em alguns casos, ser reduzidos a problemas
envolvendo duas dimensdes. Consequentemente, as equagdes de placas podem ser derivadas
de maneira concisa e direta.

Para grandes deformacdes, a flexdo de placas é acompanhada pela deformacéo no plano
medio, e as duas primeiras considera¢cBes ndo podem ser aplicadas. Em placas espessas, as
tensdes de cisalhamento sdo importantes, como no caso de vigas curtas. Sendo assim, a
analise desse tipo de placa se torna um pouco mais complexa, uma vez que as duas ultimas

simplifica¢fes ndo sdo mais validas.

4.2.2 Relagdes Deformacgéo — Deslocamentos

Para que se possa estudar os problemas de flexdo em placas, algumas consideragdes
sobre a geometria das deformacbes devem ser feitas. Como uma consequéncia das

consideracOes da secdo anterior, as relacdes deformagao — deslocamento se reduzem a

g =0 (4.182)
Ox
g =2 (4.18b)
Jy
ou oOv
= 4+ — 4.18¢c
"= ( )
e =g (4.18d)
Oz
ow Ou
LA o\ 4.18e
¥ oox oz ( )
ow 0Oy
=—+—=0 4.18
Yyz o o (4.18f)

onde y; =y; (i,j=x,2).
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Considerando a geometria da deformagdo como sendo um problema de causa e efeito,

as expressoes acima sao referidas como relagdes cinematicas.

Integrando ¢, da Eq. (4.18d), pode se obter

w=w(x,y) ()

indicando que o deslocamento vertical néo varia ao longo da espessura da placa. Da mesma

maneira, integrando as expressoes para y,, € y,. das Eqgs. (4.18c) e (4.18f) tem-se que
u=—za—w+u0(x,y) e v=—za—w+v0(x,y) (b)
Ox oy

sendo que u,(x,y) e v,(x,y) representam, respectivamente, os valores de u e v no plano

médio da placa. Com base na segunda consideracéo feita na se¢do anterior, pode-se concluir

que u, =v, =0. Assim
U=-z— € V=—z— (4.19)

A expressdo para u esta representada na Fig. (4.3b) na se¢do m-n passando por um
ponto A(x,,y,). Uma ilustracéo similar pode ser encontrada para o deslocamento v no plano
yz. Substituindo as Egs. (4.19) nas Egs. (4.18a-c) tém-se que, as deformagbes em qualquer
ponto da placa sdo dadas por

o%w o%w 0w

=—ZzZ—F, &, =—Z—F e =-2z
axz Yy ayz j/x)’ axay

(4.20)

4.2.3 Resultante das Tensoes

No caso de um estado tridimensional de tensdes, tensbes e deformacgdes estdo
relacionadas pela lei de Hooke generalizada, valida para material homogéneo e isotrépico

como
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gy :%[O'y _V(O-x +O—Z)]’ 7/xz =

& Z%[O_z _V(O_x +Gy)]’ Vyz =

37
oA
G

TXZ

G

(a)

T

vz

G

onde y; =y; (i,j=xy2z). As constantes E, v e G representam o moédulo de

elasticidade,

respectivamente. A expressdo para G é

G- E
2(1+v)

Substituindo ¢, =y,, =y,, =0

deformacéo para placas finas,

o

E
= (& +vey)

1-v
E

O—y :1_—2(85} +V$x)
Ty =Gy

coeficiente de Poisson e modulo de elasticidade ao cisalhamento,

(4.21)

nas Eqgs. (a) tem-se para as relagdes de tenséo-

(4.22)

Substituindo as Egs. (4.20) nas Egs. (4.22) temos,

o Bz [Pw 0w

R BV 1

oo Ez (2w 0w

R B N
Ez 0%w

Txy_

“1+v 9xdy

(4.23)



38
Observando as Egs. (4.23) percebe-se que as tensdes se tornam nulas no plano médio da

placa e variam linearmente ao longo da espessura da placa. As tensdes das Egs. (4.23)
produzem momentos, torcdo e forgas de cisalhamento verticais. Estes momentos e forgas por

unidade de comprimento sdo também chamados de tensdes resultantes.

X
; v
_\' 2 v
gp— s
;
L L 4
= E
2 e /
: p Vi Oy
zl’ Py )
t S
2 - A

dx

o, V0:
Figura 4.4 — Tensdes em um Elemento Infinitesimal.

Da Fig. (4.4) temos que

t/2 2
Izaxdydz zdy_[zadeZdey
t/2 /2
portanto,
t/2
M, =J0xzdz
/2
Similarmente,
Mx t/2 Oy
M, = j o, rzdz (4.2432)
M,, /2 Tyy
onde M,, =M, e
12 (,
{Qx} = j { } dz (4.24b)
Oy “yp(Py:

Levando as tensfes das Eqgs. (4.23) na Eq. (4.24a) e promovendo a integracdo, pode-se

obter as seguintes expresses para 0S momentos



39

2 2
M,=-D %w% (4.252)
x y
2 2
M,=-D a—fwa—f (4.25D)
oy ox
0w
M, = —D(l—v)a - (4.25¢)
x0y
onde
3
-V

é arigidez a flexdo da placa.

Substituindo as Egs. (4.25) e (4.26) nas Egs. (4.23), tém-se as equagdes para as tensdes

ao longo da placa.

o - 12M .z
X Z‘3
lZMyz
o, = 3 (4.27)
12M _ =z
Ty = 3xy

4.2.4 Variacdo de Tenséo no Interior da Placa

As variagdes de componentes de tensdo sdo governadas pelas condi¢des de equilibrio da
estatica. Estas condicBes estabelecem certas relagcbes conhecidas por equagdes de equilibrio.

Seja um elemento de placa dxdy sujeita a uma carga p por unidade de area distribuida
uniformemente, Fig. (4.5). A variacdo do momento A ., por exemplo, é expressa por uma

série truncada de Taylor, como
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M
VM, =M, + 65 * dy (4.28)
x
4’1’;{'1'
N ]
My
Ox
—
X
My / P / 7( My 4 OMx
i
My -"}"'i:iy / [~ Mg+ Qv
& Ox
[ e (DN i
I J|[ ] \\\ Ox + ((_,;‘ dx
N Nyt
1 \/ 5%
’ Gyt < £1 dy s ((:_‘14.1_ dy
y

Figura 4.5 — Elemento de Placa sujeito a um carregamento P.

A derivada parcial é usada porque A, é uma funcgdo de x e y. A condi¢do que a soma

das forcas na diregéo z seja igual a zero leva a

0
0 dxdy + 8ny dxdy + pdxdy =0

ox
da qual
0
o + & +p=0 (a)
ox oy

O equilibrio dos momentos em relagéo ao eixo x é

oM,

Ox

oM
dxdy + ayy dxdy — Q dxdy =0

ou
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oM, oM,
Ox ’ oy 0 =0 v

Similarmente, do equilibrio dos momentos em relagdo ao eixo y, tem-se que

My M,

S0 =0 ©)

Substituindo as expressdes para O, e Q, das Egs. (b) e (c) na Eqg. (a), tem se

ry—— P Y- p (4.29)

A Eq. (4.29) ¢é a equacéo diferencial do equilibrio para flexao de placas finas. Usando as

Egs. (4.25), as Egs. (b) e (c) podem ser reescritas em termos do deslocamento vertical w como

2 2
Qx=—Di 6_W+a_w =—DE(V2W)
ox| axl ayz ox
(4.30)
2 2
Qyz—Di a—;ﬂa—;” =—Di(v2w)
oyl ax® oy ay
onde
2 2
vio & @
ox® oy
€ 0 operador de Laplace.
4.2.5 Equacéao para o Deslocamento Vertical de Placas
Inserindo as Egs. (4.25) na Eq. (4.29), tem-se
4 4 4
aZ”+2 62W2+aff:£ (4.31a)
ox ox“oyc oyt D
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como sendo a equacdo diferencial basica para os deslocamentos verticais de placas. Esta

equacdo foi derivada por Lagrange em 1811, que pode ser ainda escrita na seguinte forma

vhe=L (4.31D)
D

na qual V* =v2v? = (v?)2. Na auséncia de cargas,

4 4 4
6w+2 o'w +6 " _ 0 (4.32)
ox? 6x26y2 6y4

4.3 PLACAS FINAS CIRCULARES

Um dos objetivos deste trabalho é estudar a distribuicdo das tensGes em placas
circulares que apresentam um carregamento simétrico em relagdo ao centro da placa. Estes

casos sdo os chamados problemas axissimétricos em placas.

4.3.1 Relacdes Basicas em Coordenadas Polares

Em geral, coordenadas polares sdo mais indicadas do que coordenadas cartesianas
quando existe um grau de simetria axial, seja no carregamento ou na geometria. Exemplos

incluem placas circulares e placas finas com furo no centro.

As coordenadas polares (r,0) e as coordenadas cartesianas (x,y) estdo relacionadas

pelas seguintes equagdes, conforme mostra a Fig. (4.6)

X=rcosf r=, 2+y2

y=rsingd 0= tan‘l(lj

X

Pode-se ainda definir as seguintes equacdes com base nas relages acima,
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ngzcose @:Z:Siné’

X  r oy r

00 _ y _ sind 00 _ x _cosé
ox r2 r o r

)
:

/
Y,

0
d%

Y
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~ "“
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. ~
.
.
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.

\
y

Figura 4.6 — Elemento de Placa em Coordenadas Polares.

Considerando que o deslocamento vertical é uma funcdo de » e 6, as equacBes acima
conduzem a

ow_ower  owde
Ox Or ox 00 ox

ou

a—W=a—wcose—la—wsine ()
ox Ox r o6

Para avaliar a expressao azw/ ox? | deve-se repetir o procedimento empregado na Eq.

(a). Sendo assim

ox

cujo desenvolvimento resulta em

o%w  °w o%w sin@cos@® owsin?@ _owsinfdcosd %wsin’ o
— =—C0s" -2 +— +2— +
ox? or’ o0or  r o r 00 2 2002 2

(b)
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Similarmente,
*w _ d*w o%w sin@cos® owcos’O . owsin gcosd | o%w cos® 0
2 Zsin?0+2 +— +2—

ayz ar o6 or r or r 06 r2 802 r2
(c)

°w  0%w o%w 00520 aw c0s 26 8w sin@cos® o°w sindcosd

= —sm @coso +

6)68)/ 5]/‘ 00 or v 89 r2 61" v 692 r2
(d)

Atraves da substituicdo das Egs. (b) e (c) na Eq. (d), o operador laplaciano se torna:

2 2
v2y= O T+ Low 1 0w (4.33)

~ to 2
o’ ror %00

A determinacdo das equacgdes fundamentais de uma placa, carregada lateralmente, em
coordenadas polares requer somente a transformacdo apropriada das formulas em
coordenadas cartesianas. Os momentos e forgas de cisalhamento em um elemento
infinitesimal de espessura ¢, em coordenadas polares, sdo mostrados na Fig. (4.7). Conforme a
Fig. (4.7), fazendo & =0 nas Egs. (b), (c) e (d) e substituindo os resultados nas Eqgs. (4.25) e
(4.30), tem-se que

Figura 4.7 — Momentos e Forgas Cisalhantes em um Elemento Infinitesimal.

2 2
M,=-D =2 ow Y 16w+ia_w
or? ror 12 o6?

Low, 1 o°w  0%w
My=- v
r 5” r2 00 or
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(4.34)

Op = _D%a_ae(vzw)

Similarmente, as formulas das componentes de tensdo para o estado plano, Egs. (4.27), séo
escritas da seguinte forma em coordenadas polares,
_12Mm, 12M _12M

O A O'9= z Tg—
S £ : £

z (4.35)

onde My, M,, M,, sdo definidos pela Egs. (4.34).

Pela introducdo das Egs. (b), (c) e (d) na Eq. (4.31), a equacdo diferencial para o

deslocamento vertical em placas em coordenadas polares é

2 2 2 2
Viw= a—2+1£+i28—2 8_v2v+16_w+i28_v; =2 (4.36)
orc ror yc00° )\ orc ror r°o0 D

Chamando de w, a solugéo da equacdo homogénea da Eq. (4.36),

2 10 1 8% \d%w, 1ow, 1 0w,
—+——+= +— += =0 4.37
(67”2 ror r? 692]( or* ror 90 3D
e de w, asolucdo particular da Eq. (4.36), a solucdo completa € expressa por
w=wy, +w, (e)

A solucdo homogénea ou complementar pode ser expressa pelas seguintes séries

wy =Y f,c0sn0+y_ f, sinno (4.38)
n=0 n=1
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onde f, e f,f sdo funcgdes somente de ». Substituindo a Eq. (4.38) na Eq. (4.37) e notando a

validade da expresséo resultante para todos os valores de » e &, surgem duas equagOes

diferenciais com as seguintes solugdes
Jo=4o +B0r3 +Cy |nr+D0r2 Inr
J1=4r+ Blr3 + Clr_l +Dyrinr
Su= A" 4 By 4 G Dy (4.39)
fl* :Al*r+Bl*r3 +C1*r_l+D1*r|nr
fE= A" + BT 4 Clp2 Dl

sendo que 4,,.., D, sdo constantes e sdo determinadas pela introdugdo das condices de

contorno para placas. A substituicdo das expressdes f, € f, na Eqg. (4.38) resulta na solugdo

da Eq. (4.37) na forma geral.

4.3.2 Flexao Axissimétrica

O deslocamento vertical w ird depender apenas da posi¢do radial » somente quando a
carga aplicada e as restri¢des sdo independentes do angulo &. A situacdo descrita é uma
flexdo axissimétrica de placa. Para este caso somente M,, M, e O, agem no elemento de

placa circular mostrado na Fig. (4.7). Os momentos e forcas de cisalhamento, em uma placa

circular sob carregamento axissimétrico, sdo dados pelas Egs. (4.34) como sendo

2
M, = —D{d—;‘/ﬂ/(lﬂﬂ (4.40a)
dr r dr
ldw d*w
0 |:l’ dr 14 dr2 :| ( )

0, —-p [Py Lin)__pdfLd (1) (4.400)
" dr\ &% rdr dr| rdr\r dr '
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A equacdo diferencial do deslocamento vertical de pontos da superficie, Eq.(4.36), agora se
reduz a

d> 1d\d?»w ldw) p
Viw=|— 122 | 24220 = £ 4.41
(drz rer(drz rer D ( )

As formulas para as tensdes sdo prontamente obtidas pela substituicdo das Egs. (b), (c) e

(d) da secdo anterior, nas Egs. (4.23). Com a equacdo assim obtida, fazendo & igual a zero,
tem-se que

PR
: 1-v2\ ar® rdr

(4.42)

s b1 0
0 1-v2\ r dr dr®

Para escrever a Lei de Hooke em coordenadas polares é necessario substituir na Eq.

(4.22) os subscritos x e y por » e @, respectivamente, resultando em

1
&y :E(O-r _UO-H)

1

€y :E(O-H_Uo-r) (a)
T

Vo = (r;ﬁ

Denotando por

viw=2 2, 28 _ -2,
dr®  rdr rdr[ dr)

a Eq. (4.36) é reescrita na forma

1dj dildf dv|l_»p (4.43)
rdr| dr|rdr\ dr D
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Quando se conhece p(r), o deslocamento vertical w é obtido por sucessivas integraces

como
W=J.£J.rJ.EJ.era’ra’r (4.44)
r r*D

Se a placa estiver sob um carregamento uniforme p = p,, a solucéo geral para Eq.

(4.44) seré& da forma:

,
w=w, +w zcllnr+czr2|nr+csr2+c4+p0 (4.45)
P 64D

onde ¢, ¢,, c3 e ¢, Sdo constantes de integracdo. Da comparagdo da Eq. (4.45) com a

primeira das Egs. (4.39) percebe-se que a solugdo homogénea f, representa o caso de flexdo

axissimétrica em placas circulares.

4.3.3 Placas Circulares com Carregamento Uniformemente
Distribuido

Seja 0 caso de uma placa circular de raio a sob um carregamento uniformemente

distribuido p,. O deslocamento vertical w € expresso pela Eq. (4.45). As constantes de

integracao na equacdo sao determinadas para dois casos particulares descritos a seguir.

1°. Caso: Placa Engastada, Fig. (4.8).
Para este caso, as condi¢des de contorno séo

w=0 e ﬂzo em (r=a) (a)
dr
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-
-

AN
AN

Figura 4.8 — Placa Circular Engastada sujeita a um Carregamento Distribuido.

Os termos envolvendo logaritmos na Eq. (4.45) produzem um deslocamento infinito em
r =0 para todos os valores de ¢; e ¢, exceto para zero, por isso, ¢; = ¢, =0. Satisfazendo as

condigdes de contorno, obtém-se

2 4
_P,a _ P4

“TTop  “Tep

sendo que o deslocamento vertical é encontrado por

w=Le (az—rz)z (4.46)

O maximo deslocamento ocorre no centro da placa, como sendo

4

_ P
"= 64D ®)

As expressdes para 0s momentos sdo calculadas substituindo a Eqg. (4.46) nas Egs.

(4.40a-b) que resulta em



50

M, :f—g [(1+V)a2—(3+v)r2 ]

(4.47)
Mg = f—é’ (@4 v)a?-@+3v)r? |
As tensdes sédo dadas pelas Egs. (4.46) e (4.42):
o, =zip§ [(1+V)a2—(3+v) r? ]
t
(4.48)

- :Z‘:f’g [+ v)a?-(@+3v)r?]
t

Algebricamente os maiores valores de momentos sdo encontrados no centro e na borda

da placa. Na borda (» =a), as Eqgs. (4.47) resultam em

2
e

No centro (» =0)

2
Poa
M. =M,=>0+v)=2
r 0( )16

Pode-se observar que 0 maximo momento ocorre na borda (z =¢/2), sendo assim,

2
T

2°. Caso: Placa simplesmente apoiada, Fig. (4.9).

Como no caso anterior, os valores de ¢; € ¢, devem ser zero para evitar deslocamentos

infinitos no centro, as condi¢des de contorno para esta situagao sao

w=0 e M,=0 em (r=a)
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||
o

Figura 4.9 — Placa Circular Simplesmente Apoiada sujeita a um Carregamento Distribuido.

Aplicando as condic¢des de contorno para este caso, obtém-se que

p0a2 3+v c _p0a45+v
32D 1+v 47 64D 1+v

C3 =—

O deslocamento vertical da placa é dado por

4( 4 2
= Dot r__23+vr_+5+v (4.49)
64D a4 1+v a2 1+v

O méaximo deslocamento vertical ocorre em » =0, sendo

B p0a4 S5+v

o d
Ymdx. =60 D 14y @

Com a curva do deslocamento vertical w, 0s momentos podem ser obtidos da mesma maneira

como para o caso de placas engastadas, ou seja,

r

M :f—g(3+v)(a2 —r2)
(4.50)

M, =f_g[(3+v)a2 @+ 3v)?]
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As tensdes serdo dadas por

o, = 23p0 [(3+v)(a2— r? )]

TE
(4.51)
3
op=z 4p§ [(3+v)a2—(1+3v)r2 ]
t
A méaxima tensdo ocorrera exatamente no centro da placa, (» =0),
3B8+v)p, (a 2
O-r,ma'x. = O-H,mdx. = T 7 (e)

4.3.4 Placas Circulares com Carregamento Concentrado

Quando uma carga concentrada p atua na placa, deve-se usar p, =0 na Eq. (4.45). O

valor de ¢; deve ser zero para que o deslocamento vertical ndo seja infinito em »=0. O

termo que contém ¢, ndo pode ser desprezado devido as grandes forgas de cisalhamento que

atuam nas proximidades do ponto de aplicagdo da carga. A equacéo do deslocamento vertical

na placa toma a seguinte forma,

w=cor? INF+cgr? +¢4 (4.52)

As constantes ¢, , c3 € ¢, serdo calculadas para dois casos particulares.

1° Caso: Placa Engastada, Fig. (4.10).

As condicdes de contorno, w=0 e ow/or=0 em r=a, quando introduzidas na Eq.

(4.52) geram as seguintes equagoes,

c2a2 |na+c3a2 +c,4=0

()

coa(2Ina+1)+2c3 =0
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[J

P
- =
c
Z y 2
] 9 =) Ll
Z ~
- a - a -
| J

Figura 4.10 — Placa Fina Circular Engastada sujeita a um Carregamento Concentrado.

A condicdo adicional é que a forca de cisalhamento vertical Q, deve ser igual a

— p/2zr. Sendo assim, das Egs. (4.40c) e (4.52) obtém uma nova relagdo para c,,

P o

r 2rr

Resolvendo as Eqgs. (a) e (b), as constantes ¢, , c; € ¢, S0 encontradas por

_ Pa?
167D

P P
=——, cg=—(2lna+1), ¢
8D’ 167rD( ). e

€2

Com os valores dessas constantes, a Eg. (4.52) se torna

w=i(2r2|n£+a2—r2j (4.53)
167D a

O maximo deslocamento ocorre no centro da placa, resultando em

Pa?
T ©
Substituindo a Eq. (4.53) nas Egs. (4.42), as expressdes para as tensdes correspondentes

sdo calculadas por
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o, =2 (1+v)|n£—1}
Tt L r
(4.54)
oy =12 (1+v)|n£—v}
Tt L r

2°, Caso: Placa simplesmente apoiada, Fig. (4.11).

Neste caso, 0 deslocamento vertical e 0 momento radial se anulam na borda da placa

sendo que o valor da carga aplicada é P=—-2zr(Q, , ou seja,

(W),_, =0, (M,),_, =0, 0, ==~ (d)
P
P
l v e
N .
Y

Figura 4.11 — Placa Circular Simplesmente Apoiada sujeita a um Carregamento Concentrado.

Substituindo as relagdes das Egs. (d) nas Egs. (4.52) e (4.40) determinam-se as trés

constantes c,, c3 € ¢,. Com o0s valores das constantes, pode ser encontrada a equagéo para o

deslocamento vertical e para as tensdes na placa.

O deslocamento vertical da placa, neste caso, sera dado por,

w:i[2r2|n£+3+v(a2—r2)) (4.55)
167D a 1+v



O méximo deslocamento vertical ocorre em » =0, sendo

" B Pa? 3+v
M 6xD 1+ v

e, finalmente, as tensGes serdo calculadas por,

o, =222 @+v)in?
7t r

r

Oy = 23—133[ L+ v)£+1—v}

7t r
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(e)

(4.56)



Capitulo 5

VALIDACAO DO CODIGO COMPUTACIONAL

Um c6digo computacional foi desenvolvido em linguagem FORTRAN®
especificamente para este trabalho e sera denominado daqui para frente de PROAXI. Nesse
programa foi implementada a formulacdo isoparamétrica do método dos elementos finitos
para a andlise de tensbes e deformacbes em corpos axissimétricos. Para o desenvolvimento
deste programa foi utilizado um compilador em linguagem de programagdo FORTRAN®

versdo 6.5, no qual foram criadas varias sub-rotinas para compor um programa principal.

As sub-rotinas desenvolvidas sdo: Malha.for para geracdo automatica de malha, Kel.for
para calcular a matriz de rigidez de cada elemento, Kglob.for para obter a matriz de rigidez
global do sistema, Carga.for para determinar o vetor de carregamento nodal, Chol.for para
resolver o sistema de equacOes lineares (Método de Cholesky) e Tensdo.for para calculo de
tensdes. Para economizar memoria computacional, a matriz de rigidez global é armazenada na

forma comprimida simétrica e em banda.

S&o utilizados elementos finitos axissimétricos da familia Serendipity para o
desenvolvimento do programa. Trés diferentes tipos de elementos foram implementados:
elementos quadrilaterais lineares (LSQ), elementos quadrilaterais quadraticos (QSQ),

elementos quadrilaterais cubicos (CSQ).

Para a validacdo do codigo computacional foram avaliados dois casos. No primeiro caso

¢ analisado um vaso de pressdo de parede espessa, submetido somente a uma pressao interna.
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O segundo caso consiste no estudo de uma placa fina circular engastada submetida a um
carregamento uniformemente distribuido. Nos dois casos foram avaliados os deslocamentos e

a distribuicdo de tensdes no interior dos corpos.

5.1 VALIDACAO PARA VASOS DE PRESSAO

O programa PROAXI pode ser utilizado para varias classes de problemas envolvendo
corpos axissimétricos. Sendo assim, uma forma de validar o programa é utiliza-lo em casos de

problemas axissimétricos que tenham solugdo analitica para as tensdes e deslocamentos.

No capitulo 4 foram mostradas as equacOes para determinar tensdes e deslocamentos em
vazo de presséo cilindrico de parede espessa submetido a presséo interna, Fig. 5.1. Este caso é

utilizado para a validagdo do programa.

z
/ B \

J

M Z N % &
o I

'd N

0 : _’ r onde: a=10m
\\"""*— | -----""'// b=12m

o p;=10,0 MPa

Figura 5.1 — Vaso de Presséo Cilindrico de Parede Espessa.

No codigo PROAXI, a matriz [B] que aparece na matriz de rigidez do elemento é

determinada utilizando o processo numérico da quadratura de Gauss. Testes preliminares
mostram que para elementos lineares, nove pontos de Gauss séo suficientes para a resolugéo
da integral. J4, para os elementos, quadratico e cubico, sdo necessarios dezesseis pontos de
Gauss e vinte e cinco pontos de Gauss, respectivamente, para garantir a precisao desejada da

resolucéo da integral.
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As Figs. 5.2 a 5.4 mostram o desempenho dos trés elementos axissimetricos usados na

determinacdo dos deslocamentos nas paredes do vaso de pressdao. Os gréficos da Fig. 5.2
mostram que foram necessarios dois elementos lineares (LSQ) para que ocorresse uma
aproximacdo dos valores obtidos pelo programa PROAXI com os valores tedricos, com um

desvio de no maximo 1%.

Deslocamento - Malha 1 x 1 - 4 n6s Deslocamento - Malha 2 x 1 - 6 nés
28,0 . . . . . 28,0 . . . . .

—{1-LsQ —1-LSQ
—O0— Tedbrico —O— Tedrico

27,6 - 27,6

27,2 1

N

N

N
!

26,8

26,4 1

deslocamento (mm)
N
(<2}
ES
"

T
deslocamento (mm)
nN
(2]
©
!

26,0 - 26,0

T T
1,00 1,05 1,10 1,15 1,20 1,00 1,05 1,10 1,15 1,20
raio (m) raio (m)

(@) (b)

Figura 5.2 — Deslocamentos usando Elementos LSQ

As Figs. 5.3 e 5.4 indicam que a utilizacdo de uma malha com apenas um elemento
quadratico (QSQ) ou cubico (CSQ) é suficiente para descrever, com grande precisdo, 0

deslocamento radial das paredes do cilindro submetido a uma presséo interna.

Deslocamento - Malha 1 x 1 - 8 n6s
28’0 1 1 1 1 1

—-QSQ
—O— Tedrico

27,64

27,2 1

26,8

26,4 1

deslocamento (mm)

26,0

T T T
1,00 1,05 1,10 1,15 1,20
raio (m)

Figura 5.3 — Deslocamentos usando um Elemento QSQ
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Deslocamento - Malha 1 x 1 - 12 nés
28’0 1 1 1 1 1

—-CsQ
—O— Tedrico

27,6

27,2 4

26,8

deslocamento (mm)

26,4 1

26,0

T T T
1,00 1,05 1,10 1,15 1,20
raio (m)

Figura 5.4 — Deslocamentos usando um Elemento CSQ.

Para a determinacéo das tensdes o, , nas paredes do vaso de presséo, € necessario fazer
um refinamento da malha. As Figs. 5.5 a 5.7 mostram o desempenho dos trés elementos
axissimétricos na determinagéo das tensbes o,. As Figs. 5.5a a 5.5d mostram que s&do

necessarios 32 elementos LSQ para que seja atingida uma concordancia com desvio de no

maximo 1% entre os valores teodricos e os valores encontrados com o MEF.

Tenséo 6, - Malhalx1-4 noés Tensdo o - Malha2 x 1 - 6 nés
60 Il L L Il Il 60 L L L L L

-0 1sQ —o-ise
—O—Teorico| | 57 —O—Tedrico| |

tenséo (MPa)
(&)
=
1
T
tensdo (MPa)
a
1

T T T
1,00 1,05 110 115 1.20 1,00 1,05 1,10 1,15 1,20
raio (m) raio (m)

(@) (b)
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Tensdo o, - Malha 4 x 2 - 15 n6s Tenséo o, - Malha 8 x 4 - 45 nos
60 1 1 1 1 1 60 1 1 1 1 1
—1-LsQ —-LsSQ
—O— Tedrico —O— Tedrico
57 L 57 L
54 - 54 - L
T T
o o
2 51 L 2 514 L
Q Q
us o
2 2
I3 48 L I3 48 L
45 L 45 -
42 T T T T T 42 T T T T T
1,00 1,05 1,10 1,15 1,20 1,00 1,05 1,10 1,15 1,20
raio (m) raio (m)
(c) (d)

Figura 5.5 - Tensdo o, usando Elementos LSQ.

Pode-se observar através das Figs. 5.6a e 5.6b que, para o caso da tensdo o, séo

necessarios pelo menos dois elementos QSQ para que ocorra uma boa aproximacdo dos
resultados do programa PROAXI com a teoria de vaso de pressao.

Tenséo G, - Malha 1 x 1 - 8 n6s Tensdo 6, - Malha 2 x 1 - 13 nds
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
—O— Teodrico —O— Tedrico
54 L 54 L
8 s2 L sz L
s 2
2 50 L & 50 L
2 2
g g
48 L 48 L
46 L 46 L
T T T T T T T T T T
1,00 1,05 1,10 115 1,20 1,00 1,0 1,10 115 1,20
raio (m) raio (m)
(@) (b)

Figura 5.6 — Tensdo o, usando Elementos QSQ.

Com o uso da Fig 5.7 nota-se que um elemento CSQ ¢ suficiente para mostrar o0s

valores da tenséo o, com bastante precisdo em um vaso de presséo de parede cilindrica.



Tensao Gy - Malha 1 x 1 - 12 nos

tenséo (MPa)
B a (&) wu u
© o N S (o2}
" : h 1 :

o
[=2]
1

—1-CsQ
—O— Tebrico

T T
1,10 1,15 1,20

raio (m)

T
1,05

Figura 5.7 — Tensédo o, usando um Elemento CSQ.
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As Figs. 5.8 a 5.10 mostram os resultados das tensdes o, obtidos pela utilizagdo dos

trés tipos de elementos. Usando o elemento linear, LSQ, sdo necessarios 128 elementos para

se conseguir a precisdo com no maximo 1% de desvio, Figs. 5.8a a 5.8e.

tensédo (MPa)

tensdo (MPa)

Tens&o G, - Malha 1 x 1 - 4 n6s

—-1LSQ
—O0— Tedbrico

Tens&o G, - Malha 2 x 1 - 6 nos

Tensdo G, - Malha 4 x 2 - 15 n6s

T
1,10
raio (m)

(@)

—-1LSQ
—O0— Tedbrico

T
1,10
raio (m)

(b)

T
1,15

Tens&o G, - Malha 8 x 4 - 45 n6s

T
1,10
raio (m)

(©)

O o 04 |—H-LsQ
) —O— Tedbrico
-
- -2
—
L [
[a
=
<
L 2
[}
c
[}
S
- -8
- -10 4
T T T
1,15 1,20 1,00
L L L
ot o] [-O-LsQ
e —o— Teobrico
- 2
—
[
- o 4
<
L 2 e
[}
c
[}
o]
- -8
- -10
T T T
1,15 1,20 1,00

T
1,10
raio (m)

(d)
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Tens&o G, - Malha 16 x 8 - 153 nos

od |TFLsQ L
—O— Tedrico

tensédo (MPa)

T T T
1,00 1,05 1,10 1,15 1,20
raio (m)

(€)

Figura 5.8 — Tensdo o, usando Elementos LSQ.

Para o elemento quadratico, QSQ, uma malha formada por 8 elementos é suficiente para

expressar as tensdes o, , Fig. 5.9a e Fig.5.9b. Para o elemento cubico, CSQ, uma malha com

apenas um elemento se mostra capaz de expressar as tensdes o, com grande precisao, Fig.

Tensdo ¢, - Malha 1 x 1 - 8 nds Tensdo 6, - Malha 2 x 1 - 13 nds
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
o4 |-O-QsQ L od |0—QsQ L
—o— Tebrico —O— Tedrico
2 L -2 -
< <
a4 r o 4 r
2 2
18 -6 - 18 -6 L
2] [2)
c oy
e 2
-8 - -8 L
-104 - -104 L
T T T T T T T T T T
1,00 1,05 1,10 1,15 1,20 1,00 1,05 1,10 1,15 1,20
raio (m) raio (m)

(@) (b)
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Tens&o G, - Malha 4 x 2 - 37 n6s

o4 |Qsq
—O— Tedrico

tensdo (MPa)

T
1,00 1,05 1,10 1,15 1,20
raio (m)

(©)

Figura 5.9 — Tensdo o, usando Elementos QSQ.

Tensdo 6, - Malha 1 x 1 - 12 n6s

04 |-[}+cCsQ L
—O— Tedrico

tensdo (MPa)

T T T
1,00 1,05 1,10 1,15 1,20
raio (m)

Figura 5.10 — Tensdo o usando um Elemento CSQ.

5.2 VALIDACAO PARA PLACAS FINAS

Para a confirmacdao da validagdo do cddigo, um segundo caso de problema axissimétrico
é analisado. S&o verificados os deslocamentos e as tensdes em uma placa fina circular
engastada submetida a um carregamento uniformemente distribuido, conforme ilustra a Fig.
5.11.
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y o
] -
?!F Y Y Y A 4 A 4 y Y y y y y "/ 4C
= 0 /‘ T
= Z
- a - - a -
Z

onde: a=2m
c=005m
P,= 10 KN/mi

Figura 5.11 — Placa Fina Circular Engastada.

As equacgdes dos deslocamentos e das tensdes, para o caso de placas finas, foram
apresentadas no capitulo anterior. Com o auxilio destas equagdes, determinam-se os valores

tedricos para 0s deslocamentos e para as tensdes ao longo da placa mostrada na Fig. 5.11.

As Figs. 5.12 a 5.20 mostram a comparacdo dos valores encontrados através do
programa PROAXI com os valores obtidos pelas equacGes teoricas para placas. As Figs.
5.12a a 5.12d mostram o desempenho do elemento linear, LSQ, na obtencdo dos

deslocamentos ao longo do plano médio da placa.

Deslocamento - Malha 10 x 1 - 22 nds Deslocamento - Malha 20 x 2 - 63 n6s
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

00004 [“5-(sg - 00007 T—5-(sqQ i

0,002 L 0,002 L
'E 0,004 - E 0004+ -
o 2
£ 0,006 - £ 0006+ L
[J]
£ €
& 0,008 L ® 0,008 L
o ! (S}
o o
& 0,010 L § 0,010 L
o

pd
0,012 o L 0,012 - L
o— o—"
0,014 1— T T T T 0,014 - T T T T
0,0 05 1,0 15 2,0 00 05 1.0 15 2,0
raio (m) raio (m)

(@) (b)
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Deslocamento - Malha 40 x 4 - 205 nés Deslocamento - Malha 80 x 8 - 729 nés
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Tedrico Teorico
0,002 L 0,002 L
E 0,004 L E 0,004+ 3
2 =
€ 0,006 L € 0,006 L
Q [}
IS €
S 0,008 - 8 0,008 L
o o
@ 0,010 L 8 00104 L
© o
0,012 - 0,012 4 L
/ _—
o
0,014 T T T T T 0'014 T T T T T
0,0 05 1,0 1,5 2,0 0,0 0,5 1,0 15 2,0
raio (m) raio (m)
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Figura 5.12 — Deslocamentos usando Elementos LSQ.

O desempenho dos trés tipos de elementos finitos utilizados pode ser avaliado através
do nimero de elementos e de nds necessarios para atingir um desvio menor do que 1% entre

os valores teoricos e os valores obtidos pelo PROAXI.

As Figs. 5.13a a 5.13d mostram que para atingir a precisao necessaria entre os valores
dos deslocamentos, a malha com elementos quadraticos necessita de um nimero de elementos
16 vezes menor do que uma malha formada por elementos lineares. Observa-se também,

nestas figuras, que o nimero de nods € aproximadamente 4 vezes menor.
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Figura 5.13 — Deslocamentos usando Elementos QSQ.

Conforme ilustram as Fig. 5.14a a 5.14d, usando uma malha com elementos culbicos a
guantidade de elementos necessarios €, aproximadamente, 60 vezes menor do que a
guantidade de elementos para uma malha com elementos lineares e igual a metade quando

comparado com o numero de elementos quadraticos.
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Figura 5.14 — Deslocamentos usando Elementos CSQ.

15 2,0

Para atingir a precisdo desejada, observa-se também que o nimero de n6s da malha com

elementos cubicos é aproximadamente 8 vezes menor do que o nimero de ndés da malha

formada por elementos lineares.

Para o exemplo da Fig. 5.11 o maximo deslocamento vertical no centro da placa é de

0,013m segundo a Eq. 4.49. As Tab. 5.1 a 5.3 mostram os refinamentos necessarios das

malhas para determinar esse valor tedrico com uma incerteza de no maximo 0,5%, para cada

um dos trés tipos de elementos implementados. Além disso, as tabelas. 5.1 a 5.3 mostram

ainda o tempo computacional gasto para a obtencdo dos resultados para

utilizando um Pentium 4, 3.0GHz.

Tabela 5.1 — Malhas Formadas por Elementos Lineares.

cada malha,

Elementos LSQ

Malha 5x1 10x 1 20x 2 40x 4 80x8 |100x 10
NGS 2 22 63 205 729 | 1111
Tempo [s] | 0013 | 0016 | 0031 | 0109 | 0422 | 0641
Desl. Verticall 319 | 659 | -033 | -1224 | -12.87 | -12.95
[mm]
Desvio [06] | 20762 | 9738 | 2581 | 62 | -102 | -037
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Tabela 5.2 — Malhas Formadas por Elementos Quadraticos.

Elementos QSQ
Malha 3x1 5x1 8x1 10x1 15x1 20x 1
Nds 18 28 43 53 78 103

Tempo [s] | 0015 | 0.015 | 0.031 | 0.031 | 0.032 | 0.046

Desl. Verticall 1184 | 1248 | -12.75 | -12.83 | -12.03 | -12.97
[mm]
Desvio [%] | <00 | 417 | 196 | -133 | 057 | -023

Tabela 5.3 — Malhas Formadas por Elementos Cubicos.

Elementos CSQ
Malha 1x1 2x1 4x1 5x1 6x1 7x1
N&s 12 20 36 44 52 60
Tempo [S] 0.016 0.016 0.016 0.031 0.031 0.031

Desl. Verticall 1360 | -12.60 | -12.84 | -12.80 | -12.93 | -12.96
[mm]
Desvio [%] | 441 | 244 | -125 | -085 | 055 [ -031

Das Tab. 5.1 a 5.3 percebe-se que a malha formada por elementos lineares requer um
tempo e uma quantidade de no6s mais de dez vezes superiores ao das malhas formadas por

elementos quadraticos e cubicos.

Para as tensdes o, séo utilizados os mesmos procedimentos empregados para o calculo

dos deslocamentos. Sdo determinados os valores tedricos para as tensdes e, posteriormente,

com o uso do PROAXI encontram-se os valores da tensdo o, usando numeros e tipos

diferentes de elementos.

A distribui¢do de tensdes o, € encontrada ao longo da superficie da placa na qual o

carregamento distribuido é aplicado. As Figs. 5.15a a 5.15d mostram os resultados com o
refinamento da malha constituida por elementos lineares, LSQ, necessarios para alcangar a

precisao desejada.
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O desempenho das malhas com elementos quadraticos pode ser observado atraves das

Figs. 5.16a a 5.16d. Assim como para o elemento linear, 0 nimero necessario de elementos

quadréticos para a determinacdo dos deslocamentos é igual ao numero de elementos para a

determinacéo da tensédo o, ao longo da superficie da placa, dentro da precisdo estipulada.
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Para o elemento cubico, sdo necessarios 10 elementos para garantir a precisdo dos

valores de oy, 0 mesmo nimero de elementos necessarios para o calculo dos deslocamentos.

Os valores de o, séo plotados nos gréaficos das Figs. 5.17a a 5.17d.
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Figura 5.17 — Tensdo o, usando Elementos CSQ.

E calculada a distribuicio das tensdes normais o, na superficie superior da placa, em

z=—c. As Figs. 5.18 a 5.20 mostram como os trés tipos de elementos axissimétricos se

comportam para a determinagéo das tensdes o, .

As Figs. 5.18a a 5.18d ilustram o desempenho do elemento linear para a determinacao

da tensdo o, . A precisdo estabelecida é atingida com uma malha de 640 elementos com um

total de 729 nés. Esta malha é a mesma que foi utilizada para o calculo dos deslocamentos e

para as tensdes oy .
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Figura 5.18 — Tensdo o, usando Elementos LSQ.

Conforme mostram as Figs. 5.19a e 5.19b, para a determinagdo das tensdes o, com
elementos quadraticos sdo necessarios apenas 6 elementos, com um total de 33 nds.
Analisando as Figs. 5.18 e 5.19 percebe-se a grande superioridade do elemento que usa
funcbes de forma quadraticas em relacdo ao elemento com fungbes de forma lineares, na

determinagao da tensdo normal o, em placas finas.
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Figura 5.19 — Tensdo o, usando Elementos QSQ.

As Figs. 5.20a e 5.20b mostram que 2 elementos cubicos séo suficientes para determinar

as tensdes o, com grande precisdo. Nota-se também que € necessaria uma malha com apenas
28 nos para a determinagdo das tensdes o,, contra uma malha de 33 nés do elemento

quadratico.
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Capitulo 6

EXEMPLOS NUMERICOS

O problema da distribuicdo de tensbes em uma placa sujeita a acdo de forcas
concentradas é de grande interesse pratico na engenharia. Conforme foi mostrado no capitulo
4, as equagOes que regem o comportamento das tensbes e deslocamentos de uma placa
circular sujeita a um carregamento concentrado podem ser obtidas analiticamente. Entretanto,
0 principio de Saint-Venant prevé que em regibes proximas as cargas concentradas a
distribuicdo de tensbes ndo pode ser descrita pelas equacdes convencionais da resisténcia dos
materiais. Nestas regides surgem perturbacOes das tensdes e sdo mais acentuadas nas

vizinhancas do ponto de aplicacéo das cargas, (Oliveira et al, 2008).

O codigo computacional desenvolvido neste trabalho validado no capitulo anterior é
utilizado, neste capitulo, para determinar as tensdes normais e de cisalhamento proximas a
regido de aplicacdo de cargas concentradas. S&o estudados dois casos: uma placa sujeita a
uma carga concentrada no centro e uma placa sujeita a um carregamento distribuido
uniformemente aplicado ao longo de uma circunferéncia de raio igual & metade do raio da

placa.

Usando o mesmo procedimento de Seewald, (Timoshenko & Goodier, 1970), a tensao

normal o, em uma placa circular e dividida em duas partes. A primeira é representada pela

férmula usual de placas denotada por o

r

e a outra parte é representada pelo efeito local
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préximo ao ponto de aplicacdo da carga. Esta ultima parte, designada por o, é representada

. P
por o, = B.— . Portanto,
c

o;zo",'+o"r:o“r'+ﬁ,£ (6.1)
c

onde . e um fator numérico que depende do ponto para o qual as tensdes locais s&o

calculadas, P é a carga concentrada aplicada e ¢ € a metade da espessura da placa.

O mesmo procedimento de separacdo das tensdes em duas partes foi aplicado por
Vicente (2006) para a determinacdo das tensbes normais e de cisalhamento em vigas bi-
apoiadas sujeitas a cargas concentradas na superficie superior. Nesse trabalho utilizou-se o
MEF para uma andlise das tensbes nas vizinhangas do ponto de aplicacdo de cargas
concentradas e promover uma comparagdo com os resultados apresentados por Timoshenko &

Goodier (1970) para vigas.

Assim como para a tensdao o, pode-se calcular a tensdo o, nas vizinhangas do ponto de
aplicacéo da carga. Determina-se assim uma tensdo o, expressa em termos do fator S, que

deve ser acrescentada a tensdo o, que é determinada através das equacOes do capitulo 4.

Procedendo-se dessa forma, pode-se obter a real tensdo normal circunferencial em uma placa

sujeita a acdo de uma carga concentrada, ou seja,
" . " P
Op=0pg+0yg=0g+fp— (6.2)
C

As outras duas componentes de tensdo, o, e z,_, podem também ser representadas

diretamente pelo fator de intensidade /3, ou seja,

(6.3)

o |~

=ﬂrz§ (6.4)
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6.1 CARGA ATUANDO NO CENTRO DA PLACA

O fator £ ¢ analisado nas regides proximas ao centro e na borda da placa em cinco
planos paralelos ao plano médio da placa mostrada na Fig. 6.1. Estes planos paralelos sdo
definidos em z=-c, z=-cl/2, z=0, z=c/2 e z=c. Esta analise é feita utilizando o
codigo computacional PROAXI, para os trés tipos de elementos: LSQ, QSQ e CSQ. E feita
uma discretizacdo da geometria da placa em malhas com 20000 elementos, sendo 1000

divisdes na direcdo do eixo » e 20 divisOes na diregéo do eixo z. Sendo a=2m, ¢=0,05 m,

P =10kN/m, Coeficiente de Poisson=0,3 e Mddulo de Elasticidade = 2,1><109 Pa.

L B

Tm
il

Figura 6.1 — Placa Fina Circular, simplesmente apoiada, sob uma Carga Concentrada.

As Figs. 6.2a a 6.2e mostram os valores do fator S, para a tensdo o, na placa fina
circular mostrada na Fig. 6.1. Percebe-se na Fig. 6.2a a descontinuidade existente exatamente

no ponto de aplicagdo da carga concentrada na placa.
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Figura 6.2 — Fator f, para a determinacéo da tenséo o, .

As Figs. 6.3a a 6.3f mostram os valores do fator de concentracéo de tenséo /S, para a

tensdo o, . Para esta tensdo, o fator B, € calculado em trés planos da placa situados em

z=—cl2,z=0eemz=cl2.
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Figura 6.3 — Fator S, para a determinagéo da tenséo o, .

Assim como para a tensdao normal o_, a tensdo de cisalhamento z,, € calculada

também em trés planos da placa circular. As Figs. 6.4a a 6.4f mostram o valor do fator g,

para a determinacdo da tensdo de cisalhamento z,.,.
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Figura 6.4 — Fator .. para a determinagdo da tenséo r,._.

As Figs. 6.5a a 6.5] mostram os valores do fator S, para a tensdo o, em cinco planos

da placa fina circular mostrada na Fig. 6.1.
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Figura 6.5 — Fator f3, para a determinacéo da tenséo oy .

As Figs. 6.3 a 6.5 mostraram que o desempenho dos elementos QSQ e CSQ é

praticamente 0 mesmo para a determinacdo das tensdes analisadas, exceto para o ponto exato
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de aplicacdo da carga onde a malha formada por elementos CSQ fornece valores de tensédo

maiores.

A malha com elementos LSQ se mostrou bastante eficaz quando as tensdes sdo
analisadas no centro do elemento (plano z =0), entretanto na medida em que as tensdes séo
analisadas proximas as bordas dos elementos, a malha formada por elementos lineares se

mostra incapaz de determinar com grande preciséo as tensoes.

O melhor desempenho do elemento LSQ € na analise das tensdes de cisalhamento, z,_,

Figs. 6.4a a 6.4f, onde o desempenho dos 3 elementos foi muito parecido.

6.2 CARGA UNIFORME CIRCUNFERENCIAL

Neste exemplo, os valores do fator S sdo analisados nas regiGes proximas a uma carga

uniforme aplicada ao longo de uma circunferéncia de raio igual @ metade do raio da placa.

Para avaliar o fator S de concentracdo de tensdo é usado apenas o elemento cubico da

Familia Serendipity, CSQ.

A concentracdo de tensdo é analisada para o caso mostrado na Fig. 6.6, considerando

trés diferentes valores da dimensdo de ¢ (metade da altura da placa). E utilizado ¢=0,05m
para o caso de uma placa fina; ¢=0.15m para uma placa de espessura intermediéria e

¢=0,25m para representar uma placa espessa. Para estes casos sdo usados P =10kN,
a =2 m, coeficiente de Poisson= 0,3 e modulo de elasticidade = 2,1><109 Pa.
A discretizacdo da geometria do problema é feita com uma malha com 4000 elementos

cubicos, sendo 200 divisdes na direcdo do eixo » e 20 divisdes na direcdo do eixo z. S&o

indicados os valores de £ em cinco planos ao longo da espessura da placa.



83

[>_
_"_.D__

¥

a | a

Figura 6.6 — Placa Fina Circular Simplesmente Apoiada sujeita a um Carregamento

Circunferencial.

As tensbes normais o e o, nao sao dividas em duas partes conforme foi feito no

exemplo anterior. Sendo assim, as tensGes para a placa mostrada na Fig. 6.6 podem ser
obtidas das Figs. 6.7 e 6.10 utilizando as Egs. (6.5) e (6.6), respectivamente, ou seja,

o -pL (6.5)
c
€
(o] :ﬂgg (66)

As Figs. 6.7a a 6.7e mostram os valores do fator S, para a tenséo o .
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Figura 6.7 — Fator S, para a determinagdo da tensdo o, .

Em regibes distantes do ponto de aplicagdo da carga, os gréaficos da Fig. 6.7 mostram
que a placa sofre as maiores tensfes normais radiais nas superficies inferior e superior, sendo
compressdo na parte superior e tragdo na inferior. Entretanto, observa-se que devido aos
efeitos da carga concentrada e também do apoio na borda da placa, a tenséo nao é zero no seu

plano médio.

A Fig. 6.7c indica que no plano médio, a placa fina (¢=0,05m) estd sujeita a uma
tensdo normal radial, o , cinco vezes maior do que a placa espessa (c =0,25m). Isto mostra

que a tensdo normal radial no plano médio é inversamente proporcional a espessura da placa

na linha de aplicagdo da carga concentrada e na regido préxima ao apoio da placa.

O fator S, para a obtengdo da tensdo o esta representado na Figs. 6.8a a 6.8e.
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Figura 6.8 — Fator 3, para a determinagdo da tensao o _.

A analise das Figs. 6.8a a 6.8e indica que a tensdo normal axial, o_, se propaga a uma

maior distancia na direcdo radial de placa circular para uma placa espessa, enquanto que para

a placa fina essa tenséo tende a se manter mais concentrada na linha de atuagéo da carga.

Na superficie superior da placa, Fig. 6.8a, os fatores f. encontrados indicam que as
tenses o_, na linha de aplicagdo da carga, tém valores iguais para os trés casos analisados.
Nos planos interiores da placa, Figs. 6.8b a 6.8d, o fator de tenséo £, tem um mesmo valor
maximo, indicando que a tensdo o nesses casos € inversamente proporcional a espessura da

placa. A Fig. 6.8e mostra que uma pequena tensdo surge na superficie inferior.



O fator f,. para a obtencéo da tenséo z,. esta representado na Figs. 6.9a a 6.9.
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Figura 6.9 — Fator g, para a determinagdo da tensdo z,. .
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Os fatores f,. mostrados na Fig. 6.9a indicam que a tenséo z,. na superficie superior

atinge praticamente o mesmo valor maximo estudados nos trés casos. Na superficie inferior,

proxima a borda da placa, a tensdo z,, ndo € desprezivel. Nessa regido surge uma

descontinuidade da tensdo =

Fig. 6.9e.

rz

Através das Figs. 6.9b a 6.9d, nota-se que os fatores de tensdo £,. sdo semelhantes para

0s trés casos. A influéncia da carga concentrada € mais visivel quando se observa a Fig. 6.9b.
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Com o uso da Fig. 6.9d, observa-se que os valores dos fatores £, devido ao apoio da placa

superam os valores dos fatores £,. devido a propria carga.

O fator S, para a obtencéo da tensdo o, esta representado nas Figs. 6.10a a 6.10e.
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Figura 6.10 — Fator S, para a determinacéo da tenséo oy .
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Observando os gréaficos da Fig. 6.10, percebe-se que os formatos das curvas de S, sdo

bastante parecidos com os formatos das curvas de f,, para todos os planos com excegdo do
plano médio. Entre o centro da placa e o ponto de aplicagdo da carga, os valores de S, e £,

sdo exatamente iguais. A partir desse ponto até a borda da placa, os valores do fator de tenséo

Lo diminuem e tendem a um valor 2,5 vezes menor do que o valor encontrado no centro da
placa. De maneira diferente ao fator 4., a Fig. 6.10c indica que no plano médio da placa
surgem tensdes normais circunferenciais, o,, de compressdo na linha de atuagéo da carga

concentrada e também na borda da placa.



Capitulo 7

CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Neste trabalho foi empregado o MEF para realizar uma andlise de tensdes em corpos
axissimétricos. Foi utilizada a formulacao isoparamétrica do MEF para a implementacdo de
trés diferentes de tipos de elementos quadrilaterais axissimétricos: o elemento linear, o
elemento quadratico e o elemento cubico, todos da familia Serendipity. Foram analisadas as
diferengas entre o comportamento dos elementos quando estes sdo utilizados para descrever

os deslocamentos e as tensdes em corpos de revolug&o.

Nos exemplos numéricos apresentados neste trabalho, foram avaliadas as regifes de

concentragdo de tensdo que surgem devido a aplicagdo de uma carga concentrada na

superficie de uma placa circular.

No primeiro exemplo foi analisado o caso de uma placa fina circular, simplesmente
apoiada, sujeita a uma carga aplicada em seu centro. Para essa analise foram utilizados os trés

tipos de elementos.

No segundo exemplo foi verificada a influéncia da espessura das placas na distribuicao
das tensdes para 0 caso em que as placas sdo submetidas a uma carga distribuida ao longo de
uma linha circunferencial. Nesse exemplo, foi utilizado apenas o elemento clbico para a

anélise das tensoes.
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7.1 CONCLUSOES

7.1.1 Sobre a Diferenca entre os Elementos

No capitulo 5 foi realizada uma série de analises dos deslocamentos e tensdes em corpos
de revolucdo. Foram analisados um vaso de pressdo cilindrico de parede espessa sujeito a uma
pressdo interna e também uma placa circular fina, engastada, sujeita a um carregamento
distribuido em sua superficie superior. Essas analises foram necessérias para validar o codigo

computacional desenvolvido, codigo este denominado de PROAXI.

Analisando o exemplo do vaso de pressdo, conclui-se que para o calculo dos
deslocamentos da parede do cilindro, os trés elementos apresentaram bons desempenhos e
malhas com somente 2 elementos foram capazes de descrever com grande precisdo os valores

dos deslocamentos. Na analise da tensdo normal circunferencial, o, 0 elemento linear LSQ

se mostrou ineficiente para a determinacdo das tensdes em regides proximas as superficies
internas e externas da parede do cilindro, enquanto que com o uso de elementos QSQ e CSQ

foram obtidos bons resultados. Para o célculo da tensdo normal radial, o, , malhas formadas

por elementos CSQ apresentaram melhor eficiéncia do que malhas compostas pelos outros
dois elementos. Foi observado que uma malha composta por somente um elemento CSQ

descreve a tensdo normal radial dentro da precisdo estabelecida.

Em comparagdo com o exemplo de vaso de pressdo, no exemplo de placas foram
necessarias malhas com um numero muito maior de elementos para descrever as grandezas
gue estavam sendo avaliadas. A malha composta por elementos lineares LSQ precisou de 640
elementos para descrever os deslocamentos e as tensdes normais com um desvio de 1%
aproximadamente, com relagdo aos valores tedricos. Para a malha de elementos quadraticos
QSQ, esse numero foi bem menor, sendo que 40 elementos ja descreveram os deslocamentos
e a tenséo normal circunferencial com a precisdo desejada de 1%. A tensdo normal radial foi
determinada com uma malha composta de 6 elementos quadraticos. O elemento cubico se
mostrou muito eficiente, sendo que uma malha com apenas 10 elementos foi suficiente para o
calculo dos deslocamentos e da tensdo normal circunferencial. Para descrever a tensdo normal

radial, foram necessarios somente 3 elementos.
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Quando as tensbes sdo analisadas em pontos fora do centro do elemento, malhas
compostas por elementos LSQ apresentaram resultados com grandes diferencas com relacéo
aos valores obtidos pelas equacgdes teodricas. Quanto mais proximo o ponto analisado estiver

da borda do elemento maior é a diferengca dos resultados, conforme pode ser visto nos

exemplos do caso de vasos de pressdo e principalmente nos exemplos de placas.

7.1.2 Sobre as Cargas Concentradas

No primeiro exemplo numérico apresentado neste trabalho foram analisadas as tensGes
normais radial, circunferencial e axial e a tensdo de cisalhamento em uma placa fina circular
submetida a um carregamento concentrado aplicado na superficie superior. Nesse exemplo
tornou-se evidente a alta concentracdo de tensdes em regides proximas a aplicacdo da carga e

também aos pontos de apoio da placa. Desse exemplo temos as seguintes consideraces:

— As malhas formadas por elementos lineares, independentemente do refinamento
empregado, ndo fornecem os resultados esperados pela teoria, quando as tensdes s&o
analisadas em pontos fora do centro do elemento. Fato este que se verificou na analise de

todas as tensdes normais e de cisalhamento.

— As curvas dos fatores de tenséo . e S, indicam que as tensdes normais radial, o, , e
circunferencial, o, assumem os maiores valores entre todas as tensdes que surgem na placa.
Em pontos da placa proximos a linha de atuagéo da carga concentrada, S, e [, assumem
elevados valores em todos os planos analisados. No plano superior da placa, proxima ao ponto
de aplicagéo da carga, surge uma descontinuidade das tensdes o, e o, . Logo abaixo desse

plano surgem altas tensdes normais de tracdo. No plano médio da placa, essas tensdes
continuam sendo de tra¢do e diminuem de modo que na superficie inferior da placa surge uma

tenséo de compresséo.

— Surgem tensbes normais axiais de compressdo o, em todos os planos analisados.
Essa tenséo de compressdo diminui linearmente ao longo da espessura da placa. A forma das
curvas do fator de tensdo £, no centro da placa é bastante diferente daquela obtida para o
mesmo fator encontrado na borda da placa. Nesse caso, a concentracdo de tensfes devido ao

apoio na borda da placa é significativamente menor do que a concentracdo de tensdes devido

a aplicacdo da carga.



96

— A andlise do fator de concentracdo de tensdo S, mostra que todas as tensdes de
cisalhamento que surgem nos planos analisados, conforme o sistema de referéncia adotado,
sdo positivas. As formas das curvas para as tensdes na borda e no centro da placa s&o
semelhantes. A variagdo da tensdo de cisalhamento ndo é linear ao longo da espessura da
placa. A tensdo de cisalhamento ndo se torna zero no plano médio da placa conforme era de se
esperar pela teoria de placas finas. Os graficos das tensdes de cisalhamento tém curvas com
formas semelhantes as curvas dos graficos apresentados por Timoshenko, (1981), para as
tensOes de cisalhamento em uma viga bi-apoiada sujeita a um carregamento concentrado em

Seu centro.

7.1.3 Sobre as Placas com Diferentes Espessuras

A influéncia da variacdo da espessura da placa na regido de concentragdo de tensdes
devido a aplicacdo de uma carga pode ser avaliada no segundo exemplo numérico. Nesse
exemplo a distribui¢do de tensdes é mostrada para todo o dominio da placa. Pode-se concluir

neste exemplo que:

— Os graficos referentes ao fator de concentragdo S, mostram que os valores dos

fatores de concentracdo de tensdo sdo inversamente proporcionais as espessuras das placas.

Portanto, pode-se afirmar que as tensGes normais o, encontradas nas placas sdo
inversamente proporcionais ao quadrado do valor da espessura da placa. No exemplo, tem-se
que a placa fina com ¢=0,05 apresenta uma tenséo normal o, 25 vezes maior do que a
tensdo normal o, apresentada pela placa com ¢=0,25, nos planos analisados. Segundo a

teoria de placas, a tensdo normal é nula no plano médio da placa. Entretanto, todos os valores
do fator de concentracdo de tensdo sdo proximos de um valor positivo maximo. Isso indica
gue, nesse plano, as tensdes sdo de compressdo e Sdo inversamente proporcionais a espessura

da placa.

— Para o fator de concentragdo f,., da tensdo normal o,, todas as conclusdes
mencionadas para o fator de tensdo S, sdo também validas, do centro da placa até a

circunferéncia de aplicacéo da carga. A partir dessa posigao de aplicacdo da carga até a borda,

os valores de g, decrescem linearmente até o valor zero na borda da placa. No plano médio
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das placas, os valores dos fatores S, tém um maximo valor negativo, indicando que neste

plano as tensdes normais sdo de compresséo.

— Os graficos referentes ao fator S, mostram que o maximo valor da tensdo o_, que

surge em uma placa circular devido a aplicacdo de uma carga concentrada, é inversamente
proporcional a espessura da placa. Porém, a area de distribuicdo dessa concentracdo de tensdo
é proporcional a espessura. Isso significa que na placa espessa, com ¢ =0,25, tem-se que a
tensdo normal axial € cinco vezes menor do que em uma placa fina, com ¢=0,05. Essa
concentracdo de tensbes se distribui em uma éarea cinco vezes maior do que a area da

concentracdo de tensdo uma placa com espessura cinco vezes menor.

— O fator de tensdo f,. mostra que na superficie da placa, ou seja, na superficie de
aplicacdo do carregamento, a tensdo de cisalhamento z,, apresenta 0 mesmo valor

independentemente da espessura da placa. Para os planos internos da placa, o fator de

concentragdo £,. tem o mesmo valor e praticamente a mesma distribuicdo, indicando que o

valor da tensdo z,., nos planos interiores da placa, € inversamente proporcional a espessura

rz

da placa.

7.2 PESPERCTIVAS FUTURAS

e Estudar a influéncia da variagdo da temperatura nas propriedades dos elementos

estruturais de revolucdo utilizando a formulacéo axissimétrica do MEF;

e Fazer uma comparacdo entre as tensdes obtidas para placas finas com o uso dos
elementos axissimétricos e as tensdes obtidas com o uso de elementos planos de

placas finas;

e Comparar os valores das tensdes obtidas para placas espessas através do uso de
elementos axissimétricos com os valores obtidos através de elementos de placas

espessas,
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Utilizar um processo adaptativo de refinamento, versdo-p, do método dos
elementos finitos, para a obtencdo das tensdes proximas as cargas concentradas

em corpos de revolugéo.



Apéndice A

INTEGRACAO NUMERICA. QUADRATURA DE
GAUSS

Na formulagéo isoparamétrica do método dos elementos finitos é necessario resolver
integrais definidas com limites de integracdo que variam de —1 a +1. Um procedimento
numeérico que tem a finalidade de resolver estes tipos de integrais é conhecido por quadratura
de Gauss ou Gauss-Legendre. A quadratura de Gauss integra exatamente um polindmio de

grau p =(2rn-1) com n (inteiro) pontos de integracao.

A.1 INTEGRACAO NUMERICA UNIDIMENSIONAL

Seja a integral 7 definida por
1

I=[ G(&)dé (A1)
-1

onde G(&) é um polinémio de ordem p da forma

G(&) =ag + ol +apé® +++a &P (A.2)
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Levando a Eq. (A.2) na Eq. (A.1), tem-se que

I= [ (a0t v oo rapc?)de

cuja solugdo analitica é

1 1 §p+1 1
+...+a [ —
pp+1

2 3
1 ¢ 9
I=a05|_1+a1— +0y——
2|, "3

-1 -1

ou

I =2q, +ga2+~--+a—p[l—(—1)p+1] (A.3)
3 p+1

A quadratura de Gauss consiste em aproximar a solucdo da integral /7 em

1
I= I_lG(f) dg =MG(a) +W,G(52) +--+ W, G(S,) (A.4)

onde n € o nimero de pontos de integragéo ou pontos de Gauss, & € o valor da coordenada

natural do ponto i (i = 1,..., n) e W, € a ponderacédo do ponto .
Levando G(&) daEq. (A.2)com &=¢; (i =1,..., n) naEq. (A.4), tem-se que

2
I=Wi(ag+a& +apdy +-+a,&f )+

2
Wolag+aady +ads +o+apéd )+ o+

(A.5)
W(ag+ s, +azéy +-+a,&l)
Comparando as Egs. (A.3) e (A.5), vem que
WMi+Wy+-+W, =2
M +Walo+-+W,E, =0
2
WG + Wy 4 Wby =5 (A.6)
1 +1

WEp + W) 4ot Wl =1 (7]

p+1
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No sistema da Eq. (A.6) ha n valores de W e n valores de & a serem determinados, ou

seja, ha 2n incognitas. Como, nesse sistema, hd (p+1) equagdes, entdo, uma solugdo sempre
serd possivel quando 2n= p+1. Portanto, a quadratura de Gauss integra exatamente um

polindmio de grau p com » pontos de integracdo, sendo que

n=%? A7)

A Tab. A.1, mostrada abaixo, € construida com o uso da Eq. (A.7).

Tabela A.1 — Pontos de integracéo.

N° (n) de pontos | Grau (p) do polindmio
de integragéo a ser integrado
1 1
2 3
3 5
4 7

Do sistema da Eq. (A.6), tem-se que

Para um ponto de integracdo (n=1= p=1):

Wy =2
! (A.8)
Wéa=0=¢6=0
g
E=-1 N Fey
® .
|
Figura A.1 — Um Ponto de Gauss.
Para dois pontos de integracdo (n=2—= p=3):
VVl + W2 = 2
Wi&+Wo8,=0
2 (A.9)

m%+%ﬁ=§

P& +W, & =0
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que formam um sistema ndo linear de equaces, cuja solugéo é

W =w;=1

1 (A.10)
G=—&= 5" ~0,577350269189626

I
r |l
I
4
I‘_r‘ﬁ
g
l

I o @

e — @

1

Figura A.2 — Dois Pontos de Gauss.
Para trés pontos de integracdo (n=3= p=5):
WI. + W2 + W3 = 2
WG +Wy & +W3é3=0
2
WG Wy &5+ W5 =

3
(A.11)
ME + Wy & +W3 &5 =0

2
WG+ Wy &g +Wads = ¢
W&+ W &5+ W3 &3 =0

A solucgdo do sistema ndo linear das Egs. (A.11) é

W, =Wz = g =0,555555555555556 e W, = g =0,888888888888889

SH=-&= —\/g =-0,774596669241483 e &, =0 (A.12)

vy
Al
I
g
I

Uy — @

Mo @

5

I L @

3

Figura A.3 — Trés Pontos de Gauss.

Para quatro pontos de integracdo (n=4= p=7):
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Wi+Wy+ W+ Wy =2
Wi+ Wy o + W3 S3+Wyéy =0

2
%&+%ﬁ+%%+mﬁ=§

WLE + Wy &5+ Wa &3 +WyE3 =0

2 (A.13)
WLEl + Wy &7 + W3 + Wl =
W&+ Wy &5 +Ws &3 + Wy =0
2
LG+ Wo &G+ Wa &3 +Wdi =3
W& +Wo &5 +Wa &3 +Wy&i =0
A solucéo do sistema néo linear formado pelas Egs. (A.13) é
Wy =W, =0,347854845137454
W3 =W, =0,652145154862546
(A.14)

& =&, =-0,861136311594053

&y =—&4 =-0,339981043584856

fi

e
1]
|
g
Il

Iy — l
In o @
e Lo @

(%]

!

e

4

Figura A.4 — Quatro Pontos de Gauss.

O mesmo procedimento podera ser utilizado para determinar as coordenadas naturais &;

e as respectivas ponderagdes W; (i = 1,..., n) para outros valores de n.

A.2 INTEGRACAO NUMERICA EM DUAS DIMENSOES

Para obter a integral
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11
1= [ G(&masdn (A.15)
-1-1

por quadratura de Gauss, basta avaliar a integral interna fazendo 7 constante, isto €,

1 n

[ Gemae=3 w6 .m=F@) (A.16)
-1 i=1
A integral externa é avaliada de maneira similar como

1 n n n
I=[ F)dn= AlejF(n‘,) = 2W; 2WG(g;5)
_ = j=

=1l

ou seja,
11 n n
1= I_lf_lG(f,n)dédn= X XW; W G(Smy) (A.17)

j=1i=1

Na expressdo acima, 0 numero de pontos de integracdo € o mesmo em cada direcdo. Isto,
claramente, ndo e obrigatorio. Em algumas situagdes pode ser vantagem usar numeros

diferentes de pontos de integragdo em cada diregéo.
A Fig. A.5 mostra a posi¢do dos quatro pontos de integracdo para a solucdo exata de

integrais de polindmios até terceira ordem em cada direc&o.

)

+1

Y

Figura A.5 — Quatro Pontos de Gauss.
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Usando a enumeracao dos pontos de Gauss como mostrado na Fig. A.5, as coordenadas

naturais destes pontos sao

1 1
951:53:_922:_54:_ﬁ e = =—773=—774=+ﬁ

e 0s correspondentes pesos para i =1,---4 sdo W, =1x1=1.

A Fig. A.6 mostra a posi¢cdo dos nove pontos de integracdo para a solucdo exata de
integrais de polinémios até quinta ordem em cada direcdo.

Ly
o+

1 2 3
o] Q (o]

4 5 6
o o S

-1 +1 &

ol o8 o’

Figura A.6 — Nove Pontos de Gauss.

As coordenadas dos pontos de Gauss, enumerados conforme Fig. A.6 sdo

51:§4=§7=—§3:—§6=—§9=—\/§ e & =465=8=0

3
771=772=f73=—777=—778=—779=+\g e ny=n5=15=0

e 0s correspondentes pesos séo

5Y5) 25
Wl:Wg:W?ZWg:(gj(_j:_

W2=W4=W6=Ws=[§j(§j=4—o
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SHox:
9)\9) 81

A Fig. A.7 mostra a posicdo dos dezesseis pontos de integragéo para a solugdo exata de

integrais de polindmios até sétima ordem em cada direcéo.

(o] o] o o |+1

Figura A.7 — Dezesseis Pontos de Gauss.

Usando a enumeracdo dos pontos de Gauss como mostrado na Fig. A.7, as coordenadas

naturais destes pontos sao
61 =G5 =69 =613 = —64 =65 = —¢1p = —¢16 = —0,86113631159053
$2 =& =610 = 614 = —63 = —&7 = —¢11 = —615 = —0,339981043584856
=112 =113 =14 = ~Thg = ~Th4 = ~Ths = ~The = +0,86113631159053
s =1 =17 =13 = Mg =—Tho =—711 = —1h2 =+0,339981043584856

e as correspondentes ponderagdes sdo

Para i=1, 4,13,16:
Wi =0,347854845137454 x 0,347854845137454 = 0,121002993285601
Parai=2,3,5,8,9,12,14,15:

W =0,347854845137454 x 0,652145154862546 = 0,226851851851852
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Parai=6,7,10,11:

W =0,652145154862546 % 0,652145154862546 = 0,425293303010694



Apéndice B

METODO DE CHOLESKY

Neste apéndice, é apresentado um método de solucdo de sistemas de equagdes lineares
que é bastante utilizado no método dos elementos finitos.

Na analise da estatica, problemas de equilibrio recaem na forma,

[KJix}={F} (B.1)
onde,

[K] é a matriz formada pelos coeficientes das incognitas;

{F} é o vetor independente;

{X} é o vetor incognita.

Hé& varios metodos disponiveis para resolver o sistema de equagdes da Eq. (B.1). Nos
casos em que a matriz [K] for simétrica e positiva definida, pode-se usar, por exemplo, o

método de Cholesky

O método de Cholesky consiste em fazer,

[K]=[]z] (B.2)
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onde [L] é uma matriz triangular superior ou inferior.

Levando a Eg. (B.2) na Eq. (B.1), tem-se que

[L][L] {x}=1{F} (B.3)
Fazendo,
=[] {x} (B.4)

a Eq. (B.3) pode ser escrita como
[L]{v}={F} (B.5)

Portanto, uma vez determinada a matriz [L] através da Eq. (B.2), calcula-se o vetor {y}
usando a Eqg. (B.5). O vetor incognita {X} sera determinado utilizando a Eq. (B.4) com {y} e

[L] conhecidos.

Agora, o0 método de Cholesky pode ser aplicado para resolver a Eg. (B.1). Para

determinar o vetor {X} da Eq. (B.1), devem ser conhecidos o vetor independente {F} e a

matriz [K | simétrica e positiva definida.

Usando a Eq. (B.2) e adotando a matriz [L] como sendo triangular inferior, tem-se que

by kp kg kg Ky
ka1 koo kaz kos kay
kg1 ks k33 has kan | _
kay kap ka3 kag kap
knl an kn3 kn4 krm
L, 0 0 0 0 /L Lo Lst La - La]
Ly Ly 0 0 011 0 Lyp Lyp Ly - Lp
Lt Lz Ly O 0110 0 Lz Lyg - Ly
Ly Lyp Lyz Lyy 0110 0 0 Ly - Ly
_Lnl Ln2 Ln3 Ln4 Lnn L 0 0 0 0 Lnn_
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onde » é a ordem do sistema.

Fazendo a multiplicago [L][L] e identificando os elementos &; ; com 1< j<n e

j<i<n,vemque

Para j=1:

2
kyy =Ly
ka1 = Ly1L
k3y = Ly1L3
kg = L1y Lay
kp =Ll
Para j=2:
2 2
kog = Loy + Ly
ksp = Lol + LopLsy
kag = Ly1Lgg + LyoLay
kpp =LotLyy + LooLyy

Para j=3:

2 2 2
ka3 =L31+ L3y + L33
kag = Lg1Lag + LapLap + L3glag

kn3 =La1Lyg + LpLyp + LazL, 3
Para j=4:

2 2 g2 g2
kag = Lag + Ly + Laz + Lag

kpa = LarLyg + LagLyp + LagLyz + LagLya

Para j=n,
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k44 =L311+L3,2 +L§l3+Li4+"'+L2

nn

Portanto,

Ly = (kyy)"'?
Ly =kp /Ly
Ly =kgy 1 Iny
Lyg =kalLyq

Ly=knall

2 \1/2
Lyy = (kpp — L%;)
Lap = (kgp — LynL31)/ Ly
Lyp = (kag — LygLag) | Loy

Ly =(kyy —LyyLg)! Ly

2 2 41/2
Lag = (k33 — L33 — L3p)
Lyz = (kg — LgiLag — LgpLap) | L33

'Ln3 = (k3 — La1Lyy — LgpLy2) [ Lag
'L44 = (hgg — Loy — L35 — L33)'?
:Ln4 = (kpa — LagLyy — LagLyy — LagLy3) | Lyg
Lo =gy~ Lo~ L2~ L2y = Ly == 2, )
O algoritmo para calcular a primeira coluna da matriz [L] é
Ly = (kyy )2
e fazendo
2<i<n,calcula-se Ly =ky!lLy;

A partir da segunda coluna, o algoritmo é obtido fazendo 2<i<n em



1/2
i-1
L;; :(kl-l- - Li) . Se i+1<n, calcula-se também para i +1< j<n

J=1

i-1
Lji = (kji - ijlLiijk j I L;

Usando, agora, a Eq. (B.5) tem-se que

Ly 0 0 0 0
Ly Lz Lzz O 0
Loy Lyp Lyg Ly 0
_Lnl Ln2 LnS Ln4 Lnn
entao,
Ly = f1

Loy + Logys = /2
Lagyy + Lapyy + Lazys = f3

N
Y2
V3
Y4

Yn

Lygyr + Lagyo + Lagys + Laays = fa

Lnlyl+Ln2y2 +Ln3y3 +Ln4y4 +"'+Lnnyn :fn

Portanto,

n=nNll1
V2 =(f2 = Lay) Ly,
v3=(f3—Laiy1 — L3py2)/ L3

Va=(fa—Laayi — Lapys — Lyzyz) [ Ly
Yn = (fn _Lnlyl _Ln2y2 _Ln3y3 _Ln4y4 - "'_Ln,n—lyn—l)/l’nn

O algoritmo para calcular o vetor {y} é

n =Nl

e fazendo 2 <i<n, determinar y; em

N
S
/3
Ja

In
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i-1

Yi :(fi - Lijij/Lii
j=1

Aplicando, finalmente, a Eq. (B.4) vem que

Ly Ly Ly Ly - Ly

0 Ly Lgp Ly - Ly

0 0 ILg3 Lyzg -+ Ly

0 0 0 Ly - Ly

0 0 0 0 - L,
Entdo,

Lygxy + Logxg + Lagxg + Lygxg ++-+ Lygx, = 0
Lypxy + LapXxz + Lapxg +-+++ Lypx, =y

Lagxg+ Lygxg +--++ Ly3x, = y3
Lygxg+ -+ Lyyx, = yy

Lnnxn =Vn

X
X2
X3

X4

N
Y2
V3
Ya

Yn

Portanto, fazendo a substituicdo pra tras, vem que

xn = yn /Lnn

X3 =(v3—Lagxg — = Ly3x,) [ Lg3

Xy = (v = LgpXz — LapXg =+ — Lyypx,) [ Ly

xp = (V1 — LogxXp — Lagxg — LagXg =+ — Lgx, ) [ Lgq

O algoritmo para determinar o vetor incognita {X} é

Xn :yn/Lnn

e fazendo

n—1>j>1, ouseja,; variando de (n—1) a1, com passo —1, em

n
X; =(yj -2 Ly xij/Lj/- e, por ultimo, imprimir x; fazendo 1<i<n.

i=j+1
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