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O Barquinho

Dia de luz. festa de sol

E o barquinho a deslizar

No macio azul do mar

Tudo € verfio, o amor se faz
Num barquinho pelo mar
Desliza sem parar...

Sem intengdo, nossa cangio
Vai saindo desse mar e o sol
Beija o barco e luz

Dias tio azuis

Beija o barco e luz

Dias tio azuis

Volta do mar. desmaia o sol

E o barquinho a deslizar

E a vontade € de cantar

Céu tio azul, 1lhas do sul

O barquinho € o coragio
Deslizando na canciio

Tudo isso € paz, tudo isso traz
Uma calma de veriio

E entiio

O barquinho vai, a tardinha cai
O barquinho vai, a tardinha cai

Ronaldo Bascoli e Roberto Menescal,

1961 .



Resumo

Vargas, T.M.. Geometria Riemann-Finsler com Aplicacoes em Geometria
da Informacao. Goiinia, 2009. 78p. Dissertacio de Mestrado. Instituto de
Matemitica e Estatistica. Universidade Federal de Goiis.

A Geometria da Informagdo € um novo ramo da matemitica que se originou da aplicagio
da Geometria Diferencial 4 Estatistica. Essa drea surgiu a partir da investigacio da
estrutura geométrica de uma familia de distribui¢es de probabilidade e tem sido aplicada
com sucesso em diversas dreas como a Inferéncia Estatistica e a Teoria da Informagio.
Essa dissertacio € uma introdugio & Geometria da Informacio para um ponto de vista

mais geral, utilizando a Geometria de Riemann-Finsler e a Geometria de Sprays.

Palavras—chave

Geometria de Riemann-Finsler e Geometria da Informagio



Abstract

Vargas, T.M.. Riemann-Finsler Geometry with applications in Information
Geometry. Goiinia, 2009. 78p. MSc. Dissertation. Instituto de Matematica e
Estatistica, Universidade Federal de Goias.

Information Geometry is a new branch in mathematics, originated from the applications of
Differential Geometry to Statistics. This area emerged from investigating the geometrical
structure of a family of probability distribuitions, and has been applied to various areas
including statistical inference and information theory. This dissertation is an introduction
to the geometry of information for a more general point of view using Riemann-Finsler

Geometry and Spray Geometry.

Keywords

Riemann-Finsler Geometry and Information Geometry
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cAPiTULO 1

Introducao

A Geometria da Informacio surgiu para investigar a estrutura geométrica de
familias paramétricas de distribuictes de probabilidade e tem sido aplicada na inferéncia
estatistica, teoria dos sistemas de controle, psicologia matematica, etc. Um exemplo seria,
se considerarmos o conjunto § das distribui¢des normais com média p e varidneia 67 :

=

[x—)=
|
€ 2o-

1
plxip.o) = o

S pode ser vista como uma variedade de dimensio 2, onde (y,0) é um sistema de
coordenadas. No entanto, este niio € um espaco euclidiano, mas sim um espaco com uma
métrica Riemanniana que. naturalmente. decorre das propriedades das distribui¢des de
probabilidade subjacentes. Em particular, § além de uma familia de distribuicdes normais,
€ um espaco de curvatura constante negativa.

Nessa dissertacio, iremos dar um enfoque mais geral 3 geometria da informagio,
utilizando para isto, a Geometria de Riemann-Finsler,

S.5.Chern disse: A geometria de Finsler ¢ exatamente a geometria Riemanni-
ana sem a restricio quadrdtica..[18]

Em 1854, Riemann introduziu uma estrutura métrica em um espago geral. que
se baseu no elemento de arco ds = L{x',dx), 1 < i < n. Na geometria de Finsler, L{x,y) é
uma fungio positiva para ¥ # 0 no fibrado tangente TM. e € homogénea de grau 2 em y.

Em 1918, Paul Finsler estudou os espacos métricos mais gerais, hoje chamados
espacos Riemann-Finsler ou simplesmente espacos de Finsler.

Essa dissertagio € baseada no artigo "Riemann Finsler Geometry with Appli-
cations to Infomation Geometry'' de autoria de Z.Shen, publicado em 2006 por Chinese
Annals of Mathematics.[4].

No capitulo 2. apresentaremos alguns resultados e conceitos de Geometria
de Riemann-Finsler. e também alguns conceitos de probabilidade. que foram de suma
importincia para o desenvolvimento dessa dissertagio.

No capitulo 3, introduziremos o conceito de Divergéncia, Divergéncias Regu-

lares e Estruturas de Informacdo. Definiremos o que vem a ser um a-spray de uma Es-



trutura de informacio, e provaremos alguns resultados. Definiremos Métricas de Finsler
Dualmente Flat, Divergéncias Afins e Estruturas de informagfio afim a-flat, provando al-
guns resultados.

No capitulo 4. aplicaremos a teoria desenvolvida no capitulo 3 para o espaco ¥
das distribui¢des de probabilidade. Definiremos f-divergéncias em espagos de probabili-
dade, definiremos o-sprays em modelos estatisticos e aplicaremos as teorias desenvolvi-
das para as familias exponenciais de distribuicdes de probabilidade. Falaremos breve-
mente sobre dualidade de f-divergéncias.

Abaixo estdo relacionados alguns dos principais teoremas do trabalho, embora

ele seja composto de virios outros resultados.

Teorema 1.1 Seja o # 0. Uma estrutura de informagdo (L, H) afim € a-flat se e somenle

se sua estrutura de informagdo dual (L*.H*) € o-flat.
E também

Teorema 1.2 Seja [ = f(t) wna fungdo f(1) =0 e (1) = 1. Para todo modelo
estatistico regular (M D) de (P, Dy), a estrutura de informagdo induzida em M € dada

por (Ly Hp) = (L.pN), onde p :=3+ f"(1) e
dinp(r.x) ; .
(T}’ : (1-1)

1 ; 0 3 1 /dlnp(rix) A7
N= E_[x[} Ff}ip} pdr=E E(Ty) . (1-2)

onde E denota a esperanca matemdtica.O o-spray Gop de Dy é dada por

i 9 ’
L:.[x {y E!’np] pdr=E

Ghp=G +(pa+1)4’,

onde

il .
LI PR —) ;
G = > -/; |:} y axraﬂ.hi.r?(r.x] ar,p(r,x)dr (1-3)

i 8" i 9 LR
A= 1 L[} Fhip(r,x) Ep(r,x)dr. (1-4)



CAPITULO 2

Preliminares

2.1 Espacos Riemannianos

Nessa secio, iremos apresentar alguns conceitos de Geometria Riemanniana, que

serio utilizados nesse trabalho.

Definicao 2.1 Uma Variedade Diferencidvel de dimensdo n é um conjunto M e uma
Jamilia de aplicacies biunivocas xq @ Uy C B" — M de abertos Uy de BY em M tais

que
(i) | Jxa(Ua) = M.
o

(ii) Para todo par o.B, com xo(Ug ) Nxg(Up) = W # §, 0s conjuntos x5t (W) exﬁ_] (W)

- o Y L
sdo abertos em B" e as aplicagdes Xy O Xg SGO diferencidveis.

(iii) A familia {(Ug,xq)} é mdxima relativamente as condigées (i) e (ii).

Observacio 1 O par (Uy.xy) com p € xo(Uy) € chamado de parametrizacio ou sistema
de coordenadas de M em p ¢ xa(Ug) € chamada de vizinhanga coordenada em p. Uma
Jamilia {(Ug, xa)} satisfazendo as condigdes (i) e (il) chama-se estrutura diferencidvel
em M.

Sejay: (—e,e) — R" uma curva diferencidvel em R", com ¥(0) = pe w(0) = v € B". Seja
J uma funcio diferencidvel definida em uma vizinhanca de p. Restringindo f a curva v,

podemos escrever a derivada direcional segundo o vetor v € R” como

d(foy) _yndf du _ s
dr s []_l-z](d_xih odt =0 (Zr'ﬂ(ma_x’)f

Logo. a derivada direcional segundo v € um operador sobre as fungdes diferencidveis que

depende somente de v.

Definicio 2.2 Seja M wma variedade diferencidvel. Uma aplicagdo diferencidvel 7 :

(—€,8) — M € chamada de curva diferencidvel em M. Suponha que Y0)=p €M, ¢






2.2 Mértricas de Finsler 13

seja S o conjunto das funcdes de M diferencidveis em p. O vetor tangenle a curva 'y em
t =0 é wma funcdo (0): S — B dada por
_d(foy)

YO f ==, ool €S-

Um vetor tangente em p € o velor langenie em { = 0 de alguma curva v em M com

Y(O0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p € indicado por T,M.

Definicao 2.3 Sejam M wma variedade diferencidvel e seja TM = {(p.v) : pEM,v €
T,M}. O conjunto TM munido de wma estrutura diferencidvel; serd chamado de fibrado

tangente de M.

Definicao 2.4 Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel M é wma corres-
pondéncia que associa cada ponto p de M a um vetor X (p) T,M. Visualizando como
aplicagdo, X € uma aplicagdo de M no fibrado tangente TM. O campo de vetores X €

diferencidavel se a aplicagdo X : M — TM é diferencidvel.

Definicio 2.5 Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M é uma
correspondéncia que associa a cada ponto p € M wm produto intermo <>, islo €,
wna forma bilinear, simétrica ¢ positiva definida no espaco tangente T,M, que varia
diferenciavelmente no seguinte sentido: Se x: U CR" — M & um sistema de coordenadas
locais em torno de p, com x(x1,...x,) =g € x(U) e a%(q) = dxzej, onde e; é wm vetor da
hase candnica de B, entdo <E:1a?,('5” ai—j(q]> = gii(x1,....%,) € uma fungdo diferencidvel
em U. !

2.2 Meétricas de Finsler

Seja M uma variedade C™ n-dimensional e w: TM — M a projecio natural.
Denotemos por (x.y) um ponto de TM,x € M.y € T,M. Consideremos TM := TM ", {0}.

Introduzimoes. a seguir, o conceito de métrica (estrutura) de Finsler.
Definicio 2.6 Uma métrica de Finsler em M é uma fungdo L: TM — [0, =) que satisfaz
as seguintes condicdes:
(i) (Regularidade) L. € C™ em T™;
(ii) (Homogeneidade positiva) L(x,Ay) = A*L(x,y). 7L = 0, (x,y) € TM;

(iii) (Convexidade forte) g = (Ls;,- i(xy)) = (% [L0x )] J.) € positiva definida em cada
ponio de ™.
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Vamos esclarecer melhor o significado das coordenadas y‘"s no item [iii] da
Definigiio 2.6. Consideremos uma base qualquer {¢;} para .M. Podemos tomar e; = %,
apesar de que esta restricio é desnecessdria. Expressando y como ye;, a estrutura de
Finsler L é entdo uma fungio de (x',y'). e as derivadas parciais de %L sio tomadas em
relacio aos ¥’s. Pode ser mostrado que o fato de g. dada no item [iii], ser positiva definida

independe de nossa escolha para {e;}.
Definicao 2.7 Um espagoe (M, L) € dito wna variedade de Finsler

Faremos daqui para frente o uso da convengio de Einstein, ou seja, nio es-
creveremos o simbolo do somatdrio para representar a soma quando aparecerem indices
repetidos. Salvo em mencio contriria, onde explicitamente colocaremos o simbolo do so-
matdrio. No que segue, com relagio ao sistema de coordenadas locais escolhido vamos
considerar o seguinte: Seja (x!,--- ,¥") = (x): & — R" um sistema de coordenadas locais
sobre um aberto &/ € M". Como € usual, {%} e {dx'} sio respectivamente as bases de
coordenadas induzidas para T.M e T, M. Os x"s dio origem as coordenadas locais (')

sobre m~! (1) € TM por meio de

_ f'a
-

As funcdes L que sdo definidas sobre TAf podem ser localmente expressas como

L(X]"".'-"J‘ryl.'""y")‘

e as derivadas parciais serio denotadas por Ly, Lyig. -+ Lyi Lyiyiy <.

Exemplo 2.8 Uma fungdo métrica F de Finsler serd Riemanniana se L(x.y) = ajj(x) Vvl
Nesse caso, gij(x,y) = %[L]‘J‘J = a;j(x) independe de y, para cada i, j. Temos ainda gue

esta métrica serd Euclidiana ve os gi;'s independerem de x também.

Exemplo 2.9 Uma métrica de Finsler L em um espago vetorial real n-dimensional V"
gue independe de x € V" é dita do fipo Minkowski. A classe das variedades de Minkowski
é a mais simples das variedades Finslerianas. Temos ainda que para cada x € M fivado,
o espago (M, L:) é do lipo Minkowski. Um exemplo ndo-Riemanniano nem do tipo
Minkowski € dado por

n m

Lixy)= Y (") +hx) | L D
=1

i=1

onde }.: M — B ¢ uma fungdo positiva diferencidgvel.
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Exemplo 2.10 Outro importante exemplo serd dado na préxima definicdo.
G. Randers, em 1941, estudou uma classe de métricas de Finsler, a qual leva
o sew nome. Para introduzirmos o conceito de espaco de Randers precisamos de duas

estruluras,

- . . - e F. i .
& uma métrica Riemanniana ds= 1= a;dx' @ dx’, sobre uma variedade M" de classe C,
e wma 1-forma controlada p:= bydx* sobre M.

Juntamente elay definem de mode bem simples uma métrica de Finsler. Vejamos agora

esta interessante clasye de métricas.

Definicio 2.11 Uma métrica de Randers em M € uma estrutura Finsler sobre 7M dada

por
L{x,y) = (at(x,y) +]3[x.y))1. (2-1)

onde
ofx,y) = \/ a;i(x)yivs, (2-2)
Blx.y) = ba(x)y". (2-3)

e a;;. a* sdo as componentes da matriz de uma métrica riemanniana e de sua inversa,

respectivamente, e b sfo as componentes da 1-forma P. cuja norma

b= \/diibb;, (2-4)

satisfaz 0 < b < 1. Observemos que b(x) = sup  Plx,y).
vk(xy)=1
Vamos apresentar agora a nogio de comprimento finsleriano de uma curva e depois vere-
mos uma funcdo distincia entre dois pontos. Omitiremos as demonstragdes e detalhes, os
quais podem ser encontrados em [1].
Os conceitos de comprimento de Finsler de uma curva e de funcio distincia de

uma métrica de Finsler serdo apresentado na seguinte defini¢io.

Definigio 2.12 Seja (M. L) wma variedade de Finsler, onde L é positivamente homogénea

de grau 2. Seja ¢ : [0,1] — M uma curva diferencidvel por partes com velocidade

% — %a—a(; € T, yM. O comprimento integral L(C) € definido como
_——
! de
L(c :f L {c(),5 \ar. @25
@=[\1(0F) )
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Utilizande essa estrutura de comprimento , podemos definir uma funcdo d =
d(p.q) em M x M por
d{p,q) = inf(L{C)),

onde o infimo é calculado sobre todas as curvas que ligampa g, comc(0)=pec(l)=q.

A funcdo distancia d satisfaz
(i) d(p.q) = 0 e a igualdade acontece se, e somente se, p=q;
(i) d(p.q) = d(p.r) +d(rq).

A fungdo d € chamada de funcdo distdncia de L.

2.3 H-funcio

WVamos agora introduzir o conceito de H-fungio, que sera primordial nos capitu-

los subsegiientes desse trabalho.
Definicio 2.13 Uma H-funcdo em uma variedade M é uma funcdo escalar H = H(x.y)
em TM com ar seguinies propriedades:

(i) H(x,hy) =AM H(x,y), A >0.

(ii) H(x,y) é de classe C™ em TM.

As H-funcgdes sdo fungdes positivamente homogéneas de grau 3. Exemplos de H-funciio

serdo dados a seguir.
Exemplo 2.14 Se L = L(x.y) é wma métrica de Finsler em wma varidade M, entdo a
Jungdo
3
H(x.y) = L(x.y)?,
é uma H-fungdo em M. De fato, L é de classe C* em TM '\ {0}, logo H também o é, ¢
para }, > 0,

H(xhy) = Lixky)?
(W)3L(x.y)
WH(x,y).

k]
4

Outro exemplo de H-funciio, que serd muito utilizado nesse trabalho, serd:
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Exemplo 2.15 Para L = Lix,y) uma métrica de Finlser em um subconjunto €0 C T,
defina
1 :
H(x,y) = SLa(xy)y"
Temos que H ¢ uma H-funcdio em Q. pois como L é de classe C° em TM '\, {0}, entdo H

também o é, e para A >0,

1
Hix,hy) = ELf(x.Ry)(ly)k

1 .
— El'j'an (x.y)y‘
= MH(xy)

2.4 Sprays

Nesta secfio. iremos dar a definicio do campo de vetores spray. tanto em
variedades Finsler, como em variedades quaisquer. Essas defini¢des serdo necessdrias para

os calculos que serio efetuados nos capitules 2 e 3.

24.1 Sprays de Métricas Finsler

Definicao 2.16 Um spray sobre wma variedade Finsler M munida de uma métrica L
¢ um campo de vetores definidos sobre TM o gual € expresso num sistema padrdo de

coordenadas locais (x'.y") por

onde y = y’% € um campo de velores e os coeficientes G'(x,y) sdo fungdes de classe CT,

definidas localmente sobre TM '\ {0} satisfazendo
G'(xAy) =N G'(x.y),

para A >0 com
i 1 !
§'(x.y) = 78" (ty {Latg(ey)y* — Lulx )} (2-6)

Uma idéia sobre a origem da equagio (2-6) estd no fato de se utilizar um
método variacional para se achar a equacio das geodésicas de uma variedade Finsler.
Primeiramente, sabemos que para uma variedade finsler (M, L), o comprimento de uma

curva C parametrizada por ¢ = (¢). 0 <1 < 1 € dado por (2-5). Vamos parametrizar as
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curvas que ligam (0) a e(1) da seguinte maneira:
ey(t)=H(s,1).
clt)=H(0,0),0<r<1.
Vamos assumir que ¢ tenha velocidade constante, ou seja,
L{e(t),éit)) = const.

Suponha que ¢ tenha comprimento minimo. Entio L'(0) = 0 em qualquer variagio. Temos

entio

L(s) = []] V“FL (H(.r,r). ;H(s.:))d:.

— b d’cl if . de "
L'0) = _L E;,Jk(x,y){ﬁngf (‘(”'I) }v dr,

b yirgy @ AH{0I)
onde V' —V"(!)E— e

: 1.
G/ (x.y) = 28" ey Ly (6 )y = Ly (x.y)}-

Fazendo L'(0) = 0 para todo V (1), temos
E(t) +2G (e, c(1)) = 0. (2-7)

Essa é a equacio das geodésicas do spray da métrica de Finsler L.

Observacio 2 (1) E passivel existir duas métricas de Finsler distintas com o mesmo
spray. Por exemplo, se L é uma méirica de Finsler arbitrdria em uma variedade, entdo a
métrica L = kL tem o mesmo Spray de L para alguma constante positiva k.

(2) Se L= gi;(x)y'y! € wma métrica Riemanniana , entdo

§(ry) = 2Aa LY, Va9 =0 )

onde _!( ) (3en(9)  dgule) dgale)
o 8 lx) [dgpulx gu(x)  dgklx _
Tielr) = 2 { o T au ox! } ' 2-9)

As fungdes locais ]'jk (x) sdo chamadas Simbolos de Christoffel. Notemos que G' é

quadrdtico em y.
(3) Uma métrica de Finsler L ¢ chamada de métrica de Berwald se os coeficientes
do spray , ou sgja G' € guadrdtico em y. Existem muitas métricas de Berwald ndo-

Riemannianas.
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2.4.2 Sprays em Variedades
O conceito de sprays induzidos por Métricas de Finsler pode ser generalizado.

Definicio 2.17 Seja M uma variedade. Um spray G em M é um campo de velores no
fibrado tangente TM tal que em algum sistema de coordenadas locais usual (r'. y") em
TM, € expressado da seguinte forma:

d

. d .
G=y—-26'—, 2-10
Yas pwt (2-10)

onde G' € C* comy # 0 e
G'xAy) =G (xy), A>0.

Uma curva 6 = 6(t) é chama de geodésica de G em uma variedade M se satisfaz o seguinte
sisterna de equacdes:
() +2G (x, k(1)) = 0,

onde x(t) = [:r"(:)] denota as coordenadas de o(t). Geodésicas também sio chamadas de
caminhos. A colegio de todos os caminhos de um spray € chamada estrufura de caminhos.
Um spray G € denominado afim se em algum sistema de coordenadas locais,

r;'k (‘t) i

G'(xy) ===y, Tul) =Ty, (2-11)
Por definicio, uma métrica de Finsler ¢ uma métrica de Berwald se e somente se os

seus sprays sio afins. Todo spray afim & com coeficientes dados por {2-11), define uma

conexdo Vem TM .

d

VX = {dX'(y) + X/ T, (x)y*} el (2-12)

onde X =X‘-% ECT(TM)ey =y'-%|x £ T.M. V € linear no seguinte sentido:

VigimX =AV,X + VX,
V(X +¥)=V,X +V,¥,
V(X)) = dfe(y)X + f(x)V,X,

ondey,ve T,M, f€C”(M)eX,¥ €C7(TM). Aconexio V é compativel com a métrica
ou € livre de tor¢do se
Vy(X)—Vx(¥Y)=[X.Y],

onde X.¥ € C7(T'M). Conexdes com torgio livre e lineares sio chamadas de conexdes

afins. Todo spray afim define uma conexio afim por (2-12). Inversamente, toda conexio
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afim V em TM define um spray afim como em (2-11). Logo as conexdes afins tem

correspondéncia 1 — 1 com os sprays afins.

Definicio 2.18 Um spray G em wma variedade ¢ chamado flat se para todo ponto , existe
um sistema de coordenadas locais (xX',¥') em TM tal gue G = y"%, isto &, G' = 0. Nesse

caso (x' V') € chamado de sistema de coordenadas adaptado.

Os sprays do tipo flat sdo casos muito especiais de sprays afins, Se G € flat,
entio em um sistema de coordenadas locais, as geodésicas sio linhas retas, isto €. as

coordenadas (x(1)) de toda geodésica o{t) assumem a forma

A =dt+b, .

2.5 O Teorema de Euler para funcdes homogéneas

A seguir, teremos o Teorema de Euler para fun¢des homogéneas. que serd muito

utilizado nos capitulos 2 e 3 desse trabalho.

Teorema 2.19 Seja A wm subconjunio aberto do B, 1al que, se v € A, entdo 1y € A e seja
L: A — I uma fungdo diferencidvel. Entdo para k € B, L é homogénea de grau k, isto é,

L(1y) = (*L{y) se, e somente se,

L

iy = | 2.13
¥ ay"()) kL(y),¥y € A. (2-13)

A demonstragio desse teorema pode ser encontrada em [1]. Como consegiiéncia desse
teorema, temos as algumas propriedades. Considere F uma fun¢io homogénea de grau 1

em ", Entio
(i) ¥Fu =0, Vi
(i) ¥ Fapige (9) = —Fai(y).  Visj-
Qi) ¥ Fyigiy) = —2Faip(y) Vi jok.

2.6 Probabilidade: Algumas defini¢coes

Nessa secio daremos alguns conceitos basicos de probabilidade. que serio

utilizadas no decorrer do trabalho.

Definigio 2.20 Seja (Q, ) um espaco mensurdvel, onde A ¢ uma o-dlgebra . Uma

medida de probabilidade em (Q,3) € uma aplicacdo P : A — [0,1] tal gue
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(i) P() = 0;
(i) P(Q) = 1;

(iii) se Ay, n = 1 é uma sequéncia disfunta, entdo P{UT A7) = U7 PlA;).

i

A terna (Q, 4, P) é chamada de espago de probabilidade. Cada elemento de A4 é chamado
de evento. Chamamos de F(A), A € A, a probabilidade do evento A ocorrer. Maiores

detalhes e propriedades podem ser vistas em [15].

Definigio 2.21 Uma varidvel aleatéria X em wm espago de probabilidade (Q, A.P) ¢
wna fungdo real definida no espaco Q lal gque {X < x} ¢ evento alealério para lodo
xR, isio é X : Q — B € varidvel aleatiria se [X <x} € 4,%x € R.

Observacio 3 Em Teoria da Medida, {X = x} € A.%x € R significa que X é uma fungdo
mensurdvel em 4, ou seja, se considerarmos (Q.,‘?I) € (ﬁ E) espagos Mensuravels, enldo
para X : £ — Q (nesse caso @ =R, temos que v Acax-! (Z) < A. Maiores detalhes

sobre espacos mensurdveis, ver em [16].

Definicao 2.22 A fungdo de distribuicdo da varidvel aleatodria X, denotada por Fy ou

simplesmente por F, € definida por
F(x)=PX <x), xcR.

Observacao 4 Podemoys chamar a funcio de distribuicdo de X de fungdo de distribuicdo

acumulada de X.

Para maiores detalhes sobre propriedades de varidveis aleatérias, ver em [15]. As varidveis
aleatdrias podem ser discretas ou continuas. Uma varidvel aleatdria X é discreta se ela
toma um numero finito ou pelo menos enumerivel de valores. Nesse caso, chamamos a
fungiio P(x;) = (X = x;).i = 1,... de fungdo de probabilidade ou fungdo de freqiiéncia

de X. Uma varidvel aleatéria X é continua se existe uma funcio f(x) = 0 tal que
"
Fy (x) = [ F(t)dt,¥x €R.

Neste caso. chamamos [ de funcdo densidade de probabilidade de X ou densidade de X.

Definicio 2.23 Seja X wma varidvel aleatéria continua qualguer ¢ F sua funcdo de

distribuicdo. A esperanga de X € definida por
EX = f xdF (x) = [ xf(x)dx, (2-14)

onde [ € a densidade de X.
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Maiores detalhares sobre esperanca de varidveis aleatdrias discretas e propriedades da
esperanga, podem ser vistas em [15]. Uma defini¢iio mais rigorosa, do ponto de vista da

Teoria medida pode ser vista em [16].
Definicio 2.24 Se EX < oo, dizemos que X € integrdvel.
Iremos agora dar alguns exemplos de varidveis aleatérias continuas e integraveis.

Exemplo 2.25 (Normal Gaussiana)Uma varidvel aleatoria continua X tem densidade

. . n . . .
Normal Gaussiana com esperanca y e vartdncia 6- se sua funcdo densidade de probabi-

lidade ¢ dada por
, 1 P
o) = ST 2-15
n(xp,0) o (2-15)

onde pcReoc > 0.

Geometricamente. se temos os parfimetros y e © variando no conjunto U = {(u,0) :
# € R,6 >0}, entdo a familia de distribuicdes normais {n(u,6%)} é uma variedade de
dimensio 2 em B, Airavés de um campo de vetores spray podemos determinar suas
geodésicas. Outra maneira de calcular suas geodésicas pode ser vista em [5]. Seja X uma

o . . 5 - . .
varidvel aleatéria com densidade normal #(0,67). Temos entio a seguinte densidade:

1 _a
g 267, —oa < X < 00,
a2

flx)=

De acordo com esta férmula , temos que ¥ = X< tem uma densidade f dada por fly)=0

para ¥ < 0, e podemos ver facilmente que

Fy

P(x*<y)
P(—y =X =)

f_j_,f(r)ds.
Fr () — Fe(—/y).

Diferenenciando o iltimo termo da equacio em relacio a y , temos

Fiv) = % (=) +/(V5)) .y >0,

Logo
1

- 0'\/211):

Consideremos as funcées f(x) da forma

e 3y > 0. (2-16)

F(y)
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Pl x>0

0 .caso contririo.

Verifica-se facilmente que se @@ >0 e ) > 0, a funcio [ é integrdvel. A densidade
dada por (1 —15) é ocasoem que b = Jj eh= ﬁ. Na normalizacio de J para transformé-

lo em densidade. devemos ter

=
f Al Mgy — ¢
\]

Fazendo a mudanga de varidveis x = ‘;: temos

| )
= ﬁ_[] v e ¥y,

Como nio podemos achar uma primitiva simples para a funcio acima . definimos
entio
|
c= ﬁl'(a)

onde

(e) = f ¥ lerdy,
0

A partir dessas observagdes, podemos dar a seguinte definicio:

Definicio 2.26 Uma funcdo normalizada chama-se densidade gama de pardametros o, e

L. representada por U(x; o, \) se tem a seguinte forma:

A* a1 —hx
Moy =] T@ Sk

0 ,caso contrdrio.

onde

o) = l“f x4 le gy,
0

Propriedades sobre a fungio I'(a) podem ser vistas em [17].



CAPITULO 3

Divergéncias e Estruturas de Informacao

Neste capitulo iremos introduzir os conceitos de Divergéncias e Divergéncias
regulares. Esses conceitos seriio utilizados juntamente com as propriedades da H-funcio
e também de sprays de métricas de Finsler para definir as estruturas de informagio e seus

a-sprays associados, bem como dualidade de métricas de Finsler e divergéncias afins.

3.1 Divergéncia: Definicio.

Considere ¥ um conjunto de objetos que podem ser imagens 2D/3D, dis-
tribui¢cdes de probabilidade, etc... Podemos calcular a diferenga entre dois objetos de

definindo uma funcio chamada de divergéncia no espaco ¥ » ¥ dada por:
D:FxF =R

(p.q) — D(p.q)

com as seguintes propriedades:

e Dip.q) =0

e« Dp.g) =0=p=gq.

O nimero D{p,q) mede a divergéneia de p para g. O par (#,D) é chamado
de espaco de divergéncia. Para o espaco de divergéncia (F . D). 7 nem sempre tem di-
mensio finita. Na pritica, consideramos uma familia de objetos em ¥ parametrizados
em um dominio de R”. Essa familia é chamada de modelo em (¥, 7). Sendo mais pre-
ciso, um modelo de um espago de divergéncia (F ., 2) € uma variedade M n-dimensional
de classe €™ mergulhada em um subconjunto de ¥ com divergéncia induzida D = Tyy;.

Esse modelo (M. D) também € um espago de divergéncia.
Definicao 3.1 Uma divergéncia D € chamada reversivel, se D(p.q) = Diq. p).

Observacio 5 D nem sempre € reversivel, ou seja, em geral, D(p.q) # D(q, p).
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Exemplo 3.2
Seja (M.d) um espago métrico. Entiio logicamente D := éa"g ¢ uma divergéncia, pois
d: M x M — R é uma fungio que satisfaz para ¥x,y,z € M:
s d(x.x) =0,
e sex#y=dxy) =0,
o d(x.y)=d(y.x).
o d(x.z) <d(x.y)+d(yz).
Logo se D := %de entio D(p.q) = 0, pois d(p.q) =0e D(p,q) =0 = p= g pois as

duas primeiras propriedades de d nos dio d(p.g) =0 <= p = g. Esse € um exemplo de

divergéncia reversivel.
Exemplo 3.3

Seja @ C R" um conjunto aberto. Seja ¥ : Q x Q — R dada por ¥ = ¥(x.y) com
Wx,y) = ¥(x,z)¥y # x. Seja @ : R — R uma funcio dada por ® = ®(k), onde ®(h) > 0
para k2 > 0 e ®(0) = 0. Entdo a funcio D(x.y) = ®(¥{x,y) — ¥(x.x)) € uma divergéncia
em £, pois se x # y, entdo W(x,y) —¥(x,x) > 0, logo D(x.y) = P(¥(x,y) — F(x,x)) =0
eD(xy)=0= @W¥(ry) —Yirx) =0=¥xx) =¥y =y=x

3.2 Divergéncias Regulares

Sejad = d(p.q) a funcio distincia de uma métrica de Finsler L em M. Seja

1 2
D(p.q) = ;a"(p. g-. p.geEM.

I € a divergéncia da métrica de Finsler em M. Em geral, a divergéncia D nio € C™ ao
longo da diagonal A = {(p.p) € M x M} a niio ser que L seja Riemanniana. No entanto,
temos o seguinte Lema, que, nessa dissertagio serd assumido como resultado.

Lema 3.4 Se D ¢ a divergéncia de uma métrica de Finsler L em uma variedade M, entéo

para lodo ponto p de M, existe um sistema de coordenadas locais (U, ®) em M tal que
1
= = _ 3
2D(@~ ! x), @ (x4 ¥)) = L{x.y) + EL_(* (x, % +o(]y°). (3-1)

Definicio 3.5 Seja M wuma variedade. Uma funcdo divergéncia D em M € chamada
regular se em qualquer sistema de coordenadas locais (U, @) e todo ponto em M,

restringindo a um pequeno dominio se necessdrio,

2D(® (x), D (x+y)) = L{x.y) + P, y) + oy ), (3-2)
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onde L = L(x,y) é uma métrica de Finsler em U e P = P(x.y) € C7 ¢ wma fungdo em
TU — {0} com
Plx.hy) = A1 P(x,y). A = 0.

A métrica de Finsler L na equagio (3-2) forma uma métrica de Finsler global em
M enquanto P nio ¢ uma fun¢io escalar global no fibrade TM. Contudo. podemos utilizar

a funcdo P para definir uma H-funcio em M.
Lema 3.6 Seja DD uma divergéncia regular em M. Seja L e P as funcdes locais definidas

na equagdo (3-2) em um sistema de coordenadas locais (U.®). Entdo

1
H:=P(rry)_i A‘I‘(‘r‘y).""k (3'3)

é uma H-fungdo bem definida em M.

Prova. Seja E(}.ﬂ e P(X.y) as funcdes locais definidas em (3-2) em um sistema de
coordenadas [E,E)_ Seja ¥ = @ o !, Entio, expandindo-se em série de Taylor a

expressio de X, temos:

107%(x
Ix+y)=x+7+ ;BJ:EE J?yy +o(ly*) (3-4)
onde .
y= 5y (3-5)
X

Reescrevamos a expressio (3-2) como

(@' (x). 0 (x+y)) = 2D@ oBod I (x).B ocBod  (x+y))
= 20(@ 'ox(x),® oT(x+y))
= (@ (7.8 (x+7).
onde ()
1 Ve
T3 it 9
z ”+2ara =Yy +o(y). (3-6)

Mas I € uma divergéncia regular, entdo, por definicio,

(@ @)% (F+37) =LE3) + PR3 o). (3-7)
onde
D7) = D5+ 3y o(bf)
= L)+ STy D) iy ol ).
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e, analogamente,
P(%,2) =P(x5)+o(y)-

Entio teremos. no novo sistema de coordenadas. a seguinte expansio:

2D0(®(x). D (x+y)) = 2D(D ' 0F(x), B oF(x+y)) =

x(x)

- - L
=L(%y) + s Ly(X.5) iy PEY) + o [7]°). (3-8)

a_
2 dxdx’
Comparando (3-2) e (3-8), teremos

Lix.y) = L(%.5). (3.9)

I P s 69 IR
Plx.y) = P(x.3) + 5Ly (f-)’)wj"}”- (3-10)
Diferenciando (3-9) em relagio a %, aplicando * e multiplicando toda a equagio por %,

teremos: . g
1 R T ;T P D
EL"* (x ) = ELJ—J&(X‘J-’)EJ’ +§L,-£(LJ-’)$)"J-
Utilizando a equagio (3-5). teremos

AL

1 P P L
E:’-xa(x.y)yk=El.;t(x.y)_?{—l-iiﬁ;-(x.y)m}fy’. (3-11)

Subtraindo (3-11) de (3-10), obteremos
1 T Py
Px,y) — FLa(ry)y* = PEY) — 5L (x.5)7"

Concluimos entio que (3-3) € uma H-fun¢io bem definida em M. O

Logo. para uma divergéncia regular [, temos a seguinte expansdo local:

2@ (), @7 (x49)) = L) s Laler) HHED) Folbf). 312

Proposicao 3.7 Se D é uma divergéncia de uma métrica de Finsler em wma variedade M,

entdo ela € regular com H = (.

Prova. Segue diretamente do Lema 3.3, da definicio 3.4 e do Lema 3.5. a
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Exemplo 3.8 Sejam Q um subconjunto aberto em um espaco de Minkowski (R”,[|.]|).

V) = aiy'y'y", e
| .1
D(x.z) = 5 lz—x"+ 5wz —x).xr.zeQ
Tomemos o sistema de coordenadas natural O(x) = x. Entdo temos 2D(x,x +y) = ||y|]*> —
W(y). D é uma divergéncia regular com L{x,v) = ||y||* ¢ H{x,y) = y(¥).
3.3 Estruturas de Informacio

Por defini¢io, toda divergéncia regular 17 em uma variedade M induz uma

métrica de Finsler L e uma H-fungio. Essas expressées podem ser obtidas por

Hixy) = EE%_” ”J)(G(D).o(zlj—L(x.y)e-. (3-14)

onde (1) é uma curva arbitrdria de classe C' em M com cll)=xec(0)=y,ec=0(t)

é uma geodésica com 6(0) =xe 6(0) = y.

Definiciio 3.9 Uma estrutura de infomagdo em wma variedade M é a par {L,H}, onde

L= L(x,y) é wma métrica de Finsler em M ¢ H = H(x.y) é uma H-fun¢do.

Toda divergéncia regular induz uma estrutura de informagdo, através do desenvolvimento

em Séries de Taylor da mesma.

3.4 «- sprays de uma Estrutura de Informacao

Seja (L.H ) uma estrutura de informaciio em uma variedade M. Seja

a .

9 s 315
=26 (3-15)

; d
G=y a_y'

um spray de L. onde

G'(xAy) =N Gi(xy),

para A > 0 com

. 1, _
6'(x,y) = 78" (. 3) {Lay (3l — La(x.)}-
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Utilizando H. vamos definir uma familia de sprays

. - d
=y —_2G, —, 3.
Gg =y o 2Gaay' (3-16)
onde
. , o ..
Gulx.y) = G' (%) + 58" (x.y)Hyi(x.¥). (3-17)

ou seja, vamos pertubar o spray de L . Gy € chamado de o-spray de (L, H).

Lema 3.10 Seja D wma divergéncia regular em uma variedade M, (L,H) a estrutura de
informagdo induzida por ) e Gy 0 o-spray de (L, H). Seja 6 = o(t ) wma geodésica. Entdo

para loda geodésica G do spray G,

2D(a(1y),6(1n +€)) = L{x.y)e” + (1 — 3a)H(x.y)e* + (). (3-18)

d(o(to).ollo+£))* = Lix.y)e* — 3aH (x,y)e’ + o(e?), (3-19)
onde € >0, x = o(ly), y = &(Ip).

Prova. Considere ¢ = (x°) um sistema de coordenadas locais em M. Sejax(t) = ¢(o(t)) e

Ax = x(fo +€&) —x(tn) usando uma expansio em série de Taylor, temos que

AY = xlto+€)—xlto) (3-20)

; 1 -
f(l’[])ﬁ + EX# (I[])E_ +o (EEJ.

Agora, levando em consideracio o fato de que & € geodésica, obtemos
#(0)+2GL (x(0). (1)) =0

logo

e
Il

#(10)e+ 5(~261)E +ole)

fi(f[])ﬁ = G:;(EE + ()(E::]
= ye—-Gie® +o(e).
(3-21)

Utilizando entdo (3-21), expansio em série de Taylor e o fato de que L(x,y) e H(x,y) sio
fungdes homogéneas positivas de grau 2 e 3 respectivamente em y. chegamos as seguintes
expansoes:

L(x.Ax) = €'L —€'LsGp + o(e”). (3-22)
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L(x AXAY = 3Ly +o(e), (3-23)

H(x,Ax) = He* +ole’). (3-24)

Outros fatos também devem ser observados. o primeiro € que L ¢ homogénea positiva
de grau 1, devido ao fato de L ser homogénea positiva de grau 2 em y, logo pelo Teorema

de Euler para fun¢des homogéneas,
Ly =YLy, (3-25)

O segundo € que
1, '
G (x.y) = le;xr{[,x\y,.f — Lyt (3-26)

Entio, podemos observar, que utilizando esses dois fatos,

: ) ., )
& ! '
L_lf* g y}"-‘_ﬁ ¥ 1.‘;}. {Lx"g-'y\ — L }

Ly _
z—iy"L_‘;-J,\ls;" {Lysyty’ — Lis}.

(3-27)
Mas sabemos que por definicio de Métrica Finsler,
1
Brx = ELJ,Q",\-. (3—28)
Entio, ’
L_‘J-' gk = Eysgksg“{i‘,r\'_‘! - 'L.r"} o (3'29)
Mas sabemos que
gks;‘fd = 8.\'!‘ (3-30)
entiio fazendo s = [, temos
.1 )
LyG* = =y {Layy’ — Lo} (3-31)

Observemos também que L € uma funcio homogénea positiva de grau 2 em y logo pelo

Teorema de Euler para fun¢ées homogéneas.

YLpy =20y, (3-32)
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Sendo assim, a equacio (3-31) fica
1 |
LyG* = 2Ly — E,L_,[fy’. (3-33)

como os indices s e [ variam de 1 a n, podemos fazer | = 5 = k. portanto

1
LG = Ley'—5Ly
1
— EL_(*)"’.
(3-34)
Assim obtemos: 1
LuG* = 5 4y (3-35)

Esta equacio € de extrema importincia nio s6 para demonstrar este Lema,
mas também para demonstrar lemas posteriores. Agora, por hipdtese, sabemos que a

divergéncia D € regular, logo

2D(p™ (%)~ (x +Ax))
Lix.Ax) + %an (x. Ax)Ax* + H (x,Ax).

2D{o(1n). olin+€))

(3-36)
Utilizando (3-22),(3-23) e (3-24), temos
1 :
2D(0(ty),6(tg +€)) = €' L— € LeGl + 7€ Ly +€ H +o(g). (3-37)
Utilizando a equagio (3-35), obteremos
2D(o(10).6(lo +€)) = EL—ELyGy+&LyG +€H+ole)
= €L —E'-{L_‘; [GE— 6"+ e’ H 1 o(e7).
(3-38)

Utilizando a equagio (3-17) temos

2D(6(1n) .oty +€))

e oy
EL—e'L, ;g*-’Hw— +&H +0(e%)

o o :
= £ L— 33;1[,_‘4.5;*-’.‘.‘}_; +EH40(e).
(3-39)
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Utilizando a equagio (3-25). obtemos

o .-
2D(alty).o(tg+€)) = € L—¢ EJ’ML_»* & H,; +EH +o(e).
(3-40)
Usando a equaciio (3-28) . e fato semelhante & equacio (3-30) temos
2D(0(t0).6(to +€)) = €LY gimg  Hy+€ H+0(e")

= €L—€0"SuH, + € H+o(e)

= €L —E}aﬁ.‘-{,.j +&'H +o(e).
(3-41)

Vamos agora utilizar o Teorema de Euler pra funcdes homogéneas. Como H €

uma fungio positivamente homogénea de grau 3, temos

ViH,; = 3H, (3-42)
logo.
20(0(ty).6(tg+€)) = €L — Ea(3H) +’H + o(e), (3-43)
onde obtemnos finalmente
2D(o(ty). 6(ty+E)) = €L+ (1 — 3a)HE  + o(e™). (3-44)

O Lema 3.3, nos di a expressio para o desenvolvimento em séries de Taylor, para a

divergéncia de uma métrica de Finsler L, dada por

1 .
D(p.q) = 7d(p.q)".

Nas condi¢des das hipdteses desse Lema, temos:

2

dio(i).olih+e)? = d(@'(x). 0 (x+Ax))?
Lix.Ax) + %LAJ,- (x. Ax) A + o (Ax).

Utilizando-se dos desenvolvimentos em séries de Taylor (3-22) e (3-23), teremos
d(o(t),o(t0 +€))*> = Le” + Ln,eaj(gk —GL)+oleh).

Fazendo uma analogia i demonstragio da equacio (3-18). teremos que a equaciio acima
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se reduz a:

d(o(ty). o(fy +€))*

Le? — LI1,g£1%Ls;i'vaj +o(e?)

= Lef— gﬁ")’lﬂ,ﬁxgu H,+o (e7)

= Lef— gﬁjylzgﬂgmff_w +o(e’)

= L&’ —ae'y§,;H, +o(e)

= Le?— aﬁly"'.’-{w- +o(e?)

= Le> —30He 4 o(e).

(3-45)

Concluimos entio a demonstracdo do Lema. |

Observacao 6 Da prova do Lema anterior, podemos tirar a seguinte conclusdo: O o-

spray associado para o = 3 € o "melhor"spray. pelo fato de que ao longo de toda
o . . .. . |

geodésica dele, a divergéncia muda a taxa minima, ou seja, no case o = 5, lemos a

seguinle configuracdo:
2D(0(iy). oty +£)) = €L+ o(e?).
Ao longo geodésicas de G 1d variacde de D € minima em relagdo a métrica.

Definicio 3.11 Uma estrutura de informagdo (L, H) em uma variedade M ¢ chamada de

o-flat para algum o se o c-spray Go de (L H) é flat. (L, H) é chamada de flat se é 1-flat.

Definicao 3.12 Seja (L, H) wma estrutura de informacdo em uma variedade M. Seja
L¥(x,y) = L(x,—y) e H*(x,¥) = H(x,—y). Entdo (L*,H*) também é wma estrutura de
informagdo em M chamada estrutura de informacdo dual de (L. H).

Lema 313 Seja (L. H) uma estrutura de informagdo em wna variedade M. Entdo :
(i) (L.H) é a-flat se e somente se (L,otH) € 1-flat;

(i) (L.H) € a-flat se € somente se (L* . H*) é (—ot)-flat.

Prova.
(i): Se (L.H) é o-flat temos equivalentemente que GY, = 0. Mas esse fato

acontece se, e somente se.

Gixy) = —%s:"f (%, ¥)H, (2, y) = —%.E:” () (0H) 5 (x. ).
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fato equivalente a (L, otF ) ser 1-flat.
(if) Observemos o fato de que L*(x,y) = L{x,—y) entdo L} (x,y) = —Lu(x,—y) e
LY (x,¥) = La(x,—y), sendo assim L:*_‘J (x,y) = =Ly (x.—y). Logo

1 1
&(x.y) = Ly (7 y) = Ly (6, —y) = gij(x. ) (3-46)

6"i(x.3)= 381N Ll )~ Lale )} = Gl ). (347
Temos também que
H*(x,—y)=H{x,—y) = H;j(,r.y) = —Hy‘.-(x_.—y). (3-48)
assim
Gylxy) = G'lx,—y)+ %H” (x.—y)Hyi(x.—y)

= GM(xy) - 38" () HY (x.y)

G*(xy).

(3-49)

Em posse desses fatos, entdo (L, H) é a-flat se, e somente se, G, (x,y) = 0¥ (x,y) € TM.
Entio Gi(x,—y) =0 mas Gi (x,—y) = G*_(x.v) por (2.39). Logo G* (x,y) =0 se, e
somente se., (L*.H*) é —a-flat.

|

Lema .14 Seja (L, H) wma estrutura de informacdo em wma variedade M. Para algum
w#0, (L,H) é o-flat se, e samente se, para todo ponto existe um sistema de coordenadas
locais (x) tal que

Ly = 2Ly, (3-50)

1
aH = —EL_(ay*. (3-51)

Prova. Suponhamos que (L, H ) seja ct-flat. Assuma que exista um sistema de coordenadas
(x,y') em que G, (x.y) = 0. Utilizando {3-34) (3-25) e o fato de que (L.H) é o-flat se, e

somente se,Gf;( =0 o que € equivalente a

GH(x,3) = — 6" (x. ) (x.). (3-52)
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1 x I
;Lx“} £ L!;.- g
Lo A
= (.'I"'HFL_\*'J”) (_?g”!f_\d) .
(3-53)
Agora, utilizando (3-28). temos
Lyt = —ay "L}x_‘m.ﬂw H,;
= 2a "gkmgij_\-J-
(3-54)
Utilizando um fato andlogo i (3-30) obtemos
Lay* = —20y" 8y jH,s
= _EGJJH\-'J.'
(3-55)
Utilizando a equagio (3-42) temos
Luy* = —203H
logo
1
= —EL_(gyﬁ. (3-56)
Alterando o nome de alguns indices em (3-52) temos por hipdtese que
. a .
G'lxy) = —E.a"’(x,}’Jfﬁ:(X-J?)
U
= _EHF (ah'_\f*')'
(3-57)
Utilizando (3-36), obteremos
i 1 il
G'xy) = —58 (aH,)
1 41 1
= = —L .
(3-58)

Diferenciando a expressio entre parénteses e simplificando o que for possivel . temos
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. 1. vt
G'xy = —g (Lﬁ WY Ly i)

12° hy!
1 .
= E-‘s’rI (L.r"‘_v"yk +th51-:)
|
— El",d (L.\‘"‘_\-"IJJ( + LA’") e
(3-59)
Por outro lado,
i 1 il
G'(x.y) = 1 (L_(k_,;' ¥ L_(.u) . (3-60)
entio | 1
e (;__(*_‘,yk " ;__(,) 4 (L_ = Lx;) . (3-61)

Multiplicando ambos os termos por g;; e utilizando fato andlogo a (3-30) , temos que

388" (wa » +L,r) = gisg" (L,t*,;y* - L_t.') (3-62)
1 . .
i&-; (an‘;y‘ +‘Lr') = &y (an‘,ly‘ —L_lj) (3-63)
1 P P
E (L.v“}*'J +L.1") = (Lx“'\ﬁ'} _Lx’) 1 (3'64)
logo.
Loy + Ly =3Lagy —3L,. (3-65)

Desse fato, obtemos:
Ly =20y (3-66)

Por outro lado, se L satisfaz (3-50) entio
i 1 il
G xyl = 1-‘:’ (L.t*_l-"yk - Lx")
1
= Eg . (2Lg—Ly)

1y
= 4}, Ly,
(3-67)
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Se L satisfaz (3-51) temos

|
o = - i
(auH), (6& y")
¥
1 1
= (—<L,n*—-L
(-1
1 1
= —=2L,— =L
(ce2-gt)
|
= —ELAJ.
(3-68)
Entio
ooy L
78 Hy = 58 (cH )
il
g 1
=2 (‘E‘a’)
= —g'Ly.
(3-69)
Logo
i i oy [ L a
Go(r.y) = G'(x.y) + 58" Hy = 76" Lo — 7¢"La =0. (3-70)
Portanto (L. H) é a-flat. O

3.5 Meétricas Finsler Dualmente Flat

Definicao 3.15 Uma métrica Finsler ¢ L ¢ chamada Localmente Dualmente Flat se
para todo ponto existe um sistema de coordenadas (1’-) tal que L = Lix.v) satisfaz (3-50).
Esse sistema de coordenadas € chamado de Sistema Local Adaptado. L é chamada de
Globalmente Dualmente Flat se existe uma H-funcdo tal que a estrutura de informagdo
(L.H) ¢ 1-flat, isto €, gue para todo ponto existe um sistema de coordenadas locais tal
que L safisfaz (3-51).

Se L é uma métrica de Finsler localmente dualmente flat em uma variedade M ., entio em
todo ponto existe um sistema de coordenadas (x¥) ne qual o spray com coeficientes (G)?
€ 1-flat, ou seja

G (x.3) + " (2. Hyo (x.9) = 0. (371)
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onde ;
H=—2Ly . (3-72)

A Prosposicilo a seguir considera as métricas Riemannianas Localmente Dualmente Flat.

Proposicao 3.16 Uma métrica Riemanniana L = g,—_;-(x)y"yf em uma variedade M ¢

Localmente Dualmente Flat se e somente se ela pode ser localmente expressa como

&y
dxidx!

gij(x) = (x), (3-73)

onde W = Y(x) € uma fungdo escalar local em M.

2?
Prova. A volta da Prosposicio € simples: se g,-J.-(,r] = T;itﬂ' entio considere L a
™
métrica Riemanniana dada por
L o2 ..
L=gij(x)y'y = Yy, (3-74)

o'/

Derivando-se (3-74), em relacio a deart respectivamente, temos as seguintes ex-

pressdes:
a'q'll-' i i
= — 3-75
Lt = Soravian CWY (3-75)
€ 3
Py o
Li=—7T—(x)¥v. 376
ot = a7 )Y (3-76)
Temos também que . derivando (3-76) em relagio a v e somando em y* | temos
: Fylx) . . :
— i8S, -
‘[‘r“y‘}} Ok oxi o (J’ 8;_‘,4-_)?8;,:])’1. (3-77)
Efetuando as simplicacdes necessdrias, temos
Pyx) iy Pyl
Loyt = —yf iyt 3-78
Y = 3o =y + Yy (3-78)

dx*axl oxf

Como os indices i e j tém a mesma variagdo e trata-se de uma soma, faga j = i no segundo

termo da soma anterior, assim, teremos que

; Fylx)
N, T o . S | B
Loy Haﬁ_aﬂ.ax}yy“ 2L4. (3-79)

Assim L ¢ localmente dualmente flat. Por outro lado, se L = g;;(x)y’y/ ou seja. Rieman-

niana e € localmente dualmente flat. ou seja. obedece i equagio (3-50), temos primeira-
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mente derivando L em relaciio a x' que

dg;

L.rr ax?)’i}?"l_- (3‘80)
e em relacio a x* que
a%r.r
L yiy! 3-81
k=2 VY- (3-81)
Derivando (3-81) em relagio a ¥ e somando em y* temos que
dgij aw V.
fi = ¥ 3-82
x&,.r‘-’ Ik _}’J + ( )

Como temes uma soma em (3-82) podemos fazer uma troca de indices de modo
que os 3 termos da equacio fiquem em yy*, pois todos os indices possuem a mesma

variagio. Sendo assim, chegamos a

e og;
= (x) =222 (). (3-83)

Ay !

aw

3k )

Fazendo a permutaciio dos indices i e [ em (3-83) . temos

dgn dgik 08k
: ol . 38
)+ S0 = 2F (0 (3-84)
De onde obtemos
dg; dg dgi;
g,.( )= %xr( )= ‘,J( ). (3-85)
Seja
v = [ [autdrar (3-86)
entio, temos que, derivando-se parcialmente y em relagio a x* que
dy dgir i
i 3
ax*U f{ aﬂdxj}dx. (3-87)
Utilizando a equagdo (3-85) temos
dy :
iy = [ gady. 3-
= [ guar (3-85)

Derivando toda a expressio em relacio a x' temos

e 3.
ax‘ax!( dx! dx 8 (3-89)



3.5 Métricas Finsler Dualmente Flat 40

Proposicao 3.17 Seja £ C " wm dominio extritamente convexo definido por uma norma
de Minkowski p(y) em B",

Q:={yeR": p(y) <1}
Defina 8(x.y) = 0, y # 0 por
8(x.y) = ¢y +8(x.y)x),ye LQ=R" (3-90)

Seja L(x,y) = (8(x, v))2. Entdo L € localmente dualmente flal.

Prova. Seja w = y + 8(x.y)x. Diferenciando a equagio (3-90) em relagio a x* e y*

respectivamente , temos

B = 0, (W)B(x.¥) +0,,X 81, (3-91)
ou seja
(1= (W)x)8(x,¥) ¢ = 0,4 (w)B(x.¥) (3-92)
[~
0,6 = 4 (W) +,05' 8. (3-93)
ou seja
(1= @y (W) )B(x, 3)yi = 0y (). (3-94)

Comparando (3-92) e (3-94) chegamos & conclusio de que
0, (x,y) = B(x,y)B (x. y). (3-95)

Um fato que deve ser observado € que 8 € definido por uma métrica de Minkowski logo €

positivamente homogéneo de grau 1. Temos entio que

Lo

200
= 266.6
= 2670
(3-96)

Derivando (3-96) em relagio a e aplicando y* temos

Laygy* =40.8,0,5" 12670, (3-97)
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Como 8 ¢é positivamente homogéneo de grau 1. entio pelo Teorema de Euler para fungdes
homogéneas,

8, =6 (3-98)

8,0 = 0,1 (3-99)

Utilizando esses dois fatos . concluimos que

Lyt =46°0,. (3-100)

Como
2L, = 4870, (3-101)
temos que (3-50) € satisfeita. Logo L € localmente dualmente flat. O

3.6 Divergéncias afins e Estruturas de Informacao afins

Em geral uma divergéncia regular I? em uma variedade M nio é uma fun¢io C™
ao longo da diagonal M x M. Nessa Secdo iremos estudar os casos particulares em que 13

€ uma divergéncia C™ ao longo da diagonal.

Definicao 3.18 Uma divergéncia regular D) em wma variedade M é chamada afim se D é

uma fungdo C” em uma vizinhanca da diagonal M = M.

Lema 3.19 Seja D uma divergéncia regular afim em uma variedade M. Eniédo a infor-

magdo induzida (L,H) satisfaz
{i) L= g;;(x)y'y/ é Riemanniana.

(ii) H = H;j (x)y'yiy~.

Prova.

Fagamos a seguinte identificagio: D(x,z) := D(¢~ " (x),¢~'(z)) onde o : M — B”
¢ um sistema de coordenadas. Vamos assumir que D(x,z) é C* em (x.z) € M x M.
Lembrando-se que a divergéncia D € regular, temos entdo a seguinte expansio em séries

de Taylor:
R | .
2D(x,x+) = gij (XY’ + Shi Y+ o(|y). (3-102)

onde

aﬁn(x.a)} (3-103)
[{x=z}

8i(x) = [W
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*D(x.z)
r = | ——— 3-
huk(x) [aa'azfazk} =2} . & 104)

Defina agora

1 1 [9gi, . Ogu. . Ogi
Hi (%) = zhijn(x) — ¢ [ o (x) + o (1) + ﬁ(x)} : (3-105)

dxi

Entio podemos escrever (3-102) como

o 1 (9 g der -
2D(x,x4y) = gi; (X)y'y + Hip (x)y'y'y* s [a;; (x) + %(x) + %(x) ¥y o).
(3-106)

Como estamos tendo agora uma soma em i, J e k.e esses indices tem a mesma

variagio, temos

1 [ogij dgit dg; i 10gij ; ig

- [==L =111 ut- 13 i SR Jpt=LT AU

§ ok %) F g B o WYY = 353000

19g;; i

= gae

(3-107)
Deste modo,
. T T

2D(x. x+y) = gij(x)y'y’ +Hf'jk(x]_v’_‘#”y£+E$(r)y'y"yk+u(|y|]). (3-108)

Logo L = gi;(x)¥'y/, ou seja g;; depende de x € M, assim L é Riemanniana e
H = H;j(x)y'yiy* é polinomial. a
logo, podemos formular a seguinte definigio:

Definigao 3.20 Uma estrutura de informagdo (L, H) em uma variedade M é chamada de

afim se L é Riemanniana ¢ H = H; YvivE € wm polindmio homogéneo.
Se (L.H) € uma estrutura de informagiio afim , entdo (L*.H*) = (L,—H) , pois se
L(x,y) = gij(x)y'y!

, entio
Lix,—y) = gij{(x)(—=y) (—y) = gij(x)y'y = L(x.)
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H(x,y) = Hip (x)y'y'y,

obtemos

H(x,—y) = Hij(x) (=) (=y) (=)* = —Hiu()y'Yy = —H (x,y).

Lema 3.21 Para uma divergéncia afim em uma variedade M e seu dual D¥, a estrutura
de informagdo (L,H) de D ¢é dual & estrutura de informagdo (L*,H*) de D"

Prova. Reescrevamos a equagio (3-108) como

o R [ Ar
g ('Y + H (v + Eﬁ )y 4oy

2D (xx+y)

L*(x.y) + H" (x.y)+ l%(ﬂy;v"v* +o(]y)
2 ga* .

1985 3

Eﬁ(ﬂ)’)’f)‘k+u(|)’| ).

L(x,y) —H(x,y) +

Logo a estrutura de informagdo induzida por D* € (L, —H). O

3.7 Estruturas de Informacéo afins do tipo a.-Flat

Nessa secio estaremos particularmente interessados na estruturas de informagio
a-flat. Se uma estrutura de informacio € o-flat, entiio o ¢i-spray associado i esta estrutura
€ flat. Nessa secio daremos énfase as estruturas de informacio afins e o-flat, com o
objetivo de provar que uma estrutura de informagdo afim (L, H) é o-flat se e somente se a

estrutura de informagio dual (L*,H*) é a-flat.

Lema 3.22 Seja (L.H) wuma estrutura de informagdeo afim em wma variedade M e o0 7 0.
Entdo (L H) é a-flat se, e somente se, existe um sistema de coordenadas locais [x") e uma

Sungdo local ¥ =¥ (x) tal gue

o’ o
L(xy) = 5 (Y'Y, (3-109)
1 Py ik
H(X-J’)=—Em(1h’f} : (3-110)

Prova.
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Assuma que (L, H) é uma estrutura de informagio a-flat. Pelo Lema 3.4, temos

que existe um sistema de coordenadas locais (') tal que

Lx“y"y‘. = 2L 1.

Utilizando a Prosposicio 3.16 concluimos que

aE
60 = g

onde y = y(x) é uma fungio escalar local em M. Logo (3-109) € satisfeita.

(x),

Utilizando a equagio (3-51), ou seja
1
oH = —gL_tgj?k_.

temos que primeiramente, como L = g,—),-(x)y'-yf', entio

_ 14 P’y ik
o = 5 (afaxf)(“)”’-"
1y o
= ——— . 3-
5 Stama Y (3-111)
Assim temos:
H(x,y) = _L—]W (x)y' vy (3-112)
' o dxidxdxh ' )

[nversamente, suponha agora que L = ls;,-),—(x]y"yj e H=H (x)y"y"f‘ satisfacam
as equagdes (3-109) e (3-110) respectivamente. Entdo L satisfaz (3-50). basta olhar a

reciproca da Prosposicio 3.16 . Se H satisfaz (3-121), entio

Py
dxidxfdxk

_ 0 [Pyl
- E(axiaxi-"-‘”)f
= ai (gi;(x)y¥) ¥

= Lok

—60H (x.y) (x)y'y'y

(3-113)

assim H satisfaz (3-51). Logo. pelo Lema 3.4 temos que (L, H) € a-flat. O

Lema 3.23 Seja (L.H) uma estrutura de informagdeo afim em wma variedade M e oL 7 0.

Assuma que em um sistema de coordenadas locais [x"). (L.H) é dado por (3-109) e
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(3-110) respectivamente. Seja

YY) = —yla) + Y (3-114)
i—1

Entdo no nove sistema de coordenadas (x*), a estrutura de informagdo dual (L* . H®) =
(L.—H) é dada por

Py (x*)
i P SR 3115
L'(x".y") axtan] Yi¥; (3-115)
“ a_"
Byt = = L W) e (3-116)

LIV e
6cdxioxiaxy 1
Logo (L* H*) é a-flat.

Prova.
Primeiramente, sabemos que os coeficientes do spray de uma métrica de Finsler

L € dada por
G'(xy) = —5: HLapy' — L} (3-117)
Por hipdtese. a estrutura de informagcio € afim , entio

a_
Lix,y) = ,;,( Wy

33‘4’ i
Ld = Svaniad WY
Assim

oy ; oy
b Il - kN
Ly dxida ot G’y + dx'dxkax! (xhy'y (3-118)

Entio, fazendo a troca de [ por k na expressio de L. temos
Iy : Py F
Laiy —Ly = Y — ——— Y (3-119
iy —La = ey + rafax (B0Y = 5 G0y 3-119)

_ aqq" ( ) i
T oot

Substituindo esse resultado na equagio (3-117) temos

iy Wi 3-120
g - 4;‘: (XJBfaXJaX“' (X))? - [-' )
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Por definiciio de estrutura afim temos que
&) = gij(x)
(=
Hy(x) = —Hjj (x).
sendo assim.
H (1) = Hx ) = ¥ = (3-121)
A 60 o dx axk ax-"a:( Xy .
Assim os coeficientes do o spray G}, de (L*. H*) ¢ dado por
i i o
Gy(xy) = G'(xy)— 58" Hulx,y)
i 1 4
= G'(xy) - 38" (aH) (x.y).
(3-122)
Utilizando a equagio (3-51) temos que
i i 1 ik = !
Go(xy) = G'(xy)— g ?Li‘ry \ (x.¥)
= ¥
= Gy) - 2 (DLew — 2La) (@)
E * 2 6 Y 6 x * L
(3-123)
Por hipétese, (L, H) é w-flat, entdo (3-50) é satisfeita, entio:
i i 1 ik =1 1
Golxy) = G'xy)—5g" | —(QLa)——Ly| (x.y)
2 6 6 o
) 1.
= G'lx.y)+ Zg'ka-.
(3-124)

Utilizando a equagio (3-122) e a expressio para L. temos

. 1. @} s
Giley) = Eﬁ%ﬂmﬂéﬁ(ﬂ)"y”- b
1 ]q; ..
= g i,
58" SamianE

4 ax’axiaxk( Y

(3-125)
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Isto nos diz que. como L* também € Riemanniana. os simbolos de Christoffel [l"a)jfi_ de

G}, sio dados por
A

, . d v
wi _
(Fﬂ)ﬂc(x) =& (X) Aokl (1)
Vamos agora determinar um sistema de coordenadas locais (x]7 onde os coeficientes do

spray G sejam nulos. Para isso , considere a seguinte aplicagio:

0= ).

Podemos observar que o jacobiano de x* = x*(x) € justamente a matriz g;; da

métrica L . ou seja .

o oy
$t8) = 307 = awiand

A aplicacio x} ¢ um difeomorfismo local que serve como uma mudanga de
coordenadas. Definamos agora y*(x*) como na equagiio (3-114). Utilizando agora como

hipdtese a equacdio (3-114) , chegamos i seguinte conclusio:

ay'(x*)
ol ): a * 'a
n aw(x ax n

- r

i=1 o

= Xk.

(3-126)

Desde que (L*, H*) é afim, podemos expressar L* e H* em um sistemna de coordenadas
(x*)| como
® x“
L' = *)J’k}’;

H* H*”k[x }’*‘.’*}’;
Primeiramente sabemos que
;ooyt(x*
X = ”’*_(t)
dx!

Entdo, olhando para a equacio (3-114) temos que ela assume a seguinte forma:

o) +anu_
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Ja sabemos que o jacobiano da transformagiio x* = x*(x) é a matriz g;;(x). ou seja ,

dx?
5 = gi(®)- (3-127)

Entio para g*“ temos que

ox*
g*kl — F
Ay
_ 0 [oy'lat)
n clr? 312‘
Py (xt)

e
dx;dx}

(3-128)
Além disso,

3
2T = Hg TV
.%’H.%’“-aaiw

o et dlx®
Iy
s dxioxkox
oy
dxioxiont’

(3-129)
Também temos que
xi(x) 9 fox)
it anf \axF )

Utilizando a equagio (3-127) temos que

xi(x) dgix
dridxt T dxd

a (yl)
T oo (axf'ax* )
& y(x)
dxidx/dxk”

(3-130)
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Considerando as equacdes (3-127) e (3-130), (3-129)) temos

ax! Pri(x)
E(I).(Fg)jﬁ.(])—w =0. (3-131)
Logo. nesse novo sistemna de coordenadas, Ga’- = (), assim a estrutura de infor-

macio (L*, H*) é a-flat. Entio podemos escrever H* como

1y (x') |
YR

HYf* ) =——— T 1
(") 6cLdxfoxion;

Teorema 3.24 Seja oo 0. Uma estrutura de informagdo (L, H) afim é a-flat se e somente

se sua estrutura de informagdo dual (L*,. H*) é c-flat.

Prova.
Se (L,H) é w-flat e afim , entdo L e H podem ser escritos como nas equagdes
(3-109) e (3-110). Entdo pelo Lema 3.23, temos que (L*, H*) é a-flat. Por outro lado, se
(L*,H*) é a-flat e como (L,H) € afim entio (L*,H*) = (L, —H) também ¢ afim. Logo
(L*,H*) pode também ser escrita na forma das equagdes (3-109)) e (3-110). Dai, pelo
Lema 3.23, o seu dual, que é dual de (L, —H) ou seja, (L. H) é ce-flat.
|

3.8 Conexoes Afins Dualisticas

Sabemos que as conexdes afins tém correspondéncia 1 — 1 com os sprays afins.
Uma conexdo afim em uma Variedade Riemanniana (M,g) é chamada de dualistica
se a conexio linear dual V* com respeito a g é afim. Seja L = g;_,-(x)y'-_vj uma Meétrica
Riemanniana em M e g = g;;dx’ ©dx’ o produto interno associado em espagos tangentes.

Para uma conexiio V em M defina V* como se segue:

§(VIX.Y) 4 g(X.V2.¥) = Z(g(X.Y)), (3-132)

onde X.¥.Z € C*(TM). Temos que V* também ¢ linear.
Um importante fendmeno € que se a conexio linear V € afim. a conexiio linear

dual nio é necessariamente afim, isto €. ndo tem torcio nula.

Teorema 3.25 Seja g uma métrica Riemanianna em uma variedade M. Toda H-fungdo

polinomial em (M. g) determina uma conexdo afim dualistica. Inversamenie toda conexdo



3.8 Conexdes Afins Dualisticas 50

afim dualistica V determina wma H-funcdo. A correspondéncia é candnica:
i = Yo+ 3¢ Hu (%), (3-133)
onde l"_';k sdo oy simbolos de Christoffel de V e }3 + denola os simbolos de Christoffel de g.

Prova.

Seja H uma H-fungio polinomial em uma variedade Riemanniana (M, g). Sejam
V e V conexdes afins correspondentes aos 1-sprays associados G e G| das estruturas de
informacio (g.H) e (g, —H ). respectivamente. Notemos que (g, —H) é a informagiio dual

de (g.H). Afirmamos que
g(VzX.Y) +g(X.Vz.¥) = Z(g(X.7)). (3-134)

Ou seja, ¥V é dual a V com respeito a g. Seja g = Ls;,-j(x)y"yf e =H = H,-J.—,;.y"yfy*. Sejam
l—‘j,-i. (x) e f}k (x) os simbolos de christoffel de G| e G| respectivamente. Sejam também

T ilx) = g;;l"f,-,( (x) e Tpi(x) = gu i (x). Sabemos que

. ) iy
) = 60+ D (), (3-135)
como H = H;J-ky’-yjyk. temos que
H, = 3H;; (x)yly*. (3-136)

Substituindo esse resultado na equacdo (3-135), levando em conta que g € uma

métrica riemanniana . logo g}';(x.y) = Yi-k(x)y"'yk e que G € afim,

1 - 1 . 3. :
3 Ly = Gl (xy) = EYﬂ:—(r)y‘y‘ +£g’;(1)H¢,-k(r)y’yk .

de onde temos
Ff:&- (x) = ij‘_ (x)+3g" (x)H, e (x).
Multiplicando essa equaciio por gy temos
Ty (x) = guYip (x) + 38 (x) Horji(x)..

O que resulta em
Ui i(x) = Yjilx) + 3H;jp(x) (3-137)
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Analogamente para G temos
L ik = Ly ik 2 i iyt
STy = STy'y" — S8 Hijw()y'y".
Ao multiplicar toda essa equacgio por g resulta-se em

T (x) = Yo s (x) — 3H; e (x). (3-138)

Somando as equagdes (3-137) e (3-138) temos

T j(x) + Tjrilx) ik j (%) + i ()

= H;‘Hﬁ +£:‘:Y}&

Y (98 dgki dga s (9  dgis  dgik
B “”’Lg (ax*J’ o 2% okt Tod T ae

— ]3 (as;ra agkl; as;rk) —8,.5 (% agh agjk)

df | oox o doi  das
1dgi; 1dg;
= 2o 2o
_ 98ij
a
-139)
Mas sabemos que
8(VxX;. %) = Tligu = Tije
e de maneira analoga,
= =l
(Vi Xe. X;) =Tygu = Ta .
sendo assim ¢ (X0 X))
8(Vx X Xe) + 8(VxXp, X;) = ﬁ (3-140)

Assim, escrevemos (3-140) como (3-134). Sendo assim . V=V*,ou seja 'V € a conexio
linear dual de V em (M.g). Como V é afim, temos, por definigiio, que V € dualistica.
Seja ¥V uma conexdo afim em (M, g). Defina H;; como em (3-137). Temos entio que
H;jx(x) = Hy;(x) pois obviamente T'j; = [, € ik = Yeji- Seja V¥ a conexdo linear
dual. Seja ]."’:,i os Simbolos de Christoffel de V' e I, | = ‘s;,-;l—'};:_. Entio

(04 Tora0) = 528 g ) 1 o). 3-141)
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Utilizando a equagiio (3-137) . temos que

Yir i () Hya(x) = T () +Tjslx)
Lo () Vi (x) + 3H; 3 (x).
(3-142)
Logo
Do () = i i (x) = 3Hijx(x).
Assim
3H;jp(x) = Y j (o) = T (x).

Podemos permutar i e k logo

Hij(x) = Hyji(x).

Logo H € simétrico em relaciio a i. j e k. Entio obtemos uma H-fungio H =

H, i (x)y'y/¥*. Vamos reescrever (3-137) como

T (x) =Y (x) + 3H 3 (x).

Temos entiio

gal 5 (x) = ga¥iu(x) 4+ 3Hpjx(x).

Multiplicando toda essa equaciio por g”, obtemos que
Dl (x) = ¥ (x) +3g" Hyju (x).
Utilizando a simetria de H. temos finalmente

T (%) = ¥y () + 38" Hjgr (x).

Teorema 3.26 (Amari) Sejam V e V* as conexdes duais afins em uma variedade Rieman-

niana (M. g). Entdo V é flat se, e somente se, V* é flai.

Prova. Seja H a H-funcio polinomial correspondente a V. Entio H* = —H é a H-funcio
correspondente a V*. Notemos que o spray associado a (g.H) tem correspondéncia
biunfvuca com V, e que o spray associado a (g, H") tem correspondéncia biunivuca com

V*. Logo V ¢ flat se e somente se, (g.H) é 1-flat. Mas, segundo o teorema 3.24 (g. H) é
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1-flat se, e somente se. (g. H*) é 1-flat. Mas (g.H") é 1-flat se, e somente se. V* & flat.

Logo, V é flat se, e somente se, V* é flat. O



CAPITULO 4

Aplicacoes aos Modelos estatisticos

4.1 f-divergéncias em espacos de probabilidade

Seja X = (X."B.7) um espago de medida onde X € um conjunto nio vazio, B
¢ uma classe aditiva completa que consiste em X e seus subconjuntos, e 7' uma medida
o-finita em (X, B). Seja P = P(X) o espago das densidades de probabilidade em X,ou
seja,

!P()()={p:)(—>[0,0-°)|‘[xp(r]dr=]}.

Temos que ¥ € um conjunto convexo . De fato, sejam p.g: X — [0L=) € Ped e [0, 1]
Defina & : X — [0,2), & = Ap+(1—A)g. Entio

f adr
be

f Ap+(1—Ngdr
X

l\_[idpdr+(]—)»)hff_’qdr

1 1

A4(1—=R)
= 1.

(4-1)

Assim o € /P, logo P € convexo.
Seja f uma fungiio convexa f : (0,e2) — R com f(1) =0e (1) = 1. Defina

Di:PxP—R
Dypa) = [ p(r)s (;E}D dr (42)

p.q € P. Temos que Dy é uma divergéncia em P. O que de fato é verdade , pois como [
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€ continua e p = 0, utilizando a Desigualdade de Jensen. temos que

yipa) = . p(r)_r(jﬁi D d
r (LP(?‘)%W)
f (j;_fr(f)ff*')

fm
= 0.

(4-3)

onde a igualdade ocorre se somente se p = g. Vamos agora construir uma familia especial

de f-divergéncias em P. Para p € R seja

4 1+1 e _
(3 —e‘-) se p#=xl

: I-p\ 2
folt) = tn(t) se p=1
—In(t) se p=-1
Entio i _
Io14+p ey
, l—pg(E 5 ! ) se p#El
.fﬁ(f): L+in(t) se p=1
1
. se p=-—1
4 1+|3' l—p e _5
()57 - oo
II“P("): {l se p=1
—~ se p=-1

e [7p(1) = 1. Para p = 0 temos

folr) =4(ﬂ— »/?) =2(1+1) -4Vl
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A divergéncia Dy em P € dada por
/ pm_r(@) dr
X plr)
2|1 @)—4 III@ dr
fer J{ (1425 Vo)

fq(f')r?(*')
= 2 () +a@)ar— [ aplr

Dy(p.q)

= 2 (plry+qtrdr— [ 4V/p(r)a(riar
= 2 [ p(r)+4()~2V/plrig(r)dr
= 2 (Vo) val) ar

(4-4)

Podemos ver que do(p.q) = \/D(][p.q) € uma funcio distincia pois dn = 0O e
do(p.g) =0 se, e somente se, Do(p,g) =0=p=ge

dy(p.s) +dols.q) = [3 (L(ﬁ—ﬁ)zdﬁ')%+3(L(\/§—ﬁjzdﬁ')1 :

A desigualdade de Minkowski nos diz que se f.g: Q — E sio fungdes

continuas , entio

(L) < (L) (Ler) @s)

ento, utilizando (3.5). temos

Z(L(ﬁ_ﬁhﬁ_ﬁ)g)%

= \/2.2 [p-varar
X
v 2Do(p.q)

do(p.q).

do(p.s)+do(s.q)

IV

(4-6)

A distincia do( p.g) € chamada de distéincia de Hellinger e Dy 1= %aﬁ é chamada
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de Divergéncia de Hellinger. Para p = —1 temos que

D_1(p.q)= Lp(r)bi (%) dr.

que € chamada de divergéncia de Kullback-Leiber. para p = 1 temos que

I)(P_-f!)=/;f?(r)q(r) in (@) dr,

plr) \ plr)

D(p.g) = LC;(}‘)f!i (%) dr.

4.2 Os a-sprays em Modelos Estatisticos

logo

Seja P um espacgo de densidades de probabilidade em um espago mensurdvel X

e T uma divergéncia em P . Um modelo estatistico em (2, 77) é um par (M. D)) , onde
M ¢ uma variedade C™ mergulhada em P e D = Dyy. Se f € uma fungdo f: (0.) — ]

convexa, tal que f(1) =0e j7(1) = I, entio podemos definir a f-divergéncia Dy em

P como em (4-2). Agora, vamos provar que para toda variedade M C 7, a divergéncia

induzida 12y = Dy sr € afim . a saber . a métrica induzida L = g;; {x)y'y/ & riemanniana e a

H-funcio induzida € polinomial.

Teorema 4.1 Seja [ = f(t) wna fungdo f(1) =0 e (1) = 1. Para todo modelo

estalistico regular (M D) de (P.Dy), aestrutura de informagdo induzida em M ¢ dada

por (L Hp) = (L.pN), onde p =3+ " (1) e

dinp(rix) ; £
(%) |
1 fdnp(rix) A7
5( o y) '

i 9 ’
L=.[A_ {y E!’np] pdr=E

3

1 a2V
N=- [ |y—=i dr=E
6.[x[} ax ””} per

onde E denota a esperanca matemdtica.O a-spray Go,p de Dy é dada por

Gip = G+ (pat 1)A',

onde

- il 5
= (I) rod d B i ]
G = = _/; |:J ¥ axraxjfﬂp(l.,r) a,:J'”[“)d’"

it 2
i_ & (’r)f ,r'i = i -
A= = Iy [} aﬁ.i‘}ip(},x) aﬂp(},x)a'r.

4-7)

(4-8)

(49)

(4-10)
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Prova. O mergulho natural M — P € o que leva um ponto x de M em um ponto p de P,

ou seja, x — p = p(rix). Seja D(x.z) := Dy¢(p(rx), p(riz)), isto é,

D(x.2) :=L e ),r( o x))m. @-11)

Expandindo D , temos que

)

D .1 @b

g i R iik 3y .
D(ex+y) = 555 i R e MR +o([yl), (4-12)
onde
Dy, = f p[}';x).f'(mr;x))a'r
- X plrx)
= [ plra)s(1)dr
X

=0

Sejah = M Temos entio que
p(rix)

dD [p(rx dh df'(h)d}

azi o7 dh
_ I ap(rz)df(h)
- [p plrx) 0z dh dr
_ dplriz)df(h) )
= [x 7 ih dr.

(4-13)

Utilizando a restrigio z = x, temos que [*(h) = f'(1) . entio

on : d ;
Fo= 0 i
FE ) i (])aﬁ‘["_ﬂ(hl)_‘-’ dr
dJ(1)
_ + ]
= 0
Temos que
a.f)vj: dp(riz)dfih) ;

dzi x oz dh

derivando-se essa expressio em relacio a ' e somando-se em ¥' temos

d°D iy [aprz df(h)

ool e
az‘azf dzidz!  dh yy'dre
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Prova. O mergulho natural M — P € o que leva um ponto x de M em um ponto p de P,

ou seja, x — p = p(rix). Seja D(x.z) := Dy¢(p(rx), p(riz)), isto é,

D(x.2) :=L e ),r( o x))m. @-11)

Expandindo D , temos que

)

D .1 @b

g i R iik 3y .
D(ex+y) = 555 i R e MR +o([yl), (4-12)
onde
Dy, = f p[}';x).f'(mr;x))a'r
- X plrx)
= [ plra)s(1)dr
X

=0

Sejah = M Temos entio que
p(rix)

dD [p(rx dh df'(h)d}

azi o7 dh
_ I ap(rz)df(h)
- [p plrx) 0z dh dr
_ dplriz)df(h) )
= [x 7 ih dr.

(4-13)

Utilizando a restrigio z = x, temos que [*(h) = f'(1) . entio

on : d ;
Fo= 0 i
FE ) i (])aﬁ‘["_ﬂ(hl)_‘-’ dr
dJ(1)
_ + ]
= 0
Temos que
a.f)vj: dp(riz)dfih) ;

dzi x oz dh

derivando-se essa expressio em relacio a ' e somando-se em ¥' temos

d°D iy [aprz df(h)

ool e
az‘azf dzidz!  dh yy'dre
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[ o plr:z) d°f (k) oh Jiyydr
x 9zl  dn® o i
Assim, essa expressio fica da forma
ol(z.x) ; g *p(riz) df(h) ; 4
niak b/} = L : d
o7 yyy _/.;'a:,‘a;--"a:f" ah yy'ytdr+
Fplrdf(h) 1 plrz) ;
- : d 4-18
x dziozt  diP p(rx) dFf yyytdr ( )
Olhando agora (3-139) com a restri¢io 7 = x temos
ol (z,x) ; ;
= d
A s Yy = ax'ax-‘ar‘/ plrix)yyydr+
FPp(riz) 1 dp(rz)
" ig ok _
+f U)f azaz pirn) oz Y7 dr. (4-19)
Entio . e (r2) o )
I(z.x) e “piriz) 1 plrx) . .
, Fyiyt = X — 'y dr. 4-20
7' | ,1-}} y x oxldx® p(rix) dx! yy'yldr. ( )
Utilizando o fato (4-16) temos finalmente que
ol(z.x) Pk & p(r:z) dinp(r:x) Pk
—_ : = - ——y'yy'dr. 4-21
o =2 =S adaE a0V “-2])
Vamos derivar 7/(z,x) em relagio a 7' e somar em ¥/, assim . teremos
0Il(z.x) ; ;¢ Fplriz) 1 dplrz)d*flh)
a0 = A Vi 402
o7 M T [ Todad plrx) o dif + “-22)
alzx)
dplrz) 1 Pplriz)d fih)
Vil 423
x dZ plrx) dzidr  di® + ( )
biz.x)
. - 3
dp(riz) 1 dp(riz) 1 dhd’f(h) ; ;4 (4-24)

x a7t p(rx) Oz p(r;x)a_a‘ di
efz.x)
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dh 1 opirix .
Lembrando-se que — = Pl : ) ¢ olhando essa expressio na restricio 7 = x,

d7 plrx) o

temos entdo que

ol(z,x P

a(2X) -y VY +b(2, ) -V + ng le iyt = (4-25)

, &#p(rz) afr!p(: x) plr: z) ad'np (rix)
—_— a L J
/ (])[ dxidah © dr +[ dxidxl 7|4
& plx:z) ;i kOlnp(rix) ;
N |:.[r ot 0 T o dr
Assim ar
a(2X) -y VY +b(2, ) -V + g?“ﬂl- iyt = (4-26)

:3[ plx:z) ,fampu)y‘}

x afax-‘

Olhando ¢(x,z) dado em (4-24) na restriciio z = x e levando em conta (4-16) . temos

dp(rx) k1 dp(rix) . 1 dp(rix) 1

. igk Jir
=Yy = ) | 5 o x) e y’p(m) o p”) (rix)dr
_p-3 dlnp(r:x) ; )
= [A {78;5 plrix)dr.
L
= @D L
FEFRE J Yy = (4-27)
_P dlnp(r; ,r) dinp(rix) ; ? . Fplez) ;dinp(rix)
_zfx{ PR par + [A a V| P2 | e Y e Y [
Seja

dlnp(rix) ]° dinp(rix) ;| [dinp(rix)
L_.[r[ dxi } pdr .[[ dxi ]{ o/ } pirx)dr, (4-28)

entiio derivando-se L em relaciio a x* e somando-se em y* temos

' Plnp(rix) olnp(rix) ,
o ] ' o _ = 5
Ly fxy pREw ¥ 5 p[:.,r)y‘d:-l-
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Alnp(rix Finp(rx
+[_y, Pl )J p(r.x)

ax Bk PR dr

+[ ;dlnp( rx) j0Inp(rix) dp(rix)
o dnf ok 7

aa.m Bleple) )

Logo

Lg)’k_"f { a!'np rx)} [y} .0 gj}ar; } p(r: xa"r+[ {ahip FiX) } (rix)dr.

Mas observemos que

L.&}’L‘Ff { ' r.t) } plrix)dr +2f ’J"’aa;(a?ﬂ _kah!gg‘:ﬂ dr=

=2L {ahrp rix) ] p(r: x]d:+2f [ afﬂp(: x } {)’;y".a_h”?(r:_x).p(r;x)—}-"-_‘.-'ja_p_(r:;)yk 0

axl didx dxidxs
(4-29)
Mas
i 0pnx) ;9 [ 9p(rx)
Y ke ~ T P aw
-d [ . dinp(r:x)
— i | wip(e
Yo [} plrix) o
~ dp(rix) I.aJ’J'r,r::(r:.r) . Jalhip(r;x) )
= Y Y e Y e MY
_ 0lnp(rx) -a!np(r;x) J,a Inp(rix)
= Y =ar Yy P Y 55 pln).
Logo
a Inp(rix d*plrix) Dinp(rix)]’
ax’a(xf -p(rix) =y’ af(a g == [y! ai" plrx). S|

Entio o segundo termo da equaciio (4-29) se anula e temos

: 3 ..
L_,kﬁ:_[{\_{a—m”(f”x) *} u)dr+2f JEPED) (AP |y 5y

i s dak
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Fazendo

Ainp(rix)]? Anp(rx)\?
m:fx[yf%f*)} p(r:x)dr:EKy'$) } (4-32)

Logo

Yyt = 26N+ SLay

3pN + %Lﬂyk.
Sendo assim.

2D(x.x+¥)

1 3 1
Lix.y)+ 3 {3pN[r.y}l+ELxe}}} + n[|y|'1')

1 .
= L(x.y) +pN+ 3L +o(y]’)

el 1 dnp(r)\*| 1
( Hg(: -1’]) } +pE |:E (}’r ”gi: ﬂ) :| + EL'(U’* +u(|}"|3).

Portanto 1y é uma divergéncia regular e a estrutura de informacfo induzida (Ly,Hy) =
(L.pN) € afim.

Seja G = y'- "G“ o spray induzido de L e Gy j = 3*—- — "Gapa—_,- o -
spray de D;. Vamos agora obter a expressio para os coeficientes desse o-spray. Sabemos

E

que a expressio para um o-spray de uma estrutura (L, H) é dado por
i i a i
G (x.y) = G'(x.y) + 58" (x.y)Hu (x,y).
Reescrevendo esta expressio para a estrutura de informagio (L.pN) .temos
i _ i op 433
Ga_p(x.'yJ - g (x_-}’J + Tg (x‘y}hl_r\:'(rr},) ( e )

onde
G(x.y) = —r: PLaay* —La}. (4-34)

Temos que L € dada por (4-28). Derivando L em relacio ay teremos

;0inp(rix) dinp(r.x)
= 2|y—- LX) ————dr. -35
Ly .[t {y Fw plrix) Py dr. (4-35)

Derivando a expressio anterior em relagio ax* e somando em ¥, teremos

3%l dlnpir;
Loy = fﬂ' aja?,xjp(f;ﬂ ”gfj der+
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i9lnp(r:x) | dp ,dlnp(rix)

2

+f—“{ ax }aﬁ ad art

+ f { amﬂ(”}p(?‘:«r)ﬁ'ai_gﬂ,’é;jx)dn (4-36)

Derivando L em relaccio a ! temos

B Olnp(rix) fa:f¢ip(}';r) o amp(: x) ap(r:x)
Ly —fx2 [y 5 }y pWEw plrx)dr -I—f o P, dr
(4-37)

Derivando N que é dado pela equagio (3.32) em relacdo a y temos

1 ;dlnp(rix) 2 0y lnp(r:x) ]
o= ), 3[” o | ay e P

B a!'np (r; x) dp(rix)
- 2[ [ } O =g dr

_ a!'np rx] ap(r;x)n"
B 2,[ i

Agora
(a1 dinp(r:
L,w{é'}’k—'tf _fz kyf E;f(gr.«x plrix) Hgg’x)drdr+
— —

Apl )
e

Oinp(rx)] dplrx)  dinpirix)
=
N [A [J’ ax o) Tl &

. rlfppl:r;tl | dpirx)
plrx). > plrx)  gd

;Onpirx)]~dp(rx)
-2 dr.
_L ] [”’ } ax

dx?

Teremos entiio

. ;D np(rix) dplrix)
L-‘J’&)"_L’J_ [ Y kot ) dx! +

a.l’np( x)| [dlnpirx) ,k dp(r;x)
+L2[ ax H ok 3} ad

Dinp(r:x)]? dplrix)
_];[y T} D (4-38)

Logo

_ ¢ 9-Inp(rix) Ynp(rix) dplrix)
‘J(*yk L.= fz e o dr+
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+‘[X2 [y:afﬂp({‘:ﬂ] * dp(rix) dr_

ox’ did
;Ainp(rix) - dplr; ,r)
= —_ : -3
fx[—" a } o " #-39)

teremos dai que

_ ¢ 97 Inp(rix) Ynp(rix) dp(rix)
v-(*yk L.= fz p e dr+

;dinp(rix) Eﬂ.’p(r;x)
+L[” or ] PR

Finalmente

L dxtaxf ax!

Voltando  expressio do a-spray. e fazendo § = r com a mesma variagio, teremos

L _fzﬁ ’Map("‘r)-q-zw,_,.

Gup(ry) = G'lxy)+ Zpg'*(Jr-y)f\{a(xw)
1 2np(r;x) dp(r;x) g po
= ,K r ) Lt
2& [ L | g e Ny
_ 1 @*np(r:x) dp(rix) l+po
= 3F [ e ad |t & w2y
_ 1 a—m; r:,.x ap(r:x)Jr N 1+pa/ Lolnp(r.x) ‘ap(r:x]d}
2 dxkey dx! 4 Jx dx” dxd
(4-40)
Teremos entio
Gho =G +(po+1)A’ (4-41)
onde . .
g8 [ & A 2 o
G = 5 _/; [} ¥ axraxjhip(:.x] ax,p[r,x)dr (4-42)
e
il 2
i_ & (A’)f ,r'i = i = 43
Al = 2y [} ar_i'np(},r) aﬂp(},r)a'r_. (4-43)
concluindo assim a demonstragio do Teorema. |

Observaciio 7 Podemos escrever L e N de formas diferentes. Facamos p(rix) = p.
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observe que
dinp
L= [ { axi } pdr
d-Inp
- [y d [( mp) pdr} _.[ { c']x’c']x-’}
R ) ; 0°Inp
_ ig _ i
- [ Y S " f [’”’J af'aﬂ} pdr
_ a inp
=¥y ax*arf_/. f Y S
a Inp
- _[ [ ' ,] &
(4-44)
De maneira andloga, podemos escrever
3
6N = f [’Eaéﬂf)} pdr
d np d=lnp dp
k _ it ol
Yo {ax’ ] pdr 2][ afap} [’*aﬁ @,
mas
d d=lnp o Pnp a Inp ,dp
R - i ,l = 45
Y ok [[)’ c'lr“c'fl-’p:| dr [”’;J’kaxraxraf”d”’f Y o aEdr @)
Utilizande esse fato e (4-16) temos
d a!'np dp . d . 0%np
=y it PO N U el
N=r3a ], {ar ] [J” ax-f}d? “}}aﬂj,“-[” axan’ |
2
- [ Yy ra TP
Utilizando (4-44), femos
a Inp . Plap
—_3 12 | Vi . _
4 axif [ axiaxs }“"*“fx“ Y Swamaardr @449

Essas expressdes serio utilizadas na préxima secfio.
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4.3 Familia exponencial de distribuicoes de probabili-
dade

Definiciio 4.2 Uma variedade M em P é chamada de familia exponencial ou variedade

exponencial se é coberta por infe¢des
o QCR'—=MCP,
tal que, p:=®(x) € P pode ser expressa por

prsx) = e flriHk(r)—yix) (4-47)

d
Nessa seciio, defina p := p(r;x). Observe que f a—!:.dr = 0. Por outro lado,
X dx

‘[x%d" - [ (ﬁ'(r) - %) ndr

1 gy OWEE)
[ strpar—£ [ par

portanto

dy(x) .

A= j:\ fi(r)pdr. (4-48)
Exemplo 4.3
A divergéncia de Kullback-Leibler Dgp em M é a f-divergéncia com () = —Ini. Sendo
assim.

Di(p.p') = fxp[r)hz (%) dr
e filr) Hk(r)— ()
-/;f p(f} In {,x";_,f}[r) k() —w(x) dr
[P Wsi— k=) = k()]
_/;, p [ —x") fi -+ y(x') —y(x)] dr (4-49)
i) L pdr —y(x) j; pdr—(x' —x)! L pfi(r)dr
= YY)~y - (- A,
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Proposicao 4.4 Seja M uma familia exponencial de distribuicdes de probabilidade comeo
em (3.44). A estrutura de informagdo induzida de Dy € dada por (Ly Hy) = (L,pN) com
p=3+2f"(1)e

Prova.

Entiio

_W(x)
= oY

_ L) oy
N = et

Notemos que Inp(rix) = x'-_,f';(r) +k(r) —wyi(x). sabemos que

;. D%lap
—_ f i L
L= .[xyy dxi o pe

a1 d[ad .
e = =g [E (xfi(r) +ktr)—w(x))]

I PR
- I (&_I.f‘f(r)_ )

s
_ Pyl
dx ox!
Logo
- Pinp
- _ I Bl -
L _/;y_v dxidx/ pdr
_ Pyl ;,-'f
- ) Jx pdr
_ Pyl i
= waw’ "

Derivemos L em relaciio a x*, assim teremos

Fy(x) i
Aaiats

Derivando L em relagio a y' e somando em y* teremos

Ls=

¢ a]‘l*'(f) i a]"'P(X) ik
Lagd = sasd®”? + atanan””
2 aﬂlp(x) il

“aviaxio T

(4-50)

(4-51)

(4-52)

(4-53)
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Logo. a expressio dos coeficientes do spray de L € dada por

g Plx)

g = rts (ﬂm_‘w : (4-54)

Como N pode ser escrito como em (4.3), teremos entio

.. Pln p . d*Inp
— K
No= 3f Y Svavas P w} ax*f Y SvaaPar

_ ijxd o 1,0 (Pylx) ;i ;
= 3f Y 5 {axf [aﬁ (@ filr) + ’")_‘“(‘))Hp“f’”rzykaﬁ (axf'axi”J)
— Wi {3 (h_aw&g]+1 YW g

dx’ | dx/ it 2 dxiaxiont”
;i 0 >y (x) 1 Pylx)
_ iq k2 _ = i k
- 3[»\-”-" axi( a.r-fa,r") 3 Sramad
_ 1 a"q-'() Viyl ,x+l o*y(x) Yipiyk
T3 oxoxiad 2 dxidx o
1 Py(x)
T Govowdx Yy
{4-55)
O

Corolario 4.5 Seja M uma familia exponencial de distribuigdes de probabilidade na
SJorma (4-47) . Seja (Ly.Hy) a estrutura de informacdo induzida pela f-divergéncia.
Quando po= —1, temos que (Ly,Hy) € a-flat, isto é, o a-spray de (Ly,Hy) é flat.

Prova.

O a-spray é dado por
i A= Gilx.v) 4 P il ; 4-56
Ghyp(x.3) = G7(r.3) + g (13N (x.) (4-56)

Derivando ¥ dado por em relagio a y! vamnos obter

1 & - . e
Ny = E% [5”},:),1 +5_;'r}")”' +81-:y'i!‘r]
1 Py)
= g
& Y] sacad
1 c‘.l\p(x)

= 2adadad” vy
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logo
- L P ap gl DY)
Gr : _ f:_,rl +a_,l _,H’_*.’
wp(®Y) = ' =38 WiRgadY t 28 1mavad’
_ patlgl IV
4 2 dxidxidxl” 7
logo. para po = —1. temos que G&_P =0, ou seja, o c-spray da estrutura é flat. a

No exemplo a seguir. iremos tomar uma familia M de distribuicdes normais,

parametrizada no aberto
U={(po):ucRock,}.

Verificaremos que M € um espago de curvatura gaussiana negativa, determinando a matriz

de sua métrica, utilizando os fatos provados anteriormente.

Exemplo 4.6 Considere agora uma familia M de distribuicdes normais gaussianas com

STy e - o
média e variancta G-

Vamaos reparameltrizar M por

plrix) = T falr) k) —wlx)

onde

xt= E“f_-: , e = %—_r,_]‘.] (F1=r, falr) = =r? e k(r) =0.

Facamos

N _ e
) L) )yl _ ] {,[ o ]

V2Mo

Teremos

LAyt _ ] {[——ﬁ—]

s 25-
vino

Dessa igualdade, obteremos

y(x) = ‘uéz +log(V2no) = (X])Ehwle'

2o 457

Assim M € uma variedade exponencial em P e

az'q.l(x) i

= wiox

(4-5T)
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onde -
“yix)

gijlx) = e

Para a variedade M, obtemos a matriz da méirica:

1 o

g A 22

[gij('r)] - _ A__ll (x':l: __|_[-t ]]
e TP L T

1

calculando a curvatura Gaussiana dessa métrica, obteremos K = — .

No préximo exemplo, iremos tomar 5 como uma familia de distribui¢des gamma,
e verificaremos que § € um espago de curvatura gaussiana negativa, determinando um

intervalo para sua curvatura gaussiana.

Exemplo 4.7 Seja 8 a familia das distribuicées ganma com espago de enventos Q =B

e parametros T,v € R definida por

v—1

plrTv) = G)v%e-?ﬂ. (4-58)

onde T e V variam no conjunto

U:{(p.V):p:%ER,vER'}__

e I' € a funcdo-gamma definida por

-
I(v) = f =le=%ds. (4-59)

il
Primeiramente, vamos reparametrizar M colocando al= H P=v, h=—r.fa=lnre

k(r) = inr.
Utilizande a equacdo (4-47), temos

,,u— 1

T(v)

Aplicando o logaritmo em ambos os lados dessa equacdo , teremos

—prvinr—Inr—y W —rp
=u .

plripv)=e ¢

—pr+vinr—inr—y=vin(p) + (v — 1)inr—Inl(v) — ru,

asyim

W= Inl(v) —vinu.

Logo § é uma variedade exponencial em P ¢
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az“’()

=50 "
(5.
\-"

1‘rfl <

f1z=4821= m

o (\,3

£22

(4-60)

i)

onde x(v) = ™
Assim lemos a seguinle métrica
s 2
ds® = —dp” — Zdpdv + K (v)dv*

Fazendo agora a mudanca de coordenadas

eV =V, feremos

1

p=%
dpt = Ea{v—%dﬁ.

dv — —
B_

Utilizanda esse fato, a métrica assumird a forma

dﬁ) dv + ¥ (v)dv,

1

p

1

w B (ﬁ““"ﬁ "B) B(

ds® = %dﬁg + (}c'(v) - %) v,

entdo,
Com essa mélrica, leremos a seguinte maitriz da métrica
0

G| F
[gi] 0 (k‘(\.’)—%)

X
2

=
[ 0 (V) —3) |
teremos finalmente

Voltando para o sistema de coordenadas anterior , temos
0]

leii] =

Voltando ainda para o sistema de coordenadas (x')
xx! 0
iflx)] = . .
[gij(x)] 0 (K;(I_)_I]")

(4-61)
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Calculando-se os Stmbolos de Christoffel para a métrica dada pela equagdo
(4-60), feremos

o —2vi' (v)
N1+ v (v))’
1 K’(")

Ty = 2A—14+vK'(W)’
()

Ta= 2(—1+vi'(v))’
5 v

M =320 —vem)’
5 |
27 (1 v (v)

e v (v)

2214w (w)
Utilizando a Equagio de Gauss (Ver em [2]) e fazendo as simplificagdes

necessdrias, veremos que a curvatura gaussiana dessa variedade serd dada por
K+ v (v)
A (v) - 1)

Segundo [8] . a fungio K satisfaz

4.4 Dualidade das f-divergéncias em espacos de proba-
bilidade

Essa seciio tem por objetivo. aplicar o Teorema 3.24 para as f-divergéncias. ou
seja provar que a estrutura de informacio induzida pela f-divergéncia dada por (Ly. Hy)
¢ a-flat se, e somente se, (Ly+, Hy+ ) = (Ly(x.—y). Hy(x,—y)) é oi-flat.

Definicio 4.8 Seja (P, D) um espago de divergéncia. Definimos a divergéncia dual D

em P por
D*(p.g) = D(g.p)."p.q € P.

Dada uma fungio convexa f : (0,20) = R com f(1)=0e f"(1) = 1, seja

Fay=1y (}) >0,
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Entiio

fr(1)=1f(1)=0.

Calculando suas derivadas primeira. segunda e terceira em relacio a f. temos:

w1 Ly
= (?)—f—f ({-)
Y Y B A
jj (U—F.f (:_)
s o i S l _l A l
r-—2(2)- e (2)

=1

Fazendo r = 1. entiio:

7y = =300 = (1) = =371,

Sendo
p=34+27"(1),

como no Teorema 4.1, faremos
P* =342 (1) =3+42(-3—f"(1))= -3-2,"(1) = —p.

Logo
pi+p=0.

Olhando para a f-divergéncia em espacos de probabilidade, temos

(Df)”(f“-’)="3,r'(ﬂ:'-ﬂ)=/;q(r)_f(%) dr

f)..l""(P.'f‘f) = \/xp(r).f'* (%)d}

_ 3P | ]
= -[xf-?(’)m.f Pl dr

glr)

fxq(f').f' (%)

Dy(g.p).
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Entio (/)" = D+ induz. segundo o Teorema 4.1, uma estrutura de informagio
(Lpe.Hp) = (L.p*N) = (L. —pN),

onde

. d 2
Ly (x.y) = Ly(x, —y) = fx |:J-"§h?p:| pdr,

. o
Hy-(6) = Hy(x, ) = -2 [ {y*@mp} .

A estrutura de informagdo induzida de (D;)* € a dual de I?;. Nesse sentido Iy é chamada

de dualistica.

Proposicio 4.9 A estrutura de informacdo (L, Hy) € a-flat se, e somente se, (Lg+, Hy+)
(Lylx,—y),Hylx,—y)) € a-flat.

Prova. Sabemos que a estrutura de informagio dual de (L, Hy) é (Lpo Hp) =
(Ly(x,—y),Hy(x,—y)). Utilizando-se o Teorema 3.24, segue diretamente a demon-

stragdo da Proposicio. |
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APENDICE A

Notacoes

Seguem aqui uma lista de notag@es utilizadas durante o texto.

1. E significa Esperanca matemdtica de wuma varidvel aleatéria.

2. G significa coeficientes do spray G.

3. gy significa Coeficientes da matriz da métrica em questdo.

4, g4 significa Coeficientes da matriz inversa da matriz da métrica em questdo.
5. &; significa delta de Kronecker:

6. L(x.y) significa Expressdo da méirica de Finsler.

7. L(c) significa Comprimenta da curva .

8. H(x,y) significa Expressdo da H-fungdo.

9. ﬁj significa simbalos de Christoffel para wma métrica Riemanniana.
10. l"fI significa simbolos de Christoffel para wm spray.
11. P significa medida de probabilidade.
12. Q significa espago amostral.

13. T'(e) significa Fungdo gamma com pardmelro o.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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