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Resumo

Nesta dissertacao, estudamos como se comporta o modelo do oscilador de Dirac,
inserido em um sistema de dois niveis, ao interagir com o campo eletromagnético externo,
desconsiderando a quantizacdo do campo (teoria semiclassica). Para tal, obtemos as
funcgoes de inversao de populacao de energia e de spin em trés situagoes gerais: sem termos
que violam a simetria de Lorentz; com a introdu¢ao de um termo CPT-impar que quebra
a simetria vetorial de Lorentz, UM@E7“¢; com a introdugao de um termo CPT-impar que
quebra a simetria de Lorentz por meio de um acoplamento axial, bui/?'yg,fy“w. Em seguida,
analisamos o caso especial da ressonancia entre o sistema e o campo incidente. Nesse caso,
toda a influéncia do oscilador de Dirac foi perdida e as func¢oes de inversao de populagao
de energia e de spin reduziram-se aos resultados encontrados na literatura cientifica.



Abstract

In this dissertation, we studied how the Dirac oscillator model behaves when interact-
ing with external electromagnetic field inside of a two-level system and without considering
the field quantization (semiclassical theory). In order to do it, we obtained the popula-
tion inversion function of energy and spin in three situations: without Lorentz-breaking
symetry terms; with the introduction of CPT-odd terms which broke the Lorentz vetorial
symmetry, vlﬂﬂvﬂw; with the introduction of CPT-odd terms which broke the Lorentz
symmetry by the axial coupling, bM@Z_J%'y/‘@D. Then, we analised the special case of resso-
nance between the system and the field of incidence. In this case, all influence from the
Dirac oscillator was lost and the population inversion function of the energy and spin
became the same as the one found in scientific literature.
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INTRODUCAO

Nas ultimas duas décadas, a Fisica foi agraciada com o surgimento de duas ferramentas
tedricas: o Modelo Padrao Estendido, que, através da violacao das simetrias de Lorentz,

procura incluir a forca gravitacional ao Modelo Padrao, e o oscilador de Dirac.

O conceito do oscilador de Dirac foi introduzido por Moshinsky e Szczepaniak[1]. Esse
conceito foi edificado a partir da inser¢ao, na equagao de Dirac, de um acoplamento nao-
minimo: p — p —imwir, onde w é a frequéncia do oscilador, m é a massa da particula
e r é o vetor posicao. O oscilador de Dirac surgiu da procura por um potencial que
possibilitasse a criacao de um modelo, no qual, o momento e as coordenadas espaciais
fossem lineares e que reproduzisse o hamiltoniano do oscilador harmonico, no limite nao-
relativistico. O oscilador de Dirac é exatamente soltivel e, nos ultimos anos, tem sido

bastante estudado[2-7].

O Modelo Padrao Estendido surge da necessidade de descrever a Fisica de uma forma
mais completa. Uma vez que o Modelo Padrao das particulas elementares nao é capaz
de descrever todas as forcas conhecidas, ou seja, ele descreve a forca eletromagnética, a
forca fraca, responsavel pela radioatividade, e a forca forte, responsavel pela estabilidade

do préton, entretanto nao é capaz de descrever a quarta forca, a gravitacional.

Para satisfazer tal necessidade, Kostelecky e Samuel[8], influenciados pelos trabalhos
de Teoria de Cordas[9] e de Gravitagao Quantica com Loops[10, 11], propoem a incor-
poracao da quebra espontanea de simetria de Lorentz através da inclusao, na densidade
Lagrangiana do Modelo Padrao, de termos com campos fundamentais fixos. Esses termos
sao responsaveis pela quebra de simetria no referencial das particulas. O referencial do

observador permanece intacto[12].

O sistema de dois niveis é extremamente usado na Fisica como um modelo para estudar
o comportamento dos sistemas. Nele, supoe-se que o espectro de energia do sistema seja
definido por dois niveis de energia. Claro que essa suposi¢ao so6 é valida para sistemas
de baixas energias, uma vez que em sistemas de altas energias nao podem ser descritos
em apenas dois niveis de energia. Tal modelo ¢é pertencente a Mecanica Quantica e nao é

compativel com a visao classica.
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Da uniao desses trés arcaboucos tedricos da Fisica, surgem as bases de nosso inédito
trabalho que consiste em estudar o comportamento da interacao entre o campo eletro-
magnético externo e o oscilador de Dirac, sem considerar a quantizagdo do campo (teoria
semicléssica), em um sistema de dois niveis. Estudamos, também, tal comportamento

submetido a termos que violam a simetria de Lorentz através de acoplamentos vetorial,
UM/_J'Y“@Z% € aXiala b;ﬂz%'yuw-
Este trabalho é organizado da seguinte forma:

No capitulo 1, fizemos uma breve introducao sobre a equagao de Dirac e o conceito
do oscilador de Dirac, onde discutimos suas principais propriedades. Como referéncia da

equacao de Dirac, podemos citar os livros de Schweber[13], Gross[14] e Thaller[15].

O capitulo 2 é dedicado a violagao da simetria de Lorentz em um regime nao-relativistico.
Tomamos como ponto de partida a Lagrangiana de Dirac acrescida dos termos CPT-

impares e terminamos obtendo o Hamiltoniano da violacao de Lorentz.

No capitulo 3, iniciamos o nosso trabalho propriamente dito. Fizemos um sistema des-
crito pelo Hamiltoniano nao-relativistico do oscilador de Dirac interagir com um campo
eletromagnético externo. Em seguida, descrevemos essa interacao, de forma semi-classica,
ou seja, sem tratar o campo como quantizado, em um sistema de dois niveis. Como resul-
tado, encontramos as fungoes de inversao de populagao, que descrevem o comportamento

da inversao do sistema entre os estados que o compoem.

No capitulo 4, estudamos as implicagoes decorrentes da introducao de termos que
violam a simetria vetorial de Lorentz em um sistema, no cenario do oscilador de Dirac,
eAv P

m

e £= obtemos

interagindo com um campo eletromagnético. A partir dos termos p

as funcgoes de inversao de populacao de spin e de energia, para cada caso.

No capitulo 5, inserimos no Hamiltoniano de interacao oscilador de Dirac-campo
eletromagnético externo um termo, o -b, que viola a simetria axial de Lorentz. De-
vido as dificuldades para resolver as equacgoes diferenciais acopladas, tivemos que fazer
algumas consideragoes. Deste modo, obtemos as fungoes de inversao de populacao de spin
e de energia para trés casos especiais: no primeiro, supondo a auséncia do background;
no segundo, supondo que o background possui apenas uma componente na dire¢ao z; no

terceiro, considerando o campo elétrico nulo.

No apéndice, descrevemos a técnica que utilizamos para resolver equagoes diferenciais
acopladas que surgiram ao longo deste trabalho. Essa técnica é conhecida como equacao

caracteristica.
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1 O OSCILADOR DE DIRAC

Este capitulo consiste na apresentacao do modelo do oscilador de Dirac. Tal mo-
delo surgiu no final dos anos oitenta, inserido na literatura cientifica por Moshinsky e
Szczepaniak[1], e vem sendo bastante utilizado desde entdo, em problemas envolvendo con-
finamento de quarks na Cromodindmica Quantica[2—4], propriedades termodindmicas|5],

propriedades da transformacio de Foldy-Wouthuysen[6], Otica Quantica[7], dentre outros.

1.1 A equacao de Dirac

Em 1928, o fisico britanico Paul Dirac propés uma equagao relativistica, de primeira
ordem, capaz de contornar as dificuldades com a densidade de probabilidade negativa
da equagao de Klein-Gordon[16]. Esta equagao, que foi chamada de equagdo de Dirac,
tem uma importancia especial por descrever, perfeitamente, as particulas que obedecem
a estatistica de Fermi, ou seja, aquelas que possuem spin %, como o elétron e o préton.
Além disso, a equacao de Dirac introduz o conceito de antiparticula, comprovado, expe-
rimentalmente, em 1932, com a descoberta do poésitron, a antiparticula do elétron, pelo

fisico americano Carl Anderson[17].

é

D[ —

A equacao que descreve o movimento de particulas livres de spin

mgtlb(%t) = Hypectp(w,t) = (ca -p+ﬁm02) U(x,t), (1.1)

onde Hppee ¢ o Hamiltoniano de Dirac para a particula livre, o operador momento ¢
representado por p = —ihsy e as matrizes hermitianas 4 x 4 a e § foram definidas na

representacao de Dirac por

0 o 1 0
(0 7) () »
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onde o = (01,092,03) sdo as matrizes de Pauli 2 x 2. Hy,.. atua na funcao de onda

¢1(T‘,t)
Y(r,t) = : cCt. (1.3)

Z/J4(’I",t)

Se m =0, isto é, caso estivéssemos lidando com neutrinos, entao o termo de massa de

(1.1) desapareceria. Assim, teriamos a equacao de Weil
0
zﬁaiﬂ(t) =ca-pY(t). (1.4)

A forma covariante da equacao de Dirac pode ser obtida através das matrizes +,
(ithy" 0y —me)p =0, (1.5)

onde Y0 =3 e 7' = pa’.

Pode-se criar uma interagao entre a particula livre de Dirac e o campo eletromagnético
pela introducdo, na equagao (1.1) ou (1.5), do acoplamento minimo: p —p—<¢A, H —
H —e¢, que na forma covariante ¢ definida por pt — p# —£A# onde A é o potencial
vetor eletromagnético, ¢ é o potencial escalar eletromagnético e A* = (¢, A). Tomando
como base essa determinacgao, podemos tratar varias questoes interessantes da Mecanica
Quantica Relativistica. No terceiro capitulo, aprofundaremos nosso estudo em uma dessas

questoes.

1.2 O oscilador de Dirac

O modelo do oscilador harmonico nao-relativistico é uma das ferramentas mais poderosas
da Fisica. O seu Hamiltoniano é uma func¢ao quadratica no momento, p, e na coordenada
espacial, r. Com isso, o oscilador harmonico possui diversas simetrias fundamentais que

garantem a conservacao do momento angular, da paridade e da energia.

Partindo do fato de que a equagao de Dirac é linear no momento, Moshinsky e Szczepa-
niak[1] procuraram um potencial que possibilitasse a cria¢cdo de um modelo analogo ao
oscilador harmonico na Mecéanica Quéantica Relativistica. Um potencial, no qual, o mo-
mento e as coordenadas espaciais fossem lineares e que reproduzisse o Hamiltoniano do

oscilador harménico, no limite nao-relativistico. Dessa procura surgiu o oscilador de Dirac.
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Dado o Hamiltoniano de Dirac para uma particula livre,
Hppee = ca-p+fmc?, (1.6)
podemos introduzir um acoplamento nao-minimo:
p— p—imwpr, (1.7)
onde w é a frequéncia do oscilador e m é a massa da particula. Dessa forma, obtemos
H,q = cou- (p—imwpBr) + fmc? (1.8)

que é o Hamiltoniano do oscilador de Dirac. Embora o acoplamento nao-minimo, equacao
(1.7), ndo seja hermitiano, o Hamiltoniano do oscilador de Dirac é, pois a matriz o
permite tal fato. A matriz § garante a covariancia de Lorentz do acoplamento nao-

minimo, (1.7)[18].

Nosso objetivo é obter o Hamiltoniano nao-relativistico do oscilador de Dirac. Como

primeiro passo, devemos substituir a equagao (1.8) na equacao de Schrodinger

oy
i = Hi=E. (1.9)

Contudo, nossa funcao de onda é definida como

W(t,r) = e P y(r) (1.10)

onde ¥ (r) é um quadrispinor, e podemos defini-lo como

2/1(7")2{ v } (1.11)

X
onde ¢ e x sao spinores de duas componentes. Entao, finalmente substituindo, obtemos
co - (p+imwlr)yx = (E—mcz)gp; (1.12)

co - (p—imwir)yp = <E+m02)x. (1.13)
onde « e (3 foram sdo definidos na equagao (1.2).

Mas, manipulando a equagao (1.13), obtemos que

_co-(p—imwfr)p

= 1.14
X E +mc? ( )
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Substituindo a equagao (1.14) na equacao (1.12), obtemos
FCo - (p+imwr)o - (p—imwr)p = (EQ—m2 4)(,0. (1.15)

Usando a relagao

(0-A)(c-B)=A-B+ioc-(AxB) (1.16)

podemos dizer que

o-(p+imwr)o - (p—imwr) = p? — 3mwh+m2w?r? - 2mwo - L . (1.17)

Logo,
02 (p2 — 3mwh +m?w?r? — 2mwo - L) Y= (E2 - m204) w - (1.18)

O limite nao-relativistico é alcancado considerando que é na energia de repouso, mc?,

que esta concentrada a maior parte da energia da particula, de modo que podemos utilizar
a aproximacio: E~&+mc?. Assim, E? —m?c* ~ 2Emc?, se £ < mc?. Portanto,

2m+ 2

2 2,2
3
Ep= (p mer —2wh—w0'-L>cp:Hmodgp. (1.19)
Usando S = ho /2, obtemos o Hamiltoniano nao-relativistico do oscilador de Dirac,
2 2,2 3

) —iwh—wa'-L. (1.20)

Horod = 5+ 5

Os dois primeiros termos do Hamiltoniano nao-relativistico do oscilador de Dirac re-
presentam o oscilador harmonico 3-D, sendo o comportamento desses termos o responsavel
pela de denominagao “oscilador de Dirac”. O terceiro termo é uma constante de desloca-

mento dos niveis de energia. O quarto termo representa o acoplamento spin-orbita.

1.3 As autossolucoes do oscilador de Dirac

Nessa se¢ao, calcularemos as autossolucoes do oscilador de Dirac.

A partir da simetria esférica do problema,
J=L+S, (1.21)

onde J é o momento angular total, L é o momento angular orbital e § é o spin total,
pode-se mostrar que o momento angular total J comuta com o Hamiltoniano H. Dessa

forma, o momento angular é conservado. Os autoestados desses operadores podem ser
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escritos como
k k
i 1 rYVy (6,
u(r) = ( s ) -2 ( #m, (0) ) (122
k) ik 6.0)
onde yfmj sdo espinores esféricos. Na literatura cientifica[19], é possivel encontra-los na

forma yfmj =|j,m). Tais espinores obedecem a vdrias relagdes[19, 20], incluindo

T2k =G+ DRYE, =35 (1.23)
Jzy]]?mj = mjhy]kmj ) |mj| S] (1.24)
KYim, = FROYN k| =+ (1.25)

onde definimos o operador K como: K = diagonal(k, —k), com k = (- L+ k). De forma

que K comuta com H e J.
“\\k —k
(7)Y, = =Vijm, (1.26)
onde 7 ¢ o vetor radial unitario.

Podemos substituir p — p £ imwr na identidade,
k—T
o-p=ilo-7) (—h@,w%) , (1.27)
r
de forma que obtenhamos

o -(p—ptimwr)=i(o-7) (—ﬁ@r+k_hj:mwr) ) (1.28)
r

Substituindo a equagao (1.28) na equacao de Dirac, em forma de sistema de equagoes

acopladas (1.12) e (1.13), obtemos

() s = (B2 at, (1.29)

<$+i+mgr> g(r) = (W) fr). (1.30)

Da equagao (1.30), temos que

F(r) = (Efme> <$+f+ m;‘”) g(r) . (1.31)
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Entao, substituindo-a na equagao (1.29), desacoplaremos o sistema de forma que

2 T m2W2T2 mw 2 _m2c4
dd!iﬂ(z ) _ <k(kr'2’_ 1) 4 = >g<7,) _ ((Qk— 1) = (£ 23 )> g(r)=0. (1.32)

De modo semelhante, obtemos

mw  (E?—m?c

)1t (a5 -

d?f(r) _(Kk(k—1) N m2w?r?
dr2 r2 ﬁ2

4)> Fr)=0. (1.33)

Essas equacgoes podem ser resolvidas através da técnica das equagoes hipergeométricas
confluentes. Caso o leitor queira conhecer os detalhes da técnica, sugerimos uma consulta

ao livro de Abramowitz e Stegun[21]. Assim, obtemos

2\ (+1)/2 2
g(r)= Anle*m“”g/% (77%;7‘) M (—n,H— 2, mwﬁr) , (1.34)
—mwr?/2h mwr? L ;3 mwr?
f(r)=Byye 5 M| —n' "+ > ) (1.35)

onde A e B sao constantes de normalizacao.

Inserindo as equagdes (1.34) e (1.35) nas equagdes (1.29) e (1.30) e utilizando a

condicao de normalizacao, obtemos que as constantes A e B sao definidas como

A mw nll <1+m02>r/2 —21_”+2(2n+2l+1)!!r/2 (1.36)
=—2c€"|= — , )
TR |2 E Ll [(20+ 1)1
By =" ll (1 mC2>r/Z [ +2(on 4 2+ 1)1] (1.37)
N = ——€ - = s .
TR |2 E V! [(21 + 1)1
onde e=[—1"en :n—%+l_2l/, com n,n’ > 0.
Definindo o niimero quantico principal como N =2n+1, com N =0,1,2,..., temos
) m2c* + (2N —2j + 1) hiwmc? parajzl—!—%
E* = . (1.38)
m2ct 4 (2N +2j +3) hwmc®  paraj=1— %
No limite nao-relativistico, ou seja, considerando E — & +mc?, obtemos
N —j+3) hw = 2nkiw paraj=1+3
£— ( 2) 2 (1.39)

(N+j+%)hw:(2n+2l+1) para j =[— 3

Essas autossolucoes serao muito importantes para o desenvolvimento dos capitulos



posteriores.
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2 VIOLACAO DA SIMETRIA
DE LORENTZ

A Fisica foi reinventada com o surgimento de dois dos seus maiores pilares: a Teo-
ria da Relatividade Especial, criada a partir da idéia da relatividade do movimento, da
invariancia de Lorentz e da geometrizacao do espago-tempo, e a Teoria da Mecanica
Quantica, criada a partir da idéia da dualidade onda-particula, da superposicao e da
probabilidade. Da uniao desses pilares, surgiu, no final da década de 1920, a Teoria

Quantica de Campos. Tal teoria foi criada para descrever campos de forma quantizada.

Nesse cenario, o Modelo Padrao das interacgoes foi desenvolvido. Baseado nas sime-
trias de gauge do grupo SU(3)® SU(2) ® U(1), o modelo é capaz de descrever trés das
quatro forgas conhecidas, ou seja, a forca eletromagnética, a forca fraca, responséavel pela
radioatividade, e a forca forte, responsavel pela estabilidade do proton. Entretanto, nao

¢ capaz de descrever a quarta forca, a gravitacional.

Com o intuito de incluir a for¢ca da gravidade no Modelo Padrao, surgiu a idéia da
quebra espontanea da simetria de Lorentz. Em altas energias, é possivel que tenhamos
uma teoria unificada que descreva a natureza de forma simétrica. Teoricamente, o Modelo
Padrao com gravidade seria capaz de descrever uma Fisica com energias da ordem de 10
GeV.

Dentre as propostas de violacao da simetria de Lorentz, a quebra causada por um
campo de fundo ganhou destaque, uma vez que, em um processo de transicao de fase, é
normal que surja, quando o sistema fisico atinge o estado de minima energia, um campo
escalar de fundo nao-nulo resultante. Este processo de transicao de fase, no cenario do
modelo padrao, explica a aquisi¢io de massa por parte das particulas fundamentais[22].

Tal quebra reside, também, na Teoria de Cordas.

Em 1989, surgiu a idéia do Modelo Padrao Estendido[8], baseada na ocorréncia da

quebra espontanea de simetria na Teoria das Cordas[9]. Nessa extensdo, a quebra se da
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através do acoplamento de termos de campos de fundo fixos na densidade Lagrangiana
do Modelo Padrao. Esses campos de fundo fixos quebram a simetria de Lorentz apenas

no referencial das particulas. O referencial do observador permanece intacto[12].

No Modelo Padrao Estendido, a Lagrangiana que descreve os férmions pode ser divi-

dida em duas partes, resultando em termos CPT-pares,

_ 1 _ 7 - = ) - AP
£QM“WT:_§ W¢WW¢+§%ﬂmﬂDyw+§%ﬂmywan’ (2.1)

eletron

e termos CPT-impares|23],
CPT—i - -
Eeletronzmpar = —UMPV’W - buw'y57uw ) (22)

onde os coeficientes violadores de Lorentz, ¢, e d,,,, nao possuem dimensao, mas possuem
componentes simétricas e antissimétricas. Os coeficientes v, e b, possuem também, com-
ponentes simétricas e antissimétricas, entretanto, possuem dimensao candnica de massa.

O coeficiente H,,,, por sua vez, é antissimétrico e possui dimensao candnica de massa.

Nesse trabalho, focaremos nossa atencao nos termos CPT-impares, cujos coeficientes
violadores de Lorentz, v, e b,, estam acoplados de modo vetorial, v,y 1, e axial,

b,ﬂ%ﬂ“@/}, respectivamente.

2.1 Violacao da simetria de Lorentz por acoplamento
vetorial

Dada a Lagrangiana de Dirac,
1 - -
EDirac = 5®¢’Y“ 8u¢ - m¢¢ ’ (23)

podemos obter a Lagrangiana de Dirac com quebra de simetria vetorial de Lorentz,

inserindo-lhe um termo CPT-impar do tipo vetorial, Ulﬂ;’}/'uw. Dessa forma,
L' = Lpirac — vuz/_wﬂw ) (2.4)

Aplicando a equacao de Euler-Lagrange,

oL aac

871/_}_ Haid_],:()v (25)
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na equagao (2.4), obtemos a equagdo de Dirac modificada:

(90— vy —m) = 0. (2.6)

Tal equacao pode ser reescrita no espago dos momenta:

(V'pu — vy =m) =0, (2.7)
onde p' = (E,p).

Como o foco desse trabalho é o modelo do oscilador de Dirac interagindo com um
campo eletromagnético externo, podemos introduzir o acoplamento nao-minimo (1.7) e,
por meio da derivada covariante, D, = d,, +ieA,, também o campo externo, A,. Dessa

forma, a equagao de Dirac para o sistema é
(ivof)t —- (p - imwvor) —eYAg+ey- A—vp v — m) Y =0. (2.8)

onde as matrizes de Dirac v* em sua forma matricial sao

[0 o , (10
R R e P

O quadrispinor ¥ pode ser escrito em termos de dois spinores, ¢ e y. Assim, surgem

duas equagoes acopladas
(E—m—vg—eAp)p=0-(p+imwr—v—eA)Xx, (2.10)
(E4+m—vyg—eAg)x=0-(p—imwr—v—cA)p. (2.11)

O limite nao-relativistico é obtido quando a aproximacao, £+ m — vy —eAg ~ 2m, é
considerada. Para tal, devemos assumir que a massa da particula é muito maior que o
termo de quebra, m > vy, e que o termo do campo eletromagnético externo, m > eAy.

Com isso, podemos escrever,

1
X:%a-(p—imwr—v—eA)gp. (2.12)

E as equagoes podem ser desacopladas, substituindo x na equagao (2.10). Assim,

1
(E—m—’uo—er)gOZ2—0’-(p—l—z’mwr—v—eA)a‘(p—z'mwr—'v—eA)go. (2.13)
m

Podemos alcancar o Hamiltoniano nao-relativistico do sistema através da identidade:
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(0-M)(oc-N)=M-N +io-(M x N) e, considerando, E =m+ H. Dessa forma,

—eA)? 2,2 3
2m 2 2
(p—cA) v’
— VU —wo - —. 2.14
- v —wo (vxr)+vo+2m (2.14)

O primeiro termo representa o Hamiltoniano nao-relativistico do oscilador de Dirac
acrescido dos termos do campo eletromagnético externo, ou seja, o Hamiltoniano de in-
teragao oscilador de Dirac-campo externo. Os outros termos pertencem ao Hamiltoniano
de violagao de simetria vetorial de Lorentz. Sendo que os dois tltimos termos, vy e %,
nao interferem na fisica do sistema por serem constantes que provocam um afastamento

do espectro de energia.

2.2 Violacao da simetria de Lorentz por acoplamento
axial

De maneira similar aquela vista no caso vetorial, podemos obter a Lagrangiana de
Dirac com quebra da simetria axial de Lorentz através da insercao de um termo CPT-

impar do tipo axial, buzz%ﬂy“w. Dessa forma,
E/ = »CDirac - b;ﬂhﬂ’% 5 (2'15)

onde Lpirqc € a Lagrangiana de Dirac dada pela equagao (2.3).

Aplicando a equagao de Euler-Lagrange, (2.5), na equagao (2.15), obtemos a equagao

de Dirac modificada:

(i*y“@M — bu'y‘r’fy“ — m) »=0. (2.16)
Tal equacao pode ser reescrita no espaco dos momenta:

(Y'pu— by =m) =0, (2.17)
onde p* = (E,p).

Novamente, o objetivo desse trabalho é o modelo do oscilador de Dirac interagindo
com um campo eletromagnético externo. Dessa forma, podemos introduzir o acoplamento

nao-minimo (1.7) e, por meio da derivada covariante, D, = d,,+ieA,, também o campo
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externo, A,. Entao, a equacao de Dirac para o sistema ¢é
(mo&t —- (p — imwyor) —eyYAg+ey- A—bpy°Y +~4°b -y — m) v=0. (2.18)

Entretanto, a matriz de quiralidade, 7%, na representacio de Dirac, é definida por

0 1
V== = ( o ) : (2.19)

Como antes, o quadrispinor 1) pode ser escrito em termos de spinores ¢ e x. Com

isso, duas equagoes acopladas surgem
(E—m—eAg—b-o)p=|o-(p+imwr—eA)+byx, (2.20)
(E4+m—eAg—b-o)x=|o-(p—imwr—eA)+byp. (2.21)

Para que se possa atingir o limite nao-relativistico, devemos considerar a aproximacao:
E+m—eAy—b-o~2m. Nesse caso, estamos assumindo que a massa da particula é muito
maior do que o termo de quebra, m > |b|, e do que o termo do campo eletromagnético

externo, m > eAg. Nessa condic¢oes, podemos escrever

1
(E—m—er—b-a)go:2—[0’~(p+z'mwr—eA)+bg] [0 (p—imwr —eA)+byle.
m
(2.22)

Essa equagdo pode ser resolvida através da identidade: (o-M)(o-N)= M -N +

io- (M x N). E usando, novamente, E = m+ H, obtemos

—eA)? 2,2 3
H = M+€A0+mwr ——w—2wS-L|+
2m 2 2
o b+ L (p—cA)+ i (2.23)
o - —O0 - — € — . .
m p 2m

Mais uma vez, o primeiro termo representa o Hamiltoniano nao-relativistico do os-
cilador de Dirac acrescido dos termos do campo eletromagnético externo, ou seja, o Hamil-

toniano de interacao oscilador de Dirac-campo externo. Os outros termos pertencem ao
2
0

' 29m?

nao interfere na fisica do sistema por ser uma constante que provoca o deslocamento do

Hamiltoniano de violagao de simetria axial de Lorentz. Sendo que o tltimo termo

espectro de energia.
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3 0O OSCILADOR DE DIRAC
EM UM SISTEMA DE DOIS
NIVEIS

No presente capitulo, faremos um sistema fisico de dois niveis, no cenario do oscilador
de Dirac, interagir com um campo eletromagnético externo. A partir dessa interacao,
estudaremos a forma como esse sistema transita entre os estados. Para isso, utilizaremos
as funcdes de inversao de populacao de spin e as de energia. Por fim, consideraremos o
caso especial da ressonancia e o compararemos com os resultados existentes na literatura

cientifica.

3.1 Hamiltoniano de interacao oscilador de Dirac-
Campo

Consideremos um sistema fisico descrito pelo Hamiltoniano nao-relativistico do Os-

cilador de Dirac:

p2 mw?r? 3

2w
— ——wh——8" L. 1
2m+ 5 2wﬁ 7 S (3.1)

H nrod —

Fazendo com que esse sistema interaja com um campo eletromagnético externo através
do acoplamento minimo, p — p —eA(r,t), o que obtemos é o Hamiltoniano de acopla-

mento minino,

B [p—cA(r, b)) mw?r? 3 2w

onde A(r,t) é o potencial vetor do campo externo e ¢(r,t) é o potencial escalar do campo

externo.

Substituindo o Hamiltoniano de acoplamento minino (3.2) na equacao de Schrodinger,

L 0
ih s = HY
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e lembrando que p = —ih<y, temos
0 —K? e 2 mw?r? 3 2w
h—1 =<{ —— ——A ——wh——8"-L ;1. :
i { N [v CA(rY)| o)+ "0~ Sun— s }w (3.3)

Para simplificar, vamos assumir que o campo elétrico esteja linearmente polarizado na
direcdo x, e que a origem das coordenadas seja tomado em algum ponto fixo no sistema.
Isto pode ser justificado pelo fato dos comprimentos de onda serem muito maiores do que
as dimensoes do atomo [24]. Assim, supondo que todo o sistema esteja imerso em uma
onda plana eletromagnética, descrita pelo potencial vetor A(rg+ r,t), podemos usar a

aproximacao dipolar, k-r < 1, e escrever este potencial vetor como

A(ro+mr,t) = A(t)explik-(ro+7)]
= A(t)explik-ro](1+ik-r+...)
~ A(t)explik-ro] . (3.4)

Dessa forma, podemos reescrever (3.3) como

0 —h? i€ 2 mw?r? 3 2w
h— =S —|vv——A ——wh——8-L;. :
zﬁatw { 5 {v ﬁ (ro,t)| +ep(r,t)+ 5 zwﬁ h S }w (3.5)
Usando o gauge de radiacao, impomos que
o(r,t) =0, (3.6)
e obtemos
0 —h? ie 2 mw?r? 3 2w
Podemos definir uma nova fungao de onda ¢(r,t) como
Ut =exp i Alro.0)- 7| 6(r.1). (33)
Inserindo (3.8) em (3.7) e chamando P = ih {V — i%A(ro,t)}, obtemos
0 e P2 mw¥? 3 2w
Zﬁa {eXp [ZHA(T(),t)-’P gb(’r,t)} = [27’)1+ 2 —2Wh—ﬁSL] X
X exp [i;A(TO,t)-r (1) . (3.9)
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Porém,
1 8 € . .e e a ) e )
zﬁat{exp [ZFLA(TOJ) - ¢(T,t)}—zh (Zhj exp [ZhA-r g (A.r)> ¢ +ihexp {ZTIA.T E(b
=—eexp [i;A.r A -ro(r,t) +iliexp {@'zA.r d(r,t).

Entao, apés a eliminacao do fator exponencial e a execug¢do de um rearranjo nos

termos, obtemos

_ p2 2,2 9 _
iho(r,t) = {2m+ mwQ L gwh— ;S-L—l-eA-'r}ng(r,t) . (3.10)

2 2.2
Chamando Hy = 2%1 + e — %wh— %“’S - L, temos

ihg(r,t)={Ho+eA-r}o(r,1), (3.11)

onde Hy é o Hamiltoniano que agrega todos os termos do oscilador de Dirac.

Fazendo a substituicio A = —E, obtemos
ihg(r.t) = {Ho—er-E(ro,t)} ¢(r,t) , (3.12)

onde o Hamiltoniano de interagdo do sistema com o campo eletromagnético E(ro,t), é
dado por
Hin = —er- E(r,t) . (3.13)

Em seguida, usaremos o Hamiltoniano obtido para estudar a funcdo de inversao de

populacao entre dois niveis.

3.2 A funcao de amplitude de probabilidade entre os
dois niveis

Dado o Hamiltoniano que descreve um oscilador de Dirac nao-relativistico interagindo

com um campo eletromagnético externo,

P2 mw?? 3 2w
H—H0+Hmt—%+T—§wﬁ—?S~L—er-E(ro,t), (3.14)

faremos sua representacao em um sistema de dois niveis. Devido o termo de interacao
spin-orbita, presente no Hamiltoniano, torna-se imprescindivel a utilizacdo de uma base

de quatro estados: {|14),|1—),|2+),|2—)}, onde os elementos foram obtidos através de
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produtos tensoriais entre os autoestados de energia, {|1),]2)}, e os autoestados de spin,
{|+>7 |_>}

A funcao de onda que define o estado do sistema sera,
[0(1)) = A (D)[14) + A_(O)[1-) + By (t)[2+) + B-(1)[2—) , (3.15)

onde A4, A_, B4 e B_ sao as amplitudes de probabilidades de encontrar o sistema nos
estados [14), [1=), [24) e [2—), respectivamente. E importante lembrar que a soma das
probabilidades é

A (OF + A= + B )] +|B-(t)[* = 1. (3.16)

O sistema evolui de acordo com

ifib(t)) = HIp (1)) (3:17)

que é a equagao de Schrodinger. Porém, para estudarmos a evolugao do sistema, devemos
escrever o Hamiltoniano na base {|1+),|1—),|2+),|2—)}. Para tal, utilizaremos a relagao

de completeza |14) (14| +|1—)(1—| + |24) (24| + |2—) (2—| = 1.

A partir dos autovalores de Hy,

(N—j+%> hw = 2nhw para j :l+% (3.18)
(N+j+%)ﬁw:(2n+2l+1)hw paraj:l—%

onde H0|1—|—> = 2n1hw1]1+> = k1+hw1]1+>, H0‘1—> = (2n1 + 2l + 1) fiwﬂl—) = kLhw1|1—),
H0|2+> = 2n2ﬁw2|2+> = k2+hw2|2+> e H0‘2—> = (2n2+212+1)ﬁw2|2—> = k‘g_ﬁw2|2—>1,
podemos escrever Hy na base {|14),[1—),[24),|2—)}. Assim, apds “sanduichar” Hy com

a relacao de completeza,
Hy = (Relagao de Completeza) Hy (Relagao de Completeza) , (3.19)
obtemos,

Hy = k1+ﬁw1\1+)<1+\+k17ﬁw1\1—)<1—\+
+/€2+ﬁWQ|2+><2+| + k:g_ﬁw2|2—><2—| . (3.20)

lAdotaremos o uso dos termos Ifl‘ em vez de 2nl e 2nz + 2lz +1, com o intuito de resumir as equagoes
+ ) )
€ com iSSO7 facilitar a Compreenséo do leitor.



28

De forma similar, podemos escrever Hy,; na base {|1+),[1-),[2+),|2—) }:
Hint = (Relagao de Completeza) Hipt (Relagao de Completeza) . (3.21)

Vale reforcar que o campo elétrico esta linearmente polarizado na direcao x, ou seja,

Hint = —exE(t). Dessa forma, temos
Hing = —e[|1+)(1+]x]2+) (2+] + [1-){1—|z|2—)(2—| +
+[24) 2+ |z|14) (14| +|2—) (2—|z|1=) (1—|] E(t) , (3.22)

onde usamos (14|z[2F) = (2+|z|1F) = (1x|z|1x) = (2%|z|2x) = 0,2 pois 0 operador & nio
atua nos estados de spin simultaneamente ortogonais. Assim,
Hint = —Pray [14) 2+[E(t) = Pl [24) (1+|E(t) -
—Pra__[1=)2=[E(t) = Ply__|2=)(1—|E(1) . (3.23)
onde Pja,, = e(1£|z|2£) é o elemento de matriz do dipolo elétrico.
Portanto, o Hamiltoniano total na base {|14),|1-),[2+),|2—)} é,
H = ki hor|14) (1| 4 k1 hwr [1=) (1—=| + ko hwa|24) (24| +

ko hwa|2—)(2—| = Pra,, [14+)(2+|E(t) — Piy, , [24)(1+E(t) —  (3.24)
—Pra__[1=)(2—|E(t) — Piy__[2—)(1-|E() -

Substituindo (3.15) e (3.24) na (3.17), aparecem quatro equagoes diferenciais acopladas

de primeira ordem,

Al) = kB AL () 4+ P, ()B4 (1): (3.25)
A_(t) = —;kl_hwlA_(t)Jr2P12__E(t)B_(t); (3.26)
Bilt) = — ko, BunBi(t) + 1 Py, B A (1): (3.27)
B_(t) = —;kgthB_(t)+;Pf2E(t)A_(t). (3.28)

Na aproximagao de dipolo, o campo pode ser expresso como
E(t) = Egcosvt , (3.29)

onde Ey é a amplitude e v ¢é a frequéncia do campo.

20nde |*) simboliza qualquer estado de spin, ou seja, |+) ou |—).
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Através de uma redefinicao dos coeficientes, onde

at(t) = A+€%kl+wl L by(t) = Bye™er (3.30)
a_(t) = Ape™-“1,  p_(t) = B_et2-w2
podemos escrever,
ar(t) =& Pra,, Eoby (1) [e ki wi—ha watv)t +ei(’“l+w1—k2+“2—“)t] ; (3.31)
0 (t) =P Egb_(t) [e (ki_wi—ho_wotw)t | ik wi—he_wo—v)t| . (3 39)
bo(t) =P, Foar(t) [e— (kl+w1—k2+w2+”)t+e—i<’“1+w1—’<2w—”>t} . (3.33)

b7<t) _ %Pf277E0a7<t) [ei(klwlkgwg+v)t+ei<k1w1k2wgu)t:| . (334)

Através de uma técnica conhecida como aproximagao de onda girante (rotating wave
approximation - RWA), podemos negligenciar os termos antirressonantes, eii(kliwl_kzinJrV)t.
Isso é justificado pelo fato de esses termos antirressonantes oscilarem rapidamente e, con-
sequentemente, possuirem uma média temporal aproximadamente nula, tendo assim, seus

efeitos negligenciados. Desse modo, obtemos

Qy(t) = o Pro,, Egby (t)e'F1e1—hepea—v)t, (3.35)
Q(t) = 4P Eob (t)e'll-«1r—he eyt (3.36)
bielt) = Phy,, Boay (t)e (o)t (3.37)
bo(t) =Py Eoa(t)e (Fowi—he wamv)t. (3.38)

Para essas equagoes diferenciais acopladas de primeira ordem podem ser encontradas

solugoes exatas através das técnicas descritas no apéndice desse trabalho.

Tomando como condigoes iniciais a4 (0) = % e b1 (0) =0, estamos supondo que, ini-

cialmente, o sistema esteja nos estados |1£). Dessa forma, obtemos como solugao

1 2t
a+(t) = \/§COS<\/(P12E0)2+ (k1+w1 — k2+c«J2 — V) 2) X

t 1 i(/{}1+wl—/€2+WQ—I/)
Xexp{ ki, w1 —ko, wo—v ]—
( ’ ) )2 ﬁ\/(Pleo)QﬂL (k1+w1 —k2+w2—V)2

. 21
X Sln<\/(P12E())2 + (k;1+w1 — k:2+w2 - V) 2) exXp |1 { (k:1+w1 k2+w2 - l/) 2] (3 39)

X
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1 2t
a_ (t) = ﬁ COS(\/(PlQEO)Z -+ (kl_wl — ko wo— V) 2) X
t 1 (k1 w1 —ko wo—v
xexp{i (/{:Lwl—k‘gfwg—v) ] - — ( L ) X
2 \/§ 2 2
(PlgE()) + (kl_wl — ko wo— V)

. 2¢ ) t
X SlH(\/(P12E0)2 + (k17w1 - k‘gJ.dQ — I/) 2) exp {Z (k17W1 — k27W2 — I/) 2] ;(3.40)

1 1P1oFy
=5 -
\/_ \/(P12E0)2 + (k‘1+w1 — k2+w2 — V)

b+ (t) X

. 2t . t
X SlH(\/(P12E0)2 + (k1+w1 - k2+w2— V) 2) exp{—z (k1+w1 — k2+w2— V) 2} ;(3.41)

_ 1 1P Fy
= 5 =
\/_ \/(P12E0)2 + (k17W1 — ko wo — I/)

2t t
X sin<\/(P12Eo)2 + (k:l_wl — ko _wo— 1/) 2) exp[—i (k:l_wl — ko _wo— 1/) 2} (3.42)

b_(t)

X

onde supomos que os elementos de matrizes do dipolo sao reais, entao

Py = P12++ = P1*2++ =P = Pl*Q,, . (3.43)

Para estudar a forma como o sistema muda entre os estados, definimos duas fungoes
de inversao de populacao: a funcao de inversao de populacdo de spin, Wg e a funcao de

inversao de populagao de energia, Wg
2 2 2 2
Ws = lay @)+ |04 ()" = la—(8)" = [b-@)]" , (3.44)
2 2 2 2
Wg = lar (0" +la- @) = b+ ()" = [b-()]" . (3.45)
A funcao de inversao de populagdo de spin é
Wsg=0, (3.46)

ou seja, nao ha inversao de populacgao de spin. Isso ocorre pois o campo elétrico nao atua

nos estados de spin.
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A funcao de inversao de populagdo de energia é

1 2t
Wg = 3 cos? (\/(P12E0)2 + (k1+w1 — ko, wo — u) 2) +

9
— (P1aEy)?

1 (/f1+uJ1 — ko wo — V) y
5 2

2 (P12E0)2 + (k:1+w1 — /C2+u)2 — V)

2t
X sin? <\/(P12E0)2 + (k:1+w1 — ko, wo — V) 2) +

1 2t
+§ cos? (\/(P12E0)2 + (klfwl — ko wo — 1/) 2) +

2
1 (kl_wl —ko_wo — V) — (P12 Ep)? y
o 2
2 (P12E0)2 + (kl_wl — ko wo— V)

21
X Sin2 <\/(P12E0)2 + (lﬁ_wl — ko wo — V) 2) , (3.47)

onde os termos k1, k2., w1 e wy sao contribuicoes do oscilador de Dirac.

Em um caso especial, quando o sistema esta em ressonancia com o campo incidente,
k1 w1 — ko, we = v, toda a influéncia do oscilador de Dirac é perdida. Dessa forma,
obtemos um resultado conhecido na literatura cientifica: a funcao de inversao de populacao

de energia sem o cenario do oscilador de Dirac [25]
Ws=0 e Wg=cos(Pi2Ept) , (3.48)

onde o termo PjoFEy é conhecido como a frequéncia de Rabi.
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4 IMPLICACOES
DECORRENTES DA
VIOLACAO DE LORENTZ
POR ACOPLAMENTO
VETORIAL

Neste capitulo, estudaremos as implicagoes decorrentes da introducao de termos que
quebram a simetria vetorial de Lorentz, através do acoplamento: v,1y#1), em um Hamil-
toniano que descreve a interagao de um oscilador de Dirac com um campo eletromagnético

externo.

4.1 Implicacoes decorrentes do termo e‘i’ v

Podemos inserir, em um Hamiltoniano que descreve um oscilador de Dirac interagindo

com um campo eletromagnético externo, um termo de quebra do tipo vetorial
H = Ho+ Hint + Hypy (4.1)

onde o termo de quebra é

A-v

Hyp=e (42)

Assim, escrevemos o Hamiltoniano total, H, como

P? muwk? 3 2w A-v
_- - - - T, * - , 'E J
2m 2 2% h o ‘ (ro,t)+e m

H (4.3)

Analogamente ao caso em que o termo de quebra esta ausente, estamos supondo que

o campo elétrico esteja polarizado na direcao x. Dessa forma, temos que

eAgvy
Hvll = -

sin (vt) (4.4)
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onde A(t) = —Agsin (vt)i e Ag = %
Podemos escrever H,;; na base {|1+),|1-),[2+),|2—)},

eAgvy
Hvll = -

(1) (A4 4+ [1=) (1= + |2+) (2+| + |2—) (2—|) sin (vt) , (4.5)

onde utilizamos a relagdo de completeza, [1+)(1+]+ [1=)(1—|+[2+)(2+|+[|2—)(2—| = 1.

Dizendo que 7(t) = —ngsinvt e gy = GA#”“, o Hamiltoniano do termo de quebra torna-se
Hyp = n(t) (1) (1| + [1=) A=+ [24) 2+ +[2-)(2-]) - (4.6)

O Hamiltoniano total na base {|14),]1-),]2+),]|2—)} é

H = (ki hwr+n0(t) 14+ + (k1 hwr +n(t)) 1-)(1-] +
+ (ko B + (1)) [24) (2] + (ka_hwa +n(t)) [2-)(2—| - (4.7)
—Pro,  [14) (2+|E(t) — Ply,  [24) (1+]E(t) —
—Pia__[1-)(2—|E(t) = Ply__|2—)(1—|E(t).

Substituindo a equagao (4.7) na equagao de Schrodinger,
i) = Hu (1) , (4.8)
onde a funcao de onda é dada por
[0(8) = Ar()[14+) + A ()[1=) + By ()[2+) + B-(1)[2—) , (4.9)

surgem quatro equacoes diferenciais acopladas de primeira ordem

Act) = —1 (o +n() A () 4+ P, BB (1) (4.10)
A () = —;(klﬁwﬁrn(t)) A(t)+;_lP12E(t)B(t); (4.11)
Bet) = — (ko e +n(t)) Bo () + 3 Pla, B()AL(1) (412)
B(t) = —;(/@ hw2+n(t))B_(t)+;P1*2E(t)A_(t). (4.13)

Fazendo uso de uma redefinicao dos coeficientes, tal que

i (t) = Ape™+ s by(t) = Bye 2

; ; 4.14
a_ (t) _ A+ezk1_w1 ; b (t) _ B_ezkg_wg : ( )
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podemos escrever

aplt) = —in(t)as + 5P, Fob (1) [/ (s Rasent)ty il o et 415)
a(t) =—in(t)a_+ 5Py Eob_() [e"(’fl—m—’fz—wﬁ”)t+ei<’ﬂ—w1—’f2—w ”} (4.16)
bi ()= —in(0)bs + 5P, Foas (1) [e (reerhnentolt  omilhronhan)] g a7)

b-(t)= —in(t)b-+ §Ply_ Eoa—(t) [e7/rraerm)ty milhersbewa)e] (413)

Entretanto, através da aproximagdo de onda girante (rotating wave approximation

- RWA), podemos desconsiderar os termos antirressonantes, eFilkipwi—ko watv)t

. Dessa
forma, obtemos
a(t) = —in(t)as +4Pra, , Eoby (t)e!(F1se1—hagwav)t, (4.19)
a(t) =—in(t)a_ + Py Egb_(t)e'1-1ke )t (4.20)
b(t) = —in(t)bs + 5Py, , Boa (e (Fiperhzen vt (4.21)
b(t) =—int)h_+iPy  Eoa_(t)e ' (Mwi—ka wamv)t. (4.22)

Essas equagoes podem ser resolvidas exatamente, tomando como condigoes iniciais

at(0) = % e by (0) =0. Assim, estamos supondo que, inicialmente, o sistema esteja nos
estados |14). Entao,

\/_67’ > 0 5in? 2
2
4\/(P12E0)2 + (k:1+w1 — k‘2+w2 — V)

X |Kk’1gﬂ1 — ko, wo — V) + \/(P12E0)2 + (/C1+u)1 — kg, wo — V)Q] X

ay(t) =

X

i 2
% |:(k1+w1k2+w21/)\/(P12E0)2+(k1+u)1k2+w21/> :|t
xXe

2ng
\/_ eZT sin? 2

— X

2
4\/(P12E0)2 + <k1+w1 — ]{32+UJ2 — V)

X |K/€1_Mx)1 — k2+w2 - V) — \/(P12E0)2 + (k;1+w1 — /{52+WQ - l/)2| X

i
2

k1, wi—ko, wo—v)+ (P12E0)2+ k1, w1—ko, wo—v 2:|t
|t/ (ks kg0t w2
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210 gin2 Vzt
a_(t) = V2er X

2
4\/(P12E0)2 + (k17w1 — ko w9 — I/)

X |Kk‘1_u)1 — ko wo— V) + \/(P12E0)2 + (l{fl_wl — ko wo— l/>2| X

i (kl_wl—kQ_WQ_V)_\/(P12E0)2+(k31_w1_k‘2_WQ_V)2:| t

xXe

- 210 vt
2€ZT szn a5
— X

2
4\/(P12E0)2 + (k17w1 — ko wo— V)

X [(kl_wl — ko wo — V) — \/(P12E0)2 + (kl_wl — ko wo — I/)2| X

S (k1_w1—ko_wo—v)+4/(P12Eo)2+(k1_wi—ka_wa—v 2}5
ol Y ( ) : (4.24)

vt
—PoE szm
b+(t) _ 12 0\/_6 2 %

2
4\/(P12E0)2 + (k1+w1 — k2+w2 — I/)

i, 2
71 |:(k‘1+wl—k'2+LU2—V)+\/(P12E0)2+(k1+wl—k2+uJ2—l/) :|t

Xe +

;210 g5 2 1t
PiaEgy/2et v 572
=+ X

2
4\/(P12E0)2 + (k1+w1 - k2+WQ - I/)

% [(k1+w1 k2+WQ V) \/(P12E0)2+(k1+w1—k2+WQ—V)2:|t

X e ; (4.25)

2ng vt
—PioE, szm
b_(t) = 19 E0v/2¢’ 2z %

2
4\/(P12E0)2 + (kLM —ko_wo — l/)

%i |:(]€1wl—kQw2—V)+\/(P12E())2+<k1(.4)1—](72(4)2—1/)2:| t
+

xXe
vt

2
PioBgy/2ei 5" %
+ X

2
4\/(P12E0)2 -+ (klfwl — ko wo— I/)

il (k1 wi—ks_wa—v)—1/ (P E)2+kw—kw—y2]t
Xeg[(1122)\/120 (k1_wi—kg_wy—v) 7 (4.26)

onde tratamos os elementos de matrizes do dipolo como reais, ou seja,

Py=Pya,, =P,  =Po_ =P, . (4.27)
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A funcao de inversao de populacao de spin,
2 2 2 2
Ws = lay ()" + b+ ()" = [a—(8)|" = [b-()[" , (4.28)

é dada por

1 2t
Wsg = §COS2 (\/(P12E0)2 + (k1+w1 — ko, wo — 1/) 2) +

2
1 (P12E0)2Sin2 (\/(P12E0)2 + (k1+w1 — k2+w2 — V) S)
9 2
2 (P12E0)2+ <k1+w1 —k2+w2—y)
| \/ 5 21
_5(308 ( (P12E()) + (/{Z17W1 —ko_wo — y) 2) _
2
1 (P12E0)2 sin2 (\/<P12E())2 + (kl_wl — kg_u)g — I/) 5)

-5 5 L (4.29)
(P12E0)2 + (/617&11 — ko wo— V)

Note que, embora nao haja relagao entre o termo de quebra do tipo vetorial e os estados
de spin que justifique a existéncia dessas oscilagoes, no presente caso, essas oscilagoes sao
possiveis, pois, no Hamiltoniano nao-relativistico do oscilador de Dirac, ha a presenca de

um termo de interacao spin-érbita que é capaz de modificar o estado de spin.

A funcao de inversao de populacao de energia,
2 2 2 2
W = laq (0" +la—@)]" = o+ (&)]" = [b- ()], (4.30)

é dada por

1 2t
Wg = §COS2 (\/(PmEo)Q + (k‘1+w1 — k2+w2 — I/) 2) +

1 5 \/ 5 2¢
+§COS ( (Pleo) +<k1_w1—k2_w2—y) 2>_

2
(P12E())2 sin2 <\/(P12E0)2 + (k1+u)1 — k2+w2 — l/) é)

1
-3 . 5 _
(Pr2Ep)? + (k1+w1 — k2+w2 — V)
2
. (P1oEp)?sin? <\/(P12E0)2 + (kl_wl — ko wo — 1/) ;)
) 5 ) (4.31)
(P12E0)2 + (kl_wl — ko wo— l/)

Esses resultados demonstram que a introduc¢ao do termo de quebra de simetria vetorial

Awv

de Lorentz, e==, em um modelo, no qual, o oscilador de Dirac sofre as limitagoes de
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um sistema de dois niveis, produz modificagoes nas oscilagoes de estado, tanto de energia

quanto de spin.

Considerando o caso especial da ressonancia entre o sistema e o campo eletromagnético
externo, ki w1 — ko, wos = v, a influéncia do oscilador de Dirac é perdida. Dessa forma,
as fungdes de inversao de populacao tornam-se andlogas as obtidas em caso semelhante,

porém sem o modelo do oscilador de Dirac [26]

Weg=0 e Wpg=cos (PlgE()t) . (4.32)

O surpreendente dessa situagao é que, sem o modelo do oscilador de Dirac, o termo de
quebra, e%, nao produz qualquer modificagao nas oscilagdes de estado. Logo, podemos
concluir que a presenca do oscilador de Dirac, nesse caso, é vital para que haja a quebra

de simetria.

4.2 Implicacoes decorrentes do termo p-v
m

Novamente, introduziremos um termo de quebra de simetria do tipo vetorial, H,;2,
em um Hamiltoniano de interacdo oscilador de Dirac-Campo eletromagnético externo.
Assim,

H = Ho+ Hint + Hy2 (4.33)

onde o termo de quebra ¢é dado por

-V
Hyy— P29 (4.34)
m

Dessa forma, o Hamiltoniano total pode ser escrito como,

P2 nmw?? 3 2w p-v
== - - T M - M E - T .
2 + 5 2wﬁ S-L—er-E(ro,t)

H
h

(4.35)

O Hamiltoniano proveniente do termo de quebra de simetria vetorial, H,;9, pode ser
escrito na base {|14),|1—),|2+),|2—)}. Para tal, utilizaremos a relacdo de completeza:

[1+) (14| + [1=) (1] +24) 2+]| + [2—) (2—| = 1.
H,9 = (Relagao de Completeza) Hyjo (Relagao de Completeza) . (4.36)

Contudo, estamos supondo que o campo elétrico esteja polarizado na direcao x. Entao, o

termo de quebra torna-se

Hvl? - iv:c [xv HO] 9 (437)



onde usamos a relagdo & = —i[z, Hp|. Assim,

onde pia,, =

Por sua vez, o Hamiltoniano total, H, na base {|1+),|1-),[2+),]|2—)} &,

H =

(1£]z]24).

onde T = VD12, .

—ivy (k1 hwt — ko hwa ) pro, , [14) 2+ +
+iv, (1 | -
—iUg (
{

k1_hwi —ko_hwa ) pra__|1—=)(2—|+

) )
ki, hwy — ko, hws) plo,, 124)
) )
) )

+ivg (k1_hwi —ka_hwa ) piy  [2—)(1—],

ki, hwi[1+) (1] + ki hwi[1=) (1= +

+ko hwa|2+) (24| + ko hwa|2—) (2—| —
—Pro, J14)2+[E(t) — Pl [2+)(1+|E(t) —
—Prp_ [1-)(2—|E(t) — Ply__|2—)(1-|E(t) —
—i (ky, hwn — ko hwa ) 714) (24| i (K, hwr — ko, hws ) 7|2+4) (1+] —
—i (ky_hwi —ky_hwy ) T|1=) (2| +i (k1_hwi — ky_huwsy) 72— (1-|

Substituindo a equacao (4.39) na equagao de Schrodinger,

ihlip(t)) = H|$(t)) ,

onde a funcdo de onda, [1(t)), é dada por

(1)) =

Ap(O1+) + A-(O)[1=) + By (1) [2+) + B-(1)[2—) ,

aparecem quatro equacgoes diferenciais acopladas de primeira ordem,

1T .
7 _k1+ﬁw1A+(t) — P12_H_E(t)B_|_(t) —1 (k1+w1 — /{32+WQ) TB_F(t)} ;

; :lﬂ,hmA—(t) —Pa E(t)B_(t)—i (k’l,w1 — kfz,wQ) rB_ (t)} :

h
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(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)
:/m s B (£) — 2Pf2++E(t)A+(t) i (1 — o) mmﬂ ;
(4.44)
o hwa B (t)— ~ Py E(W)A-(1)+i (ki_wi —ks_wn) TA_(t)] |
(4.45)
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Através de uma redefinicao dos coeficientes, onde

ayp(t) =A™ by (1) = Byetfez o
a_(t)=Ape™-“1s b (1) = B_ek22
obtemos novas equagoes diferenciais acopladas de primeira ordem
ax(t) = ;P12++E0b+ei(kl+wl_k2+w_y)t - (k?1+W1 - k:2+w2> Tb+ei(k1+“’1_k2+w2)t ;
(4.47)
a(t) = ;PmEob_ei(kl—wl_kQ—”_”)t — (k1_w1 —ky_ws) rh_e(_wi—ka_wa)t .
(4.48)
be(t) = ;P12++ Epaye/(Firerhepwoa—v)t (k1+w1 - k:2+w2> rayei(kpwi—ka wa)t .
(4.49)
b-(t) = ;P12an_ei(kl—wl_@—wz_y)t + (/ﬁ,wl - k2,w2) ra_ et (ki_wi—ke_ws)t :
(4.50)

onde utilizamos a técnica conhecida como aproximagao de onda girante (rotating wave

) ) .. } +i(k —k ¢
approximation - RWA) para eliminarmos os termos antirressonantes, e i(k1pwi—kzywatv)t.

Infelizmente, essas equagoes diferenciais nao possuem solucoes analiticas. Ainda pode-
mos, contudo, analisar o seu comportamento, supondo uma situagdo na qual o campo
elétrico seja nulo. Dessa forma, tomando como condigoes iniciais: a+(0) = % e by (0)=0,

temos, inicialmente, o sistema nos estados |14). Assim, obtemos como solugao

() = 1+3vV1+472 o (bt wn—ks w2 ) (LVIFATD)E_
\f Ny

_<1+\/1+4T) 1 (k1 w1 —ka wn) (1-vITd72)t (4.51)
V2 \ 2v/1+472 ’
() = <1+3\/1+47> §(k1_wi—ks_wn) (14+VIF472)t _
- \/_ 2v/1+472
- <1+\/1+4r ) §(k1_wi—ko_wo)(1-VIF47)t (4.52)
\/_ 2V 14472 |

(1—|—\/1—{—47'2)(1+3\/1+47'2) S (b, w1 —ha w2 ) (1—VIFA2)E
421V 1+ 4712

i L1y w1 —ko, wo) (14V1+472)t
—= ¢ RS + ; (4.53)
V214472

bi(t) =
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—i(1++v1 —|—47'2)(1 +3v1 —1-472)6%(]{:17&)1_]{:27“)2)(1_ a2t
4271+ 472
T ;i(kl_wl—kg_u&)(l-i-\/ 1+47’2>t (454)

b_(t) =

_—— e 2

NN

onde consideramos que os elementos de matrizes do dipolo eram reais, ou seja, Pjo =

P12++:P1*2++:P12__:P1*2__-

A funcao de inversao de populagao de spin é

We=0, (4.55)

A funcgao de inversao de populacao de energia, Wg, é escrita como

(1+3\/1+472)2+ (1+\/1+4T2)2 (1+3\/1+4T2)2 (1+\/1+4T2)2 -

4(1+472) 1672 (1+472)
72 3(143VI+42) (14 VI+472)
- — X (4.56)
1+472 4(1+44712)

X [COS (k’1+w1 — k:2+w2) (1 + 47‘2> t + cos (k;l_wl — k:g_wg) (1 + 47'2) t] )

Esses resultados demonstram como a introducdo do termo de quebra de simetria

X)) . . . ~ . .
pW, em um Hamiltoniano de interacao oscilador de Dirac-Campo

vetorial de Lorentz,
eletromagnético externo, em um sistema de dois niveis, provoca altera¢oes nas oscilagoes
dos estados de energia do sistema. Os estados de spin, por sua vez, nao sofrem alteracoes

em suas oscilagoes.
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5 IMPLICACOES
DECORRENTES DA
VIOLACAO DE LORENTZ
POR ACOPLAMENTO AXIAL

Neste capitulo, estudaremos as implicacoes decorrentes da introdug¢ao de um termo
que quebra a simetria axial de Lorentz, através do acoplamento: b,1y5v#1), em um Hamil-
toniano que descreve a interagao de um oscilador de Dirac com um campo eletromagnético

externo.

5.1 Implicacoes decorrentes do termo o -b

Em um Hamiltoniano que descreve um oscilador de Dirac interagindo com um campo
eletromagnético externo, podemos introduzir um termo que viole a simetria de Lorentz,
através de um acoplamento axial. Dessa forma, o Hamiltoniano total, H, pode ser definido
como

P2 mw¥? 3

2w

onde H,3 =0 -b é o termo de interacao do background com o sistema.
Podemos escrever o Hamiltoniano na base {|1+4),|1—),|2+),|2—)}, através da relagdo
de completeza: [14) (14| +|1=)(1—|+|2+)(2+]| +|2—)(2—| = 1. Assim, H,;3 nessa base é
H,3 = (Relagdo de Completeza) H,3 (Relagao de Completeza) | (5.2)

mas Hy3 = byo, +byoy, +b,0, e

oelt) = [¥), (5.3)
oylE) = FilF), (5.4)
0'2|j:> = j:|j:>7 (55)



entao,

Hyz = by ([1=) (1[4 [1H) (A= + [2=) (2+[+ 24) (2-]) +
+iby (=[1=) (14| + [14H) (1= = [2=) 2+ + 24) (2-]) +
b (110) (1| = [1=) (1= [+ [24) 2+ = [2-)(2=]) -

Dessa forma, o Hamiltoniano total, H, nessa base com quatro estados torna-se

H = (ki fiws+02) 1)1+ + (ki _fwy b ) [1-)(1—| +
- (k;gﬁwg b2 ) 124) (2| + (ko hwz — b, ) [2—)(2—| +
+ (b = iby) [1=) (1] + (b + by ) [14) (1= [ + (b — iy ) [2—) (4] +

+(bz by ) [24) (2= [ = Pra,  [14) 2+ E(8) — Pra,  [24+) (14 E(E) —

1
|
—Pia [1-)(2—|E(t) - Py _[2—)(1-|E(t) .

Substituindo a equag@o (5.7) na equagao de Schrodinger,

ihli(t)) = H|p (1)),
onde a fun¢do de onda ¢é definida por

(1) = Ay D1+) + A_()[1=) + B1(8)[24) + B-()[2—) ,

42

(5.7)

(5.8)

(5.9)

obtemos, a exemplo dos caso ja estudados, quatro equacoes diferenciais acopladas de

primeira ordem

Ap(t) =3 [(ka hwr +b.) Ay + (by +iby) A — Pra, E(t)By] ;
A(t) =3 [(k1 hwy—b.) A+ (by—iby) Ay — Pry__E(t)B-] ;
By(t) =3 [ (ko hwy+b.) By + (b +iby) B — Py, E(H)Ay] ;
B_(t) = %Z Kk?g_hwg — )B + (bx —1b )B+ Py FE (t)A }
Podemos redefinir os coeficientes, chamando
a(t) = Ape™+ 0 by(t) = Bye 2

a_(t) = Ape®-w1. b ()= B_ett2-e2

(5.14)
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Assim, com A =1, obtemos as novas equagoes acopladas

ay(t) = —ibzay(t)—i(by+ iby) a_ (t)ei(khr_kl— Jwrt +
+;P12++Eob+(t)ei(k1+w1k2+‘“21’>t : (5.15)
a— (t) = iba_ (t) —1 (ba: — lby) a+(t)e_i(k1+_k1— )wlt +
+;P12__Eob_ (t)ei(klfwrk?f‘“?*”)t ; (5.16)
bi(t) = —ibsby(t)—i(be+iby)b(t)e'(F2s—h2Jwat 4
+;P1*2++E0a+(t)e_i(k1+w1_k2+w2_y)t ; (5.17)

bo(t) = ibsb_(t) —i(by —iby) by (t)e (k2y k2 )ent |
+%P1*2__an_ (t)e_i(klf“’l_kh“’?_”)t 7 (5.18)

onde utilizamos a aproximagcao de onda girante (rotating wave approximation - RWA) que

i(kliwl_k2iw2+V)t

elimina os exponenciais, e , por serem termos antirressonantes.

As equacoes diferenciais acopladas de primeira ordem, acima, nao possuem solucao
analitica. Podemos, entretanto, através de algumas consideragoes, obter alguns resultados

passiveis de analise!.

1° Caso: by =by, =b, =0

Supondo que o background seja nulo, eliminamos qualquer influéncia do termo de
quebra axial, o -b. Dessa forma, o resultado obtido é igual ao estudado no terceiro
capitulo, onde nao havia termos que caracterizavam a quebra de simetria. Assim, as

solucgoes sao

1 5t
ay(t)= 7 cos(\/(P12Eo)2+ (k‘1+w1 — ko, w2 — ]/) 2) %
X exp{z’ (k1+w1 — ko, wo — V) 2] ( 14 w1 h2, w2 ) y

-5 :
V2 \/(P12E0)2 + (k?1+w1 — ko, wo — V)

. 2t . t
X Sln(\/(P12E0)2 + (k1+w1 - k2+w2 — V) 2) exp {Z (k:1+w1 — /<:2+w2 — I/) 2} 3 (5.19)

'Em todos os casos apresentados nesse capitulo, utilizamos as seguintes condigdes iniciais: a (0) =
e by (0)=0.

1
V2
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1 2t
a_ (t) = ﬁ COS(\/(PlQEO)Z -+ (kl_wl — ko wo— V) 2) X
1 (k1 w1 —ko wo—v
xexp{i (/{:Lwl—k‘gfwg—v) t] - — ( L ) X
2 \/§ 2 2
(PlgE()) + (kl_wl — ko wo— V)

. 2¢ ) t
X SlH(\/(P12E0)2 + (k17w1 - ]{327(.«}2 — I/) 2) exp {Z (k17W1 — k27W2 — V) 2] ;(5.20)

1 1P1oFy
=5 -
\/_ \/(P12E0)2 + (k‘1+w1 — k:2+w2 — V)

b+ (t) X

. 2t . t
X SlH(\/(P12E0)2 + (k1+w1 - k2+w2— V) 2) exp{—z (k1+w1 — k2+w2— V) 2} ;(5.21)

1 1P1oEy

\/_ \/(P12E0)2 + (k17W1 — ko wo — I/)

. 2t . t
X sm<\/(P12Eo)2 + (k:l_wl — ko _wo— 1/) 2) exp[—z (k:l_wl — ko _wo— 1/) 2} (5.22)

b_(t)

X

onde tratamos os elementos de matrizes do dipolo como reais, ou seja, P2 = P2, , =

* _ _ Dx
P12++—P12__—P1277.

Desse modo, a funcao de inversao de populagao de spin é
Weg=0, (5.23)

e a funcao de inversao de populagao de energia é definida por

1 2t
Wgp = 50082 (\/(P12E0)2 + (k‘1+w1 — k:2+w2 — V) 2> +

2

1 (k‘1+w1 — ko, wo — V) — (P12Ey)?

= X
3

2 (P12E0)2 + (k1+w1 — k2+w2 — V)

2¢
X sin? <\/(P12E())2 + (k1+w1 — k:2+w2 — V) 2) +

L 2 \/ 2 2t
+§COS ( (P12Ep) +(k1_w1—/€2_w2—v> 2>+

2
1 (kl_wl — ko wo— 1/) — (Py2Ey)?
5 7
2 (P12E0)2 + (k17W1 — ko wo— V)

2t
X sin? <\/(P12E())2 + (k:l_u)l — ko wo— V) 2) . (5.24)

X
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2° Caso: by =b, =0

Supondo que a tnica componente do background que nao é nula é a b,, obtemos como

solucgoes das equacgoes diferenciais acopladas:

ay(t) =

l— (k1+w1 — ko, wo — V) + \/(P12E0)2 + (k1+w1 — ko, wo — I/) 2]

X
2
2\/5\/(P12E0)2 + (k:1+w1 — ko, wo — l/)
é<—2?)z+(/€1+w1—k2+“’2_’/>+\/(P12E0)2+(k1+‘”1_k2+w2_’/)2>t
Xe +
2
[(kum — ko wo — V) + \/(P12E0)2 + (k‘1+w1 — ko wo — I/) ]
X
2
2\/5\/(P12E())2 + (k1+w1 - k2+w2 — V)
Xe% (—2b2+(k1+w1—k2+w2—l/)—\/(P12E0)2+(k1+w1—k2+w2—y)2>t 7 (525)
2
l— (kLaq — ko wo— V) + \/(P12E0)2 + (k17W1 — ko wo— V) ]
X
2
2\/5\/(H2E0)2 - <k1_w1 —ko_wo — V)
i <2bz+(k1w1kszV)+\/(P12E0)2+(k1w1k2w21/)2>t
Xe +
2
l(k‘lwl — ko wo— I/) + \/(P12E0)2 + (klfwl — ko wo — I/) ]
X
2
2\/5\/(P12E0)2 + (kl_wl —ko_wo — V)
Xe% <2bz+(/€1_w1—/€2_w2—1/>—\/(P12E0)2+<k1_wl—kg_wg—l/)2>t ’ (526)

(P12Ep)
5 2
2v/2\/ (P12Eo)” + <k1+w1 — ko, wy — 1/)

—i 2
= <2bz+(k1+w1k2+wgy>\/(P12E0)2+<k1+w1k2+w211) >t

X

xXe

PioE
B (Pr2Eo) "

2
2\/5\/(P12E0)2 - (k?1+w1 — ko, wo — V)

—i 2
71 <2bz+(/€1+wlk2+uJ21/)+\/(P12E0)2+<k1+w1k2+w211) >t

xe ; (5.27)



b_(t) = — (ProF) <

2
2\/5\/(P12E0)2 + (k17w1 — ko wo— I/)

Xe

PioE
N (P12Ey) y

2
2\/5\/(P12E0)2 + (kl,m —ko_wo — V)

% <2bz—(k1wl—kgwg—y>—\/(P12E0)2+(k1wl—kgwg—u)2> t

s 2
% <2bz—(k1wl—kgwg—y)+\/(P12E())2—|—(k1wl—kgwg—u) >t
Xe
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(5.28)

onde consideramos os elementos de matrizes do dipolo como reais, ou seja, P12 = Pja, | =

% _ _ %
P12++—P]_277—P1277.

Assim, a funcao de inversao de populagao de spin é
We=0.

Pois, o operador ¢, nao inverte o estado de spin.

Por sua vez, a funcao de inversao de populagdo de energia é

W — 4<k1+w1—k2+w2—y)2 .

[ 2
8 (P12E0)2 + (k;1+w1 — k2+w2 — V)

2
4 (k‘l_wl — ko wo — 1/)
(P12E0)2 + (k’l_wl — ko wo— V)Q_

+

4(PraFy)?
_ 5
8 (P12E0)2+ </<:1+w1 —k2+w2—1/)

2
X oS \/(Pleo)z + (k‘1+w1 — k‘2+WQ — l/) +

4 (P2 Ey)?
8 {(PlgEo)z + (k17w1 — ko wo— I/)

D) X

2
X  COS \/(PlQE())Z + (kl_wl —ko_wo — V) )

3° Caso: Eg=0

(5.29)

(5.30)

Supondo a nulidade do campo elétrico, Fy = 0, obtemos como solugoes das equagoes
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diferenciais acopladas:

0 (t) — (2by + 2iby, + 2D, + K1wi) + /AT + (Kjw1)? ] i(K1w1+\/4F+(K1w1)2)%+
+ = €
2v/2,/4T + (Kjw1)? |
. (2by: 4 2iby + 2b, + Kjwy) + /AT + (Kqw1)? ] ,-(Klwl_ 4F+(KW1)2)%
€ )
2v/2, /AT + (Kjw)?
(5.31)
2(by +iby) (2. + K1wn + /AT + (Kyw1)?) + 462 + b, Kyw) — AT
a_(t) = . X
(b +iby) 4v/2,/AT + (Kw1)?
bi(t) = O; (5.33)
b_(t) = 0, (5.34)

onde chamamos: K7 = (k1+ — klf) e I'= Kjwib, +b§ +b32; +b§.

Dessa forma, a funcao de inversao de populagao de spin fica definida por

8T + 4K w1by + 8byb, +2(K1w1)2] B [bebz — 4K1w1bx]

Ws = l LT+ (K1w1)?) LT + (Kawn)?)

4by\ /AT 4 (K1wq)?
X COS <\/4F+ (K1w1)2t> — [ 4324F+?[§1;1);; ] sin( AT + (K1w1)2t> —
_2b§+bz (beby—41“+2(K1w1)2> sin2< /4F+(K1w1)2t) _ (535)
2

_ 4T + (K w1 )?
B bZKlellngg(;iii)g _4P)] sin? (\/‘m;) -
o (A0S Rl | et -
by (g AT+ (Ko )2) (K — ) 212

41"+ (K1w1)2
41"+ (K1w1)2

X

t
X sin’ <\/4F+ (K1w1)22> :
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e a fungao de inversdo de populagao de energia, por

8T + 4K w1 by + 8byb, + 2(K1w1)21 B [bebz - 4K1wlbm1

We = [ 4(4F+(K1w1)2) 4(4F+(K1w1)2)

4b,\ /AT + (Kywi)?
cos (AT + (Rran ) - { bt ) ] s (AT (Ko t) +
AR G e L) Y e oo A RS
2

41 + (Klwl)Q

(b Kywn (462436, B, —4T')] NrarayL
in? (/AT + (K 2)
+ AT (K1w1)2 sin ( +( 1001) 5 +

_|_

bbb, (—2T 4+ /AT + (Kywp)?
VY Z( ( 1 1) ) sin2< /4F+(K1W1)2;>+

* 4I"+ (K1w1)2
Fbaby (Kiwi + AT+ (Kyw1)?) (Kywy —T) + 21
* 4I" + (K1w1)2 %

t
xsin2< 4F+(K1w1)22> :

Esses resultados demonstram a clara influéncia que o background exerce sobre as

funcoes de inversao de populagao, tanto de energia quanto de spin.
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CONCLUSAO

O percurso investigativo do presente estudo teve como objetivo entender como se
comporta o modelo do oscilador de Dirac, inserido em um sistema de dois niveis, sem
considerar a quantizagdo do campo (teoria semicldssica). Para tal, buscamos obter as
funcoes de inversao de populagao em trés situacoes gerais: sem termos que violem a
simetria de Lorentz; com a introducao de um termo que quebre a simetria vetorial de
Lorentz; com a introdugao de um termo que quebre a simetria de Lorentz por meio de

um acoplamento axial.

Na primeira situagdo, sem termos que violem a simetria de Lorentz, fizemos com que
um sistema regido pelo Hamiltoniano nao-relativistico do oscilador de Dirac interagisse
com um campo eletromagnético externo. Descrevemos essa interacao em um sistema de
dois niveis, {|1),|2)}. Entretanto, devido ao termo de acoplamento spin-orbita, %"S - L,
presente no Hamiltoniano nao-relativistico do oscilador de Dirac, consideramos que cada
nivel de energia era composto por dois estados de spin: |4+) e |—). Dessa forma, foi
preciso analisar, além de uma fungao de inversao de populagao de energia, uma funcao de
inversao de spin. Como o campo elétrico nao atua no estado de spin, ndo ocorreu inversao
de populacao de spin. Entretanto, foi observado que ocorre a inversao de populacao de
energia. Quando foi considerado o caso especial da ressonancia entre o sistema e o campo
incidente, k1w — ko, w2 = v, toda a influéncia do oscilador de Dirac foi perdida. Dessa
forma, as funcoes de inversao de populagao tornaram-se compativeis com os resultados

encontrados na literatura cientifica[25].

Na segunda situagao, com a introducao de termos que quebram a simetria vetorial de

eAV
m

Lorentz, analisamos dois casos. No primeiro caso, com a introducao do termo , foi
observado que a func¢ao de inversao de populagao de spin sofre modificagoes. Embora o
termo de quebra introduzido nao tenha relacao direta com os estados de spin, a presenga
do termo de interacao spin-orbita, no Hamiltoniano nao-relativistico do oscilador de Dirac,
torna possivel tais oscilagoes. Também foi observado modificagoes na funcao de inversao
de populagao de energia. Na literatura cientifica, uma situacao semelhante, porém sem o

cenério do oscilador de Dirac, foi estudada[26]. Entretanto, diferentemente do resultado

obtido em nosso trabalho, nao foram constatadas modificacbes na funcao de inversao
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de populagao de energia. No segundo caso, com a introducao do termo %, surgiram
complicagoes decorrentes da inexisténcia de solug¢oes analiticas nas equacgoes diferenciais
acopladas de primeira ordem obtidas no problema. Para contornar tal obstaculo, conside-
ramos que o campo elétrico era nulo. Dessa forma, foram constatadas modificacoes na

funcao de inversao de populagao de energia, mas nao na de spin.

Na terceira situacao, com a introducao de um termo que quebra a simetria de Lorentz
por meio de um acoplamento axial, analisamos os efeitos provenientes do termo o - b,
que foi inserido no Hamiltoniano do sistema. Devido a inexisténcia de solugoes analiticas
nas equagoes diferenciais de primeira ordem, obtidas na andlise da situacao, tivemos que
considerar trés casos especiais. No primeiro caso, consideramos o background nulo. Com
isso, obtivemos a situagao na qual nao havia termos que violassem a simetria de Lorentz.
No segundo caso, consideramos apenas a componente b, do background. Assim, nao
encontramos modificacoes na funcao de inversao de populacao de spin, pois o operador
0, nao altera o estado de spin. Ocorreram, porém, oscilagbes na funcao de inversao
de populacao de energia. No terceiro caso, consideramos o campo elétrico nulo. As
modificacoes surgidas nas funcgoes de inversao de populacdo, tanto de spin quanto de

energia, demonstraram forte influéncia do background.

Como continuacgao natural desse trabalho, podemos sugerir uma analise do modelo do
oscilador de Dirac em um sistema de dois niveis, levando em consideracao a quantizacao
do campo. Em tal trabalho, seria possivel a analise de fendmenos como: o colapso e o

ressurgimento da funcao de inversao de populacao.
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APENDICE A - Equagbes diferenciais
acopladas de primeira

ordem

Este apéndice é dedicado a demonstragao da técnica utilizada para resolver as equagoes
diferenciais acopladas de primeira ordem, presentes nesse trabalho. Tomaremos como e-
xemplo duas das equagoes diferenciais acopladas que surgem no terceiro capitulo. Para
um aprofundamento no assunto, sugerimos a leitura de livros mais direcionados a equacoes

diferenciais[27-29].

A.1 Como desacoplar equacoes diferenciais acopladas

Para iniciarmos nossa demonstragao, tomaremos como exemplos as equagoes (3.35) e
(3.37). Com o intuito de facilitar a compreensao do leitor, modificamos os indices dessas

equagoes. Com isso, obtemos

a(t) = LQb(t)ert; (A1)
b(t) = 1Qa(t)e "t (A.2)

onde Q= PjoEy e p = kowa — kpwp —v. Note que na equagao (A.1) ha uma dependéncia
direta de b(t). Da mesma forma, a equagao (A.2) depende diretamente de a(t). Para

contornarmos esse problema, primeiro, devemos derivar as equagoes. Assim,
a(t) = %Qb(t)e”’t + %Qb(t) (ip) et ; (A.3)

b(t) = ;Qd(t)e_ipt + ;Qa(t) (—ip)e Pt (A.4)
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Em seguida, devemos substituir as variaveis, pois o nosso objetivo é obter uma equacao

dependente, apenas, de a(t) e outra dependente, apenas, de b(t). Dessa forma, obtemos

QQ
a(t) —ipa(t) + —-a(t) = 0; (A.5)
B(t)—i—ipb(t)—i—gfb(t) =0, (A.6)

que sao equagoes diferenciais homogéneas de segunda ordem. Uma das formas de resolvé-

las é através da equagao caracteristica da equacao diferencial.

A.2 A equacao caracteristica

Como os coeficientes da equagao (A.5) sdo constantes, podemos transformé-la, através

eAt

da substituicao a(t) = e, em outra equacao. Dessa forma, temos

Q2
MM —ipheM + Ze’\t =0
QQ

que é a equacgao caracteristica nesse caso. Suas raizes sao

A= ;<p+\/92+p2>; (A.8)
N = ;(,0—\/92—1—/)2). (A.9)

Como solucao geral, temos

At

a(t) = creMl 4 et (A.10)

onde podemos expressar a solugéo na forma de senos e cossenos, usando e'? = cos ¢+ isin ¢.

Dessa forma, temos

<p+\/Q2+p2>t <p+\/92+p2>t
a(t) = c1|cos +isin

2 2

<,0—\/Qz+p2>t (p—\/QQ—I—pQ)t
+sin

2 2

_I_

(A.11)

+co | Ccos
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Tomando como condicdes iniciais': a(0) =1 e b(0) = 0, temos que
cr=1—cy. (A.12)

Entao, a(t) é

t t\

a(t) = <cos V2 +p2§ +(2¢9 — 1) siny/Q? +p22> ¢ihs (A.13)
Podemos obter b(t) através da equagao (A.1). Assim,
' t t ;
b(t) = (&Wm + p?sin \/92+p2§ + gcos\/92+p22> e~P3 4
—iy/ Q2+ ;

+(2ca—1) ( r 084/ Q2+ p?— —l—ésm\/QZ—i-p )e_”’; (A.14)

Usando a condigao inicial: b(0) =0, temos que

—ip—+ /2 + p? (A.15)
2/02+p2 '

Entao, substituindo a equagao (A.15) nas equagoes (A.13) e (A.14), finalmente obte-

Co =

mos

S e e

Q2+p

Q t
b(t) = Zisin\/92+p2§eﬂpt/2. (A.17)
Q2+ p?

A técnica da equacgdo caracteristica é apenas uma forma de resolver esse problema.

Existem outros métodos, como o fator de integragao ou o Wronskiano.

I'No trabalho, utilizamos outras condicdes iniciais.
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APENDICE B - Aproximacao de onda

girante

A aproximagao de onda girante consiste em negligenciar os termos antirressonantes,

:I:i(kliwl—kgiwg-i-u)t ii(kliwl—kgiwg—v)t

e , preservando, assim, os termos ressonantes, e .

Préximo a condicao de ressonéncia, os termos antirressonantes oscilam mais rapido
do que os termos ressonantes. Assim, devido aos fendmenos que ocorrem aos sistemas
proximos a condi¢ao de ressonancia, os termos ressonantes tém uma contribui¢ao acumu-

lativa no tempo.

Os termos antirressonantes, como o proprio nome diz, oscilam fora da frequéncia de
ressonancia. Dessa forma, tais termos nao contribuem de forma significativa na troca de

energia entre o sistema e o campo. Portanto, podemos despreza-los.

Considerando o caso no qual um atomo de hidrogénio é posto em intera¢ao com um

campo eletromagnético externo e tratando o problema como em um sistema de dois niveis,

temos que . .
Ya(r) = ﬁ—(x—iy)exp(—r/an) , (B.1)

\/64mag 40
(B.2)

1
Yp(r) = =exp(—7/ao) ,
\/mag
onde aq ¢é o raio de Bohr.

Usando a aproximacao de dipolo e pondo o atomo na origem tal que R = 0, temos o

Hamiltoniano de interacao
Hint = —er(t)- E(t) (B.3)

onde
r(t) — eiHotre—iHot ’ (B4)

e portanto
Hab(t) - _e'rab(t) E<t) = —€Tgp- E(t)eth ’ (B5)
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Hyo(t) = —erp(1) - B(t) = —erp - B(t)e ™, (B.6)
onde w é a frequéncia atomica.

Para simplificar, vamos assumir que o campo elétrico esteja linearmente polarizado

na direcao x, assim,

E(t) = 2Eycosvt, (B.7)

Substituindo as equagoes, obtemos

Hyy(t) = —exaoncOSVteiwt

Hy(t) = —egjabEzb pilrtw)t _i_efi(yfw)t}

Halt) = —eagle (B.5)
e de maneira similar

Hyo(t) = —expy Focosvte !

Hypo(t) = —exbaEZO cilv=wit 4 e—i(ll—i—w)t]

Hpo(l) =~ —exbaE;ei(V—w)t , (B.9)

Dessa forma, utilizamos a aproximacgao de onda girante para negligenciar os termos an-

tirressonantes exp|+i(w + v)t].

Considerando, agora, o caso da polariza¢do circular esquerda (LCP), que conecta

a(r) a 1p(r), como os dados por (B.1) e (B.2), o campo elétrico é dado por
E(t) =2 Eycosvt —gEgsinvt . (B.10)
Agora, as equagoes (B.8) e (B.9) sdo escritas na forma
Hy(t) = —eEp (2 cos vt + ygpsinvt) et (B.11)

Hyo(t) = —eEy (xpq cos vt + ypg sinvt) e " (B.12)

onde, em vista das equagoes (B.1) e (B.2), podemos escrever

exah = /wz(r)wa(r)dr =p, (B.13)

ey = [ Var)yiy(r)dr = —ig (B.14)
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e, similarmente, ex;, = p e eyp, = ip. Portanto, as equagoes (B.11) e (B.12) tornam-se
wt

Hyy(t) = —pEq (cosvt —isinvt) et = —pEye (=)t (B.15)

Hyo(t) = —pEq (cosvt +isinvt) et = —pFyetV =)t (B.16)

e 0s termos antirressonantes nunca aparecemn.
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