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Resumo

Nesta tese investigamos as solucoes da equacao de Yang-Baxter associadas com as su-
peralgebras g-deformadas U,[sl® (7|2m)] e U,[osp™ (r|2m)]. Apresentamos essas solucdes
em termos das matrizes de Weyl usuais o que nos revela a estrutura dos pesos de Boltz-
mann dos correspondentes modelos de vértices. Este passo ainda torna possivel a formu-
lacdo do Ansatz de Bethe Algébrico para esses modelos. Discutimos também a conexao
destas solucoes com representacoes da algebra de Braid-Monoid cujas baxterizagoes nos
permite a obten¢io de matrizes R multiparamétricas associadas com o U,[sl® (r|2m)],

U,[osp™ (r|2m)] e generalizagdes altamente nio triviais da matriz R associada ao U, [Dgll]



Abstract

In this work we investigate solutions of the Yang-Baxter equation associated to the
g-deformed superalgebras U,[sl® (r|2m)] and U,[osp!) (r|2m)], whose corresponding R-
matrices are presented in terms of the standard Weyl basis. This feature not only unveils
the structure of the Boltzmann weights of the associated vertex models, but also makes
possible the formulation of the Algebraic Bethe Ansatz. We also discuss the connection of
these solutions with the Braid-Monoid algebra whose baxterizations permit us to derive
multiparametric R-matrices associated to the U,[sl® (r|2m)] and U,[osp®) (r|2m)], as well

as a highly non trivial generalization of the Uq[Dﬁfjl] R-matrix.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

A solucao exata de alguns sistemas simples, mas com um comportamento fundamental,
tem desempenhado um papel de grande importancia no desenvolvimento de novos con-
ceitos em diversas dreas da fisica. Dentro deste contexto por exemplo, a solucao do modelo
de Ising em duas dimensdes dada por Onsager em 1944 [1] nos revela a possibilidade de
um sistema fisico exibir expoentes criticos muito mais sofisticados do que aqueles supostos
pela Teoria de Landau [2]. Ao longo dos anos vérios avangos foram feitos rumo a solugio
exata de modelos fisicos dentre as quais destacamos a solu¢ao exata de um gas de férmions
interagindo via fun¢ao 6 em uma dimensao apresentada por C.N. Yang [3] e M. Gaudin [4],
e a solugao do modelo de oito vértices dada por R.J. Baxter em 1972 [5]. Estes resultados,
apesar de estarem inseridos em diferentes contextos, possuem em comum uma equacao
nao-linear, chamada de equagao de Yang-Baxter, que estd diretamente relacionada com a

solucao exata desses sistemas.

Desta forma a equagao de Yang-Baxter se tornou uma peca fundamental na teoria de
modelos exatamente soluveis e sua importancia em diversas areas da fisica e da matematica
tem se tornado cada vez mais reconhecida. Devido a sua grande importancia, durante os
ultimos 30 anos fisicos e matematicos tem trabalhado intensivamente na busca de solucoes

da equacdo de Yang-Baxter que por sua vez dd origem a modelos integraveis [6]. Na busca
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de solucoes da equacao de Yang-Baxter um grande avango foi feito em meados da década
de 80 com o desenvolvimento do andlogo quantico ou deformado do envelope universal
de dlgebra [7, 8], que a seguir procuraremos dar nogoes bésicas deste procedimento na
obtencao de solucoes da equacao de Yang-Baxter. Surgida inicialmente em diferentes

contextos [3, 4, 5], esta equagao é dada de forma abstrata por

R12(IE1, $2)R13($1, $3)R23 (552, $3) = Ry (552, jU?,)Bﬁ?,(flh, 333)R12 ($1, l“2)> (1-1)

cujos elementos R,, sao realizacoes de um operador R, sendo estes operadores lineares
atuando no produto tensorial de trés espacos lineares Viss = Vi ® Vo ® V3. Assim os
indices inferiores a e b representam a atuacao nao trivial em V, ® V, de Vig3. De forma
mais explicita Rio(z,y) atua trivialmente no terceiro fator deste produto tensorial, ou
seja V3, e coincide com R(zx,y) no produto dos dois espacos restantes. As matriz Ry3(z,y)
e Ro3(x,y) sdo definidas similarmente e atuam trivialmente no segundo e terceiro espago
respectivamente. Uma representacao do operador R é chamada matriz R quantica ou

simplesmente matriz R. E por fim 21, x5 e x3 s@o parametros complexos arbitrarios.

Dentre as dreas da fisica e matemdatica que a equacao de Yang-Baxter desempenha
um papel de grande importancia podemos citar a teoria de grupos quanticos [9], teoria
de nés [10] e mecénica estatistica [6] que consideraremos nos capitulos que se seguem. A
conexao com algebras de Lie também serd utilizada, e de forma nao rigorosa tentaremos
apontar esta conexao. Esta correspondéncia é justamente o fato que levou a formulacao

do envelope universal de dlgebra quantico de uma algebra G, que é usualmente denotado

U,lg] 9]

De modo a tornar mais evidente a conexao com algebras de Lie, é conveniente con-
siderarmos que a dependéncia da matriz R(z,y) sobre os parametros x e y sdo dados na

forma R(z — y), de maneira que a equagao (1.1) fica sendo dada por

R12($1 - ~Z‘2)R13($1 - $3)R23($2 - $3) = R23(332 - ~Z‘3)R13($1 - $3)R12($1 - $2), (1-2)
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onde fica evidente que o fato da matriz R depender apenas da diferenca dos parametros
espectrais reduz o numero de varidveis envolvidas. Assim, realizando a mudanca de
varidveis 4 = r; — T3 € v = Ty — T3, obtemos a equagao de Yang-Baxter com a seguinte

dependéncia dos parametros espectrais u e v,

Rio(u)Ry3(u 4 v) Ras(v) = Ro3(v)Riz(u + v) Rya(u). (1.3)

Fazendo agora mais uma hipdtese sobre a matriz R, consideraremos entao uma classe que
possa depender de um parametro adicional h, tal que para valores infinitesimais deste

parametro a seguinte expansao seja possivel,
R(z,h) = k(z, h) [1 + hr(z) + O(h?) + .|, (1.4)

para alguma funcdo escalar k(z,h). Com abuso de linguagem esse parametro h ird de-
sempenhar o papel de constante de Planck no mesmo sentido que a mecéanica clédssica é

recuperada da mecanica quantica quando a constante de Planck vai a zero.

Desta forma levando em conta a expansao (1.4) na equagao (1.3), em segunda ordem

de h obtemos a seguinte equagao para a matriz r(z),

[r1a(u), r13(u + v)] + [r12(u), r23(v)] + [r13(u + v), r23(v)] = 0. (1.5)

Esta equagao é conhecida por equacao de Yang-Baxter classica e por ser escrita so-
mente em termos de comutadores, ela pode ser considerada como uma equacao sobre uma

algebra de Lie abstrata [11].

Até o presente momento nao existe uma classificacao completa das solucgoes da equagao
de Yang-Baxter (1.1) como existe uma classificagao das dlgebras de Lie [12]. No entanto
Belavin e Drinfeld [11] estabeleceram uma classificagdo completa de todas as solucoes da
equacao de Yang-Baxter classica onde as propriedades da dlgebra de Lie desempenham
um papel fundamental. De acordo com essa classificacdo, as solugdes de (1.5) somente

podem ser dadas em termos de funcoes elipticas, trigonométricas ou racionais. Ainda
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mais, Belavin e Drinfeld [11] apresentaram todas essas solugbes para as dlgebras de Lie
semi-simples. Ao contrario da equagio (1.5), a equagio (1.3) ndo pode ser escrita somente
em termos de comutadores e consequentemente suas solucoes terao uma forte dependéncia

da escolha da representagao da dlgebra de Lie.

Com todo o embasamento oferecido pelas algebras de Lie, uma forma de se ver o
problema da busca de solucoes da equagao de Yang-Baxter, é procurar por matrizes
R(z, h) contendo o parametro arbitrario h, tal que ela satisfaca a equagdo de Yang-Baxter
(1.3) e que no limite h — 0 a expansao (1.4) seja alcancada. Esse tipo de procedimento é
conhecido como “quantizacao” da matriz R cldssica e procedimentos para esta finalidade
foram desenvolvidos independentemente por Bazhanov [13] e Jimbo [8]. De forma prética
a equagao de Yang-Baxter consiste de um sistema muito grande de equacdes funcionais
nao-lineares cuja solucao se torna extremamente dificil quando a dimensao dos espacos
vetoriais considerados sao altas. O método de Bazhanov consiste em considerar varios
problemas menores sendo que a verificagao de todos eles implicam automaticamente em
uma solucao da equacao de Yang-Baxter. A idéia central do método de Bazhanov é o

seguinte. Seja uma matriz R(z) possuindo as seguintes propriedades:

e Automorficidade ou quasi-periodicidade,
Rxz+m)=U®1Rx)(Ux1)! (1.6)
onde U é uma matriz de ordem finita g, ou seja U9 = 1.
e Simetria de crossing,
Ris(z) = (V@ 1)Ru(—p—2)"(Vel)™! (1.7)

onde p é uma constante, V' é uma matriz denominada matriz de crossing e t; quer

dizer a transposi¢ao no primeiro espaco.

e Unitariedade,

Rysy(z) Ry (—2) = f(z) -1 (1.8)

onde I é a identidade e f(z) é uma fungio escalar.
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e Comportamento assintético tal que R(z) seja finita quando x — +00 e que satisfaga

Ry Ry Ry, = Ry, R R, R* = lim R(z) (1.9)

T—+00

e R(z) possua apenas pélos simples.

Bazhanov entao mostrou [13] que se uma matriz R(z) satisfaz as propriedades acima, ela
consequentemente satisfaz a equagao de Yang-Baxter (1.3) e o ponto de partida para a
construcao dessas matrizes sdo justamente as solucoes da equagdo de Yang-Baxter clssica
r(z) que podem ser construidas diretamente de édlgebras de Lie [11]. Desta forma ele foi
capaz de apresentar solucoes trigonométricas da equacao de Yang-Baxter (1.3) associadas

com as algebras de Lie sl(N), sp(N) e o(N).

Jimbo por outro lado utilizou-se de uma quantizacao da algebra de Lie, primeiramente
introduzida em [14], que posteriormente recebeu o nome de dlgebra quéntica ou algebra
de Lie g-deformada. Este parametro de deformacao ¢ esta relacionado com o parametro
h de forma que o limite h — 0 correponda a ¢ — 1, e recuperamos assim uma algebra
de Lie usual. Desta maneira ele foi foi capaz de apresentar solugoes trigonométricas da
equacao de Yang-Baxter associadas com as algebras de Lie g-deformadas A,,, By, Cy, Dy,

AD) AD) e DY), [15).

Apesar de se tratar de um assunto bem conhecido de longa data, é surpreendente que
uma outra possibilidade pouco explorada até os dias de hoje seja justamente a conside-
racao de uma estrutura algébrica diferente de algebras de Lie sendo esta as superalgebras
de Lie. Neste ultimo caso as dificuldades envolvidas vao desde a falta de um melhor en-
tendimento das representagoes dos supergrupos bem como de uma clara classificagdo dos
possiveis automorfismos. De fato, no contexto de modelos de vértices integraveis, resul-
tados exatos concentraram-se por varias décadas somente sobre a representacao vetorial

da simetria Uy[sl(n|m)] [16]-[18], e casos especificos da simetria U,[osp(n|m)] [19]-[23].

Por outro lado o entendimento fisico de modelos de vértices inclui necessariamente a

diagonalizacdo exata de suas matrizes de transferéncia [6], o que pode assim nos fornecer
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informacoes sobre o comportamento da energia livre e a natureza das excitagoes ele-
mentares. Este passo foi alcancado com sucesso para as dlgebras de Lie convencionais
tanto pela utilizagdo do Ansatz de Bethe Analitico [24], que nos fornece apenas os auto-
valores da matriz de transferéncia, quanto pelo Ansatz de Bethe Algébrico [25, 26] que
além dos autovalores nos fornecer também os autovetores da matriz de transferéncia.
Embora o Ansatz de Bethe Algébrico consista de uma poderosa técnica, uma solucao
unificada por meios deste método dos modelos de vértices invariantes por superalgebras
de Lie g-deformadas tem se mantido como um problema em aberto de longa data na teoria
de modelos exatamente soluveis, mesmo através do Ansatz de Bethe Analitico. Uma forte
razao para este problema ter se mantido em aberto estava no fato que a implementacao
do Ansatz de Bethe Algébrico requer que tenhamos em maos expressoes explicitas para
matrizes R, de forma similar a aquelas apresentadas por Jimbo para as dlgebras de Lie

nao-excepcionais [15].

Motivados por esta dificuldade, o objetivo deste trabalho é justamente estabelecer
progressos na dire¢ao da solucao exata de uma variedade de modelos de vértices em
mecanica estatistica invariantes por superalgebras. No proximo capitulo apresentaremos
expressoes explicitas para matrizes R associadas com as superalgebras de Lie ¢-deformadas
U [sl® (r|2m)] e U,lospV)(r|2m)] [27] onde o simbolo ¢ em U,[G!¥)] denota o tipo de

automorfismo considerado para a superalgebra G.

Estabeleceremos também a conexao entre essas solugoes e representagoes da algebra
de Braid-Monoid que nos permitira entao obter suas generalizagoes multiparamétricas
das matrizes R consideradas, além de generalizacoes altamente nao triviais da matriz R
associada ao Uq[Dfizl] [28]. No capitulo 2 apresentaremos uma formula¢do do Ansatz
de Bethe Algébrico que torna possivel a diagonalizacao das matrizes de transferéncia
associadas as superalgebras U,[sl®) (r|2m)] e U,[osp™™ (r|2m)] [27]. Na série de apéndices
A-D apresentaremos detalhes sobre certas propriedades das matrizes R discutidas no
texto bem como aspectos técnicos relacionados a formulacdao do Método do Espalhamento

Inverso Quantico.



Capitulo 2

Superalgebras de Lie e Equacao de
Yang-Baxter

Neste capitulo introduziremos o conceito de superalgebra de Lie e apresentaremos solucoes
explicitas da equagao de Yang-Baxter associadas com superalgebras de Lie ¢-deformadas.
Também exploraremos o fato de dlgebras de Lie nao serem a tnica estrutura algébrica
relacionada com a equacao de Yang-Baxter e estabeleceremos a conexao entre algumas
familias de solugoes advindas de superalgebras de Lie com algebras de Braid-Monoid. Esta

conexao nos permitird entao a obtencdo de novas solugoes da equagdo de Yang-Baxter.

2.1 Superalgebras de Lie

O primeiro passo ao se introduzir o conceito de superalgebra de Lie é a introducao do
conceito de estruturas algébricas graduadas. Para isso devemos primeiramente considerar
o conceito de espaco vetorial graduado onde superalgebras sao obtidas pelo enriquecimento
de tal espaco com a adi¢ao de produtos apropriados. O exemplo mais comum de estrutura
algébrica graduada ¢é dado pelo grupo dos nimeros inteiros positivos, onde cada um de

seus elementos pode ser par ou impar.
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Considerando a operacdo de soma ordindria entre os elementos pares e impares do

conjunto dos inteiros é facil ver que,

Inteiro PAR + Inteiro PAR = Inteiro PAR
Inteiro PAR + Inteiro IMPAR = Inteiro IMPAR
Inteiro IMPAR + Inteiro PAR = Inteiro IMPAR

Inteiro IMPAR + Inteiro IMPAR = Inteiro PAR (2.1)

Esta operacao de adi¢ao pode ser vista como a operagao “produto” do grupo dos inteiros

e denotando esse produto pelo simbolo - podemos reescrever as relagoes acima como,

PAR - PAR = PAR

PAR - IMPAR = IMPAR

IMPAR - PAR = IMPAR

IMPAR - IMPAR = PAR. (2.2)

Considerando agora o grupo ciclico de ordem 2, Z5, cujos elementos sao A e F tais

que,

EE = E
EA = AE=A
AA = E, (2.3)

podemos considerar entao F como o elemento par e A como o elemento impar. Por esta

razao a estrutura (2.2) é dita possuir graduacao Zs.

Ao extender o conceito de graduacao para uma algebra linear é necessario primeira-

mente introduzir o conceito de espago vetorial graduado. Consideramos entao um espaco
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vetorial complexo V' cuja dimensdo de V seja, dim(V') = n+m, onde n e m sejam inteiros
positivos. Supomos também que ey, €s, ..., €4, S€jam uma base em V. Assim qualquer

elemento a € V' pode ser escrito como

n—+m

a= Z Hj€j (24)
j=1

onde p; sao coeficientes arbitrarios que podem assumir valores tanto reais quanto com-

plexos.

Este espaco pode ser feito graduado pela atribuicao de cada elemento na forma

a= Zujej’ (2.5)
j=1

como sendo um elemento par, enquanto que os elementos ditos impares sao os de forma

n+m
a= Y pjej. (2.6)

j=n+1
Desta forma os elementos pares envolvem somente os elementos e; com j = 1,...,n da
base de V', enquanto que os elementos impares sao aqueles constituidos pelos elementos
de base ej com j =n +1,...,n + m. Assim sendo, qualquer elemento a € V' que seja par

ou impar é dito homogéneo. Ou seja, estes elementos possuem projecoes nulas em um dos

subespacos, ou no subespaco par ou no subespaco impar.

Ao conjunto de elementos pares de V' que formam o subespaco par denotaremos por
Vo. Do mesmo modo os elementos impares também constituem um subespaco de V', o
subespaco impar denotado por V;. Claramente V é a soma diretade Vi e Vi, V =V, p V],

cujas dimensoes sao

dim(Vo) = n
dim(Vy) = m.

Para cada elemento homogéneo de V' definimos entdo uma fungio paridade p(z) tal

que
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0 paraz €V
p(z) ={

1 paraerl'

Assim para um elemento da base e; € V, dizemos que e; ¢ homogéneo de grau de liberdade

i e denotamos p; = p(e;).

O conceito de estruturas algébricas graduadas ird assumir seu total significado quando
definirmos um produto para cada par de elementos. Uma superalgebra é entao qualquer
dlgebra A = Ay @ A; com graduacao Zs. Por outro lado para uma superalgebra de Lie

adiciona-se uma operagao colchete [, | satisfazendo os seguintes axiomas com a, 8 € {0, 1}

[a,0] = —(—1)P@P®)[p g] 0 € Ay, b€ Ag
[a,[b,c]] = [[a,b],c]+ (—1)P@P®) b [a,c]] a € A, be Ag

e sendo este dltimo o andlogo da identidade de Jacobi [12].

As superalgebras de Lie apareceram inicialmente em [29] como as dlgebras de Lie
associados a certos grupos generalizados atualmente chamados supergrupos de Lie cujas
algebras de funcoes sao algebras contendo varidveis comutativas e anti-comutativas. Da
mesma forma que ocorre com o espaco vetorial graduado, os elementos pertencentes a
Ap sdo chamados pares enquanto que aqueles pertencentes a A; sdo chamados impares.
Assim se p(a) aparece em uma das expressdes que se segue, entdo é assumido que a é um

elemento homogéneo.

Existe ainda uma maneira natural de se definir a operagdo colchete [,] em uma superal-

gebra que é dada por
[a,b] = ab — (—1)P@P®)pg, (2.7)

Assim uma superalgebra A é chamada comutativa se [a, b] = 0 para todos a,b € A.
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A soma direta de superalgebras é definida de maneira convencional [12], mas por
outro lado a definicdo de produto tensorial é diferente. Sendo A e B duas superalgebras,
o seu produto tensorial A ® B forma uma superalgebra cujo espago é o produto tensorial

dos espacos A e B incluindo a graduagao Z;. Esta operacgao é definida pela propriedade,

(&1 X bl) (a2 ® bg) = (—1)p(“2)p(b1)a1a2 X blbg a; € A, bz € B. (28)

Considerando entdo a base de V' formada pelos elementos ey, ...,e, € Voeeni1, .oy nim

Vi, temos nesta base uma representacao matricial de qualquer operador a € V', podendo

a
az(fy 6), (2.9)

onde « é uma matriz n X n, § é uma matriz n X m, v é uma matriz m X n e 6 é uma

este ser escrito em blocos na forma

matriz m X m.

a 0

Desta forma as matrizes dos elementos pares possuem a forma ( 6)’ enquanto que
0

0
as de elementos impares sao da forma ( ) Assim introduzimos o conceito de su-
v 0
pertraco sendo este dado por,
str(a) = tr(a) — tr(9). (2.10)

Observe que o supertraco de uma matriz nao depende da escolha da base homogénea,
assim podemos falar do supertraco de a significando o supertrago deste operador em

qualquer base homogénea. Assim, de maneira explicita temos que

str(a) = nzm(—l)piaii, (2.11)

i=1

onde a;; sao os elementos matriciais de a.

Da mesma forma que ocorre para as algebras de Lie, um problema fundamental para as

superalgebras de Lie é o da sua classificacao. Pelo fato de superalgebras de Lie possuirem
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uma estrutura muito mais rica que as algebras de Lie, o problema de sua classificacdo é
muito mais elaborada. De acordo com a classificagido obtida por V.G. Kac [30], as familias

classicas de superalgebras de Lie se dividem em:

Quatro séries denominadas A(n,m), B(n,m), C(n) e D(n,m) que em muitos as-

pectos sao similares as séries de Cartan A, B, C' e D.

Duas superalgebras de Lie excepcionais, uma F(4) de dimensdo 40 e outra G(3) de

dimensao 31.

Uma familia de dimensao 17 denominada D(2, 1; &) que consiste de uma deformagao

do D(2,1).

Duas séries denominadas P(n) e Q(n).

De acordo com essa classificagao, a série A(n, m) também é denominada sl(n+1|m+1)
que consiste de uma superalgebra cuja algebra no espaco par é o sl(n + 1) e no espago

impar é o sl(m+1). Da mesma forma B, C' e D correspondem as seguintes superalgebras

osp(2n + 12m) = B(n,m) n>0 m>0
osp(2n|2m) = D(n,m) n>2 m>0

osp(2]2n —2) = C(n) n>2,

onde a superalgebra osp(n|m) é chamada superalgebra ortogonal simplética cuja algebra

no espago par é o o(n) e a dlgebra no espaco impar é o sp(n).

Apresentaremos agora as definicoes de algumas superalgebras de Lie que serao uti-

lizados nos capitulos seguintes.

e A Superalgebra gl(n|m):
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A superalgebra gl(n|m) é formada pelas algebras das matrizes x com dimensio (n+m) X

(n+m),
gl(n|m) = {x é uma matriz (n +m) x (n+m)}. (2.12)

Da mesma forma como foi dado em (2.9), = é dividido em blocos nos respectivos espagos

a p
x:(7 5), (2.13)

onde as dimensoes das matrizes «, (3, v e  sao respectivamente n X n, n X m, m X n e

pares e impares,

a 0
m X m. Na base escolhida os elementos pares sao da forma ( 5), enquanto que oS
0

0 g

e consequentemente,
v 0

p =0 p =1 (2.14)
0 ¢ v 0

e A Superalgebra si(n|m):

impares sao (

A superalgebra sl(n|m) é definida por,
sl(nlm) = {x € gl(n|m)|str(z) = 0}, (2.15)

que consiste de uma sub-algebra de gl(n|m) tal que o supertrago se anula

str (a ﬁ) =tr(a) —tr(d) = 0. (2.16)
v o0

e A Superalgebra osp(n|2m):

A superalgebra ortogonal simplética por sua vez consiste dos elementos z,

osp(n|2m) = {x € gl(n]2m)|z + Gz*'G™' = O} , (2.17)
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onde a operacao de supertransposicao st é dada por

st t At
U o - (“ 77 : (2.18)
79 ptd

com t denotando a transposi¢ao usual e a matriz G' sendo dada na forma bloco diagonal

G = diag(I,,Z,) com
I 0 I, ( )
I, 0

onde a matriz I, é a matriz identidade com dimensoes m x m.
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2.2 Solucoes Trigonométricas Associadas a Superal-

gebras

Como foi mencionado na introducao, a equagdo de Yang-Baxter é uma equagao envolvendo
operadores R definidos num dado espaco vetorial. Este espago vetorial onde R atua pode
ser um espago vetorial com graduacao Zs, e neste caso a equagao de Yang-Baxter recebe
o nome de equacao de Yang-Baxter graduada. Tal denominacao enfatiza que o produto
tensorial presente na definicdo da equacao (1.1) deve ser entendido na forma graduada
como descrito na equacao (2.8). Da mesma forma que no caso sem graduagio, o conceito
de solugdes classicas também existe e satisfazem por sua vez uma equacdo analoga a (1.5),

s6 que agora o comutador presente em (1.5) é substituido entao pela defini¢ao (2.7).

Solugoes trigonométricas da equacao de Yang-Baxter associadas com algebras de Lie
nao-excepcionais ja sao conhecidas por mais de duas décadas. Essas solucoes foram apre-
sentadas por Bazhanov [13] e Jimbo [15], que apesar de utilizarem diferentes métodos,
um ponto em comum nas duas abordagens é o requerimento da chamada matriz R
classica definida somente em termos de uma algebra de Lie. Apesar dos dois métodos
proverem solugoes trigonométricas da equacao de Yang-Baxter, as solugoes apresentadas
por Bazhanov se mostram insatisfatorias por ainda dependerem da representacao explicita
do Coxeter de automorfismo [11] de uma dada algebra de Lie, de modo que essas solugoes
ainda precisam ser computados numa base conveniente. Por outro lado Jimbo foi capaz
de apresentar solucoes explicitas da equagao de Yang-Baxter, o que permitem assim a sua

imediata interpretacao como pesos de Boltzmann de modelos de vértices integraveis [6].

A apresentacao de matrizes R explicitas representam um passo de grande importancia
na construgao de novos modelos exatamente soliveis, que no caso de solucoes associadas
a superalgebras de Lie a maioria dos esforcos tem se concentrado no caso de solucoes
racionais associadas com as superalgebras sl(n|m) e osp(n|m) [23, 31, 32]. J& no ca-
so de solucoes trigonométricas os resultados se concentram na superalgebra Uy[sl(n|m)]

[33] e em casos especificos das superalgebras g-deformadas U,[osp(1(2)] [19] e U,[osp(2|2)]
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[20]-[22]. Esta situagdo insatisfatéria estava provavelmente relacionada ao fato de su-
peralgebras de Lie possuirem uma teoria de representacdo muito mais entrincada quando
comparadas ao caso de algebras de Lie convencionais. Além disto, esta dificuldade fez com
que uma solugao unificada dos modelos de vértices invariantes com superalgebras de Lie
g-deformadas permanecessem como um problema em aberto de longa data, com excegao
do caso U,[sl(n|m)] que estd relacionado com o modelo de Perk-Schultz [17, 33]. De forma
a alcancar este objetivo € indispensavel se ter em maos expressoes explicitas para as ma-
trizes R da mesma forma como as que foram apresentadas por Jimbo [15] para as dlgebras
de Lie nao-excepcionais. Com esta intencao apresentaremos solugoes explicitas da equacao
de Yang-Baxter graduada associadas com as superalgebras g-deformadas U,[sl® (r|2m)]

e U,JospV)(r|2m)], fazendo uso dos resultados presentes em [34] e [35].

Em [34] Bazhanov e Shadrikov apresentam solugdes trigonométricas da equacdo de
Yang-Baxter graduada associadas com as superalgebras de Lie sl(r|2m) e osp(r|2m) com
dois possiveis tipos de Coxeter de automorfismo. Estes resultados seguem a mesma abor-
dagem de [13] e portanto recaem ainda na situagao insatisfatéria de nao apresentarem
solucoes explicitas. Estas solugoes entretanto dependem da forma dos Coxeter de auto-
morfismo considerado para as respectivas superalgebras que por sua vez foram explicita-
dos em [35]. Através da anélise destes resultados, apresentaremos nesta se¢éo solugdes da
equagao de Yang-Baxter graduada (1.3) onde a matriz R, Rq(A), atua no produto ten-
sorial de dois espacos com graduagao Z; sendo estes denotados por V, e V. Salientamos
aqui que os produtos tensorias presentes na equacao de Yang-Baxter graduada levam em
conta a graduacao dos respectivos espagos, o que significa que seus elementos matriciais
dependerdo fortemente das paridades dos graus de liberdade [34]. Entretanto, ainda é
possivel definir uma nova matriz Rg,()\) satisfazendo uma outra equacio que é insensivel

a graduagao, sendo esta dada por

Ria(N) Ros(A + p) Rua (1) = Ros (i) Ria(X + 1) Ras(N). (2.20)

A matriz R desempenha um papel fundamental na formulacio do Método do Espa-
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lhamento Quéantico e ela é simplesmente relacionada a matriz R, Rq()), pela expressio
Rap(\) = Py Rop(N). (2.21)

Na expressao acima P,;, é denominado permutador graduado, sendo este explicitamente
N

dado por Py, = —1)P?26 2 ¢®) onde o inteiro N representa a dimensao do espago
af Ba
a,f=1

V,. J& os elementos e( @)

sao chamados matrizes de Weyl e denotam matrizes de dimensao

N x N possuindo somente um elemento nao nulo com valor 1 na linha « e coluna £.

Utilizando estas definicoes apresentaremos a seguir expressoes explicitas para matrizes

R associadas com as superalgebras de Lie g-deformadas U,[sl? (r|2m)] e U,[osp™ (r|2m)].

Como as informagdes necessarias sobre essas dlgebras ja foram descritas em [34], nos
restringiremos aqui a apresentar expressoes para as matrizes R em uma base conveniente.
Estas formulas irao depender fortemente da graduacgao escolhida para os graus de liberdade
e de modo a obter expressoes explicitas é conveniente adotarmos uma especifica. Assim,

nesta etapa deste trabalho escolhemos a seguinte,

, (2.22)

1 para a=1,....m e a=r+m+1,...,7r4+2m
pg°)={

0 para a=m+1,...,r+m

onde introduzimos o simbolo Iy = (r|2m) com o objetivo de enfatizar o nimero de graus
de liberdade par (r) e os nimeros de graus de liberdade impar (2m) do espago vetorial

que estamos considerando.

Desta maneira, a matriz R quantica na base de Weyl é dada por,

NO NO
R0 = Y adne@eed +o0) Y el

a=1 a,B=1
atal aBatf
Ny b Ny .
D) Y dWedl) D0y Y ddeel)
a<p, (I;eﬂ' oot f
- Z ) (N)ely @ el (2.23)

a,p=1



Uy9] N ((®)
Ug[sl(2n +112m)®] | 2n+2m +1 | -¢> 2m+1
U,[sl(2n|2m)?)] o + 2m _g2n2m
U,losp(2n|2m)™)] M +2m | gZnm?

Uglosp(2n +112m)V] | 2n+2m+1 | ¢

2n—2m—1
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Tabela 2.1: Valores das dimensdes Ny e a dependéncia de ¢(0) com o parametro ¢ para cada superalgebra

de Lie considerada.

onde cada indice « possui seu conjugado o/ = Ny + 1 — «, e Ny é a dimensao do espago

vetorial graduado com 7 elementos pares e 2m impares. As funcdes allo)()), b(0)()),

cl)()) e ) ()) presentes em (2.23) sdo por sua vez
(o)

= (1=~ ¢™)

)
) = qe® = 1)~ W)
)
) = ),

(o)

enquanto que d,% (\) possui a seguinte forma
af g

(q(e? = 1) (e — ")) + P (¢ — )¢ - 1)

€s

(lo)

_ (62/\ . C(lo))((a?)\(lfpa ) q262/\pa )

(¢4 = 1) (62 = () (1 g 4 A (g2 — 1)

(lo) _
iw@”—<QRJJFW@”—nﬁfr%—@ﬂ@”—dwﬂ

\

(¢® — 1)e? [(eu _ 1)E_thatﬂ — Sap (e —

)

(2.24)
(2.25)
(2.26)
(2.27)
a=p8=4
a=p#0
a<pf
a>f
(2.28)

O elemento (%) presente nas expressdes (2.24-2.28) sio dados na tabela 2.1 juntamente

com os valores das dimensoes N, para cada superalgebra de Lie considerada. J& as

variaveis €, e t, sao dadas por
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(A No+1
(—1) 1 <a<0F
No+1
604 = 1 o = 02+ 3 (2.29)
& No+1
(_1)% 02 a < N
a+ [f-pl+2 3 pi 1< a< Notl
I a<p<iet
ta = § Mot o = fotl : (2.30)
a— % _ go) +2 Z p(ﬂl()) —N02+1 <a< N
\ I TG <p<a

Estas matrizes R definidas pelas equacoes (2.23-2.30) satisfazem ainda importantes

relacoes de simetria. Uma delas é chamada simetria P71’ caracterizada pela relacdo
PoRis(N\) Py = REES2()), (2.31)

onde o simbolo st; denota a supertransposi¢ao no espaco com indice k. Outra importante

simetria é a chamada simetria de crossing sendo mais adequadamente escrita como

Ra() = - ViR (A= v, 232

onde p(\) é uma fungao de normalizagao conveniente, 7 é o parametro de crossinge V é

uma matriz anti-diagonal. Como as expressoes para essas quantidades sao suficientemente

complicadas, reunimos esses resultados no apéndice A.

E importante ressaltar que as matrizes R obtidas para as superalgebras Uq[sl(Z) (2n +
112m)] and U,Josp™(2n + 1|2m)] permanecem vélidas mesmo para n = 0. Neste caso
entretanto, tais matrizes R podem ser relacionadas por transformagoes que preservam a
equacdo de Yang-Baxter, a aquelas associadas com as dlgebras Uz[B,,] e U@[Ag,)l] respec-

tivamente e com § = —¢q~!.
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2.3 A Algebra de Braid-Monoid

Na secdo anterior apresentamos férmulas explicitas para matrizes R invariantes com as
superalgebras de Lie g-deformadas U,[sl® (r|2m)] e U,[osp'Y)(r|2m)]. Agora nesta secio
mostraremos que essas solucoes estdo relacionadas com representacoes da dalgebra de
Braid-Monoid, e que o estabelecimento desta relacdo nos permite obter generalizacoes

multiparamétricas das solucoes ja apresentadas.

A algebra de Braid-Monoid [36] é uma algebra gerada pela identidade I, os operadores
b} e sua inversa b; chamados de operadores de Braid, além do operador E; também
chamado operador de Temperly-Lieb. O indice ¢ pode por sua vez representar o i-ésimo
sitio de uma rede unidimensional de tamanho L. Os operadores de Braid b estdo sujeitos

a obedecer a dlgebra do grupo de Braid de Artin [37], sendo esta dada por

biby =b; b =1
bo = bl b para |i — j| > 2

bFbi b = bbb (2.33)

Ja o operador de Temperly-Lieb E; [38] estd sujeito as seguintes relagoes algébricas co-

nhecidas como dlgebra de Temperly-Lieb,

EiEj = EJEZ para |’L - _]| 2 2
E? = QF; (2.34)

Ez'Ez':I:lEi = Eia

onde () é um parametro complexo arbitrario.

Estas duas algebras, a algebra de Braid e a algebra de Temperly-Lieb, podem ser com-
binadas dando origem a uma algebra de dois parametros contendo as seguintes relacoes

adicionais envolvendo os operadores de Braid e Temperly-Lieb,



21

bi E; = E;bf para |i—j| > 2 (2.35)

bip b By = Eibf b = BBy,

onde w é um outro parametro complexo.

Argumentaremos a seguir que familias de matrizes R multiparamétricas associadas
com as superalgebras de Lie g-deformadas U,[sl®®(r|2m)] e U,[osp)(r|2m)] podem ser
derivadas de representacoes de um quociente da algebra de Braid-Monoid denominada
algebra de Birman-Wenzel-Murakami [39]. Para estabelecer esta relagdo o primeiro passo
é investigar apropriados limites das matrizes R apresentadas na se¢do anterior (2.23)
que nos fornece representagoes da dlgebra de Braid [36]. Este estudo nos revelard que
as representagoes da dlgebra de Braid associadas com as matrizes R (2.23) podem ser
generalizadas para acomodar parametros livres adicionais e uma grande variedade de

possiveis graduacoes Zs.

Como ponto de partida para estabelecer esta conexao ressaltamos a grande similari-
dade existente entre a dlgebra de Braid (2.33) e a equagdo de Yang-Baxter para a matriz
Ras(z) (2.20). Esta grande similaridade torna possivel obter representacoes do grupo de
Braid através de apropriados limites no parametro espectral x, tal que a equagao (2.20)
se torne assintoticamente independente deste parametro. Deste modo a equagao de Yang-
Baxter (2.20) se torna a prépria relagdo (2.33) da algebra de Braid. No caso considerado
esta relacdo pode ser alcangada considerando os seguintes limites,

b = lim [0i(z = M) Riz(z = €)], (2.36)

A—to0

onde 0. (z) sao apropriadas fungoes de normalizagio. Além disto, o operador b e sua

inversa b; seguem diretamente de b* pela construgao usual

i—1 L
F=QIv b* Q Iy (2.37)
7j=1

j=i+2
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sendo Ix a matriz identidade com dimensao N x N.

Considerando o limite descrito em (2.36), podemos ver que ambas as solugdes associadas
as superalgebras g-deformadas U,[sl® (r|2m)] e U,Josp™™ (r|2m)] nos fornece a mesma
representacao do grupo de Braid. Desta forma, as representacoes do grupo de Braid b+

mais gerais, compativeis com as matrizes R apresentadas em (2.23), possuem a seguinte

forma
N N
b+ — Z (_1)paq1—2paeaa R Can + Z (_1)Papﬁeﬂa R €ap
aFao’ a,B=1
a#B,p
1, N
+@==) D ea®espt Y. algeas ® eag (2.38)
q a,f=1 a,f=1
a<p, a#f!
e
N N
b~ = Z (=1)Peg 1 HPae, @ enq + Z (—1)PPBegy @ €qp
a#a/ a,B8=1
a#B,p
1 N N
+(; —q) Z €ss ® €aa T Z Uap€a’p @ €apr, (2.39)
a<Blarp WPt

onde o =N +1—q.

Uma importante realizacao da proposta acima é que existe uma grande liberdade para
se fixar os coeficientes afﬂ para varias escolhas de paridades do espaco vetorial também
chamadas paridades de Grassmann. Estas possibilidades de graduacoes sao aquelas com-
pativeis com as possibilidades de simetria U(1) assumidas implicitamente em nossa cons-
trugao (2.38, 2.39) dos operadores de Braids. Mais especificamente, as paridades p, nao
precisam necessariamente ser as dadas por (2.22), somente sendo necessdrio que estes

satisfacam a seguinte condi¢ao de reflexao,

Po = Po! - (2.40)

Sob esta condigdo mais fraca (2.40) encontramos que os coeficientes afﬂ sao dados pelas

expressoes gerais,
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( (1 €a A3 —ta
(3—a) [2q" " —bap| a>p
n 0 a<pf
aaﬂ =9 )
1 a=8=4
[ (~1)rmgtome a=B#8
(2.41)
( 1\ | €a 4tp—ta
(¢— D) [=g" " —dap] <8
- 0 a> B
a B = .
¢ ]_ = ﬁ = ﬁ,
[ (—1)pegtir a=B#p
onde os respectivos parametros €, e t, devem entao satisfazerem as relacoes
(%3]
N 2
€a = (—=1)Pey e to=toy —2|pa+t 5 - 2) pgl- (2.42)
B=a

A variavel o pode assumir valores no intervalo 1 < a < [%] e lembramos que [%]

N+1

denota o maior inteiro menor que ~5—.

Das expressoes (2.42) concluimos que cada par de varidveis €, e t, nos deixa com

N+41

numero de [T] parametros livres. Esta liberdade é esperada para representagoes do

grupo de Braid associadas a extensdes multiparamétricas [40].

Aqui conjecturamos que o operador de Braid b" estd em direta correspondéncia com
a matriz R universal multiparamétrica associada com a superalgebra U,[osp™ (r|2m)].
Antes de prosseguir salientamos que tais representacoes do grupo de Braid possuindo
graus de liberdade pares e impares foram anteriormente chamados por representagoes nao
usuais do grupo de Braid [41, 42]. Entretanto, expressoes para estes operadores em termos
das matrizes de Weyl (2.38,2.39) para qualquer valor da dimensdo N e com a variedade
de parametros arbitrarios €, e t,, além da sua relagao com matrizes R multiparamétricas,

sao resultados novos na literatura [28].
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Voltamos nossa atencao agora para o estudo da estrutura de autovalores dos ope-
radores de Braid (2.38,2.39). De forma a estabelecer uma conexdo com representacoes
da &lgebra de Birman-Wenzel-Murakami é importante que tais representacoes possuam
no maximo trés distintos autovalores [43]. Por inspe¢ao direta das expressoes (2.38,2.39)

concluimos que b" satisfaz a seguinte relagao cibica,

<b+ + EIN ® IN> (6" — gIy ® Iy) (b* — oIy ® Iy) = 0, (2.43)

onde o terceiro autovalor o é dado por
o =q'm, (2.44)

O préximo passo para estabelecer a conexao com a algebra de Birman-Wenzel-Murakami
é assegurar que o correspondente operador de Temperly-Lieb E estd relacionada com o

operador de Braid b* através da seguinte identidade,

bt — b~
q - —4q
Substituindo entao as expressoes (2.38,2.39) na equacgao (2.45) podemos entao determinar

as expressoes explicitas para o operador de Temperly-Lieb que fica sendo dado entao por
N e
E = Z 6—aqtﬂ_t°’ea1/3 X €qpr - (246)
aB B

O nosso préximo passo é entdo verificar se os operadores de Braid b" definidos em (2.38-
2.42) e o respectivo operador de Temperly-Lieb F (2.46) satisfazem a dlgebra de Braid-
Monoid (2.33,2.36). Isto realmente ocorre com os parametros complexos @ e w sendo

dados por
Q=14—— e w=o0 . (2.47)

Discutiremos agora como podemos reintroduzir o parametro espectral z nessas re-

presentacoes do grupo de Braid de forma a construir correspondentes solucoes Rab(x)
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da equagdo de Yang-Baxter. A &lgebra de Birman-Wenzel-Murakami é conhecida por
prover condi¢des suficientes para implementar o procedimento de Baxterizagio [43]. Este
procedimento idealizado em principio por Jones [44] visa obter solucoes da equagdo de
Yang-Baxter a partir de representacoes de certas algebras relacionadas com a equagao
de Yang-Baxter. Assim para cada representacao da algebra de Braid-Monoid podemos
encontrar duas matrizes R (z) e R®(z) satisfazendo a equacdo de Yang-Baxter (2.20).
Estas solucoes sao dadas em termos de uma combinacao linear dos geradores da algebra

de Braid-Monoid,

R®(z) = (é —q)r(z — ENIy @ Iy + (z — 1) (z — €F)oT + (¢ - é)x(az —1)E, (2.48)

onde £® ¢ dada por

-1 k=1

¢ =3 . (2.49)
qc

Considerando as representagoes do grupo de Braid (2.38,2.39) para N par e N impar

separadamente, as duas possibilidades de baxterizacao nos leva a quatro novas matrizes

R. Apoés simplificacoes trabalhosas, suas expressoes em termos de matrizes de Weyl sao

entao dadas por

R®)(z) =
N N
Yo (&= W)@ P — PaP)eqn ® €an +qlz — 1)z —EF)) Y (—1)PPres, @ eap
oo ot Brars
N N N
+(1—¢*)(z — f(k)) z Z €aa @ €pp + Z €aa ® €p| + Z do.5(T)ears @ €apr,
7 o> atp wp=l

(2.50)

onde as funcgoes d(ak)ﬂ(x) sdo dadas por



26

matriz R | Superalgebra ¢k)
RO(z) | Uy[siP(r]2m)] | ="

R®(z) | Uglosp! (r[2m)] | ¢"*"

Tabela 2.2: A relacio entre R%) () e as superalgebras associadas, juntamente com os parametros &%),

(q(z —1)(z — W) + 2(g” — 1)(6W — 1) a=p3=p4
(0~ 1) [ — D) (1g" + a(g® — 1) a=f4f
d&k)ﬂ(/\) =V (-1 |V - 1)Z_aqta—t5 — G gz — g(k))‘| a< B . (2.51)
B
(¢* — 1)z l(m — 1)Z—aqt°"tﬂ — ba,p (T — f(k))] a>f
. B

Neste ponto ressaltamos que as expressoes (2.50,2.51) sao validas na situagao onde
as varidveis €, e t, somente satisfazem as relagbes (2.42), e para a variedade de escol-
ha de graduacoes satisfazendo a condi¢ao (2.40). A possivel relagao existente entre tais
matrizes R e a correspondente superalgebra quantica é proposto na tabela 2.2 . Esta corre-
spondéncia foi obtida pela comparacao das equacoes (2.49,2.51) com os resultados prévios
(2.23-2.30). Acreditamos que estas matrizes R juntamente com a tabela 2.2 extendem
significativamente os resultados da se¢ao 1.2 para matrizes R baseadas em superalgebras.
Na préxima se¢ao veremos que podemos ainda lucrar muito mais da conexao estabelecida

com algebras de Braid-Monoid.

24 A Algebra de Braid-Monoid Diluida

A algebra de Braid-Monoid diluida [45] consiste de um interessante caso especial de uma
generalizacao da algebra de Braid-Monoid chamada algebra de Braid-Monoid de duas
cores [46]. Esta dltima é obtida da dlgebra de Braid-Monoid usual pela atribui¢io de novos
graus de liberdade aos seus geradores que chamamos simplesmente de cores. Desta forma,

a algebra de Braid-Monoid de duas cores é gerada por operadores de Braid coloridos b;t (a:b)
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Y tais que os indices a,b = 1, 2 denotam duas

possibilidades de cores. Outros elementos desta algebra sao projetores Pi(a)

e operadores de Temperly-Lieb coloridos EZ-(a’
onde os indices
denotam que a projecao é realizada sobre a a-ésima, cor no i-ésimo sitio de uma rede de
tamanho L. Estes operadores por sua vez satisfazem as relagoes usuais de projetores
dadas por

POP® = 5,P® S PW=T . (2.52)

K3

Jéa o caso diluido recebe este nome pelo fato de uma das cores ser trivialmente repre-
sentada. Escolhendo a segunda cor ¢ = 2 como sendo a trivial, os operadores de Braid nao
triviais que fazem parte da dlgebra de Braid-Monoid diluida sao b;t (1’1), b; (12) ¢ b; @1

Estes por sua vez satisfazem as seguintes relagoes generalizadas do grupo de Braid

SCCIR OO SOOI CORNNCE)
by Py, b @)

1 1

b-l— (a,b) b;:_(gb bji—(c,a) — b;:ja b-l— (e,b) b;:-(ll b)’ (253)

onde pga’ ) sdo operadores de projecao compostos definidos por p(a b - Pi(a)PZ-(?l.

Da mesma forma os operadores de Temperly-Lieb coloridos nao triviais Ei(l’l), Ei(l’Q)

e Ei(Q’l) sao sujeitos as seguintes relagoes de Temperly-Lieb extendidas

E(a’b)Ezgcva) — Q(a) E,L'(C’b)

Elga,b)E(a,a)Elgc,a) _ Ei(c’b)pz('i(f)

ECYECOECY = gV, (2.54)

Nestas relacoes estamos ainda assumindo que quaisquer dois geradores atuando nas
posicoes ¢ e j com |i — j| > 2 comutam. Além disto, é requerido que estes geradores

satisfacam um conjunto adicional de relagoes sendo estas dadas por

b;’(aﬂa) Ei(bﬂa) — w(a)E(baa)

- 1
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E’:’(a:b) bz(a7a) — w(a)Ei(aab)

;:_(?b) b:—(c’b) Ez(iﬂlb) — Ez(ayb) b;:_(?a) b:’(c7a) — El(c7b) Ez(aalc)
b;’_(lljac) b:’(bac) Ez(g,lb) — Ei(a'yb) b:—_(f,C) b;—(a’C) — Ei(cab) Ez(ﬁaf) . (2'55)

Devido a trivialidade suposta para a segunda cor a = 2 no caso diluido, temos ainda
£(2,2) _ (22) _ (2,2
= B = ),

i

que bf(a’b) = b;(a’b) para a # b e que b

Do mesmo modo que a algebra de Birman-Wenzel-Murakami surge como um quociente
da algebra de Braid-Monoid, a algebra de Birman-Wenzel-Murakami diluida surge como
um quociente da algebra de Braid-Monoid diluida (2.52-2.55). Este quociente também re-
quer restrigoes adicionais entre os operadores de Braid b;t L1 4 08 operadores de Temperly-

Lieb E~(1’1), como o analogo da relacao cibica (2.43) que é dada por
3
1
(bj(l,l) + _p(1,1)> (bi+(1,1) _ qp(1,1)) (bi+(1,1) _ w(l)p(l,l)) =0, (2.56)
q

e uma relagao polinomial para o operador Ei(l’l)

bﬂ'(lal) _ bi(lal)

Eilal) — p(lal) +

2

2.57
g'l—q (2:57)

Um fator de grande importancia neste caso quociente da dlgebra de Braid-Monoid
+(1,1)

diluida é que os operadores envolvendo somente a primeira cor b; , Ez-(l’l) e pgl’l) formam
uma sub-algebra do tipo Birman-Wenzel-Murakami. Isto sugere que as representagoes
da algebra de Braid-Monoid construidas na sec¢ao anterior podem ser utilizadas como
o ponto de partida para se obter representacoes da versao diluida desta algebra. Mais
precisamente, estas representagoes podem ser obtidas dos nossos resultados (2.38,2.39)
pela adicao de um grau de liberdade extra, correspondendo a segunda cor, ao espago de
estados original. Como consequéncia, a acao de um operador qualquer O; no i-ésimo sitio

de uma rede unidimensional é agora dado por,

i—1 L

OAZ':®IN+1 O ® IN_|_1 . (258)

j=1 j=i+1



29

Por outro lado, o fato da segunda cor ter sido escolhida para ser trivialmente repre-

sentada nos leva a seguinte expressdo geral para os projetores [45],

N
=Y o PP =éniin, (2.59)
=1

onde é,43 sdo matrizes de Weyl agora com dimensdo (N + 1) x (N +1).

Neste ponto as respectivas representacoes para os operadores de Braid b1 e op-
eradores de Temperly-Lieb E(Y podem ser obtidas das equacoes (2.38,2.39,2.46), sendo

agora matrizes de dimensao (N +1)? x (N +1)? cujas expressoes explicitas sio dadas por

N N
b+(1,1) — Z ( 1)paq1 2paew ® Epn + Z Papﬂeﬂ ® enp
aZa’ a,B=1
a#B,p!
1, X al
=) Y Ca®Egpt Y. alswp ® Eap, (2.60)
q a,f=1 a,f=1
a<p, a#p’
N N
p (L1 — Z (—=1)P=q 1+2p°‘e aa ® €aa + Z p"pﬂ65 ® €ap
ozl o1 BB
1 al -
+(=—q) Y Ot Y. Gnslup ® Eap, (2.61)
q a,f=1 a,B=1
a<p, a#p
N e
LD — 3 iqtﬂ_ta B @ Eap- (2.62)
o,

E importante salientar que os operadores (2.60-2.62) em conjunto com os proje-
tores p("!) formam uma sub-dlgebra do tipo Birman-Wenzel-Murakami diluida onde os
parametros Q) = @, wM =w e Q® = 1. Ja a expressao para os operadores de

Braid mistos b7 e b1 seguem quase que diretamente das definicdes de projetores,

~ N
bt (12 = D Ent1a ® Ea N1 b = > Ca N1 ®EN4La (2.63)

a=1 a=1
De modo a se obter os operadores de Temperly-Lieb mistos uma quantidade extra de

trabalho é requerida e obtemos entdao que eles sao dados por
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N

€
E@D 2 g, v @ Eg N, (2.64)
a=1 EN+1
N
ENH1 ¢ _ _
E12) — Z €_+qta tN+1eN+1 0 ® Enytl ol (2.65)
a=1 «

onde €x41 € tyy1 s30 pardametros adicionais arbitrarios associados com a diluicao.

Voltamos entao ao problema fundamental da construcao de solugoes da equacao de
Yang-Baxter a partir das representacoes da dlgebra de Birman-Wenzel-Murakami Diluida.
Da mesma forma como ocorre para a algebra usual de Birman-Wenzel-Murakami, repre-
sentacoes da dlgebra de Birman-Wenzel-Murakami Diluidas podem ser baxterizadas de
forma a fornecer solucoes da equagdo de Yang-Baxter [45]. A correspondente expressao

para a matriz R(z) é dada por

v 1 1. =z T 1 T X
— — — (151) JR— — +(171) —_ — _(151) - — - = (152) (251)
R) = (C=am®+ @ = D = D0 1 (== D +5%)
1
- kil — —)(I — f)(b(lﬂ) + 02D 4 ky (= — ¢)(z — —) (B + EGY)
' T z
1 1.7 =z
——q) = (z—=)(= =) p*? 2.66
+ n(q q) = (&= ) -7, (2.66)

onde 7> =0,n=7—17 ! e Kk o= =1 sdo sinais arbitréarios.

A substituigao direta de representagoes (2.59-2.65) na equagao (2.66) nos levam a
expressoes explicitas para as matrizes R cujas esperadas simetrias U(1) sdo dificeis de
serem reconhecidas a primeira vista. No entanto estas simetrias podem ser feitas mais
explicitas por meio de transformacdes apropriadas que preservam a equacdo de Yang-

Baxter,
R(z)=(S®S) "R(z)(S®9), (2.67)

onde S é uma matriz (N +1) x (N +1) inversivel, devendo ser escolhida apropriadamente.
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Para valores pares da dimensao N = 2n + 2m, encontramos que a apropriada matriz Spq,

é dada por
n—+m 2n+2m
Spar = Z €aa T Z €a at+1 T €2n42m+1 ntm+1; (2.68)
a=n+m+1

e que a correspondente matriz R transformada 73(:5‘) esta relacionada com aquela da
superalgebra U,[osp™ (2n + 1|2m)]. De fato, elas podem ser feitas equivalentes por trans-
formacoes de gauge dependente do parametro espectral e portanto nao produzem novas

solugoes.

A situagdo para valores impares da dimensao N = 2n+ 1+ 2m ¢ fortuitamente muito
mais interessante. Neste caso escolhendo a matriz Simper composta por Simpar = 5152

sendo as matrizes S; e Sy dadas por

n+m-+1 2n+2m+1
Si = Z €aa T Z €a at+1 T €2n12m+2 ntm+2
a=n-+m+2
(2.69)
n+m 2n+2m+2
So = Z €aa T Z €a a
a=n+m+3
1

+ /3 (Entmt1 nimt1 T Enimiintmt2 + Cntmi2 nimil — Engmi2 nim+2) ;

a matriz R obtida entdo R(z) consiste de uma nova solugao. A forma explicita para tal

matriz R é entao dada por

R(z) =
> 6= - a6
a#En+1
aFn—+2
D@ T (1. 8
a#B,8"
a,f#n+1,n+2
1
t 0@ =D =) X [(14m) (€0 ®eap+fap @ sa)
a#B,8"

B=n+1,a+2
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(1= k1) (Esa®e€apr +€ap®epa)l+ Z 9ap(T)ear p @ €q pr
a,f#n~+1,1+2

(q2 - 1)('7;2 - CQ) Z +LL‘2 Z é/)’ B8 Q €q a
a<pBa#p" a>B,a#p"
a,f#n+1,n42 a,f#n+1,n+2

1 _ _ _ _
§(q2 _ 1)({1)2 . CQ)[(:]: + 1) Z —+x Z (65 B Renqat o @ egn 5”)
B=niln+2  f=nrlm+2

(l‘ — 1) - E —+x E (éﬂn B & éa a —+ éau o' X éﬁn /3//)]
a<n+l a>n+2
B=n+1,n+2 B=fi+1,A+2

1 - _ _ _
S w5 ® B (2)65 w0 ® 0+ B (@) 5 ® s
BZaiim

5; (.T)ég ot @ €ep Oz] + Z [C+(x)éa” a®€qar+C (-T)éa a ®€qa
a=n+1,n+2
d+ (.’L’)éau ol (9 éa a + di (:E)éoz o X éa all]

1
_K/QC(QQ — 1).’1'(.’1}'2 — I)F, Z (_1)04—6 (éﬂ @ ® éa B! —+ éa B ® éﬂ a) y (270)
2 a,B=n+1,7+2

onde o = N+2—a,n=n+me(=qg"™ J4as fungdes g, s(), bX (), bZ(x), c*(x)

e d*(z) presentes em (2.70) sdo
(@ = 1) [(2% = ) (=1)P2g*P + 2*(¢* — 1)] a=p
Gap@) = {(@=D[CE*=D)eg 7 —Gep(a® = ()]  a<B (2.71)
(¢ = 1)a? [(2” - &g — b, (2 = ¢?)]  a>p

~(1)

@ = [Fant® @ -0 =D F gRee g asnl
x =
(~1p 20 (@ = 1)@ = Dale F mifg=n =00 a>n+2
(2.72)
(«) F(- 1) gl (g2 — 1)(22 — 1) (ahy F DiLghivn()  a<n+1
€T =
L@ 1)@~ Dale F m s oznt2
(2.73)

(CFy + ko) N (14 K1)

(€t rmFy) 5 g(z® = 1)(z* = ¢?)

(2.74)

- :I:%((f D+ mF )@ T 1) |k
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., . eye _ - (1 72
As variaveis auxiliares Fi, €., tqa, tg) e 12

(67

explicitamente dos parametros €, e t, na seguinte forma

33
2 (CF4 — k2)
i§(q —1)(¢ — koF)z(x £ 1) |2Ky €= )

el + Loy e - o)

(2.75)

entrando nas definicoes acima dependem

Fi==3 [—Enﬂ gt £ NH v —tan (2.76)
2 |en41 €nt+1
€a 1<a<n
€a = { (277)
€q—1 T_L+3SOJSN+1
_ ta 1 S (0% S n
ta = { (2.78)
tafl ’I_'L+3SO,/§N+1
e
to —Iny1+n—m 1<a<n
Z(l) — a—1
o T Yo —tay1 +20—5—-2n—2p,—4 > Ps n+3<a<N+1
B=n+3
(2.79)
a—1
7;{(12) _ tN+1—ta+204—(n—m+1)—2;5a—4ﬂzlﬁg 1<a<n
lat1 — Lar n+3<a<N+1
(2.80)

(2.40) pela seguinte expressao,

Finalmente, as paridades renormalizadas p, estao relacionadas com aquelas originais

Da I<a<n

- 0 a=n+1

o= a=n+2
Da-1 n+3<

a< N+1

(2.81)

A partir das equagoes (2.70-2.81) podemos claramente ver que as matrizes R possuem

de fato dois diferentes ramos de solucdes caracterizados pelo parametro discreto ki = £1.
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Isto d4 origem a dois modelos de vértices distintos ja que a estrutura de alguns pesos
de Boltzmann dependem drasticamente do sinal de ;. Por outro lado, o parametro -
aparentemente nao desempenha nenhum papel relevante na matriz R (2.70). De fato, a
transformacao ko — —ko seguida por uma transformagao similar em ( deixa a matriz R

invariante a menos de sinais triviais nos pesos b () e b (z).

Até onde conhecemos a estrutura da matriz R (2.70-2.81) com tal quantidade de
parametros livres é nova mesmo na auséncia de graus de liberdade impares. Apesar da
forma basica de R(r) para k; = 1 e p, = 0 se assemelhar a matriz R associada ao
Uq[Dﬁl] apresentada por Jimbo [15], ainda existem diferengas essenciais entre essas ma-
trizes. Uma comparagao direta revela que a matriz R (2.70) apresenta um relevante termo
adicional quando comparada a solugao Uq[Dﬁl] de Jimbo, sendo este o tltimo termo de
(2.70). Além disso alguns dos pesos de Boltzmann apresentam uma forte dependéncia dos
parametros livres €, e t,. De fato, é apenas para um ajuste fino desses parametros extras
que todas as diferencas se cancelam e recuperamos a solugao Uq[Dﬂl]. Isto parece ser

(2

uma indica¢do que a matriz R do U,[D,,] apresentada por Jimbo é um caso particular e

ainda nao captura toda a estrutura admissivel na deformacao do grupo quantico U, [D,(izl]

Um outro ramo de solucoes muito interessante que nao é originado da algebra de
Birman-Wenzel-Murakami Diluida foi encontrada no decorrer da verificacao explicita da
solugao (2.70-2.81). Observamos que existe ainda uma segunda familia de solugoes que
difere de (2.70-2.81) somente com respeito aos termos ¢*(z) e d*(x). Em outras palavras,
a estrutura geral da matriz R (2.70) contando ainda com os termos g.5(z), b (z) e b ()
sdo mantidos inalterados com excecdo dos pesos ¢* () e d*(x). Para esta segunda familia

estas funcoes sao entao dadas por

@) = 5@~ D+ RF)a(a ) m%ig S
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(CFy — ko)

@) = 5 = D= maFJola £ 1) fory 2

E interessante notar que os pesos (2.82,2.83) estéo relacionados com os (2.74,2.75) através
da reflexdo k; — —k;, mas ressaltamos que essa transformagdo se aplica somente para
estes termos especificos. Assim esperamos que a equagao (2.70) com os termos ¢(z) e
d*(z) dados pelas equagoes (2.74,2.75) ou (2.82,2.83) caracterizem diferentes modelos de

vértices.

Assim para enfatizar a extensao de nossos resultados referentes somente a presenca de
graus de liberdade impares, é conveniente apresentar a matriz R (2.70-2.83) para escolhas
apropriadas dos parametros livres ¢, e t, de forma que a matriz R Uq[Dﬁl] de Jimbo
seja recuperada ao fazermos p, = 0. Isto ocorre escolhendo as variaveis ¢, e t, para
1 < a < N como descritos em (2.30), e as varidveis exyy3 = —1 e typ1 = n+m + 1.
Implementando estas simplifica¢bes nas equagoes (2.70-2.81) encontramos que a matriz R

pode ser reescrita na forma simplificada

R (2) =
(xQ _ CQ) [xQ(l—;aa) _ q2x2ﬁa] oo ® Coa
a#En+1
aFfn—+2
+ q@® =)= =) Y (F1)PPegaQéap
a#B,6"
a,B#£n+1,i+2
1 _ _
+ 50@ -DE =) X [14+8) (0 ®fas+eap®sa)
,B:%;fi[,}g+2
—+ (1 — K)l) (éﬂ aQeqypr+ €qpQ egn a)] + Z gaﬁ(x)éa” 8 ® eqpn

a,B#n+1,a+2

— (¢ -1)(2*=¢?) >+t Y €5 ® €aa
a<B,a#p" a>B,a#p"
a,f#n+1,n+2 a,f#n+1,n+2
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1
_ 5((]2 _ 1)($2 — CQ)[(.’E + ].) Z +x Z (éﬂ B Reqa Tty o X éﬂn ﬂn)
B=niTn+z  Pniim+2

+ (:U — 1) — Z +.Z' Z (éﬁl! B ® éa @ + éau o ® éﬁu ﬁ”)]
a<n+l a>n+2
B=rit+1,7+2 B=n+1,a+2
1 S i i i - S i
+ 5 X (b8 (@) (ear 5 ® €a p + Epar @ €31 a) + b3 (2) (Car 5 @ €0y + Ep o @ E5a)]
et

+ Z I:éj( )60/1 Q €eq o + C ( )ea a®€qat Jj(x)éa” N J;(m)éoz ot & €q o/'] .
a=n+1,n+2

(2.84)

Os respectivos termos §, 5(z), bZ(z), & () e df (z) sdo entdo dados por

(22 = 1) [(2* = ®)(=1)P2 g + 2%(¢* — 1)] a=f
Gap(x) = { (¢ —1)[Ca? = 1) g — 6o pu(2? - )] a<B  (2.85)
(¢7 — 1)a? [(a2 — 1) g — 5, (2% = ¢2)] a>f
) — {jzéoiqta(qQ—l)(x — 1) (xky £ ) a<n+l (2.56)
éaq(q> — 1)(2? — Dax(zky £C) a>n+2
) = £i(g - DCH Rl F Dema £ Q) + Vg2 1)@ - ¢
(2.87)
T+ 1, (1 —vk1) 2 2 2
d5@) = 50 = D= m)rla £ 1) (om Q) + P g(a® = ) = ()
(2.88)

onde o indice inferior v = £1 nas fungoes ¢ (z) e d(z) indicam as duas possiveis familias

v

de modelos discutidos anteriormente. As expressoes explicitas para as variaveis €,, t, €

t, sao entao

(1)~ 1<a<n

. 1 a=n+1

€ = X (2.89)
1 a=n-+2
(1) n+3<a<N+1
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( n
a+ |1 —Pa+2) Ps 1<a<n
=«
s n+ 3 a=n+1
la = 1« (2.90)
n+3 a=n+2
o
a—|1=pa+2 > ps n+3<a<N+1
\ ﬂ:ﬁ+3
g .
a—|=—DPa+2> Ps 1<a<n
to = - ; (2.91)
o — ﬁ+§—ﬁa+2 Z ﬁg] n+3<a<<N+1
| B=n+3

Agora ndo é dificil de reconhecer que as expressoes (2.84-2.91) para o ramo k1 = 1
e v = 1 com as paridades p, = 0 de fato reproduzem a matriz R do Uq[Dngl]. Isto
significa que em geral a matriz R (2.84) pode ser considerada como uma generalizagdo nao
trivial do modelo de vértices Uq[Dﬁizl]. Até onde sabemos tal interessante possibilidade
de generalizacao nunca havia sido prevista anteriormente mesmo no ambito do poderoso
método dos supergrupos quanticos [47, 48]. De forma a tentar esclarecer a origem algébrica
da matriz (2.84) no contexto de superalgebras ¢-deformadas podemos estudar o respectivo
limite ¢ — 1. Com esta andlise encontramos que o limite cldssico das matrizes R (2.84)
com k1 = ko = v = 1 corresponde as matrizes R racionais associadas com a superalgebra
0sp(2n + 2|2m) [31, 23]. Assim é plausivel supor que a matriz R (2.84) pode ser obtida
como uma deformacao do osp(2n + 2|2m) com um dado automorfismo. O fato do limite
g — 1 corresponder a matriz R associada a superalgebra osp(2n + 2|2m) juntamente com
o fato de recuperarmos a solugao U, [Dgl] sugere fortemente que a superalgebra associada
com a solucio (2.70) seja a U,[osp® (2n+2[2m)]. A identificacio precisa da correspondente
superalgebra bem como a estrutura algébrica responsavel pelos demais ramos estd em
andamento [49], que em principio pode ser revelada através de uma construgao proposta

inicialmente por Faddeev, Reshetikhin e Takhtajan [50].

Finalizando esta secdio gostarfamos de salientar que a matriz R(z) = PR(z) dada por
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(2.84) possui ainda a simetria PT e a simetria de crossing que também pode ser escrita

como

R (@) = LEL ARG (o, (2.92)

onde p(x) é uma fun¢do de normaliza¢do conveniente e V é uma matriz anti-diagonal,

cujas expressoes explicitas sao dadas no apéndice A.



Capitulo 3

Espectro das Matrizes de

Transferéncia

Cada uma das solugoes da equacao de Yang-Baxter apresentada no capitulo anterior
pode ser interpretada como os pesos de Boltzmann de um modelo de vértices integravel
numa rede bidimensional quadrada de tamanho L x L [6]. Sua correspondente matriz
de transferéncia 7(0)()\) pode ser convenientemente escrita como o supertraco, sobre um
espaco auxiliar A = C™, de um operador denominado matriz de monodromia T(ZO)(A)

[31],

T () = SuT@ ()] = S (—1A 78 (), (3.1)

a=1

onde 7;%0) (M) denota os elementos desta matriz que é dado pelo seguinte produto ordenado

de matrizes R
T = RYMNRY (V) ... REY(N). (3.2)

No espaco em questao onde as matrizes R sao construidas, elas consistem de matrizes

com dimensao Ny X Ny no espago auxiliar A, cujos elementos sao operadores atuando na

39
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L

j-ésima posicao de um espaco denominado quantico ® CM. Com o auxilio da equacao de
i=1

Yang-Baxter graduada, podemos mostrar que as matrizes de tranferéncia definidas acima

comutam para diferentes valores do parametro espectral, ou seja
[T(lo)()\)’ T(l")(,u)] =0. (3.3)

Desta forma podemos interpretar a matriz de transferéncia como uma funcio geradora

de infinitas quantidades conservadas, que se torna mais evidente quando expandimos a

dm 1) ())

equagao (3.3) em séries de Taylor. Definindo as quantidades @,, = [ NG

])\ o’ temos

que

[Qm: Qn] =0 (34)

nos fornecendo entao estas quantidades conservadas, de onde segue a integrabilidade do
modelo de vértices [6]. Esta no¢do de integrabilidade ainda se baseia no conceito cldssico
de Liouville no qual um sistema é dito integravel se este possuir o mesmo nimero de
graus de liberdade e quantidades conservadas. Neste aspecto a diagonalizacao da matriz
de transferéncia se torna um passo de grande importancia pois resulta na diagonalizacao
de um grande nimero de quantidades conservadas, incluindo hamiltonianas de modelos

unidimensionais [56].

Na proxima secao apresentaremos a formulagao do Ansatz de Bethe Algébrico para as
familias de solugoes da equacao de Yang-Baxter invariantes com respeito as superalgebras

g-deformadas U,[sl® (r|2m)] e U,[osp™ (r|2m)] que apresentamos no capitulo anterior.

3.1 O Ansatz de Bethe Algébrico

O Ansatz de Bethe Algébrico consiste de uma poderosa ferramenta matematica na teoria
de modelos exatamente soliveis estando fundamentado na equacao de Yang-Baxter. Ele

consiste da versao algébrica do Ansatz de Bethe originalmente proposto para solucionar o
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modelo de Heisenberg isotrépico [52] também conhecido como modelo XXX. O operador
de monodromia (3.2) é o objeto bésico dentro deste método que em decorréncia da equagio

de Yang-Baxter (2.20) satisfaz a seguinte algebra quadrética
BP0 = )T 8 T () = T ()  TOWNRP A —p).  (35)

Na expressao (3.5) a matriz R estd definida em .4 ® A onde seus elementos matriciais
sao os pesos de Boltzmann definidos de (2.24) a (2.30). O simbolo & representa o super
produto tensorial [31] com respeito ao espago A, onde lembramos que tal produto entre

duas matrizes A e B quaisquer com elementos A, € B4 respectivamente, é dado por

50 No (1)
AZB=Y (—1n°l
abed

(o), , (lo)
a

e ]/4aclgbd éac 02y ébd- (3-6)
A relagdo (3.5) e conhecida como &lgebra de Yang-Baxter e ela desempenha um pa-
pel de extrema importancia no problema de diagonalizacao da matriz de transferéncia.

Através dessa algebra, o problema de autovalores da matriz de transferéncia,
T () |@) = A®(X) [D), (3.7)

pode ser resolvido através de um formalismo algébrico e exato nos moldes da mecanica

matricial de Heisenberg.

Outro ingrediente de extrema importancia nesse formalismo é a existéncia de um
estado de referéncia |®y), o qual deve satisfazer algumas propriedades. Para que em
principio o Ansatz de Bethe Algébrico seja aplicavel, o requerimento que fazemos sobre
esse estado de referéncia é que a atuacdo da matriz de monodromia nesse estado resulte
em uma matriz triangular. Um estado de referéncia com tais propriedades nos permitem
identificar os operadores fora da diagonal da matriz de monodromia como potenciais

campos de criagao e aniquilagao. Para os modelos de vértices que estamos considerando,
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podemos escolher |®4) como o vetor de peso maximo

1
L 0

|<I>o>=(§)|0>j, 0 =1.1 - (3.8)
0

No

onde |0) ; € 0 estado de referéncia local com NNy componentes associado ao j-ésimo elemento
deste produto tensorial. A escolha desse estado de referéncia local se deve ao fato que
a atuagdo de cada constituinte local da matriz de monodromia, a matriz R%)(A), nesse

estado resulta em

wi®(2)]0), t b f i
0 w0, 0 0 f
R () [0), = z L 5 3 (3.9)
0 0 0 ... wi(\)0), t
0 0 0 ... 0 WS (N 10),/ woxve

que é uma matriz triangular superior onde o simbolo { é utilizado para representar valores

nao nulos, e as fungoes w0 ()\) sdo dadas por

("a00)  a=1
W) =4 (1P 00) a=2,. Ng—1 - (3.10)
(o)
(~)P%0d, () =N

Levando em conta que triangularidade é preservado num produto de um nimero arbi-
trario de matrizes e que os elementos diagonais da matriz resultante podem ser facilmente
calculados, faz com que a escolha de |®g) com estado de referéncia seja justificado. Para
prosseguirmos com a implementacao do Ansatz de Bethe Algébrico, precisamos agora
encontrar uma representacao apropriada para a matriz de monodromia que seja capaz
de distinguir possiveis campos de criagcdo e aniquilagdo. Considerando as representacoes

utilizadas em trabalhos anteriores [23], onde os pesos de Boltzmann apresentavam pro-
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priedades de triangulagio similares as exibidas em (3.9), nos fazem acreditar que uma

representacao promissora seria dada por

) . (3.11)
C(A) C*(A) DA / noxvo

Nesta representacdo B(\) (B*(\)) e C*(\) (C())) sdo agora vetores linha (coluna) com
(Np—2) componentes, A()\) é uma matriz de dimensio (Ny—2) x (Ny—2) cujos elementos
denotamos por Ag(A), e o restante dos elementos desempenham o papel de escalares no

espaco selecionado.

Esta representacao (3.11) e a escolha de paridades feitas em (2.22) faz com que o

problema de autovalores da matriz de transferéncia seja dado entao por

(—1) g“WB(A>+N°Z_12( 17 Aa(N) + (—1P% D) | 16) = A ). (3.12)

Assim a definicdo da matriz de monodromia (3.2) juntamente com as propriedades
(3.9), sugerem entdo que os campos B()), B*(\) e F()\) podem desempenhar o papel de
campos de criagdo com respeito ao estado de referéncia |®g). Além disso, temos que os

elementos diagonais da matriz de monodromia satisfazem as relacoes
B(X) [®o) = [wi(N)]" Do) D(A) [@o) = [wno (N)]" [ Do) (3.13)
Awa(N) [®0) = [war1(A)]* [@o) para a=1,...,Ng—2
e que os demais operadores restantes apresentam as seguintes propriedades de aniquilacao

CN) ) =0 C*(\)[®) =0 C(X) @) =0
A

, (3.14)
aw(A)|Po) =0 para a,b=1,...,.Ng—2 a#b

Desta forma é claro ver que |®) é um autoestado da matriz de transferéncia cujo respec-

tivo autovalor é dado por

No—2 ) (o)

AP = (-1 [wi (A DI+ 3 (o O + (P fon () (319



44

Dentro do espirito do Ansatz de Bethe Algébrico, o préximo passo é procurar por
outros autoestados da matriz de transferéncia como combinagcoes lineares de produtos de
operadores de criacdo atuando no estado de referéncia |®;). Para implementarmos esse
passo, precisamos primeiramente encontrar relacoes de comutacao apropriadas entre os
elementos diagonais que compdem a matriz de transferéncia e os campos de criagao. Estas
relagoes de comutagao a principio estdo codificadas na élgebra de Yang-Baxter (3.5). O
procedimento utilizado para obter relagoes de comutacao convenientes para essa tarefa é
similar ao procedimento utilizado em [23], e requer além do trabalho necesséario para se
explicitar os elementos da equacdo (3.5), que em algum casos realizemos a substituigio
das relagbes de comutagao entre os operadores B(A) e F(u), e entre os operadores B(\)
e é*()x) nas relagbes de comutacdo que obtemos imediatamente de (3.5). Além disso,
uma grande quantidade de trabalho adicional é necessario de modo a incluir as paridades
provenientes do super produto tensorial. Assim obtemos as relacoes de comutacao entre

os campos diagonais e o campo de criacao vetorial B (A), que estas entao dadas por

N RN L (VP P S ) (= X) z
B(A) ® B(p) = (-1) mB(M)@’B(A)—(—l mB(A)@’B(M)
(3.16)
P BB = (1 PO gy oy I (A~ 1) F(\) & C*(u)
K = S0 A = 1) g
) (X = ) 1 Hevy élO)()\ 1) o
dS\l[%)’NO(A _M)F(N) C ( ) d%%),NO(/\ _ 'u) [B ()‘) ®A(U)]
(3.17)
~ 81 - - 81 A ! E(lo) — . $1 A
A B0) = 503 = B0 B A -+ 0 - ) = 5 =4 B0 B A
i o) () o s l
FO— [(_1)1152)3*()\) B(p) b(lo)éi_Z;F(/\) C( )] ® & () — p)
+ s [ 800|080 - 8.19)

Nas expressoes (3.16-3.18), p,(ll,f) = pllo) 4 p,()l") e 0 sfmbolo & representa o super produto

a

tensorial com respeito a novas paridades de Grassmann p!) que estdo relacionadas com
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as anteriores através da expressao p(ll) = pﬁf‘)’l, a=1,...,Ng—2. Além disto, os vetores

élo) e élo) que estdo presentes nas relagoes de comutagao (3.16-3.18) sdo dados por

E(lo Z dNo a+1 ea 02y éNoflfa (319)
- A N
23 Z 1l?1)+1 dg\lf%),aﬂ()‘)% €a ® ENg—1—a; (3.20)
a=1 dNg,no (A)

onde é; denota um vetor linha de Ny — 2 componentes com apenas um elemento nao nulo
na i-ésima posicao. Nesse ponto é conveniente introduzir o simbolo [, generalizando nossa
definicao anterior ly, que caracteriza um espaco vetorial graduado com N, = Ny—2« graus
de liberdade onde o nimero de elementos pares e impares é determinado pela seguinte

regra

a =

{ (r|2m — 2a) m>a« (3.21)

(r 4+ 2m — 2a0) 0<m<a

Considerando as relagoes de comutagao (3.16-3.18), o tunico elemento ainda a ser

definido é a matriz R auxiliar r( 1)()\) sendo dada por

(1) bla)(X)

(o) (Y — . (lae1) (la) (la)
Tap (A) = &5 VAR (A) £ (N) = ¢ —5———
dy) . (V)

, (3.22)
onde ¢le) = (—1)1’51")(11—21’51&) e R((ll,;’) (A) é a matriz R definida em (2.23), agora num espago
vetorial cuja graduacgao é caracterizada pelo simbolo [,. Veremos mais adiante que essas
defini¢oes sao de grande utilidade para uma implementagdo consistente do Ansatz de

Bethe Algébrico para sistemas com graus de liberdade IV arbitrarios.

As relagoes de comutacao apresentadas acima ainda ndo sao suficientes para a solucao
do problema de autovalores da matriz de tranferéncia. Ainda se faz necessario termos
em maos as relacoes de comutacao envolvendo os campos diagonais que constituem a
matriz de transferéncia e o operador de criagao escalar F'()), além daquelas envolvendo
todos os campos de criagao. De forma a evitar uma secao com férmulas muito extensas

apresentamos essas relagoes de comutacao adicionais no apéndice B e prosseguimos com a
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andlise dos principais pontos envolvendo o problema de autovalores em questdo. Conforme
mencionado anteriormente, buscamos por outros autovetores da matriz de transferéncia
assumindo que eles possam ser construidos através de combinacoes lineares de produtos
envolvendo os varios campos de criacdo atuando no estado de referéncia |®,). Estes por
sua vez irao formar estruturas de estados de muitas particulas caracterizadas pelo conjunto
de varidveis {)\;ll)} que parametrizam os campos de criagao. Seguindo a metodologia
apresentada em [23], um Ansatz factivel para esses autoestados é dado pelo seguinte

produto escalar

S GY) l 7
@y, ) = By A, A0 - F (), (3.23)
— mll
onde o vetor F € ® CMo=2 possui componentes que serdo denotados por F*™1 " cujos
j=1
indices a; variam entre Ny — 2 possiveis valores. Ja o vetor 5ml1 (/\5’1), ceey /\g;lz) é consti-

tuido pelos campos de criagao, onde obtemos que ele deve obedecer a seguinte relacao de

recorréncia

By A, A) = BO) @ 8, (0, AD)

my ?omyy
I S (}?(A?: - A§’:>) 1 aﬁlf’)(Aglj—Aglj)
o Ao N = AY) k=2 DU (A — A7)
X F(/\gll)) ® 5mll—2(/\gl)a » -,Ayi)l,/\ﬁ)u - ’)\%3)
« oo
k=2 07 ()‘kl _)‘jl)
(3.24)

Podemos ver entao que os vetores élo)()\) projetam alguns termos da combinagao linear
(3.24) que descrevem pares de excitagdes com o mesmo pseudo-momentum /\g-ll). Desta
forma o vetor £\ (\) atua como um principio de exclusao de Pauli generalizado, proibindo

a ocorréncia de certos estados no mesmo sitio da rede.

Além disto, para que os autoestados propostos em (3.23-3.24) sejam autoestados da
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matriz de transferéncia 7)()), é requerido que o vetor F seja um autoestado de uma
matriz de transferéncia inhomogénea 70 (), {)\gll)}) cujos pesos de Boltzmann F estdo

diretamente relacionados pela matriz R auxiliar rfﬁz)j()\) através de

I (1
7'54<2>j()\) = PA(l)jT.(A(B)j()\)a (3.25)

onde agora lidamos com um espago A1) € CNo=2 com dois graus de liberdade a menos
que A. Da mesma forma 701 (), {)\g-ll)}) também é dada em termos de um supertrago de

uma matriz de monodromia sobre o espaco auxiliar A™M,

TN ANY) = Str e rSihn, A= 20)r (A= A0) )bl A=A
(3.26)

Apoés calculos extremamente extensos considerando a aplicagdo da matriz de trans-
feréncia TU0)(\) sobre o vetor proposto (3.23-3.24) e levando em conta as relacdes de
comutagao (3.16-3.18), obtemos que o vetor proposto é um autovetor da matriz de trans-

feréncia com autovalor dado pela expressao

™ (A =\
A = (=1 (w0 (OVE TT (=1 pi’O)M
() (=17 fwr (M)] i:Hl( ) b (A — n)

o) ™, o plo) (X — Ay

+ (=1 [ (A PII
o i)y, (0 = A)
miy

STV CIS WA § -

o 3.27
i1 b (A — A{") (8.21)

com At (), {/\E-ll)}) denota os autovalores da matriz de transferéncia inhomogénea T() (), {Ag-ll)}),
sendo que os parametros {)\g-ll)} estao sujeitos ao seguinte sistema de equagoes nao-lineares

conhecidos por equacoes de Ansatz de Bethe,

OINONE
(10)0'1 ()‘z ) (lo)
[(_1) b(lo)()\z(ll))] o (0)
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miy (lo) /\(ll) )\(ll)

II(-1) (o) )(,\Z(zl) gzl )a ( ; : ) =AM () )\Ell {)\gll)})

i=1 pllo) (A1) — A1)

J#

z:l,...,mll (328)

Ressaltamos aqui que este passo completa apenas o primeiro estdgio da implemen-
tacdo do Ansatz de Bethe Algébrico ja que ainda precisamos determinar os autovalores
AW (N, {)\g-ll)}). Este ponto é bem tipico de problemas que envolvem a aplicacdo do
chamado Ansatz de Bethe com varias etapas, usualmente chamado de Ansatz de Bethe

Nested, que iremos discutir a seguir.

Daqui por diante nos concentraremos na solucao do problema auxiliar que consiste
na diagonalizacio de A% (), {A§l1)}), e veremos que o Ansatz de Bethe Algébrico nos
permite a deducdo de relagoes de recorréncia para o autovalor da matriz de transferéncia
e de suas respectivas equacoes de Ansatz de Bethe. Assim a resolucao destas relacoes de

recorréncia nos deixara entao com expressoes explicitas para ambos.

Com o objetivo de diagonalizar a matriz de transferéncia auxiliar empregaremos um
segundo Ansatz de Bethe Algébrico, e como tal o objeto fundamental para essa andlise
serd a matriz de monodromia 7 (), {/\yl)}) que pode ser lida diretamente de (3.26) e é

dada por

TON D =i, A=A, A=A )b, (A=) (3.29)

Um ponto importante para essa analise é que a matriz de monodromia auxiliar
TW(A, {)\g-ll)}) é por sua vez constituida por matrizes R obtidas de (2.23) que sdo solugoes
da equagao de Yang-Baxter. Em decorréncia disto a matriz de monodromia auxiliar sa-

tisfaz a chamada &dlgebra de Yang-Baxter (3.5) dada por

FD A=) TW O, AN © 70 (i, A = T® (1w, A1) @ TO O, AP DED (A-p),
(3.30)
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que considera as inhomogeneidades {)\yl)} presentes em (3.29). Outro ponto importante

()

é que enquanto N; > 3, os pesos de Boltzmann presentes em r A

o . . l e e . ,1.
mesma estrutura do operador de vértice original REL{;-) com o qual iniciamos esta andlise.

(\) ainda preservam a

Nesse caso podemos simplesmente adaptar os resultados ja obtidos para o primeiro Ansatz
de Bethe Algebrico, mas agora com Ny — 2 graus de liberdade e considerando a presenca
das inhomogeneidades {/\yl)}. Implementando entéo estas adaptacoes, consideramos um
novo estado de referéncia ‘Cbgl)> no qual a matriz de monodromia (3.29) atua de forma

triangular. Esse estado é o seguinte estado ferromagnético

1
my, 0

o) =Q@V) , o) =] | . (3.31)
j=1 :
0

N1

()

onde a atuagao do operador de vértice r A(l)j()‘) sobre esse estado resulta na matriz

Tfi()l)j()\) ‘0(1)>].

Wi (V) o), i o i i
0 ws (A oMY 0 0 t
j
0 0 0 Wit (A) \0<1>>j t
!
0 0 0 0 Wi W09 ) e,
(3.32)
cujos valores ndo nulos w()()\) sdo agora dados por
n(lo)()\) (_1)1)?1)@511)()\) a=1
W (A) = { b (n) (—1)pa" b () a=2... N —1 - (3.33)

(11)
KO0 (-1 dW () a=MN

Conforme utilizamos anteriormente, representamos a correspondente matriz de mono-

dromia auxiliar na seguinte forma,



a0

BON MY BON MY FOM (A
T = | CO0L ) A0 0, () BN 63
OO 0D VO DO ) e,
Esta representacdo juntamente com as propriedades de triangulacdo (3.32) confere aos

elementos diagonais da matriz de monodromia as seguintes propriedades sobre o estado

de referéncia (3.31),

mll
BOOD[e) =TT (- jef),
=1

miy
DO o) = TTeR-X") o),

AR [0f) = b H weh (A= A1) g (3.35)
a,b: 1,...,N1—2,

e também as seguintes propriedades de aniquilagdo

OO [e) = o,
G0 (o) = o, (3.36)
DO jel’) = o

Assim, para implementar a diagonalizacio da matriz de transferéncia 7() (), {)\S-ll) b,
introduziremos um segundo Ansatz de Bethe cujos autoestados de muitas particulas serdao

agora parametrizados por um novo conjunto de variaveis sendo elas {)\(12) /\gfl)}

Claramente a estrutura das relacoes de comutacao para os elementos da matriz de mono-
dromia auxiliar (3.34) e a construgao dos autovetores e autovalores é similar a estrutura ja
apresentada para o problema original. Basicamente entao, precisamos apenas considerar

que os pesos de Boltzmann aparecendo nas relacées de comutacao sao aqueles associados

=(l1)

a matriz T‘A(l)

(A\) e nao os associados a matriz RY 0)(/\). Além disto substituimos um dado
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operador O()) por seu correspondente O (), {/\gll))} que carrega as inhomogeneidades
{)\§-l1)}. Para sermos consistentes, também precisamos substituir os parametros {)\5}1)}
pelos novos parametros {)\g-b)} e as paridades de Grassmann p() por p2) = pgi)l para
a=1,---, N7 — 2 nos respectivos super produtos tensoriais. Uma consequéncia de obter-
mos a mesma, estrutura algébrica para todas as etapas [, do problema de diagonalizagao,
podemos utilizar o mesmo procedimento repetidamente de modo que obtemos uma relacao
de recorréncia para o autovalor da matriz de transferéncia e para a correspondente equacao
de Ansatz de Bethe. De modo a tornar nossa notagdo mais clara, iremos nos referir a

matriz associada a r((llba)()\) por TU=)(\) com autovalor A%)(}), e deixaremos o simbolo

T{)(X) para a matriz de transferéncia associada com R

(M) com respectivo autovalor
AU)()). Note que essa distincio se faz necessdria para uma andlise consistente, e que
essas matrizes R mencionadas acima apenas diferem por um fator multiplicativo conforme

a equacao (3.22).

Considerando os resultados obtidos até agora nao é dificil ver que os autovalores das
matrizes de transferéncia envolvidas nos passos [, e [, irdo satisfazer a seguinte relagao

de recorréncia,

mi, Mig 41 (o) /\ Uas1)
(la) (la) (la) V) — (—1)P 1yt a) y () ) a1 (A pY
AL, X = 0 TEEA 0 -0 TT -0 S =
+( l)PEf,a>Tﬁ*( 1P gl () )‘(la))mﬁrl(—l)p%a) i) (= ALt
i=1 Na,Na R ] dg\l;;)’Na()\ ey
ﬁ " - mlﬁl g (lat1) (las1) (lat1)
+ bl (A — N\ Al () Alert) - \es) 1),
= =1 ds\lfz),Na(/\ — Aflerr)y Tt
(3.37)

cujas paridades envolvidas p(ﬁl"‘“) = pgi)l para f=1,...,N, — 2.

Para sermos compativeis com nosso problema original, é necessario ainda que facamos
l : , . , .

/\g ) =0 para j = 1,...,my, e que também definimos m;, = L. Além da relacao de

recorréncia para os autovalores, pelo mesmo motivo também ficamos com uma relacdo

de recorréncia para as equacoes de Ansatz de Bethe envolvendo os conjuntos de varidveis
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Superalgebra Iy matriz Rr)

U,sl(2n + 1|2m)®)] modelo de dezenove vértices IK
U,[sl(2n|2m)?)]
Uglosp(2n + 1|2m) V)]

U, [0sp(2n|2m) 1]

3/0
|

|
4/0

V]
jas)

modelo de seis vértices

w
o=}

modelo de dezenove vértices FZ

dois modelos de seis vértices desacoplados

(30)
(20)
(310)
(4/0)

Tabela 3.1: Parametros dos modelos de vértices associados com o tltimo passo da anglise do Ansatz
de Bethe. Os simbolos IK e FZ se referem aos modelos Izergin-Korepin [53] e Fateev-Zamolodchikov [54]

respectivamente.

{)\g-l")} e {)\gl““)}, sendo esta dada por

mi, 1 (la) agla) A(la) _ )\(la—l) Mig, o) agla+1) )\(la )\(la la) )\(la)
i . ; (
11 =1 (la) oy = 1 d" 0P SN RNCS
i=1 blle ()\j Y ) i#£j dNa,Na()\] ) ()\ Y )
M1 (la D (la1) )\ la+1) )\(la+1)
< 1L (=07 e l @ ) (3.38)
i=1 a+1)()\( atl) _ )\g a+1))

Comegando com o = 0, as expressoes (3.37) e (3.38) podem ser iteradas até chegarmos
a um passo final [y caracterizado por & = f — 1. O numero de passos necessarios nesta
formulacao do Ansatz de Bethe Algébrico e também a matriz R subjacente final rilt{ ;)j(/\)
ird depender fortemente da familia de modelos de vértices que estamos considerando.

Assim cada superalgebra que estamos tratando possui seu préprio ultimo nivel /¢ cujos

correspondentes modelos de vértices estao explicitados na tabela 3.1 .

Apresentamos no apéndice C as expressoes explicitas para as matrizes R(lf ) ()\) eo
correspondente autovalor da matriz de transferéncia inhomogénea T¢f) (), {,\§’f )\m, -
Chegamos agora num ponto onde todos os resultados obtidos podem ser combinados de
forma a obtermos expressoes para os autovalores da matriz de transferéncia e equagoes

de Ansatz de Bethe para cada familia de matrizes de transferéncia.

Com a intencao de tornar mais claro nosso procedimento, descreveremos de forma

resumida os passos utilizados. Iniciamos primeiramente com a férmula para o autova-
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lor (3.27), a partir da qual deduzimos a relacdo de recorréncia (3.37). Desenvolvendo
essa relacdo de recorréncia chegamos no problema de autovalores da matriz de trans-
feréncia TG (), {)\glf ), ey /\%i}) Assim, levando em conta os resultados apresentados
no apéndice C, obtemos de maneira direta as expressoes finais para os autovalores da
matriz de transferéncia originalmen’gs abordada. De forma a simplificar a notagao é con-
veniente definir a fungao Q.(\) = l_lf sinh (A — A%} e utilizar ¢ = €. Assim, nossos

i=1
resultados finais sao:

o U,sl(2n + 1]2m)@]:

- L@ ()\ — il) e
D) = ) [t y] R
- Q1 (A +i7)
2p{l0) 1
(o) T (o) L Qi A+it(m—n)y+1iZ
eV GV OV I P Qi +55)
L Ql()\—i-z(m—n—l)fy—i-zg)
(o) (]2 N )
+ RN Y Ga(A{AY)
a=1
(3.39)
l
Ga(A{A}
( Qo (Mi(252)7) Qa1 (M+i(252)7) _ B
Qo (/\—}—i%’y) Qa+1 (/\—}—z(o‘TH)'y) a=1, ym—1
Qa (Mi(252)7) Qari (Mi( 24 )7) o =m
Qa(A+i27) Qo (A+i(251)y
= { Qu(A+i(m=1-8)7) Quir (Mi(m+3-8)7) _ _
Qa (M i(m=2)) Qa1 (Ati(m—L1-2)y) a=m+1,...m+n—-1#m+n
Qa (M+i(255=2)7) Qa (Ati( =5 )r+i5) _
Qa(\Hi(Z52)1) Qa(hri( 3T )rig) a=mtn
( Ga—(min) (=% —i(m—n— )y — A — {)\glﬁ)}) a=m+n+1,....2m+2n—1




. . 2p§l0) 1
(o) 0) LIQi(A+i(m—n—+21i)y+iT
D [P, )] | (i f) o
Q1 (/\—I-z(m—n— E)fy-i-zg)
R (t9)
+ W] Y GaM A
a=1
(3.40)
Ga(A A}
( Qa()\—H( 22)7) Qa+1(’\+l(aT_l)'7) _ B
Qo ()“H%’Y) Qa+1 ()\+Z~(aT+1),y) o = 1, ,m 1
Qa (Mi(252)7) Qari(Mi( 24 )7) _ B
Qa(Mi%7)  Qaw1 (Mi(251)7) a=m#m+n-—1
Qo (A+i(m-1-2)7) Qasr (A+i(m+1-2)9) B - -
= | Qo(v(ﬂ(i(m)%))v) Q‘(’“(i\ j(f)n)%%)z) " )“ =mtl.mtn=27FmEn-l
Qo (A+i 7) Qa+1(A+i( 2 )y) Qagr(A+i( 2L )y+iZ _ L
Qa(Mi%7) Qa1 (Mi(251)7) Qar1(A+i( 252 )y+i% a=m+n—1l=m
@u(4i(m=1-3)1) Ques (\i(m+3-3)1) Quar (\ri(m 35 )vi5) _ _
Qa(’\+i(m_%)7) Qa+1 ()\-H(m—%—%)'y) Qa+1()\+’t(m—%—%)’y+i§) a=m+n 1 7é m
| Ga(min—1)(—i% — i(m —n)y — A = {A{"}) a=m+n,....2m+2n—2

e U,[osp(2n|2m)M)]:

Wy = (1) [(—1) g Qi (A - 3)
A0y = 1 [ al ] [Ql(m%)

N (_1)”%3) :(_1)p§\l/g)d(l0) ()\)]L {Q1 E,\ -Em —n+ %) 7)]

No,No Q
1

+ PO ZG A
(3.41)

Ga (A}
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Lot gl e

e arent ammimin_s

i e ] ammtl,. mbnmd At
= il e e e (o)) a—mtn-2—m

e EIEiZEm?E)%i% S ammin-2fm

a=m-+n-—1

~— R
2

Q+(ti(m—2)y) Q- (rri(m-
\ Gocf(m—knfl)(_i(m —n+ 1)7

©|Q

|
>/ S—
—
>~

;zB)}) a=m-+n,...,2m+2n — 2

o Uylosp(2n + 12m)M]:

2903
AOQ) = (A [ )] [m
R (G NO(A)]L[QIQT iEaie f;?)”rpw |
b On]" S Gy
(3.42)
Ga(A{A})
(Lo e a=1m-1
SRRt -
THENSEE e
2] @ (i (E ) o=m+n
Gomtm(=i(m =1+ 3)y = Al = {X*}) a=m+n+1,...2m+2m—1
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Antes de prosseguirmos com a apresentacao das equagoes de Ansatz de Bethe, ressalta-

mos que nas expressoes (3.39-3.42) realizamos a seguinte translagio nas varidveis )\gl"‘) —

l i . e
)\g- o) _ §a) de forma que nossos resultados finais assumissem uma forma mais simétrica.

Na tabela abaixo explicitamos os valores para os deslocamentos realizados 6.

Superalgebra de Lie

5(la)

sl(2n + 112m)@ | osp(2n + 1|12m)D) e si(2n]2m)?)

1<a<m

m<a<m-+

osp(2n|2m)M

1<a<m
m<a<m+4n

a==

Tabela 3.2: Deslocamentos realizados nas varidveis )\g-l").

O mesmo procedimento descrito anteriormente para os autovalores também pode

ser utilizado para se obter expressoes para as equacoes de Ansatz de Bethe em termos

das varidveis transladadas. Iniciamos com a equacao (3.28) que nos fornece a relagao

de recorréncia (3.38). Assim, podemos iterar essa relacdo de recorréncia até chegarmos

ao passo final /; onde utilizamos os resultados contidos no apéndice C. Desta forma, as

equacoes de Ansatz de Bethe obtidas sao dadas por

o U,[sl(2n + 1|2m)@]:

a1 sinh (A" — Al 44 o sinh (A

J

i=1 sinh

my

iz sinh (A = A —in) i sinh (A=) — A

- N i)

=1 sinh )\.la) _ )\(la—l) .

my

.

a-1 ginh

=) 1)
i) ™ot sinh (A — )

i—1 sinh

(
(
a-1 sinh(
II - (
(
(

p
s
>
s
|
R
=
-~
NR ([NR NR (N

+i’V) i=1 sinh ()\é(““) — Al

— A 4 i) ™a sinh (A1) — A0

i J

+i%)

J
a=1,...,

2

7
i)
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a=m+1,...m+n—-—1#m+n#m
™Mia sinh ()\E-l"‘) - /\Z(-l") - z'fy) cosh ()\g-l"‘) - )\Z(-l“) + z%)
iz sinh (A" — A 4 iy} cosh (A — Al —i7)

{2

J
a=m-+n

(3.43)

ma sinh [2 (A = A" — iv)]
iz sinh [2 (A = 2() 1 4v)]

a=m-+n

(3.44)

(
J
iz sinh (A" = A0 —iy) 2 sinh (Al — Al — g2

a1 sinh (A7) — A0 — i7)
i—1 sinh ()\(l"“) - )\g-l“) + )

i
7 7’2



ot ginh (A=) — Al — 47
i—1 sinh )\g.lo‘) /\z(_la—1)+ig_ =

e Ulosp(2n + 1|2m)W]:

"”H sinh (A — {1 442
i—1 sinh )\g-l") )\Z(l“’l)_i% N

Mo 1 ginh (AU®) — A(a-1) 4

I

i=1 sinh

(
(
(X
(A
™act sinh (Af*) — Al —
(
(
(

.

.

I

=1 Sinh )\.lo‘) _)\(_la—l)+ll.

Mis-1 ginh )\;la) )‘z(lail)—i%
s sinh (A0 — (T )

onde g, pode assumir dois possiveis

=
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Mia sinh ()\gl") — Al i’y) ™a+1 sinh ()\z(-l"“) — )\g-l"’) — 2%)
iz sinh (A — A% iy} i sinh (Al — A 4 47)

]
i#; sinh ()\;l") /\z(l"‘) + z*y)
™+ sinh (A" — A — i) ™o sinh (A = AT — )
=1 sinh (A — A0 4+i2) 2 sinh (A7) = A0 +i2)
a=m-+n-—2
"+ sinh ()\yi) )\Z(-li) - i’y)
'h()\(-li)—)\(-li) ) a=m+n-—1
ij S A; i T

My ginh ()\;l") - )\gl") + iq/) M™at1 ginh ()\Z(l"“) - )\g-l") + zg-)
iz sinh (A = A0 —dg] 25 sinh (At = A0 — i)
a=1,....m—1
la+1 ginh ()\Z(-l"‘“) )\g-l“) zg-)
(at1) _ (o) | -7 a=m
i=1 sinh (A )\] +i2
ma sinh (A — Al*) —iy) Mas sinh (Al — 20— 42)
iz sinh (A = A +iy) 20 sinh (A=) — A0 4 7)
a=m+1,...m+n—1#m+n#m
Mo ginh ()\g-l"‘) — )\ya) — Z%)
) ) q a=m-+n
i#; sinh (/\J A+ 12)
(3.46)
valores
2 a=m+n-—1
(3.47)

1 para o restante ‘
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Apenas por questoes de completeza desse trabalho, apresentaremos os resultados rela-
tivos aos modelos de vértices U,[sl(1]2m)®] e U,[osp(1|2m)] no apéndice D. Também
ressaltamos que esta formulacao do Ansatz de Bethe Algébrico ainda pode ser generaliza-
da para acomodar os modelos obtidos da extensao do Uq[Dﬁl] com graus de liberdade
impares (2.70). Entretanto, uma solugao unificada para qualquer nimero de graus de
liberdade pares e impares ainda é um problema em aberto, e a razao para isto ja pode
ser vista quando tentamos solucionar o modelo Uq[Dgl] através do Ansatz de Bethe
Algébrico [26]. Neste caso pode-se ver que o primeiro Ansatz de Bethe Auxiliar para
n > 2 ja é governado por uma matriz R contendo mais elementos ndo nulos do que a série
Uq[Dg_)l], tornando altamente nao trivial a obtencao de relacoes de comutagao gerais

similares a (3.16,3.18) para qualquer valor de n.

Para finalizar essa secao observamos que o sistema de equagoes de Ansatz de Bethe
apresentados acima é justamente a condigdo de analiticidade dos autovalores A(\) como
fungoes das varidveis {)\gll)}, ce {A;lf “)}. Esta observacao consiste de uma verifica¢ao
extra da validade de nossos resultados ja que em principio a matriz de transferéncia

desconhece a existéncia desses pdlos.
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CONCLUSAO

Nesta tese apresentamos expressoes explicitas para matrizes R trigonométricas associadas
com as representacgoes fundamentais das superalgebras de Lie g-deformadas U, [sl® (r|2m)]
e U,lospV (r|2m)]. Este passo permite agora a interpretagio dessas solugdes da equagio de
Yang-Baxter como pesos de Boltzmann de modelos de vértices integraveis em mecanica
estatistica. Também estabelecemos a conexao entre essas solugoes e representagoes da
dlgebra de Braid-Monoid. Esta conexao se mostrou de grande utilidade nos permitindo
obter generalizagoes multiparamétricas das matrizes R associadas as superalgebras men-
cionadas acima, além de generalizacoes altamente nao-triviais da matriz R associada ao
Uq[Dfll . Também apresentamos a formulacao do Ansatz de Bethe Algébrico para as
familias de superalgebras U,[sl® (r|2m)] e U,[osp'™) (r|2m)], resultando nos autovalores
das correspondentes matrizes de transferéncia e as correspondentes equagoes de Ansatz

de Bethe.

Estes resultados tornam agora possivel o estudo da energia livre e excitagoes ele-
mentares dos respectivos modelos. Além disto, a obten¢ao dos autovetores abre caminho
para o calculo de fatores de forma [55] e fungdes de correlagao [56, 57] de operadores

relevantes.

Este trabalho ainda possibilita o estudo destes modelos de vértices com condigoes
abertas de contorno [58]. Ressaltando que com exce¢do da generalizacdo obtida da matriz
R associada ao U, [Dﬁl], todas as solucdes que foram apresentadas R0 (\) comutam para

diferentes valores do parametro \. Como consequéncia deste fato, obtemos imediatamente
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uma solugio diagonal trivial das equagbes de reflexdo sendo estas dadas por k_(\) = I
e ki (\) = V*V [59]. Um problema interessante agora seria a classificacio de todas
as possiveis solucoes da equacgao de reflexao para tais modelos. Este passo poderia ser
dado por exemplo, extendendo-se os recentes avangos feitos em [60, 61]. Outro problema
interessante seria ainda a solugao destes modelos com condigoes abertas de contorno nao

diagonais, onde um primeiro passo ja foi dado para o caso de modelos racionais [62].
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Apéndice A: A simetria de Crossing

Neste apéndice o nosso propoésito é apresentar expressoes explicitas para o parametro de
crossing 1, a funcdo de normalizagdo p(\) e a matriz de crossing V. Por questdo de
conveniéncia é mais apropriado que o parametro 7 seja dado em termos do parametro de
anisotropia 7 tal que ¢ = €. Dessa forma encontramos que n = i(m — n + 1)y,i5 +
i(m —n — $)7,i%2 +i(m — n)y,i(m — n + 1)v, respectivamente para as superalgebras
Uglosp™ (2n|2m)], U,[sl® (2n+1|2m)], U,[s1® (2n|2m)] e U,lospV) (2n+1]|2m)]. A fungdo

de normalizacdo p(\) é dada por
p(A) = q(e? = 1)(e* = (1)) (3.48)

e os valores nao nulos da matriz V' sao dados por

o U, [osp(Qn\Qm)(l)] e U, [sl(2n|2m)(2)]:

( 1 p{l0)
(—1)—3 a=1
a—1 (lo)
1 pU0) a-1-p{*p( -2} P’ )
—Pa B=2 No+1
v =D Po<™5 (3.49)
a—1
a2 p0 5 3 pio)

1-plo) 7&&2:1 Nl

L (-1)7 2 ¢ 2 Mot <a < Ny
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° U, [0510(271 + 1|2m)(1)] e U, [sl(?n + 1|2m)(2)]:

( 1-p0)

(—1)" = a=1
a—1
o), (o) (o)
1-pl0) a-lop;® - pa’ -2 Z DPp )
()% ¢ p= 1< o< Mol
Ng-1
V 1= < 2 1 350
aa " No_y_plio) (o) Z p,(BO) ( )
(—1)% ¢ p=2 o = Notl

a—1

1 I (lo)

P S
B=2

Notl < o < N,

J& para o caso da generalizacdo obtida do U,[D,; +)1] (2.84), com respeito a relacao de

crossing (2.92), temos que a fun¢io de normalizac¢ao p(z) é dada por

p(z) = q(a® - 1)(a* = () (3.51)

enquanto que os valores nao nulos de V' sao os elementos anti-diagonais V,, o» dadas por

((—1)" a=1
(_1)]7(12—1(][05*1*?1 —Pa— 223 21)[1] lea<ntl
Vaar = 4 (_1)ﬁ“2‘1q[ﬁ‘%"’1 P2 X5 a=n+1 (3.52)
(-1yet gl Eian] oznt?
\(—1)%2_1q[a RSOy A+2<a<N+1
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Apéndice B: Relacoes de Comutacao

Adicionais

Consideramos nesse apéndice a complementacao das relacoes de comutacao necessarias
para a solucdao do problema de autovalores da matriz de transferéncia apresentada no
capitulo 2. O primeiro conjunto de relacoes de comutacao considerados aqui é aquele que
envolve os campos diagonais e o campo de criagao escalar F'(u). Essas relagoes entre os
elementos B(A) e D(A) com F(u) sdo extraidos diretamente da algebra de Yang-Baxter
(3.5) enquanto que a relacéo entre A(\) com F (1) requer ainda o conhecimento da relacio

de comutacdo entre B()\) e B*(y). Nos limitando apenas a apresentar os resultados finais

temos que
B(u) & F(\) = MF(A) %B(M) MF( )(%B()\)
diovo (A = 1) o) ve (A = 1)
( 1)1’5120) . S1 = o) :
~ Ty (56 & B8 i (3.5
(lo) (lo)
S1 . (/\ [L) S1 _ dNo, ()\ [1,) 51
D) ® F(p) = —d%%),NO()\ - M)F( ) ® D(}) —dNo,No()‘ M)F(/\) ® D(p)
g(l()) (/\ - M) % 51 P
- m[ () ® (M)]; (3.54)
- 51 o) (X — el (X — 51 4 cllo) (X — 2 51 A
AW EFG) = 1= SESHEEEI] r & A+ [ =] P ® o
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E(lo)()\ — /,L) - 51 = (o) = 51 =
— B(A B*(p) — (=1)"2" B*(\ B 3.9
O BV 8 B = (1 B () & B (3.55)
onde g(l()) Z da+1 Ng eNoflfa ® éa-

Por outro lado as relagoes de comutacao entre os dois tipos de campos de criacao, o

campo vetorial B(\) e o campo escalar F()), sdo dados por

(11 (lg)
! l
a" (A — p) dw%u—m

B(»)- A= w)FN)B()

(~1)

Flo)ry
+ a,glo)()\ . ,u) 2 (/\ M)F(:U')B(/\)’ (3'56)
[F'(A), F(p)] =0, (3.57)
S1 = lo aglo) - S1 lo C(ZO) — - S1

P B BO) = (P ST RE0) 8 Py - (- S S B & PO,
(3.58)

— S1 lg aglo) — S1 = lo C(ZO) —_ S1 =
Bl 8 POy = (- SRR O) B B - (-1 S = G0 & By
(3.59)

Além destas existem ainda outras relagoes de comutacgao entre os campos diagonais
e de criagao que se fazem necessarias para a solucao do problema de autovalores. Estas

relacoes sao

S1 = oyl b(lo)(u—/\) = 51 B 51 A ' [_(lo)(/j, /\)]t
BA) ® B*(n) = (1) FONA—Y )\)B (n) ® B(A) = B*(A) ® A(p) FONAE)
o) (p — \) 51 dgl,(}\)fo (k= A) 1
+ dgvo),]vo (i — )\)F(N) ® C(A) - dgxl]%),]vo (14— ) F(A) © C(p) (3.60)
— $1 = lo $1 = (—:(lo) — 1 A~ C(lo) 81 A
B & B'(n) = (-1)% B (1) & B -+WQz_£ W & A WQZ_QFuwa (1)
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P A0 S Bl = Blu) & a4 VA= p) N N
(=172 C(A) ® B(p) = B(p) C(A)er(lo)(,\—ﬂ) B(p) ® A(A) — B(A) ® A(p)
(3.62)
0 - Rio(A—p) A A—p) 5 s 4

B(p) = B(u) & C*()- B() & C*(p)

A o (O = 1) dzé?,NO(A 1)
~lo)

oyt BT o8y 4y S0
TV G gy AN S AW U S G TP

lo)
) &5 (A — p)
+ (—1)p12 FORIE

F(u)C(A 3.63
FOmp— (WCA) (3.63)

com 0s vetores 5410)()\) e 5(510)(/\) sendo dados por

No—2
I = Y dW v —a(Néne10 @ &4 (3.64)
a=1
! M2
N = 3 A _a(Nene 10 ® 4 (3.65)
a=1

Por tltimo, a matriz R12(\) que estd presente nas relacio de comutacio (3.63) acima

apresentadas é dada por

Raz(A Z Ry (Ve @ el (3.66)
abed

cujos elementos sdo obtidos de & ().
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Apéndice C: Ansatz de Bethe

Auxiliar

Conforme apresentado no capitulo 2, o tltimo passo Iy na implementacao do Ansatz de
Bethe Algébrico requer uma andlise mais cautelosa. Assim nesse apéndice apresentaremos
os resultados relativos a esse ultimo passo do Ansatz de Bethe Algébrico para as superal-
gebras consideradas no capitulo 2. Em geral, precisaremos diagonalizar a seguinte matriz

de transferéncia inhomogénea

T A, A

» g

! l l ! !
= Str R(A{})mlf (A — Aggg;)R;{})mlf_l(A -~ )\f,;;;_l) R (= 20| (3.67)

. : : : . ! N
Daqui por diante comegaremos a listar as respectivas matrizes R;{;)j()\), a expressao

para o respectivo autovalor A% (), {/\yf), cee /\g{;i}) e a equacao de Bethe Ansatz para
os modelos mencionados na tabela 2.1 . Os modelos de vértices U,[sl(2n + 1]2m)®)] e
U,losp(2n + 1|2m)Y)] possuem I; = (3/0) com as matrizes R/)()\) correspondentes sendo

dadas por

RU5(N)



() 0 0 0 0 0 0 0 0
0 bUsI(N) 0 E(N) 0 0 0 0 0
0 o dP0n o dP0) o dPn) o 0
0 cl(N) 0 b (N) 0 0 0 0 0
=1 o 0 dP) 0 P 0 ) o 0
0 0 0 0 0 b () 0 A (N) 0
0 0 4PN 0 &gy 0 &Py o 0
0 0 0 0 0 et () 0 b (N) 0

0 0 0 0 0 0 0 0o a7

(3.68)

cujos pesos de Boltzmann para cada superalgebra sendo dados pelo conjunto de relacoes

(2.23-2.30).

A matriz R ()) associada ao modelo de vértice Uy[sl(2n+ 1|2m)®@] est4 relacionada

ao modelo Izergin-Korepin [26] e possui a seguinte expressao para os autovalores e equagao

do Ansatz de Bethe,

ml

A ) LAY = H (- )\(lf))Qﬂ-l (A+i7)
' i=1 Qf—H( )
ml _ -3y ‘T
+ H d%f)N (A= )\(lf))QHl ( i 12)
L1 angn, Qpr (A —i% +i)
+ l_l[f pls) (A — )\(lf))Qf-I-l (A —iy) Qs+ (/\ + 7’% + 7’%)
i=1 Qf—l—l ()‘) Qf_|_1 ()\—Z%-FZ%)’
(3.69)
Ti]_lf sinh ()\g f+1) )\(lf) iq/) ™y ginh (/\S_IHI) _ /\glf+1) B i’y) cosh ()\glﬂ—l) _ )\Sl]url) L )
=i osinh (A —A0) S sinh (A Al 1) cosh (AN — AT )

(3.70)

No entanto para o modelo de vértice U,Josp(2n + 1/2m)M], a matriz RY)()\) associa-
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da é similar a aquela do modelo de Fateev-Zamolodchikov [27] cuja expressdo para os

autovalores e equacao de Bethe Ansatz sao dadas por,

mig )

l l 0. Q A+ oy

A(lf)()\|{)\§f),...,)\gl’;;}) = Hagf)()\—)\gf))%
i—1

Qra1 (A —1i7)
Q1 (A +17)

lr)
+ Hde,Nf)\ Al

my . ;
+ l_f b (lf) )\ \; lf))Qf+1 ()\ + Zry) Qf+1 (/\ B Z%) (371)
Qr+1(A) Q1 ()\ + z%)
"™ sinh ()\glf“) — A§’f) — i'y) "™f 41 ginh ()\EZHI) — /\§’f+1) - z%)
; (I541) () R ¥ S () () L 7\ (3.72)
i=1  sinh ()\ — A ) i#j sinh ()\] -\ + 22)

No caso da superalgebra U,[sl(2n|2m)?)], o tltimo nivel é [; = (2|0) e a matriz R

correspondente consiste de um modelo de seis vértices sendo esta dada por

A0 o 0 0

o RO EA OV
R'7(A) = (l5) (I5) (3.73)

0 () () 0

com os pesos de Boltzmann sendo definidos de (2.24-2.28). Assim temos que para o

modelo de vértice U,[sl(2n|2m)@)], o dltimo nivel possui o seguinte autovalor e equagio

de Ansatz de Bethe,

A(lf)(A’ {/\glf)’ L Aif;;) ) = H a(lf) )\l(lf))Qf+1 (A +1i7) Qr+1 ()‘ + vy + 25)
! QRr+1(A) Q1 ()\ + zg)

(1) Qa1 (A — i) Qrar (A — iy + %)
+ %, (=AM
H ot Q1 (N) Q1 (/\ + zg)
(3.74)




75

ysinh [2 (AP A — )] sk [2 (A - AP — i) 575
A ok [2 ()\glﬁl) _ )\Z(lf))] - g sinh [2 ()\g_lf+1) _ )\Z(lf+1) 4 W)] . ( . )

Para o modelo de vértice U,[osp(2n|2m)Y)], o dltimo passo ocorre em I; = (4/0)
e é necessario uma andalise mais detalhada. Primeiro implementamos a seguinte trans-
formagao de similaridade Ri{;)j — M]-’IR%;)].M]- que preserva o espectro da matriz de
transferéncia associada. Com essa matriz M; sendo

1 0 0 O
Iy 010 0 (3.76)
“loo 1 o '
000 -1/,
nao é dificil mostrar que a matriz transformada Ril‘f })j pode ser fatorizada em termos do

produto tensorial de dois modelos de seis vértices. Mais precisamente, a nova matriz R(s)

pode ser escrita como
RUD(X) = Ry’ (\) R (N), (3.77)

onde o e T representa duas bases comutativas. Estas bases podem ser facilmente cons-

truidas em termos de matrizes de Pauli através das seguintes relacoes

0% =0p ® I,
(3.78)

=1L Qaop,

cujos elementos 0% e 7* constituem a base o e 7 respectivamente. Também denotamos as
matrizes de Pauli por 6% (com a identidade incluida) e I, para a identidade com dimensoes

2% 2.
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Executando o procedimento descrito acima nés obtemos a seguinte expressao para as

matrizes R destes dois modelos de seis vértices,

as () 0 0 0 ar(N) 0 0 0
() = 0 b)) () 0 R () = 0 () () o |
0 (A b(A) 0 0 () () 0
0 0 0 as () 0 0 0 ar-(A)
(3.79)
cujos pesos de Boltzmann sao dados por
as(A) = 1 a:(A) = (e — ¢*)?
_ (e* —1) _ 2
bs () Py b-(A) = q( 1)( q°)
“O) = G e =)
w0 = ALT0 = - - )
(3.80)

Consequentemente, os autovalores da matriz de transferéncia associados ao modelo
de vértice R%) pode ser decomposto como um produto dos autovalores de dois mo-

delos de seis vértices independentes definidos nas equagoes (3.79,3.80). Na presenca de

inhomogeneidades {)\glf ), een, )\g{;;} encontramos que estes autovalores sao dados por
Q. (\+i7) Qs (A — i)

A0 Ay = QrA+iy) by (N — A= 2 T

A lf}) I Q+() ZH1 ) Q+()
mlf .
NG Q- )\+Z’y Q— (A —i7)
X ar(A + ] b:( 1,

1 o0 H o0V

(3.81)

com as seguintes equagoes de Ansatz de Bethe,



™ sinh (A=) — A% — i)

2

iz sinh (A0 A 4 4g)

7

(3.82)
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Apéndice D: Os resultados referentes

aos casos Uq[sl J(112m)] e

Usglosp™(1]2m)

Neste apéndice apresentaremos os resultados referentes aos modelos de vértices U,[s1® (1|2m)]
e U,losp™(1]2m)]. Em ambos os casos o tiltimo passo ocorre em [; = (1]2) e a corres-
pondente matriz R pode ser relacionada com as matrizes R dos modelos de vértices
Fateev-Zamolodchikov [27] e Izergin-Korepin [26] respectivamente. Considerando que o
problema e o método de diagonalizagao desses modelos ja foram discutidos no capitulo 3,

apresentaremos aqui apenas os principais resultados.

Para o modelo U,[sl® (1|2m)] a expressdo para o respectivo autovalor é dado por

A(lo)()\) = — [—aglo)()\)]L M _ [_d(IO) ()\)}L @ ()\ +amy + 7’%)

Q (A +1i2) MM Qi (A i (m — 1)y + i)
TR SEERE eVl
N (3.83)
Ga(A{A™})
@ (3 +i(242)1) @uns (3i( =52 )1) T

Qa(Mi%$7) Qa1 (Mi(23)7) Y
_ { uri(252)0) u (ii(B4)1+35) o« =m

Qu(ii37)  Qu(vri(Z0)r15)

Goom(—i% —i(m — Dy — Al = {A#}) a=m+1,...,2m—1
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com as respectivas equacgoes de Bethe Ansatz

s sinh (A — Af=) +42) e sinh (A — A 4 dy) Man sinh (A=) — A=) 4 i2)
it sinh (A — A== —i) S sinh (A — A% — ) 25 sinh (A=) — Al — i)
a=1,....m—1
"Ma-1 ginh ()\g-l"‘) )\gl"’l) + z%) Mo cosh (/\g-l"‘) /\El“) + 2%)
- . (la) (la—l) _ 2 = (la) (la) _ 2 a=m
i=1 sinh (A, Al ig izj cosh (A, A 12
(3.84)
Da mesma forma, para o Ug[osp™) (1]2m)] nés temos
! L Q1 (A—1i3 Ly (A+i(m+1)y
Ao = [ L0 p @i ))
Q1 (A +i7) Q1 (A +imy)
)] Y e (1)
+ O] X GaIA)
a=1
(3.85)
Ga(A{A'D)
Qo (Ai(242)7) Qat1 (A+i(252)7) _ _
Qa()\+’£%’)’) Qa+1()\+’b aTH)’)’) o = ].’ :m ]_
= { Qa(A+i(251)7) Qa (M+i(52)1) a=m
Qa(Mi(2)1)  Qa(Mi%)
Ga m(=i(m + 1)y = A = (AP} a=m+1,....2m—1

ot sinh (Af) = A 4ig) e sinh (A0 — A 4 iy) e sinh (A — AT 4 47)

i1 sinh (A — A== — i) G sinh (A =A%) — i) 5 sinh (A — () — )
a=1,....m—1

ot sinh (A7) = A 4i2) e sinh (A0 = A0 iy ) sinh (A — A — 47)

i1 sinh (A — A=) —i2) G sinh (A — A% — 4y sinh (A — Af®) +i2)

a=1m

(3.86)
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Baixar livros de Matematica
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