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Resumo

Neste trabalho nés obtivemos uma versao homolégica do teorema da fungao implicita.
Como conseqiiéncia, nds mostramos que sob certas condigoes, o conjunto dos elementos
inversiveis de um mondide topolégico X é um grupo aberto em X e nds usamos a teo-
ria classica de grupos topoldgicos para concluir que este conjunto é um grupo de Lie.

Mais ainda, nds provamos versoes do teorema da funcao aberta e versoes do teorema

de Darboux.



Abstract

In this work we obtain a homological version of the implicit function theorem. As a
consequence, we show that under certain conditions, the set of the invertible elements
of a topological monoid X is an open topological group in X and we use the classical
topological group theory to conclude that this set is a Lie group. Moreover, we prove

versions of the open function theorem and versions of the Darboux’s theorem.
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Introducao

Neste trabalho, consideramos o problema de determinar novas versoes dos teoremas
classicos das fungoes implicitas, abertas e do teorema de Dauboux. Essas versoes visam
enfraquecer as condicoes de diferenciabilidade ou até mesmo, no caso do teorema da
fungao implicta e do teorema de Darboux, versoes homolégicas (Teoremas
sao provadas para fungoes continuas entre espacos topolégicos quaisquer. Um classe
especial de espacos topoldgicos que satisfaz as condigoes dos nossos teoremas ¢é a classe
das variedades generalizadas.

No capitulo 2 deste trabalho, definimos variedades generalizadas e estudamos algu-
mas propriedades desses espacos. Uma n-variedade generalizada X é um espaco ENR
satisfazendo a seguinte condi¢ao homoldgica: H,.(X, X —{z};Z) = H.(R",R*"—{0};Z).
Se a condigao homoldgica for satisfeita com coeficientes em Zs dizemos que X é uma
Zo-variedade generalizada. Tais variedades tém sido recentemente estudadas; por ex-
emplo, é um fato conhecido que existem variedades generalizadas que nao sao ho-
motopicamente equivalentes a variedades topoldgicas (ver [10, 11]). Em [6, [7, §], foi
mostrado que a dualidade de Poincaré é valida para qualquer variedade generalizada.

Em [2], usando a Dualidade de Poincaré, Biasi et al. definiram as classes de Stiefel-
Whitney para uma Z,-variedade generalizada X. Isso significa que essas classes podem
ser estudadas do ponto de vista algébrico topoldgico e nao é necessaria a hipdtese de
diferenciabilidade sobre X. Usando tais classes, eles definem uma classe homoldgica, a

qual é uma obstrucao primaria a existéncia de mergulhos topoldgicos entre variedades
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generalizadas. Em [3], foi mostrado que a versao classica do Teorema Borsuk-Ulam
provada por Conner e Floyd em [12], para variedades diferencidveis, pode ser estendida
para Zs-variedades generalizadas. Nas secoes 2.1, 2.2 relatamos os principais resultados
relacionados com a topologia desses espacos e na secao 2.3, damos condi¢oes para que
uma variedade generalizada possua a propriedade de posi¢ao geral chamada DADP.

No capitulo 3, nés provamos um dos principais resultados deste trabalho: uma
versao homologica do teorema da Funcao Implicita. Nos consideramos X, Y, Z espacos
topolégicos e f : X XY — Z uma fungao continua. Sob a condigao homoldgica essencial
de que o homomorfismo (¢,,)« : Ho(Y,Y —yo) — Hp(Z,Z — zy) é nao trivial, para
algum n > 1, ndés mostramos a existéncia de uma funcao dada implicitamente pela
equagao f(z,g(r)) = 2o, conforme os Teoremas

Ainda no Capitulo 3, na secao 3.3, nds demos interessantes aplicagoes da versao
homolégica do teorema da Funcao Implicita na teoria classica dos mondides e grupos
topoldgicos. O fato de que todo mondide topoldgico é homogéneo, permite que a
verificacao da condicao homoldgica do Teorema [3.2.1] se reduza ao caso de saber se
H,(X,X —e) # 0, onde “¢” é o elemento identidade de X. No Teorema nos
mostramos que o conjunto dos elementos inversiveis 4 de um mondide topolégico X é
um grupo topolégico aberto em X. Em [36], [35], os autores trabalham com estruturas
de semigrupos com identidade em variedades e mostram que o conjunto das unidades
H(1) é um grupo topoldgico aberto na variedade. Vemos que o mesmo resultado segue
do Teorema [3.3.6] desde que se M é uma n-variedade topolégica ou até generalizada,
entdo H,(M,M —e) # 0.

Nos Teoremas [3.3.8], [3.3.11], [3.3.12] e [3.3.14] usamos os resultados da teoria cldssica

de grupos topoldgicos, para mostrar que o conjunto i é um grupo de Lie ou um
grupo de Lie generalizado. Na secao 3.3.1, damos uma breve descricao do quinto

problema de Hilbert e suas conseqiiéncias no desenvolvimento da teoria de grupos



topologicos localmente compactos. Nos também consideramos o caso em que X é um
espago topoldgico munido de uma multiplicagao continua com identidade, e resultados
similares sao obtidos.

Durante o desenvolvimento deste trabalho, entramos em contato com o Prof. K.
H. Hofmann, com a finalidade de esclarecer algumas duvidas relacionadas com a teoria
de semigrupos e grupos topolégicos. O Professor Hofmann nos deu valiosas sugestoes
e fez vérios comentérios, inclusive em nosso pré-print [5], os quais contribuiram muito
para o aperfeicoamento do nosso trabalho.

No Capitulo 4, nés damos versoes de teoremas de funcoes abertas e versoes do
teorema classico de Darboux. O Teorema foi provado em [42], no caso em que f é
de classe C! e para obtermos o teorema no caso apenas diferencidvel usamos o Teorema
de Sard para fungoes diferenciaveis provado em [14], [33], e um teorema de inversao local
provado em [4]. Um caso onde f é apenas continua satisfazendo algumas propriedades,
também é considerado no Teorema [4.3.5]

Finalizamos o nosso trabalho com algumas versoes do Teorema de Darboux, dentre
as quais destacamos a versao homoldgica (Teorema e a versao diferenciavel para
R"™ (Coroldrio [4.4.9). Essas versoes sdo obtidas a partir uma versao generalizada do

teorema de Ceernavskii [16], provada em [4] e [49).



Capitulo 1

Pré-requisitos

1.1 Terminologias e Notacoes

Em nosso trabalho, o interior, o fecho e a fronteira de um subconjunto A de um espaco
topoldgico serdo denotados por Int(A), A e JA, respectivamente. Os grupos de homolo-
gia, quando nao especificado, terao sempre coeficientes em Z, o simbolo H, denotard
a homology de Cech no sentido de [48, Cap.6]. Por dimensdo, nés entenderemos a

dimensao topolégica usual no sentido de [29].

1.2 Sequéncias generalizadas

Sabemos que as seqiiéncias sao objetos adequados para detectar pontos limites, funcoes
continuas e conjuntos compactos em espacos métricos. Existe uma generalizacao da
no¢ao de seqiiéncia, chamada seqiiéncia generalizadas (“net”) para espagos topologicos
arbitrarios, a qual definiremos a seguir (para detalhes ver [22] e [37] ).

Recordemos que uma relagao < em um conjunto é uma relacao de ordem parcial se as
seguintes condicoes sao validas:

(1) a < «, para todo a.
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(2)Sea<fef<a,entdaoa=_[.

(3) Sea< e <7, entao a <.

Definicao 1.2.1 Um conjunto direto J é um conjunto com uma ordem parcial <

tal que para cada par de elementos o, § € J existe um elemento v € J, satisfazendo

a<yef <7

Definicao 1.2.2 Um subconjunto K ¢é dito ser cofinal em J, se para cada o € J,

existe § € K tal que a < 3.

Observagao 1.2.3 Se J é um conjunto direto e K é um conjunto cofinal em J, entao

K também é um conjunto direto.

Definicao 1.2.4 Seja X um espaco topoldgico. Uma seqiiéncia generalizada em X
¢ uma funcao f de um conjunto direto J em X. Nés denotaremos f(a) por x, e a

seqiiéncia generalizada por (z,)aes, Ou simplesmente por (z,).

Definicao 1.2.5 Uma seqiiéncia generalizada converge para um ponto x € X e es-
crevemos r, — x ou lim x, = x se para cada vizinhanca aberta U de z existe a € J
tal que

a<fB=z3€lU.
A seguir daremos algumas propriedades e teoremas sobre seqiiéncias generalizadas:

Propriedade 1.2.6 Suponhamos que (x4)acs — © € X € (Ya)acs — y € Y. Entao

(Tar Vo) — (z,y) € X X Y.

Propriedade 1.2.7 Se X ¢ um espaco de Hausdorff entao uma seqiiéncia generalizada

em x converge para no mdzrimo um ponto.

Teorema 1.2.8 Seja A um subconjunto de X. Entdo x € A se, e somente se, existe

um sequéncia generalizada de pontos de A convergindo para x.
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Teorema 1.2.9 Seja f : X — Y. FEntdo f € continua se, e somente se, para toda
seqiiéncia generalizada (x,) em X, convergindo para um ponto x, entao a seqiéncia

generalizada (f(x,)) converge para f(x).

Defini¢ao 1.2.10 Seja f : J — X uma seqiiéncia generalizada em X, com f(a) = x,.

Se K é um conjunto direto e g : K — J é uma funcao tal que

(i) i <j = g(i) < 90),
(i) g(K) é cofinal em J.

Entao, a funcao fog: K — X é chamada uma subseqiiéncia generalizada de z,.

Propriedade 1.2.11 Se uma seqiiéncia generalizada (z,,) converge para x, entao qual-

quer subseqiiéncia de (z,) também converge para z.

Definigao 1.2.12 Seja (x,) uma seqiiéncia generalizada em z. Nés dizemos que x é

um ponto de acumulagao de (z,) se para cada vizinhanga U de z, o conjunto
{a;z, € U}
¢ cofinal em J.

Lema 1.2.13 A sequéncia generalizada (x,) tem o ponto x como ponto de acumulagdo

se, e somente se, alguma subseqiiéncia generalizada de (x,) converge para x.

Teorema 1.2.14 Um espago topologico X € compacto se, e somente se, toda sequéncia

generalizada em X admite subseqiiéncia generalizada convergente.

1.3 Quase-Grupos topolégicos e Espacos com mul-
tiplicacao
Definicao 1.3.1 Uma lei de composicao em G

Qi(z,y) =2z com =m,y,z€QG, (1.3.1)
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define um quase-grupo em G se, e somente se, dados dois quaisquer dos elementos
x,y,z em G, o terceiro fica univocamente. A funcao )1 é chamada “funcao fundamen-

tal” do quase-grupo.

Dados y € G e z € G, existe um tunico elemento = € G tal que ([1.3.1)) seja satisfeito.

Podemos escrever

x = Qs(y, 2) (1.3.2)

e analogamente
y = Qs(z,2) (1.3.3)

As funcgoes Q2 e Q3 sao chamadas solugoes a direita e a esquerda, respectivamente.
Fixando em @Q:(z,y) uma das varidveis, obtemos um fungao biunivoca de G em G.

Denotamos a funcao
y — Qi(z,y) (1.3.4)

por L,. A funcao L, ¢ chamada ” multiplicacao a esquerda’. Analogamente R, dada
por

r — Qi(z,y) (1.3.5)

¢ chamada “multiplicacao a direita”. Estas fungoes sao biunivocas, de acordo com a

propria definicao de quase-grupo, e suas inversas sao dadas por
L;'(2) = Qs(z,y) e RN (2) = Qaly,2) (1.3.6)
Fixando por sua vez z em Qs(y, z) obtemos,
E.:G—-G (1.3.7)
dada por F,(y) = Q2(y, 2) e fixando z € Q3(z, z) obtemos a funcdo inversa de E,
Bt = Qs(z,2) (1.3.8)

As fungées L,, L', Ry, R,;', E., E;' sdo chamadas operagoes fundamentais de G.
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Particular interesse tém os quase-grupos com elemento identidade “e” unico, tal que:

Qi(z,e) = Qi(e,z) =2 Vz el (1.3.9)

Definicao 1.3.2 Um quase-grupo com elemento identidade é chamado “loop”.

Observacgao 1.3.3 Nao traduziremos o termo “loop”, porém por motivos de simpli-

cidade deixaremos de escreve-lo entre aspas.

1.3.1 Topologia dos quase-grupos

Seja G um quase-grupo de funcao fundamental (); munido com uma topologia .
Dizemos que a estrutura de quase-grupo e a topologia sao compativeis se as fungoes

(); sdo continuas na topologia 7 (G X G com a topologia produto).

Definicao 1.3.4 Um quase-grupo munido de uma topologia compativel é chamado
quase-grupo topolégico. Em particular, se o quase-grupo tiver identidade temos

um loop topologico.

1.3.2 Espacos com multiplicacao e espacos de Hopf
Vamos considerar agora generalizagoes de loop topoldgico.

Definicao 1.3.5 Seja X um espaco topolégico. Uma lei de composicao @) : X x X —
X é chamada uma multiplicagao com identidade se satisfizer as seguintes condicoes
(a) @ é continua;

(b) existe um elemento e € X tal que Q(z,e) = Q(e, ) = x.

(1S3

O elemento “e” é chamado elemento identidade.

Definicao 1.3.6 Seja X um espaco topolégico. Uma lei de composicao @ : X x X —

X define sobre X uma estrutura de Hopf se:
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(a) @ é continua;
(b) existe um elemento e € X tal que Q(e,e) = e e as aplicagoes x — Q(z,¢e) e
x — (e, x) sao homotdpicas a aplicagao identidade x +— z por homotopia relativa a

“e”. X é chamado um espaco de Hofp ou H-espaco.

Observacao 1.3.7 Temos que todo loop topoldgico ¢ um espago com multiplicacao e
por sua vez todas as multiplicagoes com identidade definem estruturas de Hopf. Para

mais detalhes sobre quase-grupos topoldgicos e espagos com multiplicacao ver [39, 40].

1.4 Compactificacao de Stone-C'ech
Sejam X um espagco topoldgico e I o intervalo fechado [0, 1]. Seja
A={): X — I| X é continua.} (1.4.1)

Identificamos o “cubo” I™ = I ealy, onde Iy = I para cada A € A. Deste modo, cada
ponto de I* é uma familia (x))xea, com 0 < x5 < 1 para cada A € A. Pelo teorema de

Tychonoff, I* é um espaco de Hausdorff compacto. Existe uma aplicacdo natural
o X — I (1.4.2)

dada por ¢(z) = (z))ren, para cada z € X. A aplicacao ¢ é continua, pois para cada
A € A, a aplicacdo ) o ¢, coincide com f : X — I, onde 7y : I® — I é a projecdo

sobre o A-ésimo fator. Consideremos a seguinte defini¢ao

Definicao 1.4.1 Um espaco topoldgico X é completamente regular se dados z € X
e um aberto U em X, com z € X, existe sempre uma funcao continua f : X — [0, 1]

tal que f(x)=1e f(X —-U) =0.

Seja o : X — I, definida em (1.4.2). Para espacos completamente regulares, temos o

seguinte
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Teorema 1.4.2 A aplicacio continua ¢ : X — @(X) é um homeomorfismo se, e

somente se, X € completamente regular.

Dado um espago topolédgico X, Hausdorff e completamente regular, seja ¢(X) o fecho

da imagem da aplicacao ¢ : X — I'*. Entdo ¢(X) é um espaco de Hausdorff compacto

e ¢ : X — p(X) é uma compactificagdo de X, chamada compactificagao de Stone-

Cech do espago X . Para mais detalhes ver [38].



Capitulo 2

Propriedades de posicao geral em

variedades generalizadas

2.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos propriedades dos espagos topoldgicos conhecidos como va-
riedades generalizadas. Nos capitulos subseqiientes grande parte dos resultados podem
ser aplicados para tais espacos e isso justifica o nosso interesse em conhecer melhor
as propriedades de tais variedades. Especificamente daremos condi¢oes para que uma
variedade generalizada satisfaca uma propriedade de posicao geral chamada DADP

(“Disjoint arc-disk property”).

2.2 Variedades generalizadas

Definicao 2.2.1 Um espaco localmente compacto X é uma n-variedade generalizada
se X satisfaz:
(i) X é um ENR, ou seja, para algum inteiro m, X mergulha em R™ como um retrato

de algum subconjunto aberto;
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(ii) X é uma Z-variedade homolégica, isto é, para todo ponto z € X,

Na defini¢cao quando X for uma ENR Zs-variedade homoldgica, ou seja,
H (X, X —{x};Z5) = H.(R",R" — {0}, Z,),

dizemos que X ¢é uma Zs-variedade generalizada. Tais variedades tém sido recen-
temente estudadas; por exemplo, é um fato conhecido que existem variedades gen-
eralizadas que nao sd@o homotopicamente equivalentes a variedades topolégicas (ver
[10, 11]). Em [6] [7], foi mostrado que a dualidade de Poincaré é valida para variedades
generalizadas localmente orientaveis. Além disso, em [§], mostrou-se que toda var-
iedade generalizada é localmente orientavel. Sendo assim, a dualidade de Poincaré é
vélida para qualquer variedade generalizada (para detalhes ver [9]).

Apresentaremos agora, os resultados mais importantes concernentes a topologia das
variedades generalizadas. Esses resultados sao obtidos assumindo basicamente duas

condicoes que definiremos a seguir

Definigao 2.2.2 (DDP) Um espago métrico X tem a propriedade de disjuncao de dis-
cos (“Disjoint Disk Property - DDP), se dado ¢ > 0 e aplicagbes continuas
f,g9 : D* — X, existem aplicacoes continuas f’, ¢ : D* — X tais que d(f, f') < e,

d(g,9') <ee f(D*)Ng(D?*) =0.

Defini¢ao 2.2.3 (Resolugao) Uma resolugdo para uma n-variedade generalizada X
é uma aplicacdo ¢ : M — X com a propriedade de que @jg-11ry : ¢ (U) — U é
uma equivaléncia de homotopia para todo aberto U C X, onde M é uma n-variedade

topoldgica. Se X admite uma resolucao, dizemos que X é resoluvel.

Agora, estamos em condicoes de enunciar um dos mais importantes teoremas para

variedades generalizadas. Em [23], R. Edwards provou o seguinte
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Teorema 2.2.4 (Teorema da aproximacao de Edwards) Seja X uma n-variedade
generalizada satisfazendo a DDP. Se ¢ : M — X for uma resolucdo de X, entdao ¢ €

limite de uma sequéncia de homeomorfismos h; : M — X.

Como uma conseqiiéncia imediata temos o seguinte

Corolario 2.2.5 Seja X uma n-variedade generalizada resolivel, n > 5. X € uma

variedade topologica se, e somente se, X possut a DDP.

Dessa forma, o Corolério fornece um critério para caracterizar variedades topologicas
a partir das variedades generalizadas. Em [45, [46], F. Quinn associa a qualquer n-
variedade generalizada conexa, n > 4, um indice local i(X) € 1 4 8Z e mostra que
i(X) =1 se, e somente se, X € resolivel. Combinando com o Teorema de Aproximagao

de Edwards temos o seguinte teorema de caracteriza¢ao para variedades topologicas:

Teorema 2.2.6 (Edwards-Quinn) Se n > 5, uma n-variedade generalizada X com

a DDP é uma variedade topoldgica se, e somente se, i(X) = 1.

Em [I0, I1], sdo construidas n-variedades generalizadas, tendo indice local arbitrario
em todas as dimensoes n > 5, ou seja, existem variedades generalizadas que nao sao
variedades topoldgicas (essas variedades sdo conhecidas como variedades generalizadas
exdticas), tornando relevante a questao de caracterizar variedades topoldgicas no uni-
verso das variedades generalizadas. Através do Teorema[2.2.6]e do Coroldrio[2.2.5] para
mostrarmos que uma variedade generalizada X é uma variedade topoldgica devemos
exigir que X tenha a DDP e que X seja resoluvel.

No nosso trabalho, estaremos considerando o problema de detectar propriedades de
posicao geral em variedades generalizadas similares a DD P, as quais especificaremos

na préxima secao.
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2.3 Propriedades de posicao geral em variedades

generalizadas

Em [20], R. Daverman mostra que se uma variedade generalizada X satisfizer condigoes
analogas & DD P entao os produtos cartesianos X x R ou X x R? satisfazem a DDP.

Consideremos as seguintes definicoes de propriedade de posi¢ao geral que sao analogas

a DDP em dimensoes 3 e 4.

Definigao 2.3.1 (DAP) Um espago X tem a propriedade de disjun¢ao de caminhos
(“disjoint arcs property”’- DAP), se quaisquer dois caminhos f, ¢ : I — X podem ser

e-aproximados por caminhos com imagens disjuntas.

Definicao 2.3.2 (DADP) Um espago X tem a propriedade de disjungao de caminho
- disco (“disjoint arc-disc property” - DADP), se dadas quaisquer duas aplicagoes
f:I— Xeg:D?>— X existem e-aproximacoes de f e g, as quais possuem imagens

disjuntas.

Podemos mostrar, usando dualidade, que toda n-variedade generalizada, n > 3, possui
a DAP. Em [20], foi provado que se um espaco X tem a DAP entio X X R tem a
DADP e que se um espago X tem a DADP entio X x R tem a DDP. Combinando

esses resultados com o Teorema [2.2.6, temos os seguintes corolérios:

Corolario 2.3.3 Seja X uma n-variedade generalizada resolivel, n > 3. Entdo X xR?

¢ uma n-variedade topoldgica.

Corolario 2.3.4 Seja X uma n-variedade generalizada resolivel com a DADP, n > 4.

Entao X x R é uma variedade topoldgica.

Recentemente, em [26], D. Halverson define uma propriedade de disjun¢ao de homo-
topia (DH P) a qual é mais “refinada” do que a DADP no sentido de garantir quando

X X R possui a DDP.
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Defini¢ao 2.3.5 (DHP) Um espago X tem a propriedade de disjungao de homotopias
(¢ disjoint homotopies property” - DH P) se quaisquer duas homotopias de caminhos
fyg: DxI — X podem ser e-aproximadas por homotopias de caminhos f’, ¢ : DxI —

X tal que f/(D)Ng,(D) =0 para todo ¢t € I, onde D = I = [0, 1].
D. Halverson provou o seguinte

Teorema 2.3.6 ([26], Theorema 3.4) Se X ¢ uma n-variedade generalizada com a

DHP entao X X R possui a DDP.

Além disso, ela mostrou que toda variedade generalizada com a DADP possui a DH P
([26, Corolério 4.5]), porém a reciproca nao é verdadeira. D. Halverson, deu a seguinte

condicao para que uma variedade X possua a DHP,

Defini¢ao 2.3.7 Um espago X tem a P2M P (“plentiful 2-manifolds property”) se
cada caminho « : I — X pode ser aproximado por um caminho o/ : I — N C X, onde

N é uma 2-variedade mergulhada em X.
E provou o seguinte

Teorema 2.3.8 ([26, Theorem 5.5]) Se X € uma n-variedade generalizada, n > 4,

com a P2MP, entao X tem a DHP.

No entanto, a reciproca do Teorema nao é verdadeira. Em [27], D. Halverson
provou que os espagos “2-ghastly” construidos por Daverman e Walsh em [21], possuem
a DH P, mas tais espacos nao possuem nenhuma 2-célula mergulhada e, portanto, nao

podem ter a propriedade P2M P.
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2.4 Detectando a DADP

Nesta secao, estudaremos a questao de dar condigoes para que uma n-variedade gen-

eralizada, satisfaca a DADP, onde n < 4. Consideremos a seguinte

Defini¢ao 2.4.1 (Variedade de Cantor) Seja X um espago topoldgico localmente
conexo e localmente compacto. Dizemos que X é uma variedade de Cantor, se dados

F C X fechado tal que dim(F') < 1 e um aberto U C X conexo, entdo U — F' é conexo.
Observacgao 2.4.2 Toda variedade generalizada é uma variedade de Cantor.

Seja X um espaco localmente compacto de Haudorff. Denotaremos por X* = X U{oco}
a compactificagao de Alexandroff. Se A é um subconjunto fechado de X, nés podemos

considerar A* como um subespago de X*.

Lema 2.4.3 Suponhamos que X seja um espaco conexo por caminhos e localmente

compacto tal que para algum inteiro n e para qualquer A C X fechado,
H"(X*, A*) = Hy(X — A) (2.4.1)
Se dim(A) < n —2, entio X — A € conexo (C'ech) ou conexo por caminhos.
Demonstragao. Consideremos a sequéncia exata de cohomologia do par (X*, A*)
—— H"1(A*) — H"(X*, A*) — H"(X*) — H"(A*) — (2.4.2)
Desde que dim(A) < n — 2, temos que H" ' (A*) = H"(A*) 2 0 e da seqiiéncia exata
temos que H"(X*, A*) =2 H"(X*). Deste modo, segue de que
Ho(X —A) 2 H"(X*A") 2 H'(X") 2 Hy(X)=Z (2.4.3)
Portanto, X — A é localmente conexo por caminhos. 0O

Observagao 2.4.4 Se X é uma n-variedade generalizada entao X satisfaz a dualidade

@-41).
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Teorema 2.4.5 Seja X wma n- variedade generalizada e F' C X um subconjunto
fechado tal que dim(F) < n — 2. Entao, dada uma fungdo continua g : I — X eziste

g : I — X uma e-aprozimagao de g tal que ¢'(I) N F = ().

Demonstragao. Seja g : I — X e escolhemos ¢ > 0. Seja % uma cobertura de g(I) tal
que os elementos U de % sejam conexos com diametro menor que €. Segue do Lema
2.4.3|que U — F' é conexo por caminhos para todo U em % .Seja ¢ o niumero de Lebesgue
para a cobertura % de g(I). Escolhemos uma partigao 0 =ty < t; < --- <t,, =1do
intervalo I tal que diam(g(ti — 1,¢;)) < d parai = 1,...,m. Seja U; um elemento em
% contendo g([ti —1,t;]). Escolhemos zg € Uy — F, x,, € U,, — F e x; € U;NU,;,; para
i=1,...,m—1. Como cada U; — F é conexo por caminhos, podemos definir ¢ : I — X
tal que ¢'(t;) = x; parai =0,...,me ¢ ([ti —1,t;]) CU;, — F parai = 1,...,m. Deste

modo, ¢’ é uma aproximacao para g satisfazendo ¢'(I) N F = (). 0O

Agora, daremos condigoes para que uma n-variedade generalizada X possua a DADP.

Uma primeira condicao é a seguinte

Condigao 1. Toda funcao continua f : D? — X pode ser s-aproximada por uma

fungao continua f': D?* — X tal que dim(f’(D?)) <n — 2.

Teorema 2.4.6 Seja X uma n—ovariedade generalizada, n > 4. Se X satisfaz a

Condicao 1, entao X tem a DADP.

Demonstragao. Sejam f: D?* — X e g : I — X funcoes continuas sobre X. Como X
satisfaz a Condigao 1, existe uma e-aproximagao f de f tal que dim(f'(D?)) < n—2.
Deste modo, segue do Teorema que existe uma e-aproximacao ¢ de g tal que

g (I)Nn f/(D?) = (. Portanto X tem a DADP. O

A fim de impormos uma segunda condicao para que uma n—variedade generalizada,
n > 4, possua a DADP, precisaremos considerar alguns resultados preliminares, os

quais descreveremos a seguir.
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Definicao 2.4.7 Seja X um espaco métrico e A um subconjunto de X. Nés dizemos
que A é localmente k-conexo, e escrevemos A é k — LC', se para cada a € A e para
cada € > 0, existe d > 0 tal que toda aplicagao da i-esfera S* sobre uma vizinhanga Vs(a)
de a, pode ser estendida para uma aplicacao do (i+1)-disco D**! sobre uma vizinhanga
Vi(a) de a, para i = 1,..., k. Analogamente, nés dizemos que A é localmente k-co-
conexo, e escrevemos A é k — LCC, ou equivalentemente, que X — A é k— LC em A,
se para cada a € A e para cada € > 0, existe § > 0 tal que toda aplicacao da k—esfera
Sk sobre Vs(a) N (X — A), pode ser estendida para uma aplicacao do k + 1-disco D*+?

sobre V. (a) N X — A.

Em [I3], J. Cannon mostra que se X é uma n-variedade generalizada satisfazendo a
DDP, entao toda funcao continua f : D* — X pode ser e-aproximada por um mergulho
f':D?* — X, com f/(D*) 0— LCC. Como toda n-variedade generalizada, n > 3, tem
a DAP, adaptamos a técnica de J. Cannon para obtermos o mesmo resultado para

caminhos f : I — X, como mostra o seguinte

Teorema 2.4.8 Seja X uma n-variedade generalizada, n > 3. Entao todo caminho
f I — X pode ser e-aproximado por um caminho f': I — X tal que f' é um mergulho

e f/(I) ¢ 0-LCC.

Demonstracao. Suponhamos que X seja equipado com uma métrica completa d. Sejam
(I1, E1), (15, Es), . .. pares de intervalos disjuntos em [ tais que, se p e ¢ sdo pontos
distintos em I, entao, para algum ¢, p € I; e ¢ € I,. Dado &y, tomamos f, = f.

Suponhamos indutivamente que fo, ..., fi_1 : I — X satisfaca a condicao
fi_l(Ij) N fi_l(Ej) = O, paraj < 1. (244)

Escolhemos

0<eg < %min{ei_l, d(fi—l(]j)7 fi—l(Ej) | j < Z} (245)



2. Propriedades de posicao geral em variedades generalizadas 16

Como X possui a DAP, podemos aproximar f;_1|(I;) e fi_1|(E;) para que as ima-
gens de I; e F; sejam disjuntas. O aproximagao se estende para uma aproximacao de
fi—1 em todo intervalo I, pois X é localmente contratil. Seja f; a aproximacao final.
Nés podemos assumir que d(f;_1, fi) < €. A seqliéncia fo, f1,... é uma seqiiéncia
de Cauchy, deste modo converge para uma aplicagao f' : I — X. Podemos ver que
f(L)N f'(E;) = () para todo i. Entao f’ é injetora e portanto um mergulho topoldgico.
Mostremos agora que a aproximacao [’ pode ser escolhida como sendo 0-LCC. De fato,
seja uma seqiiéncia de aplicagoes g1, ¢s,... : I — X, a qual é densa no espago das
fungoes continuas de I sobre X. Suponhamos adicionalmente que f;(I) N gi(I) = 0,
onde g} é uma ¢;-aproximagcao para g; e que €; < %d( fioi(D),g;_1(I)). Entao a aplicagao
limite f': 1 — X omitird g{ (1), g5(I), ..., ou seja, f'(I)Ng,(I) = 0, Vi. Deste modo
segue que ' é 0 — LCC. 0O
O mergulho topolégico construido no Teorema [2.4.8, pode ser escolhido de tal forma
que a sua imagem omita um subconjunto fechado F' de dimensao < n —1 em X, a

menos de um conjunto 0-dimensional, como mostra o seguinte teorema

Teorema 2.4.9 Seja X uma n-variedade generalizada, n > 3, e F um subconjunto
fechado de X de dimensao > n — 1. FEntao toda aplicagao f : I — X pode ser e-

aproximada por um 0-LCC mergulho interceptando F' em um conjunto 0-dimensional.

Demonstracao. Escolhemos triangulagoes Tq, 11,715, ... para I de tal forma que T;
subdivide T;_; para cada i e meshT; < % Seja f' = lim f; construida no Teorema
2.4.8l Usando o fato de que X é localmente contraivel, podemos considerar a menos
de homotopia, que cada aplicacao f;_; é tal que fi,l(ﬂ(_o)l) N F = (), onde T}f’{ é o

0-esqueleto da triangulacao 7;_;. Escolhemos f; satisfazendo a condigao adicional

d(fi, fi-1) <& < (1/2)d(fi—1(7—;(8)1),F) (2.4.6)
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Entao, f’fl(F) é um conjunto 0-dimensional. De fato, dado § > 0 seja ¢ € N tal que

(1/i) < ¢, assim existe
T, = Uo; tal que f’fl(F) C Ulnto;. (2.4.7)

Como f’ é injetora, temos que dim(Im(f") N F') = 0. 0O
A segunda condicao que vamos exigir para que uma n-variedade generalizada tenha a
DADP é a seguinte

Condicao 2. Toda funcao f : D? — X pode ser e-aproximada por uma funcao
f':D*— F, ; C X, onde F,_; é um subespagco fechado de X, com dim(F, ;) <n—1,
e além disso, dado G um subconjunto 0-dimensional em F,,_1, f’ pode ser escolhida de

tal forma que G N f'(D?) = ().

Teorema 2.4.10 Seja X wuma n-variedade generalizada, n > 4. Se X satisfaz a

Condicgao 2, entao X possui a DADP.

Demonstragao. Sejam f : D* — X e g : I — X funcoes continuas sobre X. Segue
da Condigao 2, que existe uma e-aproximacao f' : D? — F, 1 C X, onde F,_; é
um subespago fechado de X, com dim(F,_;) < n — 1. Pelo Teorema[2.4.9, g : I — X
pode ser e-aproximada por um mergulho ¢’ : I — X, tal que G = ¢ (I) N F,_1 C F,,_
¢ um conjunto O-dimensional. Além disso, f’ pode ser escolhida de tal forma que

G N f'(D?) = 0. Assim, como G = ¢'(I) N F,,_1, temos
0= (4(I)NFu1) N fI(D?) =g'(I)N f1(D?). (2.4.8)

Portanto X possui a DADP. 0O
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Capitulo 3

Uma versao homoldgica do

Teorema da Funcao Implicita

3.1 Introducao

Seja f uma funcao continua de um aberto U C R™ x R™ em R". No teorema classico
da Funcao Implicita as hipdteses essenciais sao a CF-diferenciabilidade de f, para
1 < k < oo, e a hipétese de que 0 f(gy,y,) S€ja um isomorfismo, onde (xg,y0) € U.
Em [31], o autor requer apenas a continuidade da fungao f, e a condigao de f ser local-
mente injetora, quando restrita a primeira coordenada para obter uma generalizacao
do teorema classico da funcao implicita.

No6s consideramos X, Y, Z espagos topologicos e f : X x Y — Z uma funcao continua.
Sob certas condigoes topoldgicas e homoldgicas, as quais serao especificadas na secao
B.2] nés provamos uma versao homoldgica do Teorema da Fungao Implicita para espagos
topologicos gerais, com aplicagoes na teoria geral de grupos, semi-grupos e monéides
topoldgicos. Na secao [3.3] nds mostramos que o conjunto dos elementos inversiveis de
um monodide topoldgico X é um grupo topoldgico o qual é aberto em X e usamos os

resultados da teoria classica de grupos topoldgicos para mostrar que este conjunto ¢ um
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grupo de Lie ou um grupo de Lie generalizado. Nés também consideramos o caso em
que X é um espaco topolégico munido de uma multiplicacao continua com identidade,
e resultados similares sao obtidos.

Uma classe especial de espacos topoldgicos que satisfaz as condigoes do nosso teorema

principal é classe das variedades generalizadas definidas no Capitulo 2.

3.2 Versao homoldgica do Teorema da Funcao Im-
plicita

Nesta secao, nés provaremos um dos teoremas principais do nosso trabalho. Sejam
X, Y, Z espacos topolégicos. Dada uma fungao continua f : X xY — Z, nés definimos

as fungoes continuas ¢, : Y — Z e ¢, : X — Z por

pa(y) = f(z,y), para cada x € X;

Yy(x) = f(z,y), paracada y €Y.

Teorema 3.2.1 (Teorema da Fungao Implicita) Sejam XY, Z espagos topoldgi-
cos de Hausdorff, onde X € localmente conexo por caminhos eY € localmente compacto.
Seja f: X XY — Z uma fungao continua e zo = f(xo,y0) € Z, com (xo,y0) € X X Y.
Suponhamos que (pz,)" ({20}) = {to} € que (puo)s : Ho(YY —w0) — Ho(Z,Z — 2)
seja um homomorfismo nao trivial, para algum natural n > 0. Entdo existe uma
vizinhanga aberta V' de x¢ e uma funcao g : V —'Y tal que f(x,g(x)) = 29, para cada

x € V. Mais ainda, g € uma fungao continua em xg.

Demonstracao. Desde que Y é localmente compacto, podemos tomar W C Y uma
vizinhanga compacta de yp € Y. Dividiremos a demonstracao do teorema em quatro

PAassos.



3. Uma versao homoldgica do Teorema da Funcao Implicita 20

Passo 1. Nos primeiramente mostraremos que para qualquer subconjunto compacto
K C Int(W) contendo yo em seu interior, existe uma vizinhanga aberta V de xq tal

que
(rp) " ({20}) € K, Yz e V. (3.2.1)

De fato, suponhamos que para cada vizinhanga aberta V' de z existe (zy,y,) em X X
(W —K) tal que f(zv,yv) = 2. Consideremos a seqiiéncia generalizada, ((xv,¥v))yey,
onde V é a colegao de todas as vizinhancas abertas de xy, ordenadas parcialmente
pelas inclusoes inversas. Deste modo, lim x, = xy e como (y,) é uma seqiiéncia
generalizada contida no subconjunto compacto W — Int(K), seja y; € W — Int(K)
o ponto limite de alguma subseqiiéncia generalizada convergente de (y,) garantida
pelo Teorema . Entao, pela Propriedade , (x0,y1) € ponto limite de alguma
subseqiiéncia generalizada de (z,y, ) e como f é continua, segue do Teorem que
£ (0,91) = 9o (42) = 20, 0 que implica que gy = yo, pois por hipdtese (pz,)~"({z0}) =
{yo}. Mas isto contradiz o fato de que y; € W — Int(K). Deste modo, existe uma

vizinhanca aberta V' de x satisfazendo ((3.2.1)).

Passo 2. Temos que Y — W ¢é um subconjunto aberto de Y, pois em particular W é
fechadoem Y eY — W Cint(Y —yy) = Y — yo. Assim, desde que

(Y = [V = WY =y = [V = W]) = (W, W = ), (3.2.2)
segue da propriedade de excisao que

H,(Y,)Y —yo) = H,(W, W — 1), (3.2.3)

Desde que por hipétese, o homomorfismo () @ H,(Y,Y —yo) — Hu(Z, Z — zy) é ndo
trivial, temos que (@)« : Ho(W, W —yo) — H,(Z, Z — zy) ndo é o homomorfismo nulo.

Mais ainda,nds podemos escolher K “suficientemente pequeno” tal que a composicao

(QOJ)O )*

H, (W, W — K) =2 H, (W, W — o) 222 H,(Z, Z — z) (3.2.4)
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seja nao trivial. De fato, seja [a] € H,(W,W — yo) tal que (@4, )«([a]) # 0. Desde
que a é um n-ciclo relativo em W (mod W — y), nds temos que suportdl] |da| de da
¢ um subconjunto compacto contido em (W —y,). Podemos escolher um subconjunto
compacto K contendo yy em seu interior tal que K ndo intercepta o conjunto |dal
da seguinte forma: para cada x € |0al, como Y é um espaco de Hausdorff, existem
vizinhangas abertas V, e U, de x e gy, respectivamente, tais que V, NU, = 0. A colecao
Y = {V2}ac|oq € uma cobertura aberta do conjunto compacto |da| e deste modo admite
uma subcobertura finita U,,,...,U,,. Assim U = Nf_,U,, é uma vizinhanca aberta
de yo que nao intercepta |Ja| e como Y é localmente compacto, existe uma vizinhanga
aberta U, de v, tal que Uy C Uy C U com U, compacto. Portanto, K = U é um
subconjunto compacto contendo o em seu interior que nao intercepta o conjunto |Jdal.
Entao, o conjunto |da| esta contido em W — K e a = a é um n-ciclo relativo em W
(mod W — K), com i.([a]) = [a]. Deste modo, a composi¢ao em é nao trivial,

pois ()« (ix([a])) = (Yuo)«([a]) # 0. Denotaremos a composicao (g, )« 0 s PO (P )«

Passo 3. Seja agora, K o compacto construido no Passo 2 e V' a vizinhanga aberta de
xo associada a K dada pelo Passo 1. Para cada x € V, desde que V satisfaz (3.2.1]),
estd bem definida a aplicacdo de pares ¢, : (W, W — K) — (Z,Z — z). Como X é
localmente conexo, podemos assumir V' conexa por caminhos e deste modo, para cada

x em V| existe um caminho o em V unindo zy a z. Definimos a homotopia de pares

H:(WxI,(W-K)xI)— (Z,Z — z) dada por

H(t,y) = fa(t),y) = aw (y), V(t,y) € I xY. (3.2.5)

Entao, H ¢ uma homotopia entre ¢,, e ¢, e segue do axioma da homotopia que

(02)x = (Yuo)« # 0. Deste modo, para cada z em V' o homomorfismo

(9036)* : Hn(I/Va W - K) - Hn(Z, Z - ZO), (326)

!Se ¢ um n-simplex singular, definimos seu suporte |o| como sendo o(A,,). Para cada n-cadeia

¢ =Y v;0;, definimos |c| = U;|o;| (para detalhes ver [25])
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¢ nao trivial, o que implica que deve existir y = g(x) em K tal que p,(g9(z)) =
f(z,g(x)) = zp. De fato, se nao existisse tal y = g(z), (). seria 0 homomorfismo

trivial, pois (y. )« se fatoraria da seguinte forma
Hy(W, W — K) —— H,(W,W) =0 —— H,(Z,Z — z)

Passo 4. Mostremos agora que g : V — K C Y é continua em x3. Seja A uma
vizinhanga de yg tal que A C K. Suponhamos que f nao seja continua em xq, ou seja,
que para cada vizinhanca aberta U de xq existe z, em U tal que g(z,) pertence ao
conjunto compacto K — A. Seja y; em K — A o ponto limite de alguma subseqiiéncia
generalizada de (g(zy)). Entdo, (zo,y;) é ponto limite de alguma subseqiiéncia de
(xy,g(zy)). Como f é continua e g é dada implicitamente pela equagao f(xy, g(zy)) =
zp nés temos que f(xg,y1) = 2o € assim, y; = yo 0 que contradiz o fato de que y; €
K — A. O
Se no Teorema substiuirmos a hipdtese de que X ¢é localmente conexo por cam-
inhos pela hipétese de que X ¢é localmente conexo e localmente compacto, usando a
homologia de C\j’ech7 ¢ possivel mostrar que o Teorema continua valido. Para isto,

consideremos os seguintes resultados

Lema 3.2.2 Seja C' um espaco de Hausdorff compacto e conexo e seja X um espaco
topoldgico arbitrario. Dados cg,c; € C' e A um subespaco de X, definimos as funcoes
continuas 6y, 01 : (X, A) — (Cx X,C x A), porby(z) = (co,z) € 01(x) = (c1,x). Entao,

0s homomorfismos induzidos

Y

(60)s, (01)s - Ho(X,A) — H.(C x X,C x A) (3.2.7)
coincidem.

Demonstragao. Pela compactificacao de Stone-Cech (secao , podemos supor C' um

subespaco de I*. Recordemos que I* é um espaco de Hasdorff, compacto conexo e
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localmente conexo por caminhos. Consideremos
I' = {V c I*| V é aberto, conexo por caminhos e C' C V}. (3.2.8)

Podemos mostrar que para qualquer aberto U contendo C, existe V € I' tal que V' C U,

portanto

v=cC (3.2.9)
Vel
Sabemos que
H,(Cx X,Cx A) =limH,(V x X,V x A). (3.2.10)

As aplicacoes 6y e 6; consideradas como aplicagoes de X em V x X sao homotdpicas.
De fato, como V' é uma vizinhanca conexa por caminhos, seja a um caminho em V'
unindo ¢y a ¢1. Deste modo a aplicagdo F': (X x I, Ax ) — (C x X,C x A) dada por
F(z,t) = (a(t),z) é uma homotopia de pares entre y e #;. Assim, segue do axioma

da homotopia para a homologia de Cech que
Oo. = 01, : Ho(X,A) — H,(V x X,V x A). (3.2.11)

Como FI*(C' x X, OxA) = @ﬁ*(v x X,V x A), segue da propriedade de continuidade

da homologia de Cech que tomando o limite inverso em (|3.2.11]), temos a igualdade

v

0o, = 01, : H.(X,A) — H,(C x X,C x A). (3.2.12)

Teorema 3.2.3 Sejam C, X eY espacos de Hausdorff, com C' compacto e uma func¢ao
continua f : C' x X — Y. Dados ¢y e ¢c; em C consideremos as fungoes continuas
20,01+ (X, A) = (Y, B), onde ¢y (x) = f(c0,2) € per(2) = f(cr, ) para cada z € X

e A, B sao subespacos de X e Y, respectivamente. Entao,

Pegr = Py, H(X, A) — H,(Y,B). (3.2.13)
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Demonstracao. Temos que ., = fobye ¢, = fob. Pelo Lema [3.2.2] 6y, = 61,,
consequentemente, Y., = Qe ,- 0O

Consideremos agora, a versao do Teorema m para a homologia de Clech.

Teorema 3.2.4 Sejam X,Y, Z espacos topoldgicos de Hausdorff, onde X € localmente
conezxo e X,Y sao localmente compactos. Seja f: X xY — Z uma funcao continua e
20 = f(xo,%0) € Z, com (xg,y0) € X X Y. Suponhamos que (¢z,) *({z0}) = {vo} € que
(@ao)s - Ho(Y,Y —yo) — Ho(Z,Z — z) seja um homomorfismo néo trivial, para algum
natural n > 0. Entao existe uma vizinhanca aberta Vi de xy e uma funcio g : Vo — Y

tal que f(x,g(z)) = 20, para cada x € Vy. Mais ainda, g € continua em xo.

Demonstracao. A prova consiste em repetir os mesmos passos da demonstracao do
Teorema , adaptando-os para a homologia de éech, com a hipdtese de que X
¢ localmente conexo e localmente compacto. O Passo 1 permanece idéntico, pois s6
depende das propriedades topoldgicas do espaco Y. O Passo 2 continua valido, pois a
homologia de Clech satisfaz o axioma da excisdo. Para o Passo 3, devemos considerar
o subconjunto compacto dado pelo Passo 2, ou seja, K C int(W) é um subconjunto

compacto contendo 7o em seu interior tal que o homomorfismo
Puoy - Hi(W. W — K) — H,(Z,Z — z) (3.2.14)

é nao trivial. Seja V' a vizinhanca aberta de xy associada a K dada pelo Passo 1. Como
X élocalmente conexo e localmente compacto, temos que existe uma vizinhanca aberta
Vp de xq tal que Vi C Vi C V, com V) conexa e Vj, compacto. Além disso, a aplicacio de
pares p,, : (W, W —K) — (Z, Z — z) estd bem definida, para cada 2, em C =V, C V,

pois V satisfaz (3.2.1]). Segue do Teorema que para cada z; € C,
Poor = Paur,  Ho(X,A) — H,(Y,B). (3.2.15)

Por outro lado, de (3.2.14)) temos que ¢,,, = ¢.,, # 0, e usando argumentos andlogos

aos do Passo 3 da prova do Teorema [3.2.1, concluimos que para cada = € V| existe
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y = g(x) em K tal que ¢, (g9(v)) = f(z, g(x)) = z0.
Finalizamos a prova do teorema observando que o Passo 4 permanece inalterado, desde

que depende apenas das propriedades topoldgicas dos espagos em questao. 0O

Observacgao 3.2.5 Consideremos no Teorema [3.2.1) Y e Z variedades generalizadas

n-dimensionais. Se ¢,, € localmente injetora, entao o homomorfismo
(u0)s : Ho(YY —yo) — Ho(Z, Z — ) (3.2.16)

¢ nao trivial. De fato, seja U uma vizinhanca aberta de g, tal que ¢, ¢ injetora. Segue
do Teorema Da Invariancia do Dominio para variedades generalizadas [9, Corolario
16.19] que ¢,,(U) = U’ é um subconjunto aberto em Z. Deste modo, ¢, : U — U’
¢ um homeomorfismo e (¢, )« : H,(U,U — yo) — H,(U',U" — z) é um isomorfismo
nao trivial, pois como U ¢é aberto em Y, temos que U é uma n-variedade generalizada

e deste modo H,(Y,Y — yo) # 0 . Por outro lado, por excisao nés temos que
H, (U, U —x0) 2 H, (Y)Y — o) e H, (U, U — 20) 2 H\(Z, Z — 2),

e assim, nds concluimos que (@)« : H,(Y,Y — yo) — H,(Z,Z — z) é nao trivial.

3.3 Aplicagoes

Nesta secao, nés consideramos X um mondide topoldgico e usamos a versao homoldgica
do Teorema da Fungao Implicita (Teorema para provar que, sob determinadas
condicoes em X, o conjunto dos elementos inversiveis de X é um grupo topoldgico
aberto em X. Além disso, usando a teoria classica de grupos topolégicos, analis-
aremos quando o grupo dos elementos inversiveis ¢ um grupo de Lie ou um grupo
de Lie generalizado. A seguir, daremos um breve descricao da teoria classica de

caracterizagao de grupos topoldgicos localmente compactos.
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3.3.1 Grupos topoldgicos localmente compactos e o quinto

problema de Hilbert

Hilbert propos o seu famoso quinto problema em 1900, conjecturando o seguinte:
Conjectura - Quinto Problema de Hilbert. Todo grupo localmente euclidiano é
um grupo de Lie.

Em 1933, o problema foi resolvido por von Neumann [4I] para grupos compactos e em
1934, Pontrjagin [43] resolveu o problema para grupos de abelianos. No final da década
de 40 e inicio da década de 50, uma série de trabalhos importantes, tratam do problema
mais geral de caracterizar um grupo topoldgico localmente compacto qualquer. Iwasawa
[30] e Gleason [24] constroem uma teoria de grupo de Lie generalizado, conhecido como
L- grupos de Lie (ver Defini¢ao e propoem a seguinte conjectura, a qual é uma
generalizacao natural do problema de Hilbert:

Conjectura de Iwasawa-Gleason. Todo grupo localmente compacto é um grupo de
Lie generalizado.

Montgomery e Zippin em [32], usando o teorema principal do trabalho de Gleason [24],
demonstram a conjectura de Iwasawa-Gleason para o caso finito dimensional provando

o seguinte teorema

Teorema 3.3.1 (Montgomery - Zippin) Todo grupo localmente compacto finito di-

mensional € um grupo de Lie generalizado.

Uma conseqiiéncia desse resultado também provada por Montgomery e Zippin em [32]

¢ a seguinte

Teorema 3.3.2 (Montgomery - Zippin) Todo grupo localmente compacto, localmente

conexo e finito dimensional € um grupo de Lie.

Em particular, segue do teorema acima que todo grupo localmente Euclidiano é um

grupo de Lie e, dessa forma, o quinto problema de Hilbert foi completamente resolvido.
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Yamabe em [50], demonstra o Teorema sem a hipdtese de dimensao finita e dé

uma resposta afirmativa para a Conjectura de Iwasawa-Gleason

Teorema 3.3.3 (Yamabe) Todo grupo localmente compacto é um grupo de Lie gener-

alizado.

Assim, todos os problemas concernentes a estrutura dos grupos topolégicos localmente
compactos foram completamente resolvidos.
Observemos que a definigado de um grupo de Lie generalizado, dada por Iwasawa [30] é

a seguinte

Defini¢ao 3.3.4 (Grupo de Lie Generalizado) Um grupo G é um grupo de Lie gener-
alizado (L- grupo), se G contém um sistema de subgrupos normais N, tal que G/N,

sao grupos de Lie e a intersecao de todos os N, coincide com a identidade.

3.3.2 Monodides Topoldgicos

Seja X um mondide topoldgico, ou seja, X é um semigrupo com elemento identidade.
Denotemos por i o conjunto dos elementos inversiveis de X e por “e” o elemento
identidade de X. O proximo lema é uma das principais aplicagoes neste trabalho dos

Teoremas (versdao homolégica do Teorema da Fungao Implicita).

Lema 3.3.5 Seja X um mondide localmente compacto e localmente conexo. Supon-
hamos que ﬁn(X,X —e) # 0, para algum natural n > 0. Entdo 4 é aberto em X e a

uncao J U — U dada por I(x) = ' € continua.
Jung P

Demonstragao. Seja f : X x X — X a fun¢ao continua dada por f(z,y) = x*y, onde *
é a multiplicacao continua em X. Seja xy € U arbitrario e yo = 29! o inverso de zy em
Y. Consideremos o homeomorfismo ¢,, : X — X dado por ¢,,(z) = x¢ * x, para cada

r € X (a multiplicagao & esquerda por z). Entdo, nés temos que (¢o,,) " ({e}) = {yo}
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e o isomorfismo
(<10$0>* : ﬁn(XaX - yO) - -Eln(XyX - 6) (331)

¢ nao trivial, desde que por hipdtese H (X, X —e) # 0. Segue do Teorema m
que existe uma vizinhanga aberta V; de xy e uma uma funcao ¢g; : V; — X tal que
f(x,91(z)) = x * g1(x) = e, para cada = € V;. Analogamente, considerando o homo-
morfismo v, : X — X, dado por ¢,,(x) = = * xo para cada x € X (a multiplicacdo a

direita x¢), nés temos que o isomorfismo

é nao trivial e segue do Teorema |3.2.1| que existe uma vizinhanca aberta V5 of xg e uma
fungao go : Vo — X tal que f(g2(z),x) = g2(x) x © = e, para cada x € V5.

Consideremos V' = V; N V5. Para cada x € V nds temos que

rx g (r) =e= gax) * .

Wy ”

Segue da propriedade associativa de X com relagao a multiplicagao “x”que
g1(z) = go(x) = J(2) = 271, (3.3.3)

para cada x € V, ou seja, cada elemento x € V ¢ inversivel, deste modo V' é uma
vizinhanga aberta de zy contida em 4, e portanto U é aberto em X.

Mais ainda, como consideramos xy um ponto arbitrario na prova acima e concluimos
que g1 = g2 = J segue do Teorema que J : Y — 4 é continua em x(, e portanto
continua. 0

Uma conseqiiéncia imediata do Lema [3.2.1] é o seguinte

Teorema 3.3.6 Seja X um mondide localmente compacto e localmente conexo. Supon-
hamos que F[n(X, X —e) £ 0, para algum naturaln > 0. Entdo 3k é um grupo topoldgico

aberto em X.
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Demonstracao. Temos que U é um grupo algébrico munido de uma multiplicacao
continua “x”herdada de X. Como pelo Lema [3.3.5| a aplicagao J : f — 4 é continua,
segue por definicao que {4 é um grupo topolégico. O Lema também garante que

U é aberto em X. O

Observacao 3.3.7 Consideremos (X, +), onde X = [0,00). Entao (X,+) é um
mondide topolégico, no entanto, 4 = {0} ndo é aberto em X. Observemos que X
nao satisfaz a hipétese homoldgica essencial do Lemma m pois H,(X, X —0) =0,

para qualquer niimero natural n.

Nos préximos teoremas usaremos o Teorema [3.3.6| e os resultados da subsecao [3.3.1

para concluir quando X ou 4 é um grupo de Lie ou um grupo de Lie generalizado.

Teorema 3.3.8 Seja X um mondide topoldgico compacto e conexo. Suponhamos que
X seja localmente conexo de dimensao finita. Se I;Tn(X, X —e) # 0, para algum natural

n >0, entao X € um grupo de Lie.

Demonstragao. Segue do Teorema [3.3.6] que {4 é um grupo topoldgico aberto em
X. Mostremos que { também é fechado em X. De fato, seja (x,) uma seqiiéncia
generalizada em i com x, — =z e deste modo, existe uma seqiiéncia generalizada
(x;') em X tal que x, * 2" = e, para todo a. Como X é compacto, seja y o ponto
limite de alguma subseqiiéncia generalizada convergente de (x,~'). Da continuidade
da multiplicacao “x”, nds temos que x xy = e, entao x € U e U é fechado em X.

Como X é conexo, segue que X = i e deste modo X é um grupo localmente compacto,

localmente conexo de dimensao finita, entao pelo Teoremam X ¢ um grupo de Lie.

Corolario 3.3.9 Seja M um mondide topoldgico, onde M ¢é n-dimensional variedade

generalizada compacta e conexo. Entao M é um grupo de Lie.
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Demonstracao. A prova é uma conseqiiéncia imediata do Teorema [3.3.8, observando
que sendo M uma n-variedade generalizada, H,(M, M —e) # 0 e M é localmente

conexa. 0

Observagao 3.3.10 Em particular, segue do Corolario que se M for n-dimensional
variedade topologica compacta e conexa que admite uma estrutura de mondide topoldgico,

entdo M é um grupo de Lie. Este resultado foi provado por Mostert e Shields em [34].

No caso em que X nao é necessariamente compacto, nds termos os seguintes teoremas

Teorema 3.3.11 Seja X um mondide localmente compacto, comutativo satisfazendo
o primeiro axioma de enumerabilidade. Suponhamos que X seja localmente conexo. Se

v

H,(X,X —e) #0, para algum natural n > 0, entdo L € um grupo de Lie.

Demonstracao. Segue do Teorema que 4 é um grupo topologico aberto em X.
Assim, 4 é um grupo comutativo, localmente conexo satisfazendo o primeiro axioma

de enumerabilidade, implicando que 44 é de dimensao finita, e conseqiientemente do

Teorema ¢ um grupo Lie. 0O

Teorema 3.3.12 Seja X um mondide topologico localmente compacto. Suponhamos
que X seja localmente conexo de dimensao finita. Se ﬁn(X,X —e) # 0, para algum

natural n > 0, entao L é um grupo de Lie.

Demonstracao. Segue do Teorema |3.3.6| que 4 é um grupo topoldgico aberto em X.

Deste modo, 4 é um grupo topoldgico localmente compacto, localmente conexo de

dimensao finita. Do Teorema 4 é um grupo de Lie. 0

Observacao 3.3.13 Mostert e Shields em [36], provaram que se M é uma n—dimensional
variedade topoldgica, entao 4 é aberto em M e é um grupo de Lie. O Teorema [3.3.12
tem como conseqiiéncia este resultado, um vez que, se M for n-dimensional variedade

topoldgica todas as sua hipdteses sao atendidas.
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Se retirarmos as hipdteses de local conexidade e de dimensao finita do Teorema |3.3.12]

nos temos o seguinte

Teorema 3.3.14 Seja X um mondide topolégico localmente compacto. Se para algum

natural n > 0 Fln(X,X —e) #0, entdo Y € um grupo de Lie generalizado.

Demonstracao. Segue do Teorema |3.3.6| que 4 é um grupo topoldgico aberto em X.
Deste modo, 4 é um grupo topoldgico localmente compacto. Segue do Teorema |3.3.3

que 4 é um grupo de Lie generalizado. 0O

3.3.3 Espacos topoldgicos com multiplicacao

Nesta secao, aplicaremos o Teorema m (versao homoldgica do Teorema da Fungao
Implicita) para espagos com multiplicagao e elemento identidade. Podemos supor que
a multiplicacao no espago nao tenha propriedade associativa, caso contrario X serd um
mondide topoldgico e esta situacao ja foi abordada na secao anterior. Definiremos a

seguir a nocao de elementos “inversiveis”para tais espacos.

Definigao 3.3.15 Seja X um espago com multiplicagao e elemento identidade e € X.

Um elemento x € X ¢ inversivel se existem y;,y, € X tais que
T kY =€ =Y *T.

Seja 4 o conjunto dos elementos inversiveis em X.
Até o final desta segao, a terna (X, *, ) representard um espago X com multiplicagao e
elemento identidade e € X. Usaremos o Teorema (3.2.1| para obter resultados similares

aos obtidos na secao anterior para o espaco l.

Lema 3.3.16 Sejam (X, *,e) um espago localmente compacto, localmente conezxo e @,
and Y, as multiplicagcoes a esquerda e a direita por x, respectivamente. Suponhamos
que FIn(X,X —e) # 0 para algum natural n > 0. Se @, e ¥, sdo bije¢des, para cada

x €M, entao U é aberto em X.
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Demonstra¢ao. Consideremos f : X x X — X dada por f(z,y) = z xy. Seja
xo € Y, entao existem yp, 29 € X tais que xg * Yo = € = 2 * 9. Como @, € P, sao

homeomorfismos e H,(X, X — e) # 0, os isomorfismos

(@zo)* : ﬁn(XaX - yU) - Fln<X’X - 6)

(thao)u + Ho(X, X — 20) — Ho(X, X —¢)

sao nao triviais. Segue do Teorema que existem vizinhancas V' de x(y e fungoes

g1:V — X, go: V — X tais que para cada x € V,
xxgr(x) = e = go(x) * .

Deste modo, V' é uma vizinhanca aberta de xy contida em 4 e nés concluimos que L é

aberto em X. 0O

Observacgao 3.3.17 Os numeros de Cayley satisfazem as hipdteses Lema [3.3.16] pois
eles formam uma &algebra de divisao real. No conjunto dos ntmeros reais, é possivel
definir uma multiplicacao nao associativa com elemento identidade satisfazendo as
condigoes do Lema Em [I], os autores obtiveram uma sequéncia {A,} de
algebras com identidade, A, de dimensao 2", sobre um corpo FF, tal que em cada
A,, todo elemento nao nulo tem um inverso multiplicativo, no entanto cada A,,, n > 3,
contém divisores proprios de zero, o que implica que ., 1, nao sao bijegoes, para

algum elemento inversivel x.

Corolario 3.3.18 Seja (X, *,€) uma n-dimensional variedade generalizada. Se v, 1,

sao injetoras, para cada x € X, entao I € aberto em X.

Demonstracao. Seja xy € U arbitrario. Como ¢,, e 1, sao injetoras, segue do Teo-
rema da Invariancia do Dominio para variedades generalizadas [9, Corollary 16.19] que
©uo(X) = U € 1., (X) = U’ sdo subconjuntos abertos em X, deste modo por excisao,
nos temos que

Hy(U,U —e) = Hy(X, X —e) = H (U, U’ —e)
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e 0s homomorfismos

((pa:())* : HH(X,X - yO) - Hn(XaX - 6)

(Vo) : Ho( X, X — 20) = Hpo(X, X —e)

sao nao triviais. Segue do Teorema que existe uma vizinhanca aberta V' de x( e

funcoes ¢, : V — X, g2 : V — X tais que para cada x € V/,
xxg(x) =e = go(x) * .

Assim, V' é uma vizinhanca aberta de xy contida em 4 e nés concluimos que U é aberto

em X. O

Lema 3.3.19 Seja (X, *,¢e) um espago compacto. Se X € um loop algébrico, entao X

¢ um loop topologico.

Demonstracao. Como *x é uma multiplicagao em X, é suficiente provar que as fungoes
g,h: X x X — X sdo continuas, onde para cada (z,z) € X x X, g(x,z2) e h(x, z) s@o

as unicas solucoes das equacoes
rxg(r,z) ==z h(z,z)*xx =2

Nés mostraremos que dada qualquer vizinhanga V- de yo = g(xo, 20), existem vizin-

hancas U e W de xqy e z, respectivamente, tais que
(o) ' (W) CV,Vz €V

e deste modo, se x € U e z € W, entdao g(z,y) € V, ou seja, g é continua em
(20, 20). De fato, suponhamos que para qualquer vizinhanca V' de xy e para qualquer
vizinhanga W de 2, existem (zy7,2w) € U x W tais que (¢.,) *(2w) ¢ V. Entao,

existe um seqiiéncia generalizada (g(zy, z,)) € X —V com

zy * g(zy, 2w) = 2w
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Como X — V é compacto, seja y; € X — V o ponto limite de alguma subseqiiéncia
generalizada convergente de (g(zy,zy)). Mais ainda, nés temos que limzy = xy e
Wy ”

limzy, = g, segue da continuidade da multiplicacao “x” que xg * y; = 2p, implicando

que y; = Yo. Isso contradiz o fato de que y; € X — V. Analogamente, h ¢é continua.

Observagao 3.3.20 As fungoes g e h da demonstracao acima, representam na defini¢cao

de quase-grupo (Definigao [1.3.1)) as fungoes Q2 e ()3, respectivamente.

Teorema 3.3.21 Seja (X, *,¢e) um espaco compacto, conexo e localmente conezo. Supon-
hamos que para algum natural n > 0, ﬁn(X, X —{e}) #0. Se p,, ¥, sdao bijecoes para

qualquer x € U, entao U = X . Conseqientemente, X é um loop topoldgico.

Demonstracao. Pelo Lema [3.3.16| 4 é um subconjunto aberto em X. Nods mostraremos
que Y é fechado em X. Seja (x,) uma seqiiéncia generalizada em 4 com z, — x. Deste

modo, existem subseqiiéncias generalizadas (y,), (z.) em X tais que
To ¥ Yo = €= Zg ¥ Ty, V. (3.34)

Como X é compacto, seja y o ponto limite de alguma subseqiiéncia generalizada de (y,)
e seja z o ponto limite de alguma subseqiiéncia generalizada de (z,). Da continuidade
da multiplicagao “x”, nds temos que x*xy = e = z*x, implicando que x € U e portanto
il é fechado. Como X é conexo, segue que X = 4. Deste modo, ¢,, ¥, sdao bijegoes
para qualquer x € X, entao nés concluimos que X é um loop algébrico. Pelo Lema

3.3.19, X é um loop topoldgico. 0O
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Capitulo 4

Teoremas de Funcoes Abertas e
Generalizacoes do Teorema de

Darboux

4.1 Introducao

Nesta secao, nds provaremos alguns Teoremas de func¢oes abertas e generalizacoes
do Teorema classico de Darboux. Esses Teoremas sao provados apenas assumindo a
hipétese de diferenciabilidade da funcao (nao necessariamente C'') ou continuidade da
funcao com algumas condigoes. Para a demonstracao desses resultados, é fundamental

o conceito de grau local, o qual apresentaremos a seguir.

4.2 O conceito de grau local

Os resultados a seguir, sao conhecidos para variedades topoldgicas e diferenciaveis, no
entanto, utilizando a definicao de orientabilidade para variedades generalizadas (ver

[9]), os mesmos sao validos para tais espagos.
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Sejam X e Y n-dimensionais variedades generalizadas conexas e orientadas de dimensao

n>1e f: X — Y uma funcao continua.

Definigao 4.2.1 Seja y € Y tal que L, = f~*(y) é um subconjunto compacto de X.
Sejam ap, € H, (X, X—L,)e 3, € H,(Y,Y —y) as classes de orientacao ao longo de L, e
em y, respectivamente. Existe um nimero inteiro deg(f, ) tal que f.(ayz,) = deg(f,y),
onde f: X, X — L, — H,(Y,Y —y) é o homomorfismo induzido por f. O ndmero

deg(f,y) é chamado grau de f em y.

Definicao 4.2.2 Dizemos que f é discreta em x, se existe uma vizinhanga V' de x, tal
que para todo x € V —xg, f(x) # f(z0), ou equivalentemente, f~1(f(z0))NV —xo = 0.

Um fungao f é discreta se ela for discreta em todos os pontos de seu dominio.
Definigao 4.2.3 Dizemos que f é light, se dim(f~!(y)) < 0, para todo y € Y.

Definigao 4.2.4 Suponhamos que f seja discreta em xy. Denotemos yo = f(xo) e
sejam oy, € H,(V,V — ) e B, € H,(Y,Y — yo) as classes de orientacdo em zg e yp,
respectivamente. Existe um nimero inteiro deg(f, xo) tal que fi(ay,) = deg(f, o) By,
onde fi : H,(V,V —x¢) — H,(Y,Y — yo). N6s dizemos que deg(f,xo) é o grau local

de f em xz.
Daremos agora, algumas propriedades dos nimeros deg(f,y) e deg(f, zo).

Lema 4.2.5 Sejam X e Y wariedades generalizadas conezxas e orientadas de dimensao
n>1ef: X —Y uma fungio continua ey € Y tal que f~(yo) € um congunto finito.

Entao,

deg(f,y)= Y deg(f,x) (4.2.1)

zef~1(y)

Proposicao 4.2.6 Sejam X e Y wariedades generalizadas orientadas de dimensao
n>1ef:X — Y uma funcao continua e K um subconjunto compacto e conexo

de Y tal que Lx = f~Y(K) é compacto. Entao, deg(f,y) dey € K.
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Se Y for uma variedade generalizada conexa, segue da Proposicao 4.2.6| o seguinte

Corolario 4.2.7 Sejam X e Y wariedades topologicas conexas e orientadas de di-
mension > 1 e f: X — Y wma fungdo continua prépria. Entao, deg(f,y) nao

depende de y € Y e deg(f,y) = deg(f), onde degf € o grau f.

4.3 'Teoremas de Funcoes Abertas

O Teorema foi provado em [42], no caso em que f ¢é de classe C'. O fato de
f ser de classe C' permitiu que os teoremas da Funcao Inversa e de Sard fossem
aplicados. No entanto, em [14] 33], foi provado o teorema de Sard para fungoes apenas
diferencidveis e em [4] os autores mostram que se o conjunto dos pontos regulares for
aberto e denso, entao f é localmente inversivel neste conjunto. Usaremos esses fato
para provar Teorema [4.3.3

Consideremos primeiramente o seguinte lema

Lema 4.3.1 Sejam X,Y espacos topologicos, com X compacto e f : X — Y uma
funcao continua. Se f ¢é discreta em um ponto xo € X entao dada uma vizinhanga
aberta V' contendo xy existe uma vizinhanca aberta W contendo yo = f(xo) tal que

ffw) cv.

Demonstracao. Suponhamos que dado uma vizinhanga aberta V' contendo z(, para
toda vizinhanga aberta W contendo vy, existe x,, tal que =, ¢ V e f(z,) € W. O
conjunto

F={WcY|yecW}

¢ um sistema direto com a inclusdo inversa. Deste modo, (z)wey ¢ uma seqiiéncia
generalizada em X compacto. Seja ' € X —V o ponto limite de alguma subseqiiéncia

convergente de (T, )wey. Mostremos que f(z') = yo. De fato, se f(z') # yo existem
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abertos disjuntos Wy e Wy, com yo € Wy e f(2') € Wy, Como f é continua em xg e 2/,

existem uma vizinhancas abertas V; e V5 contendo g, 2/, respectivamente, tais que
fVi)yc Wi e f(V2) C W,

Como ' é ponto limite da seqiiéncia generalizada (2., )wey, € V1 é uma vizinhanca de o,
existe W C Wy tal que x, € Vo e f(x,) € W C Wy, entao f(x,) C Wi e f(x,) C Wa,
o que é uma contradi¢ao pois W7 N Wy = ). Portanto, f(a’) = yo o que implica por

hipétese que =’ = xy, mas isso contradiz o fato de 2’ € X — V. O

Definicao 4.3.2 Uma fungao continua f : X — Y entre espacgos topolégicos X e YV é

dita ser aberta, se para qualquer aberto U em X, temos que f(U) é aberto em Y.

Teorema 4.3.3 Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis orientadas com N coneza
e f: M — N uma aplicagao diferencidavel tal que :

(1) O conjunto dos pontos regulares de f é denso.

(2) Para cada ponto reqular x € M, f'(x) : To(M) — Ty N preserva orientagao.

(3) Para todo y € N, dimf~1(y) <0, ou seja, f € light.

Entao f é uma aplicacao aberta.

Demonstragao. Seja U um aberto de M e mostraremos que f(U) é um aberto de N.
Consideremos yg = f(zo) € f(U). Como dimf~(yy) < 0 e M é localmente compacto,

existe uma vizinhanca aberta V' de z(, com

O(V)Nn f~1(b) = 0,e Vcompacto. (4.3.1)

Deste modo, (f|v) '(yo) C V C V é compacto e como M é um espaco topoldgico
normal, existe um aberto V' com (f|y) " (o) C V' C V' e V' compacto. Segue do
Lema que existe um aberto W de N contendo y, com W conexo e compacto
satisfazendo (f|y)"H (W) Cc V! C V' C V, e assim, (f|y)"*(W) é compacto e nds temos

do Proposigao que
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deg(flv, W) = deg(flv,y) = deg(flv.y0), Yy €W (4.3.2)

Por outro lado, (f|y)~' (W) é um aberto em V e a condic¢ao (1) implica que existe p €
(flv)"Y(W), onde p é um ponto regular de f, e segue de [4] que f é um homeomorfismo
local em p, ou seja, existe A C V aberto tal que fi4 : A — f|v(A) é um homeomorfismo.
Do Teorema de Sard, temos que existe ¢ € f|y(A) C W, com ¢ valor regular de f|y
e (flv)™*(c) # 0. Como, pela condi¢io (2), f'(x) preserva orientagao nos pontos
regulares, temos que deg(f|y,c) # 0, e entao deg(f|v,y) # 0 para todo y em W
implicando que dado y € W, existe x € V tal que f(x) = y. Portanto, yo € W C f(U)
e concluimos que f é aberta. 0O
O proximo teorema nos da condigoes para que uma funcao apenas continua seja uma

funcao aberta.

Definicao 4.3.4 Seja f: U C R" — R" uma funcao continua. Para xo € U e v € R”

denotemos por

a_f(SUo) = lim flzo +tv) = f(wo)

4.3.
ov t—0 t (4.3.3)

0
quando o limite existe. Se f ¢é diferencidvel, entao —f(ZL'()) ¢ a derivada direcional de f

ov

no ponto xy na direcao do vetor v.

Teorema 4.3.5 Seja U um aberto de R™ e f : U C R" — R"uma func¢ao continua.

Suponhamos que:

(), tal que {%U

af
" Ou,,

0
(1) Para todo x € U existam /

Ou (33)} seja uma base de

RTL;
(2) Para todo x € U, x € um ponto isolado de f.

Entdao f € uma aplicacdao aberta.

Demonstracao. Basta provarmos que para cada xzy € U, existe um aberto V' contendo

f(xg) tal que V' C f(U). Como z é um ponto isolado de f, existe um disco W contendo
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zo tal que f~H(f(xz0)) N OW = zy. Deste modo, temos que f(OW) ndo intercepta o
1 _

ponto f(xy) e podemos escolher um disco V' de raio r < §d(f(6’W), f(z0)) contendo

f(z0) tal que V N f(OW) = 0 e mostremos que se §j € V entdo § € f(W).

Definimos h : W — R por

h(z) =) =g+ f(2) [I’= (=7 + f(2), = + f(2)) (4.3.4)
Seja # € W um ponto de minimo de h, entdo h(F) < h(xo) =|| =7 + f(z0) ||, ou seja,
d(f(2),9) < d(f(20),7) (4.3.5)

Temos que & ¢ OW. De fato, se & € W, entao f(z) € f(OW) e de (4.3.5) temos
d(f(OW), f(xo)) < d(f(2), f(z0))
< d(f(2),9) + d(5, f(x0))
< 2d(g, f(x0))

< 2r (4.3.6)

1 —
Mas isso contradiz o fato de que r < éd(f(ﬁW), f(zg)), e assim & € W.

Sejam uq, - - - ,u, vetores de R™ tais que
af of
. 4.3.7
(@ L) (437)
: - . oh . oh
seja uma base de R™. Como z é um ponto de minimo, temos que a—(a:), cee a—(:p)
Unp, Up
sao nulos e aplicando a regra da cadeia segue que
oh of
0= 2 — f(x 4.3.8
@ =2( gL @.0- @) (4.38)
. : _ N no\ Of . .
Por outro lado, existem Ay, ---, A, tais que g — f(2) = > 1", )\la—(x) e assim temos
U;

- (o)
- <Z)\ Of (3 ZAau, >

= (W= f@),9-f(1))
= [lg-r@ |
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Portanto, g = f(z) e V C f(U), o que completa a prova. 0

O seguinte exemplo, mostra a importancia da hipotese dos pontos serem isolados no

Teorema [4.3.5]

Exemplo 4.3.6 Seja g : R?> — R dada por

0, se (z,y) =(0,0)
g(z,y) = ) (4.3.9)
ryY
x2 + y27 s€ ($7y> 7é (070)
. Og 9 .
Se v = (a,b), com || v ||= 1 entdo %(0,0) = ab®. Seja f(z,y) = (x,9(z,y)) e
podemos verificar que %(O, 0) = ab?®. Deste modo, considerando os vetores v; = (1,0)
e vy = (1/2,4/3/2), temos que
of of
- - =(1 1/2 4.3.1
{Gh0.0. 5200} = 0.0.0/235) (43.10)

formam um base de R%. No entanto, f nao ¢ discreta em (0,0), pois f~1{(0,0)} =
{(0,y)|y € R}. Vemos que f nao é em aberta, pois f aplica os ponto da forma (0, y)
em (0,0). Esse exemplo ilustra a importancia da hipétese de f ser discreta no Teorema

[4.3.5] Observemos que como g nao é diferencidvel, entdo h nao é diferencidvel.
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4.4 Generalizacoes do Teorema de Darboux

O teorema cléssico de Darboux nos diz que

Teorema 4.4.1 (Teorema de Darboux) Seja f : [a,b] — R uma fun¢do diferencidvel.

Se f'(a) <0 e f' >0 entao eziste ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.
Em [4] e [49], foi provada a seguinte generalizacio do teorema de Cernavskii [16]

Teorema 4.4.2 ( C’ernavskii) Sejam M e N n-dimensionais variedades generalizadas
e f: M — N uma fungdo aberta e discreta. Entao dim(f(Byf)) <n —2 e dim(By) <

n —2, onde By = {x € M| f ndo é homeomorfismo local em x}
Uma conseqiiéncia do Teorema [4.4.2 é o seguinte

Corolario 4.4.3 Sejam M, N n-dimensionais variedades generalizadas conexas e ori-
entadas e f : M — N uma fungao aberta e discreta. Entao, deg(f,x) # 0 para todo

x € M" e deg(f,x) nao muda de sinal.

Demonstracao. Segue do Teorema que dimBy < n — 2, entao M — By é conexo;
e portanto, como f é um homeomorfismo local em M — By, temos que deg(f,z) = ¢
para cada x € M — By, onde c=1ouc= —1.

Seja xg € By, como f ¢ discreta, consideremos V' uma vizinhancga aberta de o, tal que
f(z) # f(xo), para todo x € V. Seja yo = f(xg), desde que f(V') é aberto e N — f(By)

é denso em N, existe y; € f|y(V) — f(By) tal que

deg(flv,vo) = deg(flv, 1)

para alguma vizinhanga U de x, com U C V. Sejam f~(y1) = {x1,...,2,} C M —By.

Entao,

deg(f, o) = deg(flu,yo) = deg(flv,yn) = Y deg(flu, ),

zief~1(y1)
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e como cada x; € M — By, deg(f,x;) = cparacadaxz € M — By, onde c =1ouc = —1.
Portanto, deg(f, ) ndo muda de sinal para todo x € M. 0

Estenderemos agora a noc¢ao de grau para uma fungao nao necessariamente discreta.

Definicao 4.4.4 Sejam M e N n-dimensionais variedades generalizadas conexas e

orientadas. Definimos

0, se f nao é discreta em x.
deg(f,x) = (4.4.1)

deg(f,z), se f é discreta em x, conforme Definigao

Aplicaremos os resultados anteriores para obtermos algumas generalizacoes do teorema,

de Darboux.

Teorema 4.4.5 (Versao homolégica do Teorema de Darboux) Sejam M, N
n-dimensionais variedades generalizadas conexas e orientadas e f : M™ — N™ uma
fungao continua. Se existem xo e 1 em M tais que deg(f,zo) < 0 e deg(f,z1) > 0,

entdo existe xo em M tal que deg(f,x2) =0

Demonstragdo. Se existe = tal que f nao é discreta, da Definicao [1.4.4] segue que
deg(f,xz9) = 0. Caso contrario, f é discreta para todo x € M™. Suponhamos que
deg(f,z) # 0, para todo z € M™, entdo f ¢ discreta e aberta e segue do Coroldrio [4.4.3]

que deg(f, z) ndo muda de sinal, o que é uma contradigao. 0O
Observagao 4.4.6 O lema a seguir é trivial se f é de classe C*.

Teorema 4.4.7 Sejam M e N n-variedades diferencidveis orientadas e conezas e

f:M™ — N™ uma funcao diferencidvel. Se existem xo e x1 em M"™ tais que
det(f'(x9)) <0 e det(f'(x1)) >0 (4.4.2)

entao f possui um ponto critico.
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Demonstra¢ao. Se f nao tem pontos criticos, entao |deg(f,z)| = 1 # 0 para todo
x € M. Assim, f é aberta e discreta e segue do Corolario m que deg(f, z) nao muda
de sinal, o que é uma contradicao. 0O

Daremos agora uma versao diferencidvel do Teorema de Darboux.

Teorema 4.4.8 Sejam f,g : M — R" diferencidveis, onde M é uma n—variedade
diferencidvel conexa e orientada. Suponhamos que existam o € R e xg,xy € M" tais
que

det(f'(xo) — ag'(x9)) <0 e det(f'(z1) — ag'(z1)) > 0.
Entao, existe xo € M tal que det(f'(z2) — ag'(x2)) =0
Demonstragao. Basta aplicarmos o Teorema para a fungao h = f — ag. 0O

Como uma conseqiiéncia imediata do Teorema acima, temos a seguinte generalizacao

do teorema classico de Darboux para aplicagoes diferenciaveis de R™ em R™.

Corolario 4.4.9 (Teorema de Darboux diferenciavel) Sejam U C R™ aberto e conexo
e f: U — R"™ uma funcdo diferencidvel. Suponhamos que existam o € R e xg, 21 € U
tais que

det(f'(xg) —al) <0 e det(f'(z1) —al) > 0.
Entao, existe xo € U tal que det(f'(x2) —al) =0
Mais geralmente, podemos provar o seguinte resultado

Teorema 4.4.10 Seja U C R™ aberto e conexo e f : U C R* — R"™ uma funcao

diferencidvel. Suponhamos que existem xo,x1 € U e a € R tais que
po(A) = det(f'(w)) = AI) = qo(A) - (v = A)™
p(N) = det(f'(z1)) — M) =g (N)(a—\)"™, (4.4.3)

com qo(N) # 0 e ¢1(N\) # 0. Se ng for impar e ny for par e se qo(a)q(a) > 0

( ou qo(a)q(a) < 0) entdo existe 6 > 0 tal que para cada N € (a,a + 9)
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(ou X € (a—0d,a)), existe xo = xo(N) tal que

det(f'(xe) —AI) =0

Demonstracao. Em virtude da paridade de ng e ny, temos que em todas as situagoes
acima os polinomios p,(A) e p1(A) possuem sinais diferentes, e segue do Corolario

que existe xo = z2(A) tal que

p2(N) = det(f'(z2) — M) =0

O

Para finalizar o nosso trabalho, consideremos o seguinte Teorema de Inversao Local,

que foi provado em [4] e [47].

Teorema 4.4.11 Seja f : U C R" — R™ uma funcao diferencidvel sem pontos criticos.

Entao f € um homeomorfismo local.

Demonstracao. Como f é diferenciavel e sem pontos criticos, entao f é aberta e
discreta. Seja x¢ € U e consideremos V uma vizinhanga conexa de zq tal que V C U.
Seja y € f(V) qualquer e mostremos que existe um tnico = € V' tal que f(x) =y. De

fato, V' pode ser escolhida de tal forma que f(z) # f(x¢) = yo, para todo z € V e

deg(flv,yo) = deg(f[v,y) (4.4.4)

Suponhamos que existam z, & € V tais que z # 7 e f(z) = f(Z) = y. Assim, como f

preserva orientacao em V' temos que

1 = [|deg(f[V,yo)| = |deg(flv,y)| = [deg(f, x) + deg(f, )| = 2, (4.4.5)

o que é uma contradicao. 0O
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