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Resumo

Sejam f : (C2,0) — (C3,0) um germe de aplicacio holomorfa de coposto 1 e f; uma
perturbacao estavel de f. Os pontos singulares de f; sao cross-caps, pontos duplos ou
pontos triplos. O nimero de cross-caps e pontos triplos de f; e o ntumero de Milnor
da curva de pontos duplos de f; sao invariantes do germe f. Neste trabalho estudamos
formulas para obter estes invariantes e no caso dos germes quasi-homogéneos relacionamos

estes invariantes com a A.-codimensao de f.



Abstract

Let f : (C%0) — (C3,0) be a holomorphic map-germ with corank 1 and f; a stable
perturbation of f. The singular points of f; are either cross-caps, double points or triple
points. The number of cross-caps and the number of triple points of f; and the Milnor
number of the double points curve of f; are invariants of the germs f. In this work we
study formulas to get these invariants and in the case of quasi-homogeneous germs we

relate these invariants with the A.-codimension of f.
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Introducao

Na teoria de singularidades de germes de aplicagdes holomorfas f : (C",0) — (C?,0) o
primeiro invariante estudado foi o nimero de Milnor no caso p = 1. Este invariante pode

ser definido algebricamente por

. On
po = dime (0L oL Ofy
0z17? 0z " " "7 Ozn

Sua finitude é uma condigao necesséria e suficiente para a determinagao finita e, além
disso, ele aparece associado & geometria da singularidade em duas formas: como nimero
de pontos criticos de Morse em uma deformagao estéavel e como o rank da homologia
média da fibra de Milnor de f.

No caso p > 1 nao se encontra um invariante assim tao completo. Uma razao para isto
esta no fato que, enquanto para func¢oes aparece apenas um tipo de singularidade estével,
ou seja, a singularidade de Morse, para p > 1 a complexidade da classificacao dos germes
e multigermes estaveis aumenta com n e p.

Quando um germe finitamente determinado nao estavel f : (C2,0) — (C3,0) é pertur-
bado de modo a se tornar estavel, um certo nimero de cross-caps, C, e pontos triplos,
T}, aparecem na imagem da perturbagao estavel. Estes nimeros refletem a complexidade
do germe inicial e além disso sao invariantes analiticos. A finitude destes invariantes é
uma condi¢ao necessaria mas nao suficiente para a determinacao finita. Apo6s o estudo
de algumas séries que aparecem na classificagao dos germes (C?,0) — (C?,0) feita por D.
Mond em [5] foi observado em [4] que em germes finitamente determinados pode aparecer
uma curva de auto-intersecgao transversal na imagem. Sendo assim nosso terceiro invari-
ante é o naumero de Milnor da curva de pontos duplos. A finitude destes trés invariantes
¢ condic@o necessaria e suficiente para a determinagao finita (ver [4]).

Neste trabalho consideramos germes (C?,0) — (C3,0) de coposto 1 finitamente deter-
minados. Obtemos férmulas para o calculo destes invariantes e mostramos uma relacao

entre eles e a A.-codimensao.



Para tal desenvolvimento, no capitulo 1 apresentamos alguns tépicos de teoria de
singularidades tais como: germes de aplicagoes holomorfas, a dlgebra O,,, o médulo O, ,
equivaléncia de germes segundo os grupos de Mather A e K, determinacao finita para
germes, transversalidade, desdobramentos e singularidades de Thom-Boardman

No capitulo 2 estudamos subvariedades analiticas complexas. Definimos o anel Ox,
modulo de Cohen-Macaulay, e intersecgao completa com singularidade isolada. Além
disso, abordamos os ideais de Fitting e exibimos um algoritmo para calcular tais ideais
quando f é um germe de aplicagao (C",0) — (C"*1)0).

O objetivo do capitulo 3 é estudar o conjunto dos pontos em CP com mais que k pré-
imagens e o ideal que o define, abordando pré-requisitos que serao usados no capitulo 4,
nosso principal objetivo.

O capitulo 4 constitui a parte principal desta dissertacao. Nele, definimos os ntimeros
Cy, Tre u(D*(f)/Zsy), encontramos formulas para calcula-los e mostramos que C,
w(D?(f)/Zsy) e Ty sdo invariantes do germe f. Além disso, obtemos relagoes entre estes

invariantes e A.-codimensao de f no caso de germes quasi-homogéneos.

1



Capitulo 1

Teoria de Singularidades

Neste capitulo vamos abordar alguns topicos de Teoria de Singularidades necesséarios para

o desenvolvimento deste trabalho. As principais referéncias sao 9], [14] e [21].

1.1 Germes de aplicacoes holomorfas

Seja S = {z1,...xx} C C". Consideremos o conjunto das aplicagdes holomorfas definidas
numa vizinhanga aberta de S em C" com valores em CP. Introduzimos neste conjunto
a seguinte relacao de equivaléncia: dadas f : U — CP e g : V — CP em tal conjunto,

dizemos que f e g sao equivalentes se existe uma vizinhanga aberta W C UNV de S tal

que flw = glw.

Definicao 1.1.1. O multigerme de uma aplicagao holomorfa f : U — CP, onde U é
uma vizinhanga aberta de S C C", € a classe de equivaléncia de [ sequndo a relagao de
equivaléncia definida acima. Denotamos o multigerme de f por f : (C", S) — (CP y).
Se S = {z}, esta classe de equivaléncia é chamada de germe, x é chamado de fonte do

germe ey = f(x) é chamado de meta do germe.

Dados f : (C"z) — (CP,y) e g : (CP,y) — (C% z) podemos obter o germe
fog: (C"xz) — (C%z2) tomando representantes convenientes de f e g, digamos fA e
g, de forma que g o ]?esteja bem definida. O germe go f é o germe de g o f

A derivada de f: (C",x) — (CP,y) em x é a derivada em x de qualquer representante
de f. Notemos que esta definicao independe da escolha do representante.

Dizemos que f : (C",z) — (CP,y) & um germe de difeomorfismo se um de seus

representantes, e portanto todos, é um difeomorfismo local em .

Teorema 1.1.2. (Teorema da Fungdo Inversa) O germe f: (C*, z) — (CP,y) é um

erme de difeomorfismo se, e somente se, sua derivada d,f : C* — CP € um isomorfismo.
) ) T
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Defini¢ao 1.1.3. O posto de um germe f: (C",x) — (CP,y) é o posto da matriz de d,f
e € denotado por posto f. O coposto de f, o qual demotamos por coposto f, € definido

como sendo min{n,p} — postof.

Consideremos o germe f : (C", x) — (CP,y). Dizemos que f é germe de imersao se o
posto de f é igual a n, e germe de submersao se o posto de f é p. O germe f é singular
ou uma singularidade se ndo é submersao e nem imersao, ou seja, postof < min{n,p}. O
germe f é um germe de difeomorfismo se é germe de imersao e germe de submersao.

O conjunto dos germes (C",0) — (C?,y) é denotado por O, ,. Quando p = 1, de-
notamos por O,. O conjunto dos germes de difeomorfismos de O,,,, € um grupo com a
operagao de composigao e é denotado por Diff(C™) ou D™.

Temos que O,, é um espaco vetorial complexo e possui estrutura de anel local. O ideal
maximal de O,, é M,, = {g € O,, | g(0) = 0}. Portanto, O,, ¢ uma C-algebra.

Notemos que O,, , ¢ um O,,-moédulo livre. De fato, se f € O,,, entdao f = (f1, fas- -, fp)s
onde f; € O, parai=1,2,...,p. Logo O,,, ~ O, & --- & O, (p copias).

Temos o seguinte monomorfismo de C- algebras

v:0, — QHX1>X2>~"7XTLH
f—

onde ]/”\é a expansao em série de Taylor de f em torno de 0. Segue do Lema de Borel
(ver |9]) que a aplica¢do ¢ é um isomorfismo.

Denotamos por J¥(n,p) o espaco vetorial complexo constituido das aplicacoes
f + C* — CP? onde cada uma das componentes fi, fa,...,f, ¢ um polinémio de grau
menor ou igual a k em xq, s, ..., 2, com termo constante nulo. Os elementos de J*(n, p)
sao chamados de k-jatos.

Sejam f : U C C" — CP uma aplicagao holomorfa, onde U é um aberto de C" e a € U.

A expansao em série de poténcias de f(x + a) em torno de 0 é dada por

1
fla) +dofx+ adzf.xQ + -

Definicao 1.1.4. Sejam f € O,, ek € Z, k > 1. O k-jato de f em a, denotado por
j*f(a), € definido por

1 1
dof.x+ 5czgf.g;? + Ed’;f.m’“

isto €, j*f(a) € a expansio em série de poténcias de f(x + a) — f(a) em torno de 0

truncada no termo de grau k, onde f € um representante do germe.
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Seja f : U — CP holomorfa, definimos a aplicacao

g*f U — JFn,p)
a — j*f(a)

1.2 Equivaléncias de germes

Nesta se¢ao as principais referéncias sao [21], [9] e [2].

Definicao 1.2.1. Sejam G um grupo e M um conjunto. Uma ac¢ao de G em M é uma

aplicagao ¢ : G X M — M, denotada por ¢(g,x) = g.x satisfazendo as sequintes relagies
i) l.e =z Vx € M, onde 1 € o elemento neutro de G,
ii) (gh).x = g.(h.x) Vg,h € G, z € M.

Uma ac¢ao induz uma relacao de equivaléncia em M da seguinte forma: dados z,y € M,
dizemos que x é equivalente a y se existe g € G tal que y = g.z. A classe de equivaléncia
de x € M segundo esta relacao de equivaléncia é chamada de érbita de x e é denotada

por
Gzx={gx]|geG}

Para todo x € M, definimos o subgrupo estabilizador de x, também chamado de grupo
de isotropia, como sendo o conjunto de todos os elementos em G que fixam z, denotado
por

G, ={9€Glgr=x}

Uma aplicagdo f : M — M é G-invariante se f(g.z) = f(x), Vo € M, Vg € G. Uma

aplicagao f: M — M é G-equivariante se f(g.x) = g.f(z), Vo € M, Vg € G.

Lema 1.2.2. (Lema de Burnside) Seja G um grupo finito agindo sobre um conjunto

finito M. Entao o numero k de orbitas em M sob a a¢ao de G € dado por

1
k=— Gxa
@ 2 |G

zeM
onde | .| denota a cardinalidade do grupo.
Demonstracao: Seja S = {(g9,2) € G x M|g.x = x}. Para cada x € M fixo, |G| é o
namero de pares (g,z) € S. Assim

zeM
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Por |2, Teorema 4.7, pag.108| temos que
|G x| = [G]/]|Gal.
Assim

1
G =161> ] Gl
zeM

zeM

N |G|Z Z |G1:L‘|

aeC z€G.a

onde C' é um subconjunto de M contendo exatamente um elemento de cada érbita.

1
Agora |G.z| = |G.a| para todo x € G.a e E —— = 1. Portanto
|G.z|
z€G.a
> |G| = |Gl-k

zeM

Definicao 1.2.3. Um grupo de Lie G é um grupo que é uma variedade diferencidvel e as

aplicagoes
GxG — G G — G

(T,y) — zy r — !

sao de classe C.

Definigao 1.2.4. Uma ag¢do de um grupo de Lie G numa variedade diferencidvel M é uma

acao ¢ : G X M — M que € de classe C°.

Em geral as orbitas da acao de um grupo de Lie numa variedade nao sao subvariedades,
a menos que a agao seja algébrica (ver [9]|Apéndice|). No entanto, se supusermos que as

orbitas sao subvariedades, o resultado seguinte descreve o espaco tangente a uma 6rbita.

Proposicao 1.2.5. Seja ¢ : G x M — M wuma a¢ao de um grupo de Lie G numa va-
riedade M. Suponhamos que as orbitas em M segundo esta acao sejam subvariedades de
M. Entao, para todo x € M, a aplicagao ¢, : G — G.x, dada por v.(g) = g.x, é uma

submersao.

Demonstracao: Dado x € M, mostremos primeiramente que a aplicacao ¢, tem o
mesmo posto em todo elemento de G. Para isto, basta mostrar que o posto de ¢, em

qualquer h € G coincide com o posto de p, no elemento neutro 1 de G. Seja  : G — G
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o difeomorfismo dado por 6(g) = hg e ¥ : M — M o difeomorfismo dado por ¥ (y) = h.y.
Consideremos o diagrama
G—>Gx
ei lw
G—rGu
Da defini¢ao de agao, este diagrama é comutativo. Aplicando a regra da cadeia obte-

mos o diagrama comutativo
di1p

dléi ldzw

Como 0 e 1 sao difeomorfismos, di60 e d 1 sao isomorfismos e, portanto,
dim dy¢,(T1G) = dim dpp,(T1,G)

Logo o posto de ¢, em h é igual ao posto de ¢, em 1. Basta mostrar agora que ¢, ¢é

submersao em algum ponto de G, mas isto segue do Teorema de Sard (ver 1.3.7). u

Definigao 1.2.6. Dois germes fi : (C",z1) — (CPyy1) e fo @ (C" z) — (CP,y9)
sao A-equivalentes, e denotamos por fi ~4 fa, se existem germes de difeomorfismos

¢ (C" x1) = (C"z3) e : (CPyy) — (CPLys) para os quais o diagrama

(Cn) 33'1) i) ((va yl)

Pk

(C", 29) ——(C", 4)
¢ comutativo, ou seja, fo = o fro¢p L.

Como consequéncia da Definigdo 1.2.6, temos que todo germe (C",z) — (CP)y) é
A-equivalente a algum germe (C",0) — CP. Sendo assim, vamos considerar f € O,,,,.
A A-equivaléncia em O, , provém de uma acao. De fato, consideremos o grupo
A = Diff(C™) x Diff(CP). Este grupo age em O, , da seguinte forma
AxOnp — Ony
((¢,9), ) +— dofog™
Logo, dois germes f, g € O, , sao A-equivalentes se, e somente se, estao na mesma 6rbita
segundo a a¢ao acima.
No que segue vamos definir uma relacao de equivaléncia entre k-jatos de maneira

analoga a definida para germes.
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Definigao 1.2.7. Dois k-jatos f,g € J*(n,p) sdo equivalentes se existem ¢ € Diff(C") e
W € Diff(C?) tais que j*(¢ o f o ¢~1)(0) = j*g(0).

A relacao de equivaléncia definida acima provém de uma acao de um grupo de Lie na
variedade J*(n, p). De fato, consideremos o conjunto dos k-jatos de elementos de Diff(C").

Este conjunto ¢ um grupo com a seguinte operacao
k & _ k
7" h1(0) % j*ha(0) = j*(h1 o ho)(0)

Denotamos este grupo por Dﬁ. Este grupo é um conjunto aberto no espacgo vetorial
J¥(n,n). Portanto, é uma variedade diferenciavel e o seu espaco tangente em qualquer
ponto é J*(n,n). Logo, D} é um grupo de Lie. Segue que A* = D} x Dy, que € o grupo
dos k-jatos de elementos de A, é um grupo de Lie, pois o produto cartesiano de grupos
de Lie ¢ um grupo de Lie. O grupo A* age em J*(n,p) da forma

o: AF x J*(n,p) —  JE(n,p)

(7%¢(0), 7*(0), f) +— "o fod")(0)

O espago tangente a orbita de f € J¥(n,p) segundo a acio do grupo A* é denotado
por T A*.f. Pela Proposicao 1.2.5 temos que T.A*. f ¢ a imagem da derivada da aplicacao
vy em I = (I,,1,), onde I, e I, sdo as identidades em C" e CP respectivamente. Assim
é possivel mostrar que o espago tangente a orbita de f em J*(n,p) segundo a acdo do

grupo A* é

TAf = {jk(z gigi)(()) [g= (g1, 90) € J*(n, )} + {j*(h o £)(0) h € J*(p,p)}

Consideremos a 6rbita de um germe segundo a agao do grupo A. Este grupo nao é de

Lie e as 6rbitas nao sao subvariedades. Motivados pelo caso dos jatos definimos:

Definicao 1.2.8. Seja f € O,,. O espaco tangente a orbita de f seqgundo a agdao do
grupo A é

TAS = {35501 9= (91 +.92) € MOk +{ho f | h € M,0,,)
i=1 !
O espacgo tangente estendido é

"0
TAE'f = {Z %gl ’ g= (gla' H 7gn) € On,n} + {ho f h € Op,p}
i=1 ¢

@)
Definimos a A-codimensao de f como sendo a dimensao de #}’p como espago
vetorial sobre C, ou seja, dim¢ ———2 ¢ a A.-codimensao de f como dim WP
) CTTAS ¢ ! CTA.f
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Lema 1.2.9. Seja f € M,,0,,,, n <p. Se o coposto de f ¢ 1 entao f € A-equivalente a

(1, yxn) = (1, T, G (X1, o T) s Gp(X, -y T))
onde gr(0,...,0,2,) € M3, k=mn,...,p.

Demonstragao: Neste caso, pela definicao de coposto, temos que postof = n — 1.

Portanto se

fxe, .o zn) = (filzr, o xn) ooy fol@r, o @)y ooy (1, oy )

ao menos um dos determinantes dos menores (n — 1) x (n — 1) da matriz de dyf deve ser
nao nulo. Podemos supor, a menos de mudanga de coordenadas, que este seja formado

pelas n — 1 primeiras linhas e as n — 1 primeiras colunas da matriz de dyf.

Seja h(xy,...,xn) = (fi(z1, s xn)y ooy fuo1(x1, ..o, T0), ). Temos que
0fi df1
E)_xl(o oz, (0)
det | of, Ofns #0
o, (0) . (0)
0 o0 1

Logo h é germe de difeomorfismo e

foh™ (..., mn) = (21, s Tty Gu(T1, - Ty Gp(T1, o, 1)),
Além disso, ¢;(0,...,0,2") = f;oh™(0,...,0,z,) € M3}, i=mn,...,p, pois caso contrario
nao terfamos copostof = 1. [ ]
Definigao 1.2.10. Definimos A; como o subgrupo de A cujos elementos tém o 1-jato
tqual a identidade.
Definigao 1.2.11. Dois germes f; : (C",0) — (C?,0) e fy : (C",0) — (CP,0) sdo
K-equivalentes se ezistem germes de difeomorfismos h : (C*,0) — (C"0) e

H: (C"x(CP (0,0)) — (C" x CP,(0,0)) para os quais o diagrama

(C",0) = (C" x C?, (0,0)) —= (C", 0)
. g i
(Cn) 0) T> (Cn X (Cp7 (07 0)) —> (Cn7 0)
é comutativo, onde iy, € o germe em 0 da inclusio C* — C" x C? dada por x — (z,0)

e, € o germe em (0,0) da projegao C* x C? — C" dada por (x,y) — z, k = 1,2, e
Ho (I, f1) = (I, f2) o h onde I,, € a aplicag¢ao identidade.
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O grupo K é constituido dos pares (h, H) como na Defini¢ao 1.2.11. O difeomorfismo
H ¢ da forma H(z,y) = (h(z),0(x,y)), com 0(z,0) = 0.

Definicao 1.2.12. Seja f € O, ,. O espaco tangente a orbita de f sequndo a agdo do
grupo KC é

"L of .
T’C = ~ Y - g9y Yn nOnn O 0,...,0, Z',O,...,O, :1,...,
f {;axig [ 9= (915, 9n) € MuOn }+0,{( f ), i p}
O espaco tangente estendido é

TICe.f—{Za—aJ;gi\g—(gl,...,gn) € Onnt+0,{(0,...,0,f:,0,...,0),i=1,....,p}
i=1 "

Observagao 1.2.13. Se dois germes f; : (C",0) — (C?,0) e fo: (C™,0) — (CP,0) sao A-
equivalentes, entao também sao K-equivalentes. De fato, suponhamos que existam germes
de difeomorfismos ¢ : (C",0) — (C™,0) e ¢ : (C?,0) — (CP,0) tais que

faop=1vof
Consideremos H : (C" x C?,(0,0)) — (C™ x CP,(0,0)) dado por H(x,y) = (¢(z),¥(y)).

Segue que

Ho (L, fi)(x) = (¢(x), 0 [i(x)) = (6(x), f20 6(x)) = (In, f2) © ¢()

Portanto f; e fy sao K-equivalentes. No entanto, dois germes K-equivalentes nao sao

necessariamente A-equivalentes.

Descrevemos a seguir os espacos tangentes das Defini¢oes 1.2.8 e 1.2.12 usando a

linguagem de campos de vetores.

Definicao 1.2.14. Sejam U um subconjunto aberto de C" e f : U — CP uma aplicagao

holomorfa. A aplicagao tangente, denotada por Ty, € definida por

Ty :TC"Y — TCP
(z,v) — (f(z),dsf(v))

onde TCF ¢ o conjunto {(x,v) v € T,C*} denominado fibrado tangente a C* k = n,p.

Denotamos por 7, a projecao do fibrado tangente a C" sobre C"

m, : TC" — C"

(x,v) — =z
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Definicao 1.2.15. Sejam U um subconjunto aberto de C* e f : U — CP uma aplicag¢ao
holomorfa. Um campo de vetores ao longo de f é uma aplicagao holomorfa w : U — TC?
que satisfaz myow = f, ou seja, para cada v € U, w(z) = (f(z),v), onde v € um vetor de

T CP. Em outras palavras, o diagrama abaizo é comutativo

Ty
TCr ——1TCr

1

C"?CP

Dado f € O,,,, denotamos por §(f) o conjunto dos germes em 0 dos campos de vetores
ao longo de um representante de f.

Se I,, ¢ a identidade em C", denotamos por §(n) o conjunto 6(1,). Notemos que existe
uma identificagao natural de 7C" com C" x C" e de 6(f) com O,, .

Os seguintes diagramas sao comutativos

T, Ty

TCh > 7Cn —L> TCP
| T ]
cn I on T v

Se &(z) = (x,&(x)) entdo

Ty o&(x) = Ty(w,E(x)) = (f(x),duf(E()))

onde £ € O(n) e Tro& € 6(f).

Definimos entao
tf:0(n) — 0(f)
§ — Tjof

Temos que 6(n) e O(f) sdo O,-modulos, tf é um homomorfismo de O,-moddulos e os

seguintes subconjuntos de 0(f) sd@o submoddulos.

o)
001 9= (0 00) € MO} = 17 (ML0()
i=1 '

D 20 9= (01-.00) € Oun} = £(0(n)
i=1 "
Um germe f € O,,,, induz o homomorfismo de algebras

0, — O,
h +—— hof
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Dado M um O,-moédulo, podemos definir em M uma estrutura de O,-médulo via f*.
Assim, 6(f), tf(M,8(n)) e tf(6(n)) possuem estrutura de O,-modulo via f*. Definimos

o homomorfismo de Op,-moédulos (via f*)

wf:0(p) — 0(f)
n —— nof

Assim,

{hof|he MOyt ={wf(h)|heMbp)}=wf(MHbp))
{hoflheOu,}={wf(h) | heldp)}=wf(0p)
Os subconjuntos acima sdo O,-submoédulos de 6(f). Além disso,

TAf=tf(Mp0(n))+wf(Myb(p))

TAc.f=1tf(0(n)) +wf(0(p))

Notemos que T'A. f nao ¢ um O,-submoédulo mas um O,-submddulo via f*.

Além disso,

TK.f = tf(M,0(n)) + fF*M,0(f)
TRe.f =tf(0(n)) + [*MO(f)

Definicao 1.2.16. Seja f € O,,,. Dizemos que f € estdvel se para cada w € 0(f) existem
£€b(n) enebp) tais que

w=tf(&) +wf(n)
ou seja, f € estdvel se TA..f = 0(f).

1.3 Transversalidade

As principais referéncias sao [14] e [9]

Definicao 1.3.1. Dizemos que duas subvariedades N1 e Ny de uma variedade diferencidvel
N se interceptam transversalmente em x € N1 N Ny quando T,N1+T, Ny = T,N. Quando
Ny e Ny se interceptam transversalmente em todo x € N1 N Ny dizemos que N1 e Ny sao

transversais.

Definicao 1.3.2. Sejam f : N — P uma aplicagio diferencidvel entre variedades. Seja

Q) C P uma subvariedade. Dizemos que f € transversal a Q) quando

i) f(z)¢Q, ou
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ii) Ve € N comy = f(z) € Q tem-se que

d.f(IuN)+T,Q =T,P. (1.1)
Observacgao 1.3.3.

1. Se f é uma submersao entao d,f(7,N) = T,P. Concluimos, que uma submersao

f: N — P ¢ transversal a toda subvariedade ) C P.

2. Se a equacgao (1.1) é verdadeira para algum z entdo codim @ < dim N. Assim se
codim @ > dim N, a transversalidade de f : N — P a () ¢é equivalente a imagem
de f ser disjunta de Q.

Definigao 1.3.4. Seja y € P. Se f € transversal a {y} entdao y é chamado de valor
reqular de f. Um ponto x € N tal que f(x) nao € reqular é um ponto critico de f e f(x) €
um valor critico. A condi¢ao para que x seja ponto critico € que d,f nao seja sobrejetiva,

isto €, posto d.f < p.

Teorema 1.3.5. Sejam f : N — P uma aplicagao diferencidvel e Q) uma subvariedade
de P com f transversal a Q. FEntio f~1(Q) é uma subvariedade de N com a mesma

codimensao de Q, ou € vazia. Além disso, para qualquer x € N com y = f(x) € Q,

Txf_lQ = da:f_1<TyQ)

Em O, definimos uma topologia através de um sistema fundamental de vizinhancas.

Esta topologia ¢ denominada Topologia de Whitney.

Definicao 1.3.6. Seja f € O,,,,. Dadose >0, R€ R, R >0 e k € N associamos a f

uma vizinhanca fundamental em O,,, constituida dos germes g € O, , tais que
Vo € C" com |z < R, |7 f(2) — j*g(2)]| <e,
onde || || € uma norma fizada no espago dos jatos J*(n, p).

Teorema 1.3.7. (Teorema de Sard) Seja f; : N; — P uma familia de aplicagées
diferencidveis. A intersecgao dos conjuntos dos valores requlares de todas as f; € denso

em P.

Lema 1.3.8. Seja F: N x S — P, F(z,s) = fs(z), uma familia de aplicag¢oes diferen-
ciaveis transversal a subvariedades Q1,...,Q de P. Entao existe um conjunto denso de

parametros s € S para os quais fs € transversal a Qy, ..., Q.
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Como conseqiiéncia do Teorema de Sard, temos os seguintes resultados

Teorema 1.3.9. O conjunto dos germes de aplicacoes transversais a subvariedades Q, . .., Q;

de CP ¢ denso em O,,,,.
7p

Teorema 1.3.10. (Teorema da Transversalidade de Thom) Sejam Q1,...,Q; sub-
variedades diferencidveis de J*(n,p). O congunto dos germes f € O,, tais que

GRf U — JR(n,p) € transversal a Qy,...,Q; € denso em O,

Observagao 1.3.11. A transversalidade é invariante por A-equivaléncia. De fato, sejam
f1 e fo germes A-equivalentes, ¢ € Diff(C") e ¢ € Diff(CP) tais que ¢ o fi 0 ¢~ = fo.
Suponhamos que Q) e (2 sdo subvariedades de P e Py, respectivamente, com (@) = Qs,

entao f; é transversal & ()1 se, e somente se, fy é transversal a ()s.

1.4 Determinacao finita e desdobramentos

Nesta se¢ao a principal referéncia é [21].

Definicao 1.4.1. Seja G = A, Ay ou K. Dizemos que um germe f € O, €
k-G-determinado, para algum k € N, se para todo g € O,, tal que j*g(0) = j*f(0)
temos que g € G-equivalente a f. Dizemos que [ € finitamente determinado se f €

k-G-determinado para algum k € N.

Se f € O,, ¢ k-G-determinado entdo f ¢ G-equivalente ao seu k-jato j*f(0). No

entanto a reciproca nao é verdadeira.
Teorema 1.4.2. Se f € O, , satisfaz
MO(f) C TKf
M) € TALf + ME0(f)
entao f € r-A;-determinado.
Teorema 1.4.3. Se existe um O,-mddulo D tal que
i) MGO(f) Ctf(Mnb(n)) + f*M,D + MO(f)

ii) D Ctf(0(n))+wf(0(p)) + M:0(f)

entio f é s-A-determinado.
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Teorema 1.4.4. Seja f € O,,, um germe r-A-determinado. Entao M C TAf

Teorema 1.4.5. (Critério Geométrico de Determinagao Finita) Seja f € M, O,,,
finitamente K-determinado. Entao f € finitamente A-determinado se, e somente se, para

cada representante de f, denotado também por f, existe uma vizinhanca U de 0 em C" e

V de 0 em CP, tal que, se y € V — {0},

fﬁl(y)mzfmU:{xla"wmr}a

e o multigerme de f em {xy,...,x.} € estdvel, onde Xf € o conjunto dos pontos criticos

de f.

Definicao 1.4.6. Seja fy € M, 0, ,. Um desdobramento a s-pardmetros de fo € um

germe
F:(C*xC"0) — (C*xCPr,0)
(w,x) +— (u, f(u,z))

satisfazendo f(0,z) = fo(z). O germe f: (C*xC™,0) — (CP,0) € chamado de deformagao

de fo.

Dois desdobramentos F, G : (C* x C™,0) — (C* x CP,0) de fy sdo isomorfos se existem
¢ € Diff(C* x C") e ¢ € Diff(C* x CP) desdobramentos a s-parametros dos germes das
identidades em C" e CP respectivamente, tais que G =1 o Flo ¢~ L.

Sejam F' um desdobramento a s-parametros de fy € M,,O0,,, e h : (C*,0) — (C*,0) um
germe. O pull-back de F' por h, denotado por h*F', é definido como sendo o desdobramento
de fy a t-parametros dado por

h*F : (C'x C",0) — (C'xCP,0)
(v,2) — (v, f(h(v), 7))

Se G é desdobramento a t-parametros de fj, dizemos que G é induzido de F’ se existe
um germe h : (C',0) — (C*,0) tal que G é isomorfo a h*F. Em particular, se
h:(C®0) — (C*0) é um germe de difeomorfismo, dizemos que F' e G s@o equivalentes.

Dizemos que F' é um desdobramento versal de f, se todos os desdobramentos de fy
sao induzidos de F'. Quando F' é versal com um ntimero minimo de parametros dizemos
que F' é miniversal.

O desdobramento F' é trivial se é isomorfo ao desdobramento constante
G:(C°xC"0)— (C°xCPrO0), Gu,z) = (u, fo(x)).

Definicao 1.4.7. Seja fo € M,,0,,, um germe de A.-codimensao finita. Chamamos de

perturbagao estdvel (ou estabilizagao) de fo uma deformagao a um parametro f de fo que
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tem um representante (que ainda serd denotado por f) definido em U, uma vizinhang¢a

de 0, tal que para todo t # 0 e suficientemente pequeno, o germe de f; € estdvel, onde

fe(z) = [(t,x).

Em [19] J. Damon e D. Mond mostram que quando n = 2 e p = 3 sempre existe uma

perturbacao estavel

1.5 Singularidades de Thom-Boardman

Definigao 1.5.1. Seja f : U — C? uma aplicagao holomorfa. O conjunto singular de f,
denotado por X f, € o conjunto de todos os seus pontos singulares. A imagem de X f por f
¢ chamada de discriminante. Para cadai = 1,...,min{n,p}, o conjunto de singularidades

de primeira ordem Y'f € definido como
Y'f ={x € Uldimkerd,f =i}

Lembremos que o posto de f é menor ou igual a min{n, p} assim os conjuntos singulares
particionam o dominio, que neste caso estd contido em C™, em um nimero finito de
conjuntos nos quais f tem posto constante. Seria conveniente que estes conjuntos fossem
variedades mas nem sempre isto é verdade. Em 1.5.5 abordaremos condigoes para que

isto ocorra.

Lema 1.5.2. Seja
A B
(e 1)
uma matriz p x n e A uma matriz k X k invertivel. Entao E tem posto k se, e somente

se, D =CA™'B.

Demonstragao: Observemos que para qualquer matriz X(,_p)xx, a matriz £/ tem o

mesmo posto de

o (I 0 A B\ _ A B
“\x . )\ ¢ D)\ XA+C XB+D

Assim, podemos escolher X tal que XA + C = 0, ou seja, X = —CA~!. Entao

A B ,
( 0 —OA1B+D):E

Como A tem posto k, segue imediatamente que posto F = posto E' = k se, e somente
se, D =CA'B. [ ]
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Definigao 1.5.3. Em J'(n,p) definimos o sequinte conjunto

¥ = {j"f(z) € J'(n,p)| dimker j' f(z) = i}

Teorema 1.5.4. O conjunto X' é uma subvariedade diferencidvel de J*(n,p) de codimen-

$Go i(p —n +1).

Demonstragao: Escolha k tal que i + k = n. Seja Fy a matriz de um jato em X% A

menos de mudanca linear de coordenadas, podemos supor que
A[) B[)
Ey =
=(& o)
com Ay uma matriz k x k invertivel e Dy = CyA, 'B,.

Definimos uma vizinhanca aberta U de Ej, com a propriedade que cada matriz £ € U

é da forma

com Ay invertivel.

Consideremos a seguinte aplicagao

F:U—J'n—kp—k)
Ew— D—-CA'B

Notemos que F' é uma submersao. De fato, se fixarmos A, B e C, F sera uma funcao
afim de D, denotemos esta nova funcao por F , entao dpF logo dF' sera sobrejetora.

Portanto F~1(0) ¢ uma subvariedade de codimensao (n — k)(p — k) = i(p — k) =
i(p—(n—1)) =i(p—n+1i), mas pelo Lema 1.5.2, F~1(0) =U N X’ [ |

O resultado a seguir é conseqiiéncia imediata dos Teoremas 1.3.5, 1.3.10 e 1.5.4.

Teorema 1.5.5. Eziste um subconjunto denso de germes f € O,, para os quais j'f
¢ transversal a todos os conjuntos X. Além disso X' f é uma variedade de codimensao

i(p—n+1).

Observacao 1.5.6. Estudemos a condicao de j!f ser transversal a X! para uma funcao
f:C" — C. Temos que X C J'(n,1) e jf : C* — J'(n,1) , assim j'f ¢ transversal a
Y se

do (7 )(C™) + T pyE" = J'(n, 1), Vo € C" tal que j' f(z) € & (1.2)
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Identificamos J'(n,1) a C" através do isomorfismo que associa a cada aplicagao linear
de C" em C sua matriz relativa a base canonica. Observamos que em J!(n, 1) existem
apenas os conjuntos X" ! e ¥" de codimensao 0 e n, respectivamente. Portanto, X771 é
um conjunto aberto, qualquer j!f é transversal a ele e X" f ¢ definido pelas n condicoes

of of

0x; T Oy,

(x)=0

() =0,

que é, exatamente, o conjunto dos pontos criticos de f.
Notemos que a matriz jacobiana de j! f é precisamente a matriz hessiana H(f) de f e

a imagem da derivada de j!f ¢ um subespaco de C" gerado por suas colunas. Além disso,

Y'f=(GH)THEY)  entdo  jLA(X"f) € X" = {0}

ou seja, X" é a origem em C".
Considerando que (1.2) é valida, obtemos que as colunas de H(f) geram C", isto é,

H(f) é nao singular.

Definicao 1.5.7. Um ponto critico de um germe f € O, , tal que a matriz hessiana €

nao singular é chamado nao degenerado.

Portanto, concluimos que a condicao para j'f ser transversal a X! é que todo ponto

critico seja nao degenerado.

Observagao 1.5.8. Consideremos f € M, 0, , tal que j'f é transversal a ¥ no caso
especial quando p > 2n. Neste caso codim¥'f = i(p —n +14) > i(n +14) > n,i # 0. Logo

Y f = para i > 0, conseqiientemente, f ¢ uma imersao

Dado um germe f € O,, tal que X'f # (), para algum i, se 3'f é uma subvar-

iedade podemos considerar os conjuntos de singularidades de segunda ordem X% f =
X (f

tos sao subvariedades, consideremos os conjuntos de singularidades de terceira ordem

wiy) e este processo pode ser continuado indutivamente, ou seja, se estes conjun-

Yhik f = Ek(f|2i,jf). Estes conjuntos, denotados por Y f sao chamados conjuntos de

singularidades de k-ésima ordem de f.

Definigao 1.5.9. Definimos Y2+ como o sequinte subconjunto de J*(n,p)

siviseis = {jE(2) € JHn, p)lw € S £,



Capitulo 2

Subvariedades Analiticas

Neste capitulo estudamos subvariedades analiticas complexas, o anel Ox e interseccao
completa com singularidade isolada. Além disso, abordamos os ideais de fitting e exibimos
um algoritmo para calcular tais ideais quando f é um germe de aplicagao (C",0) —
(C™1)0).

2.1 Algebra comutativa

Nesta secdo abordamos alguns resultados basicos de Algebra Comutativa. Tais resultados
e suas demonstragoes encontram-se em |[1],[11], [12] e [18]. Assumimos nesta se¢ao que R

é um anel comutativo.

Definicao 2.1.1. Seja I um ideal de R.

-

1. O conjunto de todos os elementos x € R tais que alguma poténcia de x estd em I é
um ideal de R chamado de ideal radical de I e denotado por \/I. Dizemos que I é
um ideal radical se I = I.

2. Um elemento x de R € nilpotente se existe uma poténcia de x que € igual a zero. O

conjunto dos elementos nilpotentes de R é denotado por nil (R).
3. Dizemos que I € primdrio se I # R e se

xy € I entao x € I ouy™ € I para algum n > 0

O conjunto dos ideais primos de R é chamado espectro de R é denotado por spec(R).
Se I é um ideal proprio de R entao o radical de I é a interseccao de todos os ideais primos

de R que contém I. Todo ideal primo é primério.
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Se R # 0 entao spec(R) tem elementos maximais e minimais e todo ideal primo de
R esté contido em pelo menos um ideal primo maximal e contém pelo menos um ideal
primo minimal.

Uma decomposi¢cao priméria de um ideal I de R é uma expressao de I como uma

intersecgao finita de ideais primérios

Uma decomposicao priméaria ¢ minimal se os ideais \/[_] sao dois a dois distintos e

L2 () I
ki
1 < 7 < n. Qualquer decomposicao priméaria pode ser reduzida a uma decomposi¢ao
priméaria minimal.
Nem todo ideal possui decomposicao priméaria e, quando a decomposi¢ao primaria
existe, nem sempre ela é unica. No entanto, o seguinte resultado de [1, Corolario 4.11,

pag. 54| mostra que, sob certas condigdes, quando tal decomposigao existe, ela é tnica.

Teorema 2.1.2. Seja I um ideal com decomposi¢cdo primdria minimal

As componentes primarias I; de I tais que \/I; € um primo minimal de I sao unicamente
determinadas por I. Assim, se I tem uma decomposi¢ao primdria minimal onde os radi-
cais das componentes primdrias sao primos minimais, entao tal decomposi¢cao € a unica

com estas propriedades.

Definicao 2.1.3. O anel R ¢ Noetheriano se para toda sequéncia ascendente de ideais de
R
LCLC...C...

existe n tal que I = Ix11 para todo k > n.

Uma formulagao equivalente para a definicao acima é que um anel R é Noetheriano
se, e somente se, todo ideal de R é finitamente gerado.
Como O,, é isomorfo a C[[X7, ..., X,]], segue do Teorema da Base de Hilbert (ver [1])

que O,, ¢ um anel Noetheriano.

Teorema 2.1.4. Em um anel Noetheriano todo ideal tem uma decomposi¢cao primdria.
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Lema 2.1.5. Seja R um anel Noetheriano e I um ideal radical de R, I # R, entao existem
ideais primos p1, ..., p,, tais que I = ﬂpi.

i=1
Demonstracao: Como A é Noetheriano entao I = ¢; N...MN g, com g; primério. Além

dissoI:ﬁ:\/qlﬂ...ﬂq,n:\/ﬁﬂ...ﬂ\/q_r. Seja p; = \/¢;- Entao I =p;N...Np,

com p; primo. |

Definicao 2.1.6. Seja M um R-mddulo. Dizemos que M é Noetheriano se para toda

sequéncia ascendente de submddulos de M
My CMyC...C...
existe n tal que My, = My, para todo k > n.

Um R-moé6dulo M é Noetheriano se, e somente se, todo submoédulo de M é finitamente
gerado.

Se R ¢ um anel Noetheriano e M é um R-moédulo finitamente gerado entao M &
Noetheriano. Portanto O,,, ¢ um O,-médulo Noetheriano. O resultado seguinte ¢ uma

conseqiiéncia do Lema de Nakayama e sua demonstragao pode ser encontrada em [10].

Proposigao 2.1.7. Sejam R um anel local comutativo com identidade, M seu ideal ma-
zimal e M um R-mddulo finitamente gerado. Entao M/MM é um espaco vetorial de
dimensao finita sobre o corpo R/M. Sejam ¢ : M — M/MM a proje¢io natural,
V1, ..., U, uma base para o espago vetorial M/ MM e eq,... e, € M tais que ¢(e;) = v;.

Entao ey, ..., e, formam um conjunto de geradores de M sobre R.

Teorema 2.1.8. (Teorema da Prepara¢do de Malgrange Generalizado) Sejam

f € O,, e M um O,-modulo finitamente gerado. Entio M ¢é um Op-mddulo (via f*)

. M . . : .
finitamente gerado se, e somente se, f*/\/l—M € um espaco vetorial complexo de dimensao
-
finita.
Demonstragao: Ver [10]. [ |

Consideremos R um anel comutativo, R # 0.
Definicao 2.1.9. Uma sequéncia de n + 1 ideais primos da forma
PoOP1LD ... Pn

¢ chamada cadeia prima de comprimento n. Se p € spec(R), o supremo de todos os

comprimentos das cadeias primas com po = p € chamado de altura de p e é denotado por
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ht(p). Se I é um ideal proprio de R, definimos a altura de I como sendo o infimo das

alturas dos ideais primos de R que contém I, ou seja,

ht(I) = inf {ht(p) |p 2 I}
Se ht(p) = 0 ent@o p é um primo minimal de R.

Definicao 2.1.10. A dimensdo de R, também chamada de dimensio de Krull de R, é

definida como sendo o supremo das alturas de todos os ideais primos de R, ou seja,
dimg R = sup {ht(p)| p € spec(R)}
Também denotamos a dimensao de Krull de R por dim R.

Se R é um dominio de ideais principais entao dim R = 1.
Notemos que se a dimensao de R é finita entao é igual ao comprimento da mais longa

cadeia prima em R.

Definicao 2.1.11. Seja R um anel e M um R-mddulo. A sequéncia aq,...,a, de
elementos de R é M-reqular se para cada i, 1 < i < r, a; nao € diwisor de zero em
M/(a1M + ...+ a;_1M). Quando todos os a;’s pertencem a um ideal I dizemos que
ai,...,a, € uma sequéncia M-reqular em I. Além disso, se nao existe b € I tal que
ai,...,a,,b € M-regular, entao ai,...,a, € uma sequéncia M -reqular mazimal em I.

Chamamos de depthM o tamanho da sequéncia mazximal M -reqular em 1.

2.2 Subvariedades analiticas complexas

-

Definicao 2.2.1. Uma subvariedade analitica complera de um aberto U C C™ é um
subconjunto X de U que em alguma vizinhanga aberta V de cada ponto de U, X € o

conjunto dos zeros de um niumero finito de funcgoes holomorfas definidas em U.

Sejam X; e X, subvariedades analiticas complexas. Dizemos que X; é equivalente a
X5 se existem aplicagoes analiticas o : X7 — Xse ¥ : Xy — X taisque oy : X1 — X
e po1: Xy — Xy sao as aplicagoes identidades em X; e X, respectivamente.

Dado X uma subvariedade analitica complexa em C™, existe um ideal do anel local O,
consistindo dos germes de fungoes analiticas complexas que se anulam em X. Esse ideal é
chamado de ideal da variedade X e é denotado por [(X). Dado um ideal J em O,,, existem
fi,-.-, fr em O, que geram J, pois O,, € um anel Noetheriano, sejam U uma vizinhanca

aberta da origem e fl, - ﬁ representantes de f1, ... f, definidos em U, respectivamente. O
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subconjunto {z € Uf;(z) = ... = f,(z) = 0} define uma subvariedade analitica complexa,
denotado por V(J).
O seguinte resultado é conseqiiéncia imediata das defini¢oes acima, com excecao do

item (iv), que é o conhecido Teorema dos Zeros de Hilbert.

Proposicao 2.2.2. Sejam X, X; e X, subvariedades analiticas complexas em C" e
J, J1 e Jy ideais de O,,.

i) Se X; C Xy, entdio I(X;) D I(Xy);
it) Se Jy C Jy, entdo V(J)) D V(Jy);
i) X = V(I(X));
w) VJ =I(V(J));

v) X1 = X, se, e somente se, I(X;) = [(X);

vii) V(J1 + J2) = V(J1) NV (Js);
viid) V(Jy N Jy) = V(J) UV (J).

Uma subvariedade analitica complexa X em C" é redutivel se pode ser escrita na forma
X = X7 U X,, onde X; e X5 sao subvariedades analiticas complexas em C™ contidas
propriamente em X. A subvariedade X é irredutivel se nao é redutivel. Temos que X
é irredutivel se, somente se, I(X) ¢ um ideal primo de O, (ver [11, pag.89]). Além
disso, toda subvariedade analitica complexa pode ser escrita como uma uniao finita de
subvariedades analiticas complexas irredutiveis. Se a decomposi¢ao é tal que nenhum
fator pode ser omitido, entao ela é tinica e cada subvariedade irredutivel é chamada de
componente irredutivel.

Sejam X uma subvariedade analitica complexa e I(X) contido propriamente em O,

Segue da Proposicao 2.2.2 e do Lema 2.1.5 que
i=1

onde cada p; é ideal primo, i = 1,...,r, e portanto V(p;) é irredutivel. Eliminando as
componentes V' (p;) tais que V(p;) € V(p;) para j # i obtemos a decomposicao em

fatores irredutiveis de X, e cada V(p;) ¢ uma componente irredutivel de X.
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Exemplo 2.2.3. O conjunto X! = {j!f(x) € J*(n,p)| dimker j!f(x) = 1} é uma sub-

variedade analitica complexa. De fato, pelo Teorema 1.5.4, %! = V(I), com I = (F).
|

Definicao 2.2.4. Seja V' uma subvariedade analitica complexa de um aberto U € C*. Um

ponto x € V' € um ponto reqular de V' se existe uma vizinhanca U, de x tal que V NU, é

uma variedade diferenciavel. Um ponto x € V € singular se nao € regular.

2.3 O anel Oy

As principais referéncias para esta se¢do sao [11] e [12].
Seja X uma subvariedade analitica complexa em C”. O anel dos germes de fungoes
analiticas em X, denotado por Ox, ¢ definido por

On
PXeT I

Dado um germe f € O,, seja J?um representante de f definido numa vizinhanga da
origem. A restri¢ao de fa X é uma funcao definida numa vizinhanga da origem contida
em X. Temos portanto um homomorfismo de O,, no anel dos germes de funcoes definidas
em X. O niucleo deste homomorfismo é I(X). Assim, Ox pode ser identificado como o
anel dos germes de fungoes analiticas definidas em X. Além disso, Ox ¢ um anel local
Noetheriano.

Sejam X, e X, subvariedades analiticas complexas. Uma aplicagao analitica complexa
¢ : Xy — X5 induz um homomorfismo

*

¢ Ox,0 — Oxpp
[ pof
Seja X uma subvariedade analitica complexa irredutivel. Definimos a dimensao de
X como sendo a dimensao de Krull do anel Oxy. Se X é uma subvariedade analitica
complexa qualquer em C", entao X se escreve como uma uniao finita X = UXj;, onde cada
X; é uma subvariedade analitica complexa irredutivel. Neste caso a dimensao de X é dada
por dim X = max ;{dim X;}. A subvariedade X é equidimensional se dim X = dim X;

para todas as componentes X;. A codimensao de X é definida como sendo n — dim X.

Definicao 2.3.1. Seja X uma subvariedade analitica complexa. Dizemos que X é Cohen-

Macaulay se o anel Oxy € um anel de Cohen-Macaulay, ou seja,

depthOXp = dim OX70
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Definicao 2.3.2. Uma aplica¢ao analitica complexa ¢ : X1 — Xo entre duas variedades

analiticas complezas é uma aplica¢io analitica compleza finita se p~1(0) = 0.

Definicao 2.3.3. Sejam V' um espago vetorial de dimensao n e Hy, ..., H, subespacos
de V. Dizemos que Hy, ..., H, estao em posicao geral se para toda sequéncia de inteiros
Iy eyt coml <gp <00 <y < 1.

codim(H;, N...NH,;,) = codimH;, + ...+ codim H;,

Notemos que no caso r =2, H; e Hj estao em posicao geral se, e somente se,

dim H; + Hy, = dim H; + dim Hy — dim H; N Ho
=n — (codimH; + codimHy + codim(H; N Hy)) =n

Definicao 2.3.4. Sejam X uma subvariedade analitica compleza de dimensao n em CN
e f: X — C"! uma aplicagdo finita. Uma k-upla de pontos de f consiste de k pontos
T1,..., Ty, dois a dois distintos, pertencentes a {f'(y)} para algum y € C"*'. Nestes
pontos X € uma variedade diferencidvel e f € localmente uma tmersao. Além disso,
dizemos que a k-upla de pontos € ordindria se os espacos tangentes em y das imagens

f(U;), onde U; € uma vizinhanga de x;, i =1,... k, estao em posi¢ao geral.
Os seguintes resultados e suas demonstragdes podem ser encontrados em [6].

Teorema 2.3.5. (Teorema da Conservag¢do da Multiplicidade) Seja w: C" — C"

n

um germe de aplica¢io holomorfa com multiplicidade m,(0) = dimc . Entao para

7-‘-*
todo representante m : U — V onde U e V' sao vizinhangas de zero, e pm?a todoy € V
temos
Y ma(x) = ma(0)
zem—1(y)NU

n,x

onde my(z) = dimg W?Mn. Em particular todo valor reqular de m em V tem m,(0) pré-

1Magens.

Lema 2.3.6. Sejam W uma subvariedade de J*(n,p) e f € M,O,, com j*f(0) € W.
Seja F : (C" x C4,0) — (CPx C%,0) um desdobramento de f, F(z,u) = (fu(x),u), tal que
@ (C"x C%0) — (J*(n,p), % £(0)), p(x,u) = j*f.(x) € transversal a W. Consideremos
V=(p) Y (W) en:C"x C?— C? a projegio no espago dos parametros. Entdo
Ovyp N O,
(myv) " MaOvo — (GF)T(W)
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Demonstragao: Temos

O _ Onsa

Ova V) _ )W)

- > = - * Onad
(m)" MaOvg (mv)" Ma[ 755 (mv)" MalGrryrom

agora por, [1, Corolario 2.2.|, temos

On-‘,—d
(J*F) I(W) N Ontd
(7T|v)*/\/ld[w%1%] ™ Maq+ (GFF) I(W)
e finalmente
On+d On

~

™ Ma+ (P F) T(W) (G* ) I(W)
=

Definicao 2.3.7. Sejam X uma subvariedade analitica compleza em CV de dimensio n
e I um ideal que define X. Dizemos que I define uma intersec¢ao completa (IC) em 0 se

I admite N —n geradores f1,..., fn—n em Op.

Sejam X uma subvariedade analitica complexa em CV de dimensao n e I(X) um
ideal que define X. Suponhamos que X seja uma intersec¢ao completa. Consideremos o
caso em que X tem uma singularidade isolada em 0. Isto significa que se fi,..., fy_n €
um conjunto de geradores de I, entdo existe uma vizinhanca V' da origem em C¥ onde
fis---, fn_n convergem e para todo y # 0 no conjunto dos zeros comuns de fi,..., fxv_p,
dfi(y), ..., dfn—n(y) sdo linearmente independentes. Neste caso dizemos que X com sua

C-algebra local Oy /I é uma intersecgdo completa com singularidade isolada (ICIS).
Exemplo 2.3.8. Pelo Exemplo 2.2.3 e Teoremal.5.4 temos que X' é uma IC.

Definigao 2.3.9. Seja X uma ICIS em 0 de dimensao n e I = (fi,..., fr) um ideal que

define X. Definimos o numero de Milnor de X como

k

p(X) = 3 (1) dime D2tk
i=1 t
a(fh"wfi) . .
A= (I By < kY, e fi)
(9(95]-1, ce 7Iji)
onde —aa((fl’ S fz)) denota o determinante do menor de tamanho i da matriz jacobiana
Ljiyeees Ty,

de (f1,..., fx) em relagdo as coordenadas xj,, ...,z ,.
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Exemplo 2.3.10. Sejam A\, Ay, A3 € C dois a dois distintos e

fo (€0 = (C?,0)

(33'1, Xa, .1’3) — (33% + x% + 33?;’, )\11’% + )\2.1'% + )\3$§)

As componentes de f definem uma ICIS de dimensao 1.

ofi 0f1 Ofs
A = (— — —) =
1 <8x1’ D1y’ 8x3> <1U17$2,$3>
0
Ay = <{agh fQ; [1<i<j<3}fi)= <$1$2,$1$3;$2$3>x§ + x% + $§>
iy Lg
3 : 2 ,.2 O3
Notemos Ay D M3, e ainda 1,21, 29, 23,27, 25 formam uma base para R logo
2
@ @)
1(X) = (1) dimg == + dime(—1)°=2 = 5
Ay As

2.4 Ideais de Fitting

Nesta secao definimos ideais de Fitting de um moédulo M e descrevemos um algoritmo

apresentado por D. Mond e R. Pellikaan (ver [8]) para calcular tais ideais quando M = O,,.

Definigao 2.4.1. Sejam R um anel comutativo com unidade e M um R-mddulo. Consi-

deremos a sequéncia exata

RP —2> R1—°

M—>0 (2.1)

Definimos o k-ésimo ideal de Fitting de M como sendo o ideal em R gerado pelos menores
de ordem (q — k) da matriz X\, onde q — p < k < q. Se k > q definimos F,(M) = R e se
k < q— p, definimos F.(M) = 0.

A definigao de Fi (M) independe da escolha da seqiiéncia exata (ver [13]).

Seja f € M,0,, 41 um germe finitamente determinado. O anel O, admite uma
estrutura de O, ,1-moédulo via composigao com f, denotado por f.O,. Assim, f.O, é
simplesmente O,, considerado como um O,, ;1-médulo.

Para calcular o k-ésimo ideal de Fitting de f,O,, construimos uma sequéncia exata de

O,,+1-mo6dulos

O 200 s 0, —=0 (2.2)
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o homomorfismo « leva os elementos da base de Of | nos geradores g¢1,...,q de f,0,
como O, ;-médulo e as colunas de \ sao as relagoes entre os g;’s com coeficientes em

Opt1. Portanto Fi(f.O,) ¢é o ideal de O,,1; gerado pelos menores de ordem (¢ — k) de .

* n

*\n
. - Mn+1f*0n Mn+1f*0n
como espago vetorial sobre C entao gy, . .., g; geram f,O,, como O,,;;-moddulo. Assim, para

f*on

Mn+1f*0n'
Se g1,...,q geram f.O, entdo ¢ =l e a(e;) = g;, onde {e1,..., e} é base de O ;.

Segue da Proposigao 2.1.7 que se as classesde g1, ..., g, em geram

determinar os geradores de f,Q0,,, basta determinar uma base de

Segue de [8, Lema 2.1| que existe uma seqiiéncia exata como (2.2) onde \ é injetiva e,
neste caso p = q.

A matriz [)\;;] de A pode ser obtida da seguinte forma: escolha uma projecao
7 : C" — C" tal que f: mo f é ainda uma aplica¢ao finita. A menos de mudanca de

coordenadas suponhamos que f(z) = (f(z), fur1(x)). Sejam g1, ga, . .., g; 08 geradores de

f+O,. Entao existem tnicos O@» € 0,,1<1,7 <, tais que

l

9jfni1 = Z(% © f)gz

i=1
Entao
/\j,i:aéow para @ # j

i
)\i,i =Q, 0T — Xnt1

onde (X1,...,X,11) sdo as coordenadas de C"*.



Capitulo 3

Pontos Miiltiplos

O objetivo deste capitulo é estudar o conjunto dos pontos em C? com mais que k pré-
imagens e o ideal que o define, abordando pré-requisitos que serao usados no proximo

capitulo. As principais referéncias sao [15] e [4].

3.1 O lugar geométrico do pontos multiplos

Seja f € M,,0,,,. Gostariamos de definir D?(f), o lugar geométrico dos pontos dup-
los de f, como o fecho de {(z,2") € (C" x C",0)|z # 2/, f(x) = f(2’)}. Além disso,
dado F : (C" x C%,0) — (CP x C%,0), F(z,s) = (fs(x),s), um desdobramento de f a

s-parametros deveriamos obter

{(z,2)|x # o', fo(x) = fo(a')}

de

{(z,s,2",8")|(x,s) # (2, 8") e F(x,s) = F(x',s)}
fixando s. Mas isto geralmente nao ocorre.

Exemplo 3.1.1. Sejam f : (C,0) — (C2,0), f(x) = (22, 2%) e F(x,s) = (2%, 23 + x5, 5),

(s,z € C) um desdobramento de f a l-parametro. Entao

{(z,2") € (C2,0)[ fo(x) = folz'),z # 2’} =0

{(z,s,2',8) € (C4,0)|F(x,s) = F(a',5), (z,s) # (2/,s)}n{(z,0,2',0) € (C*,0)} = {(0,0)}

Nosso objetivo entao é definir D?(f) como em [15].
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Lema 3.1.2. Seja f € M,Onp, f = (f1s.-., fp). Para cada i = 1,...,p, &(z,2') =
filx) — fi(2") € I(A,), onde A, € a diagonal em C" x C". Entdao existem o;(x,x'),
1<1<p, 1<3<n, tais que

> ay(e,a)(x; —af) = &(x, )
=1
Demonstragao: Temos que

£i<x7 13/) = €2<$7 I/) - fl(mv x)

1
d§; ,
:/0 d—i(m,tw + (1 —t)x)dt

' a& / !
= > oo (@t + (1= D)) (2 — )t
0 =1 J

n 1 ‘
:Ejﬁa—xﬁ{—/jgguww+41—w@ﬁ
Jj=1 0 J

definimos entao

i, 0) = _/1 i (2t + (1 — H))dt
ij (L ] ax; ) .

Assim

&i(w, ) = Z(x] — xl)a(x, 2)

Exemplo 3.1.3. Seja f € M0, 3, de coposto 1, f(z,y) = (z,p(z,y),q(z,y)) a matriz
a é dada por

1 0

p(x,y) —plz,y) pl,y) —plr,y)

T —a Y-y
q(z,y) —q(z,y') qlx,y) —q(x,y)
r— y—y

Lema 3.1.4. Seja o = [oy;], onde a;j € como no Lema 8.1.2, e (z,2') € C* x C", x # o

tal que f(x) = f(2'). Entao todo menor n X n da matriz o se anula em (z,x').
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Demonstracao: Segue do lema anterior que
Zaij(a:,x')(mj — ) =&(r,2") =0, i=1,...,p
j=1

logo temos um sistema homogéneo com p equagdes e n incognitas. Como nao queremos a

solugdo trivial devemos ter que todo menor n x n de « seja nulo em (z, ') u

Definicao 3.1.5. Sejam f € M,,0,,, e R,(«) o ideal em Oy, gerado pelos menores n xn
da matriz . Definimos D*(f) = V(I5(f)), onde

L(f) = (f X [)*1(Ap) + Bn()

Observacao 3.1.6.

1. Segue claramente do Lema 3.1.4 que {(x,2')|z # o/, f(x) = f(z")} C V(I2(f)).

2. Seja f € MyOsy3 de coposto 1. Entao f(z,y) = (z,p(x,y),q(z,y)) e os geradores
de I1(f) sao
I—CL’, p($ay)_p(x7y/) q(:r,y)—q(x,y/)
’ y—y ’ y—y

De fato, Ry(«) é gerado por

p(x,y) —px,y) q(z,y) —q(z,y)

y—v y—v
e (f x f)*(L(Ap)) é gerado por z — a

3. No caso de germes simples de C* em C? (ver [6]) {(z,2')|z # o/, f(z) = f(2/)} =
V(IQ(f)) De fato, Se f($ay) = (x,yQ,yT(:B,yQ))

{(z,y, 2", y) [(z,y) # (& y), f(z,y) = f(,y)} = {(z,y, 2, —y) |r(z,y*) = 0}

Por outro lado

2
’T’ZL',
L) = (= oy + o, LT

) — g/?"(x,y/ )>

/

V(L(f) = {(z,y,2,—y) [ r(z,y") = 0}
Se f(x,y) = (x4, yxr + y3*~1)(H) entao

S 1— w3k71

}

{(@ g, 2", y)(@,y) # (@ y).f(z,y) = f(@y)} ={(z,y,z,wy)lx =y .
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onde w é uma raiz ctubica da unidade, w # 1.

. y’x’ . y/3/€—1>

y—y ' y—y

3 _

[2(f):<x Z,

assim -
3kl — W

V(L(f)) = {(z,y,z,wylz =y }

Lema 3.1.7. Seja [ € MyOs3. Se f é A-equivalente a g entao D*(f) e D?*(g) sao

difeomorfos.

1—w

Demonstragao: Sejam ¢ € Diff(C?) e ¢ € Diff(C3) tais que f =1 o g o ¢. Definamos
o seguinte germe de difeomorfismo
pxp: (C?xC?%0) — (C*xC?%0)
(z,2') = (p(z), ()
E facil ver que
D*(y~' o f) = D*(f)
p X p(D*(Y~" o f)) = D*(g)
Logo ¢ x ¢(D*(f)) = D*(g) .
No que segue vamos definir D*(f), informalmente o lugar geométrico dos pontos k em

C™ que tem a mesma imagem. Consideremos a seguinte projecao

w2 D*(f) — Cn

(x,2) — =

Em [15] D. Mond e W. Marar definem o conjunto dos pontos triplos D?(f) de f como
D?*(r?). Informalmente, 73 (z,2') = w2 (2", 2") se, somente se, v = 2" e f(x) = f(2) =
f(z") e dessa forma D?(n?) estd mergulhado em C" x C" x C". A continuidade deste

processo define D*(f) para todo k. Assim temos D*"'(f) = D?(n¥_,), onde
Ty 2 DM(f) — DF(S)

é induzida pela projegao (x1,...,2zg) — (T1,...,Tr_1).

3.2 O ideal que define D*(f)

Nesta segdao vamos definir um ideal I,(f) € O,,_11 tal que V (I(f)) = D*(f) e além disso

vamos mostrar que existem germes 1, . . ., 3, Sp-invariantes, tais que I(f) = (f1,..., 5),
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onde S;, denota o grupo das permutacoes de k-elementos e a acao de S, em C" ! consiste

em permutar as ultimas k-coordenadas.

Definicao 3.2.1. Seja f € M,,0,,,. Definimos I(f) o ideal gerado pelos (k—1)(p—n+1)
ge’rmesrz]":Tg(x7y17"'>yi+l)7 xECn_17y17"'7yi+1€C; ngjgpy 1§Z§k—17

rienm) = ——{e.m) — fiem)}

, 1 . ,
Tfﬂ(w,yh o Yige) = ———— (@Y1, - Y Vi) — (T YL - Y Vi)
Yiv2 — Yit1

Consideremos

ESH(C IR CF) = {g: (C"1** 0) — C*| g & Si — equivariante}
ESH(CM IR = {g: (C** 0) = C| g é S, — invariante}

Temos por [20, pag.106, 1.4.1.] que E*(C™ % C*) é um modulo finito sobre 5% (C"~1+F)
gerado pelos germes g;(z,y1,...,yx) = (¥i,...,y.), para 0 <i <k —1.
Como o germe L;(z,y1,...,yx) = (fj(x,y1),..., fi(z,yx)) é Sp-equivariante, entdo

existem germes [3j; € 505’“, 0 <:<k—1tais que, para j =n,...,p

k—1
Lj(xa Yiy .- 7yk) = Zﬂjzgz
=0

Assim, para cada 7 =n,...,p temos
fi(z,y1) Loy -yt Bjo
fi(z, ux) Loy, oy Bik—1

Suponhamos que o determinante da matriz [y¢] do sistema acima seja nao nulo (para isto

devemos ter yi, ...,y dois a dois distintos), entdao podemos aplicar a regra de Cramer e
obter
Ly - yi_l fi(z,y1) yiﬂ ?Jlf_l
Uy oyt filmw) it oyt
Bii = k—1
Lyr -y
1 yk e yllzil
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paran<j<p, 1 <:1<k-—1.

Naturalmente podemos estender de 3;; em todo (C"~1*% ()

Proposicao 3.2.2. Seja f € M,,0,,, de coposto 1. Entio o ideal I;(f) € gerado pelos
germes Bj;, n<j<p, 1 <i<k-1.

Demonstragao: Temos que

fi(z,y1) 1 ylffl
: =Bjo | 1|+ F Bk : (3.1)
fi(@, yx) 1 yr !
Agora subtraindo a primeira linha das outras e dividindo as i-ésimas, i = 2,... k, por

y; — y1 (esquecendo a primeira linha) temos

filz,y2) — fi(x 1) [y -y
Y2 — W 1 Y2+ Yo — Y1
: =0i| ¢ | 0 : + Bk : (3.2)
file,ye) — fi(@, 1) 1 Yr + 1 A
Ye — N L Y — U1
portanto

B, Bjg—1) = (fj(x’m) — fj(x’yl),ﬁjm s Bik—1)
Y2 —

repetindo o processo usado acima para obter de 3.1 a igualdade 3.2. Temos

filz ys) — fi@ ) fi(m,y0) — fj(l’,yl)] 1

(Bj2s - Bir—1) = ([ — P— s —

76' 7"'75%*
Us J3 J 1>

A continuidade deste processo mostra o resultado. [ ]

Seja (x,y1,...,yx) tal que ys # y; para s # t e fi(z,ys) = fi(x,y) Vs, t =1,... k.
Neste caso

filmy) o oyr!
firue) ye - yrt
6j,0(x7y17 ce 7yk) = k—1
Iy oy

1 yk e yi_l
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Loy o oy
1 yk yllzfl
:fj(xayl) b1 :fJ'(x?yl)
L yi -y
1 yk y’]z*l

e Bii(x,yr,...,ye) =0, i=1,...k—1, j=mn,...,p

Teorema 3.2.3. Seja f € M,,0,,, n <p, uma aplicagao finita de coposto 1. Entao

i) fé estdvel se, somente se, D*(f) é uma variedade diferencidvel de dimensao p—k(p—n),

ou vazia, para cada k > 2;

ii) f ¢ finitamente determinado se, e somente se, para cada k com p—k(p—mn) > 0, D*(f)
¢ uma ICIS de dimensio p — k(p — n) ou vazia, e além disso, para cada k tal que

p—k(p—n) <0, D*(f) consiste apenas do ponto {0}.

Demonstragao: ver [15]

Em [15, pag.565] D. Mond e W. Marar definem D*(f)/Sy, onde I;(f) é como em
3.2.2 e concluem que se D¥(f) é uma interseccao completa com singularidade isolada en-

tao D¥(f)/Sk também é uma intersecgao completa com singularidade isolada.

Teorema 3.2.4. Se f € M, 0,,,, n < p entio o lugar geométrico dos zeros de Fi(f.Op)

¢ o conjunto dos pontos em CP com mais que k pré-imagens (contando multiplicidade).

Demonstracao: ver [8]



Capitulo 4

Invariantes de Germes de C? em C3

Na classificagao dos germes simples de coposto 1 de (C? 0) em (C3,0), obtida por D.

Mond [6], apareceram as seguintes séries
Se (wy) — (w2t +a2™ly) k>0
By (r.y) — (zy% 2% +y**) k=1

Hy (z,y) — (9% zy+y*Y) k>1

Figura 4.1: Imagem real de S; (cross-cap)

Observemos que By = S;. Ainda H; é A-equivalente a S;. De fato, tomando os

difeomorfismos
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p: (C0) — (C2,0)
Yo (C0)  — (C3,0)
(XY, Z) — (X, 2+ YV +3XZ2+ %)

temos que ¥ o Hy o p(z,y) = Si(x,y)

E ainda, Sy é A-equivalente a f(x,y) = (z,9% xy), que é o cross-cap. De fato, con-

siderando os seguintes difeomorfismos

p: (C0) — (C,0)
(z,y) =  (r—y%y)

v (C0) —  (C0)
(X,Y,Z) — (X+VY.Y,2)

temos que 9 o So 0 (. ¥) = £(z,4).
Para k > 2 os germes acima sao todos inequivalentes e finitamente determinados com
grau de determinacao igual ao grau da terceira funcao componente.

Por outro lado
S (,y) = (z,9%9°)
By (z.y) = (z,y% %)
Hye (z,y) — (x,93 2y)

nao sao finitamente determinados e tém em suas imagens uma reta cuspidal, uma reta de

interseccao nao transversal e uma reta complexa de pontos triplos, respectivamente.
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Figura 4.2: Imagem real de S

Figura 4.3: Imagem real de B,

Sejam f € MOy 3 e f, uma perturbacao estavel de f. Como f; é estavel, Vt , suas
singularidades sao cross-caps, pontos duplos ou pontos triplos. Neste capitulo obteremos
formulas para calcular o nimero de cross-caps e pontos triplos de f;. Mostraremos que
tais nimeros sao invariantes do germe f. O terceiro invariante é o nimero de Milnor da

curva de pontos duplos.

4.1 O invariante Cy

Sejam f € MyOs 3 de coposto 1 e Ry o ideal gerado pelos menores 2 x 2 da matriz d, f.

Definimos Cy = dim¢ g—; nosso objetivo é demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 4.1.1. Suponhamos que Cy < oo. O numero de cross-caps presentes numa

perturbagao estdavel de f ¢ dado por Cy

Para a demonstracao deste teorema vamos precisar dos seguintes resultados.
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Lema 4.1.2. O cross-cap € um germe estdvel 2-A-determinado.

Demonstracao: Primeiramente vamos mostrar que o cross-cap é 3-A;-determinado
utilizando o Teorema 1.4.2. Assim devemos mostrar que M20(f) C TK.f e M30(f) C
TA;.f+ MSO(f), onde f(z,y) = (x,y* xy). Obtemos facilmente que M20(f) C TK.f,
pois f*M30(f) é o Oy-mo6dulo gerado por

(:U7 07 0)7 (O? x? 0)7 (O? O? x)? (:Uy, 07 O)? (07 ‘Iy? 0)7 <O7 O? J;y)7 <y27 07 O)? (07 y27 0)7 (07 O? y2)

Além disso

1 0 m(z,y?, zy)
TA.f=M; 0 ].[ 2y + < | m(z,y? my) |, m€ M3
y T ns(z, y?, xy)

Tomando

n(X,Y,2) =X, ni(X,Y,Z)=0 parai #j i=1,2,3 [=4,5
(XY, Z)=X'Z, n;(X,Y,Z)=0 parai#j i=1,2,3 1=2,3

(XY, Z)=XY, n;(X,Y,Z)=0 parai#j i=1,2,3 [=2,3

n(X,Y,Z)=YZ, n;(X,Y,Z)=0 parai#j i=1,2,3
n(X,Y,Z) =Y?, nj(X,Y,Z)=0 parai#j i=12,3

(XY, Z)=XYZ, n;(X,Y,Z)=0 parai#j i=1,2,3
se e; = (1,0,0),es = (0,1,0),e3 = (0,0, 1), entdo temos

tley € TALfl=4,5k=1,2,3
dye, € TALf,1=3,4,k=1,2,3
e, € TALf,1=23k=1,2,3
dylte, e TA . f,l=1,2k=1,2,3

yvley € TALf, k=1,2,3
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0 . 0 .
v ol =zyt| 2y | - 5| 0| mX.v.2)= XY?)
0 x xy?

0 1 yt

0 |=¢'{0]—-1]0

Y y 0

Assim podemos concluir que M30(f) C T A;.f + MSO(f).
Calculemos agora o T'A,.f. Pelo Teorema 1.4.4 temos que M30(f) C TA.f C TA..f.
Ainda

1 0 m(z,y?, zy)
TA.f=1tf(0(2)+wf(0(3)) =0(2) 0 |, 2y + 9 ma(z, % xy) ,n; € 6(3)
y x ns(z, v, y)

Tomando

WXV, Z) =1, n(X.Y,Z)=0 parai#j i=123
n(X,Y,Z2) =X, ni(X,Y,Z)=0 parai #j i=1,23 [=1,2,3

m(X,Y,Z) = XY, 9;(X,Y,Z)=0 parai#j i=123

(XY, Z2)=XZ, n;(X,Y,Z)=0 parai#j i=12,3
XY, Z) =Y, n(X,Y,Z)=0 paraif£j i—12,3

(X, Y, Z)=2, n;(X,Y,Z)=0 parai#j i=1,23
obtemos
ex € TA..f, k=1,2,3

ey € TA.f,1=1,2,3, k=1,2,3

ry’e, € TA..f, k=1,2,3
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erk € TAe'f7 k= 17273
xyer € TA..f, k=1,2,3

Y 1 0

0 =y | 0 —| o

0 Y y?

0 0 0

y | =32 —5(0

0 T T

0 1 1

0 —| o0 —1 o0

y y 0
y3 1 0
0 =431 0 1 o
0 Y y?
0 0 0
vl =3 2y | -5 O
0 x xy?
0 1 y?
0 =42 0 —1 o
y? Y 0

assim T A..f = 0(f) e conseqiientemente, temos que o cross-cap ¢ estavel. Para finalizar
esta demonstragao utilizaremos o Teorema 1.4.3 com 0 Og-modulo D = 0(f) e facilmente

podemos concluir que o cross-cap é 2-A-determinado. [ ]

No que segue mostraremos que o cross-cap ¢ o unico germe estavel de coposto 1 cuja

dimensao da algebra R_2 ¢ igual a 1.
!

Lema 4.1.3. Sejam f,g € MsOq 3 tais que f € A-equivalente a g entao Cy = C,,.

Demonstragao: Basta mostrar que Ry e R, sao isomorfos. Sejam 1 € Diff(C?) e
¢ € Diff(C?) tais que f = ¢! o goy. Notemos que [d, f] = [dgop(x)¥][dyp)9][dutp]. Como
Y e p sao difeomorfismos temos dyop ()1 € dyp sao isomorfismos e portanto Ry e R, sao

isomorfos. [ |
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Lema 4.1.4. a) Seja f(z,y) = (z,y* xy) entio Cy = 1.
b) Se g € MyOs3 € tal que Cy =1 entio g € A - equivalente a f.

Demonstragao: a) Temos que

1 0
Jf = 0 2y
y x
Assim Ry = (2y,z,2y%) = (z,y) e
Cf:dim@%:d'm Clay}

1
Ry “ {1,y

b) Mostremos primeiramente que se dimg 22 =1 entao R, = M.

Como M, ¢é o ideal maximal do anel local Oy , ¢ R, # O, pois dim¢ % =1, segue

que R, € Ms. Suponhamos que Ry # M. Entdao Os/R, D Og/ My e Oy/ Ry # O/ Mo

portanto dimc % Q2 2> 1, contradizendo a hipdtese. Logo My = R,

Como o coposto de g é 1, segue do Lema 1.2.9 que g(z,y) = (z, g2(x, y), 93(x, y)), com
gi(0,y) € M3, i =23, assim

1 0
% 892
Jg = ox 8y
% a93
ox 6’y

Sabemos que My = R, = (ai, ai) Mas

gi = 729:;(0) +G;, com g € M3, i=23

. 2 . .
agz _ a(] gl(O)) + agl’ com agz
dy y Oy oy

c M3

Portanto My = Ry C Rj24(0) + M3. Aplicando o Lema de Nakayma, nesta altima
=1.

expressao, obtemos que My = Ry C Rj2g0). Mas Rjz2) C My, logo dime R
24(0)

Da classificagdo dos 2-jatos de coposto 1 (ver [6]) temos as seguintes A%-6rbitas
(J]7 y27 xy)? (:I/" y2’ 0)7 (:'E7 xy’ 0)7 (""C7 0’ O)

Calculando C; para os 2-jatos acima vemos que o Unico cujo Cfy = 1 &

f(x,y) = (x,y%, xy).
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Segue do Lema 4.1.3 que j2¢(0) esta na mesma 6rbita que (x, 4%, ry), ou seja, existem
germes ¢ € Diff(C?) e ¢ € Diff(C?) tais que j%(¢ 0 g o 9)(0) = (z,9?, zy).
Como f é 2-A-determinado pelo Lema 4.1.2 temos que g é A-equivalente a f. [ |

Finalmente podemos demonstrar o Teorema 4.1.1.
Demonstragao: [4.1.1] Seja f : U — C3 um representante do germe f. Como f tem
coposto 1 na origem podemos supor, escolhendo U suficientemente pequeno se necessario,
que f tem coposto 1 em todo x € U.

Como o ideal Ry define o conjunto dos pontos onde f nao é imersao temos que
V(R;) =df '(3') onde df :U — J'2,3), df(x) = d.f.

Além disso, pelo Critério Geométrico de Determinacao Finita, Teorema 1.4.5, fora da
origem as tunicas singularidades de f sao as estaveis. Desta forma estas singularidades
podem ser cross-caps, pontos duplos ou pontos triplos. Os cross-caps e pontos triplos sao
isolados, logo podem ser evitados. E ainda como dim % < o0 estas singularidades nao
podem ser pontos duplos (temos uma curva de pontos duplos). Portanto escolhendo U,

se necessério suficientemente pequeno, temos df ~*(X!) = {0}.
Seja F': (C? x C?,0) — (C3,0), F(z,u) = f.(z), uma deformacio de f tal que

jLF . (C?xC40) — L(C%C?)
(z,u) = g (@)
¢ transversal a ©.!. O Teorema da Transversalidade de Thom (1.3.10) garante a existéncia
de tal deformacao.

Sejam V = (j1F)71(Z!) c C?** e 1 : C?**¢ — C? a projecao no espaco de parametros.
Como ! ¢ uma variedade diferencidvel de codimensao 2 em J*(2, 3), temos que codimV =
2 e conseqiientemente dim V' = d. Agora se tomarmos 7y := 7|y : V — C? pelo Teorema
da Conservagdo da Multiplicidade (2.3.5), temos que cada valor regular u de my tem
M, (0) pré-imagens em V. Mas para cada pré-imagem (z;,u), o germe de my em (z;,u) é
submersivel, e por [9, pig.49 Teo.2.2. (demonstragio)| temos que j'f, é transversal a X'
portanto cada ponto nao imersivel z; do germe f, é A-equivalente ao cross-cap (ver |10,
pag.179, 4.5)).

Aplicando o Lema 2.3.6 para (n,p) = (2,3) e W = X! temos que

O _ 0, 0
T MaOvo — JUfI(EY) Ry

Portanto temos a seguinte igualdade
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—OVO = dim @
W;MdOV70 € Rf

Seja f;, uma perturbacao estavel de f. O ponto nao imersivel de f "explode"em pontos

nao imersiveis xq,...,x, de f; (Teorema 2.3.5). Observemos que o germe de f; em x; é

equivalente ao cross-cap. Pelo Lema 4.1.4, temos que para cada z; a dimc %Tz = 1.

u

Portanto

~ .. Oq,, d . O
Zdlmc 2T Zmﬂv (x;) = Mg, (0) = dim¢ R_;

Calculemos entao o niimero de cross-caps que aparecem na imagem das seguinte per-

tubagoes estaveis.
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Exemplo 4.1.5. Para a singularidade S, k > 0, temos Ry = (y, z*!) assim

C{z,y}
<y, $k+1>

Para By, k> 1 temos R; = (y,2?) assim

Cy = dim¢ =dim¢e C{l,2,...,2"} =k +1

Clz.y} _
(y, 2?)

Para Hy, k> 1 temos Ry = (y?, z) assim

Cf = dim(c dim(c C{l,l‘} =2

C{z,y}
(¥2, 7)

Cf:dlm(c :d@mc C{l,y}ZQ

4.2 O invariante numérico u(D*(f)/Zs)

Seja f € M3Os 5 um germe de coposto 1, f(z,y) = (z,p(x,y),q(z,y)), temos

Z, — p\Z, Z, —q\7,

L(f) = <p( Y1) _p( v) 4@ y1) - q( y2)>
Y1 — Y2 Y=Y

onde seus geradores sao Zy-invariantes logo V (Ix(f)) = D?(f)/Zs.

Como D?(f) é uma intersecgao completa, entao D?(f)/Zy também é uma intersecgao

completa, assim podemos usar a Definigao 2.3.9 para calcular p(D?(f)/Zs).

Exemplo 4.2.1. Sejam o1 = y; + y2 € 09 = y1y» polindmios simétricos elementares.

Tomando o1, 0, como as coordenadas em C?, obtemos as equacoes do ideal que define

D*(f)/Zs.

i) f(z,y) = (z,y% v + 2*y)(Sk), portanto

L(f) = (g + 2,95 +y1y2 + 95 +25) = (01,00 = 0p + ") = (01,6 — )

assim

w(D*(f)/Zy) = 0
i) f(x,y) = (x,y2 2%y + y**1)(By), logo
L(f) = (o1, 2° + oF)

u(D*(f)/Zs) = dime % =k—-1
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i) f(2.9) = (2.5, 5™ + 2y)(Hy), portanto
L(f) = (o2, + ngk_2>

onde ¢ = constante, assim

W(D*(f)[Z2) =0

4.3 O invariante T}

Nesta se¢ao vamos obter formulas para calcular o ntimero 7'+ de pontos triplos presentes
na imagem de uma perturbagdo estavel de um germe f : (C?,0) — (C3,0).

Seja f(x,y) = (z, fu(z,y), ..., fp(z,y)) um germe em M, O, , de coposto 1 com z €
C ',y € C, n <p. Pela Defini¢io 3.2.1 temos em O,,_1,3 o ideal I3(f) gerado pelos
2(p —n+ 1) germes

1 [fl(x>y1)_fl(x7y2) . fl<x>y1)_fl(x>y3)]
Y2 — Y3 Y1 — Y2 Y1 —Ys

fl(xvyl) _ fl(x7y2)
Y1 — Yo

paral=mn,...,p.
No caso f : (C%,0) — (C3,0), f(x,y) = (z, folz,v), f3(x,y)), I3(f) é o ideal gerado

pelos seguintes germes

(@, y1) — folz,ys) 1 [fz(:v,y1) — (@, 2)  folw, 1) — fz(%’ays)]

Y1 — Y2 73/2—93 Y1 — Y2 Y1 — Y3
f3<x7y1)_f3(‘ruy2) 1 [f3(‘r7y1>_f3(x7y2) _ f3(x7y1)_f3(‘r7y3>]
Yr — Y2 73/2—93 Y1 — Y2 Y1 — Y3

Proposicao 4.3.1. Uma perturbagao estdvel do germe f € MsQy3 de coposto 1 tem o

sequinte numero de pontos triplos

1 .. O,
Tf = Edlm(c m

Demonstragao: Seja F' um desdobramento a d- parametros de f tal que I3(F') define

D?*(F) como uma variedade suave (segue do Teorema 3.2.3 que basta tomar F' estavel,
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por exemplo o desdobramento versal). Consideremos 7 : D*(F) — C? a projegao sobre o
espaco de parametros do desdobramento F. Observemos que D3(F) C C x C? x C%, além
disso, pelo Teorema (3.2.3) temos que I3(F) define D3(F) como uma intersecgao completa.
Como I3(F) ¢ gerado por 4 elementos segue da Definigao 2.3.7 que dim D?(F) = d. Agora
pelo Teorema da Conservacao Multiplicidade 2.3.5 temos que um valor regular de 7 tem

m,(0) pré imagens, onde

Ops(r),0
mr(0) = dimg ——=—
© C M,
Observemos que
@)
Ops(ro () Osa Oy

7T*Md B My B ]3(F) + My B I3(f)
Seja z € D3(F), z = (x,91,¥2,y3,u). Suponhamos que yi,ys,ys sao dois a dois

distintos, assim o germe de y; — y; ¢ invertivel em Q444 .. Portanto o ideal

I3(f)z = @z, y1) — p(x, y2),p(x, y1) — p(2, y3),9(x, y1) — q(2,92),q(7,91) — q(z,y3)) C O4z

onde f(x,y) = (IL‘,p(ZL‘,y),q(I,y)) ez= (xvylay%y?))'

Assim
Opsry:  Osayiyos)

oML (fx fx [)I(A)

Se z = (x,91, Y2, y3,u) & ponto regular de 7 entdo z ¢ ponto regular de D3(F), segue

de [12, pag.74] que a matriz jacobiana dos geradores de I3(F'), tem posto maximo 4.

Denotemos f,(z,y) = (z, pu(x,y), gu(z,y)). Temos que o determinante da matriz

coincide com o determinante da matriz

%(m, 1) — %(%m) ?)];; (,91) —g—];;(x,yz) 0 _
%(m, 1) — %(95793) ZZ? (2, 91) 0 _Z_Z(x’y?’)
%(x,yl) - %(%Z/z) %(xvyl) g—z;‘(w,yz) 0
Felwm) - Geew) g ’ e
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[ Opu 0q, Opu Jq, g, Opu T
o (z,y1) o0, (z,11) ayl(:ﬁ, Y1) Ee (z,11) ayl(lv Y1) o (z,11)
Opy 0qy Opu 0q, gy Opu
ax (x7y2)8y2(x7y2> ayQ (%92) 8I(J;7y2) ayQ(l‘7y2) ay2(x7y2) (41)
Opu 0qu Opu 0qu 0qy Opu
81’ (%?/3)8%(%93) ayg(xayi’)) 833' (w7y3) ayg(xvy?)) ay3(x7y3)

As linhas da matriz 4.1 sdo os vetores normais dos espagos tangentes H; a f,(U;), em

fulz, ), 1 =1,2,3, onde U; é uma vizinhanga de (x,y;), i = 1,2,3. Logo
codim(H; N Hy N H3) = codim Hy + codim Hjy + codim Hj

e portanto o trigerme f, em {(z,v1), (x,y2), (z,y3)} tem um ponto triplo ordinario.
O grupo 83 age em D3(F) permutando 41,42, y3 e 7 ¢ Sz-invariante. Seja zy € D3(F)

tal que seu grupo de isotropia tem mais que dois elementos. Entao
FixS; = {2 € D*(F)|0.2 = 2,Y0 € S3.,}

tem dimensao estritamente menor que d. Segue de [15, Lema 2.1| que zy nao é ponto
regular de 7. Portanto z = (x, 41,2, y3, u) é ponto regular de 7 se yi, Yo, y3 sao dois a
dois distintos.

Fixando u, seja M o conjunto dos pontos triplos ordinarios de f,,. Entao S3 age em

M e o ntimero de 6rbitas é T. Pelo Lema 1.2.2 temos que

1d1m(c04
Syl = | M| = - SETH
Ty = |srz’3 |‘ =5 L)

|
Usando a formula acima observamos que estes calculos sao extremamente complicados.

No entanto, temos o seguinte resultado.

Proposicao 4.3.2. Seja [ € M3yOq3 entao

Os

T = dimg —————
d © Fo(f.0,)

onde f.Oy é 0 Oy considerado como um Osz-mddulo pela composicao com f, e Fo(f.Os) €

seu sequndo ideal de Fitting.
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Demonstracao: ver [8, Teorema 4.3, pag.131]

Exemplo 4.3.3. Seja f(x,y) = (x,y3, 2y + y3* 1) (Hy). Vamos usar o algoritmo da
secao 2.4 para calcular Fo(f.(Os)). Tomemos 7 : C* — C? a projecao candnica entdo

flx,y) = (z,9%), f3(z,y) = 2y + y**~! e os geradores sao 1,y,y* assim das equacoes

2

gjf?) = Z(Ck; o .]?)gw ] = 07 172

i=0
A; =ajompara i # j
M=alom— X3
Obtemos
~-X; X¥ XX,

A= X1 —X3 XF
XX Xy

Pela Proposicgao 4.3.2

03 03

— = —dim =k—1
Fo(f.0) © X, X, XET)

Tf = dlm(c
onde F(f.(Oq)) € o ideal gerado pelos menores 1 x 1 da matriz A.

Para S), e By podemos escrever f(x,y) = (z,y?, yp(x,y?)) assim os geradores sio 1 e

y segue da Defini¢ao de Ideal de Fitting (2.4.1) que
f2(f*©2) - 03

e portanto Ty = 0

4.4 Os invariantes C;, Ty, u(D*(f)/Z2) e a A.~codimensao
de f

Nesta secao vamos relacionar os invariantes obtidos nas segoes anteriores com a A.-
codimensao de f.

De acordo com os resultados obtidos temos
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Singularidade | C Ty | W(D*(f)/Zs) | Ac-codimensao

S, E+1] 0 0 k
B, 2 0 k-1 k
H, 2 k-1 0 k

Verificamos entéo a relagao A.-codimf = C;+ T+ u(D?*(f)/Zs) — 1. Na verdade este

resultado vale mais geralmente.

Definigao 4.4.1. Seja (ay,...,a,) uma n-upla de inteiros positivos primos entre si. As-

sociada a (ay,...,a,) temos a sequinte a¢Go
Ar = (ANxy, . A "x,), VA€ Cex = (xq,...,2,) € C™.

f=(f1,---,fp), € quasi-homogénea do tipo (ay,...,a,) se

FO% AN m2,) = (A fi(2),. .. A" f,(2))

Teorema 4.4.2. Seja f € MOy 3 um germe de A.-codimensao finita e quasi-homogéneo

(i.e. é A-equivalente a um germe quasi-homogéneo). Entao
Ac-codimf = Cy + Ty + u(D*(f)/Z2) — 1

Demonstracao: ver [5]
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