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Resumo

Sejam f : (C2, 0) → (C3, 0) um germe de aplicação holomorfa de coposto 1 e ft uma

perturbação estável de f . Os pontos singulares de ft são cross-caps, pontos duplos ou

pontos triplos. O número de cross-caps e pontos triplos de ft e o número de Milnor

da curva de pontos duplos de ft são invariantes do germe f . Neste trabalho estudamos

fórmulas para obter estes invariantes e no caso dos germes quasi-homogêneos relacionamos

estes invariantes com a Ae-codimensão de f .



Abstract

Let f : (C2, 0) → (C3, 0) be a holomorphic map-germ with corank 1 and ft a stable

perturbation of f . The singular points of ft are either cross-caps, double points or triple

points. The number of cross-caps and the number of triple points of ft and the Milnor

number of the double points curve of ft are invariants of the germs f . In this work we

study formulas to get these invariants and in the case of quasi-homogeneous germs we

relate these invariants with the Ae-codimension of f .
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Introdução

Na teoria de singularidades de germes de aplicações holomorfas f : (Cn, 0) → (Cp, 0) o

primeiro invariante estudado foi o número de Milnor no caso p = 1. Este invariante pode

ser definido algebricamente por

µ = dimC
On

〈 ∂f
∂z1

, ∂f
∂z2

, . . . , ∂f
∂zn
〉

Sua finitude é uma condição necessária e suficiente para a determinação finita e, além

disso, ele aparece associado à geometria da singularidade em duas formas: como número

de pontos críticos de Morse em uma deformação estável e como o rank da homologia

média da fibra de Milnor de f .

No caso p > 1 não se encontra um invariante assim tão completo. Uma razão para isto

está no fato que, enquanto para funções aparece apenas um tipo de singularidade estável,

ou seja, a singularidade de Morse, para p > 1 a complexidade da classificação dos germes

e multigermes estáveis aumenta com n e p.

Quando um germe finitamente determinado não estável f : (C2, 0) → (C3, 0) é pertur-

bado de modo a se tornar estável, um certo número de cross-caps, Cf , e pontos triplos,

Tf , aparecem na imagem da perturbação estável. Estes números refletem a complexidade

do germe inicial e além disso são invariantes analíticos. A finitude destes invariantes é

uma condição necessária mas não suficiente para a determinação finita. Após o estudo

de algumas séries que aparecem na classificação dos germes (C2, 0) → (C3, 0) feita por D.

Mond em [5] foi observado em [4] que em germes finitamente determinados pode aparecer

uma curva de auto-intersecção transversal na imagem. Sendo assim nosso terceiro invari-

ante é o número de Milnor da curva de pontos duplos. A finitude destes três invariantes

é condição necessária e suficiente para a determinação finita (ver [4]).

Neste trabalho consideramos germes (C2, 0) → (C3, 0) de coposto 1 finitamente deter-

minados. Obtemos fórmulas para o cálculo destes invariantes e mostramos uma relação

entre eles e a Ae-codimensão.

i



Para tal desenvolvimento, no capítulo 1 apresentamos alguns tópicos de teoria de

singularidades tais como: germes de aplicações holomorfas, a álgebra On, o módulo On,p,

equivalência de germes segundo os grupos de Mather A e K, determinação finita para

germes, transversalidade, desdobramentos e singularidades de Thom-Boardman

No capítulo 2 estudamos subvariedades analíticas complexas. Definimos o anel OX,0,

módulo de Cohen-Macaulay, e intersecção completa com singularidade isolada. Além

disso, abordamos os ideais de Fitting e exibimos um algoritmo para calcular tais ideais

quando f é um germe de aplicação (Cn, 0) → (Cn+1, 0).

O objetivo do capítulo 3 é estudar o conjunto dos pontos em Cp com mais que k pré-

imagens e o ideal que o define, abordando pré-requisitos que serão usados no capítulo 4,

nosso principal objetivo.

O capítulo 4 constitui a parte principal desta dissertação. Nele, definimos os números

Cf , Tf e µ(D2(f)/Z2), encontramos fórmulas para calculá-los e mostramos que Cf ,

µ(D2(f)/Z2) e Tf são invariantes do germe f. Além disso, obtemos relações entre estes

invariantes e Ae-codimensão de f no caso de germes quasi-homogêneos.

ii



Capítulo 1

Teoria de Singularidades

Neste capítulo vamos abordar alguns tópicos de Teoria de Singularidades necessários para

o desenvolvimento deste trabalho. As principais referências são [9], [14] e [21].

1.1 Germes de aplicações holomorfas

Seja S = {x1, . . . xk} ⊂ Cn. Consideremos o conjunto das aplicações holomorfas definidas

numa vizinhança aberta de S em Cn com valores em Cp. Introduzimos neste conjunto

a seguinte relação de equivalência: dadas f : U → Cp e g : V → Cp em tal conjunto,

dizemos que f e g são equivalentes se existe uma vizinhança aberta W ⊂ U ∩ V de S tal

que f |W = g|W .

Definição 1.1.1. O multigerme de uma aplicação holomorfa f : U → Cp, onde U é

uma vizinhança aberta de S ⊂ Cn, é a classe de equivalência de f segundo a relação de

equivalência definida acima. Denotamos o multigerme de f por f : (Cn, S) → (Cp, y).

Se S = {x}, esta classe de equivalência é chamada de germe, x é chamado de fonte do

germe e y = f(x) é chamado de meta do germe.

Dados f : (Cn, x) → (Cp, y) e g : (Cp, y) → (Cq, z) podemos obter o germe

f ◦ g : (Cn, x) → (Cq, z) tomando representantes convenientes de f e g, digamos f̂ e

ĝ, de forma que ĝ ◦ f̂ esteja bem definida. O germe g ◦ f é o germe de ĝ ◦ f̂ .

A derivada de f : (Cn, x) → (Cp, y) em x é a derivada em x de qualquer representante

de f . Notemos que esta definição independe da escolha do representante.

Dizemos que f : (Cn, x) → (Cp, y) é um germe de difeomorfismo se um de seus

representantes, e portanto todos, é um difeomorfismo local em x.

Teorema 1.1.2. (Teorema da Função Inversa) O germe f : (Cn, x) → (Cp, y) é um

germe de difeomorfismo se, e somente se, sua derivada dxf : Cn → Cp é um isomorfismo.
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Definição 1.1.3. O posto de um germe f : (Cn, x) → (Cp, y) é o posto da matriz de dxf

e é denotado por posto f . O coposto de f , o qual denotamos por coposto f , é definido

como sendo min{n, p} − postof .

Consideremos o germe f : (Cn, x) → (Cp, y). Dizemos que f é germe de imersão se o

posto de f é igual a n, e germe de submersão se o posto de f é p. O germe f é singular

ou uma singularidade se não é submersão e nem imersão, ou seja, postof < min{n, p}. O
germe f é um germe de difeomorfismo se é germe de imersão e germe de submersão.

O conjunto dos germes (Cn, 0) → (Cp, y) é denotado por On,p. Quando p = 1, de-

notamos por On. O conjunto dos germes de difeomorfismos de On,n é um grupo com a

operação de composição e é denotado por Diff(Cn) ou Dn.

Temos que On é um espaço vetorial complexo e possui estrutura de anel local. O ideal

maximal de On é Mn = {g ∈ On | g(0) = 0}. Portanto, On é uma C-álgebra.
Notemos queOn,p é umOn-módulo livre. De fato, se f ∈ On,p então f = (f1, f2, . . . , fp),

onde fi ∈ On para i = 1, 2, . . . , p. Logo On,p ' On ⊕ · · · ⊕ On (p cópias).

Temos o seguinte monomorfismo de C- álgebras

ϕ : On → C[[X1, X2, . . . , Xn]]

f 7−→ f̂

onde f̂ é a expansão em série de Taylor de f em torno de 0. Segue do Lema de Borel

(ver [9]) que a aplicação ϕ é um isomorfismo.

Denotamos por Jk(n, p) o espaço vetorial complexo constituído das aplicações

f : Cn → Cp onde cada uma das componentes f1, f2, . . . , fp é um polinômio de grau

menor ou igual a k em x1, x2, . . . , xn com termo constante nulo. Os elementos de Jk(n, p)

são chamados de k-jatos.

Sejam f : U ⊂ Cn → Cp uma aplicação holomorfa, onde U é um aberto de Cn e a ∈ U .

A expansão em série de potências de f(x + a) em torno de 0 é dada por

f(a) + daf.x +
1

2!
d2

af.x2 + · · ·

Definição 1.1.4. Sejam f ∈ On,p e k ∈ Z, k ≥ 1. O k-jato de f em a, denotado por

jkf(a), é definido por

daf.x +
1

2!
d2

af.x2 + · · ·+ 1

k!
dk

af.xk

isto é, jkf(a) é a expansão em série de potências de f(x + a) − f(a) em torno de 0

truncada no termo de grau k, onde f é um representante do germe.
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Seja f : U → Cp holomorfa, definimos a aplicação

jkf : U → Jk(n, p)
a 7→ jkf(a)

1.2 Equivalências de germes

Nesta seção as principais referências são [21], [9] e [2].

Definição 1.2.1. Sejam G um grupo e M um conjunto. Uma ação de G em M é uma

aplicação ϕ : G×M → M , denotada por ϕ(g, x) = g.x satisfazendo as seguintes relações

i) 1.x = x ∀x ∈ M , onde 1 é o elemento neutro de G,

ii) (gh).x = g.(h.x) ∀g, h ∈ G, x ∈ M .

Uma ação induz uma relação de equivalência em M da seguinte forma: dados x, y ∈ M ,

dizemos que x é equivalente a y se existe g ∈ G tal que y = g.x. A classe de equivalência

de x ∈ M segundo esta relação de equivalência é chamada de órbita de x e é denotada

por

G.x = {g.x | g ∈ G}
Para todo x ∈ M , definimos o subgrupo estabilizador de x, também chamado de grupo

de isotropia, como sendo o conjunto de todos os elementos em G que fixam x, denotado

por

Gx = {g ∈ G|g.x = x}
Uma aplicação f : M → M é G-invariante se f(g.x) = f(x), ∀x ∈ M, ∀g ∈ G. Uma

aplicação f : M → M é G-equivariante se f(g.x) = g.f(x), ∀x ∈ M, ∀g ∈ G.

Lema 1.2.2. (Lema de Burnside) Seja G um grupo finito agindo sobre um conjunto

finito M . Então o número k de órbitas em M sob a ação de G é dado por

k =
1

|G|
∑
x∈M

|Gx|,

onde | . | denota a cardinalidade do grupo.

Demonstração: Seja S = {(g, x) ∈ G ×M |g.x = x}. Para cada x ∈ M fixo, |Gx| é o

número de pares (g, x) ∈ S. Assim

|S| =
∑
x∈M

|Gx|.
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Por [2, Teorema 4.7, pag.108] temos que

|G.x| = |G|/|Gx|.

Assim ∑
x∈M

|Gx| = |G|
∑
x∈M

1

|G.x|

= |G|
∑
a∈C

∑
x∈G.a

1

|G.x|

onde C é um subconjunto de M contendo exatamente um elemento de cada órbita.

Agora |G.x| = |G.a| para todo x ∈ G.a e
∑

x∈G.a

1

|G.x| = 1. Portanto

∑
x∈M

|Gx| = |G|.k

Definição 1.2.3. Um grupo de Lie G é um grupo que é uma variedade diferenciável e as

aplicações
G×G −→ G G −→ G
(x, y) 7−→ xy x 7−→ x−1

são de classe C∞.

Definição 1.2.4. Uma ação de um grupo de Lie G numa variedade diferenciável Mé uma

ação ϕ : G×M → M que é de classe C∞.

Em geral as órbitas da ação de um grupo de Lie numa variedade não são subvariedades,

a menos que a ação seja algébrica (ver [9][Apêndice]). No entanto, se supusermos que as

órbitas são subvariedades, o resultado seguinte descreve o espaço tangente a uma órbita.

Proposição 1.2.5. Seja ϕ : G × M → M uma ação de um grupo de Lie G numa va-

riedade M . Suponhamos que as órbitas em M segundo esta ação sejam subvariedades de

M . Então, para todo x ∈ M , a aplicação ϕx : G → G.x, dada por ϕx(g) = g.x, é uma

submersão.

Demonstração: Dado x ∈ M , mostremos primeiramente que a aplicação ϕx tem o

mesmo posto em todo elemento de G. Para isto, basta mostrar que o posto de ϕx em

qualquer h ∈ G coincide com o posto de ϕx no elemento neutro 1 de G. Seja θ : G → G
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o difeomorfismo dado por θ(g) = hg e ψ : M → M o difeomorfismo dado por ψ(y) = h.y.

Consideremos o diagrama

G
ϕx //

θ
²²

G.x

ψ
²²

G ϕx
// G.x

Da definição de ação, este diagrama é comutativo. Aplicando a regra da cadeia obte-

mos o diagrama comutativo

T1G
d1ϕx //

d1θ
²²

TxG.x

dxψ
²²

ThG dhϕx

// TxG.x

Como θ e ψ são difeomorfismos, d1θ e dxψ são isomorfismos e, portanto,

dim d1ϕx(T1G) = dim dhϕx(ThG)

Logo o posto de ϕx em h é igual ao posto de ϕx em 1. Basta mostrar agora que ϕx é

submersão em algum ponto de G, mas isto segue do Teorema de Sard (ver 1.3.7).

Definição 1.2.6. Dois germes f1 : (Cn, x1) → (Cp, y1) e f2 : (Cn, x2) → (Cp, y2)

são A-equivalentes, e denotamos por f1 ∼A f2, se existem germes de difeomorfismos

φ : (Cn, x1) → (Cn, x2) e ψ : (Cp, y1) → (Cp, y2) para os quais o diagrama

(Cn, x1)
f1 //

φ
²²

(Cp, y1)

ψ
²²

(Cn, x2) f2

// (Cp, y2)

é comutativo, ou seja, f2 = ψ ◦ f1 ◦ φ−1.

Como consequência da Definição 1.2.6, temos que todo germe (Cn, x) → (Cp, y) é

A-equivalente a algum germe (Cn, 0) → Cp. Sendo assim, vamos considerar f ∈ On,p.

A A-equivalência em On,p provém de uma ação. De fato, consideremos o grupo

A = Diff(Cn)× Diff(Cp). Este grupo age em On,p da seguinte forma

A×On,p → On,p

((φ, ψ), f) 7−→ ψ ◦ f ◦ φ−1

Logo, dois germes f, g ∈ On,p são A-equivalentes se, e somente se, estão na mesma órbita

segundo a ação acima.

No que segue vamos definir uma relação de equivalência entre k-jatos de maneira

análoga à definida para germes.
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Definição 1.2.7. Dois k-jatos f, g ∈ Jk(n, p) são equivalentes se existem φ ∈ Diff(Cn) e

ψ ∈ Diff(Cp) tais que jk(ψ ◦ f ◦ φ−1)(0) = jkg(0).

A relação de equivalência definida acima provém de uma ação de um grupo de Lie na

variedade Jk(n, p). De fato, consideremos o conjunto dos k-jatos de elementos de Diff(Cn).

Este conjunto é um grupo com a seguinte operação

jkh1(0) ∗ jkh2(0) = jk(h1 ◦ h2)(0)

Denotamos este grupo por Dk
n. Este grupo é um conjunto aberto no espaço vetorial

Jk(n, n). Portanto, é uma variedade diferenciável e o seu espaço tangente em qualquer

ponto é Jk(n, n). Logo, Dk
n é um grupo de Lie. Segue que Ak = Dk

n ×Dk
p , que é o grupo

dos k-jatos de elementos de A, é um grupo de Lie, pois o produto cartesiano de grupos

de Lie é um grupo de Lie. O grupo Ak age em Jk(n, p) da forma

ϕ : Ak × Jk(n, p) → Jk(n, p)
(jkφ(0), jkψ(0), f) 7−→ jk(ψ ◦ f ◦ φ−1)(0)

O espaço tangente à órbita de f ∈ Jk(n, p) segundo a ação do grupo Ak é denotado

por TAk.f . Pela Proposição 1.2.5 temos que TAk.f é a imagem da derivada da aplicação

ϕf em I = (In, Ip), onde In e Ip são as identidades em Cn e Cp respectivamente. Assim

é possível mostrar que o espaço tangente à órbita de f em Jk(n, p) segundo a ação do

grupo Ak é

TAk.f = {jk(
n∑

i=1

∂f

∂xi

gi)(0) | g = (g1, . . . , gn) ∈ Jk(n, n)}+ {jk(h ◦ f)(0) h ∈ Jk(p, p)}

Consideremos a órbita de um germe segundo a ação do grupo A. Este grupo não é de

Lie e as órbitas não são subvariedades. Motivados pelo caso dos jatos definimos:

Definição 1.2.8. Seja f ∈ On,p. O espaço tangente à órbita de f segundo a ação do

grupo A é

TA.f = {
n∑

i=1

∂f

∂xi

gi | g = (g1, . . . , gn) ∈MnOn,n}+ {h ◦ f | h ∈MpOp,p}

O espaço tangente estendido é

TAe.f = {
n∑

i=1

∂f

∂xi

gi | g = (g1, . . . , gn) ∈ On,n}+ {h ◦ f h ∈ Op,p}

Definimos a A-codimensão de f como sendo a dimensão de
MnOn,p

TA.f
como espaço

vetorial sobre C, ou seja, dimC
MnOn,p

TA.f
e a Ae-codimensão de f como dimC

On,p

TAe.f
.
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Lema 1.2.9. Seja f ∈MnOn,p, n ≤ p. Se o coposto de f é 1 então f é A-equivalente a

(x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xn−1, gn(x1, . . . , xn), . . . , gp(x1, . . . , xn))

onde gk(0, . . . , 0, xn) ∈M2
1, k = n, . . . , p.

Demonstração: Neste caso, pela definição de coposto, temos que postof = n − 1.

Portanto se

f(x1, . . . , xn) = (f1(x1, . . . , xn), . . . , fn(x1, . . . , xn), . . . , fp(x1, . . . , xn))

ao menos um dos determinantes dos menores (n− 1)× (n− 1) da matriz de d0f deve ser

não nulo. Podemos supor, a menos de mudança de coordenadas, que este seja formado

pelas n− 1 primeiras linhas e as n− 1 primeiras colunas da matriz de d0f .

Seja h(x1, . . . , xn) = (f1(x1, . . . , xn), . . . , fn−1(x1, . . . , xn), xn). Temos que

det




∂f1

∂x1

(0) · · · ∂f1

∂xn

(0)

... . . . ...
∂fn−1

∂x1

(0) · · · ∂fn−1

∂xn

(0)

0 · · · 0 1




6= 0

Logo h é germe de difeomorfismo e

f ◦ h−1(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn−1, gn(x1, . . . , xn), . . . , gp(x1, . . . , xn)).

Além disso, gi(0, . . . , 0, x
n) = fi◦h−1(0, . . . , 0, xn) ∈M2

1, i = n, . . . , p, pois caso contrário

não teríamos copostof = 1.

Definição 1.2.10. Definimos A1 como o subgrupo de A cujos elementos têm o 1-jato

igual à identidade.

Definição 1.2.11. Dois germes f1 : (Cn, 0) → (Cp, 0) e f2 : (Cn, 0) → (Cp, 0) são

K-equivalentes se existem germes de difeomorfismos h : (Cn, 0) → (Cn, 0) e

H : (Cn × Cp, (0, 0)) → (Cn × Cp, (0, 0)) para os quais o diagrama

(Cn, 0)
i1 //

h
²²

(Cn × Cp, (0, 0))
π1 //

H
²²

(Cn, 0)

h
²²

(Cn, 0)
i2

// (Cn × Cp, (0, 0))
π2 // (Cn, 0)

é comutativo, onde ik é o germe em 0 da inclusão Cn → Cn × Cp dada por x 7−→ (x, 0)

e πk é o germe em (0, 0) da projeção Cn × Cp → Cn dada por (x, y) 7−→ x, k = 1, 2, e

H ◦ (In, f1) = (In, f2) ◦ h onde In é a aplicação identidade.
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O grupo K é constituído dos pares (h,H) como na Definição 1.2.11. O difeomorfismo

H é da forma H(x, y) = (h(x), θ(x, y)), com θ(x, 0) = 0.

Definição 1.2.12. Seja f ∈ On,p. O espaço tangente à órbita de f segundo a ação do

grupo K é

TK.f = {
n∑

i=1

∂f

∂xi

gi | g = (g1, . . . , gn) ∈MnOn,n}+Op{(0, . . . , 0, fi, 0, . . . , 0), i = 1, . . . , p}

O espaço tangente estendido é

TKe.f = {
n∑

i=1

∂f

∂xi

gi | g = (g1, . . . , gn) ∈ On,n}+Op{(0, . . . , 0, fi, 0, . . . , 0), i = 1, . . . , p}

Observação 1.2.13. Se dois germes f1 : (Cn, 0) → (Cp, 0) e f2 : (Cn, 0) → (Cp, 0) são A-

equivalentes, então também são K-equivalentes. De fato, suponhamos que existam germes

de difeomorfismos φ : (Cn, 0) → (Cn, 0) e ψ : (Cp, 0) → (Cp, 0) tais que

f2 ◦ φ = ψ ◦ f1

Consideremos H : (Cn × Cp, (0, 0)) → (Cn × Cp, (0, 0)) dado por H(x, y) = (φ(x), ψ(y)).

Segue que

H ◦ (In, f1)(x) = (φ(x), ψ ◦ f1(x)) = (φ(x), f2 ◦ φ(x)) = (In, f2) ◦ φ(x)

Portanto f1 e f2 são K-equivalentes. No entanto, dois germes K-equivalentes não são

necessariamente A-equivalentes.

Descrevemos a seguir os espaços tangentes das Definições 1.2.8 e 1.2.12 usando a

linguagem de campos de vetores.

Definição 1.2.14. Sejam U um subconjunto aberto de Cn e f : U → Cp uma aplicação

holomorfa. A aplicação tangente, denotada por Tf , é definida por

Tf : TCn −→ TCp

(x, v) 7−→ (f(x), dxf(v))

onde TCk é o conjunto {(x, v) v ∈ TxCk} denominado fibrado tangente a Ck, k = n, p.

Denotamos por πn a projeção do fibrado tangente a Cn sobre Cn

πn : TCn −→ Cn

(x, v) 7−→ x



1.2 Equivalências de germes 9

Definição 1.2.15. Sejam U um subconjunto aberto de Cn e f : U → Cp uma aplicação

holomorfa. Um campo de vetores ao longo de f é uma aplicação holomorfa ω : U → TCp

que satisfaz πp ◦ω = f , ou seja, para cada x ∈ U , ω(x) = (f(x), v), onde v é um vetor de

Tf(x)Cp. Em outras palavras, o diagrama abaixo é comutativo

TCn

πn

²²

Tf // TCp

πp

²²
Cn

f
//

ω
;;vvvvvvvvv
Cp

Dado f ∈ On,p, denotamos por θ(f) o conjunto dos germes em 0 dos campos de vetores

ao longo de um representante de f .

Se In é a identidade em Cn, denotamos por θ(n) o conjunto θ(In). Notemos que existe

uma identificação natural de TCn com Cn × Cn e de θ(f) com On,p.

Os seguintes diagramas são comutativos

TCn
TIn //

²²

TCn

πn

²²

Tf // TCp

πp

²²
Cn

ξ
;;vvvvvvvvv In // Cn

f //

ω
;;vvvvvvvvv
Cp

Se ξ(x) = (x, ξ(x)) então

Tf ◦ ξ(x) = Tf (x, ξ(x)) = (f(x), dxf(ξ(x)))

onde ξ ∈ θ(n) e Tf ◦ ξ ∈ θ(f).

Definimos então
tf : θ(n) −→ θ(f)

ξ 7−→ Tf ◦ ξ

Temos que θ(n) e θ(f) são On-módulos, tf é um homomorfismo de On-módulos e os

seguintes subconjuntos de θ(f) são submódulos.

{
n∑

i=1

∂f

∂xi

gi | g = (g1, . . . , gn) ∈MnOn,n} = tf(Mnθ(n))

{
n∑

i=1

∂f

∂xi

gi | g = (g1, . . . , gn) ∈ On,n} = tf(θ(n))

Um germe f ∈ On,p induz o homomorfismo de álgebras

f ∗ : Op −→ On

h 7−→ h ◦ f
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Dado M um On-módulo, podemos definir em M uma estrutura de Op-módulo via f ∗.

Assim, θ(f), tf(Mnθ(n)) e tf(θ(n)) possuem estrutura de Op-módulo via f ∗. Definimos

o homomorfismo de Op-módulos (via f ∗)

ωf : θ(p) −→ θ(f)
η 7−→ η ◦ f

Assim,

{h ◦ f | h ∈MpOp,p} = {ωf(h) | h ∈Mpθ(p)} = ωf(Mpθ(p))

{h ◦ f | h ∈ Op,p} = {ωf(h) | h ∈ θ(p)} = ωf(θ(p))

Os subconjuntos acima são Op-submódulos de θ(f). Além disso,

TA.f = tf(Mnθ(n)) + ωf(Mpθ(p))

TAe.f = tf(θ(n)) + ωf(θ(p))

Notemos que TA.f não é um On-submódulo mas um Op-submódulo via f ∗.

Além disso,

TK.f = tf(Mnθ(n)) + f ∗Mpθ(f)

TKe.f = tf(θ(n)) + f ∗Mpθ(f)

Definição 1.2.16. Seja f ∈ On,p. Dizemos que f é estável se para cada ω ∈ θ(f) existem

ξ ∈ θ(n) e η ∈ θ(p) tais que

ω = tf(ξ) + ωf(η)

ou seja, f é estável se TAe.f = θ(f).

1.3 Transversalidade

As principais referências são [14] e [9]

Definição 1.3.1. Dizemos que duas subvariedades N1 e N2 de uma variedade diferenciável

N se interceptam transversalmente em x ∈ N1∩N2 quando TxN1 +TxN2 = TxN . Quando

N1 e N2 se interceptam transversalmente em todo x ∈ N1 ∩N2 dizemos que N1 e N2 são

transversais.

Definição 1.3.2. Sejam f : N → P uma aplicação diferenciável entre variedades. Seja

Q ⊂ P uma subvariedade. Dizemos que f é transversal a Q quando

i) f(x) /∈ Q, ou
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ii) ∀x ∈ N com y = f(x) ∈ Q tem-se que

dxf(TxN) + TyQ = TyP. (1.1)

Observação 1.3.3.

1. Se f é uma submersão então dxf(TxN) = TyP . Concluímos, que uma submersão

f : N → P é transversal à toda subvariedade Q ⊆ P .

2. Se a equação (1.1) é verdadeira para algum x então codim Q ≤ dim N . Assim se

codim Q > dim N , a transversalidade de f : N → P a Q é equivalente à imagem

de f ser disjunta de Q.

Definição 1.3.4. Seja y ∈ P . Se f é transversal a {y} então y é chamado de valor

regular de f . Um ponto x ∈ N tal que f(x) não é regular é um ponto crítico de f e f(x) é

um valor crítico. A condição para que x seja ponto crítico é que dxf não seja sobrejetiva,

isto é, posto dxf < p.

Teorema 1.3.5. Sejam f : N → P uma aplicação diferenciável e Q uma subvariedade

de P com f transversal a Q. Então f−1(Q) é uma subvariedade de N com a mesma

codimensão de Q, ou é vazia. Além disso, para qualquer x ∈ N com y = f(x) ∈ Q,

Txf
−1Q = dxf

−1(TyQ).

Em On,p definimos uma topologia através de um sistema fundamental de vizinhanças.

Esta topologia é denominada Topologia de Whitney.

Definição 1.3.6. Seja f ∈ On,p. Dados ε > 0, R ∈ R, R > 0 e k ∈ N associamos a f

uma vizinhança fundamental em On,p constituída dos germes g ∈ On,p tais que

∀x ∈ Cn com |x| ≤ R, ‖jkf(x)− jkg(x)‖ < ε,

onde ‖ ‖ é uma norma fixada no espaço dos jatos Jk(n, p).

Teorema 1.3.7. (Teorema de Sard) Seja fi : Ni → P uma família de aplicações

diferenciáveis. A intersecção dos conjuntos dos valores regulares de todas as fi é denso

em P .

Lema 1.3.8. Seja F : N × S → P, F (x, s) = fs(x), uma família de aplicações diferen-

ciáveis transversal a subvariedades Q1, . . . , Qt de P . Então existe um conjunto denso de

parâmetros s ∈ S para os quais fs é transversal a Q1, . . . , Qt.
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Como conseqüência do Teorema de Sard, temos os seguintes resultados

Teorema 1.3.9. O conjunto dos germes de aplicações transversais a subvariedades Q1, . . . , Qt

de Cp é denso em On,p.

Teorema 1.3.10. (Teorema da Transversalidade de Thom) Sejam Q1, . . . , Qt sub-

variedades diferenciáveis de Jk(n, p). O conjunto dos germes f ∈ On,p tais que

jkf : U → Jk(n, p) é transversal a Q1, . . . , Qt é denso em On,p.

Observação 1.3.11. A transversalidade é invariante por A-equivalência. De fato, sejam

f1 e f2 germes A-equivalentes, φ ∈ Diff(Cn) e ψ ∈ Diff(Cp) tais que ψ ◦ f1 ◦ φ−1 = f2.

Suponhamos que Q1 e Q2 são subvariedades de P1 e P2, respectivamente, com ψ(Q1) = Q2,

então f1 é transversal à Q1 se, e somente se, f2 é transversal a Q2.

1.4 Determinação finita e desdobramentos

Nesta seção a principal referência é [21].

Definição 1.4.1. Seja G = A, A1 ou K. Dizemos que um germe f ∈ On,p é

k-G-determinado, para algum k ∈ N, se para todo g ∈ On,p tal que jkg(0) = jkf(0)

temos que g é G-equivalente a f . Dizemos que f é finitamente determinado se f é

k-G-determinado para algum k ∈ N.

Se f ∈ On,p é k-G-determinado então f é G-equivalente ao seu k-jato jkf(0). No

entanto a recíproca não é verdadeira.

Teorema 1.4.2. Se f ∈ On,p satisfaz

Ml
nθ(f) ⊂ TKf

Mr+1
n θ(f) ⊂ TA1f +Ml+r+1

n θ(f)

então f é r-A1-determinado.

Teorema 1.4.3. Se existe um On-módulo D tal que

i) Ms
nθ(f) ⊂ tf(Mnθ(n)) + f ∗MpD +Ms+1

n θ(f)

ii) D ⊂ tf(θ(n)) + wf(θ(p)) +Ms
nθ(f)

então f é s-A-determinado.
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Teorema 1.4.4. Seja f ∈ On,p um germe r-A-determinado. Então Mr+1
n ⊂ TAf

Teorema 1.4.5. (Critério Geométrico de Determinação Finita) Seja f ∈MnOn,p

finitamente K-determinado. Então f é finitamente A-determinado se, e somente se, para

cada representante de f , denotado também por f , existe uma vizinhança U de 0 em Cn e

V de 0 em Cp, tal que, se y ∈ V − {0},

f−1(y) ∩ Σf ∩ U = {x1, . . . , xr},

e o multigerme de f em {x1, . . . , xr} é estável, onde Σf é o conjunto dos pontos críticos

de f .

Definição 1.4.6. Seja f0 ∈ MnOn,p. Um desdobramento a s-parâmetros de f0 é um

germe
F : (Cs × Cn, 0) −→ (Cs × Cp, 0)

(u, x) 7−→ (u, f(u, x))

satisfazendo f(0, x) = f0(x). O germe f : (Cs×Cn, 0) → (Cp, 0) é chamado de deformação

de f0.

Dois desdobramentos F,G : (Cs×Cn, 0) → (Cs×Cp, 0) de f0 são isomorfos se existem

φ ∈ Diff(Cs × Cn) e ψ ∈ Diff(Cs × Cp) desdobramentos a s-parâmetros dos germes das

identidades em Cn e Cp respectivamente, tais que G = ψ ◦ F ◦ φ−1.

Sejam F um desdobramento a s-parâmetros de f0 ∈MnOn,p e h : (Ct, 0) → (Cs, 0) um

germe. O pull-back de F por h, denotado por h∗F , é definido como sendo o desdobramento

de f0 a t-parâmetros dado por

h∗F : (Ct × Cn, 0) −→ (Ct × Cp, 0)
(v, x) 7−→ (v, f(h(v), x))

Se G é desdobramento a t-parâmetros de f0, dizemos que G é induzido de F se existe

um germe h : (Ct, 0) −→ (Cs, 0) tal que G é isomorfo a h∗F . Em particular, se

h : (Cs, 0) → (Cs, 0) é um germe de difeomorfismo, dizemos que F e G são equivalentes.

Dizemos que F é um desdobramento versal de f0 se todos os desdobramentos de f0

são induzidos de F . Quando F é versal com um número mínimo de parâmetros dizemos

que F é miniversal.

O desdobramento F é trivial se é isomorfo ao desdobramento constante

G : (Cs × Cn, 0) → (Cs × Cp, 0), G(u, x) = (u, f0(x)).

Definição 1.4.7. Seja f0 ∈ MnOn,p um germe de Ae-codimensão finita. Chamamos de

perturbação estável (ou estabilização) de f0 uma deformação a um parâmetro f de f0 que
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tem um representante (que ainda será denotado por f) definido em U , uma vizinhança

de 0, tal que para todo t 6= 0 e suficientemente pequeno, o germe de ft é estável, onde

ft(x) = f(t, x).

Em [19] J. Damon e D. Mond mostram que quando n = 2 e p = 3 sempre existe uma

perturbação estável

1.5 Singularidades de Thom-Boardman

Definição 1.5.1. Seja f : U → Cp uma aplicação holomorfa. O conjunto singular de f ,

denotado por Σf , é o conjunto de todos os seus pontos singulares. A imagem de Σf por f

é chamada de discriminante. Para cada i = 1, . . . , min{n, p}, o conjunto de singularidades

de primeira ordem Σif é definido como

Σif = {x ∈ U | dim ker dxf = i}

Lembremos que o posto de f é menor ou igual a min{n, p} assim os conjuntos singulares

particionam o domínio, que neste caso está contido em Cn, em um número finito de

conjuntos nos quais f tem posto constante. Seria conveniente que estes conjuntos fossem

variedades mas nem sempre isto é verdade. Em 1.5.5 abordaremos condições para que

isto ocorra.

Lema 1.5.2. Seja

E =

(
A B
C D

)

uma matriz p× n e A uma matriz k× k invertível. Então E tem posto k se, e somente

se, D = CA−1B.

Demonstração: Observemos que para qualquer matriz X(n−k)×k, a matriz E tem o

mesmo posto de

E ′ =
(

Ik 0
X Ip−k

)(
A B
C D

)
=

(
A B

XA + C XB + D

)

Assim, podemos escolher X tal que XA + C = 0, ou seja, X = −CA−1. Então
(

A B
0 −CA−1B + D

)
= E ′

Como A tem posto k, segue imediatamente que posto E = posto E ′ = k se, e somente

se, D = CA−1B.
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Definição 1.5.3. Em J1(n, p) definimos o seguinte conjunto

Σi = {j1f(x) ∈ J1(n, p)| dim ker j1f(x) = i}

Teorema 1.5.4. O conjunto Σi é uma subvariedade diferenciável de J1(n, p) de codimen-

são i(p− n + i).

Demonstração: Escolha k tal que i + k = n. Seja E0 a matriz de um jato em Σi. A

menos de mudança linear de coordenadas, podemos supor que

E0 =

(
A0 B0

C0 D0

)

com A0 uma matriz k × k invertível e D0 = C0A
−1
0 B0.

Definimos uma vizinhança aberta U de E0, com a propriedade que cada matriz E ∈ U

é da forma

E =

(
A B
C D

)

com Ak×k invertível.

Consideremos a seguinte aplicação

F : U → J1(n− k, p− k)
E 7→ D − CA−1B

Notemos que F é uma submersão. De fato, se fixarmos A,B e C, F será uma função

afim de D, denotemos esta nova função por F̃ , então dDF̃ logo dF será sobrejetora.

Portanto F−1(0) é uma subvariedade de codimensão (n − k)(p − k) = i(p − k) =

i(p− (n− i)) = i(p− n + i), mas pelo Lema 1.5.2, F−1(0) = U ∩ Σi

O resultado a seguir é conseqüência imediata dos Teoremas 1.3.5, 1.3.10 e 1.5.4.

Teorema 1.5.5. Existe um subconjunto denso de germes f ∈ On,p para os quais j1f

é transversal a todos os conjuntos Σi. Além disso Σif é uma variedade de codimensão

i(p− n + i).

Observação 1.5.6. Estudemos a condição de j1f ser transversal a Σi para uma função

f : Cn → C. Temos que Σi ⊂ J1(n, 1) e j1f : Cn → J1(n, 1) , assim j1f é transversal a

Σi se

dx(j
1f)(Cn) + Tj1f(x)Σ

i = J1(n, 1), ∀x ∈ Cn tal que j1f(x) ∈ Σi (1.2)
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Identificamos J1(n, 1) a Cn através do isomorfismo que associa a cada aplicação linear

de Cn em C sua matriz relativa à base canônica. Observamos que em J1(n, 1) existem

apenas os conjuntos Σn−1 e Σn de codimensão 0 e n, respectivamente. Portanto, Σn−1 é

um conjunto aberto, qualquer j1f é transversal a ele e Σnf é definido pelas n condições

∂f

∂x1

(x) = 0, . . . ,
∂f

∂xn

(x) = 0,

que é, exatamente, o conjunto dos pontos críticos de f .

Notemos que a matriz jacobiana de j1f é precisamente a matriz hessiana H(f) de f e

a imagem da derivada de j1f é um subespaço de Cn gerado por suas colunas. Além disso,

Σnf = (j1f)−1(Σn) então j1f(Σnf) ⊂ Σn = {0}

ou seja, Σn é a origem em Cn.

Considerando que (1.2) é válida, obtemos que as colunas de H(f) geram Cn, isto é,

H(f) é não singular.

Definição 1.5.7. Um ponto crítico de um germe f ∈ On,p tal que a matriz hessiana é

não singular é chamado não degenerado.

Portanto, concluímos que a condição para j1f ser transversal a Σi é que todo ponto

crítico seja não degenerado.

Observação 1.5.8. Consideremos f ∈ MnOn,p tal que j1f é transversal a Σi no caso

especial quando p ≥ 2n. Neste caso codimΣif = i(p− n + i) ≥ i(n + i) > n, i 6= 0. Logo

Σif = ∅ para i > 0, conseqüentemente, f é uma imersão

Dado um germe f ∈ On,p tal que Σif 6= ∅, para algum i, se Σif é uma subvar-

iedade podemos considerar os conjuntos de singularidades de segunda ordem Σi,jf =

Σj(f |Σif ) e este processo pode ser continuado indutivamente, ou seja, se estes conjun-

tos são subvariedades, consideremos os conjuntos de singularidades de terceira ordem

Σi,j,kf = Σk(f |Σi,jf ). Estes conjuntos, denotados por Σi1,...,ikf são chamados conjuntos de

singularidades de k-ésima ordem de f .

Definição 1.5.9. Definimos Σi1,i2,...,ik como o seguinte subconjunto de Jk(n, p)

Σi1,i2,...,ik = {jkf(x) ∈ Jk(n, p)|x ∈ Σi1,i2,...,ikf}.



Capítulo 2

Subvariedades Analíticas

Neste capítulo estudamos subvariedades analíticas complexas, o anel OX,0 e intersecção

completa com singularidade isolada. Além disso, abordamos os ideais de fitting e exibimos

um algoritmo para calcular tais ideais quando f é um germe de aplicação (Cn, 0) →
(Cn+1, 0).

2.1 Álgebra comutativa

Nesta seção abordamos alguns resultados básicos de Álgebra Comutativa. Tais resultados

e suas demonstrações encontram-se em [1],[11], [12] e [18]. Assumimos nesta seção que R

é um anel comutativo.

Definição 2.1.1. Seja I um ideal de R.

1. O conjunto de todos os elementos x ∈ R tais que alguma potência de x está em I é

um ideal de R chamado de ideal radical de I e denotado por
√

I. Dizemos que I é

um ideal radical se
√

I = I.

2. Um elemento x de R é nilpotente se existe uma potência de x que é igual a zero. O

conjunto dos elementos nilpotentes de R é denotado por nil (R).

3. Dizemos que I é primário se I 6= R e se

xy ∈ I então x ∈ I ou yn ∈ I para algum n > 0

O conjunto dos ideais primos de R é chamado espectro de R é denotado por spec(R).

Se I é um ideal próprio de R então o radical de I é a intersecção de todos os ideais primos

de R que contém I. Todo ideal primo é primário.
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Se R 6= 0 então spec(R) tem elementos maximais e minimais e todo ideal primo de

R está contido em pelo menos um ideal primo maximal e contém pelo menos um ideal

primo minimal.

Uma decomposição primária de um ideal I de R é uma expressão de I como uma

intersecção finita de ideais primários

I =
n⋂

j=1

Ij

Uma decomposição primária é minimal se os ideais
√

Ij são dois a dois distintos e

Ij 6⊇
⋂

k 6=j

Ik

1 ≤ j ≤ n. Qualquer decomposição primária pode ser reduzida a uma decomposição

primária minimal.

Nem todo ideal possui decomposição primária e, quando a decomposição primária

existe, nem sempre ela é única. No entanto, o seguinte resultado de [1, Corolario 4.11,

pag. 54] mostra que, sob certas condições, quando tal decomposição existe, ela é única.

Teorema 2.1.2. Seja I um ideal com decomposição primária minimal

I =
n⋂

i=1

Ii

As componentes primarias Ii de I tais que
√

Ii é um primo minimal de I são unicamente

determinadas por I. Assim, se I tem uma decomposição primária minimal onde os radi-

cais das componentes primárias são primos minimais, então tal decomposição é a única

com estas propriedades.

Definição 2.1.3. O anel R é Noetheriano se para toda sequência ascendente de ideais de

R

I1 ⊆ I2 ⊆ . . . ⊆ . . .

existe n tal que Ik = Ik+1 para todo k ≥ n.

Uma formulação equivalente para a definição acima é que um anel R é Noetheriano

se, e somente se, todo ideal de R é finitamente gerado.

Como On é isomorfo a C[[X1, . . . , Xn]], segue do Teorema da Base de Hilbert (ver [1])

que On é um anel Noetheriano.

Teorema 2.1.4. Em um anel Noetheriano todo ideal tem uma decomposição primária.
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Lema 2.1.5. Seja R um anel Noetheriano e I um ideal radical de R, I 6= R, então existem

ideais primos p1, . . . , pr, tais que I =
r⋂

i=1

pi.

Demonstração: Como A é Noetheriano então I = q1 ∩ . . . ∩ qr com qj primário. Além

disso I =
√

I =
√

q1 ∩ . . . ∩ qr =
√

q1 ∩ . . . ∩ √qr. Seja pi =
√

qi. Então I = p1 ∩ . . . ∩ pr

com pi primo.

Definição 2.1.6. Seja M um R-módulo. Dizemos que M é Noetheriano se para toda

sequência ascendente de submódulos de M

M1 ⊆ M2 ⊆ . . . ⊆ . . .

existe n tal que Mk = Mk+1 para todo k ≥ n.

Um R-módulo M é Noetheriano se, e somente se, todo submódulo de M é finitamente

gerado.

Se R é um anel Noetheriano e M é um R-módulo finitamente gerado então M é

Noetheriano. Portanto On,p é um On-módulo Noetheriano. O resultado seguinte é uma

conseqüência do Lema de Nakayama e sua demonstração pode ser encontrada em [10].

Proposição 2.1.7. Sejam R um anel local comutativo com identidade, M seu ideal ma-

ximal e M um R-módulo finitamente gerado. Então M/MM é um espaço vetorial de

dimensão finita sobre o corpo R/M. Sejam φ : M → M/MM a projeção natural,

v1, . . . , vn, uma base para o espaço vetorial M/MM e e1, . . . , en ∈ M tais que φ(ei) = vi.

Então e1, . . . , en formam um conjunto de geradores de M sobre R.

Teorema 2.1.8. (Teorema da Preparação de Malgrange Generalizado) Sejam

f ∈ On,p e M um On-módulo finitamente gerado. Então M é um Op-módulo (via f ∗)

finitamente gerado se, e somente se,
M

f ∗Mp.M
é um espaço vetorial complexo de dimensão

finita.

Demonstração: Ver [10].

Consideremos R um anel comutativo, R 6= 0.

Definição 2.1.9. Uma sequência de n + 1 ideais primos da forma

p0 ⊃ p1 ⊃ . . . ⊃ pn

é chamada cadeia prima de comprimento n. Se p ∈ spec(R), o supremo de todos os

comprimentos das cadeias primas com p0 = p é chamado de altura de p e é denotado por
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ht(p). Se I é um ideal próprio de R, definimos a altura de I como sendo o ínfimo das

alturas dos ideais primos de R que contém I, ou seja,

ht(I) = inf {ht(p) | p ⊇ I}

Se ht(p) = 0 então p é um primo minimal de R.

Definição 2.1.10. A dimensão de R, também chamada de dimensão de Krull de R, é

definida como sendo o supremo das alturas de todos os ideais primos de R, ou seja,

dimkrull R = sup {ht(p) | p ∈ spec(R)}

Também denotamos a dimensão de Krull de R por dim R.

Se R é um domínio de ideais principais então dim R = 1.

Notemos que se a dimensão de R é finita então é igual ao comprimento da mais longa

cadeia prima em R.

Definição 2.1.11. Seja R um anel e M um R-módulo. A sequência a1, . . . , ar de

elementos de R é M-regular se para cada i, 1 ≤ i ≤ r, ai não é divisor de zero em

M/(a1M + . . . + ai−1M). Quando todos os ai’s pertencem a um ideal I dizemos que

a1, . . . , ar é uma sequência M-regular em I. Além disso, se não existe b ∈ I tal que

a1, . . . , ar, b é M-regular, então a1, . . . , ar é uma sequência M-regular maximal em I.

Chamamos de depthM o tamanho da sequência maximal M-regular em I.

2.2 Subvariedades analíticas complexas

Definição 2.2.1. Uma subvariedade analítica complexa de um aberto U ⊂ Cn é um

subconjunto X de U que em alguma vizinhança aberta V de cada ponto de U, X é o

conjunto dos zeros de um número finito de funções holomorfas definidas em U.

Sejam X1 e X2 subvariedades analíticas complexas. Dizemos que X1 é equivalente a

X2 se existem aplicações analíticas ϕ : X1 → X2 e ψ : X2 → X1 tais que ψ ◦ϕ : X1 → X1

e ϕ ◦ ψ : X2 → X2 são as aplicações identidades em X1 e X2 respectivamente.

Dado X uma subvariedade analítica complexa em Cn, existe um ideal do anel local On

consistindo dos germes de funções analíticas complexas que se anulam em X. Esse ideal é

chamado de ideal da variedade X e é denotado por I(X). Dado um ideal J em On, existem

f1, . . . , fr em On que geram J , pois On é um anel Noetheriano, sejam U uma vizinhança

aberta da origem e f̃1, ..., f̃r representantes de f1, ...fr definidos em U, respectivamente. O
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subconjunto {z ∈ Uf̃1(z) = ... = f̃r(z) = 0} define uma subvariedade analítica complexa,

denotado por V(J).

O seguinte resultado é conseqüência imediata das definições acima, com exceção do

item (iv), que é o conhecido Teorema dos Zeros de Hilbert.

Proposição 2.2.2. Sejam X,X1 e X2 subvariedades analíticas complexas em Cn e

J, J1 e J2 ideais de On.

i) Se X1 ⊆ X2, então I(X1) ⊇ I(X2);

ii) Se J1 ⊆ J2, então V (J1) ⊇ V (J2);

iii) X = V (I(X));

iv)
√

J = I(V (J));

v) X1 = X2 se, e somente se, I(X1) = I(X2);

vi)I(X) =
√

I(X)

vii) V (J1 + J2) = V (J1) ∩ V (J2);

viii) V (J1 ∩ J2) = V (J1) ∪ V (J2).

Uma subvariedade analítica complexa X em Cn é redutível se pode ser escrita na forma

X = X1 ∪ X2, onde X1 e X2 são subvariedades analíticas complexas em Cn contidas

propriamente em X. A subvariedade X é irredutível se não é redutível. Temos que X

é irredutível se, somente se, I(X) é um ideal primo de On (ver [11, pag.89]). Além

disso, toda subvariedade analítica complexa pode ser escrita como uma união finita de

subvariedades analíticas complexas irredutíveis. Se a decomposição é tal que nenhum

fator pode ser omitido, então ela é única e cada subvariedade irredutível é chamada de

componente irredutível.

Sejam X uma subvariedade analítica complexa e I(X) contido propriamente em On.

Segue da Proposição 2.2.2 e do Lema 2.1.5 que

X =
r⋃

i=1

V (pi),

onde cada pi é ideal primo, i = 1, . . . , r, e portanto V (pi) é irredutível. Eliminando as

componentes V (pi) tais que V (pi) ⊆ V (pj) para j 6= i obtemos a decomposição em

fatores irredutíveis de X, e cada V (pi) é uma componente irredutível de X.
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Exemplo 2.2.3. O conjunto Σ1 = {j1f(x) ∈ J1(n, p)| dim ker j1f(x) = 1} é uma sub-

variedade analítica complexa. De fato, pelo Teorema 1.5.4, Σ1 = V (I), com I = 〈F 〉.

Definição 2.2.4. Seja V uma subvariedade analítica complexa de um aberto U ∈ Cn. Um

ponto x ∈ V é um ponto regular de V se existe uma vizinhança Ux de x tal que V ∩ Ux é

uma variedade diferenciável. Um ponto x ∈ V é singular se não é regular.

2.3 O anel OX,0

As principais referências para esta seção são [11] e [12].

Seja X uma subvariedade analítica complexa em Cn. O anel dos germes de funções

analíticas em X, denotado por OX,0, é definido por

OX,0 =
On

I(X)

Dado um germe f ∈ On, seja f̃ um representante de f definido numa vizinhança da

origem. A restrição de f̃ a X é uma função definida numa vizinhança da origem contida

em X. Temos portanto um homomorfismo de On no anel dos germes de funções definidas

em X. O núcleo deste homomorfismo é I(X). Assim, OX,0 pode ser identificado como o

anel dos germes de funções analíticas definidas em X. Além disso, OX,0 é um anel local

Noetheriano.

Sejam X1 e X2 subvariedades analíticas complexas. Uma aplicação analítica complexa

ϕ : X1 → X2 induz um homomorfismo

ϕ∗ : OX2,0 → OX1,0

f 7→ ϕ ◦ f

Seja X uma subvariedade analítica complexa irredutível. Definimos a dimensão de

X como sendo a dimensão de Krull do anel OX,0. Se X é uma subvariedade analítica

complexa qualquer em Cn, então X se escreve como uma união finita X = ∪Xi, onde cada

Xi é uma subvariedade analítica complexa irredutível. Neste caso a dimensão de X é dada

por dim X = max i{dim Xi}. A subvariedade X é equidimensional se dim X = dim Xi

para todas as componentes Xi. A codimensão de X é definida como sendo n− dim X.

Definição 2.3.1. Seja X uma subvariedade analítica complexa. Dizemos que X é Cohen-

Macaulay se o anel OX,0 é um anel de Cohen-Macaulay, ou seja,

depthOX,0 = dimOX,0
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Definição 2.3.2. Uma aplicação analítica complexa ϕ : X1 → X2 entre duas variedades

analíticas complexas é uma aplicação analítica complexa finita se ϕ−1(0) = 0.

Definição 2.3.3. Sejam V um espaço vetorial de dimensão n e H1, . . . , Hr subespaços

de V. Dizemos que H1, . . . , Hr estão em posição geral se para toda sequência de inteiros

i1, . . . , ir com 1 ≤ i1 < · · · < is ≤ 1r.

codim (Hi1 ∩ . . . ∩His) = codimHi1 + . . . + codimHis

Notemos que no caso r = 2, H1 e H2 estão em posição geral se, e somente se,

dim H1 + H2 = dim H1 + dim H2 − dim H1 ∩H2

= n− (codimH1 + codimH2 + codim(H1 ∩H2)) = n

Definição 2.3.4. Sejam X uma subvariedade analítica complexa de dimensão n em CN

e f : X → Cn+1 uma aplicação finita. Uma k-upla de pontos de f consiste de k pontos

x1, . . . , xk, dois a dois distintos, pertencentes a {f−1(y)} para algum y ∈ Cn+1. Nestes

pontos X é uma variedade diferenciável e f é localmente uma imersão. Além disso,

dizemos que a k-upla de pontos é ordinária se os espaços tangentes em y das imagens

f(Ui), onde Ui é uma vizinhança de xi, i = 1, . . . , k, estão em posição geral.

Os seguintes resultados e suas demonstrações podem ser encontrados em [6].

Teorema 2.3.5. (Teorema da Conservação da Multiplicidade) Seja π : Cn → Cn

um germe de aplicação holomorfa com multiplicidade mπ(0) = dimC
On

π∗Mn

. Então para

todo representante π : U → V onde U e V são vizinhanças de zero, e para todo y ∈ V

temos ∑

x∈π−1(y)∩U

mπ(x) = mπ(0)

onde mπ(x) = dimC
On,x

π∗Mn
. Em particular todo valor regular de π em V tem mπ(0) pré-

imagens.

Lema 2.3.6. Sejam W uma subvariedade de Jk(n, p) e f ∈ MnOn,p com jkf(0) ∈ W .

Seja F : (Cn×Cd, 0) → (Cp×Cd, 0) um desdobramento de f , F (x, u) = (fu(x), u), tal que

ϕ : (Cn ×Cd, 0) → (Jk(n, p), jkf(0)), ϕ(x, u) = jkfu(x) é transversal a W . Consideremos

V = (ϕ)−1(W ) e π : Cn × Cd → Cd a projeção no espaço dos parâmetros. Então

OV,0

(π|V )∗MdOV,0

' On

(jkf)∗I(W )
.
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Demonstração: Temos

OV,0

(π|V )∗MdOV,0

=

On+d

I(V )

(π|V )∗Md[
On+d

I(V )
]

=

On+d

(jkF )∗I(W )

(π|V )∗Md[
On+d

(jkF )∗I(W )
]

agora por, [1, Corolário 2.2.], temos

On+d

(jkF )∗I(W )

(π|V )∗Md[
On+d

(jkF )∗I(W )
]
' On+d

π∗Md + (jkF )∗I(W )

e finalmente

On+d

π∗Md + (jkF )∗I(W )
' On

(jkf)∗I(W )

Definição 2.3.7. Sejam X uma subvariedade analítica complexa em CN de dimensão n

e I um ideal que define X. Dizemos que I define uma intersecção completa (IC) em 0 se

I admite N − n geradores f1, . . . , fN−n em ON .

Sejam X uma subvariedade analítica complexa em CN de dimensão n e I(X) um

ideal que define X. Suponhamos que X seja uma intersecção completa. Consideremos o

caso em que X tem uma singularidade isolada em 0. Isto significa que se f1, . . . , fN−n é

um conjunto de geradores de I, então existe uma vizinhança V da origem em CN onde

f1, . . . , fN−n convergem e para todo y 6= 0 no conjunto dos zeros comuns de f1, . . . , fN−n,

df1(y), . . . , dfN−n(y) são linearmente independentes. Neste caso dizemos que X com sua

C-algebra local ON/I é uma intersecção completa com singularidade isolada (ICIS).

Exemplo 2.3.8. Pelo Exemplo 2.2.3 e Teorema1.5.4 temos que Σ1 é uma IC.

Definição 2.3.9. Seja X uma ICIS em 0 de dimensão n e I = 〈f1, . . . , fk〉 um ideal que

define X. Definimos o número de Milnor de X como

µ(X) =
k∑

i=1

(−1)k−i dimC
On+k

Ai

Ai = 〈{ ∂(f1, . . . , fi)

∂(xj1 , . . . , xji
)
| 1 ≤ j1 < . . . < ji ≤ n + k}, f1, . . . , fi−1〉

onde
∂(f1, . . . , fi)

∂(xj1 , . . . , xji
)
denota o determinante do menor de tamanho i da matriz jacobiana

de (f1, . . . , fk) em relação às coordenadas xj1 , . . . , xjk
.
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Exemplo 2.3.10. Sejam λ1, λ2, λ3 ∈ C dois a dois distintos e

f : (C3, 0) → (C2, 0)
(x1, x2, x3) → (x2

1 + x2
2 + x2

3, λ1x
2
1 + λ2x

2
2 + λ3x

2
3)

As componentes de f definem uma ICIS de dimensão 1.

A1 = 〈∂f1

∂x1

,
∂f1

∂x2

,
∂f1

∂x3

〉 = 〈x1, x2, x3〉

A2 = 〈{∂(f1, f2)

∂(xi, xj)
| 1 ≤ i < j ≤ 3}, f1〉 = 〈x1x2, x1x3, x2x3, x

2
1 + x2

2 + x2
3〉

Notemos A2 ⊃ M3
3, e ainda 1, x1, x2, x3, x

2
1, x

2
2 formam uma base para

O3

A2

, logo

dimC
O3

A2

= 6.

µ(X) = (−1) dimC
O3

A1

+ dimC(−1)0O3

A2

= 5

2.4 Ideais de Fitting

Nesta seção definimos ideais de Fitting de um módulo M e descrevemos um algoritmo

apresentado por D. Mond e R. Pellikaan (ver [8]) para calcular tais ideais quando M = On.

Definição 2.4.1. Sejam R um anel comutativo com unidade e M um R-módulo. Consi-

deremos a sequência exata

Rp λ // Rq α // M // 0 (2.1)

Definimos o k-ésimo ideal de Fitting de M como sendo o ideal em R gerado pelos menores

de ordem (q − k) da matriz λ, onde q − p ≤ k < q. Se k ≥ q definimos Fk(M) = R e se

k < q − p, definimos Fk(M) = 0.

A definição de Fk(M) independe da escolha da seqüência exata (ver [13]).

Seja f ∈ MnOn,n+1 um germe finitamente determinado. O anel On admite uma

estrutura de On+1-módulo via composição com f , denotado por f∗On. Assim, f∗On é

simplesmente On considerado como um On+1-módulo.

Para calcular o k-ésimo ideal de Fitting de f∗On construímos uma sequência exata de

On+1-módulos

Op
n+1

λ // Oq
n+1

α // f∗On
// 0 (2.2)
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o homomorfismo α leva os elementos da base de Oq
n+1 nos geradores g1, . . . , gl de f∗On

como On+1-módulo e as colunas de λ são as relações entre os gi’s com coeficientes em

On+1. Portanto Fk(f∗On) é o ideal de On+1 gerado pelos menores de ordem (q− k) de λ.

Segue da Proposição 2.1.7 que se as classes de g1, . . . , gl em
f∗On

Mn+1f∗On

geram
f∗On

Mn+1f∗On

como espaço vetorial sobre C então g1, . . . , gl geram f∗On comoOn+1-módulo. Assim, para

determinar os geradores de f∗On, basta determinar uma base de
f∗On

Mn+1f∗On

.

Se g1, . . . , gl geram f∗On então q = l e α(ei) = gi, onde {e1, . . . , el} é base de Ol
n+1.

Segue de [8, Lema 2.1] que existe uma seqüência exata como (2.2) onde λ é injetiva e,

neste caso p = q.

A matriz [λi,j] de λ pode ser obtida da seguinte forma: escolha uma projeção

π : Cn+1 → Cn tal que f̃ = π ◦ f é ainda uma aplicação finita. A menos de mudança de

coordenadas suponhamos que f(x) = (f̃(x), fn+1(x)). Sejam g1, g2, . . . , gl os geradores de

f∗On. Então existem únicos αi
j ∈ On, 1 ≤ i, j ≤ l, tais que

gjfn+1 =
l∑

i=1

(αi
j ◦ f̃)gi.

Então

λj,i = αi
j ◦ π para i 6= j

λi,i = αi
i ◦ π −Xn+1

onde (X1, . . . , Xn+1) são as coordenadas de Cn+1.



Capítulo 3

Pontos Múltiplos

O objetivo deste capítulo é estudar o conjunto dos pontos em Cp com mais que k pré-

imagens e o ideal que o define, abordando pré-requisitos que serão usados no próximo

capítulo. As principais referências são [15] e [4].

3.1 O lugar geométrico do pontos múltiplos

Seja f ∈ MnOn,p. Gostaríamos de definir D2(f), o lugar geométrico dos pontos dup-

los de f , como o fecho de {(x, x′) ∈ (Cn × Cn, 0)|x 6= x′, f(x) = f(x′)}. Além disso,

dado F : (Cn × Cd, 0) → (Cp × Cd, 0), F (x, s) = (fs(x), s), um desdobramento de f a

s-parâmetros deveríamos obter

{(x, x′)|x 6= x′, fs(x) = fs(x′)}

de

{(x, s, x′, s′)|(x, s) 6= (x′, s′) eF (x, s) = F (x′, s′)}

fixando s. Mas isto geralmente não ocorre.

Exemplo 3.1.1. Sejam f : (C, 0) → (C2, 0), f(x) = (x2, x3) e F (x, s) = (x2, x3 + xs, s),

(s, x ∈ C) um desdobramento de f a 1-parâmetro. Então

{(x, x′) ∈ (C2, 0)|f0(x) = f0(x′), x 6= x′} = ∅

{(x, s, x′, s′) ∈ (C4, 0)|F (x, s) = F (x′, s′), (x, s) 6= (x′, s′)}∩{(x, 0, x′, 0) ∈ (C4, 0)} = {(0, 0)}

Nosso objetivo então é definir D2(f) como em [15].
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Lema 3.1.2. Seja f ∈ MnOn,p, f = (f1, . . . , fp). Para cada i = 1, . . . , p, ξi(x, x′) =

fi(x) − fi(x
′) ∈ I(∆n), onde ∆n é a diagonal em Cn × Cn. Então existem αij(x, x′),

1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ n, tais que

n∑
j=1

αij(x, x′)(xj − x′j) = ξi(x, x′)

Demonstração: Temos que

ξi(x, x′) = ξi(x, x′)− ξi(x, x)

=

∫ 1

0

dξi

dt
(x, tx′ + (1− t)x)dt

=

∫ 1

0

n∑
j=1

∂ξi

∂x′j
(x, tx′ + (1− t)x)(x′j − xj)dt

=
n∑

j=1

(xj − x′j)
[
−

∫ 1

0

∂ξi

∂x′j
(x, tx′ + (1− t)x)dt

]

definimos então

αij(x, x′) = −
∫ 1

0

∂ξi

∂x′j
(x, tx′ + (1− t)x)dt.

Assim

ξi(x, x′) =
∑

j

(xj − x′j)αij(x, x′)

Exemplo 3.1.3. Seja f ∈ M2O2,3, de coposto 1, f(x, y) = (x, p(x, y), q(x, y)) a matriz

α é dada por




1 0

p(x, y)− p(x, y′)
x− x′

p(x, y)− p(x, y′)
y − y′

q(x, y)− q(x, y′)
x− x′

q(x, y)− q(x, y′)
y − y′




Lema 3.1.4. Seja α = [αij], onde αij é como no Lema 3.1.2, e (x, x′) ∈ Cn×Cn, x 6= x′

tal que f(x) = f(x′). Então todo menor n× n da matriz α se anula em (x, x′).
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Demonstração: Segue do lema anterior que
n∑

j=1

αij(x, x′)(xj − x′j) = ξi(x, x′) = 0, i = 1, ..., p

logo temos um sistema homogêneo com p equações e n incógnitas. Como não queremos a

solução trivial devemos ter que todo menor n× n de α seja nulo em (x, x′)

Definição 3.1.5. Sejam f ∈MnOn,p e Rn(α) o ideal em O2n gerado pelos menores n×n

da matriz α. Definimos D2(f) = V (I2(f)), onde

I2(f) = (f × f)∗I(∆p) + Rn(α)

Observação 3.1.6.

1. Segue claramente do Lema 3.1.4 que {(x, x′)|x 6= x′, f(x) = f(x′)} ⊂ V (I2(f)).

2. Seja f ∈ M2O2,3 de coposto 1. Então f(x, y) = (x, p(x, y), q(x, y)) e os geradores

de I2(f) são

x− x′,
p(x, y)− p(x, y′)

y − y′
,
q(x, y)− q(x, y′)

y − y′

De fato, R2(α) é gerado por

p(x, y)− p(x, y′)
y − y′

,
q(x, y)− q(x, y′)

y − y′

e (f × f)∗(I(∆p)) é gerado por x− x′

3. No caso de germes simples de C2 em C3 (ver [6]) {(x, x′)|x 6= x′, f(x) = f(x′)} =

V (I2(f)). De fato, Se f(x, y) = (x, y2, yr(x, y2))

{(x, y, x′, y′) |(x, y) 6= (x′, y′), f(x, y) = f(x′, y′)} = {(x, y, x,−y) |r(x, y2) = 0}

Por outro lado

I2(f) = 〈x− x′, y + y′,
yr(x, y2)− y′r(x, y′2)

y − y′
〉

assim

V (I2(f)) = {(x, y, x,−y) | r(x, y2) = 0}
Se f(x, y) = (x, y3, yx + y3k−1)(Hk) então

{(x, y, x′, y′)|(x, y) 6= (x′, y′),f(x, y) =f(x′, y′)}={(x, y, x, ωy)|x = y3k−2 1− ω3k−1

1− ω
}
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onde ω é uma raiz cúbica da unidade, ω 6= 1.

I2(f) = 〈x− x′,
y3 + y′3

y − y′
,
yx + y3k−1 − y′x′ − y′3k−1

y − y′
〉

assim

V (I2(f)) = {(x, y, x, ωy|x = y3k−2 1− ω3k−1

1− ω
}

Lema 3.1.7. Seja f ∈ M2O2,3. Se f é A-equivalente a g então D2(f) e D2(g) são

difeomorfos.

Demonstração: Sejam ϕ ∈ Diff(C2) e ψ ∈ Diff(C3) tais que f = ψ ◦ g ◦ ϕ. Definamos

o seguinte germe de difeomorfismo

ϕ× ϕ : (C2 × C2, 0) → (C2 × C2, 0)
(x, x′) 7→ (ϕ(x), ϕ(x′))

É fácil ver que

D2(ψ−1 ◦ f) = D2(f)

ϕ× ϕ(D2(ψ−1 ◦ f)) = D2(g)

Logo ϕ× ϕ(D2(f)) = D2(g)

No que segue vamos definir Dk(f), informalmente o lugar geométrico dos pontos k em

Cn que tem a mesma imagem. Consideremos a seguinte projeção

π2
1 : D2(f) → Cn

(x, x′) → x

Em [15] D. Mond e W. Marar definem o conjunto dos pontos triplos D3(f) de f como

D2(π2
1). Informalmente, π2

1(x, x′) = π2
1(x

′′, x′′′) se, somente se, x = x′′ e f(x) = f(x′) =

f(x′′′) e dessa forma D2(π2
1) está mergulhado em Cn × Cn × Cn. A continuidade deste

processo define Dk(f) para todo k. Assim temos Dk+1(f) = D2(πk
k−1), onde

πk
k−1 : Dk(f) → Dk−1(f)

é induzida pela projeção (x1, . . . , xk) 7→ (x1, . . . , xk−1).

3.2 O ideal que define Dk(f )

Nesta seção vamos definir um ideal Ik(f) ⊆ On−1+k tal que V (Ik(f)) = Dk(f) e além disso

vamos mostrar que existem germes β1, . . . , βl, Sk-invariantes, tais que Ik(f) = 〈β1, . . . , βl〉,
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onde Sk denota o grupo das permutações de k-elementos e a ação de Sk em Cn−1+k consiste

em permutar as últimas k-coordenadas.

Definição 3.2.1. Seja f ∈MnOn,p. Definimos Ik(f) o ideal gerado pelos (k−1)(p−n+1)

germes rj
i = rj

i (x, y1, . . . , yi+1), x ∈ Cn−1, y1, . . . , yi+1 ∈ C, n ≤ j ≤ p, 1 ≤ i ≤ k − 1,

rj
1(x, y1, y2) =

1

y1 − y2

{fj(x, y1)− fj(x, y2)}

rj
i+1(x, y1, . . . , yi+2) =

1

yi+2 − yi+1

{rj
i (x, y1, . . . , yi, yi+2)− rj

i (x, y1, . . . , yi, yi+1)}

Consideremos

ESk
0 (Cn−1+k,Ck) = {g : (Cn−1+k, 0) → Ck| g é Sk − equivariante}
ESk

0 (Cn−1+k) = {g : (Cn−1+k, 0) → C| g é Sk − invariante}
Temos por [20, pag.106, 1.4.1.] que ESk

0 (Cn−1+k,Ck) é ummódulo finito sobre ESk
0 (Cn−1+k)

gerado pelos germes gi(x, y1, . . . , yk) = (yi
1, . . . , y

i
k), para 0 ≤ i ≤ k − 1.

Como o germe Lj(x, y1, . . . , yk) = (fj(x, y1), . . . , fj(x, yk)) é Sk-equivariante, então

existem germes βji ∈ ESk
0 , 0 ≤ i ≤ k − 1 tais que, para j = n, . . . , p

Lj(x, y1, . . . , yk) =
k−1∑
i=0

βjigi.

Assim, para cada j = n, . . . , p temos




fj(x, y1)
...

fj(x, yk)


 =




1 y1 · · · yk−1
1

...
...

...
1 yk · · · yk−1

k







βj0
...

βjk−1




Suponhamos que o determinante da matriz [ys
r ] do sistema acima seja não nulo (para isto

devemos ter y1, . . . , yk dois a dois distintos), então podemos aplicar a regra de Cramer e

obter

βj,i =

∣∣∣∣∣∣∣

1 y1 · · · yi−1
1 fj(x, y1) yi+1

1 · · · yk−1
1

...
...

...
...

...
...

1 yk · · · yi−1
k fj(x, yk) yi+1

k · · · yk−1
k

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣

1 y1 · · · yk−1
1

...
...

...
1 yk · · · yk−1

k

∣∣∣∣∣∣∣



3.2 O ideal que define Dk(f) 32

para n ≤ j ≤ p, 1 ≤ i ≤ k − 1.

Naturalmente podemos estender de βji em todo (Cn−1+k, 0)

Proposição 3.2.2. Seja f ∈ MnOn,p de coposto 1. Então o ideal Ik(f) é gerado pelos

germes βji, n ≤ j ≤ p, 1 ≤ i ≤ k − 1.

Demonstração: Temos que



fj(x, y1)
...

fj(x, yk)


 = βj0




1
...
1


 + · · ·+ βjk−1




yk−1
1
...

yk−1
k


 (3.1)

Agora subtraindo a primeira linha das outras e dividindo as i-ésimas, i = 2, . . . , k, por

yi − y1 (esquecendo a primeira linha) temos




fj(x, y2)− fj(x, y1)

y2 − y1
...

fj(x, yk)− fj(x, y1)

yk − y1




=βj1




1
...
1


+βj2




y2 + y1
...

yk + y1


+· · ·+βjk−1




yk−1
2 − yk−1

1

y2 − y1
...

yk−1
k − yk−1

1

yk − y1




(3.2)

portanto

〈βj1, . . . , βjk−1〉 = 〈fj(x, y2)− fj(x, y1)

y2 − y1

, βj2, . . . , βjk−1〉

repetindo o processo usado acima para obter de 3.1 a igualdade 3.2. Temos

〈βj2, . . . , βjk−1〉 = 〈[fj(x, y3)− fj(x, y1)

y3 − y1

− fj(x, y2)− fj(x, y1)

y2 − y1

]
1

y3 − y2

, βj3, . . . , βjk−1〉

A continuidade deste processo mostra o resultado.

Seja (x, y1, . . . , yk) tal que ys 6= yt para s 6= t e fj(x, ys) = fj(x, yt) ∀s, t = 1, . . . , k.

Neste caso

βj,0(x, y1, . . . , yk) =

∣∣∣∣∣∣∣

fj(x, y1) y1 · · · yk−1
1

...
...

...
fj(x, yk) yk · · · yk−1

k

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣

1 y1 · · · yk−1
1

...
...

...
1 yk · · · yk−1

k

∣∣∣∣∣∣∣
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= fj(x, y1)

∣∣∣∣∣∣∣

1 y1 · · · yk−1
1

...
...

...
1 yk · · · yk−1

k

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣

1 y1 · · · yk−1
1

...
...

...
1 yk · · · yk−1

k

∣∣∣∣∣∣∣

= fj(x, y1)

e βj,i(x, y1, . . . , yk) = 0, i = 1, . . . k − 1, j = n, . . . , p.

Teorema 3.2.3. Seja f ∈MnOn,p n ≤ p, uma aplicação finita de coposto 1. Então

i) f é estável se, somente se, Dk(f) é uma variedade diferenciável de dimensão p−k(p−n),

ou vazia, para cada k ≥ 2;

ii) f é finitamente determinado se, e somente se, para cada k com p−k(p−n) ≥ 0, Dk(f)

é uma ICIS de dimensão p − k(p − n) ou vazia, e além disso, para cada k tal que

p− k(p− n) < 0, Dk(f) consiste apenas do ponto {0}.

Demonstração: ver [15]

Em [15, pag.565] D. Mond e W. Marar definem Dk(f)/Sk, onde Ik(f) é como em

3.2.2 e concluem que se Dk(f) é uma intersecção completa com singularidade isolada en-

tão Dk(f)/Sk também é uma intersecção completa com singularidade isolada.

Teorema 3.2.4. Se f ∈MnOn,p, n ≤ p então o lugar geométrico dos zeros de Fk(f∗On)

é o conjunto dos pontos em Cp com mais que k pré-imagens (contando multiplicidade).

Demonstração: ver [8]



Capítulo 4

Invariantes de Germes de C2 em C3

Na classificação dos germes simples de coposto 1 de (C2, 0) em (C3, 0), obtida por D.

Mond [6], apareceram as seguintes séries

Sk (x, y) 7→ (x, y2, y3 + xk+1y) k ≥ 0

Bk (x, y) 7→ (x, y2, x2y + y2k+1) k ≥ 1

Hk (x, y) 7→ (x, y3, xy + y3k−1) k ≥ 1

Figura 4.1: Imagem real de S0 (cross-cap)

Observemos que B1 = S1. Ainda H1 é A-equivalente a S1. De fato, tomando os

difeomorfismos
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ϕ : (C2, 0) → (C2, 0)
(x, y) 7→ ( 2√

3
x, y − x√

3
)

ψ : (C3, 0) → (C3, 0)

(X, Y, Z) 7→ ( 2√
3
X, Z + X2

4
, Y + 3

2
XZ + X3

2
)

temos que ψ ◦H1 ◦ ϕ(x, y) = S1(x, y)

E ainda, S0 é A-equivalente a f(x, y) = (x, y2, xy), que é o cross-cap. De fato, con-

siderando os seguintes difeomorfismos

ϕ : (C2, 0) → (C2, 0)
(x, y) 7→ (x− y2, y)

ψ : (C3, 0) → (C3, 0)
(X, Y, Z) 7→ (X + Y, Y, Z)

temos que ψ ◦ S0 ◦ ϕ(x, y) = f(x, y).

Para k ≥ 2 os germes acima são todos inequivalentes e finitamente determinados com

grau de determinação igual ao grau da terceira função componente.

Por outro lado

S∞ (x, y) 7→ (x, y2, y3)

B∞ (x, y) 7→ (x, y2, x2y)

H∞ (x, y) 7→ (x, y3, xy)

não são finitamente determinados e têm em suas imagens uma reta cuspidal, uma reta de

intersecção não transversal e uma reta complexa de pontos triplos, respectivamente.
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Figura 4.2: Imagem real de S∞

Figura 4.3: Imagem real de B∞

Sejam f ∈ M2O2,3 e ft uma perturbação estável de f . Como ft é estável, ∀t , suas

singularidades são cross-caps, pontos duplos ou pontos triplos. Neste capítulo obteremos

fórmulas para calcular o número de cross-caps e pontos triplos de ft. Mostraremos que

tais números são invariantes do germe f . O terceiro invariante é o número de Milnor da

curva de pontos duplos.

4.1 O invariante Cf

Sejam f ∈ M2O2,3 de coposto 1 e Rf o ideal gerado pelos menores 2× 2 da matriz dxf .

Definimos Cf = dimC
O2

Rf
nosso objetivo é demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 4.1.1. Suponhamos que Cf < ∞. O número de cross-caps presentes numa

perturbação estável de f é dado por Cf

Para a demonstração deste teorema vamos precisar dos seguintes resultados.
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Lema 4.1.2. O cross-cap é um germe estável 2-A-determinado.

Demonstração: Primeiramente vamos mostrar que o cross-cap é 3-A1-determinado

utilizando o Teorema 1.4.2. Assim devemos mostrar que M2
2θ(f) ⊂ TK.f e M4

2θ(f) ⊂
TA1.f +M6

2θ(f), onde f(x, y) = (x, y2, xy). Obtemos facilmente que M2
2θ(f) ⊂ TK.f ,

pois f ∗M3θ(f) é o O2-módulo gerado por

(x, 0, 0), (0, x, 0), (0, 0, x), (xy, 0, 0), (0, xy, 0), (0, 0, xy), (y2, 0, 0), (0, y2, 0), (0, 0, y2)

Além disso

TA1.f = M2
2








1
0
y


 ,




0
2y
x






 +








η1(x, y2, xy)
η2(x, y2, xy)
η3(x, y2, xy)


 , ηi ∈M2

3





Tomando

ηi(X, Y, Z) = X l, ηj(X,Y, Z) = 0 para i 6= j i = 1, 2, 3 l = 4, 5

ηi(X, Y, Z) = X lZ, ηj(X,Y, Z) = 0 para i 6= j i = 1, 2, 3 l = 2, 3

ηi(X, Y, Z) = X lY, ηj(X,Y, Z) = 0 para i 6= j i = 1, 2, 3 l = 2, 3

ηi(X, Y, Z) = Y Z, ηj(X, Y, Z) = 0 para i 6= j i = 1, 2, 3

ηi(X, Y, Z) = Y 2, ηj(X, Y, Z) = 0 para i 6= j i = 1, 2, 3

ηi(X, Y, Z) = XY Z, ηj(X, Y, Z) = 0 para i 6= j i = 1, 2, 3

se e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1), então temos

xlek ∈ TA1.f, l = 4, 5, k = 1, 2, 3

xlyek ∈ TA1.f, l = 3, 4, k = 1, 2, 3

xly2ek ∈ TA1.f, l = 2, 3, k = 1, 2, 3

xly3ek ∈ TA1.f, l = 1, 2 k = 1, 2, 3

y4ek ∈ TA1.f, k = 1, 2, 3




y5

0
0


 = y5




1
0
y


−




0
0
y6
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0
y5

0


 =

1

2
y4




0
2y
x


− 1

2




0
0

xy4


 (η3(X, Y, Z) = XY 2)




0
0
y5


 = y4




1
0
y


−




y4

0
0




Assim podemos concluir que M4
2θ(f) ⊂ TA1.f +M6

2θ(f).

Calculemos agora o TAe.f . Pelo Teorema 1.4.4 temos queM4
2θ(f) ⊂ TA.f ⊂ TAe.f .

Ainda

TAe.f = tf(θ(2))+ωf(θ(3)) = θ(2)








1
0
y


 ,




0
2y
x






+





η1(x, y2, xy)
η2(x, y2, xy)
η3(x, y2, xy)

, ηi ∈ θ(3)



 .

Tomando

ηi(X, Y, Z) = 1, ηj(X, Y, Z) = 0 para i 6= j i = 1, 2, 3

ηi(X, Y, Z) = X l, ηj(X, Y, Z) = 0 para i 6= j i = 1, 2, 3 l = 1, 2, 3

ηi(X, Y, Z) = XY, ηj(X, Y, Z) = 0 para i 6= j i = 1, 2, 3

ηi(X,Y, Z) = XZ, ηj(X, Y, Z) = 0 para i 6= j i = 1, 2, 3

ηi(X,Y, Z) = Y, ηj(X, Y, Z) = 0 para i 6= j i = 1, 2, 3

ηi(X,Y, Z) = Z, ηj(X, Y, Z) = 0 para i 6= j i = 1, 2, 3

obtemos

ek ∈ TAe.f, k = 1, 2, 3

xlek ∈ TAe.f, l = 1, 2, 3, k = 1, 2, 3

xy2ek ∈ TAe.f, k = 1, 2, 3
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y2ek ∈ TAe.f, k = 1, 2, 3

xyek ∈ TAe.f, k = 1, 2, 3




y
0
0


 = y




1
0
y


 −




0
0
y2







0
y
0


 = 1

2




0
2y
x


 −1

2




0
0
x







0
0
y


 =




1
0
y


 −




1
0
0







y3

0
0


 = y3




1
0
y


 −




0
0
y4







0
y3

0


 = 1

2
y2




0
2y
x


 −1

2




0
0

xy2







0
0
y3


 = y2




1
0
y


 −




y2

0
0




assim TAe.f = θ(f) e conseqüentemente, temos que o cross-cap é estável. Para finalizar

esta demonstração utilizaremos o Teorema 1.4.3 com o O2-módulo D = θ(f) e facilmente

podemos concluir que o cross-cap é 2-A-determinado.

No que segue mostraremos que o cross-cap é o único germe estável de coposto 1 cuja

dimensão da algebra
O2

Rf

é igual a 1.

Lema 4.1.3. Sejam f, g ∈M2O2,3 tais que f é A-equivalente a g então Cf = Cg.

Demonstração: Basta mostrar que Rf e Rg são isomorfos. Sejam ψ ∈ Diff(C3) e

ϕ ∈ Diff(C2) tais que f = ψ−1 ◦ g ◦ ϕ. Notemos que [dxf ] = [dg◦ϕ(x)ψ][dϕ(x)g][dxϕ]. Como

ψ e ϕ são difeomorfismos temos dg◦ϕ(x)ψ e dxϕ são isomorfismos e portanto Rf e Rg são

isomorfos.
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Lema 4.1.4. a) Seja f(x, y) = (x, y2, xy) então Cf = 1.

b) Se g ∈M2O2,3 é tal que Cg = 1 então g é A - equivalente a f .

Demonstração: a) Temos que

Jf =




1 0
0 2y
y x




Assim Rf = 〈2y, x, 2y2〉 = 〈 x, y 〉 e

Cf = dimC
O2

Rf

= dimC
C{x, y}
〈 x, y〉 = 1

b) Mostremos primeiramente que se dimC
O2

Rg
= 1 então Rg = M2.

Como M2 é o ideal maximal do anel local O2 , e Rg 6= O2 pois dimC
O2

Rg
= 1, segue

que Rg ⊆ M2. Suponhamos que Rg 6= M2. Então O2/Rg ⊃ O2/M2 e O2/Rg 6= O2/M2

portanto dimC
O2

Rg
> 1, contradizendo a hipótese. Logo M2 = Rg

Como o coposto de g é 1, segue do Lema 1.2.9 que g(x, y) = (x, g2(x, y), g3(x, y)), com

gi(0, y) ∈M2
1, i = 2, 3, assim

Jg =




1 0
∂g2

∂x

∂g2

∂y
∂g3

∂x

∂g3

∂y




Sabemos que M2 = Rg = 〈∂g2

∂y
, ∂g3

∂y
〉. Mas

gi = j2gi(0) + g̃i, com g̃i ∈M3
2, i = 2, 3

∂gi

∂y
=

∂(j2gi(0))

∂y
+

∂g̃i

∂y
, com

∂g̃i

∂y
∈M2

2

Portanto M2 = Rg ⊂ Rj2g(0) + M2
2. Aplicando o Lema de Nakayma, nesta última

expressão, obtemos que M2 = Rg ⊂ Rj2g(0). Mas Rj2g(0) ⊂ M2, logo dimC
O2

Rj2g(0)
= 1.

Da classificação dos 2-jatos de coposto 1 (ver [6]) temos as seguintes A2-órbitas

(x, y2, xy), (x, y2, 0), (x, xy, 0), (x, 0, 0)

Calculando Cf para os 2-jatos acima vemos que o único cujo Cf = 1 é

f(x, y) = (x, y2, xy).
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Segue do Lema 4.1.3 que j2g(0) está na mesma órbita que (x, y2, xy), ou seja, existem

germes ϕ ∈ Diff(C2) e ψ ∈ Diff(C3) tais que j2(ψ ◦ g ◦ ϕ)(0) = (x, y2, xy).

Como f é 2-A-determinado pelo Lema 4.1.2 temos que g é A-equivalente a f .

Finalmente podemos demonstrar o Teorema 4.1.1.

Demonstração: [4.1.1] Seja f : U → C3 um representante do germe f . Como f tem

coposto 1 na origem podemos supor, escolhendo U suficientemente pequeno se necessário,

que f tem coposto 1 em todo x ∈ U.

Como o ideal Rf define o conjunto dos pontos onde f não é imersão temos que

V (Rf ) = df−1(Σ1) onde df : U → J1(2, 3), df(x) = dxf.

Além disso, pelo Critério Geométrico de Determinação Finita, Teorema 1.4.5, fora da

origem as únicas singularidades de f são as estáveis. Desta forma estas singularidades

podem ser cross-caps, pontos duplos ou pontos triplos. Os cross-caps e pontos triplos são

isolados, logo podem ser evitados. E ainda como dim O2

Rf
< ∞ estas singularidades não

podem ser pontos duplos (temos uma curva de pontos duplos). Portanto escolhendo U,

se necessário suficientemente pequeno, temos df−1(Σ1) = {0}.
Seja F : (C2 × Cd, 0) → (C3, 0), F (x, u) = fu(x), uma deformação de f tal que

j1F : (C2 × Cd, 0) → L(C2,C3)
(x, u) 7→ j1fu(x)

é transversal a Σ1. O Teorema da Transversalidade de Thom (1.3.10) garante a existência

de tal deformação.

Sejam V = (j1F )−1(Σ1) ⊂ C2+d e π : C2+d → Cd a projeção no espaço de parâmetros.

Como Σ1 é uma variedade diferenciável de codimensão 2 em J1(2, 3), temos que codimV =

2 e conseqüentemente dim V = d. Agora se tomarmos πV := π|V : V → Cd pelo Teorema

da Conservação da Multiplicidade (2.3.5), temos que cada valor regular u de πV tem

mπV
(0) pré-imagens em V . Mas para cada pré-imagem (xi, u), o germe de πV em (xi, u) é

submersível, e por [9, pág.49 Teo.2.2. (demonstração)] temos que j1fu é transversal a Σ1.

portanto cada ponto não imersível xi do germe fu é A-equivalente ao cross-cap (ver [10,

pág.179, 4.5]).

Aplicando o Lema 2.3.6 para (n, p) = (2, 3) e W = Σ1 temos que

OV,0

π∗VMdOV,0

' O2

j1f ∗I(Σ1)
' O2

Rf

Portanto temos a seguinte igualdade
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mπV
(0) = dimC

OV,0

π∗VMdOV,0

= dimC
O2

Rf

Seja ft, uma perturbação estável de f . O ponto não imersível de f "explode"em pontos

não imersíveis x1, . . . , xr de ft (Teorema 2.3.5). Observemos que o germe de ft em xi é

equivalente ao cross-cap. Pelo Lema 4.1.4, temos que para cada xi a dimC
O2,xi

Rfu
= 1.

Portanto

r∑
i=1

dimC
O2,xi

Rft

=
r∑

i=1

mπV
(xi) = mπV

(0) = dimC
O2

Rf

Calculemos então o número de cross-caps que aparecem na imagem das seguinte per-

tubações estáveis.
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Exemplo 4.1.5. Para a singularidade Sk, k ≥ 0, temos Rf = 〈y, xk+1〉 assim

Cf = dimC
C{x, y}
〈y, xk+1〉 = dimC C{1, x, . . . , xk} = k + 1

Para Bk, k ≥ 1 temos Rf = 〈y, x2〉 assim

Cf = dimC
C{x, y}
〈y, x2〉 = dimC C{1, x} = 2

Para Hk, k ≥ 1 temos Rf = 〈y2, x〉 assim

Cf = dimC
C{x, y}
〈y2, x〉 = dimC C{1, y} = 2

4.2 O invariante numérico µ(D2(f )/Z2)

Seja f ∈M2O2,3 um germe de coposto 1, f(x, y) = (x, p(x, y), q(x, y)), temos

I2(f) = 〈p(x, y1)− p(x, y2)

y1 − y2

,
q(x, y1)− q(x, y2)

y1 − y2

〉

onde seus geradores são Z2-invariantes logo V (I2(f)) = D2(f)/Z2.

Como D2(f) é uma intersecção completa, então D2(f)/Z2 também é uma intersecção

completa, assim podemos usar a Definição 2.3.9 para calcular µ(D2(f)/Z2).

Exemplo 4.2.1. Sejam σ1 = y1 + y2 e σ2 = y1y2 polinômios simétricos elementares.

Tomando σ1, σ2 como as coordenadas em C2, obtemos as equações do ideal que define

D2(f)/Z2.

i) f(x, y) = (x, y2, y3 + xk+1y)(Sk), portanto

I2(f) = 〈y1 + y2, y
2
1 + y1y2 + y2

2 + xk+1〉 = 〈σ1, σ1
2 − σ2 + xk+1〉 = 〈σ1, x

k+1 − σ2〉

assim

µ(D2(f)/Z2) = 0

ii) f(x, y) = (x, y2, x2y + y2k+1)(Bk), logo

I2(f) = 〈σ1, x
2 + σk

2〉

µ(D2(f)/Z2) = dimC
O2

〈x, σk−1
2 〉 = k − 1
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iii) f(x, y) = (x, y3, y3k−1 + xy)(Hk), portanto

I2(f) = 〈σ2, x + cσ3k−2
2 〉

onde c = constante, assim

µ(D2(f)/Z2) = 0

4.3 O invariante Tf

Nesta seção vamos obter fórmulas para calcular o número Tf de pontos triplos presentes

na imagem de uma perturbação estável de um germe f : (C2, 0) → (C3, 0).

Seja f(x, y) = (x, fn(x, y), . . . , fp(x, y)) um germe em MnOn,p de coposto 1 com x ∈
Cn−1, y ∈ C, n ≤ p. Pela Definição 3.2.1 temos em On−1+3 o ideal I3(f) gerado pelos

2(p− n + 1) germes

1

y2 − y3

[
fl(x, y1)− fl(x, y2)

y1 − y2

− fl(x, y1)− fl(x, y3)

y1 − y3

]

fl(x, y1)− fl(x, y2)

y1 − y2

para l = n, . . . , p.

No caso f : (C2, 0) → (C3, 0), f(x, y) = (x, f2(x, y), f3(x, y)), I3(f) é o ideal gerado

pelos seguintes germes

f2(x, y1)− f2(x, y2)

y1 − y2

,
1

y2 − y3

[
f2(x, y1)− f2(x, y2)

y1 − y2

− f2(x, y1)− f2(x, y3)

y1 − y3

]

f3(x, y1)− f3(x, y2)

y1 − y2

,
1

y2 − y3

[
f3(x, y1)− f3(x, y2)

y1 − y2

− f3(x, y1)− f3(x, y3)

y1 − y3

]

Proposição 4.3.1. Uma perturbação estável do germe f ∈ M2O2,3 de coposto 1 tem o

seguinte número de pontos triplos

Tf =
1

6
dimC

O4

I3(f)

Demonstração: Seja F um desdobramento a d- parâmetros de f tal que I3(F ) define

D3(F ) como uma variedade suave (segue do Teorema 3.2.3 que basta tomar F estável,
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por exemplo o desdobramento versal). Consideremos π : D3(F ) → Cd a projeção sobre o

espaço de parâmetros do desdobramento F . Observemos que D3(F ) ⊂ C×C3×Cd, além

disso, pelo Teorema (3.2.3) temos que I3(F ) define D3(F ) como uma intersecção completa.

Como I3(F ) é gerado por 4 elementos segue da Definição 2.3.7 que dim D3(F ) = d. Agora

pelo Teorema da Conservação Multiplicidade 2.3.5 temos que um valor regular de π tem

mπ(0) pré imagens, onde

mπ(0) = dimC
OD3(F ),0

π∗Md

Observemos que
OD3(F ),0

π∗Md

'
O1+3+d

I3(F )

π∗Md

' O4+d

I3(F ) +Md

' O4

I3(f)

Seja z ∈ D3(F ), z = (x, y1, y2, y3, u). Suponhamos que y1, y2, y3 são dois a dois

distintos, assim o germe de yi − yj é invertível em O4+d,z. Portanto o ideal

I3(f)z = 〈p(x, y1)− p(x, y2),p(x, y1)− p(x, y3),q(x, y1)− q(x, y2),q(x, y1)− q(x, y3)〉 ⊂ O4,z

onde f(x, y) = (x, p(x, y), q(x, y)) e z = (x, y1, y2, y3).

Assim
OD3(F ),z

π∗Md
' O4,(x,y1,y2,y3)

(f × f × f)∗I(∆p)

Se z = (x, y1, y2, y3, u) é ponto regular de π então z é ponto regular de D3(F ), segue

de [12, pag.74] que a matriz jacobiana dos geradores de I3(F )z tem posto máximo 4.

Denotemos fu(x, y) = (x, pu(x, y), qu(x, y)). Temos que o determinante da matriz




∂pu

∂x
(x, y1)− ∂pu

∂x
(x, y2)

∂pu

∂y1

(x, y1) −∂pu

∂y2

(x, y2) 0

∂pu

∂x
(x, y1)− ∂pu

∂x
(x, y3)

∂pu

∂y1

(x, y1) 0 −∂pu

∂y3

(x, y3)

∂qu

∂x
(x, y1)− ∂qu

∂x
(x, y2)

∂qu

∂y1

(x, y1)
∂qu

∂y2

(x, y2) 0

∂qu

∂x
(x, y1)− ∂qu

∂x
(x, y3)

∂qu

∂y1

(x, y1) 0 −∂qu

∂y3

(x, y3)




coincide com o determinante da matriz
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∂pu

∂x
(x, y1)

∂qu

∂y1

(x, y1)− ∂pu

∂y1

(x, y1)
∂qu

∂x
(x, y1) −∂qu

∂y1

(x, y1)
∂pu

∂y1

(x, y1)

∂pu

∂x
(x, y2)

∂qu

∂y2

(x, y2)− ∂pu

∂y2

(x, y2)
∂qu

∂x
(x, y2) −∂qu

∂y2

(x, y2)
∂pu

∂y2

(x, y2)

∂pu

∂x
(x, y3)

∂qu

∂y3

(x, y3)− ∂pu

∂y3

(x, y3)
∂qu

∂x
(x, y3) −∂qu

∂y3

(x, y3)
∂pu

∂y3

(x, y3)




(4.1)

As linhas da matriz 4.1 são os vetores normais dos espaços tangentes Hi a fu(Ui), em

fu(x, yi), i = 1, 2, 3, onde Ui é uma vizinhança de (x, yi), i = 1, 2, 3. Logo

codim(H1 ∩H2 ∩H3) = codim H1 + codim H2 + codim H3

e portanto o trigerme fu em {(x, y1), (x, y2), (x, y3)} tem um ponto triplo ordinário.

O grupo S3 age em D3(F ) permutando y1, y2, y3 e π é S3-invariante. Seja z0 ∈ D3(F )

tal que seu grupo de isotropia tem mais que dois elementos. Então

FixS3 = {z ∈ D3(F ) |σ.z = z, ∀σ ∈ S3z0
}

tem dimensão estritamente menor que d. Segue de [15, Lema 2.1] que z0 não é ponto

regular de π. Portanto z = (x, y1, y2, y3, u) é ponto regular de π se y1, y2, y3 são dois a

dois distintos.

Fixando u, seja M o conjunto dos pontos triplos ordinários de fu. Então S3 age em

M e o número de órbitas é Tf . Pelo Lema 1.2.2 temos que

Tf =
1

|S3|
∑
z∈M

|S3z| =
1

|S3| |M | = 1

6

dimCO4

I3(f)

Usando a fórmula acima observamos que estes cálculos são extremamente complicados.

No entanto, temos o seguinte resultado.

Proposição 4.3.2. Seja f ∈M2O2,3 então

Tf = dimC
O3

F2(f∗O2)

onde f∗O2 é o O2 considerado como um O3-módulo pela composição com f, e F2(f∗O2) é

seu segundo ideal de Fitting.
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Demonstração: ver [8, Teorema 4.3, pag.131]

Exemplo 4.3.3. Seja f(x, y) = (x, y3, xy + y3k−1)(Hk). Vamos usar o algoritmo da

seção 2.4 para calcular F2(f∗(O2)). Tomemos π : C3 → C2 a projeção canônica então

f̃(x, y) = (x, y3), f3(x, y) = xy + y3k−1 e os geradores são 1, y, y2 assim das equações

gjf3 =
2∑

i=0

(αi
j ◦ f̃)gi, j = 0, 1, 2

λi
j = αi

j ◦ π para i 6= j

λi
i = αi

i ◦ π −X3

Obtemos

λ =



−X3 Xk

2 X1X2

X1 −X3 Xk
2

Xk−1
2 X1 −X3




Pela Proposição 4.3.2

Tf = dimC
O3

F2(f∗O2)
= dimC

O3

〈X1, X3, X
k−1
2 〉 = k − 1

onde F2(f∗(O2)) é o ideal gerado pelos menores 1× 1 da matriz λ.

Para Sk e Bk podemos escrever f(x, y) = (x, y2, yp(x, y2)) assim os geradores são 1 e

y segue da Definição de Ideal de Fitting (2.4.1) que

F2(f∗O2) = O3

e portanto Tf = 0

4.4 Os invariantes Cf , Tf , µ(D2(f )/Z2) e a Ae-codimensão
de f

Nesta seção vamos relacionar os invariantes obtidos nas seções anteriores com a Ae-

codimensão de f .

De acordo com os resultados obtidos temos
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Singularidade Cf Tf µ(D2(f)/Z2) Ae-codimensão

Sk k + 1 0 0 k

Bk 2 0 k − 1 k

Hk 2 k − 1 0 k

Verificamos então a relação Ae-codimf = Cf +Tf +µ(D2(f)/Z2)−1. Na verdade este

resultado vale mais geralmente.

Definição 4.4.1. Seja (a1, . . . , an) uma n-upla de inteiros positivos primos entre si. As-

sociada a (a1, . . . , an) temos a seguinte ação

λx := (λa1x1, . . . , λ
anxn), ∀λ ∈ C ex = (x1, . . . , xn) ∈ Cn.

f = (f1,. . . ,fp), é quasi-homogênea do tipo (a1,. . ., an) se

f(λa1x1,. . ., λ
anxn) = (λd1f1(x),. . . ,λdpfp(x))

Teorema 4.4.2. Seja f ∈M2O2,3 um germe de Ae-codimensão finita e quasi-homogêneo

(i.e. é A-equivalente a um germe quasi-homogêneo). Então

Ae-codimf = Cf + Tf + µ(D2(f)/Z2)− 1

Demonstração: ver [5]
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