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Resumo

Neste trabalho estudamos as singularidades de proje¢oes no plano de curvas ge-
néricas. Introduzimos uma nova relacao de equivaléncia para germes e multigermes de
curvas planas, denominada Aj,-equivaléncia. Esta relacao é baseada na equivaléncia de
diagramas divergentes (h,, ) do tipo (R, 0) Lo (R,0) - (R?,0). Em um contexto mais
geral, classificamos os diagramas divergentes (R, 0) g (R,0) - (R2,0), onde f tem
ordem finita e o € um germe simples de A.-codimensao < 4. Para o caso multilocal

consideramos diagramas da forma

(R,0) «—
(R, 0) f2
fr
(R,0) (R,0)
e obtemos a classificacio quando r = 2,3,4 e o multigerme (aj;...;q,) tem

A.-codimensao < 2. Considerando estas classificagoes, apresentamos a Aj-classificacao de
germes e multigermes de curvas planas de A.-codimensao < 2. Como resultado, obtém-se

uma melhor descricio geométrica de curvas no R?® por meio de projecoes ortogonais.

Estudamos também curvas genéricas e familias genéricas a 1 e 2 parametros de curvas
no R3. Mostramos que a projecao ortogonal destas familias é um desdobramento versal das
singularidades Ay, Ag, Es e Eg e, além disso, encontramos as dire¢oes da projecao onde
ocorrem morsificagoes dessas singularidades. E mais, através da analise das transi¢oes
que ocorrem no conjunto bifurcagao da projecao, determinamos propriedades geométricas

dessas familias.






Abstract

In this work singularities of projections to the plane of curves are studied.
We introduce a new equivalence relation for germs of plane curves, called

Ap-equivalence. This relation is based on the equivalence of divergent diagrams (hq, «)
«

of type (R,0) Lo (R,0) — (R?0). We do the classification of divergent diagrams

(R,0) g (R,0) %+ (R?,0), where f has finite order and « is the simple germ of A.,-

codimension < 4. For the multilocal case we consider diagrams of the form

(R, 0) ~—"—— (R, 0) —=— (R,0)
/
P :
(R, 0) (R,0) 4
fr
(R,0) (R,0)
and we get the classification when r = 23,4 and the multigerm (ay;...;q,) has

A.-codimension < 2. Considering these classifications, we present the Aj-classification
of germs and multigerms of plane curves of A.-codimension < 2. As a result, one gets a

better geometric description of curves in the R? through of orthogonal projections.

We also study generic curves and generic 1 and 2 parameters families of curves in
R3. We show that the orthogonal projection of these families is a versal unfolding of
the singularities Ay, Ag, Fs and FEg and, moreover, we find the directions of the ortho
gonal projection where morsification of these singularities occurs. Futhermore, we get
information on geometric properties of these families through the analysis of transistions

of the bifurcation set of the projection.
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Introducao

O significado de Geometria Genérica pode se resumir em uma frase “ Quase nada
ocorre para todas as aplicacoes, mas quase tudo ocorre para quase todas as aplica-
coes”. Este ramo da matematica surgiu na década de sessenta gracas aos trabalhos de
René Thom, que, inspirado parcialmente por pesquisas de H. Whitney, proporcionou a
ferramenta necessaria para o estudo sistematico de fenomenos genéricos. Esta ferramenta
conhecida hoje pelo nome de Teoria de Singularidades, nao s6 tem tido aplicagoes na
geometria, mas também tem sido ttil em campos como Sistemas Dinamicos, Optica, ...
De fato, foram nesses campos onde primeiro se aplicaram estas técnicas.

A Geometria Genérica estuda aquelas propriedades que se cumprem para um conjunto
aberto e denso de certos espacos de aplicacoes entre variedades diferenciaveis. Normal-
mente, a estratégia da Geometria Genérica consiste em estudar certas estruturas asso-
ciadas a um determinado tipo de aplicacao. No caso geral, estas estruturas podem ter
formas imprescindiveis, mas quando submetemos as aplicagoes a certas condi¢oes de gene-
ricidade, é possivel encontrar modelos para as singularidades dessas estruturas. O ultimo
passo dessa estratégia consiste em interpretar geometricamente esses modelos. Como se
pode observar, a Teoria de Singularidades se aplica aos dois pontos deste processo: em
primeiro lugar para determinar se as condi¢oes impostas nas aplicagoes sao genéricas e,
em segundo, para encontrar os modelos apropriados de singularidades, (ver, por exemplo,
[35]). Um dos principais temas abordados pela Geometria Genérica é o estudo da geo-
metria de contato de subvariedades do espaco euclideano R"™ com subespacos do espaco
ambiente. Esses contatos podem ser estudados por meio da anélise das singularidades
de diferentes familias de aplicacoes. Nesse sentido, é relevante o estudo do contato de
subvariedades com subespagcos lineares e esferas.

Sejam S™ ! a hiperesfera no R® e M C R" uma subvariedade de dimensao s. Temos

em especial trés familias:

e A familia de proje¢oes em retas, chamada familia de fungoes alturas, definida como

H:MxS"!'" SR
(p,u) = (p,u).



e A familia de funcoes distancia ao quadrado, definida como

d?:MxS" PSR
(pu) — |lp — ul*.

e A familia de projegoes ortogonais, definida como

P:Mx St snt
(p7 U) = (U,p— <p7 U)U)

Nessa dire¢ao, encontramos varios trabalhos, por exemplo [3], [14] e [32]. Em particu-
lar, David [10] e Wall [35], consideraram curvas genéricas mergulhadas no R? e projegoes
dessas no plano, obtendo assim, os tipos de singularidades que podem ocorrer para essas
projecoes. Outra maneira de se obter informagoes geométricas relevantes é por meio do
uso de técnicas de dualidade, sob o ponto de vista da Teoria de Singularidades, exploradas
por Bruce e Wilkinson em [9]. Posteriormente, Bruce e Romero-Fuster [§], mostram um
resultado de dualidade entre a familia de fungoes altura e a familia de proje¢oes em pla-
nos para curvas e superficies no R3. Na verdade eles mostram que certos subconjuntos do
conjunto bifurcacao da familia de fungoes altura tém como dual certos subconjuntos do
conjunto bifurcacao da familia de proje¢oes em planos. Usando entao os modelos locais

para este conjunto bifurcacao, eles deduzem vérias propriedades geométricas interessantes.

Nesta tese, estudamos a geometria de curvas no R? usando a Teoria de Singularidades.
Como exemplo, seja C uma curva no R?, imagem da aplicacdo g : R — R3 g(t) = (¢, 2, t3).
Fixemos uma dire¢ao e consideremos um plano ortogonal a esta dire¢ao. Projegoes de
C sobre planos fornecem diferentes tragados para a curva. Em geral, aparecerao auto-
intersecgdes transversais (pontos duplos) e em particular, cuspides. Certas proje¢oes

também fornecem o tragado sem pontos duplos ou pontos singulares.



Introducao 3

Damos énfase a duas questoes interessantes:

e Descrever as condigoes geométricas sobre o mergulho de uma curva v no R? de
forma a obter, na projecao ortogonal, as singularidades dos germes de aplicagoes
(R,0) — (R%,0).

Em resumo, o contato de uma curva no R? com uma reta de direcao u é medido por meio
das singularidades da projegao ortogonal na dire¢ao u. Estas singularidades sao dadas
pelas singularidades dos germes (R, 0) — (R?,0), as quais foram classificadas em [5].

Por exemplo, considerando o caso local, ou seja quando a dire¢ao de proje¢ao encontra
a curva em um unico ponto, a projecao é singular se a direcao u é paralela a reta tangente
a curva em um ponto de tor¢do nao nula. A singularidade é do tipo Ay (Rhamphoid),
se a direcao u ¢ paralela a reta tangente a curva em um ponto de torcao nula. No caso
multilocal, a principal diferenca, é que devemos considerar a curva inteira no R3, em
vez de germes de curvas. Isso acontece porque varios pontos da curva sao projetados no
mesmo ponto. Dessa forma, devemos considerar varios “pedagos” (germes) da curva ao
redor desses pontos e ver como eles se juntam (ramos distintos) na projegao. Isso nos
leva a considerar multijatos de germes de aplicagoes (R, 0) — (R?,0). Como exemplo, a
projegao ortogonal tem uma singularidade As (Tacnode), quando a diregao de projegao
esta contida no plano bitangente a curva v e é dada pela secante unindo os dois pontos
de tangéncia. Resultados desse tipo podem ser vistos em [8], porém estamos convencidos

de que a descri¢ao geométrica exibida em [8] para a singularidade As nao esté correta.

Outra questao é a seguinte:

e Encontrar as diregoes da projecao ortogonal em planos, de forma que a curva plana

projetada seja morsificagao de uma das singularidades da classificacao de germes

(R,0) — (R%,0).

Tais diregoes existem pois, em resumo, se um germe f : (K™ 0) — (K?,0) néo é estavel
para a classe de germes denominada de codimensao finita (ou finitamente determinada),
podemos deforma-lo de maneira a torna-lo estavel. Ou seja, é possivel encontrar um
desdobramento a 1-parametro F'(z,t) = (fi(z),t) tal que para t # 0, f; seja estavel. Se
K = C, a topologia da deformagao estavel independe da escolha do desdobramento F
quando K = R, existe um ntumero finito de tipos topologicos distintos nas deformacoes
estaveis.

Em geral nao esperamos que a topologia de uma perturbagao estével real seja igual a
de sua complexificagdo. No entanto, no caso de curvas planas, foi provado por Gusein-
Zade [16] e A’Campo [1] que existe uma deformagao estavel real de f analoga aquela de
C, mais precisamente a deformacao estavel real exibe o mesmo nimero de pontos duplos

que o caso complexo. Chamamos esta deformagao de morsificagao do germe f. Na



figura da pagina 2, a curva plana a direita representa uma morsificagao da singularidade
Ay = (t3,13).

Mais especificamente, introduzimos uma relagao de equivaléncia para germes de curvas
planas (A-finitamente determinados), denominada Aj-equivaléncia, com o intuito de re-
finar a A-equivaléncia. Como conseqiiéncia dessa defini¢ao, duas curvas planas regulares
sao Ajp-equivalentes se, e somente se, suas fungoes curvatura sao A-equivalentes, o que
nao ocorre com A-equivaléncia. Esta relacao de equivaléncia é originaria da equivaléncia

de diagramas divergentes (h,, @) do tipo

(R,0) L= (R,0) -2 (R2,0).

A teoria geral de diagramas divergentes sobre variedades diferenciaveis
/ g
Q«— M — N,

teve inicio com os trabalhos de Dufour [11], [12], que revelaram diferengas fundamentais
em relagao aos casos de diagramas convergentes, devido principalmente a auséncia de um
“Teorema de Preparagao” adequado ao tipo divergente. Vérias classificagoes de diagramas
divergentes ja foram obtidas, por exemplo em [13], [18] e [19]; porém, ndo encontramos
na literatura a classificagdo para o caso (R, 0) S (R,0) - (R2,0).

Para os nossos propositos, obtivemos a classificagdo de diagramas divergentes (f, «),
onde f tem ordem finita e a é um germe simples de A.-codimensao < 4. Para o caso

multilocal consideramos diagramas da forma

(R,0) = (R,0) — 21— (R?,0)

/
f2 :

(R,0) (R,0) 4
fr
(R,0) (R,0) (1)
e obtemos a classificacaio quando r = 2,3,4 e a A.-codimensao do multigerme
(v;... ;) € menor ou igual a 2. Considerando agora estas classificagoes, apresenta-

mos a Ajy-classificacao de germes e multigermes de curvas planas de A.-codimensao < 2,
resultando em uma melhor descricao geométrica de curvas no R?® por meio de projecoes

ortogonais.

Comecamos no capitulo 1 dando as nogoes preliminares bésicas de teoria de singula-

ridades, por exemplo, espaco de jatos e multijatos, genericidade e transversalidade.
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No capitulo 2, apresentamos alguns conceitos e resultados sobre a geometria genérica
de curvas no R3. Fizemos um estudo sobre a geometria das singularidades de projecoes
de curvas genéricas no R? em planos. Como conseqiiéncia deste estudo, obtivemos uma

descricao geométrica para a singularidade As.

O capitulo 3 é dedicado ao estudo de propriedades geométricas de familias genéricas a
l1-parametro de curvas no R3, analisando as transicoes do conjunto bifurcacao de projecoes
ortogonais. Mostramos que a projecao ortogonal desta familia tem as singularidades Ay
e Fg e que a familia de projegoes é um desdobramento versal para estas singularidades.
Finalizando, encontramos as direcoes da projecao ortogonal onde ocorrem morsificagoes

para estas singularidades.

No capitulo 4, estudamos familias genéricas a 2-parametros de curvas no R*. Encon-
tramos condigoes sobre esta familia, para que a projecao ortogonal da mesma, tenha as
singularidades Ag e Eg e para que a familia de projecoes seja um desdobramento versal
para estas singularidades. Apresentamos também, as dire¢oes de projecao onde ocor-
rem as morsificagoes da singularidade Ag e as transi¢oes dos trés tipos de morsificagoes

existentes para a singularidade Fsg.
O capitulo 5 ¢é dedicado a classificacao de diagramas divergentes do tipo
(R,0) <= (R,0) - (R2,0),
e de diagramas da forma (1), nas condigoes especificadas anteriormente.

Finalmente, no capitulo 6, definimos A,-equivaléncia e fizemos a Aj-classificacao de
germes e multigermes de curvas planas com 4.-codimensao menor ou igual a 2. Identifi-
camos geometricamente as singularidades da projecao ortogonal em planos de curvas no
R3, com relacao a classificacao obtida. Os resultados dos capitulos 5 e 6 fazem parte do

preprint Ay -equivalence of plane curves, trabalho conjunto com Juan J. Nunio Ballesteros.






Capitulo

1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos conceitos e resultados basicos da teoria de singularida-
des que serao necessarios para os capitulos seguintes do presente trabalho. Comegaremos
apresentando um breve relato sobre germes, jatos e multijatos, passando entao a descrever
A-equivaléncia entre germes. Em seguida, voltamos nossa atengao as deformagoes versais
de um germe e & questao da genericidade. Apresentamos um breve relato sobre a classifi-
cacao das singularidades de germes (R, 0) — (R?,0) e finalizamos com um resumo sobre

morsificagoes de curvas planas. As referéncias gerais para este capitulo sao [15], [22], [34].

1.1 Germes, jatos e multijatos

Sejam S = {p1,...,p,} um subconjunto de R", f: U CR" = RPeg:V CR" —
R? aplicagoes C* definidas em vizinhancas abertas U e V' de S. Dizemos que f e g sao
equivalentes e escrevemos f ~ ¢ se, e somente se, existir uma vizinhanga aberta de S,
W cUNV em R" tal que f|lw = g|lw. Isto define uma relagdo de equivaléncia e a cada
uma de suas classes denominaremos multigerme de aplicagao de R” — RP em S. Quando
S consiste de um tnico elemento tais classes sao chamadas de germes. Se f: U — RP é
uma aplica¢ao definida em uma vizinhanc¢a de S e suponhamos f(S) = 0, denotaremos
por f: (R"S) — RP o germe induzido por f em S.

Denotaremos por:

1. C*°(R",RP), o conjunto das aplicagoes C*° de R" — R? com a topologia de Whitney.

Quando p = 1, escrevemos simplesmente C*°(R™).

2. &,(n,p), o conjunto dos germes em = € R™ de aplicagoes C* de R" — RP. Quando
x = 0, denotamos apenas por £(n,p). Quando p =1 (germes de fungoes), £(n, 1) é

um anel e sera denotado simplesmente por €(n).
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3. M,, o conjunto dos germes de fungoes f tal que f(0) = 0. M, é um ideal gerado

pelos monoémios x;,i =1, ...,n.

O germe de uma aplicacao f : (R",0) — (RP,0) (esta notacao significa que f leva a
origem na origem) é dito singular se a matriz Jacobiana D f(0) ndo tem rank méximo,
caso contrario f é dito regular. Vamos agora introduzir uma outra relagao de equivaléncia

entre germes de aplicagoes.

Definigao 1.1 Sejam f,g: (R™,0) — (RP,0) dois germes. Dizemos que f e g tém ordem
de contato k (k € N), e representaremos por f ~y g, se

ol f; g,
oz 0)= ox® 0)

para todo multi-indice v, com |a| < k e para todoi =1,...,p.

Isto é, f ~ g se, e somente se, as séries de Taylor até a ordem k em 0 das aplicagoes
que induzem estes germes coincidem. Novamente, isso define uma relacao de equivalén-
cia. O conjunto destas classes de equivaléncia é denotado por J*(n,p). Se f € £(n,p),
a classe de equivaléncia induzida por este germe é escrita como j*f(0) e ¢ chamada
k-jato de f em 0. Notemos que J*(n, p) pode ser trivialmente identificado com o espago de
aplicagoes polinomiais de R™ em R? de grau menor ou igual a k e com termo constante nulo.
O conjunto J*(R™ RP) de todos os k-jatos (em todos os pontos) de todas as aplicagoes
R™ — RP ¢ um fibrado sobre R™ x RP com fibra J*(n,p). Dada entao uma aplicagao

f :R™ — RP, temos definida uma aplicagao
7°(f) - R* — J*(R",R?)

que a cada ponto z € R™ associa o k-jato de f em z, j*f(x). Essa aplicagdao ¢ chamada

aplicacao k-jato. Podemos definir também as seguintes aplicacoes;

a: J¥(R",RP) — R": aplicacdo fonte
B J*(R™ RP) — RP : aplicacdo meta.

Seja A* o espago vetorial dos polinomios de grau < k em n variaveis com coeficientes
reais que se anulam na origem. Escolhendo como coordenadas para A* os coeficientes dos

AT < kg N o Rk P Ak
polinémios. Entao, A} ¢ isomorfa a R para algum N. Seja By ) = @, A;.
Teorema 1.1 Com as notacoes acima tém-se:

1) J*(R™ RP) tem estrutura de variedade diferencidvel com dimensao

dimJ*(R", RP) =n +p + dime;p
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2) A aplicagio (o, 3) : JE(R",RP) — R" x RP ¢ uma submersao com todas as fibras
difeomorfas a J*(n,p).

3) Se f : R* — RP € uma aplicagio diferencidvel, sua extensio como k-jato,

J*f R® — JE(R™, RP) € tambem uma aplicagdo diferencidvel.
Demonstragao: Ver [15].

Os jatos sao tuteis no estudo de propriedades locais de aplicagoes entre variedades
diferenciaveis. Para o estudo de propriedades globais, temos que fazer uso dos multijatos.
Consideremos R™ =R" x ... x R" e R" = {(x1,..,25) ERY iy =25 = i = j}.

——— ——

S

Definigao 1.2 Consideremos o produto de aplicagio fonte of : (JF(R", RP))* — R,

Define-se o espaco de multijatos de ordem k em s varidveis como o conjunto:
JHRRP) = (o) R™).
Como R™” & um aberto de R™", logo sJF(R™, RP) é um aberto de (J*(R"™,R?))® e, portanto,
uma variedade diferenciavel. Analoga ao caso de jatos, temos a submersao:
JER™RP) — R x RP
(01,...,04) — (a(al), o a(og), Blor), ... ,ﬂ(as)),
e para uma aplicacao diferenciavel f : R™ — RP temos sua extensao como multijato:
G R JE(RY,RP)
(21, 3) = (3 F (21), - 58 (2)).

1.2 Grupos de Mather e espacgos tangentes

Estaremos interessados nas classes de equivaléncia que sao 6rbitas da agao de certos
grupos que atuam sobre £(n, p). Os principais sdo os grupos de Mather denotados por R,
L, A, K e C; no entanto descreveremos aqui apenas os trés primeiros, que serao utilizados
neste trabalho. Sejam R o grupo dos germes de difeomorfismos de (R™,0), £ o grupo
dos germes de difeomorfismos de (R?,0) e A o produto direto R x L. Definimos as a¢oes

desses grupos sobre £(n,p) da seguinte forma:
hf=foh™ heR
kf=kof kel
(hk).f =kofoh™' (hk)c A

onde f € E(n,p). O grupo R (resp. L) é chamado também de grupo de mudangas de

coordenadas na fonte (resp. na meta).



10 Preliminares

Dizemos que dois germes f, g : (R",0) — (RP,0) sdo R-equivalentes (resp. L-equiva-
lentes e A-equivalentes) se existir h € R (resp. k € L e (h,k) € A) tal que f = goh™!
(resp. f=koge f=kogoh™).

Passamos agora a descrever o espaco tangente & orbita de f sob a acao do grupo A.
Para isso, vamos descrever separadamente o espaco tangente & orbita de f sob a acao dos

grupos R e L.

Defini¢ao 1.3 Sejam f € E(n,p), TR™ e TR? os fibrados tangentes de R™ e R?, respecti-
vamente. Seja também m, o germe da projecao natural e T'f a aplicacao tangente induzida
por f. Um germe de campo de vetores ao longo de f, ¢, € um germe de aplicacao tal que
Tp © C = f
Tf
TR ——TRP

¢ 7
Tn Ve Tp
Ve
Ve

R"?Rp.

Denotamos o conjunto de todos os germes de campos vetoriais ao longo de f por 0.

Se denotarmos por 6, o conjunto de germes na origem de campos de vetores do R"
( ou seja, campos de vetores ao longo da identidade I, : (R”,0) — (R",0)), um elemento

€ € 0,, sera aplicado por tf a um campo de vetores de 0; da seguinte forma:

tf 0, — 0
o tf(§) =Tfo&.
Escolhendo (zi,...,z,) como um sistema local de coordenadas em (R",0), 6, ¢ um

&(n)-modulo livre com base {9/0x1,...,0/0z,}. Por outro lado, se n € 6,, entao te-

mos outra aplicacao:

wf:0,— 0
n—wf(n)=mnof.
Da mesma forma, escolhendo (y1,...,y,) como um sistema local de coordenadas em

(RP,0), temos que 0, é um &,-modulo livre gerado por {0/0y,...,0/0y,}, wf é sim-
plesmente a aplicacao induzida por
[f:& — &,
g— ["(9)=gof.

Definigao 1.4 Os espagos tangentes as G-orbitas em f, onde G € {R,L, A}, sdo

respectivamente
TRf = tf(M,0,)
TL = wf(M.b,)
TAf = TRf+TLf.
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Os espagos tangentes acima se referem ao caso em que a fonte e a meta dos germes sao
fixas (r = 0 e y = 0). Se permitimos que estas variem, definimos os espacos tangentes
estendidos as G-orbitas em f, onde G € {R, L, A}, como sendo:

TRef = tf(en)
T'Cef - wf<0p)
TA.f = TR.f+TL.f.

No que segue, formalizaremos o conceito de determinacao e codimensao finitas de um

germe.

Definigao 1.5 Sejam f € E(n,p) e G um grupo atuando sobre £(n,p). Dizemos que o
germe f € k-determinado em relagio a G, se para qualquer g € E(n,p), tal que j*f = j*g,

tem-se g € G-orbita de f. Dizemos também que o germe f é k-G-determinado.

Definicao 1.6 O grau de G-determinacgao do germe f, detf, é o menor inteiro k tal que

f € k-G-determinado. O germe [ € dito G-finitamente determinado quando detf < oo.

Definigao 1.7 Seja G um dos grupos usuais R, L ou A. A G-codimensao e a G.-codimen-

sao de um germe f sao dadas respectivamente por:

./\/lng(n,p))
TGf

cod(f,G) = dimg (

cod(f,G.) = dz’mR<g(n’p)).

TG.f

O estudo da determinacao finita de um germe teve inicio com os trabalhos de John
Mather em 1960; em 1970, Terence Gaffney e Andrew du Plessis obtiveram melhores
aproximacoes para o grau de determinacgao. Nos anos 80, com os trabalhos de Bruce,
du Plessis e Wall, usando-se ac¢oes de grupos unipotentes, (ver [4]) a questao do grau da

G- determinacao finita ficou completamente resolvida.

1.3 Desdobramentos versais

Seja f um germe finitamente determinado. Podemos considerar as “deformagoes
de 7 ( familia de germes de aplicagoes que contém o germe f) e estudar os tipos de
singularidades que aparecem em tais deformagoes. Em particular, podemos perguntar se
os tipos de singularidades que aparecem sao em numero finito e se existe uma familia
especial que contém todos esses tipos. Na verdade, queremos que qualquer outra defor-
macao de f seja obtida a partir desta familia. Tal familia chama-se deformacao versal.

Assim, vamos formalizar esses conceitos.
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Definigao 1.8 Um desdobramento a s-pardmetros de um germe f : (R",0) — (RP,0)
€ um germe F € E(n+s,p+s):
F:(R" xR 0) — (R” x R*,0)
(z,u) = (Fu(z),u)

tal que Fy(x) = f(x). O germe da aplicagio Fy(x) € denominado uma deformagao de

f.

Em outras palavras, uma deformacao de f é uma familia de germes de aplicagoes que
contém o germe f. No que segue, vamos considerar G = A ( os resultados sao analogos

para qualquer grupo de Mather).

Definicao 1.9 Dois desdobramentos a s-pardimetros F,G : (R” X RS,O) — (Rp x R*, 0)

de f sao isomorfos se existirem germes de difeomorfismos:
o : (R” X RS,O) — (R” X RS,O)
¥ (R? xR*,0) — (R” x R*,0)

que sao desdobramentos a s-pardmetros das fungdes identidades sobre (R™,0) e (RP,0),

respectivamente, tais que G = o F o ¢~ L.

Dado h : (R*,0) — (R*,0), definimos o “pull-back"de F por h, denotado por h*F,

como sendo o desdobramento a t-parametros
(W F)(,v) = (Faw)(2), 0).

No caso em que F e G sao desdobramentos de f com nimero de parametros diferentes,
a definicao de isomorfismo é dada pelo “pull-back". Dois desdobramentos a s-parametros
F e G de f sao ditos equivalentes se existir um difeomorfismo h de (R*,0) tal que G é

isomorfo a h*F.

Definicao 1.10 Seja F' um desdobramento a s-pardmetros de f. Um desdobramento a
t-pardmetros G € dito induzido por F se existir um germe h : (R*,0) — (R*,0), tal que
G € isomorfo a h*F.

Definicao 1.11

1. F ¢ um desdobramento A-versal se todo desdobramento de f € induzido por F.

Neste caso dizemos que fy, € uma deformacao versal.
2. F é trivial se € isomorfo ao desdobramento constante (x,u) — (f(x),u).

3. f € estavel se todos os desdobramentos de f sao triviais.
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Segue agora o teorema fundamental da existéncia de desdobramentos versais, devido
a Martinet [22].

Teorema 1.2 [Critério de versalidade| O desdobramento F € versal se, e somente se,
TAf +R{F,...,F,} = E(n,p).
onde Fj(x) = %u(z).

Ou;

Observamos que, se f é k-determinada, podemos trabalhar em J*(n,p), isto é, F é

versal se, e somente se,
jk(T.Aef + R{F’l, . ,FS}) = Jk(n, p).
Definigao 1.12

e O conjunto dos pontos criticos de F ¢
Y(F)={(z,u) : DF,(z,u) € singular}
onde DF, denota a derivada de F' com relagao a x.

e O conjunto discriminante de F' é dado por

A(F) ={(F(z,u),u) : (x,u) € X(F)}.

e O conjunto bifurcacao € definido por

Bif(F)={ueR®*:3 z €R" com f, instdvel em x}.

Como exemplo, consideremos o germe f : (R,0) — (R%0) definido por f(t) =
(t2,1?k+1). Estas singularidades sao chamadas de singularidades Aoy, (ver se¢iao 1.5). Um

desdobramento A-versal de f é dado por
E,(t) = (%, + ag 1t +ag st P 4+ agt),

onde a = (ay,as,...,as_1) € RE. O conjunto bifurcacio nesse caso é dado por duas

componentes: a primeira, é dada pelos pontos a tais que %(t) = 0, desta forma,

(Qt, (2k + Dt?* + 2k — Dagpt* 2 + - + al) =(0,0) < t=a; =0.
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Assim, a primeira componente é o hiperplano a; = 0. A segunda, é dada pelos pontos
a € R tais que

Fu(t) — Fu(u)
(t—w)

OF, O0F,
el QN

=0 com t# u, (1.1)

(u). (1.2)

Da igualdade 1.1 resulta

2 2R g 2R gt — 2 g T — e —aqu
) == (O, O)
t—u t—u
Assim, da primeira coordenada segue-se que u = —t e, portanto, da segunda coordenada
obtemos
a] = —tQk — agk_1t2k_2 — = a3t2. (13)

A igualdade 1.2 se traduz em det(M) = 0, onde

M — 2t (2]41 + 1)t2k + (Qk — 1)a2k,1t2k_2 + -+ 3a3t2 + ay
T\ 2u (2k+ DuF 4+ (2k — Dage v 2+ -+ 3azul +a; )

Como u = —t, temos
det(M) =0 < t((2k + D)t + (2k — Dag_1t** > + -+ + 3azt® + a1) = 0,
desconsiderando ¢t = 0 pois, caso contrario, t = u = 0. Logo,
(2k + Dt** + (2k — Dage_1t** 2 + -+ + 3ast* +a; = 0.

Substituindo o valor de aj, encontrado em (1.3) na igualdade acima, segue-se que
az = —kt*72 — (k — 1)ag_1t**=* — --- — 2a5t%. Finalmente, substituindo a3 na equa-
cao (1.3) obtemos a; = (k — 1)t?* + (k — 2)age_1t**72 + - - - + ast*. Portanto, a segunda
componente é a hipersuperficie dada por:

((11, as, - - ,CLQkfl) = ((k — 1)t2k + (k — 2)a2k,1t2k72 + e+ a5t4,

— k’tQk_Q — (/’C — 1)a2k_1t2k_4 — s — 2a5t2, ag, - ,CLQk_l).
Uma aplicacao importante dos desdobramentos versais é a seguinte:

Proposicao 1.1 Quaisquer dois desdobramentos versais de um germe f, com o mesmo
numero de pardmetros, tém conjunto de pontos criticos, discriminante e bifurcagoes dife-

omorfos.

Demonstragao: Ver por exemplo [6].



1.4 Genericidade e transversalidade 15

1.4 Genericidade e transversalidade

Fortemente relacionado com o conceito de versalidade esta o conceito de gene-
ricidade. Dizemos que uma propriedade é genérica em C>(R™, RP) se ela se verifica para
um conjunto residual de aplicacbes. A definicdo mais precisa deste conceito é em termos
de resultados de transversalidade. O resultado central neste contexto é conhecido como

teorema de transversalidade de Thom (ver por exemplo [15]).

Definicao 1.13 Sejam f : R"™ — RP uma aplicagao C*° e Y C RP uma variedade dife-
rencidvel. Dizemos que f € transversal a'Y em x, e representamos por f MY, se f(x) ¢ Y,
ou f(r)eY e

Tiw)Y + T, f(R") = RP.

Dizemos que f € transversal a 'Y, se f MY em z,V v € R".

Como mostra o seguinte teorema, o conceito de transversalidade pode ser entendido como

uma generalizacao do conceito de valor regular de uma aplicacao diferenciavel.

Teorema 1.3 [15] Sejam f : R™ — RP uma aplicagio C* ¢ Y C RP uma variedade
diferencidvel com f transversal a'Y. Entdao, f~5(Y) € uma subvariedade diferencidvel em

R™, que tem a mesma codimensao de Y .

A seguir, enunciaremos os teoremas de transversalidade, que serao a principal ferramenta
para provar que certas condigbes geométricas ( as quais podem ser traduzidas em termos
de condigoes de transversalidade em espagos de jatos) sao satisfeitas para um subconjunto

residual ( e portanto denso) de aplicagoes.

Teorema 1.4 [Transversalidade de Thom] Sejam M, N variedades diferencidveis e
W uma subvariedade de J*(M, N). Consideremos

Tw ={f € C®°(M,N) : j*fmw}.

Entao, Ty € um subconjunto residual de C*°(M, N) com a topologia C*>° de Whitney.

Teorema 1.5 [Transversalidade de Multijatos| Sejam M, N wvariedades diferencid-

veis e W uma subvariedade de ;J*(M, N). Consideremos
Tw = {f € C®°(M,N) : g~fmWw}.

Entao, Ty € um subconjunto residual de C*°(M, N) com a topologia C*>° de Whitney.
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A seguir enunciaremos um teorema de James Montaldi, um dos mais eficientes resul-
tados de transversalidade (ou de genericidade), que se aplica tanto para germes quanto

para multigermes.

Teorema 1.6 Montaldi [28] Sejam X,Y,Z, U wvariedades diferencidveis e G um dos
grupos de Mather: R, L,C, A K. Se F:Y xU — Z € uma aplica¢ao diferencidvel, entao,
dada uma aplicacao g : X — Y, pode-se definir uma composta F, : X x U — Z por
Fy(z,u) = F(g(x),u).

1. Suponha-se que F : Y x U — Z seja uma aplicagao localmente G-versal, e seja S
uma subvariedade G*-invariante de J*(X,Z). Entdo, para um conjunto residual de
imersoes X — Y, a aplicacao k-jato ijg X x U — J¥X, Z) € transversal a S.

2. Suponha-se que F : Y x U — Z seja uma aplicagao G-versal, e seja S uma subva-
riedade G*-invariante do espago de multijatos ,J*(X, Z). Entdo, para um conjunto
residual de mergulhos X — 'Y, a aplicagdo multijatos ,j¥F, : XM XU —, JHNX, Z)

€ transversal a S.

1.4.1 Exemplos de transversalidade em curvas no R?

Apresentamos, agora, alguns exemplos de como os teoremas de transversalidade
podem ser aplicados. Seja v uma curva no R?. O conceito de derivada de uma curva faz
com que os fibrados de jatos e multijatos de curvas sejam triviais, o que nos permitira
utilizar expressoes globais em termos de coordenadas para subconjuntos destes espacos.
De fato, como a derivada é um conceito local, podemos definir a derivada do germe de

uma curva em um ponto, com isso temos as aplicagoes

Jk(R, R3) — 3R x (R3)k+1

Fy () — (63 (@), 7M@),
para o espaco de jatos, onde denotamos as derivadas de v em um ponto ¢ € R por
@),y (E), " (), ...,y ®(t), k>4 e
TJk(R, R3) N (R)(r) < (R3>r(k+1)
(@) = (bt ()6, AP (), P (),

para o espaco de multijatos. Claramente, ambas as aplicagoes sao difeomorfismos, de

modo que, no que segue, identificaremos o espaco de jatos e o de multijatos com os

correspondentes produtos.
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Exemplo 1.1 Seja v(t) = (71(t),72(t),v3(t)) uma curva reqular. Consideremos o con-

junto
H={rer: Iy x70] =0}
no espago J*(R,R?) e a aplica¢do 2-jato j%v : R — J*(R,R3). E fdcil ver que
(727) ' (H) = {Pontos onde a curvatura de 7 se anula}.
Dizer que j2v(to) € transversal a H € dizer que 3 to : j°v(to) € H com

dj2/y(t0)(EOR) + Z}Z’V(tO)H = 1—327(150)(]2(]:&, R3)
N e’ ——— N .

j vV
dim=1 dim=8 dim=10

Portanto, temos transversalidade, somente se nao existirem pontos de curvatura nula.

Exemplo 1.2 Seja v como antes e consideremos agora H como o conjunto dos pontos
t € R tais que o conjunto {7'(t),~"(t),y"(t) } seja linearmente dependente. Vé-se que H

¢ uma hipersuperficie algébrica de J*(R,R?) dada pela equagdo

)
() (t)
Nt () 25(t) | =0.
Nt () 75t

Ou seja, (73v) " (H) € constituido dos pontos de tor¢io nula de~y. Dessa forma, a condi¢io

737 transversal a H implica que (j73v)~*(H) sdo pontos isolados.

1.5 Classificacao de germes de curvas planas

Quando estudamos a geometria de curvas ou superficies sob o ponto de vista da
teoria das singularidades é necessario classificar germes de aplicagoes sob alguma relagao
de equivaléncia até uma certa codimensao. Por exemplo, para estudarmos o contato de
superficies no R?® com planos, precisamos de antemao classificar germes de aplicacoes
R? — R? sob A-equivaléncia de A.-codimensao < 2. J4 para estudarmos o contato de
curvas no R3 com retas (resp. planos), precisamos classificar germes de aplicacoes R — R?
(resp. R — R) sob A-equivaléncia de A.-codimensao < 2.

O processo de classificacao envolve basicamente duas etapas:

imeira delas ¢ determi is sdo os jatos relevant Jk(n, p);
e a primeira delas é determinar quais sao os jatos relevantes em J*(n, p);
e a segunda é testar se estes jatos sao finitamente determinados ou nao.

Esse processo é chamado de processo indutivo via jatos e se baseia no conceito de trans-
versal completa introduzido por Bruce, du Plessis e Kirk em [7], no lema de Mather e nos

teoremas de determinacao finita.
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Como dissemos na introducao deste trabalho, estamos interessados em estudar familias
de projecoes ortogonais em planos de curvas no R3. Assim, é necessario que tenhamos,
de antemao, uma classificacao das singularidades que sao relevantes. Encontramos em
[5] a classificacao de germes A-simples de aplicagoes R — R?. Lembramos que um germe
[ (R™,0) — (RP,0) & dito G-simples se existe uma vizinhanga V de j*f (k grande) em
J¥(n,p) tal que V contém um nimero finito de érbitas de J*G em J*(n, p).

Teorema 1.7 [5] Seja f: (R,0) — (R% 0) um germe simples, entao f é A-equivalente a

um dos germes na tabela abaixo

Tipo Germe A.-cod
Nao singular (¢,0) 0
A% (7527 t2k+1) k
E6k (t?;, t3k+1) 3k
Egiio (13, 13k+2) 3k+1

t
— (3, 3L 342 e <p <2k, kp>1|k+p+1
— (3,30 3942 <k <2p, k,p>1|k+p+1

Wia (t4,1°); (4,6 4+17) 6;5
Wis (t4t7); (4 t" 4+ 1°); (¢ t7 +119) 9,78
Wlﬁ,%% (t*, 10 + 241, k> 3. k+3

1.6 Morsificagoes de curvas planas

Seja f: (K™, 0) — (KP,0), um germe de aplicagdo nao estavel, onde K =R ou C.
Suponhamos que f tenha A-codimensao finita. Podemos deformar este germe de modo a
torné-lo estavel. Ou seja, é possivel encontrar um desdobramento a 1-parametro F(z,t) =
(fi(x),t) tal que para t # 0, f; seja estavel. Tomando um representante apropriado do
desdobramento F', é possivel construir uma deformacao f; : Uy — KP? de f, onde U; é
uma vizinhanca contratil de 0, a qual, a menos de homeomorfismo na fonte e na meta,
independa de t (exceto pelo sinal, quando K = R), e da escolha do representante de F'.
Essa deformagao é conhecida como deformacgao estavel de f.

Se K = C, a topologia da deformagao estavel é independente mesmo da escolha do
desdobramento F'; quando K = R, existe um ntmero finito de tipos topologicos distintos
nas deformagoes estaveis. A descrigdo geral dessa construgao é feita em [21].

O que ¢é interessante sobre deformagoes estéveis é que a intersec¢ao de B, (vizinhanga
de 0 em KP) com a imagem de f é contratil, enquanto que a intersec¢do com a imagem
de uma deformacao estavel nao. Da topologia desta tltima, obtemos alguns dos mais
importantes invariantes associados a germes (C",S) — (C"*1,0), onde S é um conjunto
finito.
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Teorema 1.8 [26] Seja f : (C",8) — (C™10) com codimensado finita, e suponhamos
(n,n+1) com boas dimensoes, n < 15 (|24]). Entao a imagem de uma deformagao estdvel

de f tem o tipo de homotopia de um bouquet de n-esferas.

O numero dessas n-esferas é portanto um A-invariante de f; chamado de nimero de
Milnor da imagem de f e denotado por p;(f). Quando n =1, us(f) é determinado pelo

numero de ramos r da curva e o namero de nos o que aparece na deformacao estavel:
Lema 1.1 [27] p;(f) =6 —r+1.

O numero 9 pode ser calculado de varias maneiras. Por exemplo, Milnor mostrou em
[25] que se a imagem do germe f é definida pela equagao g € Ocz2, entdo o nimero de
Milnor p = dimcOcz2,/J, de g é relatado por § pela formula = 26 —r + 1, onde J, é
o ideal Jacobiano de g. Além disso, se f é real (a restricao de f a R, aplica R em R?),
entao 0 é igual ao nimero méaximo m de nods reais que aparecem em uma deformacao real

de f. Podemos agora, determinar a relagao entre u; e A.-codimensao de f.

Teorema 1.9 [27] Seja f: (C'S) — (C?,0), I-1 fora de S. Entao ur > A.-codimensaio

de f. A igualdade ocorre se, e somente se, f € quasi-homogéneo.

Portanto, o ntimero maximo de ndés que aparecem em uma deformacao real de uma

singularidade f : (C,S) — (C?,0) (quasi-homogéneo) ¢ dada pela formula
m = Ae-cod(f) +r — 1. (1.4)

Em geral nao esperamos que a topologia de uma deformacao estével real seja igual a de
sua complexificacao. No entanto, no caso de curvas planas, foi provado por Gusein-Zade
[16] e A’Campo [1] que se f : (C,S) — (C?,0) é real, entao existe uma deformagao estével

real de f andloga aquela de C.

Definicao 1.14 Uma deformacao estavel real que exibe o mesmo nimero de nos que o

caso complexo é chamada de morsificagao do germe f ou deformacgao real boa.

Desde que deformacoes reais boas existem, podemos encontra-las em desdobramentos
versais. Como exemplo: consideremos as singularidades A; e A4 também chamadas de
cuspide ordinéria e cuspide degenerada (ramphoid cusp), respectivamente. Assim, seja
f,g : (R,0) — (R%0) definidas por f(t) = (t2,3) e g(t) = (t*,t°). Os respectivos

desdobramentos versais sao:

F={ 1 +ait) e G= (1 +ast’ + art).
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a3

(©4
(@) (b)

Figura 1.1: Diagrama de bifurcacao de A, e Ay, respectivamente.

Portanto, temos

B(AQ) = {CLl = O} U {@},
B(A4) = {CLl = O} U {(CLl,ag) = (t4, —2t2)}

Na figura 1.1 (a), para a; < 0 o germe F apresenta um ponto duplo; assim, a topologia
de F' no caso real coincide com a complexa, o que nao acontece quando a; > 0.

Na figura 1.1 (b), observamos que a topologia do germe G real coincide com a de sua
complexifica¢do, nos pontos (a1, as) no interior da regiao hachurada. Portanto, para esses
valores dos parametros temos uma morsificagao para a singularidade g.

Nos capitulos 3 e 4 faremos um estudo geométrico de morsificagoes das singularidades
de germes de curvas planas que ocorrem para a projecao de familias genéricas a 1 e 2
parametros de curvas no R*. Em outras palavras, consideramos um mergulho de tais
familias no R3 e descrevemos as direcdes da projecao ortogonal no plano onde ocorrem

morsificagbes para essas singularidades.



Capitulo

2

Curvas Genéricas

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos e resultados sobre a geometria gené-
rica de curvas no R3. Também identificamos geometricamente as singularidades genéricas
da projecdo ortogonal em planos de curvas no R?. Como conseqiiéncia, obtivemos uma
descricao geométrica para a singularidade As. Chamaremos de curva no R?, toda aplicacao
v € C(R,R?). As referéncias para este capitulo podem ser encontradas em [8], [29] e
[30].

2.1 Curvas genéricas

Dados um subespago afim 7 € R? e um ponto ¢ € R tais que (¢) € 7, dizemos que

7 tem contato de ordem n com ~y em ¢, e representamos por o(m, )|, o primeiro natural
n, tal que ™ (t) ndo esteja contido no plano 7.

Assim, se o(m,y)|; > 2, dizemos que 7 é tangente a vy em ¢, e se o(m, )| > 3, dizemos

m € osculador de v em ¢, ou simplesmente que 7 oscula em ¢. Também diremos que o

plano 7 ¢ bitangente, tritangente, ... a 7 se é tangente a v em dois, trés, ... pontos

respectivamente, que tenham imagens distintas na curva. (Ver figura 2.1 (a) e (b)).

N (AL

(@)

Figura 2.1: (a) Plano bitangente (b) Plano tritangente

Por abuso de linguagem, diremos que um par, um terno, ... de pontos t € R ¢
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bitangente, tritangente, ... respectivamente , se existe um plano bitangente, tritangente,
... respectivamente, da curva nos respectivos pontos. De forma anéloga, podemos definir
o conceito de ordem de contato de uma reta com uma curva. Assim, dizemos que uma
reta é tangente a uma curva em um dado ponto, se a ordem de contato é maior ou igual

a 2 no respectivo ponto.

Definicao 2.1 Dada uma curva v, denotamos a curvatura e a tor¢ao de v como sendo

as sequintes fungoes C'™:

K(s) =1 (s) x /" (s)lI* e T(s) =det(y(s),7"(s),7"(s)).

respectivamente.

Como propriedades imediatas temos:

K(s)=0=1T(s) =0;
K(

s) = 0 < existe uma reta r tal que o(r, a)|s > 3;

T(s) =0 < existe um plano 7 tal que o(m, a)|s > 4.

Também é 6bvio que a derivada da torcao admite a seguinte expressao :
T'(s) = det(a'(s),a(s), e (s)).

Notemos que as defini¢oes de curvatura e tor¢ao nao coincidem com as defini¢oes habituais.
Entretanto, se denotarmos por k e 7 respectivamente, a curvatura e torcao habituais,

temos:

K(S) = /1,(3) — ... = ﬁ(")(s) — 07

\]
—~
Va)
~—
I
\]\
—~
Va)
~—
I
Il
\l\
2
—~
V2)
~—
I

Portanto, isso nao seré de grande importancia, ja que estaremos interessados nos tipos de
zeros dessas fungoes. Além disso, elas tém algumas vantagens claras sobre as habituais:
a primeira, é que esta aparece de forma natural em nossos célculos, e a segunda é que a

torcao T esté sempre definida, inclusive quando K é nula em algum ponto.

Definicao 2.2 Dada uma curva vy, definimos a fun¢ao de bitangéncia como a fung¢ao C™
B:RxR—-R

(t1,ta) — det(y(t2) — (1), (t2), 7 (t2)).

Dados t; e ty € R com ~y(t1) # y(ta), entdo B(ty,t2) = 0 se, e somente se, existe um plano

bitangente a v em t; e 5.
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As derivadas parciais desta funcao sao:

g_ﬁ(tl’t2> = det((tz) —y(t1),7"(t1), 7 (t2)),

g_i(tl,tQ) = det(y(ta) — y(t), 7 (t1), " (t2)).

Conclui-se que B(ty,ts) = g—g(tl, to) = 0 se, e somente se, o plano bitangente a v em t;
e to oscula em t;, ou a reta tangente em ¢y encontra a curva em t;. No primeiro caso,
chamamos o plano de plano bitangente osculador e, no segundo caso, reta cross tangent.

(ver figura 2.2 (c) e (d) respectivamente).

Definigao 2.3 Seja tg € . Dizemos que v possui um flattening em to (resp. flattening
degenerado de codimensao n, n > 1), se o contato de v com seu plano osculador em tg
tem ordem maior ou igual a 4 (resp. n+4).

A

(e)

Figura 2.2: (c) Plano bitangente osculador (d) Cross tangent (e) Flattening

Vamos agora introduzir o conceito de curvas genéricas. O conjunto de tais curvas sera

utilizado em quase todo este trabalho.

Definicao 2.4 Uma curva v € genérica se

(a) 0 € valor regular das fungoes T : R — R e Blgzya : R\ A — R. Onde R* \ A =
{(t17t2) ERxR: t1 7é tg}, e

(b) as projegies

pi ¢ (Bla2a)V(0) » R
(t1,t2) — t;

sao funcoes de Morse, para i =1,2.
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Veremos, agora, algumas conseqiiéncias geométricas imediatas de uma curva y ser gené-

rica:

e ~v deve ser uma imersao, isto é, 7/(t) # 0,V ¢t € R, pois, se 7/(t) = 0 para algum
t € R, teriamos T'(t) = T"(t) = 0. Pelo mesmo motivo, a curvatura de -y deve ser

sempre diferente de zero, e os zeros da tor¢ao devem ser nao degenerados.

e v deve ser injetora, pois, se Y(t;) = ~(t2) para t; # to, teriamos B(t;,ts) =

9B (t,,1,) = 2B (t1,1,) = 0.

e Se 7 é um plano bitangente a v em t; e t, osculando em t;, entao 7w nao oscula em

to. Além disso, T'(t1) # 0.

e Se r é uma reta tangente a vy em ty, interceptando v em outro ponto, digamos t,
( reta cross tangent), entdo r nao pode ser tangente a v em to, e 0 plano gerado por

{7(t2) — ~v(t1),~(t2) } ndo pode oscular em ¢;, i =1, 2.
Podemos, agora, enunciar o seguinte teorema:

Teorema 2.1 [30] O conjunto das curvas genéricas € um subconjunto aberto e denso em
C>(R,R?) com a topologia C> de Whitney.

2.2 Projecao ortogonal de curvas genéricas

Sejam 7 € C°(R, R?) e C sua imagem. Para cada vetor unitério ¢ no R3, denotamos
por mz o plano que passa pela origem, perpendicular a v, e seja Py : R — 73 a composi¢ao

de v com a projegao ortogonal no plano my:

Py(t) =~(t) = (7(1),0) 7,
onde { ,) denota o produto interno usual do R?.

Seja T'S? o fibrado tangente de S2. Identificando 7y com o plano tangente a S? em 7,

obtemos a familia de projecoes ortogonais parametrizadas por S*:
P:S*xR—TS?
(¥,8) = (0,7(t) — (3(1), 7) 0).

O conjunto dos pontos criticos dessa familia é o conjunto dos pontos (¥,t) tais que ¥/
é paralelo a reta tangente a v em t. Assim, o conjunto dos pontos criticos pode ser
identificado com o fibrado tangente de ~.

Para v fixo, a aplicacao Pj é a projecao ortogonal na direcao v, ou seja, em um ponto
to € R esta aplicagao descreve o contato de C com a reta que passa pelo ponto v(ty) e é

paralela ao vetor v.
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Podemos escolher um sistema de coordenadas (x,y, z) na imagem, de tal forma que,
a reta tangente a C em 0 seja o eixo z, e o vetor curvatura em 0 pertenca ao plano zy.

Nessas coordenadas podemos escrever C da seguinte forma:
Y(t) = (8 (), g(t) = (t,at® + azt® + - bst® + byt* +---),
onde “ ast? + ast3 + - - -7 significa “ast? + azt>+ termos de ordem superior em t” e 0 mesmo
para “ bgt® + byttt + -7,
Consideraremos as dire¢oes de projecao que estejam na vizinhanca do vetor tangente
ay, v =(1,0,0). Essas dire¢des podem ser parametrizadas por (1,u,v). Logo, as coorde-
nadas de um ponto da curva C, no plano de proje¢ao z = 0 ao longo da diregao (1, u,v),

sao dadas por
(tv f(t)> g(t)) + A(1, u, U) = (07 Y, Z)v
ou seja, A = —t. Como estamos interessados no A-tipo do germe Py, a familia a 2-parame-

tros de projecoes ortogonais no plano x = 0 pode ser reescrita por
P:R*x R — R? x R?
((u,v),t) — ((u,v), f(t) —ut, g(t) — Ut).

Estas projecoes nao sao ortogonais, mas as propriedades da familia das projegoes orto-

(2.1)

gonais sao preservadas. Os parametros u e v fornecem as diregoes de projecao e sao
chamados na literatura de pardmetros de controle, e o plano definido por eles, de plano
de controle. O conjunto dos pontos u e v para os quais F(,,) tem uma instabilidade ¢
chamado de Conjunto Bifurcagao de P.

Como comentamos no capitulo 1, para estudarmos as familias de proje¢oes em planos
de uma curva v no R3, é necessaria, de antemao, uma classificacdo das singularidades de
multigermes (R, S) — R?. Do Teorema 1.6 segue-se que, para uma curva genérica no R3,
a familia de projegoes P, ,)(t) apresenta somente singularidades de codimensao menor ou

igual a 2. Em decorréncia disso, temos:
Corolario 2.1 Para um mergulho de uma curva genérica no R3, temos:

o As singularidades locais que podem ocorrer para a familia de projecoes ortogonais

sao dadas na tabela 2.1.

Tipo Germe | Desdobramento Versal | A.-cod
Nao singular | (t,0) (t,0) 0
Ay (12, %) (2, % + at) 1
Ay (2, 1°) (2,15 + at® + bt) 2

Tabela 2.1: Germes de projecoes em planos de A.-cod < 2.

e As singularidades multilocais que podem ocorrer para a familia de projecoes ortogo-

nats sao dadas na tabela 2.2.
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Tipo Multigerme Desdobramento Versal A.-cod
Al (370); (Ovt) (870); (Ovt) 0
AB (5?0>; (tatQ) (Saa); <t7t2> 1
As (5,0); (¢, 1) (s,a); (t, 12+ bt) 2
Ds (s,0); (¢3,¢%) (s,a); (t* + bt, t?) 2
Dy (5, 0):(0,2); {u, ) (5,0); (0, 2); (u,u +a) 1
Dg (5,0);(0,8); (u, u?) (s,as + b), (0,1); (u, u?) 2
Er | (t,0):(0,5); (u,u); (v, Av) | (¢,0);(0,8); (u+a,u);(v+bAv) | 3

Tabela 2.2: Multigermes de projegoes em planos A.-cod < 2.

O escalar A é um modulo para a forma normal da singularidade E-, representando a
cross-ratio de 4 retas no plano passando pela origem. O estrato constituido da uniao de

todas as formas normais tem codimensao 2, assim nao pode ser evitado.

<

Ay As

- #

/
K ¥ %

Figura 2.3: Multigermes de projecgoes em planos de codimensio < 2

Nos capitulos 3 e 4, ao estudarmos familias genéricas a 1 e 2-parametros, veremos
que singularidades locais mais degeneradas que A, e A4 podem ocorrer para a familia de
projecoes ortogonais. A seguinte proposi¢cao mostra as condi¢oes sobre os coeficientes de

Y(t) = (¢, a9t® + - -+ ,bst® + - - ), para que a projecao Pop tenha tais singularidades.

Proposicao 2.1 A projecao ortogonal Py tem as sequintes singularidades:
Ay & aghs # 0;
Ay & as #0, b3 =0 e asbs — 2a3by # 0;
Ag <= as #0, b3 =0, asbs —2a3by =0 e
a3(agby — 3bgas) + by(3a3 — 2a3as + 4azasay) # 0;
E¢ < ay =0, bsay — byaz # 0;
Es < ay =0, bsay — bgas =0 bzas — bsaz # 0.



2.2 Projegao ortogonal de curvas genéricas 27

Demonstracao: Para a singularidade Aj, consideramos o 3-jato de P ), dado por
73 P,y = (ast® + ast?, bst*), neste caso é facil ver que temos uma singularidade A, se, e
somente se, asbs # 0.

Para A4, consideremos o 5-jato de Py, 7°Poo) = (agt? + -+ + ast®, byt + bst®),
ou seja, com as # 0 e by = 0, pois, caso contrario temos uma singularidade As;. Com
mudancas de coordenadas na fonte e na meta, chegamos que j°Pop) ¢ A-equivalente a
(t2, (agbs — 2a3b4)t5). A demonstracao para Ag segue de forma semelhante.

Para Es, consideramos o 4-jato de Py com ay = 0, pois, caso contrério, temos uma
singularidade do tipo Aoy, assim, j*Poq) = (ast® + ast*, bst® + byt*). Portanto, temos
uma singularidade Fjg se, e somente se, bzay — byas # 0. De forma semelhante, obtemos a
singularidade FEj.

O

Considerando ~(t) = (t,t?,¢3), a forma normal de uma curva genérica no R3. A
proposicao anterior garante que a projegao ortogonal F o) de v tem uma singularidade
Ay. Cabe aqui a pergunta, existem direcoes de projegao tais que F, ) ¢ uma morsificagao
para essa singularidade?

Para responder essa pergunta, observamos que pela féormula 1.4, uma deformagao real
da singularidade A, tem no méaximo um ponto duplo, ou seja, a projegao P (t) =
(t? — ut,t3 — vt) é uma morsificagao da singularidade A, quando tiver um ponto duplo.

Isto é equivalente ao sistema (nas variaveis t e s)

P(u,v)(t>_P(u,v)(3) s+t—u=0
=0& 9 9
t—s s“+ts+t°—v=0.

2
possuir duas solugoes reais e distintas, que por sua vez equivale a v > 3—}1‘— Um estudo

anéalogo sera feito nos capitulos 3 e 4 para as demais singularidades da Proposicao 2.1.

O conjunto bifurcagao para a familia de projecoes em planos é constituido de 3 tipos

de curvas ( singularidades de codimensao 1), que denominaremos por:

e Curva cuspidal, quando a curva possui uma singularidade A,;

e Curva tacnodal, quando dois ramos da curva se tornam tangentes, singularidade

Ag, [§

e Curva de pontos triplos, quando dois ramos da curva se fundem com um terceiro,

singularidade Djy.

Conforme [8], em pontos isolados das trés curvas, podemos esperar as singularidades de
codimensao 2. Mais especificamente, nos pontos de inflexao da curva cuspidal, ocorrem

os pontos onde o tipo de cuspide é mais degenerado; a saber, singularidade A;. Em
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pontos de inflexao da curva tacnodal, esperamos pontos nos quais os dois ramos da curva
assumem um contato de ordem 3, singularidade As. E, por tdltimo, na curva de pontos

triplos, temos trés situagoes:

e Os 3 ramos da curva se fundem com um quarto ramo: singularidade F-.
e Dois dos 3 ramos da curva degeneram em uma cuispide: singularidade Ds.

e Dois dos 3 ramos da curva se tornam tangentes: singularidade Dg.

Na figura abaixo, apresentamos os diagramas de bifurcacao das singularidades de co-
dimensao 2 para a projecao ortogonal de uma curva genérica no R®. As linhas continuas
correspondem ao estrato A,; as linhas pontilhadas, aos estratos As; e as linhas duplas, ao

estrato Dj.

A P

D

Figura 2.4: Conjunto bifurcagiao para projecoes ortogonais de curvas genéricas no R3

2.3 Geometria das singularidades de projecoes

Uma questao interessante é identificar geometricamente as singularidades descritas
nas tabelas 2.1 e 2.2, ou seja, dada uma curva genérica v no R3, sob quais condicoes geo-
métricas e quais as direcoes de projecao, obtemos que sua projecao ortogonal o apresenta

uma das singularidades citadas acima.

Proposicao 2.2
(i) Seja P; uma projecio ortogonal com |0 = 1. Seja também, X,Y € R®. Entaio,

det(7, X,Y) = det(P5(X), P+(Y)).

(ii) Se a projecao nao é ortogonal, somente linear, entdo temos que

det(’[f, X, Y) =0« det(Pg(X), Pf}’(Y)) = 0.
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Demonstragao: (i) Consideramos {#, e1, e2} uma base ortonormal do R3, de maneira

que
Pg(X) = <X, 61>€1 + <X, 62>€2 = X161 —|— X2€2.
Entao,
X v 1 * =
det(Py(X), P5(Y)) = X1 Y1 =0 X; Y, |=det(7,X,Y).
2 2
0 Xo Ys

(ii) Suponhamos que det(¥, X,Y’) = 0, entdo, existem A,y e v ndo todos nulos tais que
M4+ puX +vY = 0. Como v # 0, entao, p e v nao sao ambos nulos, e além disso,
uPs(X) + vP(Y) = 0. Portanto, det(Py(X), P;(Y)) = 0.

Reciprocamente, se det(Py(X), P3(Y)) = 0, entao, existem p e v ambos nao nulos tais
que pPy(X) 4+ vP;(Y) = 0. Como Py é linear, segue-se que Py(uX + vY) = 0, o que
implica que pX +vY € KerP; = (V) e, assim, existe A tal que uX +vY = M. Portanto,
det(v, X,Y) = 0.

O

Denotamos por « a projecao ortogonal da curva v na direcao ¢ , ou seja,
Py(v) = a.

Suponhamos, primeiramente, que « tenha uma singularidade A em t, ou seja, o/ (tg) = 0

e o conjunto {a(to), o’ (to)} € L.I. Portanto,
A'(tg) =0 < Py(y/ (o)) =0 +/(to) € KerPyz = (v).

Por outro lado, pela proposigao 2.2, {a(tg), o (to) } € L.1. se, e somente se, {7, ~v"(to), 7" (to) }
¢ L.I. Isto, juntamente com v/ (¢y) € ¥, equivale a dizer que o conjunto {7 (to), 7" (to), 7" (to) }
¢é linearmente independente, ou seja, a tor¢cao de v em ¢, é diferente de zero.

Portanto, obtemos uma singularidade A, se, e somente se, a direcao de projecao v
¢ paralela a reta tangente a curva v em um ponto de tor¢ao nao nula; caso contrario,
ou seja, se a tor¢ao é nula, genericamente obtemos uma singularidade A4. Suponhamos,
agora, que « tenha uma singularidade Az, ou seja, os dois ramos da curva « se tornam

tangentes. Nesse caso, é facil ver que tal condicao se traduz nas equacgoes:

a(ty) = a(sg) e (ty) // (s0), para tg # so.

A primeira igualdade equivale a dizer que a direcao de projecao ¥ é paralela ao vetor

v(to) — (s0), pois,
a(ty) —a(s)) =0<
Ps(v(to)) — Ps(v(s0)) =0 &
Ps(y(to) —(s0)) =0 <=

U( (tO

)
v(to) —v(so) € paralelo ao vetor .
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Por outro lado, como o vetor o/(ty) é paralelo ao vetor o/(sg), segue-se da proposigao ante-
rior que o conjunto {¥,v'(to),~'(so)} € L.D. e, portanto, o conjunto {7(to) — v(s0), ' (to),
v (s0)} é L.D. Assim, a fungao bitangente é nula nos pontos ty e so. Logo, existe um
plano bitangente a vy em ty e so. Portanto, obtemos uma singularidade As se, e somente
se, a direcao de projegao esta contida no plano bitangente a curva v e ¢ dada pela secante
unindo-se os dois pontos de tangéncia, direcao essa denotada por T-secante.

Para a descricao geométrica da singularidade As, observamos que a afirmacao: - obtém-
se uma singularidade As quando a direcao de projecao estd contida no plano bitangente
a curva, (dire¢ao dada pela secante unindo os dois pontos de tangéncia), na qual o plano
oscula em um dos pontos de contato, contida no artigo [8|, esta incorreta. A fim de corrigir
tal afirmacao, passamos a descrever alguns conceitos necessarios para o entendimento do

resultado.

Seja g : R? — R a equacao implicita de uma curva plana e sejam também a e 3 curvas

planas regulares.

Definigao 2.5 Dizemos que a e g~1(0) tem k—ponto de contato em t = ty quando a
funcao
ft) =gla(t)) : R —R

satisfaz f(tg) = f'(to) = --- = f* V() = 0, e fF(ty) # 0. Também dizemos que a
ordem de contato € k.

Observagao 2.1 Sendo g a equagao implicita da curva plana o, seque-se que f, = g(a) =
0. Logo, o e (3 tem ordem de contato k em t = ty quando fs(to) = f(te) = -+ =
f/ék_l)(to) =0,¢ fék) (to) # 0, onde fz = g(B). Quando k =3, dizemos que v e 3 tém um

contato inflexional.

Na secao anterior, vimos que uma singularidade As; ocorre quando os dois ramos da
curva assumem um contato inflexional. Vamos definir geometricamente o que significa

esse contato.

Teorema 2.2 Sejam « e 3 curvas parametrizadas pelo comprimento de arco. Entao, o

e B tém contato inflexional em ty se, e somente se,

onde t,(tg) ( resp. ka(ly)), € a derivada de o em to ( resp. € a curvatura de a em ty), e
0 ==+1.
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Demonstracao: Seja g a equacao implicita da curva a. Portanto, temos que
fa(t) = g(a(t)) = 0. As derivadas de f,(t) sao dadas por

fo=dg(d)=Vg-d,
//_d2 (O/ /)_’_vg.a//
/I/: (O/ Oé Oé)+3d2 ( //)_"_V‘g.alll’

Podemos interpretar geometricamente os zeros das derivadas de f, como segue

f;:0<:>Vg-o/:Vg-ta:O<:>’Vg:)\a'na

7Aa¢07

onde n, é a normal da curva o.

f!'=0s dg(cd/,d)) + Vg o' =d?g(ta, ta) + Aalg - Fehy = 0 &

S d?g(ta,ta) + Aaka = 0 & |d?g(ta, ta) = —Aaka |,

f7' =0 & dPg(ta, ta, ta) + 3d°g(ta, Kalta) + Aaly - (Koo + Kenl) = 0 &
& d°g(ta, ta, ta) + 3d%g(ta, Kaly) + Aokl = 0 &

S | dPg(ta, ta, ta) + 3d%g(ta, Kaly) = — Aokl

As curvas a e § tém contato de ordem 3 em ¢ = £, se, e somente se, f.” (to) = fg) (to) =0,

1=0,1,2¢ fc(xg) (to) # fé3) (o). Agora, comparando as derivadas de f, e f3, temos que

fa(to) = fs(to) & alte) = B(to),
fa(to) = f5(to) & Aana(to) = Agngs(to).

Como estamos considerando as curvas parametrizadas pelo comprimento de arco, segue-se
que A\, = 0Ag. Obtemos, assim, n, = dng e t, = dtg. Pela segunda e terceira derivada,
temos que

fa(to) = f5(to) & —Aakalto) = —Asrp(to) & Ka(to) = drs(to),
fi (to) # f5'(to) & —Aary(to) # —Asrjs(to) < Ky (to) # drjs(to).

Concluindo assim a demonstragao do teorema.
OJ

Corolario 2.2 Sejam « e 3 curvas parametrizadas pelo comprimento de arco. Entao, o

e B tém contato inflexional em ty se, e somente se,

a(to) = B(to),
a'(to) = 63 (to),
det (! (ty), (o)) = ddet(B'(to), 5" (o)),

onde § = £1.
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O resultado do Teorema 2.2 também pode ser obtido quando as curvas nao sao necessa-
riamente parametrizadas pelo comprimento de arco. Em particular, temos o seguinte

corolério.

Corolario 2.3 Sejam « e (B curvas regulares. Entdo, o e 3 tém contato inflexional em

ty se, e somente se,

a(ty) = B(to),
O/(t0> = )‘ﬁl(to)7
det(a/(to), o (to)) = N3det(3'(to), B" (to)),

onde N\ € um escalar nao-nulo.

Podemos, agora, enunciar o principal resultado desta secao, no qual apresentamos a
interpretacao geométrica sobre a curva genérica -, de forma obter a singularidade As
em uma proje¢ao ortogonal. Considerando como antes, P3(y) = «, segue-se o seguinte

teorema.

Teorema 2.3 A projecio o tem um contato inflexional em ty se, e somente se, a dire¢ao

de projecao € uma T-secante, com a condi¢cao adicional de que o vetor

(17 (s0)|Psen(02)*y" (to) + |/ (to) [P sen(61)%4" (s0))

pertenca ao plano bitangente a y(t) em sy e to. Onde 0y (resp. 03) € o dngulo formado

pelos vetores y(to) — v(s0) € 7' (to) (resp. v(to) —(s0) €' (s0))-

Demonstracgao: Pelo Corolario 2.3, a proje¢ao o tem um contato inflexional se, e

somente se,
a(ty) = alsg), (2.2)
o' (to) = A/ (so), (2.3)
det (/' (to), 0" (to)) = Ndet(a/(s0), " (s0))- (2.4)

Asigualdades 2.2 e 2.3 sao equivalentes a diregao de projegao ¢’ ser uma T-secante. Assim,
o conjunto {y(to) — 7(s0),7 (t0),7 (s0)} € linearmente dependente. Portanto, existem

escalares A, B e (' nao todos nulos, tais que

C(v(to) —(s0)) + Ay'(to) + B¥'(s0) = 0. (2.5)

Como a diregao de projegao U é paralela ao vetor vy(tg) — v(so), segue-se que Ad/(ty) +
Ba/(sg) = 0. Logo, da igualdade 2.3 temos (AX + B)(c/(sp)) = 0. Portanto, A = =£.
Observamos que A e B sao diferentes de zero, pois, caso contrario, a genericidade da curva
implicaria A = B = C' = 0, contradizendo a equagao 2.5. Por outro lado, como os vetores

v(to) — v(s0),7 (to) e 7' (s0) s@o linearmente dependentes, segue-se a figura abaixo
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v

C(v(s0) — v(t0))

e, portanto,
sen(0y)  sen(f)

| = B (s0)| Ay (to)]"

donde retiramos a seguinte igualdade

s (o (o) sen(8)\
4= (B|7'(to)|86n(91)) |

Por outro lado, as igualdades 2.3 e 2.4 equivalem a det(c/(so), a” (t) — A2a(s9)) = 0.
Portanto, o vetor 7" (tg) — A*v"(s¢) pertence ao plano bitangente a v(t) em s e to. Fi-
nalmente, substituindo os valores de A e A no vetor v”(ty) — A\?7”(sy), obtemos que o

vetor
(17 (s0)|Psen(02)%y" (to) + |/ (to) [ sen(61)%4" (s0))

pertence ao plano bitangente a y(t) em ty e so.
O

A descricao geométrica das demais singularidades segue-se de forma semelhante aos
calculos feitos no comego desta se¢ao e também podem ser vistos por exemplo em [8]
e [10]. Finalizamos esta segao, com as descri¢oes geométricas das singularidades que

ocorrem genericamente para a familia de projegoes ortogonais.

Teorema 2.4 A projecio ortogonal em planos de uma curva genérica no R® tem uma

singularidade:
Ag & a diregao de projegao € paralela a reta tangente a 7.

Az < a direcao de projecao estd contida mo plano bitangente a curva e € dada pela
secante unindo os dois pontos de tangéncia.

Dy < a diregao de projecao U € paralela a uma trissecante a curva 7.

Ay & a direcao de projecao € paralela a reta tangente a v em um ponto de tor¢ao

nula.

D5 & projetamos ao longo de uma reta cross-tangent a 7.
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As < projetamos ao longo de uma T-secante, com a condi¢ao adicional de que o vetor

(17 (s0)[2sen(02)2y" (to) + |7 (to) |Psen(61)?y" (s0)) pertenga ao plano bitangente a curva

em Sg € ty.

D¢ & projetamos ao longo de uma reta trissecante, contida no plano bitangente a

curva 7.

Er < projetamos ao longo de quadrissecantes.

Observagao 2.2

(1)

(2)

Considerando a classificagio de germes (R,0) — (R?,0) dada nas tabelas 2.1 e 2.2,
nao obtivemos uma singularidade que descreva um plano bitangente osculador de
uma curva no R3, ou seja, essa propriedade geométrica nao € percebida nos estratos

das singularidades de germes (R,0) — (R?,0) com relagio a A-equivaléncia.
Nao € dificil ver que os germes (R,0) — (R?,0) dados por
tis (1% e te (2t +15)

sao A-equivalentes, embora as aparéncias dessas curvas no plano (x,y) sejam um
pouco diferentes: a primeira delas cruza a reta tangente cuspidal y = 0, enquanto
que a sequnda nao (ver figura 2.5). De fato, a palavra “Rhamphoid” vem do grego
“Rhamphos”, significando bico de ave. Dessa forma, a figura 2.5 (b) se parece mais
com um bico. Uma outra diferenca entre essas aplicagoes pode ser observada da
sequinte forma; embora a curvatura nao esteja definida em uma cuspide, podemos
considerar o limite da curvatura em um ponto quando este se aproxima de uma. No
primeiro caso, a curvatura k(t) tende a 0 ao longo dos dois ramos quando t tende
a 0. No segundo caso, a curvatura possui diferentes sinais perto da curvatura, um

para cada ramo da cuspide.

(a) (b)

Figura 2.5: (t°,t2) e (t* +1t5,¢2).
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Estas observacoes nos motivaram a procurar uma nova classe de equivaléncia entre
germes (R,0) — (R? 0) de forma a refinar a A-classe de equivaléncia e recuperar um
pouco mais sobre a geometria da curva 7y, por exemplo, diferenciar as aplicagoes dadas
na figura acima, e captar propriedades geométricas, como o plano bitangente osculador.
Nessa direcao, foi desenvolvido um trabalho conjunto com Juan J. Nuno Ballesteros, que
serd descrito nos capitulos 5 e 6.
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Capitulo

3

Familias genéricas a 1-parametro de

curvas no R’

Neste capitulo estudamos familias genéricas a 1-parametro de curvas no R? e mostra-
mos que a projecao ortogonal em planos dessas familias apresenta as singularidades Ay
e Fg e que a familia de projecoes é um desdobramento versal para essas singularidades.
Além disso, analisando as transi¢bes que ocorrem no conjunto bifurcagdo da projecao,
obtivemos alguns resultados semelhantes aos de [31], onde os autores consideraram a
superficie bitangente associada a uma curva no R? e as singularidades de sua projecao na
reta. Na ultima secao consideramos as projecoes ortogonais de tais familias e obtivemos as
direcoes de projecao que apresentam morsificacao para a singularidade Fg. Descrevemos

também a transigdo de uma morsificagao para outra (ver apéndice).

3.1 Familias genéricas a 1-parametro

Seja v uma curva no R3 com um flattening degenerado de codimensao 1 em t. De

acordo com a definigao 2.3, temos as seguintes igualdades:

T(to) = det(7'(to),7"(to),v" (to)) = 0,
T'(to) = det(v'(to), 7" (to), 7" (to)) = 0,
T"(to) = det(+'(to),7" (to), 7 (t0)) + det(v'(to), v (to), ¥ (t0)) # 0.

Definicao 3.1 Um flattening degenerado de codimensao 1 em ty, € do tipo A quando
K(ty) #0, e do tipo B quando K(ty) = 0.

Em um flattening do tipo A temos |7/ (tg) x v"(to)| # 0, mas o espago gerado por

{7/ (to), 7" (t), 7" (t0), 7'V (to) } tem dimensdo 2. Assim, det(+/(t), 7" (to),7* (to)) = 0.
Dessa forma,

T"(to) = det(v'(t0), 7" (to), 7 (to)).
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Geometricamente, neste caso, a curva v tem contato 2 com a reta tangente e contato 5
com o plano osculador.

Em um flattening do tipo B temos |7/(tg) x 7" (to)] = 0. Assim, v/(¢y) e 7" (to) sao
colineares, implicando det(v'(to), 7" (to), 7 (to)) = 0. Portanto,

T"(to) = det(v(t0), 7" (t0), 7 (t0))-

Geometricamente, neste caso, a reta tangente tem contato 3 com v em t; e nao existe
plano osculador. Entretanto, existe um plano (gerado por 7/(t9) € v"”(to)) que tem contato

4 com v em tp.

Observagao 3.1 Considerando (t) = (t,ast? + azt® + -+, b3t® + byt* + - -+ ), temos

T(O) =0 < axb; =0,
T'(0) = 0 < ashy = 0.

Em um flattening do tipo A, temos by =by =0 e T"(0) # 0 < agbs # 0. Assim, podemos
escrever f(t) = agt? + -+ € g(t) = bst® + -+ com azbs # 0. Em um flattening do tipo B
temos a; = 0 e T"(0) # 0 < agby — asbs # 0. Logo, escrevemos f(t) = ast® +agt* +--- e
g(t) = bgt® + byt* + -+ com aszby — asbs # 0.

Consideremos as familias a 1-parametro de curvas no R?;

v:RxR—R3
(t,a) = 7a(t).

Seguindo as notagoes do capitulo 2, as funcoes curvatura e tor¢ao associadas a esta familia

sao:

K:RxR—=R T:-RxR—R
(t,a) — K,(t) (t,a) — T,(t).

Para uma familia genérica v, podemos esperar que a maioria das curvas sejam genéricas.
Entretanto, nao podemos evitar que, para certos valores do parametro a, a curva deixe
de ser genérica. Por exemplo, a curva pode possuir uma ponto de curvatura nula ou um
zero de torgao degenerado. Para estudar tais propriedades dessa familia iremos analisar

as transi¢oes do conjunto bifurcacao da projecao ortogonal no plano de controle.

Teorema 3.1 [31] O subconjunto de familias v : R x R — R? tal que a fungio T :
R x R — R tenha 0 como valor reqular é residual em C®(R x R, R?®) com a topologia C*
de Whitney.
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Teorema 3.2 [31] Existe um conjunto residual entre as familias de curvas que satisfaz

as condigoes do Teorema 3.1 e para as quais a projecao
T740) - R
(t,a) — a,

¢ localmente estdvel.

A estabilidade local da fungdo do Teorema 3.2 ¢ equivalente a Ty(0) = Z2(0) =0 e

6;320 (0) # 0. Por simplicidade de notagao, denotaremos 75 (0), %(0) e 68250 (0) por T(0),

T'(0) e T"(0) respectivamente.

Definicao 3.2 As familias de curvas caracterizadas pelo Teorema 3.2 serdao chamadas de

familias genéricas a 1-pardmetro.

Para um conjunto residual em C*®(R x R, R?), , é genérica para todos os valores de
a, exceto em valores isolados, onde 7, apresenta flattenings degenerados de codimensao
1. Sem perda de generalidade, podemos supor que em a = 0 a curva 7, apresenta um
flattening degenerado de codimensdo 1, ou seja, 7(0) = 77(0) = 0 e T7"(0) # 0. Pelo

Teorema 3.2, a condi¢ao de genericidade da familia é dada por

or

5,(0.0) #0.

3.2 Projecao de familias genéricas a 1-parametro

Pelo Teorema 2.1, em uma projegdo genérica (projecao de uma curva genérica)
obtemos apenas as singularidades de codimensao menor ou igual a 2. Com familias ge-
néricas a l-parametro, podemos estudar algumas singularidades de codimensao igual a
3, pois agora a familia de proje¢oes ortogonais pode ser vista como um desdobramento
a 3-parametros, onde dois deles sao as dire¢oes de projecao, e o outro o pardmetro da

familia de curvas.

Para tal estudo consideramos a familia genérica a 1-parametro

Ya(t) = (t, f(t) + ap(a,t), g(t) + aq(a, 1)),

onde Yo(t) = (t, f(t),g(t)) = (t,ast?+ -+ ,bst®+ - ) apresenta um flattening degenerado
de codimensdo 1 e p,q € C*(R?). Assim, fixado a, consideramos a proje¢ao no plano
normal a v,, que é onde ocorrem as singularidades. Portanto, a familia de projecoes

ortogonais ¢ dada por
P:R xR xR>— R?
(., (u,0)) > (F(£) + apla,t) — ut, g(t) + ag(a, ) — vt).
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Antes de continuarmos, lembremos que pela Proposicao 2.1, as # 0 e agbs — 2a3by = 0
sao condigOes necessarias para a obtengao de uma singularidade Ag. Portanto, da Obser-
vacao 3.1, concluimos que mesmo com familias genéricas a 1- parametro nao obtemos tal
singularidade.

A seguinte proposicao mostra que se uma familia genérica a 1- parametro é do tipo A
(resp. B) entao Pg,0)(t) tem uma singularidade A4 (resp. Eg).

Proposicao 3.1 Se v, € uma familia genérica a I1-pardmetro com um flattening

degenerado
(i) do tipo A = P, (t) tem uma singularidade Ay;

(ii) do tipo B = P ,0)(t) tem uma singularidade E.

Demonstragao: (i) Da Observagao 3.1, P 0)(t) = (agt*+- -+, bst° +---) com asbs # 0.
O resultado agora segue da Proposicao 2.1.
(ii) Segue de modo anélogo ao item (i).

0

A proposicao a seguir mostra que se uma familia genérica a l-parametro é do tipo

A (resp. B) entao Py . (t) ¢ um desdobramento versal em uma singularidade A4 (resp.
FEs).

Proposicao 3.2 Se uma familia genérica a I1-pardmetro apresentando um flattening
degenerado

(i) do tipo A = Pauw)(t) € um desdobramento versal em uma singularidade Ay;

(ii) do tipo B = Plauw(t) € um desdobramento versal em uma singularidade Eg.

Demonstragao: Consideremos a familia genérica a 1-parametro de curvas 7,(t) como

antes. Portanto,

1 f’(t)+a y (a:t) g(t)+a§( a,t)
T(t) = det(v,(t), 74 (1), 7' (t)) = | O f"(t) + aZh (a,t) g9"(t) + ag—gg(a,t)
f(8) + a%k (a, t) g"(t) +aGd(a,t)

Calculando o determinante temos

2

70 = (0 + a5 @) (570 + a‘;—iim,w) -

Portanto, a condigao de genericidade ¢é igual a
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or Y 83 /// 62]) m 82 83]7
0.0 = 0 220.0) + "0 22(0.0) - 1702 40.0) - 072 (0.1) 20

(i) No primeiro caso, como 7y, apresenta um flattening degenerado do tipo A, podemos
escrever f(t) = ast* +agt®+--- e g(t) = bst>+- - -, com agbs # 0. Dessa forma, a projegao

¢é dada por
Plauw)(t) = (agt® + agt® + - - + ap(a, t) — ut, bst® + - - - + aq(a, t) — vt).

Assim, a condicao de genericidade se torna igual a 2&2%(0, 0) — 6(13%(0, 0) # 0.

Pelo critério de versalidade, P, ..) € versal quando
o (T,Ae(P(O,OvO)) +R{P,, P,, PU}) — J5(1,2),

onde Pa =

%(ﬂ. O lado esquerdo da igualdade é dado por

( 2ast + 3ast? + - - + 6agtd

5b5t4 + 6b6t5 > £+ 77(@2752 + -+ Cl5t5, b5t5)+

+R{(p(0,),4(0,1)), (,0),(0,8)}.

onde § € C*(R) e n(z,y) = (m(z,y), n2(z,y)), com n; € C=(R?).

E féacil ver que os geradores que faltam para completar J°(1,2) sdo (0,%) e (0,t?).
Podemos obter (0, ast? + ast?) fazendo 7, (x,y) = x. Por outro lado, tomando p(0,t) = 0
e q(0,t) = ait + ast®> + - - -, temos o termo (0, dyt? + ast®). Portanto, os termos restantes
sao obtidos quando a2d3 — dpaz # 0. Mas isso coincide com a condicao de genericidade

dada acima, desde que (O 0) =2ay e 8t3 (0,0) = 6a3. Portanto, P,y ¢ versal.

(ii) A projecao, neste caso, é dada por
Plauw(t) = (ast® + - -+ +ap(a,t) — ut,bst® + - 4+ aq(a,t) — vt).

com azby — asbs # 0. Assim, a condigao de genericidade é

oT 0%p 0%q
%(0,0):61)382(0 0) — 6as s

Pelo critério de versalidade, concluimos que P, € versal se, e somente se, a condigao

T(0,0) # 0.

acima é satisfeita.

O

Vamos agora analisar a geometria da familia genérica a 1-parametro v, por meio de

sua projegao no plano. Lembramos que Pqy,v)(t) ¢ um desdobramento a 3-parametros da
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singularidade (f(t),g(t)), dos quais u e v fornecem as diregoes de projecao e a variavel
a fornece a geometria da transicao da familia v,. Para este estudo precisamos calcular
o conjunto bifurcacao da proje¢ao P () de uma familia genérica a 1-parametro no
plano (u,v) e estudar suas transigoes em relagdo a variavel a. O conjunto bifurcagao da

familia de projegoes é constituido de 3 curvas (singularidades de codimensao 1);

P
— Curva cuspidal, se o vetor derivada %(t) = 0;

— Curva tacnodal, se existem dois pontos distintos t e s, tais que:

P(a,u,v) (t> - P(a,u,v) (S> -0
t—s ’

a-P(oz,u,v) aP)(a,u,v) .
ooun) ) 1 Plloan ),

— Curva de pontos triplos, quando existem trés pontos ¢, s e r distintos, tais que:

P(a,u,v) (t> - P(a,u,v) (5> -0
t—s ’

1 (P(a,u,v) (t) - P(a,u,v)(s) - P(a,u,v) (t) - P(a,u,v) (T>> —0

t—s t—r

3.2.1 Projecao de um flattening degenerado do tipo A

A forma normal de uma familia genérica a 1-parametro apresentando um flattening

degenerado do tipo A pode ser escrita da forma
Ya(t) = (t, 82,17 + at?).
Portanto, pela Proposicao 3.2, a projecao
Pl (t) = (% — ut, t® + at® — vt),

¢ um desdobramento versal para a singularidade A,. O conjunto bifurcacao de P, ) 1O

plano de projecao (u,v) é dado pelas seguintes curvas:
e Curva cuspidal, (u,v) = (2t, 5t* + 3at?);

e Curva tacnodal, (u,v) = (t, —5t* — at?/2 — a*/4), onde 5u® + 2a < 0.

Observamos que a curva de pontos triplos nao aparece neste caso.
Quando a > 0, a curva tacnodal também nao ocorre. Logo, o conjunto bifurcagao é

dado simplesmente pela curva cuspidal.
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A

N

Figura 3.1: Bifurcagao de P, quando a > 0.

Quando a = 0, a curva cuspidal apresenta na origem uma inflexao degenerada, cor-
respondendo a uma torgao nula degenerada (7'=T" = 0) da curva .

Quando a < 0, surge a curva tacnodal (linha pontilhada) que contém 2 pontos de
inflexao correspondentes aos dois planos bitangentes osculadores da curva -,, embora isso
nao seja detectado pelo estrato As. A curva cuspidal, agora, possui dois pontos de inflexao
que correspondem a dois pontos de torcao nula da curva ~,. Observamos que, quando
a < 0, obtemos uma regido no plano (u,v), de forma que a projegao de =y, apresenta o
nimero méaximo de pontos duplos (Morsificagao), para a singularidade A,.

Figura 3.2: Bifurcacao de P, quando a < 0

A fim de especificarmos para quais diregoes de projecao obtemos uma morsificagao

para uma singularidade A4, apresentamos o seguinte resultado:

Teorema 3.3 Seja v, uma familia genérica a 1-parametro que apresenta um flattening
degenerado do tipo A. A projecio ortogonal de v, na diregao (1,u,u* + au?) fornece uma

morsificacdo da singularidade Ay, quando a <0 e

[ —4a < —4a
—/— <u —_
11 11
Demonstracao: Consideremos a projecao ortogonal

Pl (t) = (12 — ut, t° + at® — vt),
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de uma familia genérica a 1l-parametro do tipo A. Como a singularidade A; tem
Ac-cod = 2 segue-se da formula 1.4 que P y.)(t) tem no maximo 2 pontos duplos.
Quando isso ocorre temos que P, ) ¢ uma morsificagao para a singularidade A4. Assim,
passamos a encontrar condig¢oes sobre a, u e v para que isto ocorra. Sejam t; e s;, 1 =1 ¢ 2
(distintos entre si), os parametros onde ocorrem as auto-interseccoes da curva Pq (1)
Podemos supor, sem perda de generalidade, que um ponto duplo ocorra na origem. Por-
tanto, da primeira coordenada da projecao, temos como ponto duplo na origem, t; =0 e
s; = u. E assim, a segunda coordenada da projecdo, t(t* + at? — v) = 0, impoe a relagio
v =ut+ au?.
As equagoes para a obtencao de pontos duplos para P, ,..)(t) sao
s+t—u=0,
st 4 S+ st +t - a(s® + st + 1) —v = 0.
Isolando s na primeira equagao e substituindo na segunda, juntamente com a condicao

v = u* + au?, obtemos
—t(u —t)(#* — ut + 3u* + a) = 0.

A condicao para que ocorra dois pontos duplos distintos na projecao FPg .. (t) ¢ equiva-
lente & equacao t? — ut + 3u® + a ter duas raizes reais distintas em relacao a variavel ¢, ou
seja, 11u? + 4a < 0. Concluindo assim a demonstracao.

OJ

3.2.2 Projecao de um flattening degenerado do tipo B

A forma normal de uma familia genérica a 1-parametro que apresenta um flattening

degenerado do tipo B pode ser escrita na forma
Yolt) = (t, 13, t* + at?).
Novamente, pela Proposicao 3.2, a projecao
Pl (t) = (£ — ut, t* + at® — vt),

é¢ um desdobramento versal para a singularidade Eg. Vamos calcular o conjunto bifurcagao

de P,u,0) no plano de projecao (u,v). A curva cuspidal é dada por
(u,v) = (3%, 4> + 2at).
A curva tacnodal é dada pelas equagoes

(t* +ts + s*) —u =0,
(B +ts> +t2s+s°) +a(s+t) —v=0,

32 —u 4At3 + 2ta — v
det(352—u 4s3+2sa—v>_0'
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Para facilitar as contas, podemos trocar as coordenadas t e s pelas coordenadas simétricas
elementares, ou seja, 0y =t + s e g9 = ts. Substituindo as novas variaveis nas equacoes

acima, obtemos

(0] —09) —u =0, (3.1)
(07 — 2010%) +aoy —v =0, (3.2)
4uol — 3voy — 1205 + (—4u + 6a)os + 2au.

Isolando u e v nas equagoes (3.1) e (3.2) respectivamente, e substituindo na terceira
equagao, temos (07 — 409)(0% 4 205 — a). Desconsiderando a equagao o2 — 405, pois ela ¢
zero se, e somente se, t = s = 0, 0 que nao nos interessa, segue-se que

2

2

09 =

Substituindo a igualdade anterior em u e v, obtemos a curva no plano de controle onde

ocorre a singularidade tacnode para a curva projetada.

2 J——
(u,v) = (SUITG,QU?).

Lembrando que, como 0, =t + s e 0y = ts, devemos impor ainda a condi¢ao 0% — 4oy > 0
para obtengao de pontos duplos distintos. Portanto, temos a desigualdade 30% — 2a > 0.

A curva de pontos triplos é dada pelas equacoes:
(P +ts+s*) —u=0,
(t* + st +t*s+5°) +alt +s) —v =0,
(sr+ 8 +ts+tr+t>+1) +a=0,
(s+t+r)=0.

Passando para as coordenadas simétricas, tém-se

(Uf—ag)—uzo,

(03 — 20102) + aoy —v =0,

(r* +ro, + 0 —0y) +a =0, (3.3)
da equagao (3.4), r = —oy. Substituindo na equagao (3.3), obtemos o} — g9 + a = 0.

Isolando o5, podemos substitui-lo nas demais equagoes chegando em

U= —a,

o} +ao; +v=0. (3.5)
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Assim, temos um ponto triplo quando u = —a e a equagao (3.5) tenha trés raizes reais. Isso
é equivalente ao discriminante da equagao (3.5) ser maior que zero, ou seja, (4a®+27v?) <
0. Portanto, no plano de controle a terceira componente é dada por (u,v) = (—a,v), com
v satisfazendo a desigualdade (4a® + 27v?) < 0.

Em resumo, as trés curvas do conjunto bifurcagao no plano de controle (u,v) sao dadas
por:

(u,v) = (3%, 4> + 2at)

3% —
(u,v) = ( > ¢ 2t3), com 3t — 2a > 0. (3.6)

(u,v) = (—a,v) com (4a® 4 27v?) < 0.

Quando a > 0, nao ocorre a curva de pontos triplos. Nos pontos de inflexao da curva
cuspidal, temos os pontos onde a torcao da curva 7, é nula. Quando a = 0, os dois
pontos de tor¢ao nula da curva se fundem na origem, correspondendo agora a um ponto

de curvatura nula de 7.

Figura 3.3: Bifurcagao de P, quando a > 0 e a = 0.

Quando a < 0, a curva de pontos triplos (linha dupla) aparece (a diregao de projegao
é tangente a uma reta trissecante a curva -,). Os dois pontos de tor¢ao nula da curva -,
desaparecem, mas encontramos duas retas cross tangent na intersecgao das trés curvas. A
curva tacnodal possui uma cuspide onde ocorre uma singularidade As. Observamos que,
no ponto de auto interseccao da curva cuspidal, existem dois pontos distintos da curva 7,

com tangentes paralelas. Neste caso, obtemos as duas morsificagoes para a singularidade
Es.
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Figura 3.4: Bifurcagao de P, quando a < 0.

3.3 Morsificacoes da singularidade FEj

Na secao anterior, vimos que a projecao ortogonal de uma familia genérica a
1-parametro do tipo B ¢ um desdobramento versal da singularidade FEjg. Portanto,
existem direcoes de projecao onde ocorrem as duas morsificacoes para a singularidade

FEg, denotadas aqui por M; e Ms.

Figura 3.5: Morsificagoes de Fg, respectivamente My e Mo.

Voltamos nossa atengao a seguinte questao: Em quais dire¢oes da projegao ortogonal
de uma familia genérica a 1-parametro do tipo B, obtém-se morsificagoes da singularidade
Eg?

Dedicamos esta secao a responder esta questao. Para tanto, consideramos a forma
normal v,(t) = (t,t3,t* + at?). Assim, a familia de projecdes no plano z = 0 é dada por

P:RxRxR>— R?
(t, a, (u, v)) — (t3 —ut, t* + at* — Ut).
Observamos que a transicao de uma morsificagao para outra implica na passagem por

um ponto triplo. Pelas equacoes em 3.6, segue-se o seguinte corolério:
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Corolario 3.1 Dada um familia genérica a I-parametro do tipo B, obtém-se um ponto

triplo na projecao ortogonal , quando a diregao de projecao é dada por
(1,u,v) = (1, —a,v) com 4a®+ 27v* < 0.

As morsificagoes M7 e My podem ser vistas como uma “seqiiéncia de letras” da seguinte
forma: sejam ¢; e s;, i = 1,2 e 3 (distintos entre si), os parametros onde acontecem os

pontos duplos da curva P ,.)(t). Dessa forma, temos:

Definicao 3.3 Para uma morsificagao My, temos uma seqiiéncia crescente de pardmetros
do tipo {ty,ts,t3, 51, S2, S3}. E, para uma morsificacao My, temos uma seqiéncia crescente

de pardmetros do tipo {t1,1ts, 2,13, S3, S1}.

t3 to
s3 52
t1 AS1

A Definicao 3.3 fornece uma maneira de diferenciar os dois tipos de morsificacoes de
FEs. Para responder a questao inicial, precisamos encontrar os 3 pontos duplos da projecao
Plauw (t) = (t3—ut, t*+at*—vt). Sem perda de generalidade, podemos supor que um ponto
duplo ocorra na origem. Assim, t* — ut = t(t — \/u)(t + v/u) = 0. Tomamos como ponto
duplo na origem, t; = 0 e s; = y/u. Observamos que u > 0 é uma condigao necessaria
para a obtengao dos 3 pontos duplos. Da segunda coordenada temos ¢(t3 + at —v) = 0 e,
portanto, v = /u(u + a).

As equagoes para a obtencao de pontos duplos (nas coordenadas simétricas) sao

(0’%-0’2)—71,:07
(07 — 2010) — v+ aoy = 0.

Isolando 09 = —u + o} e substituindo na segunda equacao, juntamente com a condigao
v =+y/u(u+ a) , obtemos

(01 — Vu) (=07 — Vuo, +u+a) =0.
A primeira componente da equagao refere-se ao ponto duplo na origem, ou seja, quando
o1 = y/u segue-se que o3 = 0, e logo (¢, s) = (0, /u). Dessa forma, —o% —\/uo; +u+a =0
e, portanto, o1 = —% <\/ﬂ + vbu + 4a). Devemos impor a condi¢ao bu + 4a > 0 para

que tenhamos os outros dois pontos duplos.
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t + s e oy = ts. Dessa forma, quando oy = —% (\/ﬂ +v5u + 4a>,

Lﬁ Vou + 4a e, portanto, obtemos o segundo ponto duplo

Lembrando que o; =

segue-se que oy = % +a—

1 1

Z\/5u+4 _Z\/___\/ 2u — 12a + 6y/uv/bu + 4a
1 1

Z\/5u+4 _Z\/_+ \/ 2u — 12a + 6v/uv/5u + 4a.

Da mesma forma, quando o7 = —% (\/_ —VbHu + 4a), obtemos o terceiro ponto duplo

4

1 1 1
_Z\/5u+4 ——\/_—ZL\/—QU—12a—6\/ﬂ\/5u+4a
1 1 1
—Z\/5u +4a — ~/u+ Z\/—2u — 12a — 6y/u\/5u + 4a.

4
Devemos impor também a condicio u < == 6‘fa para que as raizes sejam reais. Lem-

brando que estamos supondo u > 0, podemos agora enunciar o seguinte lema

—3— 6*[a temos:

Lema 3.1 Considerando ——a <u<
(i) —a<u & ty<t3<s3<t; <s <sg;

(i) u< —a & t3<ty<t; <s3<59< 8.
Demonstragao: Como estamos supondo u > 0, segue-se do enunciado, que a < 0
(i) (=) Por hipotese (a + u) > 0, logo

0 < 4(5u + 4a)(a + u) =
—11u? — 6ua + 9a* < 9u? + 30ua + 250> =
—11u* — 6ua + 9a* < (3u + 5a)* =

(—2u — 12a + 6y/uy/5u + 4a)(—2u — 12a — 64/u/5u + 4a) < (3u + 5a)?

16

Como u < %ga, segue-se que (3u + ba) < 0. Assim,

\/(—2u —12a + 6y/uv5u + 4a)(—2u — 12a — 6y/uv/5u + 4a) < 4(—3u — 5a) =

2
<\/—2u — 12a + 6y/u/5u + 4a — \/—2u — 12a — 6y/ur/5u + 4a>

B 2
—2u — 12a < —12u — 20a =

_I_
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2
20u + 16a < <\/—2u — 12a + 6v/uv/bu + 4a — \/—2u — 12a — 63/uv5u + 4a> =

2vVou +4a < \/—2u—12a+6\/ﬂ\/5u+4a—\/—2u—12a—6\/ﬂ ou + 4da =
\/5u+4a—\/—2u—12a~|—6\/ﬂ Su + 4a <
—\/5u+4a—\/—2u—12a—6\/ﬂ ou + 4a =

ty < t3.

A desigualdade t3 < s3 é 6bvia. Vamos mostrar agora a desigualdade s3 < t; = 0. Por

hipotese, —u? + a? < 0. Assim,

4(—u? +a*) <0 =
(u+ 2a)* < u(5u + 4a).

—3—-6v3

2a, segue-se que (u + 2a) < 0. Assim,

Novamente, como u <

(—u —2a) < \/u(bu + 4a) =

) 4
0< b,y Yevdutda
2 2

Vou+4a—u\®  [(/=2u—12a — 6\/u\/5u + 4a )\’ N

4 4

<\/—2u— 12a — 6\/6\/5u—|—4a>2 . (_ Viu + da — \/ﬂ)Q N
4

0<

4

V—2u — 12a — 6/u\/5u + 4a _ Vou + da + u N
4 4
t3 < 0.

A desigualdade t; < s; também é 6bvia. De forma semelhante também obtemos a desi-
gualdade s; < s5.
(<) A desigualdade ¢, < t3 implica que

2vVbu + 4a < \/—Qu— 12a + 6+/uv/5u + 4a — \/—2u— 12a — 63/uv/5u + 4a

Elevando ao quadrado em ambos os lados, segue-se

(3u+ 5a) < —vV—11u2 — 6ua + 9a? =
(3u + 5a)* > —11u? — 6ua + 9a> =
4(5u2 + Yua + 4a2) >0=
4(u+a)(bu+4a) > 0= u > —a.
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(ii) Segue de forma semelhante ao item (i).

Finalizamos esta se¢ao com o seguinte resultado:

Teorema 3.4 Dada uma familia genérica a 1-pardmetro do tipo B, a projecao da familia

Yo na diregio (1,u,\/u(u+a)), com a <0, fornece uma

(i) morsificagao My quando —Z%a <u< —a;
(i) morsificacao Ms, quando —a < u < %a.
Demonstracgao:
(i) A diregao de projegao (1,u,/u(u + a)) garante um ponto duplo na origem dado
por t; = 0 e s = y/u. Pelo Lema 3.1(ii), quando ’T‘m < u < —a, temos a seguinte

seqiiéncia crescente de parametros {ts,ts,t1, 3, 82, $1}. Mas, pela Defini¢ao 3.3, isto é
uma seqiiéncia crescente de parametros definindo uma morsificacao M; da singularidade
Es.

(ii) Da mesma forma, com a desigualdade —a < u < %ga e o Lema 3.1(i), obtemos
uma seqiiéncia crescente de parametros do tipo {ts, 3, S3, 1, 51, S2}. Pela Defini¢ao 3.3,

isto define uma morsificacao My de E.

O
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Apéndice ao capitulo 3

O método para calcular a matriz de interseccao de singularidades de fungoes de duas
varidveis que descreveremos neste apéndice ¢ devido a A’Campo [1] e Gusein-Zade [16].

Outras referéncias para esse apéndice podem ser encontradas em [2] e [17].

3.4 Matriz de interseccao de singularidades de funcoes
de duas variaveis

Seja f o germe real de uma fungao holomorfa f : (C%0) — (C,0) que tem um ponto
critico isolado na origem. Suponhamos que exista uma deformacao real f da funcéo f tal
que todos os seus pontos criticos (nos quais o ponto critico 0 se desdobra) sejam reais e
nao degenerados, ¢ que os valores da funcdo f em todos os pontos de sela sejam iguais
a zero. Nao é dificil ver que neste caso os valores da funcao f em pontos de minimo sao
negativos, e em pontos de méximos sao positivos. Se tal deformagao existe, entao a matriz
de interseccao da singularidade f pode ser determinada pela curva real f ~1(0) no plano
R2. Antes de apresentarmos tal resultado, fixemos primeiramente algumas notacoes.

A curva fll(O), em um pequeno disco D centrado na origem, tem somente auto-
interseccoes simples. Cada componente conexa do complementar desta curva pode ser
vista como um poligono curvilineo, com alguns vértices possivelmente coincidindo. Di-
vidimos o conjunto dessas componentes do complemento da curva em duas classes, de
tal forma que duas componentes com um lado em comum estejam em classes diferentes.
Dizemos que uma componente da complemento da curva ¢ de primeira classe (U?) se
a funcao f toma valores negativos e de segunda classe (U?) caso contrario. Ver figura
abaixo.

)



o4

Os valores criticos da funcio f(z,y) (ou f(z,y) + 12, estabilizacdo de f) estdo no eixo
real do plano C. Escolhamos zy tal que I'm zy > 0 e fixemos um sistema de caminhos
unindo o valor nao critico zy, com os valores criticos da fungao f , de tal forma que os
caminhos pertencam inteiramente a regiao I'm z; > 0 com excecao dos valores criticos.
Observamos que os pontos criticos da funcao f estao em correspondéncia injetora com as
auto-interseccoes da curva real f ~1(0) e as componentes relativas de seu complemento,
pois em cada componente existe um ponto critico da funcdo f (maximo ou minimo).

Fixamos, para cada p; da auto-interseccao da curva o ciclo evanescente Ajl»; da mesma
forma, para cada componente relativa ( que nao tem pontos no bordo em comum com
o complemento de D) do complemento da curva da primeira classe (U?) fixamos o ciclo
AY; e para a segunda classe (Uy), o ciclo evanescente A7. Assim, os ciclos A} (resp.
A? e A?) correspondem aos pontos de sela (resp. minimo e méximo). Define-se, desta
maneira, uma base distinguida dos ciclos evanescentes no conjunto de nivel nao singular
das singularidades f(z,y) e f(z,y) + t* (Ver [2]).

Definicao 3.4
e n1o(J,1) € 0o mimero de vértices do poligono Uy coincidindo com p;;
e ny(k,j) € o nimero de vértices do poligono U} coincidindo com pj;

e ny(k,i) o nimero de lados em comum dos poligonos curvilineos U e UZ.

Definicao 3.5 A matriz S = (A; 0o A;) é chamada a matriz de intersecgdo da singula-
ridade f (com respeito a base {A;}), onde (a o b) significa o niumero de intersecgao dos

ciclos (classe de homologia) a e b.

O sistema de caminhos {u;}, que define uma base distinguida como fizemos acima,
pode ser escolhido de varias maneiras. Passemos, agora, a descrever as operagoes elemen-

tares de mudanga de base, que preservam a base distinguida.

Definicao 3.6 A operagao am(l <m< u), onde i é o numero de Milnor de f, trans-
forma um sistema de caminhos {u;} em um novo sistema de caminhos {u;} da segquinte

maneira:
U; = u; para ¢ # m,m+ 1;
am = Um+1Tm;
am_H = Um-

onde Uy, 1Tm Significa o caminho obtido percorrendo u,,+1 e em sequida o 100D Y.
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O novo sistema de caminhos {#;} define uma base distinguida {A;}, que & obtida da

base {A;} da seguinte forma:
A, = A, para i #m,m -+ 1;
Amﬂ = Ap;
A = Bon(As1) = Ay + (=1 F 2 (At 0 A) 0 Ay
(Transformacao de Picard-Lefschetz)

A operacio que transforma a base {A;} na base {A;} descrita por essa formula é denotada

Por iy,
Definicao 3.7 A operacao fpn1(1 < m < u) transforma um sistema de caminhos {u;}
em um novo sistema de caminhos {i;} da sequinte maneira:

u; = u; para i #m,m+ 1;

U, = Um+1;

am—f—l — umT +1

A base {A;} é obtida da base {A;} por meio da seguinte formula:

A; =A; para i #=m,m+ 1;

Am - Am—i—l;

~ n(n+1)

At = Byt (D) = Ay + (=1)" 2 (At 0 A) 0 Ay

(Transformacao inversa de Picard-Lefschetz)

A operagio que transforma a base {A;} na base {A;} descrita por essa formula é denotada

por Bt

Definigao 3.8 [16] A forma quadrdtica correspondente & curva f‘l(O) € definida pela

sequinte tabela de produtos escalares dos ciclos:
(A% 0 A% )) = —28,,
(A7 0 A; i) =mn10(J, 1),
(A} 0 A2) = ngi (k. j),
(AY 0 AZ) = —ngg(k, 7).

(3.7)

Definigao 3.9 [16] A forma anti-simétrica bilinear correspondente o curva f~1(0) ¢ de-

finida pela sequinte tabela de produtos escalares dos ciclos:
(A% o A’ ) =0,
(A} 0 AY) = n1o(j, ),
(AR 0 A)) = nau(k, ),
(AY 0 A?) = ngo(k, ).
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O teorema a seguir garante que se f tem uma deformacao f que satisfaz as condi-
¢oOes descritas anteriormente, entdao a matriz de interseccao da singularidade f pode ser

determinada pela curva real f~1(0) no plano R,

Teorema 3.5 [16] A matriz de interseccio de f com respeito d base distinguida [A, A,
A?] coincide com a forma anti-simétrica bilinear correspondente a curva fﬁl(()), e a forma
de intersec¢io da singularidade de 3 varidveis f(x,y) + t* com a forma quadrdtica que

corresponde a4 mesma curva.

Definicao 3.10 O Diagrama de Dynkin da singularidade f € um grafo definido como

seque:

o Seus vértices estao em correspondéncia injetora com os elementos A; de uma base

distinguida da estabilizagao da singularidade f;

o O i-éstmo e o j-ésimo vértices do grafo sao unidos por uma linha de multiplicidade

(A;0A;). As linhas de multiplicidade negativa sio descritas por linhas pontilhadas.

Dessa forma, seus vértices correspondem as auto-intersecgoes da curva e as componentes

relativas do complemento da curva.
Existem duas inconveniéncias no Teorema 3.5;

(i) a primeira é a dificuldade de encontrar uma deformagao f que satisfaz suas condi-

coes;

(ii) a segunda é que, para a maioria das escolhas das deformagoes, elas diferem das

formas classicas e requerem uma transformacao.

Para resolver o problema (ii), suponhamos que exista uma deformagao f que satisfaz
as condigoes do teorema. Assim, existe uma aplica¢ao propria nao-degenerada ¢ : L — D,
onde L é uma variedade 1-dimensional e D o disco aberto em R? tal que Imgp = {f~1(0)}
é injetora, exceto nas auto-interseccoes da curva.

Seja ¢ : L — D, com t € [0, 1], uma homotopia da aplicagdo ¢ na classe de todas
as aplicacoes proprias nao degeneradas e constantes na pré-imagem do bordo do disco
D. Para uma homotopia arbitraria, o tipo da curva Im ¢, altera-se em um nimero finito
de valores de t. Para esses valores do parametro t obtemos dois tipos de bifurcacoes:
Tacnode e Pontos triplos. Outros tipos de bifurcagoes de codimensao um sao evitados,
em vista da condi¢ao de nao-degeneracao da aplicacao ;. Para o primeiro tipo de bifur-
cagao, o numero de pontos de auto-intersec¢ao nao é preservado, ao contrario do segundo
tipo; portanto, a forma bilinear de f ~1(0) ¢ alterada para uma bifurcagao do primeiro

tipo e permanece inalterada para a segunda bifurcacao.
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Defini¢ao 3.11 Uma homotopia é admissivel se para cada valor dos parametros t € [0, 1]

nao existem pontos hy # hy de L, tais que

QOt(hl) = Spt(hQ)a
]mdg@t(hl) = Imngt(h2>,

onde dy; € a diferencial da curva @, e a curva @i tenha apenas auto-intersecgoes simples.

Portanto, uma homotopia admissivel é uma homotopia onde as bifurcagoes sao todas do

segundo tipo.

Teorema 3.6 [16] O diagrama de Dynkin da curva Im o € obtido do diagrama de Dyn-

kin da curva Im pg com operagoes elementares de mudangas de bases distinguidas.
Com isso enunciamos o seguinte teorema.

Teorema 3.7 Para as singularidades simples Ap(z*™ + >712), Dyp(2?y + yF 1 + > 2),
Eg(®+y*+>°t2), Er(2® +xy® + > t2) e Eg(x® +y° + > t?), emiste uma base distinguida
de ciclos evanescentes , na qual o diagrama coincide com os diagramas cldssicos das
correspondentes dlgebras de Lie do mesmo nome.

Ak [e; ees ’o) Dy o ves <

b ool

(e, O

Uma referéncia sobre diagramas de algebras de Lie pode ser encontrada em [33].

A resolugao do problema (i) ¢ feita com detalhes em [2]. Enunciaremos aqui os prin-

cipais teoremas para essa resolucao.

Seja UI_; M; a uniao das componentes irredutiveis da curva f~1(0). Para cada germe

da curva irredutivel complexa M;, existe um germe de uma aplicagao
¢; : (C,0) — (C?%0)

tal que Im ¢; = M;. Para pequenas deformagcoes ¢; da aplicacdo ¢; encontramos somente
auto-interseccoes simples. O ntmero dessas interseccoes nao depende da deformagao e é
denotado por § = 0{¢p} = §{f}.
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O problema de calcular a matriz de intersec¢ao de uma singularidade de uma funcao
de duas variaveis, pode ser reduzido ao caso de uma singularidade real com a ajuda do

seguinte teorema.

Teorema 3.8 Para um conjunto de aplicagoes {¢;} existe um conjunto de aplicagées reais
{1}, pertencentes & mesma componente conexa que ¢; do conjunto de 6 =constante no

espaco de toda colecao de r aplicagoes C; — C2.

Corolario 3.2 Para qualquer singularidade de uma func¢ao de duas varidveis, existe uma
singularidade real, pertencente a mesma componente conexa do conjunto p =constante no
espaco de todos os germes de fungoes (C?,0) — (C,0) e, portanto, com a mesma matriz

de intersecgao.

Teorema 3.9 [16] Para qualquer conjunto de germes de aplicagoes reais {¢;} existe uma
deformacgao real {@} para a qual a curva U;_,Im &; tem somente pontos duplos e todos

eles reais.

Assim, segue-se que se f : (C%,0) — (C,0) ¢ uma singularidade real tal que a curva
f71(0) é real, entdo existe uma deformacao real f que satisfaz as condigoes do Teorema
3.5.

3.5 Matriz de interseccao de Fj

A fim de exemplificar o que foi exposto na se¢ao anterior, vamos encontrar a matriz de
interseccao da singularidade Ejg. Tal exemplo nos dara uma boa idéia de como funciona

a teoria apresentada.

A forma normal de uma singularidade Fg é dada pela funcao

fla,y) =o' =y’

Seguindo os passos da se¢ao anterior, vamos encontrar uma deformacao real f da funcao
f, tal que todos os seus pontos criticos sejam reais e nao degenerados, e que os valores da

funcao f em todos os pontos de sela sejam iguais a zero. Para isso, consideremos
F = (£ +at, t* + bt* + ct)

um desdobramento da singularidade Fg vista como uma aplicagao (C,0) — (C?,0). Sa-
bemos que F' tem um ponto triplo quando a = b e 4a® + 27¢?> < 0 e que com pequenas
perturbagoes desses valores, obtemos uma morsifica¢ao para a singularidade Eg (ver ca-

pitulo 3). Tomando, por exemplo, a = —1,¢ = 0 e b = —1 + [ para [ suficientemente
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pequeno, segue-se que F' = (t3—t,t'+(—1+3)t*) tem um ponto triplo quando 3 = 0. En-
contramos as duas morsifica¢oes de Fjg fazendo 8 < 0 e § > 0, suficientemente pequenos.

A equacao implicita de F' é dada por
f=a' =y + (1 +38)ya® + (8- 1)5%2% + 28y° — .
A funcao f tem 6 pontos criticos, dados por

P11 = (076) P2 = (07 §>7 p3,4 - (iﬁ\/ ﬁ—i_ ]-7 _52)7
1)
6

B (i V3B+1)(33+1) —332+28— 1)
Pse6 = , G .

sendo pi1,p3 e py pontos de sela, todos com valores criticos iguais a zero; e ps,ps € pg
pontos de minimo ou maximo, dependendo do valor de 3. Assim, f satisfaz as condicoes
do Teorema 3.5. Tomemos ( < 0 de forma que ps e pg sejam pontos de minimo e p, um
ponto de maximo. Para cada ponto critico, fixamos um ciclo evanescente A da seguinte

forma:

e Denotamos por Ajl-, 7 =1,2 e 3, os ciclos evanescentes correspondentes aos pontos

de sela pq, p3 e py, respectivamente;
o AV i=1e?2, os ciclos correspondentes aos pontos de minimo da fungao f;

e A2 o ciclo correspondente ao tinico ponto de maximo da fungao f.

AA
Ay AY

Figura 3.6: Morsificacao de Fjy

Os valores de nyo(J,1), n21(k,j) e nap(k, i) podem ser calculados com a ajuda da figura

3.6, e seus valores sao dados na tabela a seguir;

(1, 0 1,1)=1
(27 ) =1 7121(]_,2) =1 n20(1,2) =
(3,2) =1 1,3) =1

Consideremos a base distinguida [ A1, Al Al A2 AY AY]. Portanto, pelo Teorema

nio
nio
Nio

3.5, a matriz de interseccao da singularidade Eg é dada pela seguinte matriz
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-2 0 0 1 1 0
-2 0 1 0 1
1

0

0o 0 -2 1 1

1 1 1 -2 -1 -1
1 0 1 -1 =2 0
o 1 1 -1 0 =2

O diagrama de Dynkin da singularidade Ejg, correspondente & matriz de intersecgao

acima tem a seguinte forma:

Figura 3.7: Diagrama e morsificagao de Fg.

Pelo Teorema 3.6, com operagoes elementares na base, podemos obter a forma cléassica do

diagrama de Dynkin para a singularidade Fs. Aplicando-se a mudanga

B3 B2 B1 B B2 B3 B3 B2 1

na base anterior, origina-se a seguinte base
A4 Dg + 284 + Az, —Ay — DNy — Ag, =Ay — Ay — Az, = Ay — Ay — Ay, = A5, —Ag],

cuja matriz de interseccao é

-2 1 1 1 0 0
1 -2 0 0 0 1
1 0 -2 0 1 O
1 0 0 -2 0 O
o 0 1 0 -2 0
o 1 0 0 0 =2

O diagrama de Dynkin de Fjg correspondente a matriz de intersec¢ao acima coincide

com o diagrama classico da algebra de Lie de Fj.

T X

Figura 3.8: Diagrama e morsificagao de Fjg



Capitulo

4

Familias genéricas a 2-parametros de

curvas no R°

Assim como foi feito no caso de familias genéricas a 1-parametro, dividimos os
flattenings degenerados de codimensao 2 em dois tipos. Foi desenvolvido um programa de
computador ! que permite visualizar as muitas possibilidades das transi¢oes do conjunto
bifurcacao da projecao de uma familia genérica a 2-parametros, sendo assim impraticével
o estudo de propriedades geométricas de tais familias sob esse ponto de vista. Entretanto,
encontramos condigoes sobre a familia de curvas para que a projecao ortogonal tenha as
singularidades Ag e Eg e para que a familia de projecoes seja um desdobramento versal
para essas singularidades. Também apresentamos as dire¢oes de projecao onde ocorrem
morsificagoes da singularidade Ag e as transi¢oes dos trés tipos de morsificagoes existentes

para a singularidade F.

4.1 Familias genéricas a 2-parametros

Seja v uma curva no R3 com um flattening degenerado de codimensao 2 em t.

Dessa forma, temos

T'(to) = 675( "(to),7"(t0),7" (to)) = 0,

T'(to) = det(v'(to), 7" (t0), 7 (o)) = 0
T"(to) = det(y(to), 7" (to), v (t0)) + det (v (to), 7" (to), 7" (to)) = 0
T"(to) = det(y"(to), " (t0), vV (o)) + det(' (o), " (to), ¥ (t0))+

+2det(y'(t0), 7" (to), v (t)) # .

L Aproveito para agradecer o professor Angel Montesinos Amilibia por desenvolver o programa, e por
algumas idéias sobre este trabalho.
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Como estamos supondo ~y regular, segue-se que det(y”(to), 7" (to), v (to)) = 0, logo

T"(to) = det(v(to), 7" (t0), ¥ (t0)) + 2det(+' (o), 7" (to), 7" (to)).

Definigao 4.1 Um flattening degenerado de codimensio 2 em ty € do tipo A quando
K(ty) # 0 e do tipo B quando K(ty) = 0.

Em um flattening do tipo A, temos |y (to) X v"(to)| # 0, assim, T'(ty) = T'(to) =
T"(ty) = 0 implica que a dimensdo do espaco gerado por {7(to), 7" (to), " (to), YV (to),
1O(tg)} 6 2, logo T"(tg) # 0 & det(+/(ts), 1"(ts), 1 (to)) # 0.

Em um flattening do tipo B, temos |y/(tg) x 7" (to)| = 0, assim, /(o) e 7" (to) sao co-
lineares. Logo T(to) = T'(ts) = 0 e T"(ty) = 0 & det(y'(to), " (to),Y?(ts)) = 0 e
portanto T (ty) # 0 < det(v(to), 7" (to), v*> (to)) # 0.

Observagao 4.1 Considerando a curva v(t) = (t,agt* + -+ ,bgt> + ---) temos:

T(0) = 0 & ashs = 0,

T'(0) = 0 & ashy = 0,

T"(0) = 0 & asby — asbs + azbs = 0,

T"(0) # 0 < 2(agbs — asbs) + azbg # 0.
Portanto, em um flattening do tipo A, temos by = by = bs =0 e T"(0) # 0 < asbg # 0.
Assim, podemos escrever f(t) = ast? +--- e g(t) = bgt® + -+ com azbsg # 0. Em um

flattening do tipo B, temos as = 0,a3by — asbs = 0 e T"(0) # 0 < azbs — asbs # 0.
Portanto, podemos escrever f(t) = agt® + -+ e g(t) = bstd + -+, com agbs # 0.

Consideremos agora as familias a 2-parametros de curvas no R?;
v:RxR? - R?
(tv a, b) = ’Y(a,b) (t)

Associado a esta familia, temos as seguintes func¢oes curvatura e torgao;

K:RxR?—R T:RxR*—R
(t,a,b) = K (1) (,a.8) = Tiapy (1)-

Por simplicidade de notagao, quando nao houver confusdo, denotaremos T (0),

2
aTéDt’O) (0), 0 ggg“ (0),... por T'(0), 7'(0), T"(0),. .. respectivamente. Usaremos a mesma

notacao para a funcgao K.

Proposicao 4.1 O subconjunto de familias v : R x R? — R3 tais que a funcdo
T : RxR?® — R tenha T(0) = T(0) = T"(0) = 0 e T"(0) # 0 ¢ residual em
C®(R x R?,R?) com a topologia C°°-Whitney.
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Demonstracao: O subconjunto algébrico que define o conjunto de tais curvas tem
dimensao 4 no espago de jatos, portanto, o resultado segue diretamente do teorema de
transversalidade de Thom.

O

Definicao 4.2 As familias de curvas caracterizadas pela Proposicao 4.1 serdo chamadas

de familias genéricas a 2-pardmetros.

4.2 Projecao de familias genéricas a 2-parametros

Ao analisarmos a projecao ortogonal em planos de uma familia genérica a
2-parametros de curvas no R?, podemos considerar a projecao como um desdobramento
a 4-parametros, dos quais u e v fornecem as dire¢oes de projecao e a e b fornecem a
geometria da transi¢ao da familia de curvas 7y(q).

Consideremos a familia genérica a 2-parametros

Yap) () = (t, f(t) + api(a,b,t) + bpa(a, b, t), g(t) + aqi(a, b, t) + aga(a, b, t)),

onde 0,0 (t) = (¢, f(t),9(t)) = (¢, axt* + - -+, bst® + - - -) apresenta um flattening degene-
rado de codimenséo 2 e p;,¢; € C°(R?), i = 1,2. Portanto, a familia de projegoes ¢ dada

por
P:RxR?xR? - R?
(t, (a,b), (u,v)) = (f(t) + api(a,b,t) + bps(a, b, t) — ut,
g<t) +aq (CL, b7 t) + aJQZ(a7 ba t) o Ut) :

Passamos agora a encontrar condicoes sobre a familia genérica a 2-parametros, de

forma que a projecao P ,0,0)(t) tenha as singularidades Ag e Es.

Proposigao 4.2 Se uma familia genérica a 2-pardmetros .y apresenta um flattening
degenerado

(i) do tipo A e TW(0)K(0) — 57" (0)K'(0) # 0 = Pop00)(t) tem uma singularidade
A67

(ii) do tipo B = P00 (t) tem uma singularidade Es.

Demonstragao: (i) Da Observagao 4.1, Pg,0,0)(t) = (agt® + -+ ,bt® + - -+ ) com asbs #
0. Com isso, segue-se da Proposigao 2.1 que P 0,0 (t) tem uma singularidade Ag se,
e somente se, (ab; — 3bgaz) # 0. Mas isto é justamente a condicio T™(0)K(0) —
5T (0)K'(0) # 0.

(ii) Segue de modo andlogo ao item (i).
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O

Na proposi¢ao a seguir encontramos condigoes sobre a familia v, ) para que a projecao
Papuw) () seja um desdobramento versal em uma singularidade Ag e Es.

Proposigao 4.3 Seja vy uma familia genérica a 2-parametros. Entao,

(i) se Viap) € do tipo A = Plapuw)(t) € um desdobramento versal em uma singularidade
Asg.

(ii) se Yaup) € do tipo B e

aT(O 0) 83T(0 0) 8T(0 0) 83T(0 0)
1 ) ; B ; )
K (0)( o D zae V™ 50 O gea, O)F

0T, 0’°K, oT, ?K,
3) (0,0) 00) .y _ 91100 (0,0)
g (0)( 2a D O~ 5 O 50, <O)> 70

= Plapuw)(t) € um desdobramento versal em uma singularidade Fg.

Demonstragao: Consideremos a familia genérica a 2-parametros de curvas
’Y(a,b) (t) = (t7 f(t) + api (tv a, b) + bp2 (ta a, b)a g(t) + aqy <t7 a, b) + bq2 (ta a, b))

(i) Podemos escrever f(t) = agt> +--- e g(t) = bgt® + -+ com agbg # 0. A projegao
ortogonal da familia é dada por

Plapuw)(t) = (agt® + agt® + -+ - + api(t, a,b) + bpa(t, a,b) — ut,
bt + -+ + aqy(t,a,b) + bga(t, a,b) — vt).

Pelo critério de versalidade, Pqp,.,0)(t) € versal quando

j7 (TAe(P(O,O,O,O)) + R{Paa Pba Puv Pv}) = ‘]7(17 2)

Chamando o lado esquerdo da igualdade acima de V', temos que V' é dado por

a0t + 3aat? + - - - 4+ 8agt’
( 26bﬁt5 +37b7t6 + 8b8t78 ) E4n(agt? + -+ azt”, bt + brt")+

—HR{(pl(t? 07 0)7 QI@? 07 O))> <p2<t, 07 O), QZ(ta 07 O))? (tv 0)7 <07 t)}?
onde £ € C®(R) e n(z,y) = (m(z,y),n2(z,y)), com n; € C*°(R?). Obviamente V C

J7(1,2). Para a outra inclusdo, fazendo & = #3,t*t° e t5 obtemos os termos (t1,0),
(t5,0), (£%,0) e (t7,0) respectivamente.
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Pela proposi¢ao anterior, a condi¢ao para se obter uma singularidade Ag é dada por
asb; — 3azbg # 0, que por sua vez, garante que (0,t%) e (0,¢7) € V. De fato, fazendo
na(x,y) = 23 e ma(x,y) = y obtemos (0, a3t + 3azast™) e (0, bst® + b7t") respectivamente
e, portanto, asb; — 3aszbg # 0 implica que (0,t%) e (0,¢t7) € V. Com isso, ¢ facil obter os
termos (t2,0), (3,0), (0,t*) e (0,t°), faltando assim apenas os elementos (0,%%) e (0,#3).
Podemos obter (0, ast?>+ast?) fazendo 7, (x, y) = . Por outro lado, tomando p;(¢,0,0) = 0
e q1(t,0,0) = dyt + aqot? + -+ -, temos o termo (0, ayt? + azt3). Logo, os termos restante
sao obtidos quando asaz — azaz # 0 que é justamente a condigao

0) = 20> 5 (0) ~ 60,2 2(0) # 0

de genericidade da curva. Temos assim demonstrado o item (i).

(ii) Neste caso, podemos escrever f(t) = agt® +--- e g(t) = bst® + -+ com agbs # 0.

A condicao da hipotese pode ser escrita como

4172@% (303(—5226124 + a92baq) + 3a4(—ag2bag + basass) + 5bs(ai2bag — a22b12)> #0

onde
p1(t,0,0) = apat® + arst® + -+ q1(t,0,0) = agot® + asst® + - - -
pQ(t7 07 O) = letQ + b13t3 + e q2(t, 0, O) = bQQtQ + b23t3 + -

Temos que Py pu0)(t) ¢ versal quando

js (T-A(P(O,O,O,O)) + R{Pa; Pln Pua Pv})) = J5(17 2)

Novamente, chamando o lado esquerdo da igualdade acima de V', temos que V C
J5(1,2). Com célculos semelhantes ao item (i), segue-se que (¢, 0), (¢3,0), (¢*,0), (£°,0), (0, ¢)
e (0,t°) € V. Restando assim, obtermos os elementos (¢2,0),(0,t?),(0,3) e (0,t%).
Fazendo n;(z,y) = = temos (0, azt® + a4t?) e tomando & = 1, obtemos (3ast?, bbst*).
Dessa forma podemos escrever

P1 (t, 0, O) = a12t2 a1 (t, O, 0) = a22t2 + a23t3 + CL24t4
pa(t,0,0) = biat?  go(t,0,0) = boot® + bost? + bogt™.

Assim, obtemos os termos restantes quando

0 0 a3 au
3(13 0 0 5b5
Q12 Q22 0A23 Q24

b12 b22 b23 b24

7&07

que é justamente a condicao da hipotese.
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Observacao 4.2

o Seque-se da demonstragio da Proposi¢ao4.3 (i) que a condig¢ao para que Plpa,.)
seja um desdobramento versal em uma singularidade Ag recai sobre os pardmetros

a,u ev. Assim, no que seque, tomaremos
Yoy (t) = (t, 12,17 +1° + at?)

como forma normal de uma familia genérica a 2-pardmetros apresentando um flat-

tening degenerado do tipo A.

o Uma familia genérica a 2-parametros de curvas continua sendo um conjunto denso

de curvas no R3 quando adicionamos as condigoes das Proposicoes 4.2 e 4.8.

Pela Proposicao 4.3, uma familia genérica a 2-parametros do tipo A é um desdobra-
mento versal em uma singularidade Ag. Portanto, para alguns valores dos parametros
u,v,a e b, a projecao apresenta morsificagao para a singularidade Ag. A proposicao a

seguir especifica em quais dire¢oes isso ocorre.

Teorema 4.1 Dada uma familia genérica a 2-pardmetros de curvas no R3 do tipo A, a
projegao ortogonal da famdlia () na dire¢ao (1, u, u+u’+au?) fornece uma morsificagao

da singularidade Ag quando

6
—ﬁ<u<0,
57 13 9
o320 19 2 2 J
U (16u+ 4) <a<u (4u +5u+4>.

Demonstracao: A forma normal de uma familia genérica a 2-parametro que apresenta

um flattening degenerado do tipo A pode ser escrita da forma
Yap (t) = (17,17 +1° + at?).
Portanto, a projecao ortogonal da familia é dada por
Ploun(t) = (8 —ut, t" +1° + at® — vt).

Como a A.-codimensao da singularidade Ag ¢ 3. Basta encontrarmos condigoes sobre a, u
e v para que P, .)(t) tenha 3 pontos duplos. Podemos supor, sem perda de generalidade,
que um ponto duplo ocorra na origem. Assim, temos que t; = 0,51 = u e v = u®+u’+au.

Para encontrar os demais pontos duplos temos as seguintes equacoes
s+t—u=0
(t5 + 105 + 1*s% + 135° + 125" +15° + %) + (17 + s + 135 + 125° 4 ts* 4 5°)+
a(ts +s* +1*) —v =0
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isolando s na primeira equacao e substituindo na segunda, juntamente com a condicao

v = u5 + v’ + au?, obtemos
t(t —u) (t* — 2ut® + (Tu® + 3u)t?* — (6u” + 3u?)t + 5u' + 4u” + a) = 0.

A condigao para se obter dois pontos duplos distintos fora da origem na projegao Pqu.v)(t)

é equivalente ao polinémio
th — 2ut? + (Tu® + 3u)t* — (6u® + 3u?)t + 5u’ + 4u® + a,

ter quatro raizes reais distintas em relagao a variavel t. Mas, fazendo a mudanca de
variavel t = T+ u/2, o polinémio torna-se
11 57 13
T4 3 a2 T2 4 -2,,3 )
+ (3u + 2u) tgl twta
Esse novo polindmio tem 4 raizes reais e distintas quando
11 57 13
?u2+3u<0, 0< EU4+ZU3+G e 0< 16u* —4a + 9u® + 200>,
O que é equivalente a

6
1 <u <0,
57 13 9
—Eu‘l — Zu?’ <a < dut+5ud+ Zuz'

Finalizando a demonstracao.

4.3 Morsificagoes da singularidade FEg

Nesta se¢ao estudamos projecoes ortogonais de uma familia genérica a 2-parametros
do tipo B e encontramos as dire¢oes de projecao para as quais a curva plana projetada
seja uma transicao entre as morsificacoes da singularidade FEg. Assim, com pequenas

perturbagoes destas direcoes, devemos obter as morsificagoes da singularidade Ej.

Consideremos a forma normal de uma familia genérica a 2-parametros do tipo B;
Y (t) = (2,87 + at® + bt?). (4.1)
Assim, a familia de projecoes ortogonais no plano x = 0 é dada por
P:RxR*xR?* - R?
(t, (a,b), (u, v)) — (t3 —ut, t’ + at® + bt* — Ut).
Existem trés tipos de morsificagoes da singularidade Fg, as quais denotaremos por
My, My e Ms
Observemos na figura acima que a passagem de uma morsificagdo para outra significa

passar por um ponto triplo.
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5 go K

Figura 4.1: Morsificagoes de FEjy, respectivamente My, My e Ms.

Definigao 4.3 Definimos a transicao Ty, (resp. Ts), sendo a passagem da morsifica¢io

M, para a morsificagio Ms, (resp. a passagem da morsificagao My para a morsificagdo

oo X

Figura 4.2: Transicoes 17 e T5.

Observemos também que as duas transi¢oes possuem um ponto triplo e um ponto
duplo. No que segue iremos diferenciar uma transicao da outra. Assim, como foi feito no
capitulo 3 para a singularidades Ejg, podemos definir as transi¢oes como uma “seqiiéncia
de letras” da seguinte forma: sejam ti,ty e t3, (distintos entre si), os parametros onde
ocorre um ponto triplo para a curva, e seja t; e t5 os parametros onde ocorre um ponto

duplo. Dessa forma, temos a seguinte definicao:

Definicao 4.4 Em uma transicao Ty, obtemos uma seqiiéncia crescente de pardametros
do tipo {t1,ty4,to,t3,t5}. E em uma transicao Ty, obtemos uma seqiéncia crescente de

pardmetros do tipo {t1,t4,1t5,t2,t3}.

Figura 4.3: Seqiiéncia de palavras nas transicoes T e T5.

Dessa forma, procuramos condig¢oes sobre os coeficientes a, b, u e v de forma a obter

essas transigoes na projecao P puw)- Para isso, devemos primeiramente obter um ponto



4.3 Morsificacoes da singularidade FEg 69

triplo na projecao FPqpuw). Supomos, sem perda de generalidade, que o ponto triplo

ocorra na origem, assim
Papuwy(ti) = (£ —uty, ] + at] + bt} —vt) = (0,0), i=1,2,e3.

Das equagoes 7 — ut; = 0, uma condigao necesséria para que tenhamos trés raizes reais ¢
que u seja maior que 0. Dessa forma obtemos t; = —y/u, to = 0, t3 = y/u. Substituindo
esses valores na segunda coordenada de P, obtemos

u?/u + bu® + au — vy/u =0
—u?\/u + bu? + au + vy/u = 0.

Resolvendo o sistema acima obtém-se

v = u?
a = —ub.

Vamos considerar b # 0, pois caso contrario veremos mais adiante que nao conseguimos

obter um ponto duplo fora da origem. Com isso, temos o seguinte lema:

Lema 4.1 Dada uma familia genérica a 2-pardmetros do tipo B. Obtemos um ponto triplo

na projecao quando a direcao for dada por

a a®
(l,u, U) = (]_, —67 ﬁ)’ (42)
com u > 0.

Até o momento sabemos como encontrar um ponto triplo para a projecao, mas dentre
essas diregoes quais delas nos fornecem as transicoes 77 ou 757 E como diferenciar uma
transicao da outra?

Para responder a primeira questao, observamos que tanto a transicao 1) quanto a
transicao T possuem uma auto intersec¢ao simples fora da origem. Dessa forma, passamos
agora a procurar condigoes para que a projecao além do ponto triplo, tenha um ponto
duplo fora da origem.

Seja t4 e t5 o valor onde ocorre tal ponto duplo, ou seja

Plapuw)(ti) = (6 —uty, t] + at] +bt; —vt) = (v,y), i=4eb (4.3)

(2

com (z,y) # (0,0) e ty # t5. A equagao acima juntamente com a condigao 4.2 nos leva

ao seguinte sistema

£ —ut; =z

Logo, t? + bt; + u — y/x = 0, obtemos assim os valores

. —bx + \/b2a? — dua? + day ; —bx — /0222 — duz? + dxy
4= € 15 = .
2z 2z
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A condicao A = b*x? —4ux? +4wxy > 0 garante a existéncia do ponto duplo fora da origem.

Por outro lado das equagoes em (4.3) temos o seguinte sistema

3 — uty = t3 — uts = x;

(13 — uty) — (2 — ut5) = 0,
donde retiramos z = b(b*> — u) e y = (—b* + 2u)z. Observamos aqui que b = 0 ou u = b?
implicam que (z,y) = (0,0), isso significa que o ponto duplo ocorre na origem, por esse
motivo devemos considerar b # 0 e u # b*>. Com esses valores de z e ¥, a condicao para

obtencao de um ponto duplo fora da origem se torna
A= =3V +4u > 0.

Podemos assim responder a primeira questao;

Lema 4.2 Dada uma familia genérica a 2-pardmetros do tipo B, obtemos uma transi¢ao

Ty ou Ty na projegao ortogonal quando a diregao € dada por

a a2
(1,'&,’(]) = (17_5717_2)7

2
com u > %}—

Tendo respondido a primeira questao, voltamos nossa atencao a segunda questao:
Como diferenciar uma transi¢ao da outra?

Para responder essa pergunta, faremos uso da diferenca existente entre as seqiiéncias
crescentes de parametros estabelecidas para cada uma da transigoes.

Substituindo os valores de x e y nas equagoes para ty e t5, temos

=b  |blJu— b?|V—3b2 + 4u

ty =

2 2b(u — b?)
; —b+ |b]|u — b*|v/—3b% + 4u
5= & :

2 20(u — b*)

Com os valores de t4 e t5 acima, temos os seguintes resultados;

Lema 4.3 Considerando u > b* temos que
(1)b<0<:>t4€(\/ﬂ,oo) et5€(—\/ﬂ,0);
(i) b>0 & ty € (—o00,—Vu) e t5€ (0,/u).
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Demonstracao:

(i) (=) Por hipétese, temos que b < 0 e u — b* > 0, assim podemos escrever
1 1
t4: 5(—b+ \/—3b2+4U) e t5: 5(—6— V—3b2+4U)

Mostraremos primeiramente que t; > /u.
Temos também assegurada a seguinte desigualdade 4b(b + /u) < 0. Logo;

—3b% + du + 4b(b + Vu) < —3b* + 4u
b? + 4bv/u + 4u < —3b* + 4u
(b+2v/u)?* < —3b* 4 4u (por hipotese, b+ 2y/u > 0)

b+ 2vu < V—=30% + 4u
Vi < —b+v—23b2—|—4u _

4.

Portanto, t, € (y/u, 00).
Para mostrar que t5 € ( — /u,0). Observamos que,

—b—V=3+4u  —b—Viu —b—2Vu
> —/u.

t — > =
b 2 9 2

Por outro lado, u > b* = 4u — 3b*> > b? = /4u — 3b%> > |b|. Mas, como b < 0, segue-se
que v4u — 3b%> > —b. Assim,

bV b b

te = <
5 2 2 "9

Demonstrando assim, a primeira implicacao do teorema.

(<) Para demonstrar a volta, observamos que t4 + t5 = —b. Mas, por hipotese t; > y/u e
ts > —y/u, o que implica t; + t5 > 0. Assim, b < 0.

(ii) Segue de forma analoga ao item (i).

Lema 4.4 Considerando A = —3b 4 4u > 0 temos que
() Vu<b & tsts € (—+/u,0);
(ii) b < —\/ﬂ & Uy, t5 € (0,\/6)

Demonstracao:
i) (=) Por hipotese b > 0 e —b?> +u < 0. Logo, podemos escrever
g

1 1
t4 = 5(—b+ V —362 +4U) € t5 = §<—b —V —362 +4U)
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Como t; < t4, basta mostrarmos que t; < 0 e t5 > —+/u. Por hipotese, temos que
u—b? < 0. Assim,

U< =4du—-3P <b?=>Vau—-3R2<b=—-b+Viu—-32<0=1t, <0.

Por outro lado,
b(b— vu) >0
—3b% + du + 4b(b — /u) > —3b* + 4u
b — 4by/u + du > —3b* + 4u
(b—2y/u)? > —3b* + 4u
b — 2v/u| > V/—3b2 + 4u.

Mas por hipétese ‘/7319 < v/u, que implica b — 2y/u < 0. Assim

b — 2v/u| > V—3b2 + 4du
—(b—2v/u) > V—3b% + 4u
b+ V—3b%+ 4u
Vu > 5

b— V-3 +4u

Portanto, concluimos que t4,t5 € (—+/u,0).
(<) Por hipotese, temos que t4,t5 < 0 e novamente como t4+t5 = —b, segue-se que b > 0.

Também por hipotese t4t5 > 0, assim,

(—_b CJu— b?|v/ —3b2 +4u) (—b N lu — b*|v/—3b2 +4u) .

2 2(u — b°) 2 2(u — b°)
(Q) B <—3b2—|—4u) .
4 4
b —u>0
b > .

E, como b > 0, segue-se que b > /u.

(ii)A demonstragao é analoga ao item (i).

O

Com esses lemas, estamos prontos para caracterizar as direcoes de projecao onde

ocorrem as transicoes T e T5.
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Teorema 4.2 Seja v, uma familia genérica a 2-parametros do tipo B. A projegcdo orto-

a a2
(1,“,'0) = (1’_5713_2)7

gonal dessa familia na dire¢ao

com u > 0, apresenta uma
(i) transicao Ty quando {—/u < b < 0} ou {0 < b < /u};

ii) transicao Ty quando ¢ — Uy b oou u<b< Al
3 3

Demonstragao: Por hipétese, como a direcao de projegao ¢ dada por (1,7, Z—j), segue-
se do Lema 4.1 que a projecao tem um ponto triplo na origem, e além disso, o ponto triplo
ocorre quando t; = —y/u, ts =0 e t3 = \/u.

(i) Como {—v/u < b < 0} ou {0 < b < y/u}, temos garantido pelo Lema 4.3 que
ts € (Vu,0) ets € (—/u,0) outy € (—o00,—/u) e ts € (0,y/u). Logo, temos uma
das seguintes seqiiéncias crescentes de palavras

{th t57 t?a t37 t4} ou {t47 tl? t27 t57 tB}

Portanto, pela Definicao 4.4, obtemos uma transicao 77.
(ii) De modo analogo ao item anterior, usando o Lema 4.4, obtemos as seguintes

seqiiéncias de palavras
{t1<t4<t5<t2<t3} ou {t1<t2<t4<t5<t3}.

E, portanto, novamente pela Definicao 4.4, obtemos uma transicao 7.
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Capitulo

5

Classificacao de diagramas de curvas
planas

Neste capitulo classificamos diagramas divergentes do tipo

(R,0) <. (R,0) - (R2,0),

onde f tem ordem finita e o é um germe simples de A.-codimensao < 4. Para o caso

multilocal, consideramos diagramas da forma

(R,0) < (R,0) —— (R2,0)

(R,0)—=——R0) ¢
fr
(R, 0) (R,0)
e apresentamos a classificacao quando r = 2,3,4 e a A.-codimensao do multigerme
(v1;...;a,) € menor ou igual a 2. Estas classificagbes serdo utilizadas no capitulo 6,

onde estudamos germes e multigermes de curvas planas sob uma nova relacao de equi-

valéncia, a Ajp-equivaléncia.

5.1 Preliminares

Nesta secao estabelecemos alguns conceitos e resultados basicos sem restri¢oes nas

dimensoes dos espagos envolvidos.

Um diagrama divergente
(f,9) : (R”,0) — (R",0) — (R7,0) (5.1)

¢ um par de germes de aplicagoes f : (R",0) — (RP,0) e g : (R",0) — (R9,0).



76 Classificacao de diagramas de curvas planas

Defini¢ao 5.1 Dois diagramas divergentes (f1,91), (f2,92) : (RP,0) «— (R™, 0) — (R%,0)
sao equivalentes se existem germes de difeomorfismos H de (R",0), h de (RP,0) e K de

(R%,0) que comutam o sequinte diagrama:

(R, 0) <1~ (R",0) —2~ (R7, 0)

L S S

(R?,0) <2 (R", 0) —2> (R9, 0).

Podemos identificar um diagrama divergente (f,g) : (R?,0) «— (R™,0) — (R%0)
com o germe de aplica¢ao v : (R",0) — (RP x R?,(0,0)),v(z) = (f(z),g(x)). Com esta
identificacao, a equivaléncia de diagramas divergentes corresponde & agao de um subgrupo
do grupo A, consistindo de elementos tais que o germe de difeomorfismo na meta é do
tipo produto, isto é, preserva a estrutura produto de R? x R?,

Entao, dado o diagrama divergente v = (f,g) : (R",0) — (R? x R?,(0,0)), escrevemos
0, = 0; @ 0, e definimos o espaco tangente e o espago tangente estendido associados a

equivaléncia de diagramas divergentes por

T(y) = ty(Mpby,) + [wf(M,yb,) © wg(Myb,)]

Te(y) = ty(0n) + [wf(6p) ® wy(6,)]-

Assim, T, (v) (resp. T'(y)) é o conjunto de todos os 0 = (01, 02) € 6, (resp. o € M,0.)
tais que existem & € 6, (resp. £ € M,0,), m € 0, (resp. m € M,b0,) e n2 € 6, (resp.
ne € M,0,) satisfazendo

or=df(§) +mo f
o2 =dg(§) +moyg.
Definicao 5.2 A codimensao do diagrama v € definida por

9'7
Te(v)

cod(~y) = dimg

Seja T.(f) o conjunto de todos os campos de vetores oy € 6 tais que o = (04,0) €
T.(y) (0 € 6,). Temos:

Proposicao 5.1 [19] Se g é A-finitamente determinado, entao cod(y) € finita se, e so-

. 0 L .
mente se, dimg =+ (ff) € finita, e neste caso
€

cod(y) = dimRTe(ff) + cod(A., g).
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Corolario 5.1 Se g € A-infinitesimalmente estdvel, entao

0;
cod(y) = dim :
) )
No caso multilocal, consideraremos diagramas I' = (f1,91);-..; (fr, g-) da forma 5.2

abaixo, constituidos de pares de germes de aplicagoes f; : (R",0) — (R?,0) e g; : (R",0) —
(R%,0) comi=1,...,r.

(RP, 0) <L (R",0) —~— (R,0)
(R?,0) <22 (R",0) g

(RP, 0) <L (R",0)

(5.2)
O conceito de equivaléncia para esses diagramas é dado pela seguinte definicao:

Defini¢ao 5.3 Dois diagramas T = (f1,q1);---;(fr,9:) e IV = (f1,91);---; ([l q.), da
forma 5.2, sao equivalentes se existem germes de difeomorfismos H; de (R™,0), h; de
(RP,0) e K de (R9,0) tais que K og; =gio H;, hyo fi= floH; parai=1,...,r.

O conjunto dos campos de vetores ao longo de I', denotado por 6, é definido por
Or = 695218%'

onde v; = (fi,9;). Definimos o espago tangente estendido associado a equivaléncia
de diagramas no caso multilocal, denotado por T.(I'), como o conjunto de todos os
o = ((011,012),(021,022),...,(@1,@2)) € Or tais que existam (&1,....&.) € @.0,,
(M, M) € B0, e Y € 6, satisfazendo

oin = dfi(§) +mio fi
oo =dg;(&) +og;, parai=1,...,r.
De modo usual, obtemos o espago tangente no caso multilocal.

Definigao 5.4 A codimensao do diagrama I' = (f1,q1);...; (fr, gr) € definida por

cod(T") = dimg

T.(T)

Denotemos 0y = @_,0,. Seja T.(f) o conjunto dos (011,091, ...,0,1) € O tais que
((011,0), (021,0), ..., (0,1,0)) € T(T).
A proxima proposicao é uma extensao da Proposi¢ao 5.1 a diagramas no caso multi-

local, e serd muito 1til nos calculos das codimensoes de tais diagramas.
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Proposicao 5.2 Se o multigerme g = (g1;...;9:) € A-finitamente determinado, entdo
cod(T") € finita se, e somente se, dimR% ¢ finita, e neste caso

cod(T") = dimR% + cod(Ae, g)

Demonstracao: Basta observar que a seguinte seqiiencia é exata:

by = O w6,
T.(f)  T.T)  TAdg)

00—

onde 7* e 7* sao definidas por

I
—
—
—

Q
—
-

e}

SN—
—

R)
<
=

(e}

S~—
SN—
| S—

(CT))
™ ( {((011, 012), (021, 022), - ., (071, m))D

Il
—
—~
q
—_
»
<)
3
o
SN—
—_

5.2 Diagramas de curvas planas

Frequentemente, por simplicidade, diremos apenas curva plana para um germe de
curva plana « : (R,0) — (R?,0).

Defini¢ao 5.5 Um diagrama de curva plana é um diagrama divergente (f, ) do tipo

(R,0) <L (R,0) -2 (R2,0).

Entao, de acordo com a Definigao 5.1, dois diagramas de curvas planas (f1, 1) e (fa, as)
sao equivalentes se existem germes de difeomorfismos H,h de (R,0) e K de (R?,0) que

tornam comutativo o diagrama

(R,0) <~ (R,0) —— (RZ2,0)

| | [
(R,0) «2— (R,0) -2 (R2,0).

Definigao 5.6 Dada uma curva plana o : (R,0) — (R?,0), definimos R® como sendo o

sequinte subgrupo de R:
R* = {H € R : 3 um germe de difeomorfismo K de (R*,0) tal que K oo = o H}.

O lema abaixo serd fundamental na classificagao de diagramas (f, «).
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Lema 5.1

(i) Se a1 e ay sao A-equivalentes, entao, dado qualquer f, o diagrama de curva plana

(f, 1) € equivalente ao diagrama (f o H™1, o) para algum H € R.

(ii) Dois diagramas de curvas planas (f1,«) e (fa, ) sao equivalentes se, e somente se,

f1 e fa sao R x L-equivalentes.

Demonstragao:
(i) Como a; e asy sdo A-equivalentes, existem germes de difeomorfismos H e K tais

que K oa; = ay o H. Entao, é 6bvio que (f, a;) é equivalente ao diagrama (f o H™!, ay).

(ii) Segue imediatamente das duas definigoes anteriores.
O

Tendo em vista o Lema 5.1, a fim de classificar diagramas (f, ), consideramos inici-
almente a forma normal § da curva plana « com relacao a A-equivaléncia, obtendo um
diagrama (f, 3) equivalente a (f,a). Em seguida, determinamos a forma normal de f

com relacao ao subgrupo R? x £ C A que “preserva’ a curva f3.

Definigao 5.7 Um germe de funcio f : (R,0) — R tem ordem finita m, denotado por
ord(f) =m, quando

F0) = f1(0) = ++- = FD(0) = 0 e f(0) #0.

Dizemos que f tem ordem infinita, quando f*(0) =0, ¥ k € N.

5.3 Classificacao: Caso local

Nesta segao, consideramos diagramas de curvas planas (f, @) onde f tem ordem fi-
nita e @ é um germe simples de A.-codimensao < 4. Para a classificagdo desses diagramas,

vamos supor inicialmente que « seja regular.

Proposicao 5.3 Seja (f, «) um diagrama de curva plana tal que v seja regular e f tenha

ordem finita m. Entao (f,«) € equivalente ao diagrama
t"™ —t — (t,0).

Demonstragao: Como « é regular, temos que « é A-equivalente a (3, onde ((t) = (¢,0).
Logo, pelo Lema 5.1(i), (f,a) é equivalente a (f o H~!,3) para algum H € R. Além
disso, f o H™! tem ordem m e portanto ¢ A-equivalente a g, onde g(t) = t™.

Mas, neste caso, R” = R pois, se H € R, entdo o germe de difeomorfismo K, dado
por K(x,y) = (H(z),y), é tal que K o3 = 30 H, assim, H € R”. Logo, (f o H™',3)
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é equivalente a (g, ) pelo Lema 5.1(ii) e, por transitividade, segue-se entdo que (f,«) é
equivalente a (g, 3).
[

Seja agora a : (R,0) — (R?0) singular, isto ¢, a/(0) = 0. Se o”(0) # 0 e «a ¢é
A-finitamente determinada, entao « é A-equivalente a singularidade Ay, dada pelo germe
t— (2, t*1) com k > 1.

Por exemplo, se k = 1, temos uma cuspide ordinaria A, dada por ¢ — (£2,¢3). Para
k = 2, a singularidade A dada por t — (t?,#%) é chamada de ctspide degenerada ou
ramphoid cusp.

Dado um germe de fungao C*, h : (R,0) — R, pelo Teorema de Preparagao de
Malgrange, podemos escrever h(t) = hy(t?) + thy(t?), onde hy, hy : (R,0) — R sao germes

de fungées C*°. Além disso, se ord(h) = m, entdo podemos reescrever h como
h(t) = t™ay (£%) + ™ ag(t?),

onde ap,ay : (R,0) — R sao germes de fungdes C', com a(0) # 0.

Proposicao 5.4 Seja (f,«) um diagrama de curva plana tal que o tenha uma cispide

ordindria e f tenha ordem finita m. Entao (f,«) € equivalente ao diagrama
t" et — (12, 1%).

Demonstracao: E analoga & demonstracdo da proposicdo anterior, pois, por hipotese,
a & A-equivalente a 3, onde 3(t) = (t2,13), e neste caso R” = R também. Vamos provar
esta tltima afirmagao. De fato, dado H € R, temos S(H (t)) = (H(t)?, H(t)?). Podemos

escrever

H(t)? = t2a,(t?) + as(t?) e H(t)> = b (1) + t*hy(+?),

onde ay,as, by, bs : (R,0) — R sdo germes de fungdes C*°, com a;(0),b1(0) # 0. Assim,
definindo K por K (z,y) = (zai(z) + yas(x), ybi(z) + 2%by(x)), obtemos K o f = o H.
O

Antes de classificarmos os diagramas cuja curva plana tenha uma singularidade Ao, k >
2, vamos inicialmente caracterizar o grupo R” onde 3(t) = (¢2,t***1), com o objetivo de
obter a R7-classificacdo dos germes de fungoes f : (R,0) — (R,0) de ordem finita.

Lema 5.2 Seja 3: (R,0) — (R%0), 3(t) = (3,t***1), k > 2. Entdo

RP={HcR:H"0)=HY0)=---= H®*2(0) = 0}.
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Demonstragao: Se H € R’ existe um germe de difeomorfismo K de (R?%,0) tal que
KofB=p0H. Seja K = (K1, K), entdo K,(t?,t***1) = H(t)2. Suponhamos que

H(t) :a1t+a2t2—|—--- , com a 7é0
Ki(z,y) = bioxr + by + baox® + b1y + boay® + -+ .

Da ultima igualdade, obtemos
Kl (tz, t2k+1) == b10t2 + bzot4 + -+ katQk + b01t2k+1 + -

Comparando os coeficientes na igualdade Ki(t?,t2**1) = H(t)2, vemos que

SR
2a1a4 + 2a9a3 = 0 =
2a1a6 + 2asa5 + 2aza4 = 0 =

2a1a2(k_1) + -4+ 2ap_1ar, = 0 = .

Portanto, H”(0) = --- = H®~2(0) = 0.

Reciprocamente, seja H € R. Escrevemos

H(t)? = t2a,(1?) + tPas(t?)
H(t)%ﬂ _ t2k+1b1(t2) + t2k+262(t2)

onde ay, as, by, by : (R,0) — R sdao germes de fungdes C'*°, com a4 (0), b1(0) # 0.
Por hipotese, H"(0) = --- = H@®2(0) = 0. Entdo, H(t)> ndo possui os termos
de ordem 3,5,...,2k — 1, o que implica ord(ay) > k — 1 e, portanto, podemos escrever

as(t) = t""1ay(t), onde Gy é um germe C'*. Assim,

H(t)? = t?a, () + () @ () = ay(£?) + 7 ag(2)

Logo, tomando o germe de difeomorfismo K, dado por
K(z,y) = (zai(z) + yas(z), ybi (z) + 2" 'by(2)),

temos K o 3 = 3o H. Portanto H € R”.
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Lema 5.3 Seja 5 como no lema anterior e seja f: (R,0) — (R,0) um germe de fun¢ao

de ordem finita m. Entao,
i) sem € impar, f é RP-equivalente a
" 4 dit™ T dot™ T 4 gt TR,
comdq,...,dr_1 € R univocamente determinados.
ii) sem € par, f é RP-equivalente a
™ 4+ dyt™ A dot™ T e dp tTTES,
com dy,...,dp_1 € R univocamente determinados, modulo a equivaléncia d ~ +d
para d = (dy, ..., d_1).

Demonstragao: Suponhamos f(t) = ¢, t™ + cppit™™ + ..., com ¢, # 0. Para simpli-
ficar podemos supor também que ¢,, > 0, sendo o caso ¢,, < 0 analogo. Entao, dados
di,...,d,_1 € R quaisquer, temos que f é R-equivalente a t™ +dt™ ! 4 - - 4 dj,_t™ 2+ =3,

Conseqiientemente existe H € R tal que
f) = HO™ + diH()™™ + -+ dy H(t)™ 23, (5.3)
Veremos agora que é possivel escolher di, ..., d;_, de maneira que H € R?, ou seja,
H"(0) = --- = H®*=2(0) = 0.

Suponhamos que H(t) = ayt + ast®> + ..., com a; # 0, entdo o coeficiente de ™ em

H(t)™ é a", enquanto que para r > 1, o coeficiente de t™*" é da forma
ma ta,1 + pla, ..., a,),

sendo p(ay, . ..,a,) um certo polindmio nos coeficientes ay, ..., a,. Utilizando este fato e

comparando os coeficientes em 5.3, temos

_ m—1 m+1
Cmt+1 = ma]" “ag + dyai"™",

_ m—1 1 1 m—+3
Cmts = may"  aq + pylai, ag, ag) + dipy (a1, az, az) + drai"™>,

k—2
m—1 k—2 k—2
Cmtok—3 = may' “ag,—2 +py (ai,...,a_3)+ E dip;“(aq, ..., a—3)+
i=1

m~+2k—3
dk,1a1 .

Dado que a; # 0, obviamente podemos escolher dy,...,d;_; de maneira que necessaria-
mente ay = a4 = - -+ = ag,_o = 0. Desta forma, H € RP e, portanto, f é R’-equivalente
a

7 4 gt dot™ T 4 gt
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Para finalizar a demonstragiao, suponhamos agora que g(t) = t™ + dit™" + .- +
dy_1t™ 73 seja RP-equivalente a ¢'(t) = t™ + djt™ ! + -+ + d)_ 1™ T2*73 através de
H € RP, onde H(t) = ait + ast® + - - + ag_st* 3 + t2*71b(t), b € C*°. Entao,

gt)=g(H(t)) = at™ + dya" ™™+ ma agt™ T -

de onde se deduz que af* =1 e a3 = 0. Substituindo no lado direito da igualdade acima,

obtemos

gdt)=g(Ht)) =t™ + dyart™ ™ + doat™ > + ma tast™ ™ 4 - -
e daf a5 = 0. Prosseguindo desta maneira, concluimos que a3 = a5 = - - - ag,_3 = 0. Logo,
g t) = g(H(t)) = t™ + dyart™ ™ + doat™ 3 4 - 4 dp_ @23 Lm0 5(¢),

com s(0) # 0, donde resulta b = 0. Assim, temos H(t) = a;t. Como af* = 1, se m é

impar entao H = id e portanto ¢’ = g. Caso contrario, se m é par entdo H = +id e

g(t) = g(2).
O

Proposicao 5.5 Seja (f,a) um diagrama de curva plana tal que o € do tipo Asy, k > 2,

e [ tem ordem finita m. Entao, (f,«) € equivalente a um dos sequintes diagramas

Y

ou

tm + tm+2r—1 + dltm+27"+1 + . + dk_T_ltm+2k_3 «— t N (t27t2k+1)7
para 1 <r <k—1ecertosdy,...,dy_._1 €R.
Demonstragao: Dos Lemas 5.1 e 5.3, temos que (f, «) é equivalente a
tm _|_ d/ltm+1 + d/2tm+3 + . + d;ﬁfltm+2k73 - t N (t2,t2k+1),

para certos dy,...,d;_; € R. Sed),...,d;_, = 0, estamos no primeiro caso do enunciado.
Se os dj, nao sao todos nulos, seja r € {1,...,k—1} talque d} = --- =d._;, =0e
d! # 0. Entao podemos tomar mudangas lineares de coordenadas H(t) = bt e h(u) = \u

de maneira que o diagrama anterior se torne
tm + tm+2r—1 + dltm+2T+1 + R + dk—r—ltm+2k_3 - t SN (t2,t2k+1).

De fato, basta tomar b= ""1y/d. e A = b™.
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Corolario 5.2 Suponhamos que m > 2k—3. Entao na lista da classificagao de diagramas
de curvas planas na Proposicao 5.5, para cada escolha de r e coeficientes dy, ..., dy_,_1

temos uma classe distinta de diagrama.

Demonstracao: Sejam

F(1) = 47 4 442t el g ke,
Gt) = 7 4 4RIl g gL g ks,

com 1l <rr<k-—1led,...,dg—r_1,d},...,d;_,, ; € R. Suponhamos que f e g sejam
RP x L-equivalentes por meio de (H,h), onde B(t) = (t2,t%**1). Escrevemos h(t) =
Mt 4+ Mot? + ... com A\ # 0. Dado que m > 2k — 3, entdo 2m > m + 2k — 3 e portanto,

R(F(E)) = M (™ 4 m2r=L  quam 2+l g gm2ed)

sendo este germe de funcao RP-equivalente a g. Entdo pela demonstracao do lema anterior
se deduz que r =1" e d; = d; paratodoi=1,....k—r — 1.
O

Observagao 5.1 Sem < 2k—3, entao em alguns casos € possivel utilizar a L-equivaléncia
para eliminar mais alguns termos da fungao f. Ainda assim, a formula para o caso geral
é bastante complicada, dado o grande nimero de casos que aparecem. Veremos alguns

exemplos em casos simples.

Corolario 5.3 Suponhamos que m = 2k — 3. Entao a classificagio de diagramas de
curvas planas (f,«) tal que a € do tipo Agy, k > 2, e f tem ordem finita m é dada pela

sequinte lista de diagramas:

t2k_3 — t N (t2 t2k+1)
e
coml<r<k-—2ed,...,di_r_o € R univocamente determinados.

Corolario 5.4 Suponhamos que m = 2. Entao a classificagao de diagramas de curvas
planas (f, ) tal que o € do tipo Agy, k > 2, e f tem ordem finita m é dada pela sequinte
lista de diagramas:

Y

ou

b

coml<r<k-—1.
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Corolario 5.5 Seja (f,«) um diagrama de curva plana tal que o tenha uma ramphoid

cusp e [ tenha ordem finita m. Entao (f,«) € equivalente a um dos sequintes diagramas
"t ($7,1°)
ou
t" et — (£2,1°).
Observagao 5.2 Segue-se do Coroldrio 5.2 que os dois diagramas
"t et (P17) e 1T et — (12 1°)

nao sao equivalentes. Além disso, suponhamos que a(t) = (agt? + ast® + -+, bst® + bt +
), com a,bs # 0, e f(t) = cpt™ + Cprt™™ + -+ com ¢, # 0. Entao (f,a) €

equivalente ao diagrama

tm Tt — (12,15),  se 2a9Cmy1 — Mmascy, # 0,
tm —t — (1%, 1°), se 2a9C, 11 — magcy, = 0.

A seguir, consideramos que « tenha uma singularidade do tipo Eg ou do tipo Fj.
Embora estas singularidades nao sejam abordadas no estudo desenvolvido no capitulo 6

(Ae-cod > 2), vimos nos capitulos 3 e 4 que elas aparecem em familias a 1 e 2 parametros.

Proposicao 5.6 Seja (f,a) um diagrama de curva plana tal que o tenha uma singulari-
dade do tipo Eg e f tenha ordem finita m. Entao (f,«) € equivalente a um dos sequintes

diagramas

tm ottt — (B, dER (%)
sem > 2, ¢ 1Mt —t — (3 t1)
tm—t — (£3,t1)

o= 9 2413 —t — (13, 14)
— 4 t2<—t_><t3,t4)

sem =1, t—t— (£ ).
Em (%), cada d € R corresponde a uma classe distinta de diagrama de curva plana.

Demonstracgao: Dividiremos a demonstragao em dois passos:
Passo 1: Aqui, mostraremos que

RP={H eR:H"0)=H®0) =0}
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para 3(t) = (t3,t*). De fato, se H € R, entdo existe um K tal que K o3 = 30 H.
Se K = (K1, K3), isto significa que K;(t3,t*) = H(t)? e Ky(t3,t*) = H(t)*. Supondo
H(t)=ait +ast*+--- e K(z,y) = (biox + b1y + - -+ , c1o® + cory + - -+ ), obtemos

H(t)* = ait® + 3aiast® + (3aias + 3aya3)t’ + - - -
H(t)* = aft* +4aast® + -
K(t?), t4> = (blot3 —|— b01t4 —|— b20t6 —|— s ,610t3 + 001t4 —|— 020t6 + R )

Comparando os coeficientes na igualdade K o § = 3o H, concluimos que as = a3 = 0.

Reciprocamente, seja H € R tal que H"(0) = H®(0) = 0. Entdo, H(t)* e H(t)* nio
possuem o termo de ordem 5. Podemos escrever H(t)> = t3p(t) e H(t)* = t'q(t), onde
p,q € C* com p(0) # 0 e q(0) # 0. Pelo Teorema de Preparagao de Malgrange,

p(t) = pa(7) + tpa(t%) + pa(t%), p1(0) # 0,
q(t) = a1 () + g2 (t°) + g5(t°), @:(0) #0,
com p3(0) = 0 e q2(0) = 0, pois H(t)> e H(t)* nao possuem termo de ordem 5. Logo,
H(t)? = pi(t3) + t'pa(t3) + 593 (t3) e H()* = t1'q1(t3) + 3G (%) + t0q3(¢3).
Portanto, definindo K por
K(z,y) = (xp1(z) + ypa(2) + 4*Ps(2), yqr (2) + 4*Ga(2) + 22gs(2)),
temos satisfeita a igualdade K o 3 = o H.
Passo 2: Por hipotese, o germe a é A-equivalente a 5. Logo, pelo Lema 5.1(i), (f, @)
¢ equivalente a (f o H=!, (¢3,t")), para algum H € R. Dessa forma, resta agora mostrar
que a forma normal de f = foH™!, com relacdo ao grupo R? x L, coincide com uma das

formas apresentadas no enunciado da proposicao. Para isto, consideraremos os seguintes

casos:
o m > 2.
Como ord(f) = m, dados dy, dy € R quaisquer, existe um par (H,h) € R x L tal que
hofoH Y (t) =t™+ dit™ ™ + dot™ 2.

Veremos que é possivel escolher d; e ds de modo que H € R?. De fato, sejam f (t) = cpt™+
Cmitt™ 4 com ¢, # 0, H(t) = art +ast®>+--- comay # 0 e h(u) = \ju+ o+ -
com A1 # 0. Consideremos a igualdade

h(f(t)) = HE)™ + dy H()™ ™ + do H(H)™? = a™t™ + (ma tag + dya™ )+

(D

5 7245 +ma asz + dy(m+ 1)aTtag + dg&;ﬂ+2)tm+2 +
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Como ord(Aof?) > 2m > m + 2, tomando d; = A;%”Hl, dy = % e comparando o0s
coeficientes na igualdade acima, chegamos que as = a3 = 0, assim, HeRP. Portanto,

fé RP x L-equivalente a t™ + dit™ ! + dot™2. Agora, se di # 0 entdo, com mudancas
lineares de coordenadas, temos que o diagrama ( f ,a) é equivalente ao diagrama (t™ +
tmrL 4 dtmt2 (#3)11)), para um certo d € R. Se por outro lado d; = 0, entdao (f,a) é
equivalente a (™, (t3,t1)) ou (™ + t™2, (t3,¢)), dependendo se dy = 0 ou nao.

Finalmente, com o mesmo procedimento da prova do corolario 5.2, podemos mostrar
que f(t) = t™ + "L+ dtmt2 e g(t) = t™ + ™ 4 d't™F2 nao sao RP x L-equivalentes
para d # d'.

o m=2.

. 2
Neste caso, temos f(t) = cot? + c3t> + -+, ¢y # 0. Tomando h(u) = g_z — &l vemos
G2

que f é L-equivalente ao germe f(t) = ho f(t) = 2+ it + t® + ct® +- - - . Agora, dado
d € R qualquer, existe H € R tal que

foH(t) =1t +dt’.

E possivel escolher d € R de modo que H € RP. De fato, sendo H (t) como antes, temos

entao a igualdade:

2+ Gt + it + - = ait? + (2a1a9 + dad)t? + (a5 + 2aya3 + 3datag)t! + -

/

c . ;
Tomando d = =% e comparando os coeficientes, obtemos que ay = ag = 0. Portanto, f
ay

¢ RP x L-equivalente a t> + dt3. Novamente, com mudancas lineares de coordenadas, o

resultado segue neste caso.
o m=1.

Neste caso, ¢ facil ver que f é L-equivalente a id.

Proposicao 5.7 Seja (f, ) um diagrama de curva plana tal que o tenha uma singu-

-

laridade Eg e [ tenha ordem finita m. FEntao (f,«) é equivalente a um dos sequintes

diagramas

tm L o2 gttt — (83,1°), ¢,d €R
tM 2 ettt (83,19).

" Tt — (83, 19).

tm—t — (t3,1°).

sem >4



88 Classificacao de diagramas de curvas planas

A e R e (A
sem =3,4¢ t"+t"T2 —t — (£3,°)
tm—t — (£3,1°)

o m =9 2413 —t— (3,1°)
T Pt (510)
sem=1t«t— (1)
Para cada escolha de c¢,d € R temos uma classe distinta de diagrama de curva plana.
Demonstracao: A demonstragao segue a mesma linha da demonstragao anterior. Mos-
traremos aqui apenas que se 3(t) = (t3,1°), entao
RP={HeR:H"0)=H®(0)=H®(0) = 0}.
De fato, se H € R¥, existe um K tal que K o 3= o H. Se K = (K1, K3), isto significa
que K (t3,t°) = H(t)? e Ky(t3,t°) = H(t)5. Sejam
H(t) = ait + ast? + - - -
K(z,y) = (biox + bory + baox® + buizy + booy” + - - -
0% + Cory + C202” + ey + cooy” + ).
Entao
H(t)* = a}t® + 3ajast* + 3ai(aza; + a3)t® + (3asa] + 6azarag + a3)t®+
3(asa] + 2a4aiaq + ara3 + asaz)t’ + - -,
H(t)® = a5t® 4 bajast® + 5a3(2a3 + ajas)t’ + - - -
K (t3,6%) = byt + bort® + boot® + by 1t® 4+ - e
Ky(82,6°) = ciot® + cort” + coot® + et® + - - -
Comparando os coeficientes na igualdade K o 3 = 3o H, vemos que 3alas = 0, 3(asa? +
2a4a1a9 + a1a3 + aiaz) = 0 e 5a3(2a3 + ajaz) = 0. Como a; # 0, temos ay = 0 pela
primeira igualdade e, portanto, segue-se das outras duas que a3 = a5 = 0.
Reciprocamente, seja H € R tal que H"(0) = H®(0) = H®(0) = 0. Entao, H(t)?
nao possui os termos de ordens 4 e 7 e H(t)® nao possui o termo de ordem 7. Assim,

usando o Teorema de Preparacao de Malgrange, podemos escrever
H(t)* = ®p1(t%) + 9P (t%) + t°ps(°),
H(t)> = qi(t7) + 1°q2(£7) + t1°G3(t%),
com p1(0) # 0 e ¢1(0) # 0. Logo, definindo K da forma
K(z,y) = (zp1(z) + y°Pa(2) + yps(2), yqr (2) + 2qo(x) + y*G3(x)),

temos satisfeita a igualdade K o f = o H.
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5.4 Classificagao: Caso multilocal

Definicao 5.8 Um diagrama de multigerme de curva plana € um diagrama
(fi,a1);. .5 (fryap) da forma 5.2 constituido de pares de germes de aplicagoes f; : (R,0) —
(R,0) e a; : (R,0) — (R%0) parai=1,...,r.

Entao, de acordo com a Definigao 5.3, dois diagramas de multigermes de curvas planas
(fr,a1);. .5 (froa) e (ff, a)); - (fL, al) sdo equivalentes se existem germes de difeomor-
fismos H;, h; de (R,0) e K de (R?0) tais que K o ; = o, o H; e h; o f; = f! o H;, para

1=1,..,7.

A definigao e o lema a seguir estendem a Defini¢ao 5.6 e o Lema 5.1 para o caso

multilocal.

Defini¢ao 5.9 Dado um multigerme de curva plana (aq;...;q,), definimos o subgrupo
RYC R x--- xR por:
—_————
*={(Hy,.., H, = de di K de (R®
Ry ={(Hy,...,.H)ERx-- xR um germe de difeomorfismo e (R*,0)

T vezes

tal que Kooa; = ;0 H;, 1 = 1,2,...,r}.

Lema 5.4
(i) Se os multigermes (aq;...;0a,) e (af;. .. ;al) sao A-equivalentes, entdo, dados quais-
quer germes f1, ..., f,, o diagrama (f1,01);...; (fr, ) € equivalente a (fioH; *, o);

i (fro H7Y L) para alguma r-upla (Hy,...,H,) E R X --- X R.

(ii) Dois diagramas de multigermes de curvas planas (fi,00);...5(fr, ) €
(fi,a1);...; (fl, ap) sao equivalentes se, e somente se, existem (Hy,...,H,) € RS e
(hi,...,hy) € L X -+ x L tais que h; o f; = flo H;, parai=1,...,r.

Com um procedimento anélogo ao do caso local, baseamos nossa classificacao de dia-
gramas de multigermes de curvas planas no Lema 5.4, levando em consideracao as formas
normais de multigermes de aplicagoes (R,.S) — (R?,0) com respeito ao grupo A, dadas
na tabela 2.2.

5.4.1 Diagramas de bigermes de curvas planas

Por definigao, um diagrama de bigerme de curva plana (f1, a1); (f2, @2) é um dia-

grama do tipo

(R,0) <" (R, 0) —*= (R?,0) <2 (R, 0) -2~ (R, 0). (5.4)
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A relagao de equivaléncia nesse caso é dada pela comutatividade do seguinte diagrama:

(R,0) <" (R, 0) —*= (R?,0) <> (R, 0) —2~ (R, 0)

(R, 0) <" (R, 0) - (R2,0) <=~ (R,0) =~ (R,0),

onde H;, h;,i = 1,2, e K sao germes de difeomorfismos.

fl f2

Proposicao 5.8 Seja (f1,01); (fa, 0) um diagrama de bigerme de curva plana tal que
o bigerme (aq; ) tenha uma singularidade Ay e os germes de fungoes f1 e fo tenham

ordens finitas m e n respectivamente. Entao (fi1,a1); (fa, ) € equivalente ao diagrama

(t™, (¢,0)) 5 (", (0,1))

Demonstracao: Sejam oy (t) = (a1(t), aa2(t)) e aa(t) = (a1 (t), aga(t)). Podemos supor
sem perda de generalidade que of;(0) # 0 e a5, (0) # 0.
Segue-se da classificagao de bigermes (R,S) — (R?0) que (ay;ay) é A-equivalente
a (P1;02), onde Bi(t) = (t,0) e Bo(t) = (0,t). Como conseqiiéncia do Lema 5.4(i),
(f1,01); (f2, a0) & equivalente a (f; o Hy ', 31); (fo 0 Hy', 3;) para algum par (Hy, Hy) €
R x R. Temos que fioH; ' e fyo Hy ' tém ordens m e n respectivamente, logo fj o0 H; * é
A-equivalente a f; e fooHy ' é A-equivalente a fo, onde f1(t) = t™ e fo(t) = t". Mas, neste
caso, Rg =R X R pois, se (Hy, Hy) € R X R, entao o germe de difeomorfismo K, dado
por K (z,y) = (Hy(z), Hy(y)), é tal que K o 3; = B;0 Hy, i = 1,2, assim, (Hy, Hy) € RS,
Logo (fi o H{Y, B1); (fa 0 Hy',35) é equivalente a (f1,31); (f2, 32) e, por transitividade,

(fr,01): (f2, 02) € equivalente a (f1, 51): (f2, Ba).
UJ

Proposicao 5.9 Seja (f1,aq); (f2, a2) um diagrama tal que o bigerme (ay; as) tenha uma
singularidade As e 0s germes f1 e fo tenham ordens finitas m e n, respectivamente. Entao

(f1,a1); (fa, ) € equivalente ao diagrama

(™, (£,0)) 5 (¢, (t,1%)).

Demonstracgao: Dividiremos a demonstragao em dois passos:

Passo 1: Aqui, vamos mostrar que se ((t) = (£,0) e fo(t) = (£,12), entdo RS admite

a seguinte caracterizagao:
RS = {(Hy,Hy) € R x R : H(0) = H)(0)}.

De fato, se (Hy, Hy) € R}, existe um germe de difeomorfismo K (z,y) = (Ky(z,y), Ka(z,y))
tal que K o 3; = B;0 H;, i = 1,2. Logo

K (t,0) = Hi(t) e Ki(t,t*) = Hy(t).
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Derivando as igualdades acima em relagao a variavel ¢ e pondo ¢t = 0, segue-se que
Hi(0) = H5(0).

Reciprocamente, seja (Hy, Hy) € R xR com H{(0) = H}(0). Entao, podemos escrever
Ho(t) — Hi(t) = t*Q1(t), com Q; € C*. Por outro lado, também podemos escrever
Hy(t)? = 12Q4(t) com Qo € C*°,Q2(0) # 0. Portanto, definindo K da forma

K(e) = (H1(0) + Qo). o))

temos satisfeitas as igualdades K o 3; = ;0 H;, 1 =1,2.

Passo 2: Por hipotese, o bigerme (a1;ay) é A-equivalente a (f1;52). Entao, pelo
Lema 5.4(i), (f1,1); (f2, a2) é equivalente a (fio H; ', (¢,0)); (fa0 Hy ', (£, %)) para algum
par (Hy, Hy) € R x R. Afirmamos que esse ultimo diagrama é equivalente ao diagrama
(t™, (t,0)); (t", (t,£%)). Logo, por transitividade, segue-se que (fi,a1); (f2, az) também &
equivalente ao diagrama (t™, (¢,0)); (t", (¢, %)), concluindo assim a demonstragao.

Para demonstrar a afirmagao, observamos que pelo Lema 5.4(ii) é suficiente encontrar
(Hy, Hy) € RY e (hi, hy) € L x L tais que

1

hyo f1 o I‘L_ (t)y=t" e hyo fQ o ﬁz_l(t) =t
onde fy = fro Hy' e fo= fyo Hy" .
Veremos isso por partes. Primeiramente, como ord(f;) = n, existe um par (Ha, hy) €
R x L tal que hy o f2 o ﬁg_l(t) = t". Em seguida, fixemos h; € L, dado por hy(u) = Au,
1 17! m
onde \ = —m;]({g)(())
fi(0)

m é par, existe um H; € R tal que

. Dessa forma, como ord(hy o f;) = m e (hy o f1)™(0) > 0 quando

hiofioHy ' (t) = t™ (5.5)

Observamos que, quando m é par, —H; também satisfaz a igualdade anterior. Cal-
culando a m-ésima derivada em zero de ambos os lados da igualdade (5.5), obtemos
H!(0)™ = H}(0)™. Portanto, se m ¢ impar entdo H](0) = H}(0), assim, (Hy, Hy) € R e
concluimos a demonstracio neste caso. Se por outro lado m é par, temos H/(0) = +H}(0),
logo (Hy, Hy) € RS ou (—H,y, Hy) € RE, como desejado.

O

Proposicao 5.10 Seja (fi,1); (f2,a2) um diagrama tal que o bigerme (aq;aq) tenha

uma singularidade As e os germe fi e fo tenham ordens finitas m e n, respectivamente.

Entao (f1,0q); (f2, ) € equivalente a um dos sequintes diagramas

(™, (£,0)) 5 (¢, (,t%)  ou (¢™,(t,0)) 5 (" + ", (¢, %)).
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Demonstracgao: Tal como na proposicao anterior, dividiremos a demonstragao em dois

passos:

Passo 1: Aqui, vamos mostrar que se 3;(t) = (t,0) e Ba(t) = (¢,t3), entdo RY admite
2

a seguinte caracterizagao:
Ry = {(Hy, H) € R x R: Hj(0) = Hy(0) e H(0) = Hy(0)}.

De fato, se (Hi, Hy) € Rg, existe um germe de difeomorfismo K = (K, K,) tal que
Kof;=0;0H; i=1,2. Logo

Ki(t,0) = Hi(t) e Ki(t,t*) = Hy(t).

Considerando as primeiras e segundas derivadas das igualdades acima em relacgao a variavel
t e pondo t = 0, obtemos H1(0) = H5(0) e H{(0) = HJ(0).

Reciprocamente, seja (Hy, Hy) € R x R com H{(0) = H5(0) e H{(0) = H}(0). Entao
Hy(t) — Hi(t) = t3Q1(t), com Q; € C*. Por outro lado, Hy(t)® = t3Q4(t) com Q, €
C™,Q2(0) # 0. Logo, definindo K por

(o) = (H1(0) + 9Qu() Qo))
temos satisfeitas as igualdades K o 3; = 3,0 H;, 1 =1,2.

Passo 2: Seguindo as mesmas linhas do caso anterior, vamos encontrar (ﬁ 1, gg) € R§
e (hy,hy) € L x L tais que

hl O f~1 O H’V-lil(t) = tm e h2 (¢] f~2 ¢] ﬁQil(t) = tn + dtn+1, (56)

onde d € R, flzflonl efQ:fQOHgl.

Primeiramente, observamos que, dado d € R qualquer, existe um par (f[g, hy) € Rx L
tal que hy o fg o ]172_1(15) =t" + dt"*!, pois fg tem ordem n. Agora, procedendo como na
prova anterior, vemos que ¢ possivel escolher hy € £ de modo que exista H; € R tal que
(Hy, hy) satisfaca a primeira igualdade em 5.6 e ﬁll(O) = ﬁgl(O). Para que a igualdade

ﬁlﬂ(O) = ﬁgﬂ(O) seja satisfeita, tomamos

(n+1)

_ hy(0)fa " (0) = MR (0) AL (0)

d =
(n + 1)H, (0)+1

Portanto, o diagrama (fi,a1); (f2, ) € equivalente ao diagrama (t™, (¢,0)); (¢ +
dt™1 (t,1%)). Se d = 0 entao, estamos no primeiro caso. Se d # 0 entao, com mudan-
cas lineares de coordenadas, temos que (f1,aq); (f2, a2) é equivalente a (¢, (¢,0)); (t" +
T (8, 83)).

O
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Observagao 5.3 Segue-se da demonstracao que os dois diagramas
(t™, (£,0)) 5 (", (t, %) e (¢, (t,0)) 5 (" + " (¢, 1))
nao sao equivalentes. Além disso, suponhamos que
(F#),a1(t)) =(cnt™ + Copprt™ ™ + -+ (a1t + agt® + -+ bot® + byt -+ ))
(9(1), a2 (t)) =(dpt™ 4+ dport™ " + -+ (alt + aht® + - WyE2 + 05t -+ )
com ay,ay # 0. Entio (f,a1); (g, ) € equivalente a (t™, (t,0)); (1™, (t,1)), se
mnd,cm(aha® — asa)) + aray (nepi1dnaay — mepd,1ar) = 0;

caso contrdrio, (f,a1); (g, as) € equivalente a (t™, (t,0)); (¢" + "L, (¢,13)).

Proposigao 5.11 Seja (f1,01); (fa, a2) um diagrama tal que o bigerme (oq;ag) tenha
uma singularidade Ds e os germes f1 e fo tenham ordens finitas m e n respectivamente.

Entao (f1,01); (f2, a2) € equivalente a um dos sequintes diagramas
(t™,(0,8)) 5 (¢, (¢%t%) ou (¢t™,(0,8)) ; (¢" +t", (¢%,17)).

Demonstracao: E analoga a demonstracio da proposicdo anterior. Vamos mostrar
apenas que se 31(t) = (0,t) e B2(t) = (%, ) entao

Ry = {(Hy, H) € R x R: Hj(0) = Hy(0)* e Hy(0) = 0}.
De fato, se (Hy, Hs) € Rg, existe um germe de difeomorfismo K tal que Kof3; = B;,0H;, 1 =
1,2. Sejam
Hi(t) = ant + apt® + aigt® + -+, i =1,2
K(z,y) = (biox + bory + baox® + - -+, c10T + cory + c202” + -+ ).
Como K(0,t) = (0, Hy(t)) e K(t?, %) = (Hy(t)?, Hy(t)?), temos:

boit + boot® + -+ =0,
cort + coot®> + - = ant +apt> + - -,
biot? + b1 t® 4 - - - = a3 t* + 2a01a09t® + -+ -,
ciot® + cort® + copt* + -+ = a%lt?’ + 3a§1a22t4 4

Comparando os coeficientes nas igualdades acima, obtemos age = 0 € ay; = a3;.
Reciprocamente, seja (Hy, Hy) € R X R com H;(0) = H,(0)? e Hy(0) = 0. Entao,
podemos escrever Hy(t)? = t2Q1(t%, 1), onde Q1(0,0) # 0 e Ho(t)® — Hy(t3) = t2Q-(t%, 7).

Agora basta tomar K da seguinte forma

K(z,y) = (le(x,y%Hl(y) + an(%@/))
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5.4.2 Diagramas de trigermes de curvas planas

Proposicao 5.12 Consideremos um diagrama de trigerme de curva plana (f1,c1); (f2, az);
(f3,3) tal que (aq; ae; a3) tenha uma singularidade Dy e os germes f1, fa, f3 tenham or-
dens finitas |, m e n respectivamente. Entao (f1,a1); (fa, 0); (f3,3) € equivalente ao

diagrama

(¢, (¢,0)) 5 (t™(0,0)) 5 (£, (t,1)).

Demonstracao: Com célculos semelhantes aos anteriores, concluimos que se f;(t) =

(t70)7 62@) = (Ovt) e ﬁd(t) = (tvt) entao
RE = {(Hy,Hy, Hs) € R x R x R : H,(0) = H,(0) = H4(0)}.

Pelo Lema 5.4(i), o diagrama (fi,a1);(f2,2);(f3,3) ¢é equivalente ao diagrama
(fro Hi',(8,0)); (f2 0 Hy' (0,)); (f3 0 Hy ', (t,t)) para alguma terna (Hi, Ha, Hz) €
R x R x R. Entao, para concluir a demonstragao, basta encontrar (lfll, H,, Hg) € Rg e
(h1, ha, hg) € L x L x L tais que

hyo fi(t)o Hy (t) =t (5.7)
hoo fo(t) o Hy ' (t) = t™, (5.8)
hao fa(t) o Hy ' (t) = t". (5.9)

onde fy = fio Hi', fo=fao Hy' e fy= f30 Hy .

Primeiramente, como ord(fs3) = n, existe um par (Hs, h3) € R x L tal que hg o f3 0
ﬁg_l(t> = t". Agora, tomemos (hy, hy) € L x L com hy(u) = \u e he(u) = Au, onde
1LH}(0)" 6 N — m!H}(0)™

A0 RO

Logo, pelos mesmos argumentos usados no passo 2 da prova da Proposic¢ao 5.9, existe um

/\1:

par (ﬁl, H,) € R x R que, juntamente com (h1, ha), satisfaz as igualdades 5.7 e 5.8 e,
além disso, H}(0) = H,(0) = Hj(0).
O

Proposicao 5.13 Consideremos um diagrama de trigerme de curva plana (f1, o1); (f2, az);
(f3,3) tal que (aq; ao; avg) tenmha uma singularidade Dg e f1, fa, f3 tenham ordens finitas I,
m e n, respectivamente. Entao (f1,c1); (f2, a2); (f3,a3) € equivalente a um dos sequintes

diagramas:

(¢, (£,0) 5 (™ 0,8) 5 (", (&%) ou (£, (£,0)) 5 (t™(0,8)) 5 (" +", (¢, 7).
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Demonstragao: Basta observar que se §1(t) = (¢,0), Sa2(t) = (0,¢) e B3(t) = (¢,1*) entao

RY = {(Hy,Hy,Hs) ERXR X R :
H(0) = H;(0), Hy(0) = H;(0)* e HY(0) = H(0)}.

O restante segue de forma analoga ao passo 2 das demonstracoes anteriores.

5.4.3 Diagramas de quadrigermes de curvas planas

Proposigéo 5.14 Consideremos um diagrama de quadrigerme de curva plana
= (f1,010); (f2, @2); (f3,a3); (fa, a). Suponhamos que (aq; ag; as; ay) tenha uma singula
ridade E, e f1, f2, f3, fa tenham ordens finitas k, [, m e n respectivamente. Entdao I' é

equivalente a um dos sequintes diagramas:

(t*, (£,0)) ;5 (£5(0,8) 5 (t™, (1) 5 (" +t"T (t,\t)) ou
(t*, (t,0)) ;5 (¢5(0,8)) 5 (™ +t™ (1) 5 (" + ™™ (8, A). (%)

com A\c € ReX #0,1. Em (%), cada ¢ € R corresponde a uma classe distinta de

diagrama.

Demonstracao: Segue de forma analoga aos casos anteriores, observando que se 3;(t) =

(t,0), Ba(t) = (0,t), B3(t) = (t,t) e Ba(t) = (¢, At), com X # 0,1, entao:

RY = {(Hy, Hy, H3, Hy) € R* : H{(0) = H}(0) = H}(0) = H(0),
HY(0) = HY(0) + Hy(0) e H{(0) = H{(0)+ \H}(0)}.

O

Ja vimos no capitulo 2 que, dado um mergulho genérico de uma curva v no R?, as
singularidades que podem ocorrer para a familia de projecoes ortogonais em planos sao
as singularidades de A.-codimensao menor ou igual a 2. Assim, para o proximo capitulo

o seguinte teorema tera um papel relevante.

Teorema 5.1 Seja I' = (f1,a1);...;(fr, ) com r = 1,2 ou 3, um diagrama de multi-
germe de curva plana. Suponhamos que (a1;...; ;) tenha A.-codimensao < 2. Entao T

¢ equivalente a um dos diagramas abaizo.

Tipo Germes cod(T")
Ao, t" —t —(,0) m-2
A, tm—t — (3, 13) m

Ay, |t —t— (28°) | m+1
Ay tm —t — (t%,1°) m+2
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Tipo Bigermes cod(T")

A, t"—t —(t,0); t"—t— (0,1) m+n — 2

Az, " —t — (t, ) t —t — (t,t%) m+n—1

As, | ™ —t — (4,0) ; "+ —t — (£, 83) m+n

As tm —t — (t, ) t" —t — (t,t%) m+n+1

Ds, | t™—1t— (t,0); t"+t" —t — (3,3 | m+n

Dy m<—t—>(t,0); " —t — (3,1%) m+n+1
Tipo Trigermes cod(T")
Dy, . thet — (£,0) ; t"m —t — (0,t) ; t" —t — (1) l+m+n—2
Dg, | the—t—(1,0); " —1t— (0,t); t"+t" —t — (t,1?) [ l+m+n—1
Dy, thet — (t,0) ; t™ —t — (0,t) ; t" —t — (t,1?) l+m+n
Tipo Quadrigermes cod(T")
Erepn | (5, (t, 0) ) D (t(0,0) (BT (1) (4 et (5 ML) | o0
Er, L(,0) 5 (#5(0,8) 5 (£, (4,1)) 5 (" + L (8 A) 00




Capitulo

6

Ajp-equivaléncia de curvas planas

Neste capitulo introduzimos uma relagao de equivaléncia sobre uma classe especial
de germes e de multigermes de curvas planas (A-finitamente determinados), denominada,
Ap-equivaléncia, de forma a refinar a A-equivaléncia. Com o intuito de fornecer mais infor-
magcoes geométricas sobre projecoes ortogonais em planos de curvas no R3, determinamos
a Ajp-classificacao de germes e multigermes de curvas planas de A.-codimensao menor ou
igual a 2, utilizando para isto, a classificagao de diagramas de curvas planas obtida no
capitulo anterior. Finalizamos o capitulo com a descricao geométrica das singularidades

da proje¢ao ortogonal.

6.1 Aj-equivaléncia

Sejaa : (R,0) — (R% 0) uma curva plana, A-finitamente determinada (propriedade

que sera sempre considerada neste capitulo). Entao, existe um inteiro & > 1 tal que
0)=---=a*D0)=0, o¥(0)#£0.

Escolhemos um vetor v, € S* ortogonal a a*)(0). Denotamos por h, : (R,0) — (R,0) o

germe da fungdo altura dado pelo produto interno h,(t) = ((t), va)-
Definigao 6.1 Dizemos que duas curva planas o, 8 : (R, 0) — (R?,0) sdo Ap,-equivalentes

se os diagramas de curvas planas (ha, o) e (hg, 5) sdo equivalentes, ou seja, existem

germes de difeomorfismos H,h de (R,0) e K de (R%0) que comutam o diagrama

(R,0) <"~ (R, 0) —*~ (R2,0)
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E facil ver que a definicdo acima independe da escolha dos vetores v,, vg € St
Os lemas a seguir serao muito tuteis na Aj-classificagao de germes e multigermes de

curvas planas.

Lema 6.1

(i) Se H é um germe de difeomorfismo de (R,0), entao as curvas planas o e cco H sao

Ap-equivalentes.

(ii) Se K é um germe de isomorfismo linear de (R%0), entdo as curvas planas a e Ko«

sao Ap-equivalentes.

Demonstracao:
(i) Observamos inicialmente que o/(0) = --- = a* Y (0) = 0 e a(0) # 0 implicam
(o H)(0) = - = (a0 H)*V(0) =0 e (aoH)®(0) = H(0)*a™(0) # 0. Entdo,

podemos escolher v, € v oy de modo que v, = Vpom € assim hoog = ho, o H. E claro
que os diagramas (he, @) e (h, o H,a o H) sdo equivalentes. Portanto, « e a o H sdo

Ap-equivalentes.

(ii) Suponhamos «a(t) = (a1(t), ae(t)) e K(x,y) = (ax + by, cx + dy). Novamente
/(0) =--- = a®*(0) =0 e a®(0) # 0 implicam (K o a)'(0) = --- = (K o a)*~1(0) =
0 e (Koa)®(0)=K(a®(0))#0. Vamos escolher

(—as”(0).0{" () (= cai?(0) - day”(0), a0i” (0) + bas” (0) )
la®(0)]] e (0 )®(0)]]

Vo —

Com isso obtemos

_ RO
oo = O TR S m o

Logo, tomando os germes de difeomorfismos H = id de (R,0) e h de (R,0), dado por

a® (0
h(u) = det(K)Mu, temos:

Koa=(Koa)oH
hohy = hyon o H.

Portanto, o e K o « sao Ap-equivalentes. ]

Lema 6.2 Uma curva plana o € Ap-equivalente a uma curva plana 8 = (51, Ba) tal que
ord(fy) < ord(fs).

Demonstracao: Seja o = (ay, az). Se ord(a;) < ord(asz) ndo temos nada a fazer. Caso

ord(cy) > ord(as), entao considerando a isometria K (z,y) = (y,z), temos que a curva
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B = Koa = (ag, ay) satisfaz a condi¢ao do enunciado e, além disso, o Lema 6.1(ii) garante
que « é Ap-equivalente a f3.

Suponhamos agora que ord(a;) = ord(as) = k. Consideremos a curva
(k)
as (0
B10) = (310,820 = (0. al0) - 255D,
a;(0)
para a qual vale ord((3;) < ord(f2). O resultado agora segue do Lema 6.1(ii), j4 que

(8 = K oa onde K é o isomorfismo linear

K(z,y) = (y _ %gix)

0

Dada uma curva plana o = (v, ae) com ord(a;) < ord(as), estaremos sempre consi-

derando v, = (0, 1) e, portanto, h, = as.

O conceito de Ap-equivaléncia para multigermes de curvas planas, A-finitamente de-

terminados, ¢ dado pela seguinte defini¢ao:

Definigao 6.2 Dizemos que dois multigermes de curvas planas (aq; ... ;o) e (af;...;al)
sao Ap-equivalentes se os diagramas (ha,,a1);.. .5 (ha,, ) € (har,@4); .5 (har, @) sdo
equivalentes, ou seja, existem germes de difeomorfismos H;, h; de (R,0),i=1,...,r e K

de (R?,0) tais que
Koa; =d0H,
hi © hay = hos o H,,
parat=1,..r.

Tal como antes, a defini¢ao acima independe da escolha dos vetores v,,, vy € S L
Os correspondentes aos Lemas 6.1 e 6.2 para multigermes, sao dados pelos dois resul-

tados seguintes:

Lema 6.3
(i) Se Hy,...,H, sao germes de difeomorfismos de (R,0), entdo os multigermes
(a1;...504) e (g0 Hy; ... 0 Hy) sao Ap-equivalentes.
(ii) Se K é um germe de isomorfismo linear de (R?,0), entdo os multigermes (aq;. .. ; a;.)
e (Koay;...; Koa,) sio Ap-equivalentes.
Lema 6.4 Seja (ay;...;q.) um multigerme de curva plana. Fizemos um indice iy,
1 <ig < r. Entio (aq;...;q.) € Ap-equivalente a um multigerme (aq;...;@&,), onde

a curva &, = (g1, Qig2) satisfaz ord(dyy) < ord(dyys).
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6.2 A,-Classificacao de curvas planas

Tendo introduzido o conceito de A,-equivaléncia e mostrado algumas de suas propri-
edades, faremos nesta se¢ao a Aj-classificacao de germes e multigermes de curvas planas
de A.-codimensao menor ou igual a 2 tais que os germes das fungoes altura associados

sejam de ordem finita.

6.2.1 A;-Classificagao: Caso local

Para a classificagao de germes de curvas planas sob a Aj-equivaléncia, vamos supor

primeiramente que a curva « seja regular.

Proposigao 6.1 Seja k um inteiro > 2 e seja o : (R,0) — (R%,0) uma curva plana
reqular tal que
Ha([)) == /i(kig)(()) = Oa H((xk72)<0) 7& Oa

[0}

onde ko € a curvatura de . Entao o é Ap-equivalente a curva t — (t,t%).

Demonstracao: Como « é regular, pelos Lemas 6.1 e 6.2, podemos escrever a(t) =

(t,aa(t)) com ay(0) = 0. Observamos agora que, como ord(k,) = k—2, entdo ord(az) = k.

Por outro lado, h,(t) = as(t) e hg(t) = t*, onde B(t) = (¢,t*). Logo, pela Proposicio 5.3,
(ha, ) € equivalente a (hg, ). Portanto, a e  sdo Ajp-equivalentes.

O

O exemplo abaixo mostra que a Aj-equivaléncia fornece mais informacgoes geométricas

do que a A-equivaléncia.

Exemplo 6.1 Consideremos duas curvas planas a(t) = (t,t%) e 3(t) = (¢,t™) com k,m >
2. Com relagao as fungoes curvatura K, e kg de a e 3, temos:
fa(0) =+ =Ky *(0) =

e hip 2(0) # 0,
e /{?‘2(0) # 0.

Embora as ordens das funcgoes curvatura sejam diferentes para k # m, € fdcil ver que
as duas curvas sao A-equivalentes. Portanto, a ordem da funcao curvatura nao € um
invariante sob A-equivaléncia. Por outro lado, o e 3 sao Ap-equivalentes se, e somente

se, k =m.

Veremos a seguir que a Ajp-classe de uma curva plana regular é determinada pela

ordem da func¢ao curvatura.

Proposigao 6.2 Sejam «a, 3 : (R,0) — (R%0) curvas planas requlares, Entio o e 3 sio

Ap-equivalentes se, e somente se, ord(k,) = ord(kg).
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Demonstracao: Sem perda de generalidade, podemos escrever a(t) = (t,as(t)) e
B(t) = (t,B2(t)). Agora é facil ver que ord(h,) = ord(k,) + 2 e ord(hg) = ord(kg) + 2.

Portanto, ord(k,) = ord(kg) se, e somente se, ord(h,) = ord(hg). Assim,

a e 3 sao Ap-equivalentes < ord(h,) = ord(hg)

& ord(ke) = ord(kg).

A primeira equivaléncia é garantida pela Proposicao 5.3.
O

Corolario 6.1 Nas condig¢oes da Proposicio 6.2, se kq(0) = k5(0) = 0, entdo as cur-
vas a e 3 sao Ap-equivalentes se, e somente se, suas fungoes curvatura ko, e Kg SGO

A-equivalentes.

Consideraremos agora o caso em que o germe de curva « € singular. Neste caso existem

duas singularidades de A.-codimensao < 2, a saber: singularidades A, e Aj.

Proposigao 6.3 Suponhamos que a : (R,0) — (R2,0) tenha uma cuspide ordindria.

Entao a é Ay-equivalente a curva t — (t2,¢3).

Demonstracao: Como por hipotese a tem uma ciispide ordinaria, pelos Lemas 6.1 e 6.2,
podemos escrever a(t) = (t2, ay(t)) com ord(as) = 3 e, assim, h, = ay. Portanto, o tem
uma cuspide ordinaria e h, tem ordem finita 3. Pela Proposicao 5.4, segue-se entao que
(ha, @) € equivalente a (£3, (¢%,1%)).

O

Proposigao 6.4 Suponhamos que o : (R,0) — (R?,0) tenha uma ramphoid cusp. Entio

a € Ap-equivalente a uma das sequintes curvas
ts (Bt 10); b (280); tes (8280 +15).

Demonstragao: Podemos escrever a(t) = (t2,ast* + ast® + --+), com as # 0. Supo-
nhamos primeiramente que a4 # 0, assim, ord(h,) = 4. Como a5 # 0, pela Observagao
5.2, (ha, @) € equivalente a (t*+°, (¢2,1°)) que por sua vez ¢ equivalente (¢*+t°, (12, t*+1%))
pelo Lema 5.1(i). Logo, a é Aj-equivalente a (¢, t* 4 ¢5). Suponhamos agora que a4 = 0,
entdo ord(h,) = 5 e, novamente pela Observacao 5.2, temos que (h,, @) é equivalente
a (t5,(t2,t5)) ou a (t5 + tﬁ,(t2,t5)), dependendo se ag = 0 ou nao. Portanto, a é
Ap-equivalente a (t2,t°) ou a (t2,t° + %),

O
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6.2.2 A;-Classificagao: Caso multilocal

Comecamos agora a classificacao sob Aj-equivaléncia para multigermes de curvas
planas com A.-codimensao < 2, ou seja, as singularidades listadas na tabela 2.2. Nas pro-
posicoes que se seguem, ao invés de colocarmos o tipo de singularidade que o multigerme
possui, daremos as condi¢oes geométricas para que ocorra tal singularidade.

Proposigao 6.5 Sejam ay,as : (R,0) — (R%0) curvas planas requlares, tais que

e t,,(0) € transversal a t,,(0),

o Koy (0) ==k 0) =0, KEP0)£0, k=2,
o kg, (0) = =rV0)=0, &Z20)£0, m>2.

onde to, € a tangente de a. Entao o bigerme (aq;an) é Ap-equivalente ao bigerme

((m9)

Demonstragao: Pela condicao de regularidade das curvas a; e as, juntamente com o
Lemas 6.3 e 6.4, podemos escrever o bigerme como ((¢,a12(t)); (a1(s), a22(s))), onde
ord(cyz) > 1. Assim, a condigao de transversalidade de t,,(0) e t,,(0), implica que
5(0) # 0. Logo, pelo Lema 6.3 podemos escrever o bigerme como ((t, a12(t)); (Gai1(s), s)).
Agora, como ord(ka,) = k — 2 e ord(ka,) = m — 2, segue-se que ord(ay) = k e
ord(&s;) = m. Portanto, pela Proposicao 5.8, o diagrama (hg,,®1); (hay, @a) € equiva-
lente ao diagrama ((t*, (¢,t%)); (s™, (s™,s))).

[

Proposigao 6.6 Sejam ay,as : (R,0) — (R%0) curvas planas requlares, tais que

e t,,(0) € paralelo a t,,(0),

® Ko, (0) # Kay(0),
e i, (0) = =0y =0, &E20)£0, k> 2.

Entao o bigerme (aq; ) € Ap-equivalente ao bigerme

(=555

Demonstracao: Usando agora o fato de t,, (0) ser paralelo a t,,(0), podemos escre-
ver a(t) = (t,apa(t)) e as(s) = (s,a(s)). Como Ka,(0) # Ka,(0), suponhamos sem
perda de generalidade que kg, (0) < 0. Se Kqa,(0) # 0, podemos ainda supor g, (0) > 0.
Dessa forma, pela Proposicao 5.9, temos que o diagrama (hq,, @1); (ha,, @2) € equivalente
ao diagrama (—t2, (t, —t?)); (s*, (s, s*)). Portanto, o bigerme (aq; ) é Ap-equivalente a
((tv _tQ); (s 5k))

O
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Proposigao 6.7 Sejam ay,as : (R,0) — (R%0) curvas planas requlares, tais que
e t,,(0) € paralelo a t,,(0),
® £, (0) = Koy (0) mas k7, (0) # &, (0).
e ko, (0) = =rE0) =0, £E20)£0, k> 2.

Entao o bigerme (aq; o) € Ap-equivalente a um dos sequintes bigermes:

(i) (s +sm) (i),
Demonstracao: Dividimos a demonstragao em dois casos:

i) Ka,(0) # 0. Logo por hipotese kq,(0) = q,(0) # 0 e &, (0) # &[,(0). Assim,
podemos escrever oy (t) = (t, ast? +ast>+---) e as(s) = (s, bas* +b3s®> +--+), com ay = by
e ag # bs. Logo, pela Proposi¢ao 5.10 e Observagao 5.3, o diagrama (hqa,, @1); (hay, (2) €
equivalente a

(t%,(t,0)); (s + %, (s,5%)), (6.1)
pois bgas — azbe = as(bs — az) # 0. Agora nao é dificil ver que o diagrama 6.1 é equiva-
lente ao diagrama (&2, (¢,12)); (s* + 5%, (s, s + s%)), bastando para isso tomar o germe de
difeomorfismo K(z,y) = (x,y + 22).

ii) Kq,(0) = 0. Assim, podemos escrever a;(t) = (t,ast® + ast* + ) e a(s) =
(5,b38% + bys? + ---), com az # bz. Podemos supor sem perda de generalidade que
ag # 0, ou seja, x;, (0) # 0. De forma anéloga ao caso anterior, concluimos entao que

(hay s @1); (hay, ) € equivalente a um dos seguintes diagramas:
( — 3 (¢, —t3)); (sk + s (s, 87 + skﬂ)) ou ( — 3 (t, —tg)); (sk, (s, sk)),

para k > 3, dependendo se 3asbyx1 — kasbr = 0 ou nao, respectivamente.
O

Proposigao 6.8 Sejam ay,a : (R,0) — (R%0) curvas planas regulares. Suponhamos

que o tenha uma cuspide ordindria e ay seja uma curva reqular e, além disso:
e a/(0) € transversal a t,,(0),
o ko (0) = =r%D0)=0, &ED0)£0k>2.

Entao o bigerme (aq; ag) € Ap-equivalente a um dos sequintes bigermes:

(@ 6ta). (i)
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Demonstracao: Segue de forma semelhante as demonstragoes das proposi¢oes anteriores,

usando a Proposicao 5.11.
OJ

Proposigao 6.9 Sejam oy, s, as : (R,0) — (R?0) curvas planas requlares, tais que

e t,,(0),t,,(0) e t,,(0) sdo dois a dois transversais,

® Koy (O) == K((lk;?))(()) =0, "43((116172)(()) 7£ 0, k> 2,
® Ray (0) == K&Tgig)([)) =0, ﬁgg*m(()) # 0, m=2,
o ko (0) = =r0)=0, kIP0)#£0, n>2.

Entao o trigerme (aq; as; a3) € Ap-equivalente ao trigerme
kY. m . n n
((t7t )7(3 ,8)7<U—U U+ U ))
Demonstracao: Podemos escrever as trés curvas nas seguintes formas:

ai(t) = (t,2(t)), aa(s) = (aai(s),s) e az(u) = (azi(u), as(u)),

onde ord(aqs) > 1,0rd(az;) > 1 e ord(asy) = ord(ase) = 1. Entao, hy, = 12, ha, = an

e, além disso, podemos definir A, por

—a35(0)agi (u) + ag,(0)age(u)
||e5(0)]]

Por hipotese, temos ord(ka,) = k — 2, ord(ka,) = m — 2 € ord(Ka,) = n — 2, 0 que

hOé3 (u) =

é equivalente a ord(hs,) = k, ord(ha,) = m e ord(ha,) = n. Portanto, pela Proposigao

5.12, o diagrama (ha,, @1); (Ray, @2); (has, a3) € equivalente ao diagrama
(tk, (t, O)); (sm, (0, s)); (u”, (u, u)) (6.2)
Agora, tomando os germes de difeomorfismos H;, h; iguais a identidade e K, dado por
(o) = (244" oy 9yt a4y ),
vemos que o diagrama 6.2 é equivalente ao diagrama
(tk, (t, tk)); (sm, (s™, s)); (u”, (u—u",u+ u”))

O
Omitiremos as demonstracoes das duas proposi¢oes a seguir que sao anélogas

as anteriores.
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Proposigao 6.10 Sejam oy, s, az : (R,0) — (R?,0) curvas planas regulares, tais que
o t,,(0) € transversal a t,,(0) e ta, (0) € paralelo a t,,(0),

® k0, (0) # Fas(0),

o Kap(0) = =kl (0) =0, kL V(0)£0, k>2,
e i, (0) = =r0)=0, £TP0)£0, m>2.

Entao o trigerme (aq; ag; az) € Ap-equivalente a um dos sequintes trigermes:
(=t ) (60 4 )

Proposigao 6.11 Sejam ay,as, asz,ay : (R,0) — (R2,0) curvas planas regulares. Supo-
nhamos:

e t,.(0) dois a dois transversais, para i =1,2,3 e 4.

o tig, (0) = =r¥V0)=0, kF20)£0, k>2,
o ko, (0) = =r5P0) =0, 520 #£0, 1>2,

o ko (0) = =r0)=0, T 20)£0, m>2.
o kg (0) = =r0) =0, kIP0)#£0, n>2.

Entao o quadrigerme (aq; ag; as; ay) € Ap-equivalente a um dos sequintes quadrigermes
((t,tk + R (st Fes T ) (u—u™ u ™) (v — o™, Ao+ v”)),
((t, 5y (s s ) (uw—u™ u A+ u™); (v — v M+ v”)),
com A\,c € R eX#0,1. Cada c € R corresponde a uma Ay-classe distinta.

O seguinte teorema sintetiza os resultados de classificagao obtidos anteriormente.

Teorema 6.1 Se (ay,...,a4) € um multigerme de curva plana (R,S) — (R?0) com

A.-codimensao menor ou igual a 2 entao (o, ..., q4) € Ap-equivalente a um dos sequintes
multigermes na tabela abaixo.
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Tipo k > 2 Germe
Aok (tv tk)
A23 (t27 t3)
Ay, (2, + t°)
Ay, (2,85 + t°)
Ay (t2,9)
Tipo k,m > 2 Bigerme
Ay, ((t,tk); (s™, s))
A32k ((tv _t2); (87 Sk))
As,, ((¢,22); (s, 8% + s%))
Asy, ((t, =t%); (s, 8" + 1)), b >3
Asy, (t,—t*); (s, %)), k>3
Ds,, (2,83 + t1); (5%, 5))
D5gk ((t27t3>; ( k75>)

Tipo k,m,n > 2

Trigerme

dkmn

‘D62km

((t, t5); (8™, 8); (u — u™, u + u")
((t, —t2); (%, 8); (u, u™ + u™+1)

((t> _t2); (Sk7 S); (uv um))

Tiwpo k,l,m,n > 2

Quadrigerme

(¢, 5+ 571); (s' + es™ s); (w — w™, u+ u™); (v — V™, Av + v™))

((t, t5); (st + 81T 8); (u — u™, w4+ u™); (v — o™, M+ v"))

6.3 Geometria das singularidades de projecoes sob Aj-

equivaléncia

Nesta se¢ao, damos a interpretacao geométrica das singularidades descritas no

Teorema 6.1. Mais precisamente, estabelecemos a relagao existente entre o tipo de sin-

gularidade que ocorre para uma curva plana projetada e as propriedades geométricas da

curva mergulhada no R?

Teorema 6.2 Para um mergulho de uma curva v no R3, a projecio ortogonal na diregao

U de 7y apresenta uma singularidade:

Ay, & a direcao de projecao nao € paralela a reta tangente a . Mas, pertence a um plano

cujo contato com vy em ty tem ordem k.

As, < a direcao de projecao € paralela a reta tangente a 7.

Ay, & a diregio de projecao € paralela a reta tangente a v em um ponto de torgao nula.
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Ay, & a diregao de projegao € paralela a reta tangente a v em um ponto de tor¢ao nula

degenerado.

Ay, & a diregao de projegao € paralela a reta tangente a v em um ponto to, de torgao nula
degenerado. Com a condigdo adicional de que o vetor ¥ (ty) pertenca ao plano osculador
de v mo ponto tg.

Ay,

Além disso, o plano gerado pelos vetores U e ' (tg) (resp. U ev'(sg)) tem ordem de contato

. & a direcao de projecao U, € dada por uma secante a curva 7y, digamos em ty e Sp.

k (resp. m) com a curva vy em ty (resp. sp).

As,, & a diregao de projecao estd contida no plano bitangente a curva v e € dada pela
secante unindo-se os dois pontos de tangéncia, digamos ty e so,(T-secante) e, além disso,

o contato do plano bitangente com a curva v em sg tem ordem k.

As,, < projetamos ao longo de uma T-secante, com a condi¢io adicional que o vetor
(17 (s0)|?sen(B2)2y" (to) + |7/ (to)|*sen(61)?v"(s0)) pertenga ao plano bitangente a curva
em sg e ty. Onde 0y (resp. 02) é o dangulo formado pelos vetores v(to) — v(so) e ' (to)
(resp. v(to) —v(s0) € 7'(s0))-

As,, & projetamos ao longo de uma T-secante, cujo contato do plano bitangente com a

curva vy em sg tem ordem k e oscula em ty.

A%k & projetamos na mesma diregao do caso anterior, com a condi¢cao adicional que o

vetor y*+Y(s0) pertenca ao plano bitangente.

Ds,, < a dire¢io de projegao U € paralela a reta tangente a v em ty, interceptando v em
outro ponto, digamos sy (cross-tangent). Além disso, o plano gerado pelos vetores U e

v (s0) tem ordem de contato k com a curva vy em Sg.

Dy, < a diregao € andloga ao caso anterior, com a condigao adicional que o vetor AW (to)

pertenca ao plano osculador de v em ty.

D,
Além disso, o plano [U,7'(to)] (resp. [U,7(s0)] € [, (u)]) tem ordem de contato k (resp.

o & @ direcao de projecao U € paralela a uma trissecante a curva vy em to, So € Ug.

m en) com a curva vy em to (resp. So € ug)

Ds,,. << a diregcao de projecao v € paralela a uma trissecante a curva v em ty, so e ug,
contida no plano bitangente a curva v em ty e ug, cujo contato com vy em ugy tem ordem

m. Além disso, o plano [U,7'(sg)] tem ordem de contato k com a curva -y em sg.

Dgy, < a dire¢ao € andloga ao caso anterior, com a condi¢ao de que o vetor A+ (1)
m
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pertenca ao plano bitangente a v em ty e ug.

Ehklmn & a direcao de projecao € paralela a uma quadrissecante a curva vy em ty, So, Ug
e vg. Além disso, o plano [U,'(to)] (resp. [U,7(s0)], [V, (uo)] e [U,7'(vo)]) tem ordem de

contato k (resp. l,m en) com a curva y em ty (resp. So,ug € Vp).

Emmn & a direcao € andloga ao caso anterior, com a condi¢ao adicional de que o vetor
A E+D (o) pertenca ao plano [0, (to)].

Demonstracao: Seja a a projecao ortogonal de . Suponhamos primeiramente que o
tenha uma singularidade do tipo Ay, em ¢y, ou seja, « é regular (portanto ¢ néo é paralelo
a '(to)) e

Iia(to) == Ii(k_s)(to) = O, K(k_Z)(to) 7é 0.

o o
Assim, o/(ty) é paralelo ao vetor o (ty) e, pela Proposigao 2.2, os vetores 0,7 (ty) e 7" (to)
sao coplanares. Mas, isto é equivalente a dizer que v pertence ao plano osculador de v em
to. Além disso, o(tg) também é paralelo ao vetor o/(tg) e novamente pela Proposigao
2.2, os vetores U,7/(tg) e 7" (to) s@o coplanares, ou seja, 7" (to) pertence ao plano gerado
pelos vetores U e 7/(ty), que é o plano osculador.

Assim, sucessivamente, chegamos que os vetores v (y),...,7* Y (ty) pertencem ao
plano osculador, enquanto que v (t,) ndo. Portanto, o plano osculador de 7 em t,, tem

contato de ordem k com a curva ~ em {.
As descri¢oes geométricas das singularidades Ay, e As,, foram dadas no capitulo 2.

Suponhamos agora que « tenha uma singularidade do tipo Ay,, ou seja, o/(ty) = 0, o
conjunto {a”(t), @ (ty)} ¢ L.D. e o conjunto {a(t), a'¥(ty)} é L.I. Dessa forma, temos
que

a'(to) =0 & Ps(v/(t)) = 0 & 7 (t) € KerPy = (7).

O fato do conjunto {a(to), o’ (to)} ser L.D., juntamente com o fato de ¢ ser paralelo ao
vetor 7/(to), implica que o conjunto {'(¢o),~v"(t0),7" (to)} € L.D., ou seja, a torgao de
v em ty é igual a zero. Por outro lado, {a(ty),a™®(ty)} é L.I, equivale a dizer que a

derivada da torcao em ty é diferente de zero.

A descricao geométrica da singularidade A,, segue de forma analoga a singularidade
Ay,, com a excecdo de que os vetores o (to) e a®(ty) sdo linearmente dependentes. Por-
tanto, a direcao de projecao v é paralela a reta tangente a curva v em um ponto de torcao

nula degenerado.

A descrigao da singularidade Ay, ¢ andloga ao caso anterior, com a condigao adicional
de que os vetores o’ (ty) e a(%(ty) sdo paralelos, o que equivale a dizer que o vetor 7% (¢,)

pertence ao plano osculador de v em .
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Quando « apresenta uma singularidade do tipo A;,, , temos primeiramente que a(ty) =
a(sp), ou seja, a dire¢ao de projegao U é paralela a uma secante a curva -y nos pontos tg e So.
Temos também que o (ty) # 0 e o/(s9) # 0. Equivalentemente, os conjuntos {¥,7'(t9)} e
{¥,7'(s0)} s@o L.I. E por tltimo, de forma analoga ao que foi feito no caso Ay, , concluimos
que as condigoes ord(k,) = k — 2 em ty e ord(k,) = m — 2 em sy sdo equivalentes ao
plano [¥,v/(to)] (resp. [U,7(s0)]) ter contato de ordem k (resp. m) com a curva y em tg

(resp. o).

Suponhamos agora, o com uma singularidade do tipo As,, . Assim, a(ty) = a(sg) e os
vetores o(tg) e a/(sp) s@o paralelos. Isto ¢ equivalente a dizer que @' é paralelo ao vetor
v(to) —v(s0) e o conjunto {T,~(to), 7 (s0)} € L.I., ou seja, U pertence ao plano bitangente
a7y em tg e so. Como também, ord(k,) = k— 2 em sp, concluimos que o plano bitangente

tem contato de ordem k£ com v em sg.

De modo analogo ao caso As,, , a curva o apresenta uma singularidade As,, , quando a
direcdo de projecao é dada por uma T-secante. Mas, neste caso temos kq(tg) = Ka(So) = 0,
ou seja, os conjuntos {o/(tg), o (to)} e {&/(s0),a”(s0)} sdo L.I. Portanto, pela proposigao
2.2, os conjuntos {v,~'(to), 7" (to) } € {v,7'(s0),7"(s0)} também sao L.I. Assim, concluimos
que o plano bitangente oscula nos dois pontos de tangéncia. Além disso, como ord(k,) =
k — 2 em sg, segue-se que o plano bitangente tem contato de ordem k com a curva v em

So-

A descrigao geométrica da singularidade Aj, € analoga ao caso anterior, com a condi-
¢do adicional de que o vetor a1 (sq) = 0. Equivalentemente, v+ (sq)// @ e, portanto,
7(’“*1)(30) pertence ao plano bitangente a v em sg.

Quando « apresenta uma singularidade Ds,,, temos o/(ty) = 0 e, além disso, existe
um sg tal que a(ty) = a(sg). Isto é equivalente a dizer que U é paralelo aos vetores
v(to) — v(s0) € 7 (to), ou seja, U é paralelo a uma reta cross-tangent a v. Temos também
que o/(sg) # 0. Portanto, os vetores 7/(sg) e ¥ geram um plano e como ord(k,) = k — 2

em sp, concluimos que esse plano tem contato de ordem k com a curva 7y em sg.

A condigao para a singularidade Dy, , ¢ andloga a singularidade Ds,, , com a condigao
de que os vetores o(ty) e o (ty) sejam L.D., ou seja, o conjunto {v,~v"(to), v (to)} &

L.D. Portanto, concluimos que o vetor v (¢y) pertence ao plano osculador de « em t,.

A curva o apresenta uma singularidade Dy, =~ quando a(ty) = a(so) = a(uy), isto
equivale a dizer que o vetor ¥ é paralelo a uma reta trissecante a curva . O restante da

demonstracao, neste caso, segue com argumentos semelhantes aos usados no caso A4;,
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Para que ocorra uma singularidade Dsg,, , primeiramente é necessario que v’ seja pa-
ralelo a uma trissecante a curva v, digamos em %, sg € ug. Outra condi¢ao é que os vetores
o/ (to) e ' (ug) sejam paralelos. Isto é equivalente a dizer que o conjunto {0, (t), v (uo)} &
L.I. Portanto, ¥ pertence ao plano bitangente a v em ¢, e ug. Novamente, como ord(k,) =
k—2em sy e ord(ky,) =m — 2 em ug, segue-se que o plano bitangente tem contato de
ordem m com a curva y em g e o plano [¥,7/(sp)] tem ordem de contato k com a curva

v em Sg.

A condigao para que ocorra a singularidade Dg, ¢ andloga a singularidade D, . E
como neste caso o™+ (ug) = 0, temos que vV () pertence ao plano bitangente a -y

em 1y € ug.

Finalmente, a curva o apresenta uma singularidade Fr.,, —quando a(ty) = a(sy) =
a(ug) = a(vy), isto equivale a dizer que o vetor ¢ é paralelo a uma reta quadrissecante
a curva . O restante da demonstracao, neste caso, também segue com argumentos
semelhantes aos usados no caso A, . A descri¢do da singularidade Er,,, ~também segue

o0 mesmo padrao.

O

6.4 Singularidades genéricas

Nesta secao, determinamos quais das singularidades do teorema 6.1 sao genéricas
para a projecao ortogonal. Para isso, juntamente com as condigoes (a) e (b) da definigao

2.4 de genericidade de uma curva v no R3, assumiremos as seguintes condicoes para 7:

(i) Se existe uma secante a v em ty e s, contida no plano osculador de v em ¢y e no

plano osculador de v em sg. Entéo, 7(ty) # 0.

(ii) Se existe uma trissecante a v em g, So, € ug, contida no plano osculador de v em
to. Entdo, 7(tp) # 0 e também a reta trissecante nao esta contida em nenhum dos

planos osculadores de v nos pontos g, sg € up.

(iii) Se existe uma trissecante a v em to, Sg, € g, contida no plano bitangente a v em tg
e So. Entao, o plano bitangente nao oscula em nenhum dos pontos tg, Sg, € ug da

curva 7.

(iv) Se existe uma quadrissecante a v em tg, o, ug € vo. Entdo, 7(ty) # 0 e a reta
quadrissecante nao esta contida em nenhum dos planos osculadores de v nos pontos

to, Sp, Ug € V.

Proposicao 6.12 O conjunto das curvas genéricas satisfazendo as condicoes acima €
residual em C®(R,R3) com a topologia C* de Whitney.
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Demonstragao: Consideramos o espago multijato ».JJ3(R, R3) e tomemos as coordenadas

0.0 2 2
(t1,to, 17,79, .., 11, T5),

ondet; € Rer) € R® parai=1,2¢j = 0,1,2. Definimos o subconjunto W C 5.J%(R, R?)

pelas equagoes:
det(rg — r?,r%,r%) =0, det(rg — T?,T%,’Ig) =0 e det(r%,r%,r?) =0.

W, é um subconjunto algébrico de 5J?(R,R?) de codimensao 3. Pelo Teorema de trans-
versalidade de Thom, na versao multijato, o conjunto de curvas v € C*°(R,R?) tal que
2737+ (R)? — 2 J3(R,R?) é transversal a W, é residual em C*°(R,R?). Mas como (R)?

tem dimensao 2, a condi¢ao de transversalidade é equivalente a condicao (7).

Tw, = {y € C*(R,R’) : o5°y W1}
= {'7 c COO(R,]RS) . 2]3’)/(R) N W1 = @}

Para a condigao (ii), consideramos o espago multijato 3J%(R,R?) e tomemos as coor-
denadas

0,0 ,0 3 .3 ,.3
(tl,t27t37T177‘2,7’3,...,7“1,7“2,7‘3)

ondet; € Re 7"{ € R3 parai,j = 1,...,3. Definimos agora o subconjunto Wo C 3J°(R, R?)

pelas equacoes
(T(QJ o 7"(1)) X (Tg o T(l)) =0, d@t(’l"g o 7“?, TLT%) =0 e d@t(’l"%, T%v ril)’) =0

e W3 C 3J3(R,R3) pelas equacgoes

(r) =) x (r§ —1%) =0, det(r) -1V ri,rd) =0 e det(rd —r),r3,73) = 0.
Assim, Wy e W3 sdo subconjuntos algébricos de 3J%(R,R?) de codimenséao 4 e portanto,
o resultado segue do Teorema de transversalidade de Thom.

A demonstragao para as demais condi¢oes segue as mesmas linhas do caso anterior.
O

Considerando agora o conjunto das curvas genéricas como sendo o conjunto das
curvas no R? satisfazendo as condigoes (a), (b), (i),..., (iv), podemos mostrar quais
das singularidades descritas no teorema 6.1 ocorrem genericamente para uma familia de

projecgoes ortogonais em planos.



112 Ap-equivaléncia de curvas planas

Teorema 6.3 Para um mergulho de uma curva genérica v no R3, as singularidades que

podem ocorrer para o familia de projecoes ortogonais em planos sao dadas na tabela abaizo.

Tipo Bigerme
; A122 (t’ t2); (527 S)
7Z;DO Gtezgne A, g(t £2): (%, s)g
A02 (t’ t3) A124 ((t’ t2>’ (847 S))
o | (BT Ay | (68 (5%,9))
A04 (tQ’ t3) A322 ((t7 _tz); (57 82))
VR sy | (6, —8): (s 5%)
w [ G020 Assy | ((52): (5,5° + 57))
Dsy, | ((#2,8° +11); (5%, 5))

Tipo Trigerme

D4222 (<t7t2>; (5275);(U_u27u+u2))
Dy,,, ((t, t2); (53, 8); (u — u?, u + uz))
Doy | (8, —17); (5%, 8); (u, u® + u?))

Tipo Quadrigeme
Ees ((t, £+ 753); (32 + cs?, s); (u— u?, u+ u2); (v — v v + 02))

Demonstracao: Dentre as singularidades do teorema 6.1, destacamos aqui as singula-
ridades que nao ocorrem genericamente para a projecao ortogonal. Restando assim, as
singularidades descritas nas tabelas acima.

Pela condigao (a), temos que as singularidades
Aok,k 2 5, A45, A4/5, A12m,m Z 5,

nao ocorrem genericamente pois a curva 7 possui um ponto de tor¢ao degenerada. Tam-
bém pela condigao (a) as singularidades As,, , A5 k > 3 ndo ocorrem genericamente pois
3k 3k

existe um plano bitangente osculando nos dois pontos de tangéncia.

Ja a condi¢ao (i) garante que as singularidades A;, ,k > 3,m > 4, ndo ocorrem

m

genericamente pois existe uma secante pertencente a interseccao dos planos osculadores
de v em ty e s, com 7(ty) = 0.

Pela condicao (b), as singularidades
A32k7k Z 4a D53kaD5gkk Z 3a

nao ocorrem genericamente pois no caso As,, , existe um plano bitangente a y em ¢, e sy,
osculando em sy com 7(sp) = 0. E nas singularidades Dj,, e D5/3 .» €xiste uma cross-tangent
em ty e so e o plano gerado por {~v(to) — v(S0),7 (s0)} oscula em sq.

A condigao (ii) garante que as singularidades

D4kmn7k > 27m7n > 37 D422k7k > 47
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nao ocorrem genericamente pois na primeira singularidade existe uma trissecante a ~y
contida na interseccao dos planos osculadores de v em tj e sp. J& na segunda, existe uma
trissecante a «y contida no plano osculador de v em sg, com 7(s¢) = 0.

Pela condigao (iii) as singularidades
Dgy,i k> 2,m >3, Dg, k>3,m>2,

nao ocorrem genericamente pois na primeira singularidade existe uma trissecante a ~y
contida no plano bitangente a v em %, e sy, osculando em sy. J& na segunda, existe uma
trissecante a v contida no plano bitangente a v em %y e sg, e além disso a trissecante
pertence ao plano osculador de v em wy.

Finalmente, a condi¢ao (iv) garante que as singularidades Ehklmn, para algum k, [, m ou
n>2e Emmn,v k,l,m ou n, nao ocorrem genericamente pois existe uma quadrissecante

a curva 7 pertence a um plano osculador.

0

Ao, Ao, As,
% A
A, Aty Ay, A133
UK
As,, As,, As,, Ds,,
S K
Dy,,, Dy, D, Ererro

Portanto, com Aj-equivaléncia obtivemos 17 singularidades genéricas para a projegao
ortogonal, cada uma contendo informagoes geométricas sobre curvas no R? (Teorema 6.2),
enquanto que com A-equivaléncia existem 10 singularidades genéricas. Mais especifica-

mente, temos as seguintes estratificagoes
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Ap-equivaléncia de curvas planas

A122
A02 A123
AO = AO3 Al = Al
24
A04 A133

Com isso, uma melhor descricao geométrica para curvas no R? é obtida, por exemplo,

como ja haviamos observado no final do capitulo 2, nao existe uma singularidade na

A-classificacao de germes de curvas planas que descreva um plano bitangente osculador

de uma curva genérica no R?, propriedade essa descrita pela singularidade As,,. E também

agora os germes (R,0) — (R? 0) dados por

ts (2,6°) et (12t +1%)

estao em A;, -classes diferentes.
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