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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar um caso particular dos problemas de corte e
empacotamento, denominado Problema de Carregamento de Paletes do Produtor. Inici-
almente, uma formulagao proposta na literatura é avaliada com um pacote computacional.
Posteriormente, as heuristicas lagrangiana e surrogate sao estudadas e um método de atu-
alizagao dos multiplicadores surrogate é adaptado para este problema.

A importancia em se estudar o Problema de Carregamento de Paletes do Produtor
é que, devido a escala e extensao de certos sistemas logisticos, um pequeno aumento do
ntimero de produtos a serem carregados sobre cada palete pode resultar em economias
substanciais. A motivacao em se estudar o método de atualizacao surrogate proposto é
que, além da adaptacao do presente trabalho nao ter sido realizada na literatura, uma
posterior aplicacao desta heuristica em conjunto com um procedimento branch and bound

poderé render melhores resultados que outras heuristicas.

Palavras-chave: Problema de Carregamento de Paletes do Produtor; Heuristica Surro-

gate; Atualizagao dos Multiplicadores Surrogate.



Abstract

The aim of this work is studying a particular case of cutting and packing problem,
so-called the Manufacturer’s Pallet Loading Problem. Initially, a formulation proposed
in the literature is evaluated with a computer package. Subsequently, the lagrangian
and surrogate heuristics are studied and a method to update the surrogate multiplier is
adapted for this problem.

The importance of studying the manufacturer’s pallet loading problem is that, due
to the scale and scope of some logistics systems, a small increase in the number of products
to be loaded on each pallet can result in substantial savings. The motivation of studying
the proposed method of updating the surrogate multipliers is that, besides the adaptation
of this work has not been carried out in the literature, further application of heuristics

within a procedure branch and bound can yield better results than other heuristics.

Keywords: Manufacturer’s Pallet Loading Problem; Surrogate Heuristic ; Update of the
Surrogate Multipliers.
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Capitulo 1

Introducao

Algumas décadas depois da Revolugao Industrial, a possibilidade de fabricar produtos
em larga escala com pregos inferiores trouxe a necessidade da capacidade de estocagem em
maiores quantidades a logistica empresarial. Com o aumento da demanda destes produtos
e com o problema de serem fabricados em locais diferentes, foram exigidas solugoes em
como transportar estes produtos até os clientes em potencial de forma a minimizar o custo
da empresa e maximizar a satisfacao do cliente.

Algumas destas solugoes foram, por exemplo, a de se estocar uma tnica vez um pro-
duto, por exemplo em um armazém de distribui¢ao em local intermediario entre a empresa
e o cliente, pois o custo de estocagem representa de um a dois tercos dos custos logisticos
totais da empresa; outra solugao foi a unitizacao da carga, isto é, varios itens arranjados
de forma a serem manuseados como um tnico volume; bem como a paletizacao da carga,
que tem como caracteristica reunir varios itens em uma plataforma, em geral de madeira,
disposta horizontalmente, a fim de que a carga possa ser empilhada e estabilizada.

Na paletizacao da carga, ha um melhor controle de estoque, a carga fica protegida
contra roubos e danos fisicos e pode ser transportada de uma sé vez por meio de empilha-
deiras, guindastes, caminhdes, diminuindo o tempo de carga e descarga [1]. Dessa solugao,
em particular, para o problema em como transportar os produtos de uma industria & um
cliente em potencial, surge o problema de carregamento de paletes. Tal problema consiste
em otimizar o aproveitamento do palete ao se carregar produtos embalados em caixas
sobre um palete retangular.

O problema de carregamento de paletes é mais complexo do que aparenta, pois,
dentre outras dificuldades existentes, o aumento cada vez maior do nimero de caixas a
serem dispostas sobre um palete aumenta a dificuldade de sua resolugao. Isto é, apesar da
complexidade computacional destes problemas ainda ser desconhecida, a dificuldade na
resolugao aumenta proporcionalmente a razao entre as dimensoes do palete e as dimensoes
da caixa. Os algoritmos exatos conhecidos, bem como os softwares utilizados na resolugao
do problema, apresentam complexidade exponencial sobre o tempo computacional, pois
utilizam métodos de busca em arvore que podem chegar a 2" resolugoes de subproblemas,

onde n é o namero de caixas como solugao 6tima. Por isso, sua resolucao ¢ geralmente
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nao identificada por modelos exatos, principalmente para problemas que possuem como
solugao 6tima um nimero elevado de caixas, tornando-se viavel e de completo interesse o
desenvolvimento e utilizagao de novas heuristicas para sua resolucao.

Ao estudar o problema em 1982, Hodgson [2]| dividiu-o em dois casos: o problema
de carregamento de paletes do produtor, PCP do Produtor (Manufacturer’s Pallet Loa-
ding Problems), onde os paletes sdo carregados somente com caixas iguais; e o problema
de carregamento de paletes do distribuidor, PCP do distribuidor (Distribuidor’s Pallet
Loading Problem), onde existem caixas de diferentes dimensoes.

No primeiro caso, que é o de interesse para este trabalho, o produtor fabrica um item
que é embalado em caixas iguais de dimensoes (I, w, h), onde [ representa o comprimento,
w, a largura e h, a altura da caixa. Estas caixas devem ser entao carregadas em camadas
horizontais sobre paletes de dimensoes (L, W, H) onde L e W sdo o comprimento e largura
do palete, respectivamente, e H é a altura maxima toleravel do carregamento. O problema
pode ser decomposto em dois subproblemas: (i) para cada face das caixas, o problema
bidimensional de arranjar ortogonalmente o méaximo namero de retangulos (I, w) (faces das
caixas) dentro do retangulo (L, W) (superficie do palete), e (ii) o problema unidimensional
de arranjar o méximo nimero de camadas ao longo da altura H do palete.

O principal objetivo deste trabalho é estudar o PCP do Produtor, em particular o
subproblema (i). Fazer referéncia ao PCP do Produtor neste presente trabalho seré tratar
especificamente o subproblema (i) descrito acima. Modelos propostos e adaptados para a
resolucao do problema na literatura serao estudados, bem como procedimentos heuristicos
que resolvam o problema de forma aproximada e que podem ser utilizados em métodos
exatos de enumeracao implicita.

Dentre as varias justificativas em se estudar estes problemas, uma delas se deve ao
fato de que uma analise estatistica baseada na solu¢cao do PCP do Produtor pode ser tutil
para escolher o palete mais adequado para uma empresa (dentre um conjunto de paletes
padronizados disponiveis), assim como para projetar novos paletes [3]. Além disso, méto-
dos mais efetivos para resolver o PCP do Produtor permitem encontrar melhores padroes
de empacotamento para a armazenagem e distribuicao de um produto, sem mencionar
que com um programa computacional eficaz, a geracao de padroes para cada produto,
pode ser desempenhada com maior rapidez e flexibilidade em cada centro de distribuicao,
junto com o pessoal encarregado da montagem da carga paletizada [4].

A computacao eficiente de limitantes bem apertados é o interesse primario de qual-
quer procedimento branch and bound aplicado a resolugao de problemas de programacao
inteira. Muitas aproximacoes branch and bound bem sucedidas utilizam relaxacao linear
para limitar a solugao 6tima deste problema. Neste trabalho, interesse significante foi
dado aos duais lagrangiano e surrogate como origem alternativa de limintes. A existén-
cia de técnicas eficientes, tais como o método de otimizacao do subgradiente para o caso
lagrangiano, tem levado a 6timas aplicacoes da dualidade lagrangiana na solugao de pro-

blemas especialmente estruturados. Enquanto o dual surrogate tem sido mostrado na
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teoria fornecer limitantes mais fortes, a dificuldade na busca de multiplicadores duais sur-
rogate tem desecorajado sua utilizagao na resolucao de problemas inteiros. Baseados no
desenvolvimento de novas relagoes entre a dualidade lagrangiana e surrogate, é sugerida
uma nova estratégia para computar valores duais surrogate. A aproximagao proposta per-
mite utilizar diretamente métodos de busca lagrangiana pré-estabelecidos para explorar
multiplicadores duais surrogate [5].

No Capitulo 2, primeiramente sao fornecidas nogoes sobre o problema de corte e
empacotamento e a identificacao do PCP do Produtor segundo as classificagoes de Harald
Dyckhoff [6]. Também é mostrada a equivaléncia deste problema aos problemas de corte e
empacotamento, bem como consideracoes sobre o problema ser do tipo nao-guilhotinado.
Em seguida, sao apresentadas algumas formulagoes matematicas que foram adaptadas
para o PCP do Produtor (nao-guilhotinado) pelo trabalho de Oliveira [4]. Dentre eles,
sao descritos o modelo de Beasley [8], de Tsai et al. [9], de Hadjiconstantinou e Christofides
[10] e de Chen et al. [11].

No Capitulo 3, o modelo de Beasley é utilizado para dar continuidade ao presente
trabalho, sendo fornecidas justificativas para tal escolha. Sao apresentadas melhorias
propostas na literatura, com relacao a reducao das variaveis e restricoes desta formulacao,
bem como dois exemplos numéricos ilustrando tais melhorias e o modelo de Beasley.
Exemplos da literatura sdo entao analisados e comparados ao trabalho de Oliveira [4],
verificando a dificuldade dos softwares matemaéticos em resolver o PCP do Produtor para
problemas que envolvem um ntmero maior de caixas como solugao 6tima.

Um desenvolvimento tedrico é entao inicializado pelo Capitulo 4 para problemas
genéricos de maximizacao. A dualidade lagrangiana e a dualidade surrogate sao apre-
sentadas juntamente com suas propriedades de integralidade. Exemplos numéricos para
o caso de maximizacao, pouco encontrados na literatura, sao apresentados para ilustrar
a necessidade da busca de multiplicadores duais 6timos para as relaxagoes lagrangiana
e surrogate, respectivamente. Resultados encontrados em trabalhos da literatura para
problemas de minimizagao sao entao adaptados e suas respectivas demonstragoes sao
desenvolvidas independentemente de outros trabalhos ou, entao, sao adaptadas de de-
monstragoes existentes para o caso de minimizacao. Algumas relagoes entre os problemas
duais lagrangiano e surrogate, bem como suas demonstragoes, sao adaptadas de Karwan
e Rardin [12]|, também para problemas de maximizagao. Finalmente, um contra-exemplo
ilustra a dificuldade encontrada na obtencao de multiplicadores 6timos surrogate desde
que o subgradiente nao é necessariamente direcao de decrescimento da relaxacao surrogate.

Métodos de solucao sao apresentados no Capitulo 5 para resolucao do dual lagrangi-
ano e do dual surrogate: o método de otimizacao do subgradiente aplicado ao dual lagran-
giano e aplicado ao dual surrogate e o método de Sarin et al. aplicado ao dual surrogate.
Sao mostradas as convergéncias ou nao convergéncias destes métodos e as justificativas
para que tais propriedades acontecam. O Método de Sarin et al. desenvolvido em [5] para

problemas de minimizagao é adaptado com mais mintcias para problemas genéricos de
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maximizagao, bem como as idéias implicitas e resultados deste mesmo trabalho.

No Capitulo 6, toda a teoria anterior desenvolvida é aplicada ao PCP do Produ-
tor: as relaxacoes lagrangiana e surrogate e os respectivos problemas duais associados, a
verificacao da propriedade de integralidade lagrangiana e a dificuldade na demonstragao
da propriedade de integralidade surrogate, bem como um novo algoritmo de busca dual
surrogate baseado nas idéias e algoritmo de Sarin et al. [5]. Um exemplo numérico finaliza
o capitulo, ilustrando a aplicacao deste algoritmo, ainda nao desenvolvido na literatura,
para o PCP do Produtor.

Finalmente no Capitulo 7 o trabalho é concluido e sao apresentadas algumas pro-

postas futuras.



Capitulo 2

Modelos Matematicos para o PCP do
Produtor

2.1 Introducao

No ambiente de producao de algumas industrias, freqiientemente é necessario cortar
painéis grandes (objetos) em partes menores (itens). Este problema é conhecido como
problema de corte (cutting problem). E importante que os cortes sejam planejados, pois,
assim, os efeitos negativos, tais como o desperdicio de matéria-prima, podem ser mini-
mizados, diminuindo os custos de producao. Também na indtstria ocorre o problema
de empacotamento (packing problem), que consiste em alocar, de uma forma econdmica,
uma colegao de itens dentro do objeto. Empacotar itens (por exemplo, caixas) em obje-
tos maiores (por exemplo, paletes) e cortar objetos (por exemplo, couro) para produzir
itens menores (por exemplo, carteiras) sdo problemas que apresentam uma estrutura 16-
gica similar. Por isto, problemas de alocar ou cortar itens sao referenciados na literatura
simplesmente como problemas de corte e empacotamento [13].

Ainda segundo [13], dada a grande diversidade de tipos de problema que ocorrem na
pratica, Harald Dyckhoff sugeriu em 1990 [6] uma maneira de sistematiza-los. Apesar de
serem completamente diferentes do ponto de vista prético, os problemas de corte e empa-
cotamento sao abordados matematicamente com as mesmas formulacoes e estratégias de
resolucao. Assim, as quatro principais caracteristicas propostas no trabalho de Dyckhoff
[6] para classificar problemas de corte sdo: dimensdo, tipo de alocag@o, sortimento de
objetos e sortimento de itens.

Com respeito a dimensao, o problema bidimensional é representado pelo algarismo
(2) e é utilizado quando duas dimensoes sao relevantes no processo de corte, como é o
caso do PCP do Produtor. Com respeito ao tipo de alocagao (sele¢ao dos objetos e itens),
este problema possui itens e objetos selecionados de acordo com a seguinte combinacao:
nao ha selegao de objetos e ha selegao de itens (B). Neste caso, a quantidade de objetos

existentes em estoque nao é suficiente para atender todos os itens demandados e, com



CAPITULO 2. MODELOS MATEMATICOS PARA O PCP DO PRODUTOR 6

isto, alguns itens nao sao selecionados. Com respeito ao sortimento de objetos, que é
na verdade o aspecto dos objetos, Dyckhoff classificou um tnico objeto (palete no PCP
do Produtor) representando-o por (O); bem como classificou para o sortimento de itens
(aspecto dos itens), a representacao (C) como itens de tamanhos iguais (caixas no PCP
do Produtor). Mais detalhes sobre as classificagdes podem ser encontradas em [6] e em
[13]. Assim, de acordo com a tipologia de Dyckhoff [6], o PCP do Produtor ¢ classificado
em 2/B/0/C, isto ¢, (2) bidimensional, (B) alocando apenas uma sele¢ao de itens (O) em
um unico objeto grande (palete) e (C) de forma que os itens (caixas) possuam tamanhos
iguais.

Em 2007, Wischer et al. [7] aperfeigoaram a tipologia de Dyckhoff para que outros
problemas de corte fizessem parte da classificagao proposta. Cinco critérios bésicos sao
utilizados para a classificagao dos problemas: dimensionalidade, sele¢cao de itens e objetos,
sortimento de objetos, sortimento de itens e forma dos itens. Adicionalmente sao con-
sideradas algumas variagoes para tratar casos especificos. Na dimensionalidade, o PCP
do Produtor é considerado como bidimensional, enquanto que para a selegao de itens e
objetos, é classificado sobre a maximizacao da produgao de item (output mazimization),
isto é, em que um conjuno de itens pequenos (caixas) deve ser designado para um con-
junto de objetos grandes (palete), mas este nao é suficiente para acomodar todos os itens.
Em relagao ao sortimento de itens, o PCP do Produtor ¢ classificado em itens idénticos
e em relacao ao sortimento de objetos, como um tunico tipo de objeto que tera dimensoes
fixas. A forma dos itens é considerada regular, desde que no PCP do Produtor, os itens
considerados sao as caixas.

Basicamente, o PCP do Produtor consiste em arranjar, sem sobreposi¢ao, o maximo
namero de dimensdes (I, w) ou (w,l) (faces inferiores das caixas), sobre um retangulo
maior (L, W) (superficie do palete). Admite-se que as caixas estdo disponiveis em gran-
des quantidades e devam ser arranjadas ortogonalmente, isto é, com seus lados paralelos
aos lados do palete. Estes arranjos de caixas formam camadas horizontais iguais de al-
tura h que sao entao empilhadas uma sobre as outras, dentro do palete de altura H e de
orientagao vertical (geralmente) fixada.

De acordo com Oliveira [4], essas consideragdes préticas fazem com que o problema
original de gerar um arranjo 6timo de trés dimensoes (para o problema de carregar caixas
idénticas sobre o palete) seja reduzido a um problema bidimensional de arranjar caixas (re-
tangulos menores) dentro do palete (retangulo maior), como descrito anteriormente. Mais
ainda, com estas classificagoes, o PCP do Produtor equivale a um problema de corte, onde
maximizar o nimero de caixas a serem dispostas sobre o palete é um problema idéntico
a maximizar o numero de pegas a serem cortadas de uma pega maior. Neste contexto, as
pecas cortadas devem possuir dimensoes iguais e os cortes realizados podem ser de forma
nao-guilhotinada, isto é, cortes produzidos por equipamentos que permitem interromper
o corte antes de chegar a aresta oposta aquela de onde iniciou-se o corte dentro do palete.

No restante deste capitulo sao revisadas algumas formulagoes matematicas adaptadas
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para o PCP do Produtor, com base no trabalho Oliveira [4], e que podem ser encontradas
de forma mais geral na literatura em Beasley [8], Tsai et al. [9], Hadjiconstantinou e
Christofides [10] e Chen et al. [11]. Em particular, é mostrado que o modelo adaptado de
Hadjiconstantinou e Christofides [10] nem sempre ¢é valido através de um contra-exemplo

apresentado em Letchford e Amaral [14].

2.2 Formulacao de Beasley

O trabalho de Beasley [8] formula matematicamente, como um problema de otimizagao
inteira 0-1, o problema de cortar um ntmero de pecas retangulares de um tnico retangulo
maior de forma a maximizar o valor das pecas cortadas. De acordo com Farago e Morabito
[15], o PCP do Produtor pode ser modelado como um caso particular do modelo de Beasley
também como um programa inteiro 0-1, da forma descrita a seguir.

Considere caixas iguais com faces inferiores (I, w), de comprimento [ e largura w, a
serem colocadas sobre o palete de dimensdes (L, W), andlogas as da caixa. Admite-se, sem
perda de generalidade, que w < | < min{L, W} e que [,w, L e W sdo ntmeros inteiros,
pois é possivel tomar tais dimensoes proporcionais a uma unidade no sistema cartesiano.
Defina (I, w) = (l1,w) e (w,l) = (lz, ws) onde (I;,w;), i = 1,2, sdo as dimensdes de cada
caixa com orientacao i e, P e (), como os niimeros minimo e méximo, respectivamente,
de caixas por camada a serem carregadas sobre o palete. Note que a orientagao das pecas
é fixada com i = 1 indicando posicao horizontal de cada caixa e i = 2 representando a
posicao vertical (uma caixa de comprimento p e largura ¢ ndo é a mesma que uma caixa
de comprimento ¢ e largura p).

Adota-se, entao, um sistema de coordenadas cartesianas em que a origem representa
o canto inferior esquerdo do palete e os pontos cartesianos (p, ¢) representam as possiveis
posicoes em que cada canto inferior esquerdo de uma caixa pode ser colocada. Dessa
forma, devem existir restrigbes que limitem os valores de p e ¢ para garantir que estas
possiveis posigoes estejam dentro do palete (retdngulo maior de dimensées L e W) e
restrigbes sobre a nao sobreposigao de caixas, isto é, se determinado ponto (p,q) for
escolhido como posicao para colocacao de uma caixa dentro do palete, entao devem ser
eliminados todos os pontos (r,s) para os quais ha sobreposi¢ao de caixas (veja Figura
2.1).

Para o ponto (p, ¢) fornecer uma posigao em que a caixa (I, w) ou (w,l) permanega dentro
do palete de dimensdes (L, W), deve-se ter, pelo menos, p < L —w e ¢ < W — w. Estas duas
restricoes garantem que as caixas, mesmo que nao possam ser colocadas na posicao horizontal
(¢ = 1) nos bordos do palete, ainda podem ser colocadas na posigao vertical, uma vez que, por

hipotese, w < [. Desta idéia, defina:
X={p|0<p<L-—w, inteiro} e Y ={q|0<q<W —w, inteiro} (2.1)

como os conjuntos dos possiveis valores para p e ¢ nos eixos = e y, respectivamente.
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\\Y%
Palete
Caixa i
W
S
a I
p T L

Figura 2.1: Posic¢ao (r,s) que deve ser eliminada em fungao da colocagao de uma caixa

na posigao (p,q) com orientagao i

Para as restricoes de sobreposigao, deseja-se obter um célculo prévio de todos os pontos

(r,s) € X xY que estdo encobertos por uma determinada caixa que se encontra na posi¢ao

(p,q) € X xY com orientagdo i. Assim, com o intuito de evitar tal sobreposi¢do de caixas e

garantir que suas posicoes possiveis estejam dentro dos limitantes do palete, defina a fun¢éao a
da seguinte forma:

1, se 0<p<r<p+l;—1<L—-1e0<qg<s<qgtw;—1<W-1;

Qipgrs = { (2.2)

0, caso contrario .

Como pode ser observado pela Figura 2.1, quando 0 < p < r e 0 < g < 5, Gjpgrs = 1
indica que quando uma caixa de orientagao i é colocada na posi¢ao (p, q), a posigao (r, s) estara
encoberta ao longo de todo comprimento e largura da caixa (p + [; e ¢ + w;, respectivamente)
menos 1 unidade. A subtracdo de unidade deve-se ao fato de que uma nova caixa pode ser
colocada na posigao em que a caixa atual termina (nas posi¢oes dos bordos lateral e superior da
caixa atual).

Também é definida uma varidvel binaria que controla quando uma caixa é colocada ou nao

na posigao (p, q), com orientacao i:

{ 1, se uma caixa de orientacao i é colocada na posi¢ao (p, q) do palete;
Tipg =

0, caso contrario .

Note que o elemento p deve ser um valor inteiro em X tal que se a caixa for colocada
em algum ponto inteiro pertencente & reta x = p, entao a caixa deve caber dentro do palete,
independentemente de sua orientagao ¢, isto é, p < L — [; para ¢ = 1,2. De maneira analoga,
pode-se concluir que ¢ < W — w; para i = 1,2. Assim, a formulagao de Beasley para o PCP do

Produtor é dada da seguinte forma:

2
maximizar Z Z Z Tipg (2.3)

=1 {peX|p<L—1;} {q€Y|q<W —w;}
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sujeito a:
2
Z Z Z QipgrsTipg < 1, paratodor € X eseY (2.4)

i=1 {peX|p<L—1;} {¢€Y|¢<W —w;}

i=1 {peX|p<L—1;} {q€Y[¢g<W —w;}

Tipg €{0,1}, pe X tal que p < L —1;, g €Y tal que ¢ <W —wj. (2.6)

A funcao objetivo (2.3) maximiza o ntmero de caixas, enquanto as restrigoes (2.4) e (2.5)
representam, respectivamente, a nao sobreposicao de caixas e a garantia de que a quantidade de
caixas deve estar entre o niimero minimo e maximo de caixas estipulados anteriormente. Para o
caso onde o nimero maximo e minimo de caixas por orientacao é estipulado, P; e Q;, i = 1,2, a

restricao (2.5)) é reescrita da seguinte forma:

r< Y Y wpg < Qi i=1,2

{peX|p<L—-1;} {g€Y|g<W —w;}

O problema (2.3)-(2.6) envolve O(|X||Y]) variaveis e restrigdes e torna-se dificil de ser
resolvido otimamente na maioria dos casos praticos porque depende diretamente da cardinalidade
dos conjuntos X e Y. Por isso, é importante investir em ferramentas que reduzam o tamanho de
tais conjuntos para reduzir, conseqiientemente, o tempo computacional ao se utilizar a formulagao

de Beasley para resolver o PCP do Produtor (veja Capitulo 3).

2.3 Formulacao de Tsai et al.

Tsai et al. [9] apresentam uma versao do problema de carregamento de paletes tridimensional
com caixas de vérios tamanhos. O método de carregamento permite que tais caixas sejam
colocadas no mesmo palete com uma restricdo imposta no niimero de caixas de cada tamanho a
ser carregada. Tal problema é formulado como um problema de otimizagao inteira 0-1 em que,
geralmente, é considerada uma proporgao pré-determinada entre o nimero de caixas de cada
tipo e o total de caixas carregadas no palete. Essa restricao de proporc¢ao nao seré considerada
neste trabalho.

Desta forma, conforme realizado pelo trabalho de Oliveira [4], o modelo original de Tsai et

al. [9] pode ser adaptado para modelar o PCP do Produtor como a seguir:
e S : conjunto de n caixas diferentes a serem consideradas;
e (l;,w;) : dimensodes da caixa i no conjunto S (comprimento e largura) tais que i = 1,...,n;

e (L,W) : dimensoes do palete (comprimento e largura). Observe que (I;,w;) = (I,w) ou

ainda, ({;, w;) = (w,1);

e (X° Y°): canto inferior esquerdo do palete pertencente ao plano cartesiano xy;



CAPITULO 2. MODELOS MATEMATICOS PARA O PCP DO PRODUTOR 10

e (x;,y;) : variaveis de decisao (coordenadas x e y do canto inferior esquerdo da caixa i);

e Py : variavel de decisao binéria associada & k-ésima caixa do conjunto S. A caixa k é

colocada dentro do palete se P, = 1 e é descartada do conjunto S se P, = 0.

Assim, para i = 1,2,...,n—1, j =i+ 1,i+2,...,ne k = 1,2,...,n, a formulagao

? Y

matematica é dada por:

maximizar i Py (2.7)
k=1
sujeito a:

x; —xj > para todo i e j (2.8)

ou
xj—x; > para todo i e j (2.9)

ou
Yi — Yj = Wj para todo i e j (2.10)

ou
Yi — Yi > W; para todo i e j (2.11)
xp > X°P; para todo k (2.12)
yr > Y°P; para todo k (2.13)
xp < (X°+ L) -1k para todo k (2.14)
ye < (YO + W) — wy para todo k (2.15)
P, € {0,1} (2.16)
Tk, yr > 0. (2.17)

A funcao objetivo (2.7) maximiza o total de area coberta no palete pelas caixas, uma vez
que maximiza o namero de caixas. As restrigdes (2.8)-(2.11) garantem a nao sobreposi¢ao de
caixas dentro do palete. As restrigoes (2.12)-(2.15) delimitam a colocagao de caixas dentro do
palete (retangulo maior de dimensoes X° + L e largura Y° + W). E, por fim, as restri¢oes
(2.16)-(2.17) garantem a nao-negatividade das variaveis continuas z; e y; e a condi¢do binaria da

variavel Pj.

o D W ¢
YW
L
0 |
' Al B
(0,0) 5(0 XOLI-L >

Figura 2.2: Palete ABCD
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A posigao (X°,Y°) é a coordenada do plano cartesiano tal que um subconjunto de caixas
selecionadas de S sao alocadas dentro do retangulo maior de comprimento X° + L e largura
Y° 4+ W. Ao contrario da Formulacao de Beasley, onde (X°,Y°) = (0,0), deve-se considerar
o canto inferior esquerdo do palete, (X°,Y°), em qualquer posigao suficientemente grande tal
que as caixas que nao sao colocadas dentro do palete estejam em posicoes anteriores a ele com
respeito ao plano zy. A Figura 2.2| representa a localizacao do palete ABCD no eixo xy.

As restrigoes (2.8)-(2.11) podem ser substituidas pelas seguintes restri¢oes disjuntivas equi-

valentes:
zj—a; < —lj+ M(ullj + u?j) (2.18)
wi — x5 < =l + M[1— (uf; — uj;)] (2.19)
yj =y < —wj + M[L— (uj; — uij)] (2.20)
yi = yj < —wi + M[2 — (uj; + u))] (2.21)
ug; uy; € {0,1} (2.22)
onde M é um numero suficientemente grande e uzlj e u?j sao variaveis binarias.

O modelo (2.7), (2.12)-(2.17) e (2.18)-(2.22) torna-se entdo um problema de otimizacao
inteira 0 — 1 que fornece o namero de caixas necesséarias > ,_; P (e a localizagao de cada caixa
(zk,yr) dentro do palete) para maximizar a area total coberta do palete. Nesta formulacao,
o ntmero de variaveis envolvidas é da O(3n + 2n(n — 1)/2) e o ntmero de restricoes é da
O(3n + 2n(n — 1)/2), ou seja, seu crescimento é dado pelo aumento do nimero n de caixas

disponiveis.

2.4 Formulacao de Hadjiconstantinou e Christofides

No trabalho de Hadjiconstantinou e Christofides [10] é apresentado um novo procedimento
de busca em arvore para resolver problemas de corte bidimensional no qual um niimero de pecas
retangulares pequenas, cada uma com dado tamanho e valor, sdo cortadas de uma peca retangular
maior. O objetivo é maximizar o valor de pecas cortadas ou minimizar a sobra. Considera-se
um nimero maximo de vezes que uma peca pode ser usada em um padrao de corte. O algoritmo
limita o tamanho da busca em arvore utilizando um limitante derivado da relaxagao lagrangiana
em uma formulagdo de otimizagao inteira 0-1 deste problema. Otimizacao do subgradiente é
usada para otimizar este limitante.

Considera-se uma pega retangular maior de dimensoes (L, W), onde L representa o compri-
mento e W, a largura, a ser cortada em pegas retangulares menores de dimensoes (11, w1), (I3, w2),
.y (lm, wy,) com valores (de rendimento lucrativo) correspondentes vy, va, ..., v,. O objetivo é
construir um padrao de corte nao-guilhotinado para (L, W) com valor total mais alto possivel e
utilizar ndo mais que @; réplicas de cada peca i, i = 1,...,m. Também pode-se considerar um
namero minimo de pegas P, para cada pega i a ser usada no padrao de corte [10]. No trabalho
em questao, assume-se, sem perda de generalidade, que todas dimensdes (l;,w;), i = 1,...,m,
sao inteiras e que os cortes efetuados no retdngulo maior sao realizados em passos inteiros ao

longo dos eixos x e y.
Para o caso particular do PCP do Produtor, existem apenas duas pegas a serem cortadas do

retangulo maior (L, W), ou seja, m = 2 cujas respectivas dimensoes sao dadas por (I3, w;) = (I, w)
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e (la,w2) = (w,l) com v; = ve = 1, por exemplo. Note que os valores v; e v2 podem possuir
quaisquer valores desde que sejam necessariamente iguais, pois nao havera maior lucro em colocar
uma caixa em particular na direcao horizontal sobre o palete ou 0 mesmo com a posicao vertical.

Neste caso, serd também considerado ()1 e )2 suficientemente grandes. Defina:

1

Tijp = posicao p doeixo x onde j=1,...,Q; ¢ p=1,...,L—1;

se a j-ésima réplica da pega i é cortada com seu canto inferior esquerdo na

Y

0, caso contrario .

1, se a j-ésima réplica da peca i é cortada com seu canto inferior esquerdo na
Yijg = posicdo g doeixoyonde j =1,...,Q; e g=1,..., W —w;;

0, caso contrario .

1, seoponto (r,s) € (L,W), r=0,...,l;—1,s=0,...,w; — 1, nao é cortado
Zpg = por nenhuma peca;

0, caso contréario .

W

caixa i

p T L

Figura 2.3: Localizacao de uma réplica da caixa ¢ dentro de um palete

Note que uma réplica da peca i cortada de uma pega maior na posigao (p,q) representa
uma caixa de orientagdo i a ser colocada sobre o palete nesta mesma posi¢ao. A Figura 2.3
mostra tal réplica (caixa (I;,w;)), em um retangulo maior (palete) de dimensoes (L, W), onde
(r,s) € uma posi¢do nao permitida em fungao da colocagdo de uma caixa em (p,q). Assim, a
formulagao genérica dada por Hadjiconstantinou e Christofides [10], incluindo o caso particular
do PCP do Produtor, é da forma:

m Qi L—;

maximizar Z o5 Z Z Tijp (2.23)
i=1

i— j=1 p=0

sujeito a:

qt+w;—1p+l;—1
Z Z Zrs < (2= Tijp — yiggliwi  i=1,..mi=1,...,Q;
s=q r=p

p:0,...,L—li;q:0,...,W—wi; (224)

D agp <1 i=1,....mji=1,...,Qs; (2.25)

L-1l;
p=0
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(2.26)

l; W—w;

Zazw_ Z Yiip i=1,...,mj=1,...,Qs; (2.27)

p=0

m Q; min{r,L—1;} W—1

> wiy > Tigp+ Y e =W r=0,...,L—1; (2.28)
i=1 Jj=1 p=max{0,r—1;+1} =0

m Q; min{s,W-w;} L—1

> > Yijp + Y 2re =L s=0,...,W—1; (2.29)
i=1 j=1 g=max{0,s—w;+1} r=0

zijp € {0,1} i=1,....m;j=1,...,Qs p=0,..., L —1; (2.30)
Yijq € {0,1} i=1,....m;5=1,...,Q;;g=0,..., W — w;; (2.31)
zrs €{0,1} r=0,...,L—-1;s=0,..., W —1. (2.32)

Para o caso particular do PCP do Produtor, em que m = 2, a func¢do objetivo (2.23)
maximiza o ntmero de réplicas de cada pega i, a serem cortadas do retangulo maior (L, W);
equivale dizer, respectivamente, que a funcao objetivo maximiza o nimero de réplicas de cada
caixa 7, 7 = 1,2, a serem dispostas no palete de dimensoes (L, W). Seguindo com este raciocinio
e modificando para o PCP do Produtor o problema de corte genérico (2.23)-(2.32), a restrigdo
(2.24) garante que qualquer ponto em (L, W) serd no maximo uma vez o local em que uma réplica
de alguma das caixas i serd colocada. O conjunto de restrigoes (2.25) e (2.27) expressam que
qualquer caixa é colocada no maximo uma vez em (L, W). A restri¢ao (2.28) impede que a soma
das larguras das caixas a serem colocadas em (L,W) com seus cantos inferiores esquerdos no
mesmo comprimento excedam a largura do palete, W. Similarmente, a restrigao (2.29) garante
que se a soma dos comprimentos de algumas caixas excedem L, entdo nem todas estas caixas
podem ser colocadas em (L, W) com seus cantos inferiores esquerdos na mesma largura.

Observe que z;j, = 1 e y;j4 = 1 significa que a j-ésima caixa do tipo ¢ é colocada no palete
com seu canto inferior esquerdo em (p, ¢). Se tal j-ésima caixa nao é colocada no palete, entao x;jp
e Yijq devem possuir valor zero para todo p e para todo ¢, respectivamente [14]. Analogamente
a formulagao de Beasley, os indices p e ¢ sao considerados tais que p € X e ¢ € Y. Como citado
anteriormente, a vantagem em diminuir os elementos de tais conjuntos através de relagdes como as
de dominéncia encontradas no Capitulo 3 é reduzir de forma significativa o tempo computacional
para obter uma solugao ou aproximagao para a solu¢ao do PCP do Produtor com esta modelagem.
Tal vantagem acontece porque a formula¢ao de Hadjiconstantinou e Christofides, (2.23))-(2.32),

envolve N, restricoes e N, variaveis inteiras, dadas por:

Ne=2> Qi+> QiIX|Y|+L+W

=1 i=1

m
Ny=) Qi X|+|Y])+ LW
i=1
que dependem dos conjuntos X e Y. O tamanho desta formulacdo também depende do ntumero

total de caixas dado pelo niimero méximo @); de réplicas de cada caixa. Como m = 2, Q1 e
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()2 representam o numero maximo de caixas com orientagao ¢ = 1,2, respectivamente, a serem
carregadas sobre o palete.

De acordo com Letchford e Amaral [14], esta formula¢ao nem sempre é valida, pois existem
solugoes inteiras que nao representam padroes de corte factiveis. Isto é facilmente verificado
pelo contra-exemplo a seguir. Sejam m = 2, (L, W) = (3,3), (l1,w1,Q1,v1) = (2,1,2,1) e
(l2,w2,Q2,v2) = (1,2,2,1). Ao considerar x119, T121, T210, 222, Y110, Y122, Y210, Y221 € 211
iguais a um e todas as outras variaveis iguais a zero, é obtida uma solucgao inteira factivel para
(2.23)-(2.32). No entanto, como ¢é possivel observar pela Figura 2.4, a primeira pega do tipo 1
e a primeira do tipo 2 (caixas 1 e 3) sobrepoem-se, assim como a segunda peca do tipo 1 e a
segunda do tipo 2 (caixas 2 e 4). Isto mostra que este padrao de corte nao é factivel, tornando

a formulacao (2.23)-(2.32) invalida para este exemplo.

Palete

W

L

Figura 2.4: Caixas 1 e 2 sobrepostas pelas Caixas 3 e 4

Para validar este modelo, Letchford e Amaral [14] propdem a formulac¢ao abaixo, elimi-
nando as variaveis z e substituindo as restrigoes (2.24), (2.28)), (2.29) e (2.31) por restri¢oes da
forma x5, +Yijq + Trir +Yris < 3 para todo i, p, q, k, r e s, tal que a pega do tipo 7, colocada com
seu canto inferior esquerdo em (p, q), sobrepoe a pega do tipo k com seu canto inferior esquerdo
em (r,s). Além disso, para j = 1,...,Q; e | = 1,...,Qy tais restrigdes fornecem ou i # k
ou j # l. Apesar de vélida, a formulagdo de Letchford e Amaral [14], envolve um nimero de
variaveis e restricoes computacionalmente intrataveis nos problemas praticos, nao sendo viavel

sua utilizagao. Tal modelo é dado da seguinte forma:

m Qi L—l;

maximizar v; Z Z Tipg (2.33)
1

i=1  j=1 p=0

sujeito a:

—1
S aip <1 i=1,...m; j=1,...,Q; (2.34)

L—1;
p=0

L—l; W —w;
p

injp: Z yijp izl,...,m; jzl,,Ql (235)
q=0

=0
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Tijp + Yijg + Thtr +Ykts <3 1=1,...,m
p=1,...,L—=10; ¢q=0,... W —wy
r=0,...,L—1;, s=0,.... W -1
ji=1,....Q; l=1,...,Q
k=1,....m, i#k ou j#I. (2.36)

2.5 Formulacao de Chen et al.

No trabalho de Chen et. al [11] é considerado o problema de carregamento de contéineres
com caixas de tamanho nao uniforme. Os autores apresentam um modelo de otimizagao inteira 0-
1 que considera miiltiplos contéineres e varios tamanhos para as caixas colocadas sobre o palete.
De acordo com Oliveira [4], casos especiais do problema de carregamento de contéineres sao
discutidos baseados em um modelo geral. As solugdes nao tem garantia de serem carregamentos
estaveis. Um caso especial do problema de carregamento de contéineres é selecionar um contéiner
para um dado conjunto de caixas a fim de minimizar a perda de espaco. Baseado neste caso
especial, Oliveira [4] apresenta a seguinte formulagao adaptada para o PCP do Produtor.

Sejam os seguintes pardmetros e variaveis para o modelo:

e M : numero suficientemente grande;

e m : numero total de paletes disponiveis;

e N : nimero total de caixas a serem empacotadas;

e (l;,w;) : parametros que indicam o comprimento e largura da caixa i;

e (L,W) : parametros que indicam o comprimento e largura do palete;

e n; : variavel binaria igual a 1 se o palete j ¢ usado e igual a zero, caso contrario;

e (z;,y;): varidveis continuas (para localiza¢ao) que indicam as coordenadas do canto inferior

frontal esquerdo da caixa ;

e (lz;,ly;) : variaveis binarias que indicam se o comprimento da caixa i é paralelo ao eixo
x ou y. Por exemplo, o valor de lx; é igual a 1 se o comprimento da caixa 7 é paralelo ao

eixo x; caso contrario, ele é igual a zero;

e (wx;,wy;) : variaveis binarias que indicam se a largura da caixa i é paralela ao eixo x ou
y. Por exemplo, o valor de wx; é igual a 1 se a largura da caixa i é paralela ao eixo x; caso

contréario, ele é igual a zero;

® a;k, ik, Cip, d;r : varidveis binarias definidas para indicar a localizagdo das caixas em
relacdo umas as outras. A variavel a;; é igual a 1 se a caixa i esta no lado esquerdo da
caixa k. Similarmente, as variaveis b;i, c;; e d;i definem se a caixa i estd a direita, em

cima ou abaixo da caixa k, respectivamente. Essas variaveis sdo definidas para i < k.
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A Formulagao de Chen et. al é dada por:

m N
minimizar Z LWn; — Z lyw; (2.37)
j=1 i=1
sujeito a:
x; + Lilx; + wiwx; < xp + M(1 — a) para todo i, k, i <k (2.38)
xp + lpleg + wpwxy, < x; + M (1 — by) para todo i, k, i <k (2.39)
yi + wiwy; + Lily; <y + M(1 — cii) para todo i, k, i <k (2.40)
Yk + wpwyr + lplye < yi + M (1 — di) para todo i, k, i <k (2.41)
air, + b + i +dip > 1 para todo i, k, i <k (2.42)
m
x; + Lilx; + wywx; < Z Ln; para todo 1 (2.43)
j=1
m
yi + wwy; + Lily; < Z Wn; para todo 1 (2.44)
j=1
m
> ni=1 (2.45)
j=1
g, ly;, wz;, wy; € {0,1} (2.46)
ik bik, Cik, dire € {0, 1} (2.47)
zi, yi > 0. (2.48)

A fungao objetivo (2.37) minimiza o espago total nao utilizado nos paletes. As restri¢oes
(2.38)-(2.41) garantem que nao haja sobreposicao de caixas, o que é verificado pela restri¢ao
(2.42)). As restrigoes (2.43) e (2.44) garantem que apenas um palete é selecionado para um dado
conjunto de caixas.

Adaptando as observagoes do trabalho de Chen et. al [11], as variaveis binarias, lx;, ly;, wz;

e wy; sao dependentes e satisfazem as seguintes relagoes:

lzi +ly; =1
wr; +wy; =1
lxi +wx; = 1
lyi +wy; =1
Desde que a tltima relagao pode ser escrita como combinacao linear das demais, entao

pode-se reescrever wx; = 1 — wy;, lx; = wy; e ly; = 1 — wy;. A Formulagdo de Chen et al.

(2.37)-(2.48) ¢ entao reduzida ao seguinte modelo:

m N
minimizar Z LWn; — Z lyw; (2.49)
j=1 i=1
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sujeito a:
x; + Liwy; + wi(1 —wy;) <z + M(1 — ag) para todo i, k, i <k (2.50)
Tk + Lowyg + wi(1 — wyg) < z; + M (1 — bi) para todo i, k, i <k (2.51)
yi + wiwy; + Li(1—wy;) <y + M(1— cip) para todo i, k, i <k (2.52)
Yk + wpwyk + (1 —wyg) <y + M (1 —dyg) para todo i, k, i <k (2.53)
i + b e Fdi > 1 para todo i, k, i <k (2.54)
m
x; + Liwy; + wi(1 — wy;) < Z Ln; para todo i (2.55)
j=1
m
yi + wiwy; + L;(1 —wy;) < Z Wn; para todo i (2.56)

<
Il
—

> nj=1 (2.57)
j=1

wy; € {0,1} (2.58)
aik’7bik‘)cik:7dik € {07 1} (259)
zi, yi = 0. (2.60)

Para adaptar ao PCP do Produtor, Oliveira [4] apresenta modificagoes no modelo inicial
(2.37)-(2.48), pois nao ¢ necessaria a selegdo de um palete dentre alguns paletes existentes.
Deseja-se que um palete ja esteja estabelecido, com suas dimensées previamente fornecidas, e
deve-se maximizar o namero de caixas nele dispostas ao invés de minimizar a sobra. Dessa forma,

sejam:
e m : limitante superior para o ntmero de caixas
e (X° Y?): canto inferior esquerdo do palete no plano cartesiano ao longo dos eixos x e y;

e P, : varidvel de decisao binaria onde P; = 1 se a caixa i é colocada no palete e P; = 0,

caso contrario.

O novo problema de otimizagao inteira 0-1 pode ser formulado como a seguir:

maximizar in: P (2.61)
i=1
sujeito a:
x; + lilz; + wywz; < xp + M(1 — ag) para todo i, k, i <k (2.62)
xp + lpleg + wpwag < x; + M(1— by) para todo i, k, i <k (2.63)
yi + wiwy; + Lily; <y + M (1 — ci) para todo i, k, i <k (2.64)
Yk + wpwyk + Lplye < yi + M (1 — dy) para todo i, k, i <k (2.65)
g + b + cip +dip, > 1 para todo i, k, i <k (2.66)
x; > X°P; para todo ¢ (2.67)
y; > Y°P; para todo ¢ (2.68)
x; + Lilx; + wiwx; < (X°+ L) para todo i (2.69)
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yi + wiwy; + Lily; < (YO + W) para todo i (2.70)
lzi, ly;, we;, wy; € {0,1} (2.71)
P;, aik, big, cik, dir, € {0, 1} (2.72)
zi, Y; > 0. (2.73)

A fungao objetivo (2.61) maximiza o ntimero total de caixas dispostas sobre o palete. As
restrigoes (2.62)-(2.65) garantem que nao haja sobreposigao de caixas, o que é verificado pela
restrigao (2.66). As restrigoes (2.67)-(2.70) garantem que todas as caixas colocadas dentro do
palete estejam dentro de suas dimensoes limitantes.

Novamente, é possivel diminuir o ntimero re variaveis envolvidas no modelo, desde elas sao

dependentes entre si. Assim, a formulagao (2.61)-(2.73) pode ser reescrita por:

maximizari P (2.74)
i=1
sujeito a:
i + Liwy; + wi(1 —wy;) <z + M(1— a) para todo i, k, i1 <k 2.75
g + Lowyg + wip(1 — wyg) < z; + M (1 — bik) para todo i, k, i <k 2.76
yi + wiwy; + L;(1 —wy;) < yp + M (1 — ci) para todo i, k, i <k 2.77
Yk + wpwyk + (1 — wyg) < yi + M (1 — dix) para todo i, k, 1 <k 2.78
a;ir + bip + cip +dijp. > 1 para todo i, k, 1 <k 2.79
x; > X°P, para todo 1 2.80

(
(
(
(
(
(

yi > Y°P; para todo @ (2.81
z; + Liwy; + wi(1 —wy;) < (X°+ L) para todo i (
yi + wiwy; + Li(1 —wy;) < (Y°+ W) para todo ¢ (
wy; € {0,1} (
P, aig, big, cik, dix € {0,1} (
(



Capitulo 3

Estudo Computacional do Modelo de
Beasley

3.1 Introducao

Neste capitulo, a Formulacao de Beasley (2.3)-(2.6) adaptada ao PCP do Produtor ¢é ex-
plorada com mais detalhes, pois este modelo sera utilizado por capitulos posteriores em que se
estudam as relaxagoes lagrangiana e surrogate para esta formulagao. A escolha deste modelo foi
baseada na experiéncia e resultados adquiridos por Oliveira [4], e na prova dada por Letchford e
Amaral [14] e Morabito e Farago [16] mostrando que os limitantes superiores obtidos com rela-
xagao linear e relaxacao lagrangiana e surrogate com esta formulagdo para o PCP do Produtor
sao bem apertados.

Como discutido previamente, investir em melhorias para os conjuntos X e Y deste modelo
torna-se um interesse essencial para encontrar ferramentas que auxiliem na diminui¢ao do tempo
computacional para a maioria dos exemplos encontrados na literatura, salvos casos de pequeno
porte onde os conjuntos melhorados mantém-se iguais. Tais melhorias sao encontradas na lite-
ratura no sentido de que a reducao na cardinalidade destes conjuntos implicam diretamente na
diminui¢cao do numero de varidveis e de restricoes deste modelo, respectivamente dados pelas
aproximagoes 2| X||Y| e | X||Y].

Inicialmente, serao apresentados neste capitulo os "Conjuntos Normais", desenvolvidos nos
trabalhos de Herz |17] e Christofides e Whitlock [18], e os "Conjuntos Raster Points", encontra-
dos pela primeira vez no trabalho de Scheithauer e Terno [19]. Ambas melhorias dos conjuntos
X e Y também sao apresentadas para o PCP do Produtor nos artigos de Beasley [§], Alvarez-
Valdez et al. [20], Oliveira [4] e Oliveira e Morabito [21]. Em seguida, um exemplo trivial é
desenvolvido detalhadamente para ilustrar a formulagao de Beasley e a reducgao dos conjuntos X
e Y. Por fim, outros exemplos sdo utilizados e alguns resultados computacionais sdo obtidos com
a implementacao do modelo de Beasley no sistema de resolucao CPLEX acoplado a linguagem
AMPL. A implementacao para o problema trivial estd anexada ao fim deste trabalho e as demais
implementagoes sao idénticas a esta, com excecao dos dados fornecidos a cada exemplo teste da
Secao [3.4.1.

19
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3.2 Melhorias nos Conjuntos X e Y

Herz [17] e Christofides e Whitlock [10], a partir da observagao de que uma caixa colocada
na posigao (p,q) pode ser movida para a esquerda ou para baixo até que seu bordo esquerdo
e seu bordo inferior sejam ambos adjacentes a outras caixas (ou adjacentes ao proprio palete

(L,W)), restringiram os conjuntos X e Y aos conjuntos normais:

2
X:{p\p:Zlibi, 0<p<L-—w, b;>0einteiro,i=1,2} (3.1)
i=1
e
2
Y:{q|q:2wibi, 0<qg<W—w, b >0einteiro,i=1,2} (3.2)

i=1
Os elementos dos conjuntos normais sao as combinagoes lineares entre os comprimentos [y
e [y e larguras w; e wy respeitando os limitantes do palete, isto ¢, 0 < p < L—we0 < g < W —w.
Note que para fins de notagao, a partir de agora serao denotados por X e Y os conjuntos normais.
Posteriormente, utilizando consideragdes de dominancia, Scheithauer e Terno [19] reduziram os

conjuntos normais X e Y aos conjuntos raster points:

X'={(L-p)xlpe X}u{o} (3-3)

V' ={(W - q)ylqg € Y} U {0} (3.4)

onde (L —p)x =max{plp € X,p < L—p}e (W —¢q)y =max{q|g € Y,qg <W —q}. Observe que
o conjunto raster point X’ é composto dos elementos do conjunto normal X que sao menores ou
iguais a (L —p). O elemento (L — p) s6 pertence a X’ quando também pertencer a X, o que nem
sempre é valido. Analogamente, é possivel compreender a formagao dos elementos do conjunto
Y’

3.3 Aplicacao da Teoria

3.3.1 Construgao das Melhorias

Nesta secao, ilustra-se o funcionamento das melhorias anteriormente propostas com um
exemplo particular do PCP do Produtor modelado de acordo com a Formulacao de Beasley.
Considere, portanto, (L, W,l,w) = (11, 10,4, 3). Primeiramente, apresenta-se os conjuntos nor-
mais, pois os conjuntos raster points sao construidos a partir deles. Por (2.1)), os conjuntos X e

Y sao dados por:

X ={p|0<p<8, inteiro} ={0,1,2,3,4,5,6,7,8}

Y ={q]0<q<7, inteiro} ={0,1,2,3,4,5,6,7}
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Construindo os Conjuntos Normais
A partir de (3.1), tem-se:

X={p|p=4b1 +3by, 0<p<8, b >0 einteiro, i =1,2} (3.5)

Logo:

by =0 by=0 =>p=0<8=0€X
by=1=>p=3<8 =3€X
by=2=p=6<8 =6€X

by =3=p=9>8 = A partir daqui, nao existem mais elementos em X.

b1

I
=

bo=0 =2p=4<8=4€ X
bo=1=p=7<8 =7 X

bo =2=p=10>8 = A partir daqui, ndo existem mais elementos em X.

b1 =2 bp=0 =2p=8<8=8ec X

bo =1=p=12>8 = A partir daqui, ndo existem mais elementos em X.

b1 =3: by =0=p=12>8 = A partir daqui, ndo existem mais elementos em X.

Portanto, dos valores para p que sao menores que L. —w = 8, compoe-se o conjunto normal

X =40,3,4,6,7,8}. Da mesma forma, se
Y={q|qg=3b1+4b2, 0<¢<7, b >0einteiro,i=1,2} (3.6)

entao:
b1=0: bo=0 =g=0<T7=0€Y
bo=1=q¢q=4<7 =4€Y

by =2=q=8>7 = A partir daqui, ndo existem mais elementos em Y.

bi=1. bo=0 =q=3<7=3€Y
bo=1=¢q=7<7 =7€cY

bo =2=¢q=11>7 = A partir daqui, ndo existem mais elementos em Y.

b1

I
&

bo=0 =q¢q=6<T7T=6¢€Y

bo =1=¢q¢=10>7 = A partir daqui, nfo existem mais elementos em Y.

b1=3: bo=0=¢=9>7 = A partir daqui, ndo existem mais elementos em Y.
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Dai, obtém-se o conjunto normal Y = {0,3,4,6,7}.

Construindo os Conjuntos Raster Points

Procedendo conforme (3.3) e (3.4), pode-se reduzir os conjuntos normais X e Y para os

conjuntos rasterpoints:

X' ={(11-p)x|p € X} U {0} (3.7)
e

Y= {010~ gvls € V) U {0} 9
Para p=0: L—p=11-0=11 = max{p|p € X,p < 11} = max{0,3,4,6,7,8} =8 =8¢ X’
Para p=3: L—-p=11-3=8 = max{p|p € X,p <8} = max{0,3,4,6,7,8} =8 =8¢ X’
Para p=4: L—p=11—-4=7 = max{plp€ X,p <7} =max{0,3,4,6,7} =7=7¢€ X’
Para p=6: L—p=11-6=5 = max{p|p€ X,p <5} = max{0,3,4} =4=4¢€ X’
Para p=7: L—-p=11-7=4 = max{p|p € X,p <4} = max{0,3,4} =4=4¢€ X’
Para p=8: L—-p=11-8=3 = max{p|p€ X,p <3} =max{0,3} =3=3 ¢ X’

Para ¢=0: W —q=10-0=10 = max{q|q¢ € Y,q < 10} = max{0,3,4,6,7} =7=7€cY’
Para ¢q=3: W—-q¢q=10-3=7 = max{qlq€ Y,q <7} =max{0,3,4,6,7} =7=7¢€Y’
Para ¢=4: W —q=10-4=6 = max{q|q € Y,q <6} =max{0,3,4,6} =6=6¢c Y’
Para ¢q=6: W —q=10—-6=4 = max{q|q € Y,q <4} =max{0,3,4} =4=4¢€Y’
Para ¢q=T7: W—q=10-7=3 = max{ql¢€Y,q¢ <3} =max{0,3} =3=3¢cY’

Logo, sao construidos X’ = {0,3,4,7,8} e Y/ = {0,3,4,6,7}. Note que por se tratar de
um exemplo de pequeno porte, Y/ = Y; mas, quando forem considerados exemplos cada vez

maiores na Segao 3.4.1, maior serd a reducgao de elementos dos conjuntos normais até os raster

points. Essa diferenca é explicitada através das tabelas da se¢cdo em questao.

3.3.2 Exemplo Numérico

Nesta segao apresenta-se um exemplo numeérico simples retirado do trabalho de Oliveira para
ilustrar a formulagao de Beasley para o PCP do Produtor, bem como as melhorias propostas na
Segao 3.2l para os conjuntos X e Y. Sejam um palete de dimensoes (L, W) = (5,4) e caixas de
dimensoes iguais (I, w) = (3,2). Como cada caixa pode assumir as posi¢oes vertical ou horizontal,
entao é considerado respectivamente, (I3, w;) = (3,2) e (l2,w2) = (2, 3).

As possiveis posic¢oes (p,q) para colocagao de cada caixa dentro do palete pertencem a

combinagao de pontos entre os conjuntos:

X={p|0<p<L—w=5-2=3, inteiro} = {0,1,2,3} (3.9)

Y={¢|0<¢<W—-w=4-2=2, inteiro} = {0,1,2} (3.10)
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W=4

Palete

Caixa w=2

L=5 =

Figura 3.1: Palete de dimensdes (L, W) = (5,4) e caixas de dimensoes (I, w) = (3, 2)

Para obter os conjuntos normais deve-se fixar os valores de I e de ls e, desde que p seja
uma posicao que esteja dentro das dimensoes do palete, deve-se variar os inteiros b; e by de
todas as formas possiveis para construir o conjunto normal X. Procedendo de forma analoga, o

conjunto normal Y também é obtido resultando, portanto, nos conjuntos normais:
X ={0,2,3} e Y ={0,2} (3.11)

Os conjuntos raster points X' e Y’ sao exatamente os conjuntos normais acima, ou seja,
nao ha reducgao para este exemplo. Assim, para que a modelagem do PCP do Produtor segundo
a formulagao de Beasley seja exemplificada, basta encontrar os valores da fungdo a, para todo
p€ X' eqeY' Istoé deve-se obter as informagoes de quais pontos (r, s) estardo encobertos,
para todo r € X' e s € Y/, quando ha colocagao de uma caixa de orientagao i na posigao (p,q).

De acordo com (5.1), a fungao a para este exemplo ¢é descrita pela figura a seguir:

¢ para (p)q):(oao) € 1:1: ° para (p,q):(O’O) e 1:2_

Q10000 1 0000~ 1

Aoz~ a30020=0

C aloos():O 320030:()

000, =0 000~ 1

B0 =0 a300,=0

O O—0 a,005,=0 O pae ay005,=0
* para (p,q)=(2,0) e i=1: « para (p,q)=(2,0) ¢ i=2:

1300—0 A300=0

A12020~ 1 Ay0000=1

—( Byauso=1 031

8,200 I 800,=0

8200 A=

o O—C> a05,=0 . I |
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- para (p,q)=(3,0) e i=2: - para (p,q)=(0,2) e i=1:
a23000:0 a10200:o
323020:0 3.10220:0
e Ay~ 1 A023=0
a23002:0 3'10202:1
a'23022:0 8.10222:1
O —< a-23032:1 O —C a10232:o

« para (p.q)=(2.2) ¢ i=1:

al 22()():0
a12220:0
al 2230:0
al 22()2:0

al 2222: 1

C/ Q_C/ 312232:1

Figura 3.2: Detalhamento da funcao a

Pela formulacao de Beasley, obtém-se de (2.4) as seguintes inequagoes:
0,0) : @100 + 200 < 1

0,2) : 2102 + 2200 < 15

2,0) : 100 + 7120 + 220 < 1;

2,2) 1 w102 + 122 + T2 < 1

3,0) @ w120 + 220 + 230 < 1;

e para (r,s) = (3,2) : 122 + x220 + 230 < 1;

Ao considerar P e @ dados por: P=0e Q= [ZW | = 2] = | 20| = 3 entdo o modelo

(2.3)-(2.6) aplicado ao exemplo é dado da seguinte forma:

maximizar 100 + 102 + 120 + Z122 + 200 + X220 + T230 (3.12)
sujeito a:
x100 + 2200 < 1 (3.13)
Z102 + 2200 < 1 (3.14)
100 + 120 + 2220 < 1 (3.15)
z102 + 122 + 2220 < 1 (3.16)
T120 + 2220 + T230 < 1 (3.17)
T122 + @220 + w230 < 1 (3.18)
T100 + 102 + T120 + T122 + T200 + T220 + T230 < 3 (3.19)
Zipg € {0,1} (3.20)
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O ntimero de restri¢oes e variaveis envolvidas neste modelo ¢ de aproximadamente | X||Y|
e 2| X||Y|, respectivamente. As varidveis x;p, implicitas (que "ndo aparecem") no modelo estao
sendo multiplicadas por ajpers = 0. Este problema foi resolvido pelo pacote AMPL/CPLEX
obtendo solucao 6tima igual a trés caixas: x129 = T122 = T9gp = 1 e demais varidveis iguais a
zero. A Figura3.3a seguir representa a solucao obtida e a implementacao do modelo encontra-se

em anexo no Apéndice |Al

Figura 3.3: Padrao de carregamento 6timo para o exemplo

3.4 Testes Computacionais - AMPL/CPLEX

3.4.1 Exemplos Utilizados

O conjunto de exemplos utilizados (baseados em Oliveira |4]) foram retirados, em sua maioria,
dos conjuntos Cover I e Cover II dispostos na literatura. Os exemplos foram divididos em trés
grupos e cada um deles, subdivididos em dois, totalizando seis grupos.

O Grupo 1 disposto nas Tabelas 3.1 e [3.2 possui 20 exemplos (L1-L20) retirados alea-
toriamente do conjunto Cover I. O primeiro subconjunto, o Grupo 1A, possui os primeiros 10
exemplos tais que, considerando o modelo (2.3))-(2.6), ndo possuem gap entre o valor da solugao
6tima e o valor da solugao da relaxagao linear de (2.3)-(2.6). O Grupo 1B, possui os 10 exemplos
restantes que, neste caso, possuem valores diferentes ao se comparar o valor da solu¢ao 6tima e
o valor da solugao da relaxacao linear.

De forma anéloga, o segundo grupo foi dividido em dois grupos (Tabelas 3.3 e 3.4). O
Grupo 2A possui nove exemplos retirados do conjunto Cover I, que foram utilizados em diversos
artigos como, por exemplo, Farago e Morabito [15] e Scheithauer e Terno [19]; enquanto que o
Grupo 2B é composto de 10 exemplos retirados de Letchford e Amaral [14]. Todos os exemplos
encontrados nos Grupos 1 e 2 possuem solugao 6tima nao-guilhotinada de primeira ordem em
até b0 caixas e, portanto, sao considerados faceis de se resolver.

Os 32 exemplos da literatura dispostos no Grupo 3 possuem solugao 6tima contida no
intervalo de 50 a 100 caixas. Eles foram retirados do conjunto Cover II e subdivididos em dois
grupos (Tabelas 3.5/ e 3.6). O Grupo 3A é composto de 16 exemplos que possuem solugdo 6tima
nao-guilhotinada, enquanto que o Grupo 3B é composto dos outros 16 exemplos que, por nao
possuirem este tipo de solucao, sao considerados dificeis de se resolver.

Nas Tabelas 3.1/ a /3.6, as colunas "2|X||Y|"e "2|X’||Y’|" representam os valores aproxima-

dos do nitimero de varidveis 0-1 envolvidas na Formulacao de Beasley para o PCP do Produtor
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respectivamente para os conjuntos normais e raster points. E possivel perceber em todas as
tabelas a diminuicao consideravel deste niimero ao se utilizar os conjuntos raster points ao invés

dos conjuntos normais.

GRUPO1A
Exemplo | (L,W) | (Lw) | [X] Y] 20Xy | 1X] | (Y] | 2(X][Y7))
L1 (115 | 41 | 11 5 110 11 5 110
L2 (16,11) | (4,3) | 11 6 132 10 5 100
L3 (24,18) | (8,3) | 15 9 270 10 6 120
L4 (28.27) | (8,3) | 19 18 874 14 13 364
L5 (14,14) | (3,2) | 12 12 288 12 12 288
L6 (20,16) | (5,2) | 17 13 442 16 12 384
L7 (48,39) | (11,4) | 30 21 1260 18 15 540
L8 (31,20) | (7,2) | 27 16 864 25 14 700
L9 (118) | (2,1) | 11 8 176 11 8 176
L10 (33,30) | (7.4) | 24 21 1008 21 18 756
Média 17,70 | 12,90 | 523,40 | 14,80 | 10,80 | 353,80

Tabela 3.1: Grupo 1A de Exemplos

GRUPO1B
Exemplo | (L,W) | (Lw) | [X| | [Y] | 2(X[[Y]) | IX] | Y| | 2(X]]Y’])
L1l (36,28) | (8,3) | 27 19 1026 22 14 616
L12 (36,36) | (10,3) | 25 25 1250 18 18 648
L13 (60,33) | (9,5) | 40 14 3840 28 11 616
L14 (37,25) | (7.3) | 29 17 986 25 13 650
L15 (30,30) | (5.4) | 21 21 882 18 18 648
L16 (50,36) | (8,5) | 32 18 1152 22 14 616
L17 (39,39) | (11,3) | 27 27 1458 19 19 722
L18 (33,30) | (7,3) | 25 22 1100 21 18 756
L19 (37,26) | (54) | 28 17 952 25 14 700
L.20 (45,32) | (10,3) | 34 21 1428 27 14 756
Meédia 28,80 | 20,10 | 1135,40 | 22,50 | 15,30 | 672,80

Tabela 3.2: Grupo 1B de Exemplos
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GRUPO2A
Exemplo | (L,W) | (Lw) | [X] | [Y] | 2(X[[Y]) | IX] | [Y] | 2(0X[[Y’])
121 (22,16) | (5,3) 16 10 320 14 8 224
.22 (86,82) | (15,11) | 24 22 1056 17 16 544
123 (57,44) | (12,5) | 31 19 1178 19 14 532
1.24 (42,39) | (9.4) 27 24 1296 20 15 600
1.25 (124,81) | (21,10) | 41 18 1476 24 13 624
1.26 (40,25) | (7,3) | 32 17 1088 28 13 728
127 (52,33) | (9.4) 37 18 1332 28 13 728
128 (56,52) | (12,5) | 30 26 1560 21 17 714
L29 (87,47) (7,6) 67 27 3618 57 17 1938
Meédia 33,89 | 20,11 | 1436,00 | 25,33 | 14,00 736,89
Tabela 3.3: Grupo 2A de Exemplos
GRUPO2B
Exemplo | (L,W) | (Lw) | [|X] Y] [ 20X[Y]D | 1X] | [Y] | 2(0X]Y’))
130 (32,22) | (5.4) 23 13 598 20 11 440
L31 (40,26) | (7.4) 28 14 784 22 11 484
L32 (100,64) | (17,10) | 32 14 896 22 11 484
L33 (32,27) | (54) | 23 18 828 20 15 600
L34 (37,30) | (8,3) 28 21 1176 23 16 736
L35 (100,82) | (22.8) | 32 23 1472 23 16 736
L36 (100,83) | (22,8) | 32 23 1472 23 16 736
L37 (40,33) | (7.4) | 28 21 1176 22 16 704
138 (53,26) | (7,.4) | 41 14 1148 35 11 770
139 (81,39) | (9,7) 51 13 1326 33 11 726
Meédia 31,80 | 17,40 | 1087,60 | 24,30 | 13,40 | 641,60

Tabela 3.4: Grupo 2B de Exemplos
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GRUPO3A
Exemplo | (L,W) | (Lw) | [X] Y] 20Xy | 1X] | (Y| 2(0X][Y7))
L40 (77.47) | 10,7) | 44 17 1496 28 13 728
LA41 (41,36) | (7.4) | 29 24 1392 23 18 828
L42 (55,55) | (11,5) | 31 31 1922 18 18 648
L43 (44,29) | (5,4) | 35 20 1400 32 17 1088
L44 (85,46) | (12,5) | 59 21 2478 42 15 1260
L45 (5147) | (7,5) | 35 31 2170 27 23 1702
L46 (70,43) | (7.6) | 50 23 2300 40 16 1280
LA7 (68,56) | (13.4) | 47 35 3290 32 22 1408
L48 (52,52) | (9.4) | 37 37 2738 28 28 1568
149 (52,36) | (8,3) | 43 27 2322 38 22 1672
L50 (78,40) | (8,5) | 60 22 2640 50 16 1600
L51 (70,63) | (11,5) 46 39 3588 30 27 1620
L52 (120,64) | (19,5) | 80 27 4320 48 19 1824
L53 (60,56) (9,4) 45 41 3690 36 32 2304
L54 (100,82) | (17,5) 64 46 5888 42 27 2268
L55 (113,57) | (11,6) | 83 27 4482 63 19 2394
Meédia 49,25 | 29,25 | 2882,25 | 36,06 | 20,75 | 1483,25
Tabela 3.5: Grupo 3A de Exemplos
GRUPO3B
Exemplo | (L,W) | (Lw) | IX| | Y] [2(XIYD) | X [ Y] [2(0X0Y°)
L56 43,26) | (7,3) | 35 18 1260 31 14 868
L57 (49,28) | (8,3) | 40 19 1520 35 14 980
L58 (57,34) | (7.4) | 45 22 1980 39 17 1326
L59 (63.44) | (8,5) | 45 26 2340 35 19 1330
L60 (61,35) | (10,3) | 50 24 2400 43 17 1462
L61 (67,37) | (11,3) | 55 25 2750 47 18 1692
L62 (61,38) | (10,3) 50 27 2700 43 20 1720
L63 61,38) | (65) | 47 24 2256 41 19 1558
L64 (67,40) | (11,3) | 55 28 3080 47 20 1880
L65 (74,49) | (11,4) | 56 31 3472 44 22 1936
L.66 (93,46) | (13,4) 72 25 3600 57 17 1938
L67 (106,59) | (13,5) 78 31 4836 58 19 2204
L68 (141,71) | (13.8) | 92 26 4784 61 19 2318
L69 (74,46) (7,5) 58 30 3480 50 23 2300
L70 (86,52) | (9.5) | 66 32 4224 54 23 2484
L71 (108,65) | (10,7) 75 32 4800 54 23 2484
Meédia 57,44 | 26,25 | 3092,63 | 46,19 | 19,00 | 1780,00

Tabela 3.6: Grupo 3B de Exemplos
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3.4.2 Resultados Computacionais

Todos os exemplos L1-L71 foram testados para ambos os conjuntos normais e raster points
com a implementa¢do do modelo de Beasley no sistema de resolugdo CPLEX (modo default -
versao 10) acoplado a linguagem AMPL sob plataforma Windows XP Professional, versao 2002.
Foi utilizado um computador AMD Athlon(tm) 64X2 Dual Core Processor 5600+ (3.00 GHz)
com 2Gb de memoria RAM.

Os resultados obtidos com os conjuntos raster points foram comparados aqueles obtidos
pelos conjuntos normais e também aos resultados obtidos pelo trabalho de Oliveira [4] ao im-
plementar o mesmo modelo (formulagao de Beasley) em linguagem Pascal (compilador Delphi
5) com o pacote GAMS/CPLEX (versao 7) para a resolugao dos mesmos conjuntos de exemplos
em um computador Pentium 777 (650 MHz).

Nas Tabelas 3.7 e [3.8 sd@o apresentadas a média das solugoes 6timas de cada um dos seis
grupos, bem como a média das solug¢oes obtidas em um tempo maximo de trés horas de execugao,
o ntmero de nos e, finalmente, o tempo (em segundos) gasto para resolver cada grupo de exemplos

(computado apenas para os exemplos resolvidos em menos de trés horas).

Grupo 1A Grupo 1B Grupo 2A
Média. | Oliveira | Média | Oliveira | Média | Oliveira
Solugao Otima | 31,90 | 44,20 | 48,56
Sol. Obtida | 31,90 - 44,20 - 48,56 -
Conj. Normais n°® nos 0 - 0 - 0 -
Tempo (s) 0,06 - 0,88 - 6,32 -
Sol. Obtida | 31,90 31,90 44,20 44,20 48,56 48,56
Conj. Raster Points n° nos 0 0 0 0 0 0
Tempo (s) 0,06 114 0,20 48.6 1,43 243

Tabela 3.7: Resultados - Grupos 1A, 1B e 2A

Grupo 2B Grupo 3A Grupo 3B
Média | Oliveira | Média | Oliveira | Média | Oliveira
Solucdo Otima | 42,60 | 73,31 | 80,06
Sol. Obtida | 42,60 R 73,31 - 79,94 -
Conj. Normais n° noés 16,6 - 0,38 - 38,50 -
Tempo () | 8,11 - 79,60 _ 200,04 _
Sol. Obtida | 42,60 42,60 73,31 73,31 80,00 79,94
Conj. Raster Points n° noés 16 25,7 0 0 3,1 1,1
Tempo (s) | 2,91 | 292,2 | 3,03 | 5538 | 239 1053

Tabela 3.8: Resultados - Grupos 2B, 3A e 3B

Ao observar as tabelas acima, em todos os grupos de exemplos testados percebe-se que
a utilizacao dos conjuntos raster points faz com que o nimero menor de varidveis envolvidas
reflita diretamente em elevado ganho de tempo computacional. Devido a diferenca de ambiente

computacional (méaquina e versao CPLEX), resultados computacionais obtidos pelo presente
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trabalho foram muito superiores em termos de tempo que aqueles obtidos no trabalho de Oliveira
[4].

Tomando o caso particular do Grupo 3B, observe que enquanto Oliveira gasta 1053 se-
gundos para encontrar solugao 6tima para o Grupo 3B, o pacote AMPL/CLEX gasta apenas
23,9 segundos para o mesmo feito. Mais ainda, note que a qualidade da solugao encontrada pelo
trabalho de Oliveira é igual apenas aquele encontrado pelos conjuntos normais deste trabalho
e inferior aquele encontrado ao se utilizar os mesmos conjuntos raster points. Nao foi possivel
encontrar solugao 6tima no prazo de 3 horas apenas para o exemplo L70, enquanto que Oliveira
nao conseguiu encontrar solugao 6tima neste mesmo tempo para os exemplos L.69 e L70.

A partir dos resultados obtidos para os problemas do Grupo 3B, que possuem maior niimero
de caixas como solugao 6tima (entre 50 e 100 caixas), é possivel observar a dificuldade em se
resolver de maneira exata o PCP do Produtor com pacotes computacionais & medida que se
aumentam tais niimeros de caixas. Na literatura, pode-se encontrar métodos exatos e heuristicos
para sua resolugao. De acordo com Ribeiro e Lorena [22], os métodos exatos baseiam-se em
estruturas de busca em &arvore e podem ser encontrados em [23|, [24], |20] e |21]. Heuristicas
podem ser construtivas, dividindo o palete em blocos [25], através de métodos recursivos [26]
e com técnicas baseadas em estruturas conhecidas como G4 [19] e L |27, 28]. Alguns outros
trabalhos também podem ser aplicados & meta-heuristicas, tais como o método tabu |29, 30], e a
algoritmos genéticos |31}, 132].

Oliveira e Morabito [21] desenvolveram um método branch and bound para o PCP do Pro-
dutor em que, a cada no, é resolvida uma heuristica lagrangiana. Tal heuristica foi escolhida,
pois se mostrou superior as heuristicas surrogate e lagrangiana/surrogate comparadas em testes
computacionais. Entretanto, como sera discutido no decorrer deste trabalho, a heuristica sur-
rogate nao possui garantias de convergéncia quando seus multiplicadores sao atualizados pelo
método de otimizagao do subgradiente. No presente trabalho, sera apresentada o algoritmo de
Sarin et al. aplicado ao PCP do Produtor para uma nova atualizagao de tais multiplicadores,
pois é provado na literatura que as heuristicas surrogate fornecem limitantes melhores, ou pelo

menos iguais, as heuristicas lagrangianas.



Capitulo 4

Os Problemas Lagrangiano e Surrogate

4.1 Introducao

Problemas de otimizagao inteira sao aqueles nos quais maximizam ou minimizam uma fun¢ao
de muitas variaveis que estéa sujeita a: (i) Restri¢oes de desigualdade e/ou igualdade e (ii) Res-
trigoes de integralidade sobre algumas ou todas as variaveis utilizadas [33]. Em alguns trabalhos,
quando nem todas as varidveis possuem restricoes de integralidade, tais problemas ainda sao
denotados por problemas de otimizacao inteira mista. Em geral, problemas de otimizagao inteira
possuem maior dificuldade em sua resolucdao que problemas de programacao linear e podem ser

formulados da seguinte forma:

(P) maximizar ¢’

sujeito a: Az <b, z €S

onde S = {x > 0 : Gz < h, z satisfaz algumas ou todas restri¢oes discretas}, A uma matriz
m xn, G, k xn, be c vetores de dimensoes apropriadas e h, vetor k x 1.

Para estes problemas de otimizagao inteira serem resolvidos, sub-problemas associados pos-
suindo maior facilidade de resolucao, chamados relaxagoes, podem ser utilizados para fornecerem
limitantes (chamados duais) para a solugdo 6tima de P. Nemhauser e Wolsey [33], definem uma
relaxacdo de P como um problema de otimizagao que satisfaz as seguintes propriedades: (i) O
conjunto de solugoes factiveis de P é um subconjunto das solugdes factiveis da relaxacao e; (ii)
O valor da fungao objetivo do problema P nao é melhor que o correspondente valor da relaxa-
¢do. Ou seja, relaxar o problema P é "expandir" sua regido factivel e obter um sub-problema
(relaxac@o) a partir de P que seja mais facil de ser resolvido. O fato da relaxacao possuir uma
regiao factivel maior implica diretamente no fato dela possuir solu¢ao 6tima melhor ou igual & de
P. A solucao 6tima obtida para uma relaxacdo é chamada limitante dual para P e para o caso
de maximizacao, foco deste presente trabalho, também pode ser chamada de limitante superior
para P.

Dentre as relaxagoes mais utilizadas, destacam-se as de programagao linear (em que as
condigoes de integralidade das variaveis de decisao sao relaxadas), lagrangiana, surrogate e com-
binada lagrangiana-surrogate. Em 1970, Held e Karp [34] tornaram-se os precursores para o

que Geoffrion [35] chamou posteriormente de relaxacao lagrangiana ao utilizarem um método
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lagrangiano para resolver o problema do caixeiro viajante. A relaxacao surrogate, apesar de ter
sido introduzida anteriormente por Glover [36], em 1965, possui poucas variagdes de aplicagoes,
se comparadas as desenvolvidas para a relaxacdo lagrangiana. A dificuldade em se resolver os
problemas resultantes da relaxacao surrogate, que em muitos casos se reduzem a problemas da
mochila, pode ser uma das causas.

O problema do caixeiro viajante, o problema de atribuicdo generalizado, o problema de
recobrimento e particionamento de conjuntos e o problema de roteamento sao alguns exemplos
de aplicagoes que utilizam a relaxac¢ao lagrangiana e que podem ser encontrados em [37], [3§],
[39], [40], [41] e [42]. Dentre as aplicagoes que utilizam a relaxacdo surrogate existem poucos
trabalhos se comparadas as da lagrangiana. Pode-se citar a utilizacao surrogate e lagrangiana na
decomposigao de Benders encontrado em [43] e [44] e os problemas da mochila, de recobrimento de
conjuntos e de atribuicao generalizado, ambos com abordagem surrogate e contidos nos trabalhos
[45], [46] e [47], respectivamente. Para mais referéncias sobre relaxagoes, veja [48].

Neste capitulo, a teoria dual lagrangiana e surrogate é apresentada de forma a introduzir
premissas que permitam chegar & compreensao de métodos heuristicos, dispostos no Capitulo
5, a serem aplicados posteriormente & resolucdo do PCP do Produtor, no Capitulo 6. Algumas
relagoes entre os duais lagrangiano e surrogate, incluindo condigdes para a existéncia de gap entre
eles, sdo verificadas para facilitar o manuseio com o problema surrogate que, em geral, é muito
mais dificil de ser resolvido que o problema lagrangiano. Conceitos primarios e importantes

demonstracoes sao encontrados no Apéndice Bl para facilitar a introducao deste capitulo.

4.2 Dualidade Lagrangiana

A relaxagao lagrangiana é uma técnica que pode ser utilizada para obtencao de limitantes
para problemas de programacao inteira quando as restrigoes tém uma estrutura que se pode
tirar partido. Se no problema primal P existir um conjunto de restri¢goes que tornam o problema
dificil de ser resolvido, a estratégia lagrangiana baseia-se em relaxar tais restrigoes "complicadas",
integrado-as a fungao objetivo, e fazendo das restrigoes restantes uma estrutura mais simples que

a do conjunto inicial. Considere:

(P) maximizar ¢!z

sujeito a: Ax <b, z €S

o problema de otimizagao inteira descrito na Secao [4.1. Considere ainda que Ax < b seja um
conjunto de restrigoes complicadas, no sentido de que ao retirar tais restri¢goes torna o problema
mais facil de ser resolvido.

Relaxar estas restrigoes de forma lagrangiana é nao impor explicitamente que Az < b seja
satisfeito na matriz de restrigoes, mas estabelecer um tipo de penalizagdo na funcao objetivo,

caso Ax > b. Define-se o problema lagrangiano (relaxagao lagrangiana) da seguinte forma:

(Py) maximizar ¢’z 4+ (b— Ax)

sujeito a: x €S
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onde A\ é um vetor composto de elementos chamados multiplicadores de Lagrange que toma
valores nao-negativos, A > 0. Caso (b — Ax) seja negativo, isto é, Ax > b, entao A\(b — Azx) < 0
penaliza a funcao objetivo, pois é uma parcela negativa em um problema cujo objetivo é a ma-
ximizagao. Para problemas de minimizagao tem-se o caso analogo para A nao positivo; para
ambos problemas de minimizagao e maximizacao, caso existam restrigdes a serem relaxadas do
tipo Ax = b, o sinal de A é irrestrito.

Para exclusao de casos especificos, considere P factivel e S limitado. Considere, ainda, as

seguintes notagoes:

e v(.) : valor de uma solugao 6tima para o problema (.);
e [T] : politopo de um conjunto de restrigdes qualquer T

e T : conjunto de restricdes qualquer, T, com as restricdes de integralidade relaxadas. Por

exemplo, P(S) = relaxac@o linear de P. Note que P(.) é o problema P previamente

definido e tal que z pertence ao conjunto (.);

e Q(.) : conjunto de solugdes 6timas para o problema (.).

Observe que agora & possivel escrever v(P) = sup,cg{clz : Az < b} ev(Py) = sup,cg{cl a2+
M(b— Ax)}.

Implicitamente, ao relaxar Az < b no problema primal, a regidao de factibilidade de P estara
sendo relaxada, uma vez que tais restrigdes sao retiradas do conjunto de restrigdes de P (menos
restrigoes implica em maior regidao de factibilidade). Assim, a fungao objetivo do problema
lagrangiano fornece um valor melhor ou igual & solugao 6tima desejada, isto é, para o caso de
maximizagao, Py fornece um limitante superior v(P)) para o problema primal P (Teorema 4.1)).
Isto também pode ser concluido pela observacio de que v(Py) = ¢’z + A(b — Azx) enquanto que
v(P) é apenas ¢z para algum z factivel a P. O problema lagrangiano é um problema em x
para um determinado A fixo e a idéia é determinar o melhor valor para A que forneca o limitante
mais proximo possivel para P, isto é, o menor limitante superior possivel. Observe, ainda, que
com as consideragoes anteriores, segundo Nemhauser e Wolsey [33], o problema lagrangiano é,

de fato, uma relaxagao para P (Segao 4.1).

Teorema 4.1. (Dualidade Lagrangiana Fraca) Para qualquer escolha do vetor de multiplicadores
de Lagrange, \ > 0, temos que v(P) < v(Py).

Demonstragao: Qualquer ponto vélido para P é valido para Py porque obedece ao con-
junto de restricdes de ambos problemas. Como A''(b — Ax) > 0 para todo x factivel a P, entdo

'z <z + AT (b— Ax), isto &, v(P) < v(Py) para o caso particular do ponto z 6timo para P. B

Geralmente, fixado um valor para A, torna-se facil resolver Py; por exemplo, por algum
método enumerativo (o PCP do Produtor é resolvido por inspegao; veja Secao 6.2.2/ e Oliveira
[4]). O interesse principal é obter um valor para A especifico. Deseja-se encontrar um A\ 6timo
tal que a solucao da relaxacao lagrangiana, que é um limitante superior para P, seja o mais
proximo possivel (ou igual) do valor da solugdo 6tima de P. Para isto, basta minimizar os

limitantes superiores obtidos por Py, uma vez que, pelo Teorema 4.1, nunca serd menor que a
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solugao 6tima v(P). Assim, o foco principal da relaxagao lagrangiana esté em resolver o seguinte

problema dual lagrangiano:

(Dp) minimizar y>o {v(Py)}

Resolver o dual lagrangiano é determinar o valor de A para o qual a funcdo lagrangiana
'z + MT'(b — Az) toma o valor minimo. Assim, deve existir pelo menos um valor A* para o
qual o problema lagrangiano toma o menor valor possivel e que deve ser igual ao valor 6timo do
problema dual lagrangiano, isto é, v(Dy) = v(Py«) = infy>o{v(Py)}. As seguintes observagoes
ainda podem ser consideradas: Dy fornece o valor de A* 6timo, bem como a melhor solucao
lagrangiana v(Py+); A* pode assumir valores diferentes para o(s) mesmo(s) valor(es) 6timo(s),

v(Dr), que é o limitante superior mais proximo (ou igual) a v(P).

Corolario 4.1. Para qualquer escolha do vetor de multiplicadores de Lagrange, A > 0, temos

que v(P) < v(Dyg).

Demonstracao: Pela estrutura de Dy e pelo Teorema 4.1, v(P) < wv(P)) acontece para
todo A factivel a Dy, em particular, para /1\1;% v(Py). O que implica diretamente em v(Dy) 2
inf v(Py) > v(P). - |
inf v(Py) 2 v(P)

Como pode ser visto no ApéndiceB.2, em otimizacao linear é correto afirmar que a solugao
otima dual é sempre igual a solugao 6tima de seu proprio problema primal, v(D) = v(PL). Esta
afirmacao nao é sempre valida para problemas de otimizacao inteira; em particular, aplicar
a relaxacao lagrangiana ao problema primal implicard na funcao objetivo de Dy, que possui o
incremento AT (b— Ax), nio necessariamente igual & fungio objetivo de P. Torna-se entdo natural
o questionamento da existéncia de condigoes para que a solucao 6tima do dual lagrangiano,
v(Dp) = v(Py+), seja igual a solu¢do 6tima do problema primal, v(P), em otimizagao inteira,

isto ¢, quando v(P) = v(Py~). Esta idéia é formalizada com o resultado a seguir.

Teorema 4.2. (Condigoes de Otimalidade Lagrangiana) Se, para um dado vetor \* > 0, uma

solugao x* satisfizer as sequintes condigoes:

(i) x* € dtimo para Py«;

(ii) x* € factivel para P: Ax* <b;

(iii) Folgas complementares satisfeitas: (\*)T(b— Az*) =0

entGo x* também € uma solug¢do dtima para o problema primal P. Se z* satisfaz (i) e (i7)
mas nao satisfaz (iii), entao x* € chamada de solugao &-dtima de P com gap de dualidade
{=v(Py) —v(P).

Demonstragao: Para provar este resultado, sera mostrado que v(P) = v(Py+), pois 0 maior
valor que v(P) podera assumir serd um valor igual a v(Py+). Por hipdtese, tem-se \* > 0 e z*
satisfazendo (i), (ii) e (iii).

Por (i) e pelo Teorema 4.1, z* é solugao 6tima para Py« e

v(P) < v(Py) = cl'z* + (\)T (b — Az™) (4.1)
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Por (iii),
e+ (W) (b - Az*) = T @y v(P) < cl'a* (4.2)
—_—
=0
Por (ii), * factivel a P implica em
T %
c¢' ¥ <v(P) (4.3)
Por (4.2) e (4.3)), obtém-se:
'z = wv(P) (4.4)
isto é, x* é solugao 6tima para P implicando em v(Pyx) = v(P). |

Isto quer dizer que se, para determinado A, a solugao 6tima da relaxacdo lagrangiana (que
¢ a solugao o6tima do dual lagrangiano) for factivel a P e satisfizer as folgas complementares,
entdo podemos afirmar se tratar de uma solugao 6tima também para o problema primal, ou
seja, v(P) = v(Dr). Como nem sempre tais condigoes sao satisfeitas, o interesse recai sobre
a obtencdo de A que forneca para a relaxacdo lagrangiana o limitante superior mais proximo

possivel do valor 6timo do problema primal P. O exemplo abaixo ira ilustrar o tltimo resultado.

Exemplo 4.2.1. Considere a classe dos problemas de otimizacao inteira bindrios apresentados
em Parker e Rardin [{9]:

(Q) mazimizar ¢l x

sujeito a: Az <b, v € B={0,1}

onde todas as varidveis sao inteiras e restritas aos valores 0 ou 1 (Para mais classes de problemas
em otimizagao inteira, veja Wolsey [50]). Dualizando todas as restrigées lineares, a relaxac¢ao

lagrangiana para A > 0 € descrita por:

(@) mazimizar ¢l z+\T(b— Ax)

sujeito a:  x € B

Como a fungdo objetivo de (Qx) pode ser reescrita como ) (cj — Maj)Tz;+ AT, onde a;

€ a j-ésima coluna da matriz A, entao (Qy) pode ser resolvido por inspecao da sequinte formas:

v(Qy) = Mb+ Z max{0,¢; — \a;}
J
Para todo j, se 0 for o mdzimo em max{0,c; — /\Taj}, entao implicitamente estard sendo
tomado x; = 0. Caso contrdrio, se cj — )\Taj for o mdzrimo, entdao estard sendo tomado, impli-

citamente, x; = 1. Considere o caso particular:

(Q) mazimizar  f(x) = 3x1+4x2
sujeito a:
6x1 + 222 < 3
o1 + 6x2 <6

xr1,T9 € B
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com relaracao lagrangiana associada:

(@)

maximizar

sujeito a:

podendo ser reescrita por:

(Qx)

ou ainda por:

(Qx)

marimizar

sujeito a:

maximizar

sujeito a:

3x1 + 4z + )\1(3 — 6x1 — 2%‘2) + )\2(6 —bx — 61’2)
r1,T9 € B

(3—=06X\1 —5X2)xy + (4 —2A; — 6A2)xa + 3N\ + 69
xr1,T9 € B

()\1, )\2)(3, G)T + [3 — ()\1, /\2)(6, 5)T]I'1 =+ [4 — (/\1, )\2)(2, 6)T]£L‘2
x1,T2 € B

Geralmente, atribuir valores aleatdrios para A em Q) fornecem apenas limitantes superiores

para @, v(Qy). Por exemplo, tomando X\ = (1,1), obtém-se:

v(Quny) = (1,1)(3,6)" + max{0,3 — (1,1)(6,5)" } + max{0,4 — (1,1)(2,6)"}
= 94 max{0, —8} + max{0, —4}
=9+0+0=9,

onde a solugao otima para a relazagao lagrangiana serd: x] = x5 = 0.
O walor v(Q(1,1)) = 9 ndo € igual a v(Q), pois, apesar dos itens (i) e (ii) do Teorema 4.2
estarem sendo satisfeitos (devido a factibilidade de x* em Q), as folgas complementares de (iii)

nao sao satisfeitas:

)\T(b—Ax*):(l 1)((2)—(2 2)(8)):97&0

Dai, o que se pode dizer € que ™ = (0,0) fornece um limitante superior para Q, v(Q(1,1y) =

3 2
503
dtima de Qx=, também dtima para Q. Por exemplo, se \* = (0, %) entdo:

Entretanto, ao tomar \y = 0 e Ay € [2, %], obtém-se A = \* Jtimo e z*, que é solugao

13 . 13 . 13 .,
U(Q(O,;—g)) - (07 %)(37 6) + maX{07 3— (Oa ?0)(67 5) } + maX{O7 4 — (07 270(27 6) )}
39 1 1
=10 + max{0, —Z} + max{0, E}
39 1
= — _— = 4
10 O+ 10 ’

Implicitamente, foi obtido x* = (0,1) que € factivel a Q e satisfaz as folgas complementares:

o= (o) (1)-(22) (1)
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Logo, os trés itens do Teorema 4.2 sao satisfeitos e x* = (0,1) € solugao dtima para @ com
v(Q) = 4. Observe que os tinicos pontos factiveis a Q sao (0,0) e (0,1). Como a fungao objetivo

é de mazximizacao entao (0,1) €, de fato, a solug¢do dtima de Q.

A necessidade de que encontrar bons limitantes (o mais proximo possivel da solugao 6tima)
para um problema primal depende de uma boa escolha de X\ é constatada pelo Exemplo 4.2.1.
Tal fato remete a necessidade de se resolver o problema dual lagrangiano, que fornece o valor dos
multiplicadores lagrangianos 6étimos, bem como a melhor aproximagao para o problema primal,
P.

Algumas propriedades foram desenvolvidas para auxiliar na resolucao de certos problemas
duais lagrangianos; a principal delas, chamada propriedade de integralidade, estd descrita na
Secao 4.2.1] a seguir. Porém, tal propriedade é melhor entendida quando sdo fornecidos pré-
requisitos envolvendo relagoes existentes entre os limitantes superiores fornecidos pelas diferentes
relaxagoes e problemas duais (mesmo que a propriedade de integralidade nao seja necessariamente

verificada). Sendo assim, considere o resultado a seguir.

Teorema 4.3. v(P(5)) = v(D1(8)) > v(P5(S)) > v(DL(S)) = v(DL([S])) = v(P((S))), onde

X € o vetor associado & solugio dtima da relazagdo linear P(S).

A demonstracao deste teorema encontra-se no trabalho de Geoffrion [35]. O fato de

v(P(S)) = v(Dr(S)) implica diretamente que resolver o dual lagrangiano com o conjunto de
restrigoes, S, relaxado nao é mais eficiente do que resolver a relaxacio linear de P. v(Dp(S)) >
v(P;(S)) > v(Dr(S)) implica que o multiplicador 6timo para P(S), embora nao necessaria-
mente 6timo para Py (S), fornece ao menos e, possivelmente, um melhor limitante, ou tdo bom
quanto, v(P(S)). Além disso, por v(D(S)) = v(Dr([S])), o conjunto S pode ser substituido
pelo seu politopo [S] e nenhuma mudanga no valor da solu¢ao dual lagrangiana ocorreré. Por
fim, v(Dr(S)) = v(P([S])) indica que o valor dual lagrangiano pode ser obtido ao resolver P
substituindo S por [S]. Esta tultima igualdade pode ser facilmente verificada, se for observado

que:

D — : T T —_A
v(Dy) ’U[I)flzlgl U[r;lggc z+ A (b— Ax)]]

= v[min v[max ¢’z + AT (b — Ax)]]
A>0  ze[S]
pois um problema de otimizacao inteira com func¢do objetivo e restrigoes lineares possui como
solucdo otima (se existir), um ponto extremo de seu politopo. Desde que o conjunto de restrigoes
formam um conjunto de pontos inteiros que, ao serem combinados de maneira convexa, formam
um politopo, é irrelevante a ordem com que os problemas acima sao resolvidos:
T AT
v(Dr) = v[max ¢’ z 4+ v[min A* (b — Ax
(Dr) [IE[S] [min A7 )]]
T < AT
max ¢’ z+v[min A (b — Ax)]
A>0

=V | sa /Iang
x € [9]

pois as restrigoes Ax < b sao implicitamente satisfeitas pela relaxacao e, conseqiientemente, pelo

dual lagrangiano na penalizagdo da fungao objetivo. Desde que (b — Ax) > 0 implica em A\ =0
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ser sempre solucdo 6tima para P, AT (b — Ax) = 0 e dai, segue a igualdade:

max CTl'

v(Dp)=v| sa Ax<b | =v(P[5))
x € [5]

4.2.1 A Propriedade de Integralidade

Um elemento chave do desenvolvimento de Geoffrion [35] em dualidade lagrangiana para
problemas de otimizacao inteira é a propriedade de integralidade na relaxagao lagrangiana. Como

citado anteriormente, considere P(S), a relaxagao linear do problema P:

(P(S)) maximizar ¢’z

sujeito a: Az <b, z €S

onde S = {z >0:Gx < h}.

Definigao 4.2.1. O problema Py possui a propriedade de integralidade se v(Py(S)) = v(Pxr(5))
para todo A > 0, isto €, se a relaracao lagrangiana pode ser resolvida como um problema de

otimizacao linear, para todo \ escolhido.

Isto que dizer que se uma relaxacao lagrangiana para o problema P possui a propriedade de
integralidade entéao o limitante fornecido pela relaxagao linear de Py é igual aquele fornecido pelo
proprio Py. Logo, nao serd necessario resolver o problema lagrangiano, que geralmente possui
maior complexidade computacional, para obtencao de melhores limitantes para P; basta resolver

sua relaxagao linear, Py(.5), como um problema de otimizagao linear. Neste caso, resolver Py ao
invés de Py(S) serd a melhor opcio exclusivamente nos casos em que Py(S) é muito grande e,
geralmente, dificil de ser resolvido em um tempo computacional viavel. O significado geométrico
da propriedade de integralidade é que os limitantes fornecidos por estes dois problemas, v(Py(.5))
e v(Py(S)), sdo iguais, pois os pontos extremos da regido factivel de Py sdo todos inteiros, isto
é, a regiao factivel de Py, S, € um politopo de pontos extremos inteiros.

Uma analise sobre os limitantes fornecidos por P(S) e por Dy, quando é satisfeita a pro-
priedade de integralidade para Py, também pode ser estabelecida. A solucao 6tima de problemas
de otimizacao inteira sao sempre dados por pelo menos um dos vértices do maior politopo de
pontos inteiros que esta contido ou € igual & sua regiao de factibilidade, S. Se S coincide com este
politopo entao, como visto acima, a propriedade de integralidade é satisfeita e pode-se desprezar

as condigoes de integralidade de x, obtendo assim, o seguinte problema lagrangiano equivalente:

(Py=P) maximizar Tz +\T(b—Ax)

sujeito a: z €S

Sera provado que v(P(S)) = v(Dr(S)), ou seja, que o problema dual lagrangiano e a
relaxacao linear fornecem o mesmo limitante superior para P, isto é, possuem mesma solucgao
6tima, desde que o problema lagrangiano possua a propriedade de integralidade. Observe que

foi denotado anteriormente v(Dp(S)) = v(Py«(S5)), onde A* é o multiplicador dual 6timo de Pj.
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Teorema 4.4. Quando Py possui a propriedade de integralidade entio v(P(S)) = v(DL(S)).
Demonstracgao: Pelo Teorema 4.3 sempre é satisfeita a desigualdade:
v(P(5)) 2 v(Dr) (4.5)

Além disso, de acordo a defini¢do de relaxa¢do de Nemhauser e Wolsey [33] disposta na

Sec¢ao /4.1, o problema lagrangiano P%, que possui a propriedade de integralidade, é uma relaxacao

do problema P(S). Entao, verifica-se v(P(S)) < v(P5),V A > 0. Em particular, também ¢ vélido
para A = \*:
o(P(8)) < v(P}.) = v(Dy) (16)

De (4.5)-(4.6), conclui-se a demonstragao do teorema. [ |

O Teorema 4.4/ é importante, pois indica que se Py possui a propriedade de integralidade
entdo o dual lagrangiano nao fornece um limitante mais potente do que aquele fornecido pela
relaxacao linear. Portanto, pela Definigao [4.3.1, bem como pelo préprio Teorema 4.4) resolver o
dual lagrangiano quando Py possui a propriedade de integralidade serd a melhor op¢ao apenas
caso P(S) ou Py(S) sejam problemas complicados de serem resolvidos; encontrar solugio dual
lagrangiana, em geral, possui maior complexidade computacional que encontrar solucao para
uma relaxagao linear. Alguns métodos para encontrar os multiplicadores lagrangianos 6timos e

solugao(des) 6tima(s) para Dy, estao descritos no Capitulo 5.

4.3 Dualidade Surrogate

A relaxacao surrogate para o problema de otimizacao inteira P, associado a qualquer vetor

1 > 0, pode ser definida da seguinte forma:

(PH) maximizar ¢’z

sujeito a:  pl(Az—b) <0, z €8

onde S = {z > 0 : Gx < h, x satisfaz algumas restri¢des discretas} e u, denotado pelo ve-
tor contendo os chamados multiplicadores surrogate p;, i = 1,...,m. Assim como no caso
lagrangiano, pode-se escrever ainda v(P*) = sup,cg{clz : u(Az — b) < 0}.

A estratégia do problema surrogate, P, é substituir as restrigoes complicadas Az < b,
no sentido de que tornam o problema P dificil de ser resolvido, por apenas uma tnica restrigao
pT(Ax — b) < 0, chamada restricdo surrogate. Para que tal substituicdo ocorra, a multiplicacio
entre os vetores (Az — b) e u, de dimensdes m x 1, é efetuada fazendo surgir a nova restrigao
surrogate como combinacao linear nao-negativa das restrigoes complicadas do problema P* em

questao.

Teorema 4.5. (Dualidade Surrogate Fraca) Para qualquer escolha do vetor multiplicador surro-
gate, >0, v(P) < v(PH).
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Demonstracao: A equacio u! (Azx — b) < 0 torna-se redundante quando Az — b < 0, pois,
por hipoétese, p > 0. Entao:
v(P*) = v[m%({ch T (Az —b) <0, z € S}
n>

> U[m%({ch cuT(Az —b) <0, Az —b<0, z €S}
>

(mais restri¢oes implica em menor regiao factivel)

= vmax{clz: Az —b <0, z € S}
u=0

= u(P)

|

Desde que o problema surrogate fornece um limitante superior para P, o Teorema 4.5 ga-

rante que PH é, de fato, uma relaxagao para P, com p nao-negativo. A aproximagcao de v(P*)
a v(P) sera tanto melhor quanto u? (Az — b) < 0 seja uma melhor representacio das restricdes
Ax < b, pois x estard tornando-se factivel a um ntmero cada vez maior de restrigbes de P.
Observa-se, por exemplo, v(P*) < v(P°) para todo i # 0, ja que = 0 simplesmente elimina a
restricio Az < b; desta forma, zero pode ser excluido como possivel valor para u. Encontrar o
vetor p que torna a proximidade entre v(P*) e v(P) a menor possivel, isto ¢, escolher o melhor
(menor) valor possivel para v(P*), é obter qualidade do limitante superior, bem como fornecer
restrigoes surrogate, cada vez melhores para P* através da resolucao do seguinte problema dual

surrogate:
(Dg) minimizar ;>0 {v(P*)}

que fornece ambos, multiplicador surrogate 6timo, p*, e melhor solugao para a relaxagao surro-
gate, v(P*").

Corolario 4.2. Para qualquer escolha do vetor multiplicador surrogate, pn > 0, temos que v(P) <
v(Ds)

Demonstragao: O valor 6timo do problema dual surrogate pode ser denotado por v(Dg) =
v(P*) = inf,>o{v(P*)}. Pela estrutura de Dg e pelo Teorema 4.5, v(P) < v(P*) acontece

para todo p factivel a Dy, em particular, para ir;% v(P"). O que implica diretamente em
>

v(Dg) 2 inf {v(P")} > o(P). m
w>

Tal como no dual lagrangiano, nao se pode garantir obtencdo de um vetor u tal que
v(Dg) = v(P), isto ¢, tal que v(P*") = v(P). Entretanto, condicdes necessarias e suficientes

para que tal igualdade aconteca podem ser estipuladas como a seguir, no préximo teorema.

Teorema 4.6. (Condigoes de Otimalidade Surrogate) Se, para dado vetor p*, uma solu¢ao x*

satisfizer as sequintes condicoes:
. P *
(i) x* é dtimo para P* ;

(ii) z* € factivel para P: Ax* <b;
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entao x* também é uma solu¢ao dtima para o problema primal P. Se x* satisfaz (i) mas nao
satisfaz (i1) entdo x* € solug¢do dtima de v(P*") com gap de dualidade surrogate v(P*") — v(P).
Mais ainda, se x* satisfizer a condi¢do (iii) (u*)T (Az* —b) = 0, entdo o Teorema possui Con-

di¢ées de Otimalidade Surrogate Fortes.

Demonstracio: Sera mostrado que v(P) = v(P*") quando z* satisfaz as hipoteses (i) e (i)

do teorema acima. Considere o problema primal, P, definido anteriormente:

(P) maximizar ¢’z

sujeito a: Ar—b<0, x €S
1. Pelo Teorema 4.5, v(P) < v(P*) para todo p > 0. Em particular, para p = p*, tem-se:

v(P) < v(P*).

2. Por (i) e (ii), a solugdo 6tima de P*" satisfaz Az* —b < 0, isto é, z* ¢ factivel a P. Entdo:
v(P) 2 sup{c’z: Az —b <0}
zeS
> ot =o(PH)
= o(P*") < v(P).
T

Por 1 e 2, conclui-se que v(P) = v(P*"). Como pela hipétese (i), v(P*") = ¢Tz* entdo

v(P) = c'z*, isto é, x* ¢é solugdo 6tima para P. [ |

Exemplo 4.3.1. Para ilustrar as implicacoes do Teorema 4.6, considere a relaxag¢do surrogate

do problema inteiro bindrio:

(Q) mazimizar ¢ x

sujeito a:  Ax <b, x € B=1{0,1}

dada por:

Q") mazimizar ¢z

sujeito a:  p(Ar —b) <0, x € B

Desde que x € B e a restricio u! (Az — b) pode ser reescrita por Zj plajz; < pfb, em
que aj € a j-ésima coluna da matriz A, entao Q" é um problema da mochila 0-1 unidimensional
(veja Wolsey [50]):

Q") mazimizar ¢ x

sujeito a: > ;ajx; <V, x € DB

,,:
J

custos possui n coordenadas, entdo o problema da mochila € definido sobre n itens. Assim, para

onde a ,uTaj eV =pu"b. Considerando as dimensoes iguais a do problema P, como o vetor

w fixo, Q* pode ser resolvido pelo algoritmo branch and bound (veja, por exemplo, Arenales et
al. [51]).

Considerando o caso particular:
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(Q) mazimizar  f(x) = 4x1+3x2
sujeito a:
6x1 + 222 < 3
ox1 +6x2 <6
ri1,r9 € B

entao a relaxacao surrogate associada € dada pelo problema:

Q") maximizar  4x1 + 3o
sujeito a: py(6xy + 2x9 — 3) 4+ pe(bx1 + 622 —6) <0
xr1,T9 € B

podendo ser reescrita por:

Q") mazimizar — 4xy + 39
sujeito a:  (6p1 + Sug)rr + (2p1 + 6u2)we < 3ug + 60
r1,x0 € B

Escolhendo aleatoriamente u? = (1,6) obtém-se:

(Q19)) mazimizar  4xi + 32
sujeito a: 36x1 + 38z < 39
xr1,T9 € B

que possui solucdo dtima x* = (1,0)T. Como z* nao satisfaz a condi¢ao (ii) do Teorema 4.0,
entdo nao serd solucdo dtima para Q. O que se pode dizer € que U(Q(1’6)) =4x14+3x0=4¢
um limitantes superior para Q.

Entretanto, ao tomar qualquer vetor u tal que py > L2, obtém-se v(Q*) = v(Q), pois as

condigoes (i) e (i) deste mesmo teorema serao verificadas. Por exemplo, se p* = (2,1), entao:

(Q(Q’l)) mazimizar  4x1 + 3T
sujeito a: 1721 + 1029 < 12
r1,x2 € B

que possui solugio otima z* = (0,1)T. Logo, como z* € factivel a Q entio v(Q) = v(QZY) =
4 x 043 x 1=3. Mais uma vez, pode-se verificar que (0,1) €, de fato, solugdo dtima para @Q se

for observado que os unicos pontos factiveis a este problema sao os pontos (0,0) e (0,1).

Ao contrério do caso lagrangiano, nao é necesséario que sejam verificadas as folgas comple-
mentares para que a solugao 6tima do problema surrogate, x*, seja também solugao 6tima de P.
De acordo com o Teorema 4.6, se a solucao 6tima do problema dual surrogate for factivel a P,
para algum g > 0, entdo também sera uma solugao 6tima para P: v(P) = v(Dg). Métodos para
determinacao de p* e x* 6timos para o caso surrogate foram pouco estudados se comparados
ao caso lagrangiano. No Capitulo |5 deste presente trabalho, a resolugao de Dg foi amplamente

estudada e desenvolvida tendo como base as idéias do algoritmo de Sarin et al. do trabalho [5].
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4.3.1 A Propriedade de Integralidade Surrogate

Definigao 4.3.1. O problema P* possui a propriedade de integralidade surrogate se v(P*(S)) =

v(PH(S)) para todo p > 0, isto é, se a relaxagao surrogate pode ser resolvida como um problema

de programagao linear para todo p.

De acordo com o trabalho de Karwan e Rardin [12], a propriedade de integralidade para o
caso surrogate é mais dificil de ser verificada ou mesmo, de existir, pois gira em torno do vetor
custos ¢, ao contrario do caso lagrangiano onde a propriedade de integralidade esta baseada no
conjunto de restricoes Ax < b. Assim, o estudo encontrado na literatura sobre a propriedade de
integralidade surrogate possui grande foco sobre relagoes existentes entre os limitantes superiores
obtidos pelos duais lagrangiano e surrogate, v(Dr(S)) e v(Dg(S)), quando tal propriedade é
verificada. Algumas destas serdo desenvolvidas na Segao 4.4/ juntamente com outras relagoes
entre as solucoes 6timas dos duais mesmo quando nem a propriedade de integralidade lagrangiana

e nem a surrogate sao verificadas.

4.4 Relacoes entre os Duais Lagrangiano e Surrogate

E natural surgir o questionamento de qual das relaxacoes, linear, lagrangiana ou surrogate,
fornecem melhores limitantes duais (para o caso de maximizagao, superiores) para um problema
primal de otimizacao inteira, P. Esta comparacao foi estudada por diversos autores no decorrer
dos anos. Karwan e Rardin [12] mostraram que uma condi¢ao para que nenhum gap exista entre
o dual lagrangiano e o dual surrogate é que P* tenha a propriedade de integralidade surrogate
para todo vetor custos c¢. Greenberg e Pierskalla [52| provaram, para um problema primal de
minimizagao P, que v(P) < v(Dr) < v(Dg) < v(P). Mais ainda, eles desenvolveram condices
para que nao exista nenhum gap entre Dg e P. Karwan e Rardin [12] também mostraram que,
em geral, ha existéncia de gap entre o dual lagrangiano e o dual surrogate, isto é, v(Dp) < v(Dg),
com excessao de alguns casos especiais. Entao, para o caso de maximizagao, também é possivel

denotar o resultado anédlogo a seguir:

Teorema 4.7. v(P) < v(Dg) < v(Dy) < v(P)
A demonstragao do teorema acima é analoga & proposta por Greenberg e Pierskalla [52]

para problemas de minimizacao em otimizacao inteira. |

E claro que v(Dg) e v(Dr) fornecem limitantes superiores para P como previamente mos-
trado pelos Corolérios 4.1l e 4.2, respectivamente. Para demonstrar um resultado que inte-
ressa a este presente trabalho, v(Dg) < v(Dy), observe que v(P*) é definido sobre o conjunto
{x € S:uT(Ax —b) < 0} que é mais restritivo que o conjunto {z € S} relativo ao qual v(Py) foi
definido. Assim, a regiao de factibilidade de P* é menor que a de Py fornecendo v(P*) < v(Py)
e, desde que v(Dg) = inf ;>0 v(P") e v(D1) = infr>ov(Py), tem-se v(Dg) < v(Dy). Além disso,
mesmo que v(Py) fosse definido sobre o conjunto de restrigoes {z € S : u?(Az — b) < 0} entdo

os multiplicadores 1 > 0, agora lagrangianos, garantiriam que:
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pr(b— Az) > 0= maxclz + pu? (b— Az) > maxclx

= v(maxclz + pf (b — Az)) > v(max ¢! z)
= v(Py) = v(P")
= iuf (v(B) > inf {o(P)}

p> p>

= v(Dr) > v(Dg).

Portanto, o Teorema 4.7/ formaliza o resultado de que o dual surrogate fornece um limitante
superior melhor ou, no maximo, igual ao do dual lagrangiano. Mais ainda, é possivel concluir
que se as relaxagoes lagrangiana e surrogate nao possuem necessariamente a propriedade de inte-
gralidade, entao os duais lagrangiano e surrogate podem fornecer melhores limitantes superiores
que o da relaxacao linear. Observe que quanto maior for o limitante encontrado pelas relaxagoes,
pior sera tal limitante, pois mais distante ele estard da solugdo 6tima de P. Os Teoremas 4.9,
4.10 e 4.11! fornecerao uma caracterizagdo da existéncia ou nao de gap entre os valores v(Dp) e

v(Dg). Entretanto, considere anteriormente o seguinte resultado.
Teorema 4.8. 1. v(Dr(9)) = v(Ds([5]))
2. v(P(S)) = v(DL(S)) = v(Ds(S5))
3. Se P* tem a propriedade de integralidade surrogate entao:
v(P(S)) = v(P5(S5)) = v(Dr(S)) = v(Ds(9))
onde X\ € o vetor multiplicador associado a solugio otima da relazacdo linear P(S).

Demonstragao:

1. Inicialmente, observe que
v(Dg(]9])) = v[m>ig max{clz : T Az < uTb, x € [9]}]
>
= in P* .
vimin PE([S])]
Ao considerar P#([S]) um problema primal e observar, pela tltima igualdade do Teorema
4.3, que v(P*([S])) ¢ igual ao(s) valor(es) 6timo(s) de seu dual lagrangiano, onde z € [5],
tem-se:
v(Ds([9])) = v[m>i{)1 max{clz : pT Az < uTb, x € [S]}] (Teorema 4.3)
>

= v[min min max{c’ z + a(pt'b — pT Az) : z € [S]}]
p>0 a>0

_ . . T T(h— Ar) -
v[rjlzu(}glzl%max{c z+ap (b—Az):z e [S]}]

o . T Ty
= v[rilzuﬂlgé?;(]{c z+ A (b— Ax)}]

= v(Dr([5]))

=hu(D1(9)

onde A = apu.
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2. Analogamente & prova do item anterior:
v(Dg(9)) = v[m>i%1 max{c’z : pT Az < uTb, x € S}
n>

= v[min min max{c’z + a(u’b — pT Az) 1z € §}]  (Teorema [4.3)
p>0 a>0

B . . T T . =
= U[anlgglzuolmax{c x+ap (b— Ax):x € S}

. T T
= Mb—A
vipinmax{etz + A7 (0 — Av)}]

— U(DL(S)) Té&’) U(P(S))

onde A = au.
3. Se PH(S) possui a propriedade de integralidade surrogate, entao para qualquer p > 0:
v(P*(S)) = v(P*(S)) implicando em v(Dg(S)) = v(Dg(9)) (4.7)
pois, em particular, também serd vilido para g 6timo. Do Teorema 4.7 e por (4.7):
v(DL(S)) = v(Ds(S5)) = v(Ds(S5)) (4.8)
Pelo Teorema 4.3, tem-se:
v(P(8)) = v(DL(S)) = v(P5(S)) = v(D(S)) (4.9)
Pelas desigualdades (4.8) e (4.9), obtém-se:
v(P(S)) = v(DL(S)) = v(P5(5)) = v(DL(S)) = v(Ds(S)) = v(Ds(S)) (4.10)

Pela parte 2 deste Teorema, os dois valores extremos da desigualdade acima sao iguais:

v(P(S)) = v(Ds(S)). Assim, pode-se tomar a igualdade por todo conjunto de inequagoes

(4.10)) e escolher, em particular, o que era desejado demonstrar:

v(P(8)) = v(P5(8)) = v(DL(S)) = v(Ds(S)) u

Existem varias implicagoes importantes do teorema anterior. Primeiramente, se P#(S) tem
a propriedade de integralidade surrogate, nem Dy (S) nem Dg(S) podem melhorar o limitante
obtido por P(S) (embora eles possam fornecer um método mais eficiente de calcular v(P(S))).
Além disso, relaxar P#(S) e resolvé-lo como uma programagcao linear quando tal problema nao
possui a propriedade de integralidade surrogate, ainda fornece v(P(S)) como um valor dual (Parte
2 do Teorema 4.8)).

A compreensao mais importante deste ultimo resultado, juntamente com o Teorema 4.4, é
concluir que se um problema de programagao inteira necessita ser resolvido e a propriedade de
integralidade lagrangiana e/ou surrogate pode(m) ser verificada(s), entao os limitantes fornecidos
pelo(s) dual(is) lagrangiano e/ou surrogate serao idénticos aqueles fornecidos pela relaxagao
linear. Quando a verificagdo destas duas propriedades de integralidade nao for possivel (ou,
como dito anteriormente, a relaxacdo linear for um problema computacionalmente intratavel),
vale & pena investir em técnicas que resolvam os duais lagrangiano e surrogate como sera visto

no préximo capitulo.
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O Teorema a seguir formaliza a idéia de que se os duais lagrangiano e surrogate fornecem
o mesmo limitante superior para o problema primal P (ndo ha gap entre v(Dp) e v(Dg)) e
se A é um vetor multiplicador 6timo obtido da resolucao de Dy, entdao A é também um vetor
multiplicador 6timo para Dg e o conjunto das solucdes 6timas do problema surrogate, P, é
formado por todo x 6timo do problema lagrangiano, Py, que satisfaz as folgas complementares
M(b— Azx) = 0.

Teorema 4.9. Se v(Dy) =v(Dg) e A € Q(Dy), entao A € Q(Dg) e

QP ={zc QP : AT (b— Az) =0} =T

Demonstragao:

1. Inicialmente, serd mostrado que A € Q(Dg).

Observe que para todo x € S, se ¢’z > v(Dr) = ¢’z + A\T'(b — Az) entdo é claro que
M'(b — Az) < 0, implicando em AT (Az — b) > 0, ndo satisfazendo a restricdo surrogate.

Logo, todo x € S que satisfaz ¢’z > v(Dp) sera infactivel a relaxacao surrogate, P*.

Desde que a negativa desta implicacio é verdadeira, entao todo & factivel a P* deve satis-
fazer necessariamente ¢’ Z < v(Dr), onde ¢’ % é o valor da relaxacdo surrogate fornecido
por Z, para algum \ fixo. Em particular, também ¢é valido para a solucdo 6tima de P*:
v(P*) < v(Dr). Unindo esta desigualdade as hipoteses do teorema (v(Dr) = v(Dg) e
A ¢ multiplicador lagrangiano 6timo) e ao resultado do Teorema 4.7 (v(Dg) < v(Dp)),

obtém-se:
o(D1) = o(Ds) = inf {o(P)} < o(PY) < v(Dy) =

= v(Dy) = v(P") = v(Dg)
= a igualdade é valida para todas as desigualdades acima
= A é multiplicador surrogate 6timo para v(Dg)

= )€ Q(DS)

2. Agora, serd mostrado que Q(P*) =T,

- Suponha z € Q(P?).
Desde que as restrigoes surrogate sao satisfeitas para x 6timo a P)‘, entao )\T(Az -
b) < 0 implicando em AT (b — Az) > 0. Como v(Dy) = v(Dg) e A € Q(Dy), entdo
para x € S,

v(D1) = v(Dg) <v(P) =clz <o+ AT (b— Az) = v(Py) <v(Dp) =
= a igualdade é valida para todas as desigualdades acima
=zeQPy) e NT(Az—b) =0
szec{reQP): N (Az—-b)=0}=T
= Q(P) CT.
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- Suponha agora que x € T'.
Se x € Q(Py) e AT(b— Az) = 0 entdo obtém-se, z, uma solucio 6tima para o dual
surrogate v(Dr) = 'z + 0 = ¢’z = v(Dg) que é factivel a relaxacio surrogate:
M (Az —b) < 0. Logo, x € Q(P*) e, portanto, T' C Q(P). [ ]

O que se pode concluir dos tltimos dois teoremas é que, se P* possui a propriedade de
integralidade surrogate, entdao Dg fornecerd mesmo limitante superior e mesmo vetor de multi-
plicadores 6timos que o dual lagrangiano, Dy. De acordo com Karwan e Rardin [12], também é
possivel verificar condigoes necessarias para existéncia de gap entre v(Dg) e v(Dp), bem como
aplicar um teste construtivo para sua determinagdo. Os dois teoremas a seguir comprovam tal

afirmagao e suas respectivas demonstragoes podem ser encontradas em [12].

Teorema 4.10. Ou v(Dg) < v(Dp) ou entao, para cada A € Q(Dy), deve existir x € Q(Py) tal
que AT (b— Az) = 0.

Teorema 4.11. Sejam \ um multiplicador étimo para Dy e o conjunto (possivelmente vazio)

I'. Se ao resolver o problema

(R) minimizar o
sujeito a:  d(b— Azx) < «, para todo x €T, d>0

for obtido como valor dtimo o = 0, entao v(Dr) = v(Dg). Mais ainda, se S é um conjunto
finito e a # 0, entao v(Dg) < v(Dyr).



Capitulo 5

Métodos de Solucao para os Duais

5.1 Introducao

Como discutido na Segao 4.4, quando as propriedades de integralidade lagrangiana ou surro-
gate nao sao verificadas, os limitantes duais fornecidos por v(Dyp) e v(Dg) estarao mais proximos
de v(P) que aquele fornecido por v(P). Mesmo quando a propriedade de integralidade surrogate
for verificada e concluir-se que a resolucao da relaxacao linear for computacionalmente inviavel,
entao tais limitantes ainda poderao ser obtidos para aproximagao de v(P). Em ambos os casos,
o interesse na resolucao de um problema primal de otimizacgao inteira, P, esta relacionado ao
interesse em resolver os duais lagrangiano e surrogate por serem mais faceis de serem resolvidos
que o proprio P. Técnicas de resolugao para o dual lagrangiano ja foram amplamente estudadas
na literatura e algumas delas foram provadas convergir para a solu¢ao 6tima; como é o caso do
método de otimizagao do subgradiente que sera apresentado neste capitulo. Segundo Espejo e
Galvao [48], devido a dificuldade em trabalhar com as restri¢oes duais surrogate, o mesmo estudo
sobre técnicas que fornegam multiplicadores 6timos para o caso surrogate nao acontece, mesmo
tendo sido mostrado na literatura Dg fornecer melhores limitantes duais que Dy, (veja Teorema
4.7). A adaptagao do método de otimizacao do subgradiente para o dual surrogate vem sendo
utilizada com bastante freqiiéncia na literatura para a resolucao de Dg. Entretanto, tal técnica
nao garante convergéncia para os multiplicadores surrogate 6timos.

Neste capitulo serd apresentado um algoritmo para a resolugao do dual surrogate proposto
por Sarin et al. [5] para posterior adaptagao ao PCP do Produtor no Capitulo 6. Inicialmente,
idéias fundamentais para a resolucao dos problemas duais lagrangiano e surrogate serao exibidas
e acompanhadas por justificativas sobre a dificuldade encontrada em se resolver o dual surrogate.
O método de otimizagao do subgradiente também é apresentado para o caso lagrangiano, bem

como sua adaptagdo para o caso surrogate.

5.2 A Busca de Multiplicadores Duais Otimos

O valor da solugao 6tima de uma relaxagao pode ser visto como uma funcao implicita de seus
vetores multiplicadores, isto é, v(Py) e v(PH) sdo fungoes implicitas de A e p, respectivamente.

Assim, resolver o problema dual, sendo ele lagrangiano ou surrogate, € encontrar o melhor vetor,

48
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A ou u, respectivamente, que fornece o limitante dual (superior, para o caso de maximizagao)
mais proximo possivel de v(P), dado pelo valor 6timo da relaxacao lagrangiana ou surrogate. O
problema critico no uso efetivo das relaxagoes é a derivagdo de um bom conjunto de multipli-
cadores para os problemas duais correspondentes. Nos Exemplos 4.2.1] e 4.3.1, foi constatada
essa necessidade de se encontrar bons vetores multiplicadores para a obtencao de bons limitantes
para um problema de otimizacao inteira, isto é, a necessidade de se resolver o problema dual.

Como sera discutido no decorrer deste capitulo, a dificuldade em se trabalhar com as restri-
¢oes surrogate tornaram o dual surrogate menos estudado na literatura que o dual lagrangiano,
mesmo Dg fornecendo limitantes duais mais proximos para v(P). Inclusive a propriedade de
integralidade surrogate é mais dificil de ser encontrada (e provada) que a propriedade de integra-
lidade lagrangiana porque, de acordo com a p. 325 do trabalho de Karwan e Rardin [12], todos
os exemplos da literatura que possuem a propriedade de integralidade para P, sao baseados na
estrutura do conjunto de restricbes Ax < b enquanto que para o caso surrogate, baseiam-se no
vetor custos ¢ (Teorema 2.3 do respectivo trabalho).

As caracteristicas das fungoes v(P*) e v(P)) determinam a existéncia de bons procedi-
mentos de busca para encontrar os multiplicadores duais 6timos ou quase-6timos. O valor 6timo
da relaxagao lagrangiana, v(Py), por exemplo, ¢ uma func¢ao de A, convexa e linear por partes
e torna o desenvolvimento de procedimentos de busca para multiplicadores lagrangianos 6timos
mais faceis que para o caso surrogate (para uma revisao bibliografica completa, veja [53]). Tal
fato acontece principalmente porque, como provado por Greenberg e Pierskalla [52], o valor 6timo
da relaxagao surrogate, v(P"), é uma fungao quase-convexa de p implicando na possivel existén-
cia de partes onde a fungao se mantém constante e que tendem a complicar o processo de busca
de multiplicadores duais surrogate.

A literatura evidencia que o método de otimizacao do subgradiente, apresentado na se¢ao
a seguir, vem sendo utilizado com freqiiéncia para resolver os duais das relaxagoes lagrangiana,
surrogate e lagrangiana-surrogate (esta ultima relaxagao nao sera discutida neste presente tra-
balho, mas referéncias podem ser encontradas em [48]). Tal método tem se mostrado efetivo
para a otimizacao lagrangiana gragas a convexidade da fungao v(Py) para o problema de maxi-
mizacao Py citada acima. Logo, como visto no Apéndice Bl, um ponto de minimo local serd um
ponto de minimo global e o método de otimizacao do subgradiente converge para o multiplicador
6timo. Entretanto, nao existem garantias de convergéncia para o problema P* ao utilizar-se tal
método para obter os multiplicadores surrogate, pois a fungao v(P*) nao possui necessariamente
subgradiente que aponta para onde a fungdo cresce em todos os pontos.

Além do método de otimizacao do subgradiente, diversos algoritmos foram propostos para
resolver os duais lagrangiano e surrogate. Serao citados os principais algoritmos para o caso
surrogate devido ao amplo desenvolvimento de técnicas para o caso lagrangiano presentes na li-
teratura. Para referéncias envolvendo aplicagoes lagrangianas e lagrangiano-surrogate, veja |48].
Os trabalhos de Banerjee [54] e Karwan e Rardin [12]| utilizaram o procedimento de Benders
que aborda o problema dual surrogate indiretamente, resolvendo reformulacoes de Dg. Karwan
e Rardin [55] propuseram utilizar um algoritmo branch and bound. Glover [56] desenvolveu um
algoritmo que pode ser utilizado para encontrar multiplicadores 6timos para problemas com duas
restrigoes. Dyer [57] propos dois algoritmos que sao extensoes naturais de métodos utilizados na

relaxagao lagrangiana e provou suas convergéncias. Gavish e Pirkul [58] propuseram um algo-
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ritmo para problemas com duas restrigoes e depois incorporaram este algoritmo a uma heuristica
para calcular multiplicadores para problemas com mais de duas restrigoes. Sarin et al. [5] desen-
volveram um procedimento para a busca dos multiplicadores do dual surrogate utilizando uma
sucesao de buscas no dual lagrangiano. Lorena e Lopes [46] e Lorena e Narciso [47] propuseram a
estratégia de relaxar as restrigoes de integralidade das variaveis de decisao no problema surrogate
e utilizar o método de otimizagao do subgradiente para resolver o dual surrogate para o problema
de recobrimento de conjuntos e o problema de alocacao generalizado. Também sao encontradas
algumas aplicagoes da dualidade surrogate para problemas especialmente estruturados: a apli-
cagao de Karwan e Pan [59] para o problema de transporte com carga fixa, a implementagao de
Dinkel e Kochenberger [60] para problemas de programagao nao-linear, a aplicagao de Gavish e
Pirkul [58| para o problema da mochila 0-1 multi-dimensional e a aplicagao de Glover et al. [61]
para o problema de planejamento de pessoal em larga escala. Para referéncias sobre os principais

resultados tedricos envolvendo restrigoes surrogate, veja |5].

5.2.1 Meétodo de Otimizacao do Subgradiente Aplicado ao Dual
Lagrangiano

O método do gradiente é bem conhecido na literatura e é utilizado para otimizar fungoes
que sao diferenciaveis em todos os pontos de seu dominio (para mais detalhes veja [37]). Sabe-se,

por definicao, que o gradiente de uma fungao no ponto z é dado por:

_( @) 9 of(x
Vf(x)—( aggl) 6352) 3a§n)>

(z)

e aponta para onde a fungao f(x) cresce. Cada parcela 8(3;7 representa a derivada parcial da
fungao f(x) em relagdo a z; no ponto x. Assim, para problemas de minimiza¢ao da fungao
objetivo f(z) de um dado problema, —V f(x) aponta para onde tal fun¢ao decresce seu valor.

Analogamente a Valério de Carvalho [62], para um dado ponto x e uma dire¢ao d, tal
que que —V f(x)-d > 0, a idéia da otimizagao pelo método do gradiente baseia-se no fato de
que um pequeno passo, de valor ¢, dado na direcdo d produz uma solugao com menor valor
para a fungao objetivo, isto é, para o ponto y = x + td, tem-se que f(y) < f(x). Observe que
o produto interno entre os vetores V f(z) e d ser menor que zero implica diretamente no fato
de que o angulo formado entre eles é obtuso, ou seja, se © ¢ tal angulo, entao § < © < 37”
A Figura /5.1 representa informalmente o que acontece com o método do gradiente para que
haja o melhoramento da fungao de f(x) para f(y) = f(x + td) tanto para o caso analogo de
maximizagao, em que V f(x)-d > 0 implica em 37” < © < § (para que f(y) = f(x+td) > f(x)),
como para o caso de minimizagao.

O método de otimizag¢ao do subgradiente é uma adaptacao do método do gradiente para
funcoes nao diferencidveis em todos os pontos do dominio. E um método iterativo proposto por
Held e Karp em 1971 [34] e validado por Held et al. em 1974 [63| para problemas de otimizagao
que utilizam uma relaxacao R, e o problema dual associado, para sua resolugao. Para problemas
duais de minimizagao, a idéia do método é considerar passos tomados, ¢, na dire¢ao negativa de
um subgradiente a fim de que os valores da relaxagao, que formam uma fungao convexa, diminuam

a cada iteracdo. Assim, o método de otimizacio do subgradiente fornece um multiplicador a®
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Vf(x) g

p d

~Vf(x)

(a) Problemas de Maximizagao (b) Problemas de Minimizagao

Figura 5.1: Otimizagao da fungao f ao caminhar um passo ¢ na dire¢do d de um ponto

T para o ponto y

para a relaxacio atual em cada iteragio k, partindo de um vetor inicial a® (por exemplo, o vetor
nulo). Como discutido anteriormente, atualiza¢do de cada multiplicador atual deve, portanto,
ser efetuada na direcdo oposta a um subgradiente atual, G¥, de acordo com um dado passo, t*,
da seguinte forma:

aF L = ok gk

onde
e(v(R\gr) —v(H))
|G*|2

O valor v(R\ %) € o valor da fungao objetivo da relaxagao utilizada, resolvida com o vetor

th =

o atual; e o valor v(H) ¢ dado pelo calculo da fungio objetivo resultante da aplicacio de uma
heuristica, isto ¢, uma solucao factivel para P. Portanto, (v(R\ ) — v(H)) é obtido como a
diferenga entre um limitante superior e um limitante inferior para o problema primal P. O
pardmetro € ajusta o tamanho do passo a medida que pretende-se escolher com maior mindcia os
valores de . Para mais detalhes sobre o desdobramento desde algoritmo, veja [64] para problemas
primais de maximizacao. Observe que, para G* ser um subgradiente valido, ou seja, apontar para
onde a fungao objetivo da relaxac@o realmente decresce, v(R) deve ser uma func¢do convexa sobre
um problema dual de minimizagdo (a relaxa¢do e o problema primal devem portanto, ser um
problema de maximizagao). Apesar de teoria analoga poder ser realizada para um problema
primal de minimizacao, ela nao seré tratada no presente trabalho por ser encontrada em grande
quantidade na literatura e por nao ser utilizada no desenvolvimento dos demais capitulos.
Segundo Oliveira e Morabito [21], variagdes do método de otimizagdo do subgradiente
acima, importantes no presente trabalho, podem ser encontradas na literatura. E o caso de
Camerini et al. [65] que sugeriram modificacoes na atualizacio do tamanho do passo t* em cada
iteracdo k. Na primeira iteragdo, o tamanho ¢ dado por um valor fixo (t! = 107°) e nas demais

iteracoes, t* é definido pela seguinte expressdo tal que os subgradientes utilizados dependem
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diretamente dos subgradientes das iteragoes anteriores:

ik _ E(R\w) — v(H))
Is*]12

onde s¥ = G* 4 Bs*71, s¥71 = 0 para k = 0 e, para v = 1.4142,

(5.1)

k—1 vk _
5 —fyiﬁsk_lGHQ, se sF1GF < 0;
k pu—
0, caso contrario .
Este método de otimizagao do subgradiente especializado é essencialmente equivalente a
utilizar uma soma ponderada de todas as direcoes subgradiente anteriores e possui uma aplicacao
mais detalhada no trabalho de Crowder [66].

Caracteristicas da Relaxagao Lagrangiana

Um dos resultados mais importantes sobre a relaxagao lagrangiana é apresentado no se-
guinte teorema.
Teorema 5.1. Sejam P o problema primal e Py a relaracao lagrangiana como definidas ante-
riormente sobre o conjunto finito de restrigoes S. Entao, v(Py) € uma fungdo de \, conveza e

linear por partes.

Demonstragao: Pela Definigdo B.1.5 do Apéndice Bl o fato de [S] ser politopo implica
necessariamente na existéncia de uma familia de pontos extremos de [S], {z1,z2,..., 2k}, que
também s@o pontos de S e que satisfazem [S] = [{x1,z2,...,zx}]. Logo:

v(Py) = max{cTz + \['(b— Az) 1z € S} = 'maxk{chi + AT (b — Axy)}
x i=1,...,

Como v(Py) é definida pela familia de funcdes lineares de A, n(z;) = c¢fa; + AT (b — Axy),
i=1,...,k, entao fica provado que v(Py) é uma fungao de A linear por partes. Basta portanto,
provar sua convexidade. Observe que todas fungoes n(x;) sdo convexas , pois a cada par de

pontos extremos tomados, z; € z;, 1,7 =1,...,k e i # j, verifica-se para p € (0,1):

c(pzi + (1= p)zj) + ATb — A(pzi + (1 — p)xj)]

=cTpri+ (1= p); + ATb— X Apx; — AT(1 — p) Ax;

=cTpri+ (1= p)aj + pATo+ (1 — p)ATb — AT Apa; — NT(1 — p) Az,

= [pc i + pATo — pAT Az] + [(1 = p)cTa; + (1 — p)ATb — (1 — p)AT Az
= p(cPa; + NT(b— Axy)) + (1 = p)(cTaj + N (b — Axy))

= pn(zi) + (1 = p)n(z;),

n(pz; + (1 = p)z;)

satisfazendo a Definigao [B.1.6.
Desde que o maximo dentre um nimero finito de fungoes convexas, _max {Ta; + AT (b—
i=1,...,

Az;)}, € uma fungao convexa, entdo pode-se concluir que v(Py) também é convexa. [ |

Geometricamente, pode-se interpretar v(P)) como o envoltério superior de uma familia
de funcdes lineares de A\, n = {cT'z; + AT (b — Ax;)}, i = 1,...,k (veja Figura 5.2). A funcdo
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c'x,
%
t» c'x+A(b-Axy)
A
c'Xy C'XitA (b-AXy) c'x+A(b-Ax)

Figura 5.2: Funcao lagrangiana para o caso de um problema primal de maximizagao

lagrangiana é convexa e, de fato, é nao-diferenciavel apenas nos pontos em que a solucao 6tima
ndo ¢é tnica, isto é, onde as funcdes do tipo ¢! z; + /\T(b — Ax;) se cruzam. Em todos este pontos
em que v(P)) é nao-diferenciavel, nao existe gradiente para a funcdo; entretanto, pelo Teorema

B.2, um subgradiente sempre existe desde que a funcao lagrangiana tenha solugao 6tima.

Teorema 5.2. Sejam P o problema primal e Py a relazacao lagrangiana como definidas anteri-
ormente sobre o congunto finito de restrigoes S. Entao a colegao de subgradientes de v(Py) sobre

qualquer X é chamado de subdiferencial de v(Py) sobre x, é denotado por Ov(Py), e tem a forma:

{D> pmb—Az): Y po=1, p; 20 paratodo xS} (52)
zeS(N) T€S(N)

onde S(A) ={x € S:x resolve Py}.

Demonstracao: Esta demonstragao foi baseada na idéia encontrada no trabalho de Parker

e Rardin [49]. Considere qualquer vetor multiplicador lagrangiano, A, e seja

G = Z pL(b— Azx), onde todo p, >0 e Z pr=1 (5.3)
zeS(R) zeS()

Note que como z € S(X), entdo o valor cz + AT(b — Az) deve ser sempre o mesmo. Para
provar que (5.2) é a colegao de subgradientes da fungao v(P)), primeiramente deve-se mostrar
que todo elemento que pertence a esta colecao, é subgradiente de Py, ou seja, que G satisfaz a
Definigao B.1.7, v(Py) > v(P;) + GT(A — ), para qualquer \ escolhido:
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o(Py) +GT(A = )) = Z pLleTe + AT (b — Ax)] + | Z pL(b— AT (A= N)
zeS(N) zeS(A)
= Y pllc"a+AT(b— Az) + AT(b— Az) — AT (b — Ax)]
z€S(N)
= Z pLclx + X1 (b — Ax)]
zeS(A)

< max [Tz + AT (b — Az)]
z€S(N)

< ma;:[ch + AT (b— Az)]  (menos restrices = melhor solugio)
s

=v(Py)

Para completar a prova, deve-se mostrar que todo subgradiente de v(Py) tem a forma (5.2).
Tal demonstragao é encontrada em [37] na pagina 192 e requer nogoes de analise convexa que
nao serao discutidas no presente trabalho. Geralmente, o desenvolvimento desta prova depende
do fato de que subgradientes formam um conjunto convexo com pontos extremos GG, que podem

ser escritos por G = (b — Ax) para algum x € S(A). [ ]

Uma consequéncia imediata deste ultimo resultado é que qualquer solugao 6tima, &, fornece
um subgradiente, (b— A#), para v(Py) sobre . Quando apenas um & resolve v(P5) entdo existe
apenas um subgradiente, (b — AZ), sobre A. Caso contrario, se Zj pontos resolvem v(P5) entao
existem varios subgradientes para a fungao lagrangiana: (b— AZ1), (b— AZs),...,(b— AZy) mais
qualquer combinagao convexa entre estes vetores. Observe que os varios subgradientes para v(Py)
sao encontrados apenas nos pontos em que as retas n(x;) do Teorema 5.1 se cruzam, enquanto
que subgradiente tinico é encontrado em todos os demais pontos de cada uma destas retas. Além
disto, como discutido anteriormente, (b — AZ) é sempre subgradiente valido para v(P)) desde
que a fun¢ao lagrangiana é convexa (Teorema [5.1) e, por isso, espera-se grande aproveitamento

na resolucao de Dy, através do método de otimizagao do subgradiente.
Resolucao do Dual Lagrangiano pelo Método de Otimizagao do Subgradiente

PAsso 0: (Inicializagao) Tome qualquer A' > 0 e faca k « 1, v¥ « oo.

PAsso 1: (Relaxagao Lagrangiana) Resolva a relaxacao lagrangiana Pyr obtendo solugao
otima ¥ € S. Se (b — Az¥) > 0 e A\¥(b — Ax*) = 0, pare; Teorema 4.2 satifeito com solugio

¥ resolvendo o problema primal P: v(Pyx) = v(Dr) = v(P).

6tima x
PAsso 2: (Atualizagdo de v¥) Se vF=1 < v(Py) = c'a¥ 4+ \F(b — AxF), entdo faga vF «
k

v*~1. Caso contrario, faca v* «— v(Pyx).
PAsso 3: (Passo Subgradiente) Calcule o novo multiplicador lagrangiano:

(b — AxF)

k1 3k _
A A PR AR

(5.4)

onde py satisfaz

pr >0 para todo k,
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klggo pre=0,
oo
Z Pk = +00
k=1

PASSO 4: (Atualizacao de \¥) Projete o novo vetor multiplicador lagrangiano A**1 sobre
{\ > 0}, fazendo:
/\;?H — max{0, )\fﬂ} para todo j.

Entao, faca k <— k 4+ 1 e retorne ao Passo 1.

Teorema 5.3. (Convergéncia do Método de Otimizagao do Subgradiente para o Problema La-
grangiano) Seja Py a relazacao lagrangiana do problema de otimizagdo discreta P como defi-
nida anteriormente sobre o conjunto finito de restrigoes S. Entao, se o método de otimizagdo
do subgradiente € aplicado para resolver o dual lagrangiano, Dy, ou ele pdra no Passo 1 com

v(Py) = v(Dr) = v(P), ou gera uma sequéncia {v*} satisfazendo limy,_.. v¥ = v(Dy).

O método termina no Passo 1, caso as hipéteses do Teorema 4.2/ sejam satisfeitas. Entao,
segue que v(Pyx) = v(Dg) = v(P).

Se o algoritmo nao para, entao o Passo 2 garante que {Uk} é uma sequéncia mondtona
nio-crescente. Mais ainda, desde que v* & gerado por v(Py:) entdao v(Dyr) < v¥, para todo k.
Para demonstrar que limy_,, v* = v(Dp), basta mostrar que para qualquer v(Dy) < 3 sempre
existe um nimero finito k tal que ok < ﬁ , pois, para um valor de B tao proximo a v(Dy) quanto
desejar-se, mostra-se que sempre existe um elemento k = i: com vF ainda menor que B entre eles:
v(Dp) < ok < f3. Ou seja, conforme (3 aproxima-se de v(Dp), a sequéncia vF fica restrita entre
v(Dy) e 3, resultando em ok = v(Dp) quando k vai para o infinito.

A prova de que v(Dr) < B estd presente na pagina 220 da referéncia [49]. |

5.2.2 Meétodo de Otimizagao do Subgradiente Aplicado ao Dual

Surrogate

O método de otimizacao do subgradiente apresentado na se¢ao anterior também vem sendo
utilizado com freqiiéncia na literatura para resolugao do problema dual surrogate. FEntretanto,
tal aplicagdo nao é muito eficiente para obtengao de v(Dg), pois, como é mostrado pelo proximo
resultado, v(P*) é uma fungao quase-convexa que permite existéncia de intervalos tais que v(P*)
é constante, complicando o célculo de subgradientes validos e nao garantindo convergéncia para

O caso surrogate.

Teorema 5.4. Sejam P o problema primal e P* a relaxagdo surrogate como definidas anterior-

mente sobre o conjunto finito de restrigoes S. Entao, v(P") é fun¢ao quase-conveza.

Demonstracgao: Esta prova é baseada na demonstragdao encontrada no trabalho de Green-
berg e Pierskalla [52].
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Sem perda de generalidade, observe que é possivel normalizar arbitrariamente p ao invés
de tomar apenas p > 0, pois:
v(P*) = sup{c’z : (kp®)(Az —b) < 0}
z€S

= sgg{ch ck(p (Az — b)) <0}

=sup{clz: pt(Az —b) < 9}
xeS k

= sup{clz : pT (Az — b) <0}
z€S

= v(P")

Apesar de outras normas poderem ser consideradas, tome pp € A = {p: p >0, X", p; =
1}. A vantagem da utilizagao de A ao invés de Ry encontra-se no fato de A ser um conjunto de
pontos convexo e limitado. Desde que A é convexo entdo, pela Definicao B.1.2, para quaisquer
dois pontos 1,2 € A e 0 < p < 1, sempre existe um segmento de reta que os une contido em
A, isto &, p=pui1 + (1 — p)ug € A.

Sejam x,, T, € x,, quaisquer solugdes 6timas de v(P*), v(PH1) e v(PH?), respectivamente.

Para qualquer p € [0, 1], pelo menos uma das desigualdades devem ser satisfeitas:
(i) 1] (A, —b) <0 (i1) 15 (A, = b) <0

pois caso contrério, se ambas desigualdades nao fossem verificadas, ou seja, ,uF{(AxM —b)>0e

pd (Az, —b) > 0, entdo seria verdade que:

plut (Azy — b)) + (1 = p)[ui (Azy — b)] > 0

pois todos os termos da parte esquerda da expressao acima sao positivos. Dai, também seria

verdade que:

[ + (1 = p)u3 ) (Azy, = b) > 0= [pp1 + (1 = p)psa)” (Az, — 1) > 0
= u"(Az, —b) >0

o que é um absurdo, pois a solugao 6tima de P* seria infactivel & suas restrigoes surogate.
Assim, por (i) e (44), para qualquer p € [0, 1], z, ¢ factivel a P** e P*?_ isto é, x, fornece
um valor pior, ou no méaximo igual, para a fungéo objetivo de P#* e P*2? que suas respectivas

solugoes 6timas x,,, e x,,, tornando satisfeitas as seguintes desigualdades:

v(P*) = 'z, < max{cTz,,,c z,,}

= max{v(PH"),v(P"?)}

Portanto, pela Defini¢do B.1.8 do Apéndice B, o teorema é satisfeito. |

Assim, o método de otimizacgao do subgradiente pode fornecer solugoes 6timas para Py mais
proximas a P que P*, mesmo o Teorema 4.7 tendo indicado v(Dg) render limitantes superiores
mais eficientes para P que v(Dy). Isto porque o método de otimizagao do subgradiente aplicado

ao dual lagrangiano possui garantias de convergéncia, enquanto que aplicado ao dual surrogate o
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mesmo nao ocorre; salvos os casos em que P* é também funcao convexa e fornece subgradientes
necessariamente validos nas iteracoes do algoritmo de otimizagao do subgradiente.

Por isso, novas formas de atualizacao dos multiplicadores duais surrogate devem ser de-
senvolvidas a fim de garantir convergéncia para os multiplicadores 6timos, bem como fornecer
melhores limitantes superiores (duais) para P. Uma nova abordagem sobre a resolucao de P* ¢
apresentada na Segao [5.2.3/ com o algoritmo proposto por Sarin et al. [5]. Devido & dificuldade
encontrada no desenvolvimento de algoritmos com garantias de convergéncia para os multiplica-
dores surrogate 6timos, trabalhos encontrados na literatura adaptaram o método de otimizagao
do subgradiente para o caso surrogate (veja [4], [21], [12]). Por isso, o algoritmo genérico é
apresentado abaixo, seguido de algumas condigdes necessarias para a existéncia de dire¢oes de

decrescimento da fungao surrogate, v(P*), que nao dependem do subgradiente.
Resolugao do Dual Surrogate pelo Método de Otimizagao do Subgradiente

PAsso 0: (Inicializagao) Tome qualquer p! > 0 e faca k « 1, v% « oc.

PAsso 1: (Relaxagao Surrogate) Resolva a relaxacdo surrogate PH* obtendo solucdo 6tima

k resolvendo o

¢ € S. Se (Ax*F —b) < 0, pare; Teorema 4.6 satifeito com solucdo 6tima x
problema primal P: v(P*") = v(Dg) = v(P).

PASSO 2: (Atualizagio de vF) Se vF=1 < v(PP") = ¢Ta*, entdo faca vF «— vF~1. Caso

e k
contrario, faca v* « v(P*").

PAsso 3: (Passo Subgradiente) Calcule o novo multiplicador surrogate:

b— Azt
W )

6= AzF| (5.5)

onde py satisfaz

pr >0 para todo k,

i =0
o0
> e = 4oc
k=1

PASso 4: (Atualizacdo de ;i*) Projete o novo vetor multiplicador surrogate p*+! sobre
{n > 0}, fazendo:

k+1

it — max{0, ui '}

para todo j.

Entao, faca k < k 4+ 1 e retorne ao Passo 1.
Condigoes Necessarias para Diregoes de Decrescimento do Problema Surrogate

Karwan e Rardin [12] apresentam condigoes necesséarias para diregoes de crescimento de
v(P*") em problemas primais de minimizagao sobre toda solugao 6tima z para a relaxacao sur-
rogate com multiplicadores atuais, ;. Um contra-exemplo é também apresentado para qualquer
tipo de esquema de busca subgradiente a fim de constatar que, de fato, subgradientes para o

caso surrogate nao garantem a geragao de diregdes de crescimento de v(PH).
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Condigoes anédlogas para o caso de maximizagao serao aqui desenvolvidas e finalizadas com
um contra-exemplo que fornega as mesmas conclusées que o trabalho de Karwan e Rardin. Tal
ilustragao explica a motivacao deste presente trabalho na procura de novas formas de atualizagao
dos multiplicadores surrogate que sejam diferentes da fornecida pelo método de otimizagao do

subgradiente aplicado ao dual surrogate.

Teorema 5.5. Seja i > 0 um multiplicador surrogate atual. Qualquer direcao d para o qual
eziste o > 0 satisfazendo v(PF) > v(PF+9)  isto é, no qual é uma direcio de decrescimento

para o problema surrogate, deve satisfazer:
d'(Az —b) >0, para todo x € Q(PP). (5.6)

Demonstracdo: Seja x* qualquer elemento de Q(P*"). Pela sua factibilidade a P*, g’ (Ax* —
b) < 0. Suponha, por absurdo, que d’ (Az* — b) < 0. Entdo

(i + od)T (Az* —b) = pT (Az* —b) +odl (Az* —b) <0

<0 <0

para todo o > 0. Mas (fi+od)” (Az* —b) < 0 implica em z* factivel a PF+9? isto &, desde que a
relaxacdo surrogate ¢ um problema de maximizacao, ¢! z* ¢ um valor pior (menor), ou no maximo
igual, que a solugdo 6tima de PAtod y(PAtod). y(pited) > T'y* — y(PF). Portanto, como a
hipotese de que v(P") > v(PF7%) foi violada, pode-se concluir que d ¢ diregao de decrescimento
para o problema surrogate sobre p atual se, e somente se, d’ (Ax —b) > 0 para todo = € Q(P").

-

Corolario 5.1. Qualquer dire¢io d para o qual eviste o > 0 satisfazendo v(P%) > v(P"od) ¢

uma direcao de decrescimento para o problema lagrangiano:

(P} minimizar ¢ z+0(b—Ax)
sujeito a:  x €S, il (Axr —b) <0

Demonstragio: (PJ) é idéntico a P*. Assim, Q(P}') = Q(P") e as direcdes de decresci-
.6

mento para (P)') sdo idénticas aquelas que satisfazem (5.6). [ |

O exemplo a seguir, baseado em [12], mostra que o subgradiente é tinico e nao fornece

necessariamente uma direcao de decrescimento para o dual surrogate, embora esta exista.

Exemplo 5.2.1. Considere o sequinte problema primal:

(P) maximizar ——I1—To+T3
sujeito a: — 21+ x9 —1<0
—T2 +1<0

1+ a9+ 113 —10<0
xesS
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onde S ={x: 0<ax; <2, inteiro, i =1,2,3}. Tome i = ( 5 1 20 ) como multiplicador
atual surrogate. A restri¢do surrogate para PP serd:

11 0 -1
X

,aT(A:c—b)§0:>(512()) 0 -1 0 1 <o

1 1 11 —10

o)
)
#(15 24 220 —204) <0

z3
1

= 15x1 + 24x9 + 22023 — 204 <0
E possivel resolver a relazacio surrogate atual:

(PH) mazrimizar ——I1—T2+T3

sujeito a: 1521 4+ 2429 + 22023 — 204 <0, z € S

por inspecdo, ao observar que, desde que x1 e xo penalizam a fungao objetivo, toma-se x1 = xo =
0 e, para satisfazer a restricao surrogate, toma-se também xs =0 . Logo, € obtida solugdo dtima
x* =1(0,0,0). Seja:

-1 1 0 1
(Az*—b)=] 0 -1 0 |0-| -1
1 11 10
T
(-1 1 -10)
Note que (Ax* —b) € 1inico, uma vez que x* também € tunico, e que it (Ax* —b) = —204 <

0, isto €, z* € factivel a P". Tomando como diregio de decrescimento para v(P*) o vetor
subgradiente acima, d = (Ax* —b), serd mostrado, por absurdo, que o fato de d* (Ax* —b) > 0
nao implica que d = (Az* — b) seja dire¢ao de decrescimento para o dual surrogate, ou seja,
que a condi¢ao (5.6) do Teoremal5.5 nao € suficiente; € apenas necessdria. Além da volta deste
Teorema nao ser sempre verificada, também serd possivel concluir que, de fato, o subgradiente

para o problema surrogate nem sempre € direcao de decrescimento para Dg.

1. Primeiramente, observe que o ponto super-étimo (infactivel) a P, & = (0,0, 1), € "cortado”
por i uma vez que € infactivel a PF, isto é:

ﬁT(Ai—b):<5 1 20) 0 -1 0 1
1 1 11 -10

(51 20)| 1

=16 > 0.

= o= O O
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Em toda iteracao de qualquer método de resolugao do dual surrogate, deseja-se obter um
esquema de atualizacdo de i para um vetor mutiplicador i + od que minimize ainda mais
o valor da relaxagao surrogate. Uma condi¢ao para que isto acontega € tornar x*, solugdo
otima atual, infactivel ao novo problema PPt para que x* seja excluida como uma pos-
stvel solugao otima para a nova relaracdo surrogate. Isto €, deseja-se reduzir a regiao de
factibilidade de P* para a regidgo de factibilidade de PF+°% de forma que, pelo menos, z*
seja excluida como possivel solugdo dtima. Mas, "cortar” x* da regiao de factibilidade de

Pited ¢ tornd-lo infactivel a este mesmo problema:

(i + od)T (Az* —b) > 0 = @l (Az* —b) + od? (Az* —b) >0

1
:>—204+0(—1 1 —10) 1 | >0
~10
— 204+ 1020 > 0
!
102
=0>2

2. Além disso, como a nova regiio de factibilidade de PF+o% deve estar contida na regido de

factibilidade de PP e como & era infactivel a PF, entdo & também deve ser infactivel a
P[Hrod:

(i +od)T(Az —b) > 0= T (A% — b) + od? (Az* —b) > 0

1

:>16+0<—1 1 —10) 1 | >0
1

16— 80 > 0

=0<2

De 1 e 2, chega-se a um absurdo. Logo, pode-se concluir que mesmo que a equacdo (5.0)
esteja sendo satisfeita, isto ¢, d¥ (Az*—b) = 102 > 0, d, tomado como o vetor subgradiente,
nao € diregao de decrescimento para P* quando p = ji, pois atualizar i para i+ od através
de d nao minimiza v(P"), jd que o nao pode ser, simultaneamente, estritamente maior que
2 e estritamente menor que 2. Portanto, a volta do Teorema 5.5 nao € necessariamente

satisfeita.

5.2.3 Meétodo Sarin et al. Aplicado ao Dual Surrogate

Baseado no desenvolvimento de novas relagoes entre a dualidade lagrangiana e surrogate,
Sarin et al. [5] apresentaram um procedimento de busca para os multiplicadores duais surrogate
que permite utilizar diretamente métodos de busca lagrangiano ja conhecidos, como por exem-
plo, o método de otimizagao do subgradiente descrito na Secao 5.2.1. Até entao, o algoritmo de
relaxagao linear relatado em Karwan e Rardin [45] era o procedimento de busca dual surrogate

mais eficiente. Entretanto, o método Sarin et al. modificou essa realidade ao ser comparado
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empiricamente com o algoritmo de relaxagao linear para problemas de "receita de capital" ran-
domicamente gerados (para mais detalhes, veja [5]) e por esta razao, o estudo desta segao estara
focado neste novo procedimento de Sarin et al..

A teoria apresentada nesta secdo é amplamente analoga aquela encontrada em Karwan e
Rardin [45] e Sarin et al. [5]. A grande modificagao encontra-se na apresentacao da teoria para
problemas de maximizagao, raramente encontrada na literatura, e na exibi¢ao de mais detalhes
nas demonstragoes e compreensao dos resultados apresentados. Para facilitar o entendimento de
futuras comparagoes com a relaxacéo lagrangiana, sem perda de generalidade, é possivel reescre-
ver a relaxagdo surrogate da seguinte forma:

(PH) maximizar ¢’z

sujeito a:  pl'(b— Az) >0, x € S

onde S = {x > 0: Gz < h, z satisfaz algumas restri¢oes discretas}.

Em geral, enquanto os métodos de busca lagrangiana contam com a idéia de penalizacao
da funcdo objetivo através do termo do vetor custos de (Py), AT(b — Az), os métodos de busca
surrogate tornam um x € S super-6timo infactivel aos subproblemas P* (veja a ilustragao de uma
iteragao dual no Exemplo [5.2.1)). Mais especificamente, eles requerem vetores multiplicadores p

satisfazendo o seguinte sistema de inequagoes:

(Is(a)) ul'(b— Az) <6 para todo = € S(a), u >0, § <0

onde a ¢ uma constante dada e S(a) = {z € S : o < 'z}, Qualquer p satisfazendo (Ig(q))
implicara que todo = € S(«) é infactivel em P*. Dai, tem-se v(P") < «, pois desde que, por

definicdo, a < 'z, entdo v(P*) < a corta todo x € S(a), ja que ¢!

x serd um limitante superior
pior que a. O seguinte resultado formaliza a idéia de que o maior o que nao admite solugao para

(Is(a)) deve ser igual a v(Dg) (basta tomar a negativa da implicagio do Teorema 5.6).

Teorema 5.6. Sejam P* e (Ig(q)) como definidos anteriormente. Entdo (Ig(y)) tem uma solugdo

(i, 0) se, e somente se, v(Dg) < a.

Demonstragao:

- Considere que para a = &, (fi,0) ¢ uma solucio para Ig).
Entao todo = € Ig(4) ¢ infactivel em P pois contraria ar'(b — Az) > 0. E, como
discutido previamente, obtém-se v(P") < &. Desde que v(Dg) 2 inf,>o{v(P*)}, entao
v(Dg) < v(P*); em particular, para g = i, v(Dg) < v(P"), provando assim, a primeira

parte deste Teorema.

- Considere que para a = &, v(Dg) < d.
Desde que foi assumido, no inicio deste trabalho, P limitado e factivel, entdao v(Dg) é
finito. Como inf,>o{v(P*)} 2 v(Dg) < @, deve existir um fi > 0, tal que v(P*) < 4.
Mas isto implica, mais uma vez, que todo = € Ig(,) ¢ infactivel a P#: o que implica que
i"(b — Az) < 0 para todo z € Ig(,). Além disso, como também foi assumido S um

politopo, entdo S(&) = {z € S: & < ¢'x} C S também o sera e, assim, deve existir um
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& € S(&) especifico tal que:

sup {if(b— Az)} = pF'(b— A%) < 0.
z€S(&)
Escolhendo é§ = i (b — AZ), completa-se a construcio de uma solugao (fi, 5) para Ig(4),
uma vez que gL (b— Az) < pT(b— Az) = 6. [ |

A implicagao do Teorema 5.6 € que resolver Ig(,) para valores cada vez menores de a pode
levar a um algoritmo para a busca dos multiplicadores duais surrogate, pois « estara se tornando
cada vez mais proximo de v(Dg).

A informacao anéloga de que o < v(Dg) para problemas primais de minimizagao ¢é utilizada
por Karwan e Rardin [45] para propor um algoritmo de busca surrogate genérico que interage
entre resolver relaxagoes surrogate P* e modificar p para aumentar o valor da préxima relaxagao
surrogate. Trés variantes deste algoritmo foram implementadas, diferindo apenas em como y foi
atualizado. O procedimento envolvendo relaxacao linear mostrou-se o mais efetivo dentre tais
variantes e tornou-se o método mais poderoso para encontrar multiplicadores surrogate até ser
comparado com o algoritmo de Sarin et al. que aqui seré apresentado.

Enfatizando o resultado anterior, pode-se ainda afirmar que qualquer « para o qual Ig(y)
admite solugao serd um limitante superior para v(Dg); e da mesma forma, pode-se afirmar que
para o maior « fixo tal que Ig(,) nao possui nenhuma solugao tem-se v(Dg) = a. Assim, desde
que esta teoria gira em torno de resolver Ig(,) e verificar se existe pelo menos uma solugao para

tais inequagoes, é possivel entao resolver o seguinte problema:
(Pa,u) maximizar f(x) = ,LLT(b—ACL')

sujeito a:  z € S(«

Se f(z) <0, entdo Ig(,) possui solugdo e, conseqiientemente, v(Dg) < . Esta idéia sera

formalizada com o resultado a seguir.
Corolario 5.2. Se para qualquer p > 0, for obtido v(P,,,) < 0, entio v(Dg) < c.

Demonstragio: Tem-se que v(Py ) < 0 se e somente se u? (b—Ax) < 0, para todo x € S(a).
Mas pu”' (b— Az) < 0 implica que I S(a) Possui uma solugdo (basta pensar em ¢ = 0), o que implica,

pelo Teorema 5.6, que v(Dg) < a. [ |

Além disso, (Py,,) pode ser pensado como a relaxacao lagrangiana do problema a seguir:
L. A
(Pn) maximizar z =0
sujeito a: Az <b, z € S(a)
com o conjunto de restrigoes Ax < b relaxado pelos multiplicadores, agora lagrangianos, p > 0.
O dual lagrangiano pode ser entao escrito por:
(Da,r) minimizar ;>0{v(Pa,u)}

onde v(Dq,1) = ig%{v(PaM)}. Uma caracteristica muito particular da funcao de p, v(Da,r1),
m

é que seu valor é sempre igual a zero ou a menos infinito, para qualquer « fixo.
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Corolario 5.3. Para qualquer o fizo, v(Dg,1,) possui valor zero ou entao € ilimitado inferior-

mente.
Demonstracao: v(Dg,r,) > 0 é impossivel, desde que v(Dg, 1) € o infimo de uma funcéo e
pode-se sempre escolher os multiplicadores ¢ = (0,0, ..., 0) tornando v(Dy,1,) = 0. Se v(Dq, 1) <

0, entao existe um vetor multiplicador p tal que:
0(Pays) = 17 (b— Az) <0

Como, por hipotese, p > 0, é possivel escolher um miiltiplo de p arbitrariamente grande, tornando

assim v(P,,,), e conseqiientemente, v(Dy,, 1), arbitrariamente pequeno. [ |

Combinando os resultados anteriores, chega-se & seguinte relagao entre os duais v(Dq,1) €
Dg.

Corolario 5.4. Para um dado o, se v(Dg,1,) — —00, entio v(Dg) < a.
Demonstragao: Se v(Dqy,1,) — —00, como v(Dq 1) = ir;f(){v(Pa#)}, entdo v(Py,,) — —o0.
- p>

Logo, v(Pa ) = pT (b—Az) < 0 implica, pelo Corolariol5.2, que v(Dg) < « para qualquer > 0.
|

A seguinte anéalise da teoria apresentada até aqui pode ser explicitada para melhor com-

preensao da idéia de Sarin et al.:

V(Dq,r) # 0= v(Dq,1) = —00
= v(Payu) <0
= v(Dg) < «
= I5(q) possui solugao
= Todo z € S(«) ¢ infactivel a P*.

Ou seja, a principal idéia desta teoria traduz a idéia basica dos algoritmos de busca dual
surrogate descrita no inicio desta se¢ao: tornar um x € S super-6timo infactivel aos subproblemas
P*. Entretanto, a estratégia do algoritmo de Sarin et al. é diferente; ao invés de resolver Dg
por repetidas resolucoes de P#, considera-se « fixo e resolve-se D, ;, com subproblemas P, ;. O
custo da utilizacao desta estratégia recai, portanto, em como escolher e atualizar os valores de
a, pois quanto menor for seu valor, mais valores super-6timos de z estarao sendo eliminandos
como possiveis solucdes 6timas (pois, por hipotese, a < ¢'x). Desde que dentro do algoritmo
estarao sendo resolvidos problemas lagrangianos, qualquer técnica de busca subgradiente podera
ser empregada, evitando-se assim a maior complexidade em trabalhar-se com procedimentos
de busca surrogate. A andlise abaixo, analoga aquela feita acima, também tem importante
significado dentro do algoritmo de Sarin et al. e sera utilizada para a demonstragao da parte (i7)

do Teorema [5.7.
V(Dq,r) =0=v(Pysu) =0
= uT'(b— Az) =0
= Ig(q) N@o possui solugdo, para todo z € S(a)
(pois 0 = MT(b — Az) <6 ¢é absurdo ja que, por definigao, 6 < 0)

g v(Dg) > «
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Outra importante observagao para compreensao de algumas partes do Algoritmo de Sarin
et al. ¢ apresentada a seguir. Como mostrado na demonstragao do Corolario 5.3, se v(Py ) <0
entdo v(Dg,1,) = —oo implicando diretamente em v(Dg) < «; ou seja, a deve ser reduzido para a
eliminacao de mais pontos x € S super-6timos. Além disso, como v(Dq, 1) < v(Pa,,) (pois para
a fixo, v(Dg, 1) 2 ir;%{v(Payu)}), se v(Pa,,) > 0 entao nao se pode afirmar que v(Dq,,) = 0 ou
que v(Dq, 1) = —og._Deve-se aplicar um algoritmo de otimizagao do subgradiente para encontrar
o valor do respectivo problema dual até que v(D,,,) = —oo (Passo 2(b) do algoritmo) ou até
que « seja um limitante inferior para P, (Passo 2(c) do algoritmo) para posterior atualizagao de
.

Observe ainda que, desde que v(Dg 1) = 0 ou D, 1, € ilimitado, de acordo com Sarin et
al., & possivel resolver o dual D, 1, utilizando um algoritmo dual descendente como a seguir: Ini-
cialize com os multiplicadores p = (0,0,...,0). v(Ps,) = u’ (b — Az) = 0 para todo z € S(a).
Dada a solugao atual u, se existe dire¢cao descendente entao obviamente pode-se encontrar uma
nova solucao fi tal que v(P,,,) < 0, implicando em v(D,,1,) = —o0. Caso contrario, se ndo existe
diregao descendente, entdo sempre v(D,,1,) = 0 e um critério de parada no algoritmo de Sarin et
al., a seguir, deve ser utilizado para que a solugao do dual ndo entre em looping infinito (no Passo
3). Assim a busca dual descendente lagrangiana para resolver v(Dg, 1) é reduzida a um problema
de determinar a existéncia ou nao de uma diregdo descendente para o dual lagrangiano, isto é,
de determinar se em algum momento v(P,,,) < 0 ou se v(Dq, 1) = 0, respectivamente. E claro
que, quando v(P, ) < 0 entao o método de otimizacao do subgradiente deve convergir para um
solugao otima, uma vez que sempre existe direcao descendente. Tal resolugao do dual v(Dq, 1) é

realizada implicitamente nos Passos 2 e 3 do método descrito a seguir.
Método Sarin et al.

PAsso 0: (Inicializagao) Escolha um valor maximo de iteragoes duais klim, limitantes
inferior e superior iniciais para v(Dg), Il e ul, uma tolerancia de aproximagao ¢ > 0, um valor

negativo Z e um fator 6 € (0,1). Faca & < ul — 0(ul — ll) e tome qualquer € S(&).

PAsso 1: (Inicializagcao de D, 1) Inicialize o contador de iteracoes duais k < 1, uma

solugao dual inicial i > 0, o vetor subgradiente suavizado G =0 e o tamanho inicial ¢ = 1075.

Passo 2: (Resolugao de P, ) Se i (b— A#) > 0, "término antecipado" pois v(Pa ;) > 0;
va para o Passo 3 modificar 1. Caso contrario, aplique um método enumerativo para resolver

(Pa,p), utilizando & como solucao incumbente.

2(A): Se em algum estagio do método enumerativo, i’ (b — Az) > 0, "término mais cedo"
de v(Pqs,); va para o Passo 3 modificar fi. Caso contrario, prossiga até provar otimalidade de 2

para P ;:

N A . . ~ . « .,
2(B): Se a7'(b— A%) = v(Ps;) < 0, termine as iteragoes duais tomando ul « & e v para
o Passo 4 decrescer &.

2(C): Se v(Pa,) > 0e (b— A%) > 0, & ¢ uma nova solugdo incumbente para P e ¢! #, um

novo limitante inferior para v(Dg). Assim, termine as iteracdes duais tomando Il « ¢’ e va

para o Passo 5 aumentar .
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2(D): Se v(Psp) > 0 e (b— Az) # 0, continue as iteragoes duais: va para o Passo 3
modificar fi.

PAsso 3: (Modificando p) Se k > klim, termine as iteragoes duais indo para o Passo 5

aumentar &. Caso contrario:

3(A): Atualize o subgradiente suavizado e o multiplicador surrogate como realizado em

Camerini et al. [65]:

—’yé(b_Ai), se G(b— Az) < 0;

3= G2
0, caso contrario .
- 2|[|1b — Az
onde, caso G(b— Az) <0, v «— —w
G(b— Az)

uT(b— Az) — 2
1G]1?
G — (b— A#) + G

quando k > 1

f— jp—tG
3(B): Projete o novo fi sobre {u > 0} fazendo ji; < max{0, i;} para todo j. Entao, faga

k < k + 1 e retorne ao Passo 2 para continuar a resolucao do dual Dg, 1.

PAsso 4: (Decrescendo a) Até o momento, temos v(Dg) < &. Se |ul — ll] < e, pare;
v(Dg) = &. Caso contrario, aplique um "processo de decrescimento de a" para escolher um novo

& € (ll,ul) e retorne ao Passo 1.

PAsso 5: (Aumentando «) Até o momento, temos & < v(Dg). Se |ul — | < €, pare;

v(Dg) = &. Caso contrério, escolha & «— ul — @(ul — ll), & € S(&) e retorne ao Passo 1.

O fluxograma 5.3 sintetiza o método de Sarin et al..

Importantes orientagoes sobre o método devem ser comentadas. O Passo 2 inicializa-se
com algum 2 € S(&) e algum i > 0. Enquanto for obtido 4 (b — AZ) > 0 para esse #, continua-
se atualizando /i no Passo 3 até que 7 (b — AZ) < 0. Em seguida, aplica-se, caso necessério,
qualquer método enumerativo que resolva P ;, para & e fi fixos, de maneira que & vai sendo
modificado nos estagios da arvore enumerativa do método. Se em algum momento for obtido
gaT (b — Az) > 0, entdo o algoritmo recai automaticamente para o Passo 3 para modificacio
de fi (Passo 2(A)). Posteriormente, é recomegado o Passo 2, resolvendo novamente Py j; atual,
para um novo £ fixo (& néo é modificado durante todo o processo de resolucdo do dual D, f,
nos Passos 2 e 3). Este ciclo repete-se até que em nenhum estagio da arvore enumerativa seja
encontrado 7' (b — A#) > 0 (Passo 2(B)). Se, de fato, ndo o for encontrado, entdo o método
procede até resolver completamente P ;. Dai, é verificada qual das condigoes do algoritmo de
Sarin et al. sao satisfeitas, 2(B), 2(C) ou 2(D), procedendo em seguida, como descrito a seguir

(e, implicitamente, no algoritmo):

e Se 2(B) é satisfeito, é porque foi obtido v(Fs ;) < 0 implicando em v(Dq,1,) — —o0o (veja
demonstracao do Corolério 5.3). Dai, pelo Corolario 5.4, v(Dg) < & e é possivel reduzir
ainda mais o valor de &. Note que, desde que & atual é um limitante superior para v(Dyg),

ul é atualizado para & antes mesmo de atualizar o préprio &.
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a=ul-6(ul-11)
e escolha X ¢ S(&)

klim
Passo 0 11, ul

Inicializagdo de Dy, 1 : k=1
(i inicial

A
Passo 1 G=0

&:V(P& ) ﬁ )

Se V(P&’ﬁ)<0
& deve ser reduzido
ul=a.

t=10"

A

Passo 2

o€ (ILul) e x¢ S(&)

T(b-A%) <0 pois v(P; 3) >0

Resolva Py

Passo 2(a)

Se [i(b-A%) >0
Término Antecipado 4 4

Se [I(b-AX) >0
Término Mais Cedo
pois v(Py 1) >0

» Passo 3

Projecdo de ﬁ
sobre {u>0}

Passo 3(b)

A

Se k<klim

ASG V(P )>0
e X ¢ infactivel a P

A

Passo 2(b)

Decresce a

Passo 4

Se |ul-ll| <&
Pare: v(P) = &

§e V(P )>0
e X ¢ factivel a P
1=

Passo 2(c)

Aumenta o

Passo 5

Passo 2(d)

» Passo 3(a)

Atualizaéﬁo de
A
e

Se k>klim

Se [ul-ll] <&
Pare: v(P) = &

Figura 5.3: Fluxograma do Algoritmo de Sarin et al.
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e Se 2(C) é satisfeito, é porque foi obtido v(Ps ;) > 0 e (b — Az) > 0. Ou seja, também foi
obtido & factivel a P, isto ¢, ¢! & < v(P). Pela definicdo de S(&), & < ¢!'2 e, pelo Teorema
4.2, v(P) <wv(Dg). Assim, considerando tais conceitos, obtém-se:

ou seja, & é limitante inferior para v(Dg). O algoritmo, portanto, atualiza o novo limitante

a<clz<w(P)<w

(DS)7

inferior Il = & e segue para o Passo 5, para aumentar o valor de &.
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e Se 2(D) ¢ satisfeito, ¢ porque foi obtido v(Ps;) > 0 e (b — Az) # 0. Desde que & ¢
infactivel a P, nada se pode afirmar; e entdo o algoritmo concentra-se na informagao de
que v(Ps ;) > 0 para melhorar o valor de fi no Passo 3. Note que, conseqiientemente, um

novo ciclo de resolucao é iniciado pelo Passo 2.

O Processo de Modificagao de p

No Passo 3, i1 é atualizado para um valor melhor na tentativa de se resolver D, ;. Como
este problema é o dual lagrangiano de P,, qualquer procedimento de busca de multiplicadores
duais lagrangianos pode ser empregado. Nesta etapa do algoritmo, Sarin et al. [5] implementa-
ram um método de busca subgradiente especializado (apresentado em Camerini et al. [65]), cuja
idéia é utilizar uma soma ponderada de todas as dire¢Ges subgradiente anteriores. Observe que,
no Passo 3(A), 3 representa tal soma ponderada, ¢ calcula o tamanho do passo a ser dado na di-
recao subgradiente e que é dado pela diferenca entre um limitante superior para P, u? (b— Az), e
um limitante inferior dado por uma heuristica, z (discutido posteriormente). Observe ainda que,
enquanto v(Dy, 1) = 0, ¢ estipulada uma quantidade maxima de vezes, klim, em que o algoritmo

pode, de fato, atualizar y; assim ganha-se tempo computacional para novas atualizagoes de a.
Término Antecipado de P, ,

Suponha que # seja a solugao atual de P, ;. Se para algum /i for obtido al'(b— Az) >0,
entdo nem serd necessario calcular v(P,,,), pois como P, , ¢ um problema de maximizacao e sua
regiao de factibilidade néo se modifica durante o "processo de modificagao de p" (pois « ¢é fixo),
entdo a solucdo 6tima também fornecera v(P, ) > 0. Dai, como discutido anteriormente, deve-
se aplicar um algoritmo de otimizagao do subgradiente que gera um novo vetor multiplicador fi
para tentar melhorar o valor de v(P,, ). Entretanto, caso nao exista direcao de decrescimento
que aponta para onde a fungao lagrangiana decresce, sempre sera obtido v(Dy,1,) = 0, isto é, o
dual assumira o pior valor possivel, e a solu¢do 6tima de P, ,, (que nem seré necessario calcular)
nao sera solugdo 6tima de P, (para complementar esta discussdo, veja "definicdo dos parame-
tros de entrada" ao final secdo). O "término antecipado" de P, , ¢ um teste barato que pode
render grande ganho de tempo computacional e que fornece a diregdo (b — AZ) como novo vetor

subgradiente.
Término Mais Cedo de P,

Baseando-se na continuacio da idéia acima, caso no teste inicial do Passo 2, i (b—Az) < 0,
entdo nao existirdo garantias de que v(P,,,) > 0. Logo, serd necessério aplicar um método enu-
merativo para resolver P, e verificar se, ainda assim, tal desigualdade ¢ satisfeita para alguma
solucdo incumbente & no desenvolvimento do método. Se em algum estagio da arvore enumera-
tiva encontra-se v(Py,,) > 0, ndo serd necessario realizar enumeragao completa e resolver P, ,,
pois, mais uma vez, desde que F, , é um problema de maximizacao, entao a solucao 6tima tam-
bém fornecerd v(F,,) > 0; basta aplicar o "término mais cedo" de P, , e prosseguir para o

Passo 3 com o novo subgradiente b — A% como feito no "término antecipado" descrito acima.
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Convergéncia do Método

A convergéncia do Algoritmo de Sarin at al. esta diretamente relacionada as propriedades
do procedimento de otimizacdao do subgradiente do Passo 3 e as propriedades do esquema de
decrescimento de o do Passo 4 (estas tltimas serao discutidas apenas no proximo topico).

O processo de modificacao de p do Passo 3 requer um parametro de entrada 2 (v(Dq,1) < 2)
no célculo do tamanho do passo t. Um Teorema provado em Camerini et al. [65] garante
que a seqiiéncia dos p’s produzidos pelo Passo 3 ou ira finalizar em um ponto 4 € P; ou ird
convergir para um ponto da fronteira de P;, onde P; denota o politopo de solucgoes factiveis
para 2 > v(P,,,), para todo p. Quando v(Da,r,) = —00, qualquer escolha de 2 < 0 resulta em
convergéncia finita do Passo de modificagao de p baseada no subgradiente. Quando v(D,,1,) = 0,
uma regra de parada, que permite apenas um ntmero finito de iteragdes (klim), impede que o

método entre em looping infinito [5].
Teorema 5.7. Para o método de Sarin et al.:

(i) Se o algoritmo pdra quando a solu¢ao y para um problema surrogate, P, torna-se factivel a
P (Passo 2(C)), entao y resolve P.

(ii) Se klim ¢€ suficientemente grande, o conjunto S € finito e se o algoritmo termina quando

lul —ll| <€, entio v(Dg) € [ul —e,ul]. Além disso, se todo c; € inteiro, entao v(Dg) = ul.

Demonstragao:
(i) Teorema 4.6/ (Condigoes de Otimalidade Surrogate).

(ii) Esta demonstragao é baseada na prova realizada em Sarin et al.. Pelo Teorema 5.3, o método
de otimizacao do subgradiente para a busca dual lagrangiana é finitamente convergente.
Desde que klim seja suficientemente grande, se v(Dg) é menor que «, entao nos Passos 2 e
3 do algoritmo acima v(D,, 1) sera diferente de zero. Isto ira decrescer o valor de ul. Caso
contrario, se v(Dq, ) = 0 entdo v(Dg) deve ser maior ou igual a a. Entao um crescimento
no valor de Il é realizado. Em ambos os casos, o intervalo de incerteza [Il,ul] contendo
v(Dg) vai sendo reduzido a intervalos menores com extremos finitos. Desde que [Il,ul] é
reduzido até uma distancia arbitrariamente pequena (dada por €), entao v(Dg) seré igual
a ul. |

O Processo de Decrescimento de «

No método Sarin et al., um elemento indefinido é estipulado no Passo 4: a forma como
a é reduzido ao concluir-se que v(D,, 1) = —00, isto é, v(Dg) < a. Em seu trabalho, Sarin et
al. utilizaram quatro variagoes do algoritmo descrito acima, modificando apenas a forma como
a atualizacao de « foi implementada.

Se o intervalo [Il, ul] é pequeno, o algoritmo termina com valor 6timo para a fun¢ao objetivo,

ul. Caso contrario, deseja-se decrescer a de seu valor atual ul. O método que mostrou render
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melhor solugao dentre os quatro implementados em [5], denotados por S1, S2, S3 e S4, foi aquele
que possui o esquema de decrescimento para « descrito a seguir.

Esquema S2: (Relaxacao Surrogate) Se v(Dg,1) = —00 e v(P,,,) < 0 é porque {z €
S:a<clz, ul'(b— Ax) > 0} = @, pois I5(o) possui solugao. Mas isto implica que v(P*) =
sup{cT:U cx €8, ,u,T(b—Ax) > 0} < a, pois todo z super-6timo estaréa sendo excluido do conjunto
de solugdes factiveis para P* (por fornecer um limitante superior pior: v(P*) = sup{c’z : = €
S, u'(b — Azr) > 0} < a < cf'z). De fato, ja foi mostrado anteriormente que v(Dg) < a,
que também implica nesta mesma desigualdade. Assim, o esquema S2 implementa esta idéia,
resolvendo uma relaxagao surrogate P* em cada Passo 4 e tomando a < v(P*).

Ao comparar esta alternativa do método Sarin et al. (com o esquema S2 para decrescer
a) com o melhor algoritmo até entdo implementado na literatura para encontrar v(Dg) para
problemas de "receita de capital" (capital budgeting problems), desenvolvido em [45] e denotado
por "Algoritmo LR", Sarin et al. encontraram resultados empiricos superiores em seu trabalho
e atestaram, assim, a eficicia do método proposto. Dai, a motivagao e justificativa do presente

trabalho em aplicar este algoritmo na resolugao do PCP do Produtor.
Definigao dos Parametros de Entrada

O parametro Z é utilizado para computar os tamanhos dos passos, ¢, durante a busca
lagrangiana baseada no subgradiente do Passo 3. Como discutido em "Convergéncia do Método",
Z & um estimador (superior) de D, 1, e qualquer escolha de Z < 0 irad resultar na convergéncia
finita do procedimento de otimizacao do subgradiente. Os valores testados para Z no trabalho de
Sarin et al. |5] (mantendo os outros parametros fixados) nao influenciaram a eficacia do método.
Por isso, espera-se que para o método adaptado por este presente trabalho, para problemas de
maximizagao, o valor escolhido para Z também nao influencie o desenvolvimento do algoritmo
Sarin et al. em relagdo ao tempo computacional em uma possivel implementagao, desde que
Z seja um valor negativo; todas as escolhas provavelmente obterao o mesmo desempenho, com
mesmo nimero de iteragoes.

No algoritmo também é estipulado um ntmero maximo de iteracoes duais do método de
otimizacao do subgradiente, klim, durante a resolugao de D, 1, para o fixo. Escolher valores
muito grandes ou muito pequenos para klim pode fornecer um algoritmo pobre em desempenho.
Se v(Dq,r) = 0, como é escolhido 2 < 0 e desde que é sabido que v(Dq ) < 2, escolher
klim muito grande levaria o algoritmo a um desperdicio de tentativas, em vao, de mostrar que
V(Dq,1) < 2 <0 (ou seja v(Dg, 1) # 0). De outro modo, caso v(Dy,1,) < 0 e klim seja um valor
muito pequeno, existird o risco de terminar o método de otimizacao do subgradiente antes do
dual lagrangiano 6timo ser encontrado. Apoés resultados empiricos, em seu trabalho, Sarin et al.
decidiram por klim = 15; entretanto, para outros tipos de problema primais de maximizacgao,
devem ser testados outros valores (mantendo os outros fixados) a fim de encontrar o valor ideal
para klim.

Em cada tipo de problema primal de maximizacao, diferentes valores para 6 devem ser
testados para uma escolha mais apropriada (mantendo os outros parametros fixados). Entretanto,
desde que 6 € (0,1), a convergéncia do método Sarin et al. nao serd influenciada; apenas a

velocidade com que ele ird convergir.
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Além disso, como definido anteriormente, € é a tolerdncia méaxima permitida para deter-
minar se o intervalo de incerteza [ll,ul], que contém v(Dg), é pequeno o suficiente, isto &, se
ul — Il < € entdo v(Dg) pode ser aproximado para ul. Se, além disso, os problemas a serem
resolvidos pelo método Sarin et al. possuirem coeficientes inteiros, entdo escolher € = 1 sera o
suficiente para a conclusao de que v(Dg) = ul, pois ul e Il também serdo inteiros (implicando

em ul — [l também ser um valor inteiro).



Capitulo 6

Heuristica Surrogate para o PCP do
Produtor

6.1 Introducao

Dentre os trabalhos que desenvolveram métodos exatos para o PCP do Produtor, Oliveira e
Morabito [21] apresentaram um método branch and bound em que, a cada nd, utiliza limitantes
derivados de relaxagoes lagrangiana e/ou surrogate de uma formulagao de otimizagao linear 0-1.
Algoritmos de otimizacdo do subgradiente sdo utilizados para otimizar estes limitantes, inclusive
para o caso surrogate que nao possui garantias de convergéncia. Assim, os resultados mais
eficientes obtidos em [21] basearam-se no método exato com resolugao da relaxagao lagrangiana
em cada n6 da arvore enumerativa. Como o problema dual surrogate fornece limitantes duais mais
proximos da solucao 6tima de um problema de otimizagao inteira, provavelmente o algoritmo de
otimizacao do subgradiente implicito no método exato deve ter divergido em pelo menos alguns
dos exemplos teste utilizados por Oliveira e Morabito.

Devido a dificuldade em se trabalhar com as restri¢bes surrogate, poucos métodos de reso-
lucao para Dg que possuam garantias de convergéncia para os multiplicadores surrogate 6étimos
foram desenvolvidos. Entretanto, o desenvolvimento destas estratégias pode render resultados
muito superiores que métodos de solugao envolvendo o dual lagrangiano ou a relaxacao linear;
principalmente quando P* nao possui a propriedade de integralidade (isto é, os limitantes forne-
cidos por Dg e Dy, ndo sao necessariamente iguais - veja Teoremas 4.7 e [4.8). Mesmo provando
a existéncia desta propriedade para o caso surrogate (fato quase sempre nao consumado), hé in-
teresse no desenvolvimento de técnicas de resolugdo surrogate para possiveis comparagoes entre
métodos a partir dos resultados obtidos em termos do tempo computacional de execucao dos
programas que implementem estas idéias. Assim como para o PCP do Produtor, espera-se que,
mesmo que os limitantes duais obtidos por Dy e Dg sejam iguais, um algoritmo que possua
convergéncia para multiplicadores surrogate 6timos tenda a fornecer melhores limitantes duais a
cada iteragao, acelerando a convergéncia de tal método.

Na proxima segao serao brevemente discutidas as propriedades de integralidade lagrangiana
e surrogate para o PCP do Produtor modelado com a formulacao de Beasley. O modelo (2.3)-(2.6)

foi escolhido devido as experiéncias anteriores da literatura com o problema de corte genérico

71
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no trabalho de Beasley [8], com a resolu¢ao do PCP do Produtor nos trabalhos de Farago e
Morabito [15], de Oliveira [4] e de Oliveira e Morabito [2I] e & experiéncia anterior absorvida e
descrita no Capitulo 3, quando foram resolvidos exemplos teste por meio da implementacao do
modelo (2.3))-(2.6) no pacote AMPL/CPLEX.

E seguida, a formulagdo de Beasley, considerada como o problema primal de otimizagao
inteira, é relacionada & teoria desenvolvida nos Capitulos 4/ e 5, sendo apresentados os duais
lagrangiano e surrogate aplicados ao PCP do Produtor, bem como uma variante do Método de
Sarin et al. para o mesmo problema. Um exemplo numérico finaliza o capitulo, ilustrando o

desenvolvimento da teoria de Sarin et al. aplicado ao PCP do Produtor.

6.2 Resolugao do PCP do Produtor

6.2.1 As Propriedades de Integralidade Lagrangiana e Surrogate

De acordo com a Secao 2.2, a formulacao de Beasley para o PCP do Produtor é dada da

seguinte forma:
2
maximizar Z Z Z Tipg (6.1)
i=1 {peX|p<L—1;} {g€Y |g<W —w;}

sujeito a:

2
Z Z Z AipgrsLipq <1

i=1 {peX|p<L—I;} {q€Y|q<W —w;}
paratodor € X eseY (6.2)

2
P < Z Z Z Tipg < Q (6.3)

i=1 {peX|p<L—1;} {¢€Y |g<W —w;}
Tipg €{0,1}, i =1,2, pe X, g€ Y taisquep< L —l;,g < W —wj

(6.4)

Baseando-se na Se¢ao5.2.3), a formulacao a cima sera considerada o problema primal P com
relaxagao surrogate (P"), dual surrogate (Dp), relaxagao lagrangiana (Py) e dual lagrangiano

(Dp) associados:

2
(PH) maximizar Z Z Z Tipg (6.5)

i=1 {peX|p<L—Il;} {qeY|q<W —w;}

sujeito a:

Z Z s (1 — Z Z Z aipqrsxiptI) >0

reX seY i=1 {peX|p<L—1;} {q€Y |g<W —w;}

reS (6.7)



CAPITULO 6. HEURISTICA SURROGATE PARA O PCP DO PRODUTOR 73

2 .
onde S ={z: P < Zi:l Z{pEX\ngfli} Z{q€Y|q§wai} Tipg < @, Tipg € {0,1}, i=12 pe
Xtalquep<L-—1I, ge€Y tal que ¢ <W —w;}

(Dg) minimizar,>o{v(P")} (6.8)

2
(Py) maximizar Z Z Z Tipg +

=1 {peX|p<L—1;} {q€Y |q<W —w; }

+ Z Z Ars(1 — Z Z Z QipqrsTipg)

reX seY =1 {peX|p<L—1;} {q€Y |g<W —w;}
(6.9)
sujeitoa: €8 (6.10)
(Dr) minimizary>o{v(Py)} (6.11)

e A propriedade de integralidade lagrangiana pode ser facilmente verificada. Basta notar

que a regiao de factibilidade de Py, x € .S, possui apenas duas desigualdades:

22: Z Z Tipg = P e 22: Z Z Tipg < Q

i=1 {peX|p<L—1;} {q€Y|q<W —w;} i=1 {peX|p<L—1;} {q€Y[|q<W —w;}

Assim, como P e () sao valores inteiros e os coeficientes das variaveis x;,, de ambas desi-
gualdades sao iguais a 1, entao a regiao 21221 Z{peX\ng—li} Z{qu\q§W—wi} Tipg Cruza os
eixos cartesianos em pontos inteiros formando, portanto, um politopo de pontos extremos
inteiros (note que as duas regides nao possuem intersegoes). Logo, pode-se concluir que os

limitantes superiores fornecidos por Py e P(S) serao idénticos.

e Ja a propriedade de integralidade surrogate é mais dificil de ser provada, pois seria neces-
sario mostrar que a intersecao entre o politopo formado pelas duas desigualdades acima
com a regiao descrita pela restrigdo surrogate (6.6) também forma um politopo de pontos
extremos inteiros. O exemplo presente no final deste capitulo mostrara a dificuldade exis-
tente na prova desta propriedade para o PCP do Produtor. O que se pode dizer é que ao
utilizar P = 0 e ) como um limitante de Barnes (nao discutido pelo presente trabalho),
Oliveira e Morabito [21] nao conseguiram encontrar um contra-exemplo mostrando que P
anterior nao possui a propriedade de integralidade. Também nao conseguiram encontrar,
ao longo de seus experimentos computacionais, um contra-exemplo cujo limitante gerado
pela relaxacao surrogate fosse melhor do que o limitante gerado pela relaxagdo lagrangi-

ana (veja a parte 3 do Teorema 4.8/ - a negativa da volta da implicagdo). Mas desde que
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o processo de atualizacdo dos multiplicadores surrogate foram gerados pelo algoritmo de
otimizagdo do subgradiente, nao é correto afirmar heuristicamente que P* provavelmente
possui a propriedade de integralidade surrogate para o PCP do Produtor; pode-se afirmar

apenas que os resultados obtidos por Oliveira e Morabito sugerem sua existéncia.

6.2.2 O Meétodo de Sarin et al. para o PCP do Produtor

Conforme mencionado anteriormente, o motivo de se utilizar o método de Sarin et al. na
resolugao do problema dual surrogate é que, ao contrario do algoritmo de otimizacao do subgra-
diente aplicado & Dg, tal método possui garantias de convergéncia para os multiplicadores duais
6timos. Assim, baseando-se na teoria desenvolvida na Seg¢do 5.2.3, o conjunto de inequagoes

I5(q) pode ser definido da seguinte forma para o PCP do Produtor:

(IS(a)) Z Z Nrs(l - Z Z Z aipqrsxipq) <4

reX seY i=1 {peX|p<L—-1;} {q€Y|q<W —w;}
para todo x € S(a), £ >0, § <0

2 .
onde S(a) ={z € S <3271 X ppex|p<ii} 2o{qeY|q<W—uw;} Tipg}i bem como os respectivos
problemas relacionados a resolugao do dual surrogate no algoritmo de Sarin et al.:

P, maximizar z = 0 6.12
(

sujeito a:

2
Z Z Z ipgrsTipg < 1
=1

{peX|p<L—li} {q€Y|qg<W —w;}
paratodor € X es €Y (6.13)

z € S(a) (6.14)

2
(Pau) maximizar Z Z trs(1 — Z Z Z QipgrsTipg)

reX scy i=1 {peX|p<L—1;} {q€Y |qg<W —w; }
(6.15)

sujeito a:

z € S(a) (6.16)

onde, agora, os multiplicadores duais surrogate de P*, u,s, serao os multiplicadores duais la-
grangianos de P, , para o problema primal F,. O dual lagrangiano associado é entao definido

por:

(Da,r) minimizar,>o{v(Pa,)} (6.17)

Método Sarin et al. adaptado ao PCP do Produtor
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PAsso 0: (Inicializagao) Gere uma solugao factivel para o PCP do Produtor; por exemplo,
a solugao homogénea com todas as caixas arranjadas sob a mesma orientagao. Faga Zr; igual ao
valor desta solugao homogénea e no qual ¢ um limitante inferior para o problema v(Dg). Fixe uma
solugao dual inicial fi,s, para todo r € X e s € Y, como valores iniciais para os multiplicadores
duais surrogate. Resolva o problema surrogate P* adaptado ao PCP do produtor, (6.5)-(6.7),
obtendo # e tomando o valor 6timo da funcio objetivo de P# como um limitante superior para

v(Dg) e denote-o por Zrg. Se

2
Z Z firs(1 — Z Z Z GipgrsLipg) = 0,
i=1

reX sey {(PEX|p<L—1;} {q€Yg<W—w;}

2
a=-> > D Gipgreipg) 20, ¥V reX, seY,

i=1 {peX|p<L—1l;} {qeY|q<W —w;}

entdo pare; T ¢ a soluc¢do 6tima para (6.1)-(6.4) e v(P) = Zg, pois o Teorema 4.6/ ¢ satisfeito.
Caso contrario, tome uma tolerancia de aproximacao € e escolha um ntmero maximo de
iteragoes duais Ky 4x, um valor 2 negativo e um fator 0 € (0,1). Faga & «— Zps—60(Zrs— Zr1)

e tome qualquer & que satisfacga:

[max{P,a}] < Z Z Z Tipg < @,

=1 {peX|p<L—1;} {q€Y|q<W —w; }

onde Zjpy € {0,1},i=1,2, pe X talquep < L —1;, ¢ €Y tal que ¢ < W — w; e onde o vetor

solucao & possui coordenadas Zjpq.

PAsso 1: (Inicializagao de D, 1,) Inicialize o contador de iteracoes duais k < 1 e considere
firs atual, como valores iniciais para os multiplicadores duais lagrangianos, para todo r € X e
s € Y; onde ji,s denotam todas as coordenadas do multiplicador lagrangiano j. Tome G=0

como vetor subgradiente suavizado inicial, ¢ = 107> e considere & atual.

PAsso 2: (Resolugao de P, ;) Se

2
Z Z firs(1 = Z Z Z QipgrsTipg) > 0,

rex sey i=1 {peX|p<L—1;} {geY|qg<W—w;}

realize o "término antecipado" deste Passo, pois, implicitamente, esta sendo satisfeito v(Ps ;) >

0; va para o Passo 3 modificar fi. Caso contrario, resolva por inspecao o problema (Ps ), tal

que Z é a solucao otima de (Ps,z).

2(B): Se
2 A
PIPILACED DD D Gingrsding) = 0(Pap) <0,
reX seY =1 {peX|p<L—1;} {q€Y |q<W —w;}

termine as iteracoes duais, atualizando Z;g < &, e va para o Passo 4 decrescer &.
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2(c): Se

2
(1 — Z Z Z aipqrsjipq) >0, Vr5relX, sey,

i=1 {peX|p<L—I;} {q€EY |q<W —w;}

entdo  é uma nova solugao incumbente para (6.1)-(6.4) e
2
Z Z Z iipqv
=1 {peX|p<L—1;} {q€Y|q<W —w;}
um novo limitante inferior para v(Dg). Assim, termine as iteragoes duais tomando Zr; «—
2 A . .
Dt 2o {peX|p<L—li} 2o{qeY]q<W—w;} Tipg € V& para o Passo 5 aumentar d.

2(D): Se

2
(1- Z Z Z Qipgrsipg) 20, YV reX, sevy,

i=1 {peX|p<L—1;} {q€Y[q<W —w;}

continue as iteragoes duais: va para o Passo 3 modificar fi.

PaAsso 3: (Modificando p) Se k > Kjprax, termine as iteragoes duais indo para o Passo 5

aumentar &. Caso contrario:
3(A): Atualize o subgradiente suavizado e o multiplicador surrogate:

2
Grs =1— Z Z Z ipgrsTipg

i=1 {peX|p<L—L;} {geY |qg<W—w;}

_ _laliGl

- uando GTG < 0
ara

5 { —vfgﬁ, se @TG<0;

0, caso contrario .

- EreX ZseY /lrsGrs —Z
G2

quando k > 1

para todor € X e s € Y e onde G é um vetor de | X||Y| coordenadas com respectivos valores
Grs.
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3(B): Projete o novo fi sobre {u > 0} fazendo fi,s < max{0, {i,s} para todo r € X e todo

s € Y. Entao, faca k < k + 1 e retorne ao Passo 2 para continuar a resolucao do dual Dy, 1.

PaAsso 4: (Decrescendo o) Até o momento, tem-se v(Dg) < &. Se |Zps — Zri| < e,
pare; v(Dg) & Zrg. Caso contrario, para escolher um novo & € (Zrg, Zr1), resolva P com os

multiplicadores duais atuais, agora surrogate, faca & = v(P*) e retorne ao Passo 1.

PAsso 5: (Aumentando ) Até o momento, tem-se & < v(Dg). Se |Zs — Zr1| < €, pare;
v(Dg) & Zrg. Caso contrario, escolha & «— Zrs —0(Zrs — Zr1), & € S(&) e retorne ao Passo 1.

Resolugao por Inspegao de P*

No inicio da execucao do algoritmo anterior, é calculado o valor da solucao 6tima de P*
como limitante superior inicial para v(Dg). Sera apresentada a resolucao da relaxacao surrogate
aplicada ao PCP do Produtor, como desenvolvida em Oliveira e Morabito [21].

Dados pirs, 0 modelo (6.5)-(6.7) resulta em um problema 0-1 com coeficientes reais facil de
se resolver por inspecao, pois os coeficientes da fungao objetivo sao todos iguais a 1. Note que

tal modelo pode ser reescrito por:

2
maximizar Z Z Z Tipq (6.18)

i=1 {peX|p<L—li} {g€Y|q<W —w;}

sujeito a:
2
Z Z Z Vipqxipq S Z Z Hrs (619)
i=1 {peX|p<L—LU;} {¢€Y|q<W —w;} reX sey

2
r<> > Yz <Q (6.20)

1=1 {peX|p<L-1;} {¢€Y|¢<W —w;}
Tipg €{0,1}, i =1,2, pe X,geY taisque p< L—1;, g <W —wj (6.21)
onde Vipg = D cx D scy MrsQipgrs- Assim, sendo n o niimero de variaveis x,:

e Se n > (), entao escolha as () varidveis com menores valores V., nao ultrapassando
o valor de » x> cy lrs, € fixe-as em 1. Se ultrapassar este limite, escolha o maior
nimero possivel de varidveis com menores valores V;,, nao ultrapassando o limite, e fixe-as

em 1.

e Se P < n < Q, entao escolha as n variaveis com menores valores Vj,, nao ultrapassando
o valor de ) oy > .cy Hrs, € fixe-as em 1. Se ultrapassar este limite, escolha o maior
nimero possivel de varidveis com menores valores V;,, nao ultrapassando o limite, e fixe-as

em 1.

e Se n < P, entao escolha as P varidveis com menores valores V;,,, nao ultrapassando o
valor de D oy D cy Mrs, € fixe-as em 1. Se ultrapassar este limite o problema ¢é infactivel

(oque nao ocorrera caso P seja definido como um limitante inferior para o problema).
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As demais variaveis sao fixadas em 0.
Resolugao por Inspegao de F, ,

A resolucao por inspegao de P, ,, ¢ desenvolvida por este trabalho para utiliza¢ao no método
de Sarin et al. aplicado ao PCP do Produtor. Assim como no caso surrogate acima, o modelo

(6.15)-(6.16) pode ser reescrito por:

2
maximizar Z Z Z VingTipg + Z Z Hrs (6.22)

i=1 {peX|p<L—1;} {g€Y |q<W —w;} reX seY
sujeito a:

[max{P,a}] < Z Z Z Tipg < Q (6.23)

=1 {peX|p<L—I;} {q€Y|qg<W —w; }

Tipg €{0,1}, i =1,2, pe X,geY taisquep< L—1;, g <W —wj (6.24)
o
ipg
Tipq forem iguais a zero, menos seré penalizada a fungao objetivo (6.22). Dessa forma, dados os

. / L ~ o . . ., .
onde — D rex Dosey Mrsipgrs- Desde que V;pq é sempre nao positivo, quanto mais variaveis

multiplicadores ji,5, agora lagrangianos, ordene as variaveis x;,, conforme a ordenacao crescente
!
ipg
demais variaveis.

dos elementos fixando em 1 as primeiras k variaveis x;pq, com k = [max{P, a}], e em 0 as

'I
ipq
valor na ordenacao descrita anteriormente, e assim, seus valores serao obrigatoriamente iguais a

Caso existam [ valores =0, se [ <k, as [ respectivas varidveis z;,, serao as de menor

/

1. Se | > k, entao fixe em 1 quaisquer k variaveis que possuem valores V. = 0 e fixe em 0 as

demais varidveis.
Consideragoes sobre o Método de Sarin et al. Aplicado ao PCP do Produtor

Na heuristica surrogate para o PCP do Produtor, descrita como o método adaptado de
Sarin et al. para o PCP do Produtor, modificagoes tiveram de ser efetuadas quando tal heuris-
tica foi aplicada, pois alguns erros foram encontrados na adaptagao direta do algoritmo de [5].
Além disso, outras modifica¢oes foram realizadas na tentativa de tornar mais eficaz a heuristica
surrogate para a resolugao do PCP do Produtor. Estas adaptagoes sdo descritas a seguir e podem
ser melhor visualizadas no exemplo numérico ao final deste capitulo.

Primeiramente, observe que quando o método executa o Passo 4 (ou o Passo 5), como o
critério de parada é |Zrg — Zr1| < €, entdo, de acordo com o algoritmo genérico da pagina 63
e 64, o algoritmo deveria atualizar v(Dg) = &. Entretanto, um critério de atualizagdo de &
deveria ser anteriormente estipulado, pois, caso contrario, & possui um valor pior que o atual
limitante superior (ou inferior) proveniente do Passo 2(B) (ou 2(C)). Como assume-se neste
mesmo algoritmo genérico, v(Dg) = &, a heuristica surrogate para o PCP do Produtor renderia
um valor mais pobre do que poderia render, uma vez que é sabido v(Dg) € [Zrs — €, Z1.s] (Veja
Teorema 5.7). No caso do PCP do Produtor, desde que os coeficientes das variaveis da fungao

objetivo sao inteiros, nos Passos 4 e 5, o critério de parada na heuristica surrogate implica em
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v(Dg) = Z1s. Entretanto, em outros problemas, a nova atualizagdo de « deveria ser efetuada
antes da aproximagao v(Dg) & .

Outra adaptacao deve ser realizada ao se resolver D, ;. Se o método obtiver no Passo 3,
k = Kprax, e ndo tiver atualizado os limitantes superior e/ou inferior nos Passos 2(B) e/ou 2(C),
entao & nao sera atualizado nos Passos 4 e/ou 5. Dai, havera a possibilidade do algoritmo tomar
o mesmo elemento & no novo Passo 1 e repetir os mesmo Passos novamente. Assim, deve-se
adaptar o algoritmo considerando uma das seguintes possibilidades: (i) Garantir que o novo &
seja diferente do & previamente considerado no Passo 1 anterior, ou (i7) Forgar uma atualizagao
de &.

No Passo 0, um teste prévio é realizado sobre a solucio fornecida pela resolucao de PH,
para verificacdo do Teorema 4.6 Tal teste exclui a nao necessidade do algoritmo continuar a
procurar pela solucdo 6tima, pois ja encontra-se nela, para algum g inicial: . Observe que, caso
tal verificacao nao fosse efetuada, haveria a possibilidade de considerar £ = Z ao final do Passo
0. Dai, o Passo 2 do algoritmo realizaria o "término antecipado", indo diretamente para o Passo
3 resolver, sem necessidade, D, p,.

O Passo 2(A) do algoritmo original, descrito no Capitulo/5, nao foi computado no algoritmo
adaptado, pois a resolucao por inspecao de (P4 ;) é realizada diretamente, sem necessitar de uma
arvore enumerativa para fornecer solu¢ao 6tima; apenas uma solugao, a solugao 6tima Z (e nao a
solucdo incumbente a algum estagio da arvore enumerativa), é encontrada neste tipo de resolugao.

Também é aplicado diretamente o esquema S2 no Passo 4 por ter se mostrado o esquema
mais efetivo dentre aqueles propostos por Sarin et al. [5]. O valor de 6 deve ser testado para
varios valores entre 0 e 1 a fim de encontrar-se o que melhor se adequa ao PCP do Produtor.

Desde que o vetor de custos do problema (6.1))-(6.4) sao todos inteiros (todos iguais a 1),
entao os limitantes superiores e inferiores obtidos no algoritmo para v(Dg), Z1s € Zr1, também
serdo inteiros e, conseqiientemente, |Zrs — Zrr| também serda um valor inteiro. Portanto, consi-
derar o intervalo de tolerancia entre eles ser menor que 1 (¢ = 1) é o suficiente para garantir que
v(Dg) = Zrg, uma vez que o critério de parada do algoritmo seréd | Zrs—Zr| < 1, implicando em
|Z1s — Zr1| = 0. Entretanto, desde que o tempo computacional de uma possivel implementagcao

seja inviavel, outros valores para € devem ser testados.

6.3 Exemplo Numeérico

Considere o exemplo trivial desenvolvido na Secao 3.3.2. Inicialmente, serd mostrada a
propriedade de integralidade lagrangiana para este caso em particular e a dificuldade em verificar
a propriedade de integralidade surrogate para o mesmo caso. Em seguida, serd desenvolvida a

aplicagao da teoria de Sarin et al. para o PCP do Produtor descrito anteriormente neste capitulo.

6.3.1 As Propriedades de Integralidade Lagrangiana e Surrogate

De acordo com a Segao [3.3.2, quando (L, W, [, w) = (5,4,3,2), o modelo de Beasley para o

PCP do Produtor, considerado como o problema primal P, é dado por:

maximizar 100 + Z102 + T120 + T122 + T200 + 220 + T230 (6.25)
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sujeito a:
T100 + 200 < 1 (6.26)
T102 + 200 < 1 (6.27)
T100 + 120 + T220 < 1 (6.28)
T102 + X122 + T220 < 1 (6.29)
T120 + X220 + T230 < 1 (6.30)
T122 + X220 + T230 < 1 (6.31)
Z100 + 102 + T120 + T122 + T200 + T220 + T230 < 3 (6.32)
Zipg € {0,1} (6.33)
e Entao, pela Segao 6.2.1), a relaxacao lagrangiana associada seréa:
maximizar x100 + 7102 + T120 + T122 + T200 + T220 + T230 +
A00(1 — 2100 — Z200) + Ao2(1 — 102 — 2200) +
)\20(1 — 2100 — 120 — 90220) + )\22(1 — T102 — X122 — $220) +
A30(1 — z120 — @220 — T230) + A32(1 — T122 — 220 — Z230) (6.34)
sujeito a:
x100 + Z102 + T120 + T122 + T200 + T220 + T230 < 3 (6.35)
Tipg € 10,1} (6.36)

onde \T' = (Moo, A2, A20, A22, A30, Ag2) é o vetor multiplicador lagrangiano associado ao
conjunto de restricbes. A propriedade de integralidade lagrangiana é satisfeita, pois a
restricao x1p00+x102+x120+T122+x200+x220+ %230 < 3, que na verdade toma P =0e Q) = 3,
forma uma regido que, com respeito a (), corta os seis eixos correspondentes as varidveis
acima nos pontos inteiros x;pq = 3,1 =1,2, p=0,2,3 e ¢ = 0,2 e que, com respeito a P
corta os eixos apenas na origem. Desde que valores negativos nao podem ser considerados,
a regiao forma um politopo de pontos extremos inteiros (0,0,0,0,0,0), (3,0,0,0,0,0),
(0,3,0,0,0,0), (0,0,3,0,0,0), (0,0,0,3,0,0), (0,0,0,0,3,0) e (0,0,0,0,0,3).

e Também pela Secao 6.2.1, a relaxacao surrogate pode ser escrita da seguinte forma:
maximizar 190 + Z102 + T120 + T122 + T200 + T220 + T230 (6.37)
sujeito a:

to0(100 + T200) + fo2(T102 + T200) + H20(T100 + T120 + T220) +

p22(T102 + T122 + T220) + p30(T120 + T220 + T230) +

p32(T122 + Ta20 + 230) < floo + fo2 + p20 + fra2 + f30 + 32 (6.38)
Z100 + 2102 + T120 + T122 + T200 + T220 + T230 < 3 (6.39)
Tipg € {0,1} (6.40)
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Reescrevendo o problema acima, ao se colocar as variaveis z;,, em evidéncia, obtém-se o

modelo:
(P*) maximizar 100 + T102 + T120 + T122 + 200 + T220 + T230 (6.41)
sujeito a:

(oo + p20)100 + (o2 + pe2)x102 + (20 + 130)T120 + (H22 + 132)T122 +
(foo + po2) 200 + (20 + f22 + p30 + p32)T220 +

(30 + p32)T230 < oo + o2 + f20 + p22 + f30 + p32 (6.42)
2100 + X102 + T120 + T122 + T200 + T220 + T230 < 3 (6.43)
Zipg € {0,1} (6.44)

onde MT = (po0, H02, 1420, 422, 30, 32) € 0 vetor de multiplicadores surrogate.

Para provar a propriedade de integralidade surrogate para o problema acima deve-se mos-
trar que a intersegdo entre as regioes formadas pelas restri¢oes (6.42), (6.43) e zi, € [0, 1],
forma necessariamente um politopo de pontos inteiros. Lembrando que os valores pis,
parar = 0,2,3 e s = 0,2, sao dados por valores reais nao-negativos, para o conjunto de

restrigoes (6.44) relaxadas, também deseja-se encontrar os pontos extremos

T
' = (2100, T102, 120, £122, £200, 220, £230)

da intersegao entre (6.42)) e (6.43) que, além de nao serem combinagao linear de dois pontos

que satisfacam estas duas restrigoes, satisfacam necessariamente esta intersecao:

(oo + 120) 100 + (fo2 + p22)T102 + (20 + H30) X120 + (p22 + H32)x122 + (Koo + fo2)T200 +
(f20 + p22 + 30 + pa2) 220 + (30 + p32) 230 — (Lo + fro2 + poo + p22 + p30 + p32) =

= 7100 + T102 + T120 + T122 + T200 + T220 + T230 — 3
Ou seja:

(foo + t20 — 1)x100 + (fo2 + p22 — 1)@102 + (20 + p30 — 1)@ 120 + (22 + p32 — 1)@ 122 +
(o0 + po2 — D)oo + (20 + po2 + 30 + ps2 — 1)xago + (3o + 32 — 1)zag0 =
= poo + po2 + p20 + po2 + p3o + p32 — 3

Portanto, uma das provas a serem feitas para mostrar a propriedade de integralidade
surrogate para PF é demonstrar que, para xi,, € [0,1], os pontos descritos por x;p, =
Ooul, para todoi = 1,2, p = 0,2,3 e ¢ = 0,2, que satisfazem a soma dada na ultima
equacao nao sao combinacao linear de quaisquer outros pontos que satisfazem esta mesma
a equagao, para qualquer vetor multiplicador pu. Note que tal demonstragao implicaria
que os pontos extremos da regido de interse¢ao formada entre (6.42)) e (6.43) sao pontos
inteiros, para qualquer que seja a escolha de pu. Por exemplo, se p! atual é dado pelo
vetor (0.43,1,1,1,1,1), entdo deve-se mostrar que todo vetor x de componentes binérias

satisfazendo:

0.43z100 + 102 + T120 + T122 + 0.432900 + 32220 + T230 = 2.43
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nao pode ser escrito como combinagao linear de quaisquer outros pontos que satisfazem esta
mesma igualdade e que possuem componentes no intervalo [0, 1]. Provar esta afirmagao
para qualquer que seja p!, ndo é uma tarefa trivial e, até o presente momento nao foi

encontrada em nenhum trabalho da literatura.

6.3.2 Aplicacao do Método de Sarin et al. para o PCP do Pro-
dutor

Seguindo com o desenvolvimento de Sarin et al. aplicado ao PCP do Produtor das Segoes
6.2.1l e 6.2.2 e observando que Dy, e Dg sao os problemas (6.11) e (6.8)), respectivamente, o
problema surrogate aplicado ao PCP do Produtor quando (L, W,l,w) = (5,4,3,2) pode ser

escrito por:
(P*) maximizar 100 + 2102 + T120 + 122 + T200 + T220 + T230 (6.45)
sujeito a:

poo(1 — w100 — Z200) + po2(1 — T102 — T200) +

M20(1 — Z100 — 120 — 96'220) + ,u22(1 — T102 — T122 — 96'220) +

w3o(1l — w120 — T220 — Ta30) + ps2 (1l — T122 — Taop — x230) > 0 (6.46)
xesS (6.47)

T.
com S = {z = (2100, T102, 120, £122, £200, 220, £230)" : T100 + T102 + T120 + T122 + T200 + T220 +
x230 < 3, Tipg € {0,1}, i=1,2, p=0,2,3, ¢ =0,2}, entdo:

(Is(a)) poo(1 — 100 — 2200) + po2(1 — 2102 — T200) +
M20(1 — X100 — X120 — 33220) + M22(1 — X102 — X122 — 33220) +
<5 (6.48)
para todo z € S(«), £ >0, 6 <0

p30(1 — @120 — 2220 — T230) + p32(1 — 122 — X220 — T230)

onde S(a) = {x €85 :a<xz100+ T102 + T120 + T122 + T200 + T220 + ngo},

(P.) maximizar z 2 0 (6.49)

sujeito a:
2100 + 200 < 1 (6.50)
Z102 + 2200 < 1 (6.51)
T100 + 120 + T220 < 1 (6.52)
z102 + T122 + T220 < 1 (6.53)
T120 + X220 + T230 < 1 (6.54)
T122 + X220 + T230 < 1 (6.55)
z e S(a) (6.56)
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(Pay) maximizar  poo(1 — 2100 — Z200) + po2(1 — 102 — T200) +

p20(l — 100 — T120 — T220) + p22(1 — T102 — 122 — T220) +

p30(1 — 120 — Ta20 — T230) + p32(1 — T122 — 220 — T230) (6.57)
sujeito a:
[max{a, P}| < 2100 + T102 + 120 + T122 + T200 + T220 + 2230} < Q (6.58)
Tipg € {0,1} (6.59)
(Da,r1) minimizar,>o{v(Pu,)} (6.60)

Exemplo do método Sarin et al. adaptado ao PCP do Produtor

PAsso 0: (Inicializagao) Considere

' = (Z100, T102, T120, Z122, T200, T220, T230) = (1,0,0,0,0,0,0)

solugdo factivel a P tal que Zr; = 1. Tomando 7 = ({0, flo2, fi20, fi22, {130, fiz2) = (1,1,1,1,1,1),

obtém-se:
(P”) maximizar 190 + 102 + T120 + T122 + T200 + T220 + 230
sujeito a:

22100 + 22102 + 22120 + 22122 + 22200 + 42220 + 22230 < 6
T100 + T102 + T120 + T122 + T200 + T220 + T230 < 3
iipq S {0, 1}

que possui facil resolugao por inspecgao. Considere as varidveis que maximizem o valor da fungéo
objetivo do problema anterior respeitando o conjunto de restricoes. Ou seja, ordene as variaveis

Zipg de acordo com a ordenagao crescente de V;,,, por exemplo:
100 < 2102 < T120 < T122 < T200 < T230 < 220

Em seguida, fixe em 1 as primeiras () = 3 variaveis que nao ultrapassem ) .y > cy flrs =
6, T100 = T102 = T120 = 1, e fixe as demais varidveis em 0. Logo, é obtida solugdo 6tima
#7 = (1,1,1,0,0,0,0) com Zps = 3. Como & ¢ infactivel a P, a condicdo (ii) do Teorema 4.6
nao é satisfeita.

Seja € = 1.1 e considere, por exemplo, Kyjax = 10, 2 = —10 e § = 0.6. Entao & =
3 —0.6(3 1) =1,8. Tome, por exemplo, Z = (1,0,1,0,0,0,0)” pertencente a S(&), isto é, tal

que satisfaz:
2 =[1.8] < 2100 + Z102 + T120 + 122 + Z200 + L220 + T230 < 3

Observe que, desde que foi escolhido um valor € # 1, quando o método parar no Passo 4

ou no Passo 5, Z1 g final serd apenas uma aproximagao para v(Dg); ndo existirdo garantias de
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que v(Dg) = Zrs. Tal valor € foi escolhido para que o algoritmo convergisse mais rapidamente

para um valor v(Dg).

PAsso 1: (Inicializagao de D,, 1,) Inicialize o contador de iteragoes duais k < 1 e considere
frs atual, como valores iniciais para os multiplicadores duais lagrangianos, para todo r € X e
s €Y (fiys denotam todas as coordenadas do multiplicador lagrangiano fi). Tome G =0 como

vetor subgradiente suavizado inicial, t = 107 e considere & atual.

PAsso 2: (Resolugao de P, ,) Como

fio0(1 — Z100 — £200) + f202(1 — Z102 — T200) + f20(1 — 100 — T120 — T220) +
fi22(1 — 102 — E122 — T220) + fi30(1 — T120 — T220 — T230) + f132(1 — T122 — T220 — T230) =

=041-1+140+0=12>0,

realize o "término antecipado" e vi para o Passo 3 modificar fi.
Passo 3: (Modificando p) Desde que k < 10:

3(A): Atualize o subgradiente suavizado e o multiplicador surrogate:

Goo =1 — 2100 — T200 =0

Go2 =1 —Z102 — T200 = 1

Gaoo =1 — Z100 — 120 — T220 = —1
Gaoo =1 — Z102 — #1220 — T220 = 1
G3gp=1— 2120 — 220 — T230 = 0
G32 =1 — Z190 — @220 — T230 = 1

onde GT = (0,1,-1,1,0,1). Como G = 0, entao GTG = 0 e nao ha necessidade em se calcular

~, pois, pelo algoritmo, 3 = 0. Assim, dado que para k = 1, tem-se t = 10~°, calcule:
G—G+pG=G+0=(0,1,-1,1,0,1)T
fi— i —tG=(1,1,1,1,1,1)T —107°(0,1, -1,1,0,1)7
=(1,1-107%,14+10751-107°,1,1 — 1077
3(B): Projete o novo ji sobre {u > 0} fazendo fi,s < max{0, fi;s} para todo r € X e todo

sEY: i+ (1,1-1075,1+107°,1—-1075,1,1 —1075)7. Entdo, faca k « 2 e retorne ao Passo

2 para continuar a resolucao do dual Dg ..
PAsso 2’: (Resolugao de P, ;) Como
ftoo(1 — Z100 — @200) + flo2(1 — Z102 — #200) + fi20(1 — 100 — L120 — T220) +
flo2(1 — Z102 — T122 — T220) + f130(1 — L120 — T220 — T230) + f32(1 — T122 — L2020 — T230) =
=04+(1-107°) = (1+109)4+(1—=10")+0+(1—-10"°)=2—-4x 107° >0,
realize o "término antecipado" e vi para o Passo 3 modificar p.

Passo 3’: (Modificando p) Desde que k < 10:
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3(A)’: Atualize o subgradiente suavizado e o multiplicador surrogate:

Goo =1 — 2100 — T200 =0

Go2 =1 — 2102 — Z200 = 1

Goo =1— 2100 — T120 — T220 = —1
Gaoo =1 — Z102 — Z122 — T220 = 1
G3o =1 — 2120 — T220 — T230 = 0

G3z =1 — 122 — $220 — T230 = 1

onde mantém-se G = (0,1,—1,1,0,1). Como GTG = 3 > 0, entdo nao ha necessidade em se

calcular +, pois, pelo algoritmo, § = 0. Assim, calcule:

(1,L1-107%,14+107°,1-107°,1,1 - 107°)(0,1,-1,1,0,1)" — (~10)
IG|1?

«—

12 —4x 107° 4
:—XO:4_,10—5
3 3

G—G+pG=(0,1,-1,1,0,)T +0 = (0,1,-1,1,0,1)T
fi—fi—tG=(1,1-10"",14+107°,1—-107°,1,1 —107°)(0,1,—1,1,0,1)T

4
—(4—- 510_5)(0’ 1,-1,1,0,1)T

107° 107° 107° 107° 1
=(1,-34+ —,5— —,-3+——,1, -3+ ——
(L, =3+ ——, gt g L3 )

3(B)’: Projete o novo [ sobre {u > 0} fazendo fi,s < max{0, fi,s} para todo r € X e

todo s € Y: i« (1,0,5— %, 0,1, O)T. Entao, faca k «+ 3 e retorne ao Passo 2 para continuar

a resolugao do dual Dg p,.

PAsso 2”: (Resolugao de P, ;) Como

fio0(1 — Z100 — £200) + f102(1 — T102 — T200) + fi20(1 — 100 — T120 — T220) +

fi22(1 — 102 — E122 — T220) + fi30(1 — T120 — 220 — T230) + f132(1 — T122 — T220 — T230) =
-5 —5

10
)=1)+0+0+0=—5+

10
=040+ (5— 5

3

<0,
resolva por inspecao o problema:

(Pa,p) maximizar figo(1 — 100 — 2200) + flo2(1 — Z102 — T200) +
fi20(1 — 100 — 120 — T220) + fl22(1 — T102 — T122 — T220) +

f130(1 — 120 — T220 — T230) + fiz2(1 — T122 — T220 — T230) (6.61)
sujeito a:

[max{d, P}] < z100 + 102 + 120 + Z122 + T200 + T220 + T230} < Q (6.62)
Zipg € {0,1} (6.63)
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que é dado por:

107° 107° 1075
maximizar (7 — 3 ) — (6 — 3 )z100 — (6 — 3 )T120 — T200
1079
—(6 — 3 ).%'220 — I230 (6.64)
sujeito a:
2 < 7100 + T102 + T120 + T122 + T200 + T220 + T230 < 3 (6.65)
Zipg € {0,1} (6.66)

!/

Ordenando as variaveis x;,, conforme a ordenagao crescente dos coeficientes ipg» Obtém-se:

T102 < T122 < 2100 < T120 < X220 < X200 < X230

Escolhendo as 2 primeiras varidveis iguais a 1, T192 = T122 = 1, e as demais iguais a zero,

a solucdo 6tima sera: #7 = (0,1,0,1,0,0,0).
PAsso 2(D)”: Como v(Pap) =1+5— % +1=7- % > 0 e & nao ¢ factivel a P,
vé& para o Passo 3 modificar p.

Passo 3”: (Modificando p) Desde que k < 10:

3(A)”: Atualize o subgradiente suavizado e o multiplicador surrogate:

Goo =1 — 2100 — Z200 = 1

Go2 =1 — 2102 — 2200 = 0

Goo =1— 2100 — 120 — T220 = 1
Goo =1 —Z102 — T122 — T220 = —1
G30 =1 — Z120 — T220 — T230 = 1

G3a =1 — Z122 — X220 — T230 = 0

onde GT = (1,0,1,—1,0,—1). Como GTG = —2 < 0, entéo:

0,1,-1,1,0,1)|/[(1,0,1,-1,1,0 2% 2
7(__H(,, L0, DI(L,0,1, -LLO| _ 2x2
—2 —2
GTG —2
1G]
-5 -5
t%(LQ5—l%qalﬁﬂ%QL—LLOF—{—m):17—QT
G2 4
G—G+pG=(1,0,1,-1,1,00" +(0,1,-1,1,0,1)" = (1,1,0,0,1,1)T
1075 107

1
73)(1’ 1a 07 07 1a 1)T

0,1,0)" = (—

i — fi —tG = (1,0,5 —

3 )

10-5 10-5 — 10-5 10-5
(=T _17—<Tr5_10501_ 17— 17—
- ( ( 4 )7 ( 4 )7 3 » ( 4 )’ ( 4 ))

3(B)”: Projete o novo fi sobre {u > 0} fazendo fi,s < max{0, {i,s} para todo r € X e

todose€Y: i — (0,0,5— %, 0,0,0)”. Entdo, faca k « 4 e retorne ao Passo 2 para continuar

a resolugao do dual Dg p,.
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Passo 2”’: (Resolugao de P, ) Como

fio0(1 — 100 — £200) + f102(1 — Z102 — T200) + f20(1 — T100 — 120 — T220) +

fi22(1 — 102 — E122 — T220) + fi30(1 — T120 — 220 — T230) + f132(1 — T122 — T220 — T230) =

1075 1075
3 )+04+0+0=5—

=040+ (5— > 0,

realize o "término antecipado" e va para o Passo 3 modificar fi.
Passo 3”’: (Modificando p) Desde que k < 10:
3(A)”’: Atualize o subgradiente suavizado e o multiplicador surrogate:

Como 7 foi mantido, assim como calculado no Passo 3(A)’, mantém-se GT = (1,0,1, -1, 1,0).
E, como
GTG =(1,1,0,0,1,1)(1,0,1,-1,1,0)" = 2 > 0,

entao # = 0 e nao serd necessario calcular . Assim, calcule

5

(0,0,5 - 1%7,0,0,0)(1,0,1,-1,1,0)" — (~10) 15— 12~

t < — = 3
1G|1? 4

G—G+pG=(1,0,1,-1,1,00" + 0 = (1,0,1,-1,1,0)T
10-5 — 1o~

73)0-’ Oa ]-7 _17 ]-’ O)T

fir— i =1G = (0,0,5 — ——,0,0,0)" — (—

3(B)”’: Projete o novo fi sobre { > 0} fazendo fi,s < max{0, fi,s} para todo r € X e

todo s € Y:
5— 10-5

1
fi — (0,0,0, %,O,O)T.

Entao, faga k < 5 e retorne ao Passo 2 para continuar a resolucao do dual Dy f..

Passo 2””: (Resolugao de P, ) Como

fio0(1 — 100 — £200) + f102(1 — T102 — T200) + fi20(1 — 100 — T120 — T220) +

fi22(1 — &102 — E122 — T220) + fi30(1 — T120 — 220 — T230) + f132(1 — T122 — T220 — T230) =

15 — 10—° 15 — 105
resolva por inspegao o problema Pj :
15 o 105
maximizar (%)(1 — X102 — T122 — 1’220) (6.67)
sujeito a:
2 < w100 + w102 + T120 + T122 + T200 + T220 + T230 < 3 (6.68)
Tipg € {0,1} (6.69)

Desde que os coeficientes Vi;q de 100, *120, T200 € T230 SA0 iguais a zero, de acordo com
a resolucao por inspecao de P, , dada pelo presente trabalho, fixe em 1 quaisquer 2 destas
variaveis, por exemplo, T199 = Z230 = 1, e as demais em zero. Ou seja, a solucao 6tima sera:

#7 = (1,0,0,0,0,0,1).



CAPITULO 6. HEURISTICA SURROGATE PARA O PCP DO PRODUTOR 88

151072 . . : o
Passo 2(c)””: Como v(Ps) = 17— > 0 e 2 & factivel a P, atualize o limitante

inferior para Dg, Z1; = 100 + T102 + T120 + T122 + T200 + X220 + T230 = 2, € va para o Passo 5

aumentar &

PAsso 57”: (Aumentando a) Até o momento, tem-se: a = 1.8 < Dg. Como |Zrs—Zr1| =
3—2=1<1.1=¢e. Pare; aproxime v(Dg) = Zrs =3



Capitulo 7

Conclusoes e Propostas Futuras

7.1 Conclusoes

Este trabalho abordou o PCP do Produtor que é definido pelo problema bidimensional
de arranjar ortogonalmente o méaximo ntmero de retangulos (I,w) (faces das caixas) dentro
de um retangulo maior (L, W) (superficie do palete). Devido & escala e extensdo de certos
sistemas logisticos, um pequeno aumento no ntimero de produtos carregados sobre o palete pode
resultar em economias substanciais. A complexidade computacional destes problemas ainda
¢ desconhecida mas a dificuldade na resolugado aumenta proporcionalmente & razao entre as
dimensoes do palete e as dimensoes da caixa. Os algoritmos exatos conhecidos apresentam
complexidade exponencial sobre o tempo computacional, pois utilizam métodos de busca em
arvore que podem chegar a 2" resolugoes de subproblemas, onde n é o ntimero de caixas como
solugao 6tima.

Algumas formulac¢oes matematicas foram apresentadas para esse problema e, dentre elas,
foi utilizada a Formulagdo de Beasley adaptada ao PCP do Produtor por Oliveira e Morabito
[21]. Testes computacionais foram realizados com a implementacao deste modelo no pacote
AMPL/CPLEX a fim de que fossem efetuadas comparagoes com os resultados obtidos em [21].

O principal objetivo deste trabalho foi desenvolver uma heuristica surrogate para o PCP
do Produtor que tivesse garantia de convergéncia para os multiplicadores surrogate 6timos. Para
tanto, o Capitulo 4 forneceu todo o tratamento tedrico necessario para a compreensao de métodos
de resolucao aplicados ao PCP do Produtor no Capitulo 5. As relaxagoes lagrangiana e surrogate,
bem como os principais resultados encontrados na literatura para problemas minimizacao, foram
adaptados para problemas gerais de maximizagao e, em sua maioria, foram demonstrados com
ou sem adaptacoes de outros trabalhos dispostos na literatura. Exemplos ilustrativos também
foram desenvolvidos para o caso de maximizacao, pois sao pouco encontrados tanto em dualidade
lagrangiana como em dualidade surrogate. Um contra-exemplo baseado no trabalho de Karwan e
Rardin [12] também foi adaptado para problemas de maximizagao para mostrar que subgradientes
nao fornecem necessariamente dire¢oes de decrescimento da fungao surrogate, mesmo quando elas
existem.

O método de otimizagao do subgradiente, proposto por Held e Karp em 1971 [34] para reso-

lugédo do dual lagrangiano, foi apresentado juntamente com as propostas realizadas por Camerini
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et al. [65]. Tal método possui garantia de convergéncia, pois, como a relaxa¢ao lagrangiana
forma uma fungao de A que é convexa, entdo o negativo dos subgradientes b — Ax apontam ne-
cessariamente para onde tal funcao decresce seu valor. Para o caso surrogate, a mesma afirmagcao
nao é sempre verificada, pois, como mostrado no presente trabalho, a relaxagao surrogate é uma
funcao quase-convexa, permitindo a existéncia de intervalos onde tal fungdo é constante. Assim,
subgradientes nao sao necessariamente véilidos para o caso surrogate e o método de otimizagao
do subgradiente para resolucao do dual surrogate pode nao convergir. Esta dificuldade na atuali-
zacao dos multiplicadores em Dg tornou o problema pouco estudado na literatura, se comparado
ao estudo tedrico encontrado sobre a resolugdao de Dy. E, por isso, a maioria dos métodos de
resolucao do dual surrogate sao adaptacoes de métodos de resolucao do dual lagrangiano.

O trabalho de Oliveira e Morabito |21], por exemplo, implementou um algoritmo branch
and bound exato para a resolucdo do PCP do Produtor. Em cada né da arvore, heuristicas eram
resolvidas para a atualizacao dos limitantes. Foram implementadas as heuristicas lagrangiana,
surrogate e lagrangiana/surrogate com o método de otimizagao do subgradiente para a atualiza-
¢ao dos multiplicadores, que nao possui garantias de convergéncias para a heuristica surrogate.
Os resultados apresentados foram superiores para o caso lagrangiano, isto é, a média das solugoes
obtidas para problemas teste do PCP do Produtor aproximaram-se mais da solu¢do 6tima no
caso lagrangiano. Desde que o dual surrogate fornece solucao melhor ou, no pior dos casos, igual
ao do dual lagrangiano, o método de otimizacdo do subgradiente pode ter, de fato, divergido
para o dual surrogate, em pelo menos alguns exemplos.

Dado que o método proposto em [5] garante a convergéncia para o caso surrogate, toda a
teoria do trabalho de Sarin et al. foi adaptada por este trabalho para problemas de maximizagao.
As idéias implicitas em [5] também foram cuidadosamente detalhadas, assim como a adaptagao
do algoritmo e as demonstracoes. Este método, ao invés de resolver repetidas relaxagoes surro-
gate para atualizagao dos multiplicadores surrogate, estabelece relacoes entre P e a relaxagao
lagrangiana P, , (isto é, entre os duais Dg e D, 1,) tais que repetidas resolugoes do dual lagran-
giano D, r, por um algoritmo de otimizacao do subgradiente (que, neste caso, possui garantias de
convergéncia) fornece limitantes para Dg. Mais ainda, este método mantém a principal idéia dos
algoritmos de busca surrogate, ou seja, tornar infactivel um x super-6timo ao problema surrogate.
Além de demonstrar a convergéncia deste algoritmo, os resultados obtidos em [5] mostraram-se
superiores aqueles obtidos pelo melhor procedimento de busca dual surrogate até entao conhe-
cido: o algoritmo de relaxacao linear relatado em Karwan e Rardin [45]. Por isso o interesse do
presente trabalho na aplicagdo deste método ao PCP do Produtor, até entdo nao realizado na
literatura. Entao, depois da teoria de Sarin et al. ter sido adaptada para problemas gerais de
maximizagao, o algoritmo foi desenvolvido para o PCP do Produtor juntamente com um exemplo

trivial, para ilustracao do funcionamento do novo método de resolucao para o PCP do Produtor.

7.2 Propostas Futuras

A principal proposta de pesquisa futura é implementar a heuristica surrogate proposta neste
trabalho para o PCP do Produtor. Como poucos trabalhos da literatura tentam utilizar proce-
dimentos de resolugao que nao sejam lagrangianos, a idéia também é adaptar o método de Sarin

et al. para outros problemas da literatura, principalmente para aqueles que nao nao possuam a
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propriedade de integralidade lagrangiana e/ou surrogate, isto é, ha possibilidade de obten¢ao de
melhores resultados com a resolucio de Dg se comparado & resolugdo de Dy, e P(S).

Outra contribuigao seria implementar o mesmo procedimento branch and bound exato pro-
posto por Oliveira e Morabito [21] para o caso lagrangiano, substituindo apenas a heuristica
lagrangiana pela heuristica surrogate deste trabalho. Em mesmo ambiente de trabalho, final-
mente seria mostrado se a relaxacao surrogate produz ou nao melhores limitantes superiores que
a relaxagao lagrangiana; ou até mostrar que, mesmo que os limitantes sejam iguais (Dg possui a
propriedade de integralidade), qual procedimento resolve o PCP do Produtor em menor quanti-
dade de tempo, isto é, qual heuristica converge mais rapidamente para os multiplicadores duais
6timos.

Implementadas estas idéias, alteracoes poderiam ser realizadas nos procedimentos branch
and bound tanto para o caso lagrangiano como para o caso surrogate para futuras comparagoes
entre os resultados obtidos. Uma idéia para diminuir o tempo computacional é sempre normalizar
o vetor multiplicador dual atual antes de prosseguir para as proximas iteragoes. Isto porque, como
visto na demonstracdo do Teorema 5.4, a solucao 6tima de Dg nédo serd alterada. A vantagem
em se utilizar os vetores normalizados ¢ que o espago formado por eles, {A: A >0,>"7" A\; = 1},
é um conjunto de pontos convexo e limitado. Outra alteragdo que auxiliaria na diminui¢ao do
tempo computacional, é implementar dentro dos procedimentos branch and bound as idéias de
Alvarez-Valdez et al. [20] para reduzir o tamanho do modelo de Beasley para o PCP do Produtor,
ao considerar a reducao de varaveis e restrigoes nos modelos com os conjuntos raster points e

consideragoes de dominéncia de posi¢oes destes conjuntos.
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Apéndice A

Implementagao no AMPL/CPLEX

A.1 Exemplo Numérico da Secao 3.3.2

param geracao integer>= 0;
param p >= 0;
param q >= 0;
param T integer;
param Vetor{0..T};
param Vetory{0..K};
option randseed "180';

option showstats 1;
cplexoptions "timing=1 mipdisplay=3 ’;
iisfind=1 varselect=-1 startalgorithm=1 ’;
set orientacao;
set X;
set Y,
param L integer >= 0;
W integer >= 0;
param nmin integer >= 0;
param nmax integer >= 0;
param [{orientacao} >= 0;
param w{orientacao} >= 0;
param a{orientacao,X,Y ,X,Y} >=0;
var caixa{orientacao,X Y} binary;
maximize numcaixas:
sum{7 in orientacao, jin X, kinY : j <= (L—1[i]) and k <= (W —wli])} caixal[s, j, k];
subject to sobreposicao {rinX, sinY }:
sum{é in orientacao, j in X, kin Y : j <= (L —[[i]) and k <= (W — wli])}
ali, j, k,r, s]xcaixali, j, k] <=1,

subject to mincaixas:

97
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sum{7 in orientacao, j in X, kinY : j <= (L —[i]) and k <= (W — wli])}
caixali, j, k] >= nmin;
subject to maxcaixas:
sum{i in orientacao, j in X, kin Y : j <= L —{[i] and k <= W —w[i]} caixa[i, j, k]

<= nmax;

set orientacao := 12;

param L := 5;

param W := 4;

param | := 13 22;
param w := 12 23;

param nmin = 0;

let nmax := (L« W) div ({[1] * w[1]);
if geracao= 1 then
{
let T:= L — w[l];
for {t in 0..T'}
{
letVetor[t] := —1;
}
printf "set X :=">
("dados.dat");
for {i in 0..(L—w[l])}
{
let p:=0;
for {j in 0..(L —w[1])}
{
if p <= L — w[1] then
{
let p:=1[1] i+ 1[2] * j;
if p <= L — wl1] then
{
let Vetor[p] := p;
}
¥
}
}

for {t in 0.7}
{

if Vetor[t] >= 0 then

{
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printf "td",Vetor[t] >("dados.dat");
}
}

printf ";»("dados.dat");

let K :=W —wl[l];
for {t in 0..K'}
{

let Vetory[t] == —1;

}

printf "nset Y :=»
("dados.dat");

for {i in 0..(W —w[1])}

{
let g := 0;
for {j in 0..(W —wl[1])}
{
if ¢ <= W — wl[1] then
{
let ¢ := w[1] x i + w[2] * j;
if ¢ <= W — wl[1] then
{
let Vetorylq] := g;
}
}
}
}
for {t in 0..K'}
{
if Vetory[t] >= 0 then
{
printf "td",Vetory[t] >("dados.dat");
}
}

prin tf ";»("dados.dat");

data ("dados.dat");
}

else

{
data ("dados.dat");
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for {i in orientacao}
{
for {j in X}
{
for {k in Y}
{
for {r in X}
{
for {sin Y}
{

if j<=randr<=j+I[i]—1and j+1[i{] —1<=L—1 then

{
if k <=sand s <=k+wli] —1 and k4 w[i]| — 1 <= W —1 then
{

let ali, j, k,r,s] :==1,
}
else
{
let ali, j, k,r,s] :=0;

}

}

else

{

let ali, j, k,r, s] :=0;

solve;
display caixa;
numecaixas;

}



Apéndice B
Conceitos Primarios

Algumas defini¢oes sao fundamentais em dualidade lagrangiana e surrogate por serem ampla-
mente utilizadas no decorrer de sua teoria e, por isso, algumas noc¢oes importantes serao também
apresentadas. Os conceitos aqui estabelecidos sdo tratados apenas sobre o corpo dos R™, uma

vez que para o presente trabalho, sera suficiente. Para generalizacao deste contetdo, veja [37].

B.1 Analise de Convexidade

Definicao B.1.1. Qualquer ponto da forma Z?:l p;x;, tais que x1,...,x, € S e Z?:l p; =1,
¢ wma combinagao convexa dos pontos x1,...,x. Se pj # 1, para todo j = 1,...,k, entdo a

combinacdo convexa € chamada estrita.

A interpretagdo geométrica da definigdo acima, utilizada no decorrer desta segdo, recai
sobre o fato de que para cada p € [0,1], px1 + (1 — p)z2 representa um ponto do segmento de

reta que liga z1 a xs.

Definigao B.1.2. Um conjunto S de R™ € convezo se, para quaisquer dois pontos de S, existe

um segmento de reta contido em S que 0s une.

l

(a) Conjunto convexo (b) Conjunto ndo convexo
Figura B.1: Ilustracao em R? de conjuntos convexos e conjuntos nao-convexos

Em outras palavras, um conjunto S é convexo se, para x1, ro € S, a combinacio convexa

destes pontos, px1 + (1 — p)za, também esté contida em S, para todo p € [0,1] com p; = p e
p2=1—p.
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Definicao B.1.3. Um ponto x em um conjunto convexo S € chamado ponto extremo de S, se

x nao pode ser representado por uma combinagdo convexa estrita de dois pontos distintos de S.

Ou seja, € ponto extremo de S se x = pxr1+(1—p)ze, com p € (0,1), implicar diretamente
em x = xr1 = To. A Figura B.2 mostra z1, ponto extremo de um conjunto convexo, e x5 e 3,

pontos nao-extremos deste mesmo conjunto.

X

Figura B.2: Pontos extremos e pontos nao-extremos de um conjunto convexo

Definicao B.1.4. Seja S um conjunto arbitrdrio de R™. O enwvoltdrio convexo de S, denotado

por Conv(S), é o conjunto de todos os pontos que sao combinagoes convexas dos pontos de S.

Entao, x € Conv(S) se e somente se  pode ser representado como:

k
v=) b
=1

Definicao B.1.5. O enwvoltorio convexo de S contendo um niumero finito de pontos x1,...,xy €

chamado politopo e € denotado por [S] (Veja Figura|B.3).

X3
X4
X2
X5
X1
(a) Envoltorio convexo (b) Envoltério convexo
que ¢ politopo que nao ¢ politopo

Figura B.3: Ilustracao em R? de politopo e de envoltério convexo que nao é politopo
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Definigao B.1.6. Seja f : S — R, onde S é um conjunto convexo nao-vazio em R™. A funcao

f € dita convexa em S se

flpr1 + (1 = p)x2] < pf(x1) + (1 = p) f(22)

para cada x1,x2 € S e para cada p € (0,1).

A

N

Figura B.4: Funcao Convexa

Pela FiguraB.4, todo ponto do dominio S que esta entre x1 e x5 € descrito pela combinagao
convexa de x1 e x2, x = px1 + (1 — p)z2, bem como pf(z1) + (1 — p)f(x2) descreve a corda que
liga os pontos A = (z1, f(x1)) e B = (x2, f(x2)); ambos quando p € (0,1). Assim, a Definigao
B.1.6l explicita f como uma fungdo convexa, desde que toda corda que une quaisquer pontos, A

e B, esteja acima da imagem de qualquer ponto compreendido entre z1 e xo.

Definicao B.1.7. Sejam S um conjunto convero nao-vazio em R™ e f : S — R uma func¢do

conveza em S. Entdo um vetor G € R"™ é chamado um subgradiente de f no pontoy € S se

f(x) > fy) +GT(x —y) para todo x €S

Pela Figura[B.5, observe que a altura f(z) é maior que a soma das alturas f(y)+G7 (z—y).

y X
Funcao Convexa

Figura B.5: Interpretragao geométrica de subgradientes
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Dada f: R" — R, se y € S é tal que f(z) > f(y) para todo x € S, entao y é chamado
ponto de minimo global para f. Se y € S e se existe uma vizinhanca de y, V,(y), tal que

f(xz) > f(y) para todo = € SN V,(y), entdo y é chamado ponto de minimo local para f.

Teorema B.1. Sejam S um conjunto convexo nio-vazio em R™ e f : S — R uma func¢do convexa
em S. Considere o problema de minimizar f(x) sujeito a x € S e suponha que y € S € um ponto

de minimo local para o problema. Entao y também é um ponto de minimo global.

Demonstracao: Esta demonstracao foi realizada tendo como base a prova do teorema da
pagina 101 de [37].

Por hipotese, y ser minimo local implica que existe uma vizinhanca de y, V,(y), tal que
f(z) > f(y) paratodo =€ SNV,(y) (B.1)

Suponha, por absurdo, que y nao é minimo global. Entao, deve existir algum =z € S tal
que f(z) < f(y). Pela convexidade de f, para todo p € (0,1), tem-se:

floz+ (1 =p)yl < pf(x) + (1= p)f(y) <pfly) + (1 —p)fly) = f(y)

Mas, para um p > 0 suficientemente pequeno, tem-se pz + (1 — p)y € SN V,(y) o que
implica pela tltima desigualdade que existird um elemento, pz + (1 — p)y, que esta na vizinhanga
de y e tal que flpz + (1 — p)y] < f(y). Por (B.1), isto é um absurdo e portanto, y ¢ minimo
global. |

Teorema B.2. Sejam S um conjunto convexro nao-vazio em R™ e f : S — R uma funcgdo
conveza. Considere o problema de minimizar f(x) sujeito a x € S. Entao o pontoy € S € uma
solugao dtima para este problema se e somente se f possui um subgradiente G no ponto y tal que
GT(z — y) > 0 para todo = € S.

Demonstracao: Esta demonstracao foi realizada tendo como base a prova do teorema da
pagina 102 de [37].

- Suponha G um subgradiente de f em y tal que G (z — y) > 0 para todo z € S.

Pela convexidade de f

fx)> fly) +GT(x —y) > f(y) paratodo z €S
———

>0

e, portanto, y é uma solucao 6tima para o problema.

- Suponha y uma solugao 6tima para o problema.

Por construcao, sejam os conjuntos convexos:

M={(r—y,79):zeR" g> f(x) - f(y)}
N ={(z—y,y):x€8,y<0}

Note que A1 N Ay = @, pois, caso contrario, existiria um ponto (x,y) tal que:

zes e flr)-fly) <y<0
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contrariando a hipotese de y ser solugao otima (pois f(x) seria menor que f(y) em um
problema de minimizacao). Ent@o, como pode ser visto por exemplo em [37], existe um
hiperplano que separa A1 e Ag, isto é, existe um vetor (Gg,n), diferente do vetor nulo, e

um escalar « tal que

Gl(z
G¥(x

< zeR", §> f(z) - f(y) (B.2)

xeS, y<0 (B.3)

<y

Y)
Y)

—y)+n «
—y)tny =z«
Primeiramente, se z = y e y = 0, por (B.3), « < 0. Sex =y ey =¢ > 0, por (B.2),
ne < a. Se isto é valido para todo € > 0, entdao n < 0 e a > 0. Resumindo, é obtido n <0

e a=0. Cason =0, por (B.2), G{'(z — y) < 0 para todo = € R",

Agora, se x = y + Gy, entao Gy = x — y e pode-se escrever:

IGoll* = GG (z —y) <0

Como ||Gol|? > 0 sempre, entdo ||Gol|? = 0 = Gy = 0, ja que é tomado o caso em que
x # y. Por hipotese, (Gp,n) # (0,0); entdo, para exclusdo do vetor nulo, 7 < 0. Divindo

(B.2) e (B.3) por —n e denotando 750 por G, obtém-se as seguintes inequacoes:

y> G (x—vy) zeR", §> f(x) = fy) (B.4)
Gl(xz—y)—75>0 xeS, y<o0 (B.5)

Fazendo 7 = 0 em (B.5), obtém-se G (z —y) > 0 para todo = € S. Substituindo em (B.4)

obtém-se ainda que

f(z)> fly) + G (z —y) paratodo z € R" (B.6)

Assim, G é um subgradiente de f no ponto y com a propriedade de que G (z —y) > 0
para todo x € S. [ |

Definigao B.1.8. Seja f : S — R, onde S € um conjunto convexo nao-vazio em R™. A fun¢ao

f € chamada quase-convexa se, para todo xr1 e xo em S, tem-se:

flpz1 + (1 = p)w2] < max{f(21), f(z2)}.

Mais ainda, se flpx1+ (1 — p)xa] < max{f(z1), f(x2)}, com x1 # x2, entdo f € dita fortemente

quase-convexa.

Note que toda funcgéo convexa é também quase-convexa, mas que a reciprocidade nao é
verdadeira. A diferenca entre as duas defini¢cdes é que na funcado convexa, toda imagem da
combinagao convexa dos pontos x; e xo é necessariamente menor ou igual a corda que liga os
pontos (z1, f(x1)) e (x2, f(z2)), enquanto que na fungdo quase-convexa basta que toda imagem
da combinacdo convexa dos mesmos pontos sejam menores ou iguais que o maior valor entre
f(z1) e f(z2). Ou seja, a funcdo quase-convexa admite trechos constantes, ao contrario da

funcao convexa.
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Figura B.6: Exemplos de Fungao Quase-Convexa

Teorema B.3. Sejam S um conjunto convexo nao-vazio em R™ e f : R® — R uma fun¢ao
fortemente quase-convera. Considere o problema de minimizar f(x) sujeito a x € S e suponha
que y € um ponto de minimo local para o problema. Entao y também € wm ponto de minimo

global.

Demonstracao: Por hipétese, ¢y ser minimo local implica que existe uma vizinhanca de y,
V,(y), tal que
f(z) > f(y) paratodo =€ SNV, (y) (B.7)

Suponha, por absurdo, que y nao é minimo global. Entao, deve existir algum = € S tal

que x #y e f(z) < f(y). Pela quase-convexidade forte de f, para todo p € (0,1), tem-se:

flpz + (1 = p)y] < max{f(x), f(y)} = f(v) (B.8)

Mas, para um p > 0 suficientemente pequeno, tem-se pz + (1 — p)y € SN V,(y) o que
implica pela tltima desigualdade que existira um elemento, pz + (1 — p)y, que esta na vizinhanga
de y e tal que flpz + (1 — p)y] < f(y). Por (B.7), isto é um absurdo e portanto, y ¢ minimo
global. |

B.2 Dualidade em Otimizacao Linear

Além das consideragoes sobre anélise convexa, é importante para este trabalho o conheci-
mento e entendimento sobre dualidade em otimizacao linear. Toda teoria apresentada nesta secao
foi baseada em Arenales et al. [51] e transformada para problemas primais de maximizagao.

Um problema de otimizagao linear pode ser descrito como a seguir:

(PL) maximizar  f(z) = cz
sujeito a: Ax=b
x>0

onde seu problema dual associado ¢ o problema (veja [51]):

(D) minimizar  g(w) = br
sujeito a: ATr > ¢
Nesta segao, serd mostrado que a solugao 6tima de D é sempre igual & solugdo 6tima

do problema primal, P, em programagcao linear. S&o consideradas restri¢oes de igualdade em
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P, mas desde que variaveis de folga podem ser consideradas, o resultado torna-se valido para
a desigualdade. Teoria andloga pode ser também desenvolvida para restrigoes de desigualdade
para problemas primais de minimizagao e para casos em que as varidveis sao irrestritas, livres
de sinal. Para verificagao dos problemas duais de todos as combinacoes de problemas primais
possiveis, veja a tabela da pagina 118 de Arenales et al. [51].

Considere A uma matriz m x n e demais vetores envolvidos com dimensoes apropriadas.
Adotar Ax = b em PL implica em = irrestrito no problema dual D, uma vez que seu sinal nao

implica diretamente na penalizagao da funcao objetivo.
Definigao B.2.1. (funcao lagrangiana e funcao dual) [51] A fun¢ao lagrangiana é definida por:
L(z,7) = cTx 4+ T (b — Ax)
= (' =7t Az +7Tb

Seja A = [a1,az,...,ay], onde a; € a j-ésima coluna da matriz A, e ¢ = (c1,¢2,...,¢n),

entao
(cT — 7TTA> =(c1 — 7lay,co —lag, ... o — ﬂTan)

de modo que a funcdo lagrangiana pode ser reescrita por:
L(z1,29,...,2n,m) = (1 — 7rTa1):):1 + (c2 — 7TTa2)[IJ2 +...+(en— ﬂTan)xn + 7'
A funcao dual € definida por:
man(ﬂ') = {L($1,$27 -y Tn, ﬂ-)}
x>0
= mgéc{(cl - 7rTa1)x1 + (cg — 7TTCL2).’E2 +... 4+ (cn — WTan):cn + 7TTb}
x>
=max{(c; — 7 ar)z1} + ...+ max{(c, — 7l an)r,} + b
z12>0 Tn >0
Pela Definigao B.2.1, é facil mostrar que o problema dual D fornece um limitante dual
(superior, para um problema primal de maximizacao) para P.
Corolario B.1. Para todo m € R™ e para todo x tal que Az = b, = >0, entao f(x) < g(m).
Demonstragao: Para todo x é factivel a P e m € R™, entao:
g(n) =maxclz + T (b— Ax)
>0

> max clz+7l(b— Az)
x>0:Az=b

= max{c’z, sujeito a: Az =b, x >0}

> f(x)
[
Observagao 1. Para que g(m) fornega bons limitantes superiores para f(x) deve-se ter ¢; —
7la; <0 para todo i =1,...,n, pois, caso exista algum i tal que ¢; — 7l a; > 0, entdo a parcela

(c; — nla;)x; da funcdo dual da Defini¢io B.2.1 seria tio grande quanto possivel, pois x; > 0,
por hipdtese. E isso implicaria num limitante superior indcuo, g(m) = 00, isto €, um valor que €

limitante superior para qualquer nimero real.
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Observacao 2. Sec;—7nla; < 0 entio (ci—wTai)zi < 0 e para mazximizar esta parcela na fun¢do
dual, deve-se ter (c; —WTai)a:i =0, isto é, x; = 0. Caso ¢;—n'a; = 0, analogamente & explicacdo
anterior, x; poderd assumir qualquer valor nao-negativo e, mais uma vez, (Ci—’]TTCLi)JL‘Z' = 0. Logo,
ao escolher m tal que ¢; — ' a; <0, para todo i = 1,...,n, tem-se, novamente pela funcio dual,

que g(m) =77b e

o <nlay,...,cp <nlay, e (rlay,...,7lan) > (c1,...,cn)

salA> T
o (ﬂ'TA)T Z (CT)T

= AT > ¢

que sdo as proprias consideracoes a serem realizadas para formar o problema dual lagrangiano,
D, para PL. Assim, o problema dual D para o problema primal P foi construido a partir da
Definicao |B.2.1.

Corolario B.2. Sejam z*, uma solucdo factivel a PL, e ©*, uma solucdo factivel a D. Se

f(z*) = g(7*) entao z* e ™ sao as solugdes dtimas de PL e D, respectivamente.

Demonstragao: Suponha, por abrsurdo, que z* nao é solugao 6tima para PL e " nao é
solucao 6tima para D. Entao, desde que PL é um problema de maximizacao, deve existir pelo
menos um 7 factivel em PL tal que f(z*) < f(z). Como, por hipdtese, f(z*) = g(7*) entéo,
g(m*) < f(Z). Mas isto é um absuro, pois, pelo Corolario (B.1), f(z) < g(n) para todo x factivel

e m € R™; em particular, também ¢é valido para Z e 7* : f(z) < g(7*). |

Teorema B.4. (Dualidade Forte - Programagao Linear) As solugées x*, factivel a PL, e 7*,

factivel a D, sao étimas, primal e dual respectivamente, se e somente se satisfazem f(x*) = g(7*).
Demonstragao:

- A volta do Teorema B.4! é garantida pelo Corolario B.2: se f(z*) = g(7*) entao z*, factivel

a PL, e m*, factivel a D, s@o solugdes 6timas, primal e dual, respectivamente.

- Sejam as respectivas solugoes 6timas, primal e dual, x* e 7*.

Do Corolério B.1, o valor da fungdo objetivo de D sera sempre maior ou igual ao valor da
funcao objetivo de P. Pela Obsevagao 1, para que D nao fornega tais limitantes superiores
sendo inécuos, deve-se ter ¢; — 7T*TCLZ' <0, i=1,...,n. Mas isto implica, pela Observacao

2, que (¢; — W*Ta,-)w;k = 0. Denotando p; = ¢; — W*Tai, segue que:
p1x] =0,p225=0...ppz;, =0

Portanto, pode-se concluir que, desde que por hipdtese, z* e 7* sao solugoes 6timas, primal
e dual respectivamente, entao:

Az =b, >0 (x* & factivel primal)

Almr 4ol =¢, p>0 (m* & factivel dual)

pix; =0 (folgas complementares satisfeitas)
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onde
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