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RESUMO

Dissertacao de Mestrado
Programa de Pés-Graduacao em Fisica
Universidade Federal de Santa Maria

MODOS QUASE-NORMAIS DE BURACOS NEGROS PLANO-SIMETRICOS

ANTI-DE SITTER EM d DIMENSOES
AUTORA: JAQUELINE MORGAN
ORIENTADOR: VILSON TONIN ZANCHIN
Data e Local da Defesa: Santa Maria, 22 de agosto de 2007.

Investiga-se os modos quase-normais gravitacionais de buracos negros plano-simé-
tricos anti-de Sitter em d dimensoes, cuja geometria das secoes espaciais é plana e cuja
topologia pode ser plana, cilindrica ou toroidal. Deduz-se equacoes fundamentais de
perturbacao gravitacional para este background, seguindo o formalismo invariante de
gauge desenvolvido por Kodama, Ishibashi e Seto (2000), segundo o qual as perturbagoes
métricas sao naturalmente separadas em trés setores ortogonais: tensorial, vetorial e es-
calar. Entretanto, sao escolhidas diferentes quantidades invariantes de gauge tais que sob
condigoes de contorno apropriadas fornecem os modos quase-normais hidrodinamicos do
buraco negro em questao. Particularmente, no limite hidrodinamico, os modos de cisalha-
mento nas perturbagoes gravitacionais vetoriais e modos de onda sonora nas perturbagoes
escalares sao encontrados explicitamente. Mostra-se que o modo de cisalhamento é tinico
e independe do nimero de dimensoes, apresenta-se uma expressao para o modo de onda
sonora valida para qualquer dimensao e verifica-se que as perturbagoes gravitacionais ten-
soriais nao apresentam modos hidrodinamicos. Utiliza-se o método de Horowitz-Hubeny
para calcular numericamente os primeiros modos quase-normais comuns para cada se-
tor de perturbacdo e apresentam-se as respectivas relagoes de dispersao Re(w) x q e
Im(m) X g, onde 1 sdo as freqiiéncias quase-normais e q é o nimero de onda normalizados.
Também obtém-se numericamente os modos hidrodinamicos e suas relagoes de dispersao.
Os modos quase-normais das perturbacoes tensoriais sao calculados para buracos negros
plano-simétricos anti-de Sitter em cinco e seis dimensoes, e os modos quase-normais das
perturbagoes vetoriais e escalares sao calculados para buracos negros em quatro, cinco e
seis dimensoes. Observa-se que as relagoes de dispersao apresentam um comportamento
geral onde Re(tv) — q e Im(tv) — 0 conforme g — oo independentemente do tipo de
perturbagao, nimero de dimensoes e do modo quase-normal analisado.

Palavras-chave: buracos negros; altas dimensoes; modos quase-normais; AdS/CFT



ABSTRACT
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AUTHOR: JAQUELINE MORGAN
ADVISER: VILSON TONIN ZANCHIN
Local and Date: Santa Maria, August 22nd, 2007.

Quasinormal modes of plane-symmetric anti-de Sitter (AdS) black holes in d space-
time dimensions are investigated. Following the gauge invariant prescription developed by
Kodama, Ishibashi and Seto (2000), fundamental equations for gravitational perturbation
in such a background are constructed. Within such a prescription, metric perturbations
naturally split into three disjoint classes. Namely, tensor, vector and scalar perturbati-
ons. However, different gauge invariant quantities are chosen in the present work, because
they are more suited to the particular boundary conditions usually imposed to find qua-
sinormal modes in AdS spacetimes than those used by Kodama, Ishibashi and Seto. In
particular, the quantities used here present also the so called hydrodynamic modes, i. e.,
shear modes for vector perturbations and sound wave modes for the scalar ones, what is
not found using the former quantities. It is also shown that there is just one shear mode,
which does not depend upon the number of spacetime dimensions (d). Moreover, it is
also found a general expression for the sound wave modes in terms of the number of the
parameter d for scalar perturbations, and that there is no such a hydrodynamic mode
for the tensor sector. Horowitz-Hubeny power series method is used in numerical analy-
sis to find the dispersion relations for the first few quasinormal modes, and also for the
hydrodynamic modes. This analysis is performed for five and six spacetime dimensions
in the case of tensor perturbations, and for four, five and six dimensions in the cases of
vector and scalar perturbations. The dispersion relations of regular modes present the
same general behavior for all kinds of perturbations, Re(tv) — g and Im(w) — 0 in the
limit ¢ — oo, where v and q are the normalized frequency and the normalized wave
number, respectively.

Keywords: black holes; higher dimensions; quasinormal modes; AdS/CFT
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SISTEMA DE UNIDADES

Neste trabalho utiliza-se o sistema de unidades geometrizadas, no qual as quanti-
dades fisicas sao expressas em termos de unidades de comprimento. A base desse sistema
é construida fazendo-se com que a velocidade da luz ¢, a constante gravitacional G, a
constante de Boltzman kg e a constante de Planck h sejam iguais a unidade.

Sao utilizados os seguintes fatores de conversao:

quantidade fisica fator de conversao valor numeérico

tempo c 2,997930 x 108 m/s
massa G/c? 7,43 x 1072 m/kg
temperatura Gkp/c 1,14 x 107" m/K
momento G/ 2,48 x 1073¢ s/kg
energia G/ct 8,26 x 10~ m/J

poténcia G/c® 2,75 x 107%° s/.J
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1 INTRODUCAO

Alguns sistemas fisicos respondem a uma perturbacao por meio da selecao de
freqiiéncias naturais, as freqiiéncias normais, e sua resposta é dada como uma super-
posicao de modos estaciondrios, os modos normais. Por exemplo, quando uma corda de
comprimento L é esticada e presa nas duas pontas, e faz-se a corda oscilar numa freqiiéncia
de ressonancia, gera-se uma onda estacionaria. Como as duas pontas da corda estao fi-
xas, deve existir um né em cada extremidade. O modo mais simples que atende a esta
condi¢ao apresenta um antind no centro da corda, e a distancia L é igual a A/2, onde
A é o comprimento de onda necessario para gerar esse modo de onda estacionaria. Um
segundo modo apresentara trés nés e dois antinds, onde a distancia L e o comprimento de
onda associado se relacionam por L = A; o terceiro modo tem quatro nés e trés antinds,
e L = 3\/2. Pode-se continuar nessa progressao, infinitamente, a cada passo, o modo
terd mais um né e mais um antiné que o precedente, e um fator adicional A/2 é ajustado
ao comprimento L. A relacao entre A e L é dada por L = gk, paran = 1,2, 3,..., e as
freqiiéncias de ressonancia por w = %n, onde v é a velocidade escalar das ondas.

Portanto, esses modos normais formam um conjunto completo, cada modo con-
tendo uma freqiiéncia particular de oscilagao. O sistema, uma vez perturbado, continua
a vibrar em um ou em varios modos normais. Formalmente, os modos normais desse
sistema sao obtidos de uma equacao de perturbacoes, isto é, uma equacao de onda que
governa as oscilacoes, acrescida de condi¢oes de contorno bem definidas, no caso os nés nas
extremidades da corda. O resultado é um espectro discreto de modos cujas freqiiéncias
sao multiplas de uma freqiiéncia fundamental que depende somente dos parametros fisicos
da corda.

Os buracos negros possuem modos de vibracao préprios semelhantes aos dos sis-
temas mecanicos oscilatérios, como o caso da corda mencionado acima. Porém, devido
as suas peculiaridades, as oscilagoes caracteristicas de buracos negros sao chamadas de
modos quase-normais, e as freqiiéncias associadas de freqiiéncias quase-normais. A parte
“normal” nesses nomes apresenta-se devido a semelhanca com os sistemas de modos nor-
mais. Entretanto, existem diferencas importantes que devem ser consideradas: os modos
quase-normais nao sao estaciondarios e sim exponencialmente amortecidos, uma vez que o

buraco negro esta radiando energia para o infinito na forma de ondas gravitacionais. As
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freqiiéncias quase-normais sao complexas, com a parte real representando a verdadeira
freqiiéncia de oscilagao, e a parte imaginaria representando o amortecimento. Além disso,
os modos quase-normais surgem somente em um intervalo de tempo particular, diferen-
temente dos modos normais, que se estendem de um instante inicial arbitrario até um
tempo posterior também arbitrario.

Os modos quase-normais de buracos negros foram observados primeiramente por
Vishveshwara (1970) nos célculos de espalhamento de ondas gravitacionais por um bu-
raco negro de Schwarzschild. Desde entao, os modos quase-normais tém sido extensiva-
mente estudados. Nos primeiros trinta anos, foram realizados varios estudos de mo-
dos quase-normais para diferentes espagos-tempos, como por exemplo, Schwarzschild,
Reissner-Nordstrom, Kerr e Kerr-Newman, motivados principalmente pelo desejo de com-
preender a estabilidade, as freqiiéncias caracteristicas e os mecanismos de excitacao dessas
oscilagoes (KOKKOTAS; SCHMIDT, 1999). A maioria desses estudos restringiu-se a interes-
ses astrofisicos, compativeis com o cenario da época.

Os estudos dos modos quase-normais podem ser desenvolvidos a partir de uma
teoria de perturbacoes. Ao perturbar gravitacionalmente um buraco negro, perturba-se
a geometria em suas vizinhancas, e o campo pode cair para o buraco negro ou irradiar
para o infinito, causando assim um amortecimento nas oscilagoes. Os modos decaem, e
as freqiiéncias correspondentes sao complexas, sendo essas oscilacoes reconhecidas como
modos quase-normais.

O estudo das perturbacoes em buracos negros iniciou com o trabalho pioneiro de
Regge e Wheeler (1957), cujo objetivo foi estudar a estabilidade dos buracos negros de
Schwarzschild frente pequenas perturbagoes. O trabalho foi continuado por Zerilli (1970).

Usualmente, sao consideradas duas maneiras para perturbar buracos negros. A
primeira consiste na adicao de um campo de teste ao espago-tempo de um buraco ne-
gro, de modo que a perturbacao possa ser descrita por uma equacao dinamica para esse
campo nesse espaco-tempo. A segunda maneira é perturbar o proprio espaco-tempo, ou
seja, considerar perturbacoes da métrica do buraco negro. Nesse caso, para encontrar a
equacao de evolucao da perturbacao, tem-se que linearizar as equagoes de Einstein. Essas
perturbagoes sao chamadas perturbacoes gravitacionais e sempre atraem mais atencao.
Isso porque a radiagao gravitacional é muito mais forte que o decaimento dos campos
externos proximos aos buracos negros, e também porque as perturbagoes métricas per-

mitem julgar sobre a estabilidade de um buraco negro. Originalmente, o formalismo das
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perturbagoes foi desenvolvido nas coordenadas de Schwarzschild (t,7,0, ¢) e com uma es-
colha de gauge padrao, conhecida como gauge de Regge e Wheeler (1957). Também se
fez uso de transformadas de Fourier para que a equagao de perturbacao fosse apresentada
no dominio das freqiiéncias, em vez de ser apresentada no dominio do tempo.

Em 1974, Moncrief (apud MARTEL; POISSON, 2005) apresentou pela primeira vez
um formalismo invariante de gauge, reconhecendo as vantagens praticas que a invariancia
de gauge fornece, como a liberdade de substituicao de um gauge por outro, algo de grande
utilidade na resolucao de alguns problemas. Outro refinamento do formalismo foi produ-
zido por Gerlach e Sengupta (1980), que apresentaram equagoes de perturbacao invarian-
tes de gauge em um sistema de coordenadas arbitrario, liberando assim o formalismo do
uso obrigatorio das coordenadas de Schwarzschild.

Esses estudos restringiram-se ao caso quadridimensional e, até recentemente, nao
existia nenhuma equacao fundamental para examinar os modos quase-normais gravita-
cionais de buracos negros em dimensoes mais altas. Essa situagao mudou com o desen-
volvimento de teorias de unificacao e propostas da gravidade na escala TeV, para as
quais necessita-se conhecer o comportamento da gravidade em altas dimensoes. Kodama,
Ishibashi e Seto (2000) estenderam o formalismo invariante de gauge para o caso onde
o espago-tempo de fundo é (m + n)-dimensional e cuja simetria espacial corresponde ao
grupo de isometrias de um espago maximamente simétrico n-dimensional. Essa simetria é
utilizada para expandir as perturbacoes em fungoes harmonicas no espago n-dimensional
e definir as quantidades invariantes de gauge. No caso particular em que d = 2 + n, eles
mostraram que para n > 3, as perturbacoes gravitacionais dividem-se em trés classes, a
saber: perturbacoes tensoriais, vetoriais e escalares.

As perturbagoes escalares e vetoriais correspondem, respectivamente, as perturba-
¢oes polares e axiais do espaco-tempo quadridimensional. As perturbacoes tensoriais sao
um novo tipo de perturbacao, que aparece quando o nimero de dimensoes é maior do
que quatro. Em 2003, Kodama e Ishibashi mostraram que as equacgoes de evolucao das
perturbagoes podem ser separadas, uma para cada tipo de perturbacao gravitacional, e
que cada uma delas pode ser reduzida a uma simples equacao de onda tipo Schrodinger,
como as equagoes de Regge e Wheeler (1957) e de Zerilli (1970).

Um dos assuntos pesquisados nestes ultimos anos é se as perturbagoes tensori-
ais, vetoriais e escalares apresentam alguma relacao especial, uma vez que, em quatro

dimensoes, as perturbagoOes axiais e polares apresentam as mesmas freqiiéncias quase-
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normais. Por exemplo, Konoplya (2003) calculou os modos quase-normais gravitacionais
de buracos negros de Schwarzschild em d dimensoes, usando uma aproximagao JWKB,
e encontrou que os trés tipos de perturbagao tém freqiiéncias quase-normais diferentes.
Para buracos negros em cinco dimensoes, Cardoso, Lemos e Yoshida (2003) utilizaram o
método das fragoes continuadas e mostraram que as freqiiéncias dos modos quase-normais
escalares, vetoriais e tensoriais sao diferentes, porém os trés tipos de perturbagao possuem
0 mesmo comportamento assintético. Os mesmos autores (CARDOSO; LEMOS; YOSHIDA,
2004) analisaram o limite de modos altamente amortecidos em d dimensoes e percebe-
ram que os modos apresentam o mesmo comportamento, independente da dimensao do
espago-tempo ou dos nimeros quanticos angulares das perturbagoes.

Além dos interesses mencionados acima, os modos quase-normais de buracos negros
em altas dimensoes tém importancia em conexao com a chamada conjetura AdS/CFT,
proposta inicialmente por Maldacena (1998). Esta conjetura estabelece uma corres-
pondéncia entre uma teoria de campos invariante conforme (sigla em inglés, CFT) e
uma teoria de cordas num espago-tempo anti-de Sitter (AdS), relacionando os modos
quase-normais de buracos negros em espacos assintoticamente AdS ao tempo de terma-
lizagao na CF'T. De acordo com essa correspondéncia, esses buracos negros correspondem
a um estado térmico na CFT, sugerindo que o inverso da parte imaginaria da freqiiéncia
fundamental desses buracos negros corresponda ao tempo de termalizacao na CFT.

Motivados por essa correspondéncia, Son e Starinets (2002) formularam uma re-
ceita para o cédlculo de fungoes de Green no tempo real da CFT dual. Utilizando essa
receita, eles mostraram que os pélos das fungoes de Green para uma CFT bidimensio-
nal correspondem precisamente as freqiiéncias quase-normais da solucao de buraco negro
de Banados, Teitelboim e Zanelli (1992). No mesmo ano, juntamente com Policastro
(POLICASTRO; SON; STARINETS, 2002a), os autores estabeleceram uma relacao entre a
correspondéncia AdS/CFT e a hidrodinamica. Eles mostraram que, para freqiiéncias
baixas e comprimentos de onda longos, os modos quase-normais apresentam um compor-
tamento hidrodinamico, permitindo o calculo de coeficientes de transporte e constantes
de difusao. Desde entao, varios trabalhos tém sido publicados confirmando esse com-
portamento (STARINETS, 2002; HERZOG, 2002; KOVTUN; SON; STARINETS, 2003; NUNEZ;
STARINETS, 2003; KOVTUN; STARINETS, 2005; KOVTUN; SON; STARINETS, 2005).

Nesse contexto, o trabalho aqui proposto tem por objetivo derivar equacoes de

perturbacao gravitacional para um buraco negro plano-simétrico AdS em d = 2+ n
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dimensoes. As equagoes sao obtidas para um conjunto de variaveis fundamentais diferentes
das apresentadas por Kodama, Ishibashi e Seto (2000). A partir dessas equagoes com essas
novas variaveis torna-se possivel obter os modos hidrodinamicos para as perturbagoes
vetoriais e escalares. Outro objetivo é calcular os modos quase-normais gravitacionais
de buracos negros plano-simétricos AdS em diferentes dimensoes, bem como obter as
relacoes de dispersao para cada setor das perturbagoes, e em cada dimensao calculada.
Esses assuntos estao distribuidos entre os préximos capitulos, conforme descrito a seguir.

No segundo capitulo, discute-se as principais motivacoes para o estudo dos modos
quase-normais, dando énfase aquela que levou ao desenvolvimento deste trabalho. Faz-se
também uma breve revisao tedrica sobre os modos quase-normais, definindo-os matema-
ticamente.

Aborda-se, no terceiro capitulo, as ferramentas necessarias para a construcao das
equacoes de perturbagao gravitacional, a saber: equagoes de Einstein e teoria de per-
turbacoes lineares. Nesse capitulo, também apresenta-se o formalismo invariante de gauge
desenvolvido por Kodama, Ishibashi e Seto (2000).

No quarto capitulo, apresentam-se a solucao de buraco negro plano-simétrico AdS
em d = 24+n dimensoes e as equagoes de perturbacao gravitacional para tal espago-tempo,
seguindo o formalismo invariante de gauge apresentado no capitulo anterior.

No quinto capitulo, estuda-se o limite hidrodinamico das freqiiéncias quase-normais
associadas com as perturbagoes gravitacionais tensoriais, vetoriais e escalares. Os resul-
tados numeéricos obtidos para os primeiros modos quase-normais de cada setor de per-
turbacao, em algumas dimensoes, bem como as respectivas relacoes de dispersao também
estao presentes nesse capitulo.

O sexto capitulo refere-se aos comentarios finais e a possivel continuidade do tra-

balho.



2 MODOS QUASE-NORMAIS

Nas secoes deste capitulo, discute-se as principais motivacoes para um estudo de
modos quase-normais, como a estimativa dos parametros dos buracos negros e estrelas
compactas, a quantizacao da area do horizonte de eventos dos buracos negros e a corres-

pondéncia AdS/CFT. Define-se os modos quase-normais de uma forma mais criteriosa.

2.1 Motivacao

Apesar de terem sido aqui apresentados no contexto de buracos negros, o conceito
de modos quase-normais se aplica a outros sistemas fisicos dissipativos. Por exemplo,
uma corda vibrando acoplada ao meio mecanico que a cerca, transmitindo energia para
esse meio, é um sistema fisico que apresenta modos quase-normais. Outro exemplo da
astrofisica relativistica, sao as estrelas de néutrons, que apresentam oscilagoes amortecidas
mesmo quando sua viscosidade interna é ignorada, j4 que a radiacao gravitacional leva
energia para longe da estrela resultando no amortecimento da oscilacao estelar.

Os modos quase-normais de buracos negros tém sido estudados ha mais de trinta
anos e, durante muito tempo, esses estudos foram motivados exclusivamente por inte-
resses astrofisicos. Testar a estabilidade do espago-tempo contra pequenas perturbagoes,
e conhecer que tipo de oscilagoes seriam excitadas por tais perturbagoes sao duas mo-
tivagoes astrofisicas cldssicas. A ultima delas é importante, porque torna possivel estimar
parametros fundamentais, tanto para buracos negros (massa, carga elétrica e/ou momento
angular), quanto para estrelas relativisticas (raio, massa e/ou equagao de estado).

Recentemente, o interesse em estudar modos quase-normais foi ampliado. As teo-
rias de supercordas trouxeram um novo conjunto de interesses em espagos-tempos anti-de
Sitter, contribuindo para a construcao da correspondéncia AdS/CFT, a qual deu um
novo significado aos modos quase-normais. Segundo a AdS/CFT, a parte imaginaria da
freqiiéncia quase-normal fundamental deve descrever o tempo de termalizacao numa teoria
de campos invariante conforme na fronteira do espaco-tempo anti-de Sitter.

Mais recentemente, os modos quase-normais tém sido ligados a gravidade quantica
(HOD, 1998; DREYER, 2003). Algumas evidéncias apontam que os modos quase-normais

altamente amortecidos podem ser importantes nas tentativas de quantizacao da drea de
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um buraco negro.

Dentre as varias motivagoes que justificam um estudo detalhado dos modos quase-
normais, apresenta-se nesta secao (a) a estimativa dos parametros dos buracos negros,
que é feita partindo do fato das frequéncias quase-normais dependerem somente dos
parametros intrinsecos dos buracos negros, (b) a quantizagao da area de um buraco negro
e (c) a estimativa do tempo de termalizagdo de uma CFT em conexdo com a conjetura
de Maldacena (1998). Dedica-se uma atengao especial a relacao entre os modos quase-
normais e a correspondéncia AdS/CFT, ja que esta é a principal motivacao do presente

trabalho.

2.1.1 Estimativas dos parametros

Para a fisica em geral, é importante nao s6 observar os varios fenomenos da natu-
reza, como também tentar extrair informacoes dessas observagoes.

Um dos fenomenos diretamente associados aos modos quase-normais sao as ondas
gravitacionais. Embora a variacao no tempo do periastro no pulsar binario observado por
Hulse e Taylor (1975) e colaboradores seja atribuida a existéncia de ondas gravitacionais
(TAYLOR; FOWLER; WEISBERG, 1979), elas ainda nao foram diretamente observadas.

Para a deteccao de ondas gravitacionais ser possivel é necessario que se tenha
uma fonte muito intensa, como por exemplo, o colapso de uma estrela ou a colisao entre
buracos negros, que sao eventos de dificil observacao. Apesar disso, espera-se que as ondas
gravitacionais sejam diretamente detectadas em poucos anos.

Simulag¢oes numéricas mostram que o estagio final dos processos mencionados acima
é dominado pelos modos quase-normais. Dessa forma, a deteccao de ondas estd fortemente
conectada a existéncia de buracos negros. As ondas gravitacionais transmitirao uma
espécie de impressao digital do buraco negro, propiciando uma identificagao particular
por meio de seus parametros: massa, momento angular e carga elétrica.

Usando os modos quase-normais, pode-se nao somente obter informacao sobre os
buracos negros, como também sobre as estrelas de néutrons: massa, raio e equacao de
estado. Essa idéia relativa aos modos quase-normais nao é recente. Desde a descoberta
de que os buracos negros podem vibrar, as freqiiéncias de oscilacdo dos modos quase-
normais e seus tempos de amortecimento tém sido calculados em funcao dos parametros

dos buracos negros. Em 1977, os célculos de Detweiler (apud ECHEVERRIA, 1989, p. 3194)
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mostraram que as freqiiéncias de vibragao w e os tempos de amortecimento 7 eram fungoes
unicamente da massa e do momento angular, despertando para a possibilidade de inferir
tais parametros através da analise desses modos. Em particular, para a freqiiéncia do
primeiro modo quase-normal de um buraco negro com rotagao, Echeverria (1989) e Finn

(1992) sugeriram as seguintes relagoes:

Mw ~ [1 — %(1 - a)?’/lo} ~ (0.37 + 0.19a); (2.1)

onde M é a massa e a = L/M? é o parametro angular do buraco negro, em unidades
geometrizadas. Essas duas relagoes podem ser invertidas e, entao, a partir da freqiiéncia
e do tempo de amortecimento observados, pode-se obter os parametros do buraco negro:
massa M e momento angular L.

Nao é possivel derivar um grupo semelhante de relagoes empiricas no caso das
oscilagoes de estrelas de néutrons, uma vez que, diferentemente das oscilagoes de buracos
negros, o sinal detectado é composto por varias familias de modos quase-normais. Dentre
eles, o modo fundamental f, o de pressao ou acustico p, o de gravidade g, o rotacional
r e o de espago-tempo w, que ainda se subdivide em mais trés tipos de modos (para
uma revisao mais detalhada ver Kokkotas e Schmidt (1999)). Apesar disso, Andersson
e Kokkotas (1998) conseguiram construir uma série de relagbes empiricas, com as quais
pode-se estimar com boa precisao a massa, o raio e a equacao de estado da estrela. Em
particular, eles mostraram que a relacao entre as freqiiéncias do modo f e a densidade da

estrela é aproximadamente linear:

M 10 km\®
wp(kHz) ~ 0,78 + 1,635 [(1,41\4@)( 0 )

Além disso do primeiro modo w, tem-se que

wo(kHz2) ~ (%) [20,92 ~9.14 <1’ﬁ4®) (105")} , (2.4)

de onde pode-se extrair a massa e o raio da estrela.

1/2

(2.3)

2.1.2 Quantizagao da area dos buracos negros

A quantizagao da drea dos buracos negros foi proposta em 1974 por Bekenstein

(apud HOD, 1998, p. 4293). A idéia baseou-se na observagao de que a area do horizonte
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de eventos dos buracos negros nao extremos comporta-se como um invariante adiabatico
classico. De acordo com o principio de Ehrenfest, qualquer invariante adiabatico classico
corresponde a uma entidade quantica com espectro discreto. Bekenstein conjeturou que
a area do horizonte de eventos de um buraco negro quantico nao extremo deveria ter um
espectro de autovalores discretos.

Pelo uso de uma versao semi-cldssica dos processos de Christodoulou (1970), jun-
tamente com o principio de incerteza de Heisenberg, Bekenstein concluiu que a condigao

de quantizacao da area de um buraco negro deveria ter a forma
_ 2 _
A =71 n, para n=1,23.., (2.5)

onde 7 é uma constante adimensional e [,,, o comprimento de Planck.

Por meio de argumentos baseados na mecanica estatistica, concluiu-se que a cons-
tante adimensional 7 deveria apresentar a forma (BEKENSTEIN; MUKHANOV, 1995; BE-
KENSTEIN, 1997):

v=4Ink, (2.6)

onde k£ é um numero natural, k =1, 2, 3, ...

A possibilidade de conexao entre os modos quase-normais de buracos negros e as
propriedades quanticas do espectro da entropia foi primeiro observada por Bekenstein
(1997) e, mais adiante, desenvolvida por Hod (1998). Em particular, Hod propos que
a parte real das freqiiéncias quase-normais altamente amortecidas podia ser relacionada,
por meio do principio de correspondéncia de Bohr, ao quantum fundamental de massa
e momento angular. Baseado no resultado de Nollert (1993), para o comportamento
assintético das freqliéncias quase-normais de um buraco negro de Schwarzschild,

j 1
Mw, = 0,0437123 — % (n + 5) +O[(n+1)717, (2.7)

ele observou que, no limite n — oo, a parte real da freqiiéncia concordava com In 3/8x.
Assim, usando a relacdo A = 167 M?, para a area do horizonte do buraco negro, e dM =
E = hw/2m, Hod obteve

v=4 In3, (2.8)

o que implica em

A, =4 lf, In3) n, para n=1,23.. (2.9)
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Dreyer (2003) também utilizou as freqiiéncias quase-normais altamente amorteci-
das para determinar o valor de v na gravidade quantica em loop, e encontrou exatamente
4 In 3.

Salienta-se que a relagdo (2.8) é consistente com a relacdo termodinamica &area-
entropia, com argumentos estatisticos e com o principio de correspondéncia de Bohr,
somente para um buraco negro de Schwarzschild. Tentativas de generalizacao dessa con-
jetura tém sido propostas para o buraco negro de Kerr, porém os resultados encontrados
(CARDOSO, 2003) nao concordam com a conjetura de Hod (1998, 2003). Portanto, essa
conjetura nao ¢é considerada valida para outros buracos negros. Vale salientar, porém, que
essa conjetura merece uma analise mais cuidadosa, uma vez que tal coincidéncia ocorre

também para buracos negros carregados (HOD, 2006).

2.1.3 Correspondéncia AdS/CFT

A teoria de cordas originou-se das tentativas em compreender as interagoes fortes,
por volta de 1970. Entretanto, depois da emergéncia da cromodinamica quantica como
uma teoria de hadrons, em torno de 1974, o tema dominante da pesquisa em cordas
migrou para a escala de Planck, setor da gravidade quantica. Atualmente, pode-se dizer
que, pelo menos, algumas teorias de gauge fortemente acopladas tém uma descricao dual
em termos de cordas (KLEBANOV, 2000).

Numa teoria de gauge fracamente acoplada uma descricao conveniente da teo-
ria envolve métodos perturbativos convencionais. No regime de acoplamento forte, tais
métodos sao intrataveis e a descricao dual de cordas simplifica e fornece informacoes exatas
sobre a teoria. Um dos melhores exemplos desta dualidade é a chamada correspondéncia
AdS/CFT. Essa correspondéncia relaciona uma teoria quantica de campos invariante con-
forme (CFT) a uma teoria que inclui gravidade num espago-tempo curvo anti-de Sitter
(AdS). A teoria de cordas é dual a uma teoria quantica de campos num espago de di-
mensao inferior, motivo pelo qual a correspondéncia é muitas vezes representada por
AdS4y1/CFTy.

O exemplo original, proposto por Maldacena (1998), é a correspondéncia entre a
teoria de cordas do tipo IIB no espaco-tempo AdSs x S° e a teoria supersimétrica Yang-
Mills (SYM) N = 4, para a qual segue abaixo uma breve revisao baseada no trabalho de

Son e Starinets (2007).
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Por um lado, tem-se a teoria de cordas tipo IIB, a qual contém um ntmero finito de
campos sem massa, incluindo o graviton e o dilaton, e um nimero infinito de excitagoes
de cordas massivas. Essa teoria tem dois parametros: o comprimento da corda [, e a
constante de acoplamento g,. A teoria de cordas tipo IIB vive em um espaco-tempo de

dez dimensoes, cuja métrica tem a seguinte forma:

R2

ds® = ?(—dt? +dx* + d2*) + R*d3. (2.10)

Esse espaco-tempo representa o produto direto de uma esfera em cinco dimensoes S°
com outro espaco, também em cinco dimensoes, medido pelas coordenadas ¢, x e z. A
coordenada z é uma coordenada radial, cujo valor limite z = 0 ¢é a fronteira do espago
AdS. Acrescenta-se aos parametros g, e Iy, o raio R do espago-tempo anti-de Sitter, dos
quais tem-se dois parametros adimensionais: gs; e R/l;.

Pelo lado da teoria de campos também tem-se dois parametros, que sao o nimero
de cores N e o acoplamento g. Quando o nimero de cores é grande, é a constante de
acoplamento de 't Hooft, A = ¢?N, que controla a teoria de perturbacoes. O mape-
amento entre ambas as teorias é realizado por meio de relagoes entre seus parametros

adimensionais, representadas por (SON; STARINETS, 2007)

g~ = 4mgs, (2.11)

g*N = —. (2.12)

A equagao (2.11) demonstra que, tendo uma teoria de cordas fracamente intera-
gente, entao o acoplamento de gauge na teoria de campos deve ser pequeno. Da equagao
(2.12), observa-se que o limite de acoplamento A forte da teoria de campos corresponde ao
limite de raio AdS muito maior que o comprimento da corda I5. Nesse limite, em especial,
é possivel desacoplar os modos de vibragao (massivos) das cordas e reduzir a teoria de
cordas a supergravidade. Ou seja, no limite g, < 1 e R > [,, a teoria de cordas se
reduz a supergravidade cldssica. A utilidade pratica da correspondéncia AdS/CFT vem,
em grande parte, de sua habilidade para trabalhar com o limite de acoplamento forte na
teoria de gauge.

A equivaléncia entre as duas teorias descritas acima inclui operadores, observaveis,
estados e fungoes de correlacao. Assim, um operador O da teoria de campos pode ser
posto em correspondéncia com um campo ¢ na supergravidade. A sentenca matematica

dessa correspondéncia é dada por:
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Zyp|J] = el (2.13)

No lado esquerdo dessa equacgao, tem-se a funcao de particdo de uma teoria de campos,
com a inclusdo de um termo que acopla a fonte J ao operador O. No lado direito, S[¢.]
é a agao classica, calculada para uma funcao ¢, que é solucao das equagoes classicas de

movimento com a condi¢ao de contorno, no caso mais simples, sendo dada por
lin(l)qﬁcl(z,x) = J(x). (2.14)
zZ—

Derivando a equagao (2.13) com relacao a J, pode-se encontrar as fungoes de
correlacao de O. Em particular, a funcao de Green de dois pontos pode ser obtida por

meio da derivada segunda de S[¢| com relagao ao valor de ¢ na fronteira,

Gz —y) = —i (TO(z)O(y)) = —% o (2.15)

O mapeamento operador<campo na correspondéncia AdS/CFT se d4 da seguinte

forma:

e o dilaton ® corresponde ao operador O = —L = iF O%ﬁ + ..., onde L é a densidade

lagrangeana;
e o campo de gauge Ag corresponde A corrente conservada J” da teoria de campos;

e 0 tensor métrico corresponde ao tensor energia-momento 7. Ou seja, a funcao
de particao da teoria de campos quadridimensional em uma métrica externa ggﬁ é
igual a

Zsp|Gas] = exp (iSalgas]) , (2.16)

onde g, satisfaz as equacoes de Einstein em cinco dimensoes e tem o comportamento

assintético, em z = 0, dado por

R2
ds? = gapdrda’ = = (dz* + g2 pda®dz”) . (2.17)

A correspondéncia AdS/CFT entao mapeia o problema de encontrar fungoes de correlagao
quanticas na teoria de campos para um problema classico em gravitacao.
Toda a descricao acima foi formulada para uma assinatura euclidiana, com tempo

imagindrio, e tem sido usada com sucesso desde entao. Porém, para obter determinados
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resultados fisicos, muitas vezes é necesséario encontrar fungoes de correlagao no tempo real,
as quais em geral nao sao dadas diretamente pelas func¢oes de correlagao euclidianas.

Em principio, algumas fungoes de Green no tempo real podem ser obtidas através
de uma continuacao analitica das fungoes de Green euclidianas. Em geral, essa conti-
nuagao é muito dificil de se realizar, sendo possivel apenas sob condigdes especiais (SON;
STARINETS, 2002, 2007). Para eliminar essa dificuldade, Son e Starinets (2002) elabora-
ram uma receita por meio da qual se pode obter as fungoes de correlacao no espago-tempo
de Minkowski, diretamente da AdS/CFT. Essa receita é apresentada no que segue.

Levando em conta que a parte AdS da métrica (2.10) é da forma
ds® = g..d2* + gup(2)dz®da” (2.18)

e considerando perturbagoes de um campo escalar massivo nesse background, a acao é

dada por
Zh
=K [dia [ dey=g [ @07 + 900050 + m]. (219)
0
onde K ¢é a constante de normalizacao e m a massa do campo escalar. O limite de
integracao é entre a fronteira z = 0 e o horizonte z = z.

A equacao de campo linearizada para ¢, dada por

=0/ 670.0) + 470,00 — m6 = (2.20)

e

deve ser resolvida com uma condi¢ao de contorno fixa em z = 0. A solugao pode ser

escrita como

qb(z,:v):/(gﬂl;4eik'xfk(z)¢o(k), (2.21)

onde ¢g(k) é a transformada de Fourier do campo na fronteira e fi(z) é a solugdo da
equacao
= 0L(V=0070.) — (6" oy + ) i = 0, (222)
com a condi¢ao de contorno fi(0) = 1 na fronteira, e de onda entrando no horizonte de
eventos (z = zp).
Usando a equagao (2.21) para expressar 0,¢ e J,¢, e substituindo essas derivadas

na acao (2.19), encontra-se

z=zp

d*k
5= / ORI )| (2.23)

z=0

onde

F(k,z) = Kv/=g g% [-k(2)0: fu(2)- (2.24)
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Uma maneira direta de se obter fungoes de correlacao no tempo real seria através
de uma extensao de (2.13). No entanto, esse procedimeto nao produz as fungoes de Green
esperadas. Na tentativa de contornar essa dificuldade, Son e Starinets (2002) postularam
que

G(k) = —2F(k, z)|, (2.25)

=0
Com o uso dessa receita, os autores calcularam fungoes de Green retardadas em teo-
rias nas quais essas funcgoes ja sao conhecidas, como por exemplo, para uma teoria de
campos a temperatura zero, e numa CFT bidimensional, e verificaram a validade da
receita (2.25). Posteriormente, Policastro, Son e Starinets (2002a) mostraram que os
modos quase-normais de um buraco negro plano AdS em cinco dimensoes, os quais cor-
respondem aos polos das funcgoes de Green na CF'T dual, apresentam um comportamento
hidrodinamico. Esse comportamento, que surge no limite de baixas freqiiéncias e grandes

comprimentos de onda, fornece um teste nao trivial da correspondéncia AdS/CFT.

2.2 Definindo modos quase-normais

A propagacgao de ondas em espagos-tempos curvos € freqiientemente modelada pela

equacao de Klein-Gordon:
07 = 02+ V(r.)] ¢(r, 1) = 0, (2.26)

onde V (r,) é o potencial efetivo que descreve o espalhamento do campo ¢(r,,t) pela cur-
vatura do espago-tempo, e r, é uma coordenada radial, chamada de coordenada tartaruga.
Ela coloca o horizonte de eventos do buraco negro em r, = —oo, limitando o dominio da
equacao diferencial para o espaco-tempo exterior ao horizonte. Exemplos familiares da
equacao de Klein-Gordon incluem as equagoes de Zerilli (1970) e Regge e Wheeler (1957).

Para espacos-tempos assintoticamente Minkowski, o potencial efetivo presente na
equagao (2.26) tem um comportamento especifico: ele é sempre positivo e assintoticamente
nulo quando 7, se aproxima de 400, caindo exponencialmente quando r, — —oo e com
r-2 na direcao de r, — 400, apresentando um maximo nesse intervalo. Para exemplificar
esse comportamento, na Figura 2.1 tém-se os potenciais de Zerilli e Regge-Wheeler para
o buraco negro de Schwarzschild. A Figura 2.1 é uma adaptacao da figura apresentada

por Nollert (1999, p. 169).



28

1,5
f\” =3 Zerilli (polar)
i / = = == Regge-Wheeler (axial)
1,0F
0,5F
~exp () | ~1(1+1)/x?
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COORDENADA TARTARUGA r,2M

Figura 2.1: Potenciais de Zerilli e Regge-Wheeler para [l =2 e [ = 3.

Para facilitar a definicao de modos quase-normais pode-se tomar a transformada

de Fourier e eliminar a dependéncia temporal da equagao de Klein-Gordon:

o(t, ) :/gﬁ(w,r*)e_i”tdw, (2.27)

assim a equacao (2.26) torna-se uma equagao diferencial ordinéria apenas na coordenada

radial:

" (w,ms) + [wz —V(r,)] ¢(w,r) =0. (2.28)

onde (") representa derivadas com relagao a r.. Uma perturbagao geral pode entao ser
representada como uma transformada de Fourier continua da solugao geral dessa equacao.

Como as equacoes de perturbacao de buracos negros de Schwarzschild possuem
potenciais estritamente positivos por toda a parte e que se anulam no horizonte e no infi-
nito, nao é permitido condigoes de contorno nas quais a solugao se anule nessas fronteiras.
De qualquer forma, o surgimento de oscilagoes de freqiiéncia tinica na evolucao temporal
das perturbagoes sugere que se pode seguir uma analise semelhante a de modos normais
para definir modos quase-normais.

Conforme |r,| se aproxima de valores infinitos, as solugoes da equagao (2.26)
aproximam-se de ondas planas ou, mais precisamente, de uma combinacao de ondas planas
entrando e saindo dessas regioes. Isso exige a imposicao de certas condi¢oes de contorno
nessas fronteiras. As solugoes devem parecer solugoes puramente de onda entrando no

horizonte, matematicamente de acordo com (2.27), tem-se ¢(w,r,) ~ €“™ & medida que
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r. — —o0 (no horizonte), e de onda saindo no infinito, que de acordo com (2.27) é repre-
sentada por, ¢(w,r,) ~ e~ & medida que r, — 400 (no infinito espacial). Essa escolha
de condigoes de contorno faz sentido intuitivamente, pois deseja-se estudar a resposta da
métrica exterior ao buraco negro frente a perturbagoes iniciais. Portanto, nao se quer que
radiagao gravitacional vinda do infinito continue perturbando o buraco negro e assume-se
que nada pode vir através do horizonte de eventos para fora do buraco negro.

As freqiiéncias discretas que sao solugbes da equacao (2.28), juntamente com as
condicoes de contorno citadas acima, sao as chamadas freqiiéncias quase-normais e as
solugoes construidas delas sao os modos quase-normais.

Estudos numéricos e analiticos mostram que a evolugao das perturbagoes no espago-
tempo de um buraco negro, como por exemplo o buraco negro de Schwarzschild pode,
a grosso modo, ser dividida em trés partes. A primeira parte é a resposta imediata.
Nessa fase, a forma do sinal depende fortemente das condigoes iniciais. A segunda parte
corresponde aos tempos intermediarios, quando o sinal é dominado por um decaimento
exponencial, cujas freqiiéncias e tempos de amortecimento sao determinados pelos modos
quase-normais. Essa fase depende inteiramente dos parametros dos buracos negros (massa,
momento angular e carga elétrica). A terceira e tltima fase ocorre mais tardiamente,
quando a propagacao da onda cessa pelo decaimento do campo através de uma lei de
poténcias (CHING et al., 1995; BERTI; CARDOSO; LEMOS, 2004).

O trabalho pioneiro em modos quase-normais deve-se a Vishveshwara (1970), o qual
mostrou que era possivel “observar” buracos negros através do espalhamento de ondas
gravitacionais. Assim, perturbando o espago-tempo de um buraco negro de Schwarzschild
com pacotes de ondas gaussianos, Vishveshwara encontrou que o buraco negro respondia
com modos de decaimento caracteristicos, os modos quase-normais. Os resultados obtidos
no nivel da teoria linearizada, na qual os campos sao tratados como perturbagoes no
espago-tempo do buraco negro, estao mostrados na Figura 2.2 (CARDOSO, 2003).

Essas caracteristicas das ondas gravitacionais, como descritas acima e observadas
no grafico da Figura 2.2, correspondem a estruturas especificas das fungoes de Green da
equacao (2.26). Para esclarecer tal fato, observa-se que a evolugao temporal de um campo

o(r, t) descrito pela equagao (2.26) pode ser escrita, parat > 0, como (CHING et al., 1995)

o1 t) = / dy G(rv,y;1) 0d(y,0) + / dy AG(rayit) 6(y,0),  (2.20)
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Figura 2.2: Evolucao de um pacote de ondas gravitacionais gaussiano nas vizinhancas de um

buraco negro de Schwarzschild (CARDOSO, 2003).

onde a fungao de Green retardada G ¢é definida por
07 = 07, + V(r.)|G(r.,y;t) = 6(t)3(r. — y), (2.30)

com a condigao inicial G(r,,y;t) = 0 para t < 0. A sua transformada de Fourier

G(royw) = / dt G(r.,y;t) e, (2.31)
0

satisfaz a equacao

D(u})gY =[-w? - 83* + V(r*)]é(r*, y;w) = 0(re —y). (2.32)

Definindo duas fungoes auxiliares f(w,r.) e g(w, ) como solugdes para a equacao ho-

mogénea D(w) f(w,r.) = D(w)g(w,r,) = 0, pode-se escrever

G(r,y;w) = (2.33)

onde f(w,r,) satisfaz a condi¢ao de contorno no horizonte, g(w, r,) satisfaz a condicao de
contorno no infinito e W(w) = W(g, f) = g(0,, f) — f(0..g) é o wronskiano.

Entao, tem-se que integrar f(w,r,) pela esquerda e g(w,r,) pela direita até que
elas possam ser comparadas num mesmo valor de r,, no qual o wronskiano também possa

ser avaliado. Para isso considera-se a transformada de Fourier inversa de (2.31), e para
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Figura 2.3: Estrutura de singularidades da funcao de Green (CHING et al., 1995).

t > 0, tenta-se fechar o contorno em w por um semicirculo de raio C' na metade inferior
do plano complexo.

O wronskiano presente na equagao (2.33) pode ter zeros no plano complexo de w
e em todas essas freqiiéncias f(w,r,) e g(w,r,) sdo linearmente dependentes. De fato,
em tal situacao, essas fungbes sao proporcionais entre si, conforme segue da equagao
W(w) = Wi(g, f) = g(0-.f) — f(0,.g) = 0, de modo que as solugdes correspondentes
satisfazem ambas as condicoes de contorno. Tais solugoes sao, por definicao, os modos
quase-normais cujas freqiiéncias sao entao identificadas com os pélos da funcao de Green.

Ao considerar as singularidades de G para Im(w) < 0 (Figura 2.3), Ching et
al. (1995) identificam-nas as diferentes etapas de evolugao temporal do pacote de onda
gaussiano observadas na Figura 2.2 e discutidas anteriormente. Os autores referem-se ao
semicirculo de raio C' em |w| = C, quando C' — oo, como a resposta imediata do sistema,
uma vez que com |w| grande a contribuigao na evolugao se d4 por um tempo muito curto.

Para alguns casos particulares [V (r, — 0o) ~ r_%(Inr,)? para 8 = 0,1], g(w,r.)
terd singularidades no eixo —I'm(w) que tomam uma forma de branch cut vindo do infinito
negativo para a origem. KEssa contribuicao afeta o comportamento das ondas apds um
longo tempo e por isso é identificada como a lei de decaimento de poténcias, caracteristica

da evolucao das perturbagoes em tempos muito grandes (CHING et al., 1995).



3 PERTURBACOES GRAVITACIONAIS EM d DIMENSOES

A teoria de perturbacoes é uma das ferramentas que torna possivel o estudo dos
modos quase-normais. Através dela, perturbando a métrica do buraco negro e linearizando
as equacgoes de Einstein, pode-se encontrar as equacoes de evolucao das perturbacoes, das
quais obtém-se os modos quase-normais.

Na primeira secao deste capitulo, apresenta-se as equagoes de Einstein com o intuito
principal de estabelecer a notacao e as equacoes bésicas a serem utilizadas no que segue.
Na segunda sec¢ao, aplica-se a teoria de perturbacoes a uma métrica genérica linearizando o
tensor de Ricci, com o qual pode-se obter qualquer componente das equacgoes de Einstein.
Na tultima secao, apresenta-se o formalismo invariante de gauge para as perturbacoes
gravitacionais desenvolvido por Kodama, Ishibashi e Seto (2000), que fundamenta este

trabalho.

3.1 Equacoes de Einstein

Para facilitar a leitura do presente trabalho, e para referéncia futura, acrescenta-se
aqui as definicoes das quantidades fundamentais do calculo tensorial necessarias para a
formulagao da teoria da relatividade geral.

Considerando um espago-tempo com d dimensoes e com métrica g,3, tem-se as

seguinte definigoes (no que segue usa-se a notagao e convengoes de Hartle (2002)):

(i) Simbolos de Christoffel ou coeficientes de conexao:

o 1 (7
By =39 2 (0,955 + 0pgsy — O598+) , (3.1)

onde J, indica a derivada parcial em relacao a coordenada z¢, etc.

(ii) Tensor de (curvatura de) Riemann:
Raﬁ,yé = 8»YF%6 - 85Fg,y -+ F?}ja %6 - géa %’Y . (32)

(iii) Tensor de (curvatura de) Ricci:

Rag = R (3.3)

ayB’
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onde ha soma sobre os indices repetidos. A curvatura de Ricci pode ser expressa direta-

mente em termos dos simbolos de Christoffel por

Rog = 0,105 — 0T + T, —TL,T0, . (3.4)

(iv) Escalar de curvatura de Ricci:

R=R",=g"R.;. (3.5)
(v) Tensor de Einstein:
1
Gaﬁ - Raﬁ - §gaﬁRa (36)

(vi) Tensor de energia-momento: 7,3

Para completar a descrigao das equacoes de Einstein, busca-se a medida da densi-
dade de matéria e energia. Essa medida é feita através do tensor de energia-momento, cuja
forma depende do tipo especifico de matéria/energia que o mesmo representa. Além disso,
pode-se acrescentar ainda um termo cosmoldgico na forma Ag.s, onde A é a constante
cosmoldgica. Esse termo é fundamental no desenvolvimento do presente trabalho pois as
solugoes de buraco negro aqui estudadas s6 existem pra Adiferrentede0 e também devido
a correspondéncia AdS/CFT. Assim, as equagoes de Einstein com constante cosmolégica
A s@o escritas na forma

1
Rag — igagR + Agag = 87TTa5, (37)

onde usou-se o sistema de unidades geometrizadas.

3.2 Teoria de perturbacoes

Solucoes exatas das equagoes de Einstein sao possiveis em um nimero muito pe-
queno de problemas. Porém, existem métodos de aproximacao que permitem a obtencao
de solugoes analiticas, validas dentro de um certo regime. Nesta secao, estuda-se um
desses métodos, conhecido como teoria de perturbacoes.

A teoria de perturbacoes é aplicavel quando, por exemplo, considera-se ondas gra-
vitacionais propagando-se através do vacuo no espago-tempo curvo, de modo que os coe-

ficientes da métrica possam ser separados em coeficientes de fundo mais perturbagoes,

9o = Jap + hap + O ([hag)?) + ., (3.8)
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onde g, corresponde a métrica de fundo e hap corresponde as perturbagoes métricas,
consideradas pequenas em comparacao com a unidade |h,g| < 1.

A fim de aplicar a teoria de perturbacgoes as equacoes de Einstein, analisa-se inicial-
mente o tensor de curvatura de Ricci, o qual é definido a partir dos simbolos de Christoffel,
que por sua vez dependem da métrica. Logo, o primeiro passo é substituir a nova métrica

(3.8) na expressao (3.1), usando a relagao
9 =5 — 1" + O ([hag’) + ..., (3.9)

e considerando que os indices devem ser “levantados” e “abaixados” com a métrica de
fundo g,5 e a sua inversa g0,

Desprezando os termos de segunda e mais altas ordens nas perturbacoes métricas
hag, € tendo em vista que suas derivadas sao da ordem de h,g, tem-se que os simbolos de

Christoffel podem ser separados em duas partes:
— s

Nessa relacao, os coeficientes F(l;ﬁ sao os simbolos de Christoffel em relacao a

métrica de fundo g4, € 5Fgﬁ sao perturbagoes destes, dadas por

5F6aﬁ =-7" (vﬁhéa + Vaohss — véhaﬁ) , (3.11)

N —

onde

Vahss = Ouhsg — Tashug — Toghus (3.12)

¢ a derivada covariante associada a métrica de fundo.
Substituindo (3.10) no tensor de curvatura de Ricci (3.4), tem-se a seguinte de-
€composicao
- 1 2
Rag = Rap + R (hag) + O ([hagl’) + ., (3.13)

onde R,z é tensor de curvatura de Ricci que corresponde & métrica de fundo Jops R((xlﬁ) (hap)

representam os termos de primeira ordem em h,3. Desprezando os termos de segunda e
mais altas ordens em h,g, restam apenas os termos lineares nas perturbacoes métricas,
de modo que as perturbagoes no tensor de Ricci, denotadas por dR,g, correspondem
exatamente aos coeficientes Rsﬁ) (hag), 0s quais podem ser colocados na forma

26 Ry =~V 'V hos — V¥ sh + VT h) + VoV, bt

_ _ _ (3.14)
+ Roy By + Ry b — 2R eh ™.
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Contraindo as perturbacgoes no tensor de Ricci, encontram-se as perturbagoes no

escalar de Ricci

SR = —has B + V"V hay — VV,4h. (3.15)

Com esses resultados, pode-se obter qualquer componente das perturbacoes nas

equacoes de Einstein.

3.3 Transformacoes de gauge

Os valores das perturbagoes métricas hos nao sé carregam informagoes sobre o
sistema fisico que esta sendo estudado, como também sobre o sistema de coordenadas
escolhido. Por isso, tem-se liberdade para realizar transformacoes infinitesimais no sistema
de coordenadas, que refletirao em mudangas nas perturbagoes métricas h,g.

Considere uma transformagao infinitesimal da forma
2’ = % + £2(2P), (3.16)

onde &% sao d fungoes arbitrarias, de mesma ordem de grandeza de h,s, e pequenas
suficientes para deixar |h,g| < 1. Até primeira ordem em £ tem-se 2 = 2/ — £%(2'),

de modo que a métrica (3.8), apds algumas manipulagoes transforma-se em

y;ﬁ(l’,) + h:xﬁ(x/) - yaﬁ(l’) + haﬁ(l’) - vﬁga - va&ﬁ + (al/ga,@) gu’ (317)
onde
Vals = 0uls + Toply (3.18)

¢ a derivada covariante de {3 em relacao a métrica de fundo. Além disso, conside-
rando a relacao g,4(z) = g,45(7") — #0479, , encontra-se que as perturbagoes métricas

transformam-se de acordo com as relagoes
03(') = hag(x) 4 0hap(z), (3.19)

onde

Shag = —Va&s — Vg&a. (3.20)

Tém-se diferentes perturbacoes métricas h,g descrevendo a mesma quantidade

fisica, ou seja, hap sofre uma transformacao de gauge, muito semelhante a transformacao
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de gauge do eletromagnetismo. Portanto, pode-se usar essa importante propriedade para
simplificar a descricao da perturbagao e fazé-la tunica.

De acordo com Misner, Thorne e Wheeler (1999, p. 440), as transformacoes de
gauge gravitacionais nao afetam a forma funcional de observaveis, como por exemplo,
escalares, vetores e tensores. Do mesmo modo que calculos diretos revelam a invariancia
de gauge do campo eletromagnético, pode-se revelar a invariancia de gauge do tensor de

Riemann:

A exemplo do tensor de Riemann, o tensor de Einstein também se mantém inalte-

rado pelas transformacoes de gauge.

3.4 Formalismo invariante de gauge

Nesta secao, apresenta-se o formalismo invariante de gauge para as perturbacoes
gravitacionais de espagos-tempos de dimensao arbitraria desenvolvido por Kodama, Ishi-
bashi e Seto (2000). As perturbagdes gravitacionais sao expandidas em termos de harmo-
nicos tensoriais, e as perturbagoes nas equacoes de Einstein sao expressas como um grupo
de equagoes para quantidades invariantes de gauge. Essas quantidades sao agrupadas em
trés tipos: tensorial, vetorial e escalar, de acordo com o tipo de harmonico tensorial usado
na respectiva expansao. Cada um destes setores obedecera um grupo fechado de equacoes
independentes.

Considera-se perturbagdes gravitacionais de um espago-tempo de fundo de (m +
n) dimensoes, cuja simetria espacial corresponde ao grupo de isometrias de um espago
maximamente simétrico n-dimensional. Tal espaco-tempo é localmente escrito como o

produto
M= N K S (y, 2t) = (2%). (3.22)

A geometria desse espago-tempo é dada pela métrica

ds® = gapdz®dz’ = gu(y)dy*dy® + r*(y)do? (3.23)

n’

onde

do? = v;j(z)dx'dz’ (3.24)
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é a métrica do espaco n-dimensional £". Quando a métrica (3.23) representa o espago-
tempo de um buraco negro, o espaco K" descreve a estrutura de uma secao espacial de seu
horizonte de eventos. Nos casos onde K™ é um espaco de curvatura constante, a constante
K representa sua curvatura seccional. Assume-se que K™ é completo com relagao a métrica
e K é normalizado de modo que K = 0,41, onde K = 0 representa curvatura seccional
nula, isto é, o espaco K" é plano; K = 1 representa curvatura seccional positiva, ou seja, o
espaco ¢ esférico; e K = —1 representa curvatura seccional negativa, indicando um espaco
hiperbdlico. Denota-se as derivadas covariantes, os coeficientes de conexao, e os tensores

de curvatura para as trés métricas ds2, g,dy®dy®, e do? como
) Y n

ds? = Vo, TS, Rapro, (3.25)
9ar(y)dy*dy’ = Da, "T5.(y), ™ Rapea(y), (3.26)
do? = ﬁi,fék(f’«“)aﬁijkl(fﬂ):K(%k%’z—%’z%’k)- (3.27)

As expressoes para os simbolos de Christoffel I'j e as componentes do tensor de
Riemman R,s,,, em termos das quantidades correspondentes as métricas g, (y)dy®dy® e
do?, sao dadas no Apéndice A.

Percebe-se, entao, como salientado por Mukohyama (2000), que se tem trés tipos
de derivadas covariantes para a geometria de fundo: a primeira, representada por V,,
¢ a derivada covariante associada a métrica de fundo original (m + n)-dimensional gag;
a segunda, D,, é a derivada covariante associada com a métrica m-dimensional g.;; e a
terceira, representada por lA)i, estd associada com v;;. Algumas das relacoes entre esses
trés tipos de derivadas, para um campo vetorial arbitrario V,, estao exemplificadas no
Apéndice A.

As perturbagoes no tensor de Ricci podem ser reescritas considerando a decom-
posicao da derivada covariante V em D e D (ver também o Apéndice A). As novas

expressoes encontram-se nas equagoes abaixo:

DC
20Ry, = —Uhg + DoDchy + DyDchy +n i (—=Dchap + Dohey, + Dypheg)
T
1% 1 ~ ~
+ " Rehoy 4+ "Rihea = 2 "Rucnh™ =~ Bhay + = (DaD'hii + DyD'has
r r

Dbr
r3

D, oy y
Dahiy'' — —r—;Dbhiﬂ“ + i DarDyrhiy? = DoDyh (3.28)
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~ 2 ., = 1 1
%Ry = DiDyh + —=DrDihgy — r0l (—hm-) — " D% Dyhyi — Dar Dy <—h§’)
r T r

-
1 1 2
2 Dor Dby + (n+ 1)rD, <—2Dbr) T — 22 DL DPrhy
T T
Dr)? K—(Dr)2 O
+<(n+1)( Z) —l—(n—l)# T) hia +1DuDy, (—hﬁ’)
T T T T

1 1~ 1~ =~ 1~
+—2Db’l"Da’f’hbi —l—m thbi - —2Ahm’ + —2DiD]haj + T’Da <—3D]hﬂ)
r r r r
R 1~
—f—ﬁDa’f’D h]z - ﬁDarDihjk'y - ’T’Da ;Dlh X (329)
~ 1
20R;; = [2rD*Dyhl +2(n — 1)D*rD’rhgy, 4 2rD*Drhgy) vij + rDiD, (th)

a

+rD;D, (—h?) +(n—1) !
.

~ ~ D% ~
<Dihaj + Djhm'> + 2—TthIm’Yij

D4r 1 ~
20 < hw) Dahi; + = (D D¥hgs + D;Dhis) = ~5Bh;
r

K (Dr)2 Or kil K — (Dr)?
+2 <(n — 1)ﬁ + 2 NCR 7) hij — 2 (7 hyaryij — hij) r2
D ~ ~
—2( T) %J'Vklhkl DiDjh — rD% Dyhyi; . (3.30)

Analogamente, tem-se a seguinte expressao para a perturbacao no escalar de Ricci:

2 2 —1
SR = D,Dyh® + =2 D*rDPhy, + (—nD“Dbr £ 20 =) iy R“b) hat
r r r
2 ~ Dy ~, 1~ Dér i
+ ﬁDGD hl + Q(H - 1) 3 ai ﬁ ij FDG}LZ’J”}/]— (331)
1 K (D D 1+
——2((n—1)—2—2( T))h —Oh —n=——D,h — —Ah.
r T r

Além disso, é necessario reescrever também as relacoes de transformacao das per-
turbagoes métricas (3.20) frente a transformacao infinitesimal de gauge (3.16). Assim,
decompondo as derivadas covariantes em termos dos simbolos de Christoffel e utilizando
as igualdades presentes no Apéndice A, chega-se as relagoes

5hab - _Dagb - Db€a> (332)
Shys = (5) Dic.. (3.33)

5h,] - _ngj - ngz — 2’/"Da’f’§a’%’j. (334)
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3.5 Equacoes de perturbacao invariantes de gauge

Em geral, cada tensor com ordem igual ou superior a dois, no espaco maximamente
simétrico K", é decomposto unicamente em trés tipos de componentes: escalar, vetorial
e tensorial, e cada componente pode ser expandida, em termos de func¢oes harmonicas do
mesmo tipo (KODAMA; ISHIBASHI; SETO, 2000). Vale observar, porém, que num espago-
tempo quadridimensional (n = 2) as perturbagoes sao classificadas em escalares (ou pola-
res) e vetoriais (ou axiais) somente. As perturbagoes do tipo tensorial ndo se manifestam

em espacos de baixa dimensionalidade.
3.5.1 Perturbacgoes tensoriais

As perturbacoes tensoriais podem ser expandidas em termos dos harmonicos ten-

soriais i-j da seguinte forma:
hap = 0, hai = 0, hi; = 2r*Hy T, (3.35)

onde Hr é uma quantidade a ser determinada e i-j estd definido no Apéndice B. Observa-
se que nao ha perturbagoes nas componentes correspondentes as coordenadas r e ¢, e nas
combinagoes dessas com o espago K.

Uma vez que a transformagao de gauge infinitesimal £% = (£, %) nao tem compo-
nente tensorial, segue que Hr é um invariante de gauge.

Inserindo (3.35) nas equagoes de perturbagcao linearizadas, obtidas das equagoes de

Einstein G;; + Ag;; = 0, e utilizando a igualdade

— 2A O K — (Dr)?
2—n—m r r2
obtém-se a seguinte equagcao:
k2 4+ 2K
—OHy - 2Dr - DHr + =22 =, (3.37)
r r

onde 0 = D*D, é o d’alembertiano no espaco m-dimensional N'™. No préximo capitulo,

sao analisadas as solugoes de modos quase-normais para esta equagcao.
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3.5.2 Perturbacgoes vetoriais

As perturbagoes métricas do tipo vetorial sao expandidas em termos dos harmoni-

cos vetoriais V; da seguinte forma:
hab = 07 hai = rfa‘Z> h'z'j = 2T2HT‘Zj> (338)

onde f, e Hy sao quantidades a serem determinadas, e 17;-]- sao tensores harmonicos cons-
truidos a partir de ‘7@ (ver Apéndice B). Percebe-se que nao ha perturbagoes no espago
m-dimensional N'™.

Uma vez que o vetor deslocamento infinitesimal £* tem somente a componente

vetorial

&=0, &=rLV, (3.39)
onde L é um invariante de gauge, os coeficientes da expansao da perturbagao transformam-
se, de acordo com (3.33) e (3.34), como

§f. = —rD, (5) e =tp (3.40)
T

r

Consequientemente, a perturbacao vetorial pode ser descrita pela quantidade invariante
de gauge

Fy=fo+ %DGHT. (3.41)

Pode-se mostrar que as “variagoes” das equagoes de Einstein com constante cos-
mologica e na auséncia de fontes externas, Gg, + Agy = 0, sao invariantes de gauge.
Assim, de acordo com Martel e Poisson (2005), o calculo dessas equagdes pode ser re-
alizado em qualquer gauge conveniente. Para as perturbacgoes vetoriais, percebe-se que
a escolha Hy = 0 ¢ adequada, pois anula a perturbacao métrica h;; e elimina a deri-
vada covariante presente em (3.41), facilitando as manipulagoes algébricas envolvidas na
obtencao das equacoes de perturbacao deste setor.

Entao, para obter as equacoes para as perturbacoes vetoriais invariantes de gauge,
substitui-se as expansoes dadas em (3.38), com a escolha de Hr = 0, nas componentes
das perturbacoes linearizadas das equagoes de Einstein G = 0 e G; + Ag;» = 0. Destas,
utilizando novamente a igualdade (3.36), encontra-se equagoes para as quantidades inva-
riantes de gauge f,. De acordo com o gauge escolhido, a equagao (3.41) torna-se F, = f,.

Entao, de forma consistente, pode-se realizar a substituicao f, — F,, de modo a obter as
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seguintes equacgoes de perturbacao invariantes de gauge:

o () a2 o

EDQ (r"tF*) = 0. (3.43)

TTL

3.5.3 Perturbacgoes escalares

As perturbacoes métricas escalares sao expandidas em termos dos harmoénicos es-

calares S do seguinte modo:
hab = fab§7 hai = Tfagia hij = 27’2 (HL’Yijg—i‘ HTgij> , (344)

onde fy, fa, Hr € Hr sao quantidades a serem determinadas; :S’; e gij sao respectivamente
os vetores e os tensores harmonicos construidos a partir de S (ver Apéndice B). Neste
setor héa perturbacao em todo o espago-tempo.

As transformacoes de gauge com vetor infinitesimal sao dadas por
& =T,5, &=rLS, (3.45)

onde T, e L sado quantidades invariantes de gauge, que de acordo com (3.32) e (3.33),

implicam nas seguintes transformacgoes para os coeficientes de expansao dos modos esca-

lares:
5fab = —DaTb - DbTa; (346)
L k
0f, = —rD, (—) + —Ty; (3.47)
r r
0X, =Ty; (3.48)
DCL
sy = — g D (3.49)
nr r
k
OHr = ;L; (3.50)
onde X, é definido por
r r
Xo=1 (fo+ EDQHT> . (3.51)

Consequientemente, pode-se construir as seguintes quantidades invariantes de gauge:

1 1
F = HL—I— —HT—I— —Da’f’Xa;
oo (3.52)
Fab = fab + DaXb + DbXa~
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Usando uma vez mais o fato de que as perturbacoes nas equacoes de Einstein, com
tensor energia-momento nulo, sao invariantes de gauge (MARTEL; POISSON, 2005), tem-se
que o calculo das equacoes de perturbacgao pode ser feito em qualquer gauge conveniente.
Para as perturbacgoes escalares, as escolhas de f, = 0 e Hy = 0 mostram-se mais apropri-
adas, uma vez que estas eliminam as perturbagoes métricas h,; e simplificam as expansoes
para h;;. Além disso, essas escolhas anulam a quantidade X, em (3.51), implicando em
enormes simplificagoes nas quantidades invariantes de gauge das equagoes (3.52).

Sendo assim, substituindo as expansoes dadas em (3.44), com as escolhas de f, =0

e Hr = 0, nas componentes linearizadas das equacoes de Einstein

Gap + Agap = 0, G? =0, G+ Agl =0, (3.53)

1

e ainda na componente sem a contribuicao do trago,
Gi+ Agl — (Gi+ Agl) 8l /n =0, (3.54)

obtém-se equagoes em termos de Hy, e f,. Depois disso, usando a equagao (3.52), nota-se
que ' = Hy e Fy, = fu, devido ao gauge escolhido. Entao, realizam-se as substituigoes
H;, — F e f, — F, naquelas equacgoes, e encontra-se as seguintes equacoes de per-

turbacao para quantidades invariantes de gauge:

C

D
— OFyy + DuD.FS + DyD.FC + n——(—D,Fy, + DaFup + DyFio) + ™REFyyt

r
2

k
+ ngFca - 2mRacbdFCd + <_2 —R + 2A) Fab - DanFcc_
r
1 1
—2n (DanF + —DyrDyF + —DeraF) -
r r

cd m ped 2n cyd n(n B ]') c d (355)
— | DeDaF" + | = "R + — DD + ——5—DrD | Fea| Gab—
T T

2 k? —nK
- {—QnDF = [(n+1)Dr - DF — DrD*F4] + 2(n — 1)72”F} Gab—
r r

C

/{?2
— [—DFC —Dr.DF°+ —zFf} ab = 0;
T T

k 1 1
- {— Dy (r"*F)) + 1D, (-F;) +2(n — 1)DQF} =0; (3.56)
T T T
1 ab 1 m pab (TL— 1)(71-2) a b Dan’f’
— §DanF —+ <§ R — 2’[“2 D% D°r — (n — 1) - Fab_

n—1

1 —1 —1K?

DrD'Fy+ -0F +~ —~Dr-DF— =" pey (n—1)a0F+  (3.57)

r 2 2r 2n 12

—1 —1)(n—2)k —nk

L=y ppo = D=2k 2 F=o;
T n T
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2
ﬁ [2(n — 2)F + F;] =0. (358)
Todas as equagoes de perturbagao gravitacional encontradas nesta se¢ao, para os
setores tensorial, vetorial e escalar, seguem o formalismo invariante de gauge de Kodama,
Ishibashi e Seto (2000), e foram obtidas a partir de uma métrica suficientemente genérica,

cujo espago-tempo ¢é (m + n)-dimensional.



4 PERTURBACOES DE BURACOS NEGROS EM d
DIMENSOES

Neste capitulo, é apresentada a métrica de fundo dos buracos negros plano-simétri-
cos d-dimensionais, escolhida para o desenvolvimento deste trabalho, e a ela é aplicado o
formalismo descrito no capitulo anterior. Mostra-se que, para essa métrica, as equagoes
de perturbagado de cada setor (tensorial, vetorial e escalar) podem ser reduzidas a uma

unica equacao diferencial ordinaria de segunda ordem para cada um desses setores.

4.1 Background

A forma geral da métrica do espago-tempo de fundo apresentada na equagao (3.23)
inclui o caso particular da métrica de um buraco negro plano-simétrico anti-de Sitter
(LEMOS, 1995; LEMOS; ZANCHIN, 1996; BANADOS, 1998; AWAD, 2003). Nesse espago-
tempo, as duas dimensoes m correspondem as coordenadas radial r e temporal ¢, sendo

que a métrica do buraco negro plano-simétrico AdS pode ser escrita da forma:

2 n 2
2 _ T 2 i R 2
ds® = = —f(r) dt +; dx'dx; —i—wdr , (4.1)
para a qual
TZ+1
f(ry=1- g (4.2)

sendo 7, o raio do horizonte de eventos, que esta relacionado a temperatura de Hawking

T do buraco negro por
(47T) R
TS T (43)
onde R ¢ o raio anti-de Sitter
n(n+1)
R*= ————7
2A

As coordenadas t e r estao definidas nos intervalos —oo <t < +oc e <r < 400,

(4.4)

enquanto que os dominios das coordenadas z° dependem da topologia do buraco negro
considerado. Além disso, tem-se 1 < ¢ < n, sendo que n determinarda o nimero de
dimensoes do espago-tempo, visto que d = n + 2.

Observa-se que, para r grande e constante, a métrica (4.1) reduz-se para a métrica

de Minkowski (n + 1)-dimensional, e ainda que, para r e ¢t constantes, tem-se um espago
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plano n-dimensional.

A métrica (4.1), além da singularidade coordenada em r = rj,, possui uma singula-
ridade fisica em r = 0. Isso, porém, nao é relevante para o presente trabalho, pois a regiao
r < 1, nao é de interesse para a analise dos primeiros modos quase-normais. Assim, o
sistema de coordenadas (, r, %) pode ser usado para toda a regidao exterior ao horizonte,
sendo que a coordenada radial r fica restrita ao intervalo r, < r < oco. Contudo, para
facilitar a analise, procede-se uma mudanca de modo a transformar o intervalo de variagao
da coordenada radial num intervalo finito. Isso pode ser feito por meio da transformacao

u=—, (4.5)

r

a qual implica em

flu)=1—u"tt, (4.6)

Agora o horizonte de eventos do buraco negro esta localizado em u = 1, e a fronteira do
infinito espacial estd em v = 0. Assim, u € (1,0). Com essa nova coordenada radial, a

métrica (4.1) torna-se

n 4 P2
ds? — —f(u) dt* + ) da'dz; MRS (4.7)

u?R? — f(w)

Apesar de apresentarem simetrias diferentes, o buraco negro plano-simétrico é
semelhante, em certos aspectos, ao buraco negro de Schwarzschild. Horowitz e Hubeny
(2000) mostraram que, para buracos negros grandes, onde 7, > R, a regiao exterior ao
horizonte de eventos da métrica de Schwarzschild-AdS torna-se aproximadamente plano-
simétrica. Esse background possui uma simetria particular que permite reescalonar ry,
através de uma transformagao de coordenadas pura: t = at’, x; = az}, r = 1'/a, onde a é
uma constante. Isso tem conseqiiéncias interessantes nas propriedades das freqiiéncias dos
modos quase-normais associadas com as perturbacoes de um buraco negro plano-simétrico,
as quais poderao ser representadas como uma funcao homogénea de primeiro grau de seus
parametros: w(ary, ak) = aw(ry, k), onde k é o nimero de onda. Assim, quando efetuado
o céalculo das freqiiéncias quase-normais para um dado r, e para diferentes valores de k,

essa propriedade implica na obtengao de w(ry, k) para todos os valores de ry,.
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4.2 Equacgoes para as quantidades invariantes de gauge

O objetivo agora é aplicar o formalismo invariante de gauge apresentado no Capitu-
lo 3 as perturbagoes dos buracos negros plano-simétricos d-dimensionais. Para isso, basta
relacionar as quantidades da métrica (4.1) com a forma genérica (3.23) e, entao, seguir os
procedimentos 14 descritos. A comparagao entre as equagoes (3.23), (3.24) e (4.7) fornece

as relagoes

u* R?
Gopdy’dy’ = ey f(u) dt* + m du?, (4.8)
o 1 <& .
i=1

Além disso, observa-se que o sub-espaco K™ tem curvatura nula, ou seja, tem-se
que K = 0, uma vez que o background apresenta curvatura seccional nula e o espago K"
é plano.

De acordo com Kodama, Ishibashi e Seto (2000), as perturbagoes métricas sao
expandidas em harmonicos tensoriais, vetoriais e escalares, e a ortogonalidade desses se-
tores permite trata-los separadamente. A partir dessas expansoes, obtém-se as equagoes de
perturbagao gravitacional para uma métrica genérica. Nesta secao, substitui-se as quan-
tidades relativas a métrica de um buraco negro plano-simétrico (4.7) naquelas equacoes
e mostra-se que elas se reduzem a uma tunica equacao diferencial ordinaria de segunda

ordem para cada classe de perturbagao.

4.2.1 Perturbacgoes tensoriais

Para obter a equagao para as perturbagoes tensoriais, substitui-se as quantidades
relativas a métrica de fundo (4.7) na equacao de perturbacao invariante de gauge (3.37).
Isso é feito a partir das derivadas covariantes presentes em (3.37), que devem ser escritas
em termos dos simbolos de Christoffel, onde o indice a, varia entre u e t. Os simbolos
de Christoffel, uma vez determinados a partir das equagoes (3.1), devem ser substituidos
pelos seus valores correspondentes a métrica (4.7).

Inspirando-se no trabalho de Kovtun e Starinets (2005) para rotular as fungoes, a

transformada de Fourier da quantidade invariante de gauge Hp é representada em termos
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da funcao independente do tempo Z3(u)':

Hr(t,u) = %/Zg(u)ei“tdw. (4.10)

Conseqiientemente, Z3(u) também é uma quantidade invariante de gauge.

A expressao (4.10) é, entao, substituida em (3.37). Da expressao resultante des-
sas substituicoes, realiza-se algumas manipulagoes algébricas que conduzem a seguinte
equacao de perturbacao:

7 — {%} Zl+ {%} Zy =0, (4.11)
onde (') representa derivadas em relacao a coordenada u e f representa, e desse ponto
em diante representard, a fungao horizonte. Os parametros adimensionais, freqiiéncia (1)

e numero de onda (q), presentes em (4.11), sdo definidos por

n+ 1w
N G 47TT) | (4.12)
n+ 1)k

onde T é a temperatura de Hawking do buraco negro. A dependéncia das perturbacoes
somente em termos desses parametros adimensionais esta relacionada com a simetria
particular do background, discutida no final da Secao 4.1.

A anélise dos modos de perturbagao tensorial obtidos a partir da (4.11) é feita no

préximo capitulo.

4.2.2 Perturbacgoes vetoriais

Para obter a equacao de perturbacao gravitacional vetorial, utiliza-se as equacoes
invariantes de gauge (3.42) e (3.43), lembrando que K = 0.

Analisando a equagao (3.42), percebe-se que ela apresenta um indice livre, logo
dela obtém-se duas equacgoes, isto é, uma para a = u e outra para a = t, com b variando
sobre u e t. J& a equacdo (3.43), observando-se o somatério sobre o indice a que varia
entre u e t, resultard em apenas uma equacao. Novamente, inspirando-se no trabalho de

Kovtun e Starinets (2005), a quantidade invariante de gauge F,, presente em (3.42), é

INeste capitulo, o sinal escolhido para a exponencial complexa da transformada de Fourier é contrario

aquele utilizado no Capitulo 2.
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reescrita da forma F, = fa /u, e a quantidade E, é representada pela transformada de

Fourier

Futu) = / Fo(u)etdu. (4.14)

Como no caso das perturbagoes tensoriais, substitui-se em (3.42) e em (3.43), as
derivadas covariantes em termos dos simbolos de Christoffel, os quais sao obtidos a partir
da expressao (3.1) com a métrica de fundo (4.7). A relagdo (4.14) também ¢ substituida

naquelas equacoes. Com isso, depois de algumas manipulacoes, resultam as seguintes

equacoes:
- /{32 _2Y
fro S =) s, (4.15)
w

i~ =N k=
' —iw (F; - EF“> ~FE=0, (4.16)
Ay e Ny ) 417
u f2 t Uf ( )

Analisando as equagoes acima, percebe-se que a terceira equacao é dependente das
duas primeiras e, por isso, pode-se obter a equagao de perturbagao vetorial fundamental
somente a partir de (4.15) e (4.16). Substituindo F, de (4.15) em (4.16), e renomeando a
quantidade invariante de gauge E = 74, encontra-se
n(q*f — ) f + Uf’mz} 7 {mz —q°f

uf(g*f — r?) ' f?

Essa é a equagao fundamental para as perturbacoes métricas vetoriais dos buracos negros

Z — } Z; = 0. (4.18)

plano-simétricos que sera analisada no proximo capitulo.
4.2.3 Perturbagoes escalares

Analogamente ao que foi feito no caso das perturbacoes tensoriais e vetoriais, para
obter a equacao de perturbacao gravitacional escalar, substitui-se as quantidades relativas
a métrica (4.7) nas equagoes de evolugao para tais perturbagoes. No presente caso, essas
equagoes sao (3.55)-(3.58) (com K = 0).

Percebe-se agora que a equagao (3.55) contém dois indices livres, o que implicaria,
a principio, em quatro equagoes, uma para cada combinacao diferente dos indices a e b,
0s quais assumem os valores a,b = u,t. Porém, devido ao fato da quantidade invariante
de gauge Iy, ser simétrica, tem-se apenas trés equacoes independentes. Para a equacao

(3.56), tem-se apenas um indice livre, implicando em duas equagoes, uma para a = u e
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outra para a = t. As equagoes (3.57) e (3.58) nado apresentam indices livres, de forma
que cada uma resultara em uma tnica equacao. Assim, o conjunto de equagoes acopla-
das (3.55)—(3.58) fornece um sistema de sete equagoes, que sao escritas explicitamente no
Apéndice C. Analisando esse conjunto de equagcoes, observa-se que nem todas sao inde-
pendentes. De fato, todas elas podem ser derivadas de um sistema de quatro equagoes:
(C.2), (C.3), (C.4) e (C.5). A partir destas é, entao, possivel obter uma unica equagao ca-
racteristica das perturbagoes escalares. A fim de facilitar o processo de calculo envolvido
na obtengao de tal equagao, seguindo Kodama e Ishibashi (2003), procurou-se reduzir as
equagoes obtidas e apresentadas no Apéndice C em equagoes diferenciais apenas de pri-
meira ordem. Para tornar isso possivel, Kodama e Ishibashi (2003) sugeriram trés novas

variaveis, X, Y e Z, relacionadas as atuais quantidades invariantes de gauge por

oo (X AY)ur?

o , (4.19)
Fy=— (n = 1)Xn_ Yiju' ; (4.20)
[ X+ =-1)Y]u
Fo.= f , (4.21)
Zu"?
F,=— 7 (4.22)

Persistindo no objetivo de encontrar uma forma mais simples para as equacoes de
perturbagao, utiliza-se a transformacao de Fourier com relagao a coordenada temporal ¢
das funcoes X, Y e Z definidas acima. Além disso, redefine-se a componente de Fourier

proporcional a e™! de cada funcao pelas substituicoes
X—X, Y—Y, Z——iwZ, (4.23)

onde a ultima relacao exige w # 0.
Para encontrar o novo sistema de equacoes em termos das varidaveis X, Y e A )
substitui-se as relagoes (4.19), (4.20), (4.21) e (4.22) nas equagoes do Apéndice C. Assim,

as equacoes para as perturbagoes métricas escalares reduzem-se a

;24 (n—1u"t! u?w? ~
Y' = 2uf (Y—X)—?Z, (4.24)
, n—2 (n+1)u™ u?(w? — k2f) ~
X' = B X Y g, (4.25)
7' = X, (4.26)
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2 2 4

—u {nw2 - [1 + (”_;#Mlﬁ] } Z=0, (4.27)

{w2 + ur! {n(n +1)— —(n2 — 1)un+1} } X+ {uﬂ — k2 f + 7(71 D Y-

com w # 0.

A equagao (4.24) é obtida das equagoes (C.7) e (C.4). A equagao (4.25), é obtida
de (C.7) e (C.3), com Y’ substituido a partir da equacao (4.24). Das equagdes (C.7) e
(C.5), encontra-se (4.26). A equagao (4.27) é obtida através das equagoes (C.7) e (C.2),
juntamente com todos os resultados anteriores.

Entre todas as combinagoes possiveis de X, Y e A que podem ser usadas como

variavel fundamental das perturbacoes escalares, adota-se aqui a fungao Zs, definida por

n—2 n+1_2 _ o, n+l 1 2n—1
Zzzu [n(u )—u ]X_(n+ Ju

2n 2n

Y, (4.28)

a qual é uma quantidade invariante de gauge. A escolha de Z; segue a indicacao de
Kovtun e Starinets (2005), uma vez que utilizando uma varfavel andloga a essa em cinco
dimensoes, os autores obtiveram modos quase-normais que correspondiam aos polos da
funcao de Green na CFT dual e apresentavam comportamento hidrodinamico. Usando
essa quantidade e as equagoes (4.24)—(4.27), mostra-se que Z, obedece a seguinte equagao

diferencial de segunda ordem:

o [@b(u) —2nwic(w)] ,,  [a'd(u)+2nw'+ g%e(u)
Zy — Z. Ly = 4.2
: afaw 2" Pafu) S
onde
a(u) = g*[u" M (n — 1) — 2] + 2 n r?,

u) = un+1f 4 H[Q _ u"+1(3 o un—i—l)]’

sendo esta a equacao de perturbacao gravitacional escalar, invariante de gauge, que serd

estudada no préoximo capitulo.



5 CALCULO DOS MODOS QUASE-NORMAIS

As primeiras tentativas de calcular frequéncias quase-normais de buracos negros
datam da década de 70. Mais especificamente, iniciaram com o estudo da radiagao gravi-
tacional de uma particula caindo num buraco negro de Schwarzschild, realizado por Davis
et al. (1971). Atualmente, existem varios métodos que podem ser utilizados para calcular
modos quase-normais, tais como o método das fracdes continuadas e o método JWKB.
Para uma breve revisao, ver Nollert (1999).

A partir do desenvolvimento da correspondéncia AdS/CFT, alguns métodos numé-
ricos foram desenvolvidos especialmente para espacos-tempos AdS; dentre eles, o método
de Horowitz e Hubeny (2000), o qual é usado no desenvolvimento deste trabalho. Por
outro lado, cdlculos analiticos somente sao possivel em casos especiais, ou através de
aproximacoes especiais, como o limite hidrodinamico, que também é usado como um
teste para a correspondéncia AdS/CFT.

Quando a geometria é assintoticamente plana, como ja comentado no Capitulo
2, existem condicoes de contorno naturais: ondas entrando no horizonte de eventos e
saindo no infinito. Para buracos negros assintoticamente AdS, a escolha da condicao
no horizonte deve continuar sendo a mesma do espago assintoticamente plano, porém a
condi¢ao de contorno natural a ser imposta no infinito é a de onda nula, uma vez que
nao ha propagacao de ondas para o infinito e novamente nao se quer que ondas vindas
de 1a voltem a perturbar o buraco negro. Nesse sentido, as variaveis 2, Zs e Z3 foram
escolhidas para que, impondo condicoes de Dirichlet no infinito, os modos quase-normais
correspondessem aos pélos das funcoes de Green na CF'T dual, seguindo a prescricao de
Son e Starinets (2002).

Neste capitulo, apresentam-se os procedimentos realizados no calculo analitico e
numérico dos modos quase-normais, a descricao do método de Horowitz-Hubeny e os
resultados obtidos para cada setor de perturbacao, juntamente com uma breve analise em
cada caso. Os célculos analiticos sao realizados para um nimero de dimensoes arbitrario
d = n + 2. Para o cdlculo numérico, escolheram-se algumas dimensoes (d = 4,5 e 6),
dentro de cada setor de perturbacao. A escolha de apenas trés dimensoes foi feita, em
primeiro lugar, para poder comparar com os resultados existentes na literatura e, em

segundo lugar, devido as nossas limitacoes computacionais.
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5.1 Calculo analitico dos modos hidrodinamicos

Sabe-se que, para grandes comprimentos de onda e baixas freqiiéncias, o com-
portamento de qualquer teoria interagente pode ser bem descrito através da mecanica
dos fluidos, a hidrodindmica (LANDAU; LIFSHITZ, 1987). Esse enunciado nao foi, e tal-
vez nunca podera ser, rigorosamente demostrado para todas as teorias, mas é fortemente
sustentado pela intuigao fisica que se tem acerca dos sistemas macroscopicos.

As equagdes de perturbagao (4.11), (4.18) e (4.29) nao podem ser resolvidas exa-
tamente para todos os to e g. No entanto, quando w e k£ sao muito menores que a
temperatura 7', é possivel encontrar solugoes analiticas para tais equacoes na forma de
uma série de poténcias em tv e ¢, e reter somente os termos até primeira ordem, sendo
esta condigao reconhecida como o limite hidrodinamico (0 < 1, g < 1).

O procedimento consiste, inicialmente, em determinar o comportamento singular
das fungdes de perturbagao Z;(u), Zs(u) e Z3(u) nas vizinhancas do horizonte de eventos.
Entao, para cada um dos setores de perturbacao, buscam-se solugoes na forma de poténcias
da funcao horizonte: f”(u), onde v é uma constante a ser determinada. Tomando o limite

em que u — 1 nos trés casos, encontra-se que as equacoes sao satisfeitas se

o
=+ . 1
. n+1 (5.1)

A solugao negativa corresponde a ondas que se deslocam para o infinito, isto é,
saindo do horizonte de eventos; a solucao positiva corresponde a ondas que caem para
o interior do buraco negro, ou seja, entrando no horizonte de eventos. Classicamente,
somente ondas caindo para o buraco negro devem estar presentes nas vizinhancas do
horizonte. Isso significa que, para o calculo dos modos quase-normais, deve-se ignorar
a solucao com v negativo, e escolher a solucao com o sinal positivo. Entao, para dar
prosseguimento aos calculos, utiliza-se o termo f*/(*+1) Para separar o termo dominante

no horizonte de eventos, é conveniente realizar uma mudanca de variaveis da forma
Z,= ™/ IE, p=1,2, 3, (5.2)

onde as quantidades F, também sao invariantes de gauge. Essas funcoes sao, entao,
substituidas nas respectivas equagoes (4.11), (4.18) e (4.29), resultando em uma nova
equacao diferencial de segunda ordem para cada uma das quantidades F,.

O préximo passo € resolver perturbativamente cada equacao, expandindo cada F,
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em série de poténcias de to na forma
Fp(u) = }"]SO) (u) +1ito flgl)(u) + O(w?), (5.3)

desprezando os termos de segunda e mais altas ordens em tv e q e considerando que to ~ .
Os coeficientes da expansao acima podem, em alguns casos, depender simultaneamente
de 1o e q e/ou de t? e g, desde que a combinagao entre essas quantidades seja de ordem
Zero.

O procedimento descrito acima, aplicado a cada tipo de perturbacao, é apresentado

nas proximas secoes.
5.1.1 Limite hidrodinamico das perturbacgoes tensoriais

Procedendo conforme descrito na secao anterior, encontra-se a seguinte equagao

para F3(u):
+u" o] [y nHuT Ly 20"
FOLE FO i |0 - mO 2 FO L O =0, (5.4
3 uf 3 |+t 3 uf 3 77 + O(r0”) (5.4)
A equacao relativa ao termo de ordem zero em to, apresentada acima, tem como
solugao

F(u) = C. 1 C 5.5
O =0y | |+, 5.

onde Cy e (3 sao constantes a serem determinadas. A escolha da condigao de onda
entrando no horizonte de eventos exige que a fungao féo) (u) seja bem comportada em

u =1, o que conduz a Cy = 0. Assim,
-7:?50) (u) = Cs. (5.6)

O termo de primeira ordem em to na equacao (5.4) leva a uma equagao diferencial
de segunda ordem para fél) (u), cujo termo de fonte, proporcional a }—?/)(0)7 ¢ nulo de acordo

com a condigao (5.6). A equacao resultante tem como solucao
ﬂ%@z@—i—mf+%. (5.7)
n+1

Novamente, exige-se que fél) (u) seja bem comportada em v = 1, o que implica em
C, = 0. Além disso, a condicao de contorno de onda entrando no horizonte de eventos

exige que F3(1) seja uma constante independente de to, o que leva a fél)(l) = 0. Essa
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condi¢do, por sua vez, implica em Cs = 0. Desse modo, tem-se F3 = C3 + O(n?) e

conseqiientemente,

Zs = Cy ™/ 1 O(10?)], (5.8)

onde C'3 é uma constante de normalizagao.

Impondo a condigao de contorno de Dirichlet em u = 0, nao se encontram solucoes
de Z3(0) = 0 compativeis com a hipdtese to? < 1. Isso é consistente com as expecta-
tivas da teoria hidrodinamica da nao existéncia de singularidades para as perturbagoes

tensoriais (KOVTUN; STARINETS, 2005).
5.1.2 Limite hidrodindmico das perturbacoes vetoriais

Aplicando aqui os mesmos procedimentos da secao anterior, espera-se encontrar
o modo quase-normal vetorial correspondente ao modo hidrodinamico de cisalhamento.

Entao, depois das manipulagoes apropriadas, encontra-se

{f”(o [Mg() ]F’(O}Hm{f”“ [MQ(UH

n /(1) 22{” 1(0) (n + 1) (0) f (59)
- a}fl _77:1 _f7[1+9( u)Fy }+O(m ) =0,
com
{02
g(u) = m-

Analogamente ao caso das perturbagoes tensoriais, o termo de ordem zero em to de
(5.9) produz uma equacao diferencial de segunda ordem para a fungao }—1(0) , cuja solucao

geral é dada por:

FO = (ni 5 {1 — f+In (qu)} +C. (5.10)

A exigéncia de que }—1(0) (u) seja bem comportada em v = 1, impde a escolha Cy = 0.
Logo,
FO=q. (5.11)

Além disso, a partir do termo de primeira ordem em to, obtém-se também uma

equacao diferencial de segunda ordem para ]:1(1), cuja solucao é

o _ (Ci+Cy) (d*f w’ 1-f
é “WIH(F)‘[WC‘M wrp TG BB

A condicao de que nao deve existir onda saindo do horizonte de eventos do buraco negro,

exige que (4 seja igual a —C', enquanto que a exigéncia de que ]-"1(1)(1) = 0 conduz a
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C5 = 0. Substituindo esses resultados em (5.12), obtém-se

2
) q9°f Ci
= —— 1
F1 w2 (n+1) (5.13)
e, entao,
.2
7 — in/(n+1) |1 _ iq°f 2 14

onde C] é uma constante de normalizacao.
A condigao de contorno de Dirichlet no infinito espacial, Z;(0) = 0, implica na
seguinte relacao de dispersao:
;2

0 = (nlj o o). (5.15)

Utilizando as relagoes (4.12) e (4.13), pode-se escrever essa ultima relagdo na forma

ART 3
w = ork? + O(k?). (5.16)

Com base em argumentos hidrodinamicos gerais (FETTER; WALECKA, 1980) espe-
ra-se que uma perturbagao vetorial (transversal) apresente um modo puramente amorte-

cido, cuja relacao de dispersao é dada por
w = iDK?, (5.17)

onde D é uma constante de difusao com dimensao de comprimento. Sendo assim, o
resultado encontrado em (5.16) concorda com as expectativas da hidrodinamica, e essa
freqiiéncia quase-normal pode ser interpretada como a relagao de dispersao para o modo
de cisalhamento, com a constante de difusdo sendo dada por D = 1/4xT.

E importante salientar que o resultado (5.16) foi obtido a partir da equacao fun-
damental de perturbacao vetorial em d = n 4 2 dimensoes e, além disso, apresenta con-
cordancia com os célculos encontrados na literatura para d = 4 e 7 (HERZOG, 2002) e

d =5 (POLICASTRO; SON; STARINETS, 2002a).
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5.1.3 Limite hidrodindmico das perturbacoes escalares

Para investigar o limite hidrodinamico das perturbacoes escalares, aplica-se o pro-

cedimento descrito anteriormente, obtendo-se a seguinte equagao para F(u):

” n¢ , 2n
{]—“2 0 ) o ) 1)2f§°)} -

fr(u) fr(u)
n 2
+ it {f;’(” - fil(tm [(n — Du™ +2n (t:—2 - 1)] 7O+ (5.18)
u"t(u) _ay o 2u™ u?n

(n* = F +

- \7 = (n—1)(n 2 (1) 2y _
EOMARET0 Fri T DD }“9(‘“) .

onde, para simplificar a equagao, introduziu-se os coeficientes

r(u) = (n—1)u""" +2n (%2 = 1) > (5.19)

2

to 102
t(u) = 3n(1 —n) + 2 (1 — n?) — (n+1—2n?)u!t" — 2p2y~ (Y <? - 1) .

Do termo de ordem zero em v na equacao (5.18), obtém-se uma equagao diferencial
de segunda ordem para ]-"2(0). Uma vez resolvida essa equagao, e apos impor a condigao

de contorno em u = 1, encontra-se
FO =0y l2-2 —2+ —1)(1 - 5.20
2 2 n e (n—1)( IR (5.20)

onde (5 é uma constante arbitraria.
A solucao para .7-"2(1), obtida a partir da equagao proveniente do termo primeira

ordem em tv, e que satizfaz a condicao de contorno no horizonte é

(1) . 402(71 — 1) f
Fol=— T (5.21)

onde Cy é a mesma constante introduzida na solucao para ]-"2(0), expressa nha equacao
(5.20).
Por meio dos resultados (5.20) e (5.21), e usando as relagoes (5.2) e (5.3) com

p = 2, encontra-se

iw/(n m2 n 4iro _1f
Zy = Cy f1/( “){[2—2n?+(n—1)(]""—1>u+1 +%

onde (5 agora faz o papel de constante de normalizacao.
Aplicando na funcao Z5 da equacao anterior, a condi¢ao de contorno de Dirichlet
em u = 0, e considerando o limite hidrodinamico (o, q < 1), obtém-se

. _1 2
o4l in= D

NIRRT +O(g%), (5.23)
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que, pelas relagoes (4.12) e (4.13), torna-se

1V 22
w:ii+z(n 1k

Jn  n(dnT)

Para a teoria de campos invariante conforme o trago do tensor energia-momento é

+ O(K?). (5.24)

nulo, de modo que a relagdo de dispersao prevista para as perturbagoes escalares (longi-

tudinais), no limite hidrodinamico, corresponde a um modo de onda sonora, dado por

(n—1)

W= gkt Di?, (5.25)

n

onde uy é a velocidade do som, dada por us = 1/4/n. A constante D é a constante de
difusao ja presente no modo de cisalhamento (5.17). O valor encontrado para essa cons-
tante em (5.24), D = 1/47T, concorda com aquele obtido no limite hidrodinamico das
perturbagoes vetoriais, o que mostra que o resultado (5.24) esta de acordo com a hidro-
dinamica. Além disso, esse resultado esta de acordo também com os calculos encontrados
na literatura para d = 4,7 (HERZOG, 2003) e d = 5 (POLICASTRO; SON; STARINETS,
2002b).

5.2 Calculo numérico dos modos quase-normais

Foi utilizado o método de Horowitz e Hubeny (2000) para efetuar o célculo dos
modos quase-normais gravitacionais de buracos negros plano-simétricos anti-de Sitter em
algumas dimensoes. Para cada setor de perturbagao, foram calculados os primeiros cinco
modos quase-normais, devido ao fato de que eles sao os modos mais importantes para a
correspondéncia AdS/CFT, uma vez que fornecem o tempo de termalizagao na teoria de
campos da fronteira.

As equagoes de perturbagao invariantes de gauge (4.11), (4.18) e (4.29) sao equagoes
diferenciais ordinarias com alguns pontos singulares regulares, dos quais um corresponde
ao horizonte de eventos do buraco negro (v = 1) e outro a fronteira do espago-tempo
(u = 0). Para essas equagoes, tém-se duas solugoes locais nas vizinhangas do horizonte,
que representam ondas saindo e entrando no buraco negro, conforme verificado através
dos célculos analiticos realizados na primeira secao deste capitulo.

Seguindo o método de Horowitz-Hubeny, expandem-se as varidveis de perturbagao
numa série de poténcias em torno do horizonte (u = 1) e impde-se a condi¢ao de contorno

de que existem somente ondas entrando no horizonte. Ou seja, expande-se as fungoes
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Zy(u), p=1, 2, 3, na forma de uma série de Frébenius

Zp(u) = (1 =)™ DY " a0, q)(1 —u)’. (5.26)

§=0

Conforme o procedimento padrao na solucao de equagoes diferenciais em série de
poténcias, os coeficientes a; sao determinados substituindo a equacao (5.26) nas equagoes
diferenciais de cada setor das perturbagoes. Uma vez que as equacoes diferenciais sao
lineares e de segunda ordem, e dado que uma das condig¢oes de contorno ja é satisfeita,
resulta que os coeficientes obedecem uma relagao de recorréncia com um termo livre: o
coeficiente ag, o qual, por simplicidade, é considerado igual a unidade.

Para calcular os modos quase-normais, impoe-se a condi¢ao de contorno de Diri-

chlet em u = 0, obtendo uma equagao que é dada por uma soma infinita,
> aj(w,q) =0, (5.27)
§=0

e, entao, procura-se pelas raizes desta equacao. No processo de calculo numérico, trunca-
se a série depois de um grande ntimero de termos e buscam-se os zeros da soma parcial
correspondente. A precisao dos resultados é, entao, verificada pelo calculo da variacao
relativa entre os zeros apresentados a cada duas somas parciais sucessivas; a busca cessa
toda vez que se tenha a precisao desejada, que neste trabalho, corresponde a seis digitos
decimais. As freqiiéncias quase-normais assim determinadas sao decompostas em partes
reais e imaginarias,

to = Re(v) 4 ¢ Im(1) . (5.28)

Os resultados numéricos podem ser divididos em dois grupos: modos hidrodinami-
cos e modos comuns. Os modos hidrodinamicos estao associados aquelas freqiiéncias
quase-normais que, no limite hidrodinamico, apresentam o comportamento caracteristico
de um modo de cisalhamento, equagao (5.17), ou de um modo de onda sonora, equacao

(5.25). Os modos comuns sao todos os demais modos quase-normais.
5.2.1 Modos quase-normais tensoriais
Nesta secao, apresentam-se os resultados obtidos a partir do procedimento numéri-

co descrito acima, aplicado aos modos tensoriais de buracos negros planos em d =5 e 6

dimensoes. Conforme ja comentado na Secao 3.5, as perturbacoes do tipo tensorial nao
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se manifestam em espagos-tempos quadridimensionais (d = 4); isso se verifica por meio
das propriedades dos harmonicos tensoriais (ver Apéndice B), uma vez que T;; = 0 para

n = 2 (MUKOHYAMA, 2000).

a) Modos tensoriais comuns

Na Tabela 5.1, listam-se os valores obtidos para as freqiiénciais dos cinco primeiros
modos quase-normais comuns, com k = 0 e d = 5, em comparagao com os resultados de

Starinets (2002).

Tabela 5.1: Os primeiros modos quase-normais tensoriais com nimero de onda nulo para um

buraco negro plano em cinco e seis dimensoes.

d=5 d=6
Neste trabalho Starinets (2002) Neste trabalho
n Im(w/7T) Re(w/7T) Im(w/7T) Re(w/nT) Im(w/7T) Re(w/nT)
1 274668 3,11945 2,74668 3,11945 4.31555 3,97394
2 4,76357 5,16952 4,76357 5,16952 7,26024 7,33151
3 6,76957 7,18793 6,76957 7,18793 9,73081 10,5115
4
b}

8,77248 9,19720 8,77248 9,19720 11,9631 13,5440
10,7742 11,2027 10,7742 11,2027 14,0584 16,4651

Os modos quase-normais apresentados no trabalho de Starinets (2002) sao solugoes
da equacao para um campo escalar sem massa, minimamente acoplado, no espago-tempo
de um buraco negro plano em cinco dimensoes. O fato de que as equagoes de perturbacao
gravitacionais tensoriais coincidem com a equacao para o campo escalar sem massa ¢
apontado por Kovtun, Son e Starinets (2005).

Por meio dos resultados presentes na Tabela 5.1, percebe-se que a equagao de
perturbagao gravitacional (4.11) para n = 3, através do método de Horowitz e Hubeny
(2000), reproduz os resultados presentes na literatura com boa precisao. Foram determi-
nados também os primeiros cinco modos quase-normais com niumero de onda nulo para
um buraco negro em seis dimensoes, com k£ = 0, cujos resutados obtidos estao na Tabela
5.1. Para este caso, nao se encontrou resultados na literatura para fins de comparagcao.

Nos graficos das Figuras 5.1 e 5.2, apresentam-se as relacoes de dispersao para
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as partes reais e imaginarias das freqiiéncias quase-normais em cinco e seis dimensoes,

respectivamente.
12 ;
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Figura 5.1: Relagoes de dispersao para os primeiros modos tensoriais em cinco dimensoes.
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Figura 5.2: Relagoes de dispersao para modos tensoriais em seis dimensoes.

O que se observa na parte imaginaria das relagoes de dispersao é que as curvas
apresentam um comportamento que, a principio, parece ser independente do niimero de
dimensao. Para uma temperatura finita, percebe-se que a parte imaginaria das freqiiéncias
quase-normais decresce conforme o nimero de onda aumenta. Realizando um estudo mais
detalhado com o primeiro modo comum, pode-se observar que essas Im|[(d — 1)w /47T
tendem a zero conforme o nuimero de onda tende ao infinito, como observado na Figura
5.3. Esse comportamento se verifica para os demais modos quase-normais, porém, quanto
maior o n e maior o nimero de dimensoes, mais lentamente se da essa convergeéncia.

De acordo com a correspondéncia AdS/CFT, perturbar um buraco negro é equi-
valente a perturbar um estado térmico na CF'T, e o decaimento da perturbacao descreve

o retorno desse estado ao equilibrio térmico. Isso nos permite observar que o tempo de
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termalizagao [7 = 1/Im(w)] tende ao infinito conforme o nimero de onda k aumenta e
que a aproximagcao ao equilibrio térmico se d4 mais rapidamente para os modos quase-
normais mais altos. Dito de outra forma, para um nimero de onda finito, as excitagoes
nao decaem no caso de uma CFT a temperatura nula.

Analisando a parte real das relacoes de dispersao, percebe-se que todas as curvas
apresentam o mesmo comportamento: aumentam conforme o nimero de onda aumenta,
porém observa-se que as curvas tendem a uma determinada assintota. No gréafico da direita
na Figura 5.3, observa-se que as curvas tendem assintoticamente a linha Re(to) = g pelo
lado superior, conforme o niimero de onda “normalizado” tende ao infinito. Nesse grafico,
a relacao de dispersao superior refere-se a d = 6, e a inferior a d = 5, ao passo que a linha
Re(w) = q é representada por uma linha reta pontilhada. Esse comportamento assintético
é previsto pela CFT e estd associado a um regime conhecido como sem colisoes. Para

mais detalhes ver Herzog et al. (2007).

Im[(d—1)ey/4(T]
Re[(d-1)/4T]

1 1 1 1
0 10 20 30 40

(d-1)k/4nT (d-1)k/4rT

Figura 5.3: Relacoes de dispersao para o primeiro modo tensorial em cinco e seis dimensoes para

maiores valores de k.

O comportamento descrito acima se verifica para os demais modos e dimensoes,
sendo que, quanto maior a dimensao e o nimero quantico principal n, mais lentamente
a relacdo de dispersao se aproxima de Re(w) = q. Em cinco dimensoes, esse mesmo
comportamento ja havia sido obtido por Starinets (2002), no estudo de perturbagoes de

um campo escalar sem massa.
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b) Modos tensoriais hidrodindmicos

Nao foram encontrados modos hidrodinamicos para as perturbacoes tensoriais.
Esse resultado ja era esperado, tendo em vista os calculos analiticos apresentados na

Subsecao 5.1.1.

5.2.2 Modos quase-normais vetoriais

Para as perturbagoes gravitacionais do tipo vetorial, além dos modos comuns, cujas
freqiiéncias possuem partes reais representando as verdadeiras freqiiéncias de oscilagao e
partes imagindrias representando o amortecimento, existe um modo puramente amorteci-
dos, cuja freqiiéncia é um nimero puramente imaginario, caracterizando o amortecimento
das perturbacoes sem oscilacao.

Nesta secao, apresentam-se os resultados numéricos para os modos quase-normais
vetoriais em quatro, cinco e seis dimensoes. Sao apresentadas relagoes de dispersao
Re(to) x q e Im(to) x q para os primeiros modos comuns, bem como para o modo puramente

amortecido.

a) Modos vetoriais comuns

Na Tabela 5.2, apresentam-se os resultados obtidos para os primeiros cinco modos
quase-normais comuns para d = 4 e q = 0,02. Essa mesma tabela contém os resultados
obtidos por Miranda e Zanchin (2006). A equacao de perturbagao utilizada por esses
autores é diferente da equagao (4.18), visto que a variavel fundamental escolhida por eles
é diferente de Z;. Apesar dessas diferencas, os resultados obtidos em ambas formulacoes
apresentam uma concordancia muito boa, mostrando que a equacao de perturbacao ve-
torial (4.18), para n = 3, reproduz os resultados ja esperados.

Na Tabela 5.3, tem-se os resultados obtidos para os cinco modos vetoriais comuns,
calculados para um buraco negro em cinco dimensoes, com q = 2,00, comparados com o0s
resultados de Kovtun e Starinets (2005). No entanto, Kovtun e Starinets (2005) utilizaram
uma freqiiéncia normalizada o = w /27T diferente daquela definida neste trabalho, o =
w/7T; logo a comparagao somente torna-se possivel quando os resultados de Kovtun e

Starinets (2005) sao multiplicados por um fator dois.
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Tabela 5.2: Modos quase-normais para um buraco negro plano em quatro dimensoes, calculados

com q = 0, 02.
Neste trabalho Miranda e Zanchin (2006)
n Im(3w/47T) Re(3w/4nT) Im(3w/47T) Re(3w/4nT)
1 2,66384 1,84948 2,66384 1,84948
2 4,91641 3,16130 4,91641 3,16130
3 7,16753 4,46438 7,16753 4,46438
4 9,41807 5,76528 9,41807 5,76528
) 11,6684 7,06536 11,6684 7,06536

Tabela 5.3: Modos vetoriais para buracos negros em cinco dimensoes, calculados com ¢q = 2.

Neste trabalho Kovtun e Starinets (2005)
n Im(w/7T) Re(w/nT) Im(w/7T)  Re(w/nT)
1 2,568319 3,01823 2,58319 3,01823
2 4,66081 5,46616 4,66081 5,46616
3 6,69069 7,43187 6,69069 7,43187
4 8,70698 9,40729 8,70697 9,40729
) 10,7175 11,3889 10,7164 11,3889

Feito isso, percebe-se que os resultados sao praticamente idénticos, exceto pelos
modos quase-normais n = 4 e n = 5, que mostram partes imagindrias um pouco diferentes.
Essas diferencas podem ser atribuidas ao uso de métodos numéricos diferentes, como
também a precisao imposta e ao arredondamento durante o calculo computacional.

Também foram obtidos os primeiros modos vetoriais comuns para o caso hexa-
dimensional, com k£ = 0, os quais estao discriminados na Tabela 5.4. No caso desses

resultados, nao existem trabalhos na literatura para comparagao.
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Tabela 5.4: Modos quase-normais vetoriais em seis dimensoes, calculados com q = 0.

n 1 2 3 4 5
Im(5w/4xT) 2,69339 4,45349 6,19321 7,92688 9,65803
Re(bw/4nT) 4,13591 6,60919 9,02574 11,4242 13,8146

Os graficos das Figuras 5.4-5.6 apresentam as relagoes de dispersao dos modos
gravitacionais vetoriais em quatro, cinco e seis dimensoes. Para cada um desses modos,

tem-se duas curvas, uma para a parte real e outra para a parte imaginaria das freqiiéncias.

T T T T T T T T i 14
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Figura 5.4: Relagoes de dispersao para os primeiros modos vetoriais em quatro dimensoes.
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Figura 5.5: Relagoes de dispersao para modos vetoriais em cinco dimensoes.

O comportamento das relacoes de dispersao é muito semelhante aquele observado
no caso dos modos tensoriais. Novamente, a parte imaginaria das freqiiénciais tende a
zero, e a parte real tende a Re(w) = q conforme o nimero de onda g tende ao infinito.

A fim de tornar esses limites mais perceptiveis, a Figura 5.7 exibe graficos com valores
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Figura 5.6: Relagoes de dispersao para os primeiros modos vetoriais de um buraco negro plano

em seis dimensoes.

grandes de ¢, para o modo fundamental em cada dimensao.

Vale salientar algumas das diferencas apresentadas na comparagao com o caso ten-
sorial. Dentre elas, tem-se que as partes imaginarias das relacoes de dispersao vao a zero
mais rapidamente que no caso tensorial, o que significa que o tempo de termalizacao corres-
pondente ao caso vetorial é maior. As partes reais das relacoes de dispersao apresentam-se
bastante préximas da linha Re(to) = q desde pequenos valores de ¢, e novamente esse va-
lor limite ¢é atingido mais rapidamente que no caso tensorial. Por tltimo, observa-se um
comportamento nao trivial presente nas partes reais das relagoes de dispersao em d = 4,
0s quais apresentam um minimo local. Esse “roton” minimo também foi observado por
Ntnez e Starinets (2003) em perturbagoes eletromagnéticas de um buraco negro plano
AdS em cinco dimensbes. Porém, nesse trabalho nao foi investigado o significado fisico

de tal comportamento.
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Figura 5.7: Relagoes de dispersao para o primeiro modo vetorial comum em quatro, cinco e seis

dimensoes para maiores valores de k.
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b) Modo vetorial hidrodinamico

Conforme mencionado acima, as perturbagoes gravitacionais vetoriais sao conhe-
cidas por possuirem um modo quase-normal puramente amortecido, o que significa dizer
que a freqiiéncia quase-normal é puramente imaginaria. Além disso, foi mostrado na
Secao 5.1.2, que esse modo apresenta um limite hidrodindmico bem caracteristico, o que
permite que ele seja reconhecido como um modo hidrodinamico.

Neste trabalho, obtiveram-se as curvas Im(w) x g para o modo quase-normal pu-
ramente imaginario em quatro, cinco e seis dimensoes. Foi novamente utilizado o método
de Horowitz e Hubeny (2000), porém com uma ligeira modificacao, de forma a procurar
por raizes somente sobre o eixo imaginario.

A anélise do limite hidrodinamico da equacao de perturbacao vetorial mostra a
presenga de um modo de cisalhamento, que corresponde a uma freqiiéncia puramente
imaginaria, dada pela equacdo (5.16). Por meio das curvas obtidas em cada caso (d =4, 5
e 6,) pode-se confirmar tal comportamento hidrodinamico.

A Figura 5.8 exibe, através das curvas de linha sélida, a relacao de dispersao para
o modo puramente amortecido no espago-tempo quadridimensional. A curva referente ao
modo de cisalhamento, representada pela linha tracejada do grafico da esquerda, é também
mostrada. Percebe-se que os resultados numéricos confirmam os resultados analiticos
obtidos, uma vez que as curvas se ajustam nos limites de to e g pequenos, o que corresponde
exatamente ao limite hidrodinamico.

Foi obtido numericamente também a freqiiéncia algebricamente especial apontada
por Miranda e Zanchin (2006). Essa freqiiéncia puramente imagindria, dada por ro =
iq*/6, é considerada especial, pois corresponde a uma solugao analitica simples da equacio
de perturbacao vetorial. Nesse caso particular, o coeficiente ay da série de Frobenius é nulo
e, conseqlientemente, todos os demais coeficientes também se anulam, a3 = a4 = ... = 0.
Tal freqiiéncia especial representa o comportamento assintético da relagao de dispersao do
modo quase-normal puramente amortecido no limite em que q e to — oo. Esse resultado
¢ mostrado através do grafico da direita na Figura 5.8, onde a relagao v = iq*/6 ¢

repesentada pela linha tracejada.
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Figura 5.8: Relacao de dispersao para o modo hidrodinamico vetorial em quatro dimensoes. A

linha tracejada mostra, & esquerda, o modo de cisalhamento e, a direita, o modo algebricamente

especial.

Os gréficos da Figura 5.9 correspondem as relagao de dispersao para os modos
vetoriais puramente amortecidos dos espacos-tempos de cinco e seis dimensoes. Nova-
mente, através da linha tracejada que representa o modo de cisalhamento, comprova-se o

comportamento esperado no limite hidrodinamico dos modos gravitacionais vetoriais.
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Figura 5.9: Modos hidrodinamicos vetoriais, na esquerda, para cinco dimensoes e, na direita,

para seis dimensoes.

Para buracos negros plano-simétricos AdS em cinco e seis dimensoes, nao sao co-
nhecidas freqiiéncias semelhantes a freqiiencia algebricamente especial do caso quadridi-
mensional. Porém, nao se pode afirmar com certeza que tais modos nao existam para
buracos negros com dimensoes superiores a quatro, ou, caso existam, se eles represen-
tam ou nao o comportamento assintético (v, q — oo) do modo quase-normal puramente

amortecido.
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5.2.3 Modos quase-normais escalares

Esta secao investiga os modos quase-normais gravitacionais escalares de buracos
negros planos em quatro, cinco e seis dimensoes. Valores numéricos sao apresentados
para numeros de onda especificos, bem como as relagoes de dispersao para as primeiras
freqiiéncias quase-normais sao mostradas.

Entre os modos quase-normais escalares, existe um modo especial que, no limite
hidrodinamico, corresponde ao modo de onda sonora, conforme tratado na Subsecao 5.1.3.

Nesta secao, a relagao de dispersao relativa a tal modo ¢ obtida numericamente.

a) Modos escalares comuns

Na Tabela 5.5, listam-se os valores das freqiiéncias dos primeiros cinco modos
comuns, para buracos negros plano-simétricos AdS em quatro dimensoes, com q = 0,02,

em comparacao com os resultados obtidos por Miranda e Zanchin (2006).

Tabela 5.5: Modos quase-normais escalares em quatro dimensoes, calculados com q = 0, 02.

Neste trabalho Miranda e Zanchin (2006)
n Im(3w/47T) Re(3w/4nT) Im(3w/47T) Re(3w/4nT)
1 2,66384 1,84948 2.66351 1,84963
2 4,91641 3,16130 4,91583 3,16159
3 7,16753 4,46438 7,16671 4,46482
4 9,41807 5,76528 9,41700 ,76586
5 11,6684 7,06536 11,6671 7,06608

Percebe-se que alguns dos resultados apresentam diferencas nas duas ultimas casas
decimais, e outros nas trés ultimas casas decimais. Isso pode ser atribuido ao fato de que
as equacoes de perturbacao utilizadas no calculo dos modos nao sao as mesmas, como ja
comentado na comparagao para os modos quase-normais vetoriais na Subsecao 5.2.2.

Calculou-se também os cinco primeiros modos escalares comuns para buracos ne-
gros em cinco dimensoes. Na Tabela 5.6, esses resultados sao comparados com aqueles ob-
tidos por Kovtun e Starinets (2005), feitas as mesmas consideragoes decritas na Subsecao

5.2.2.
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Tabela 5.6: Os cinco primeiros modos escalares comuns em cinco dimensoes, calculados com

q=2.

Neste trabalho Kovtun e Starinets (2005)
n Im(w/7T) Re(w/nT) Im(w/7T)  Re(w/nT)
1 2,68602 3,46702 2,68602 3,46702
2 471412 5,41108 4,71412 5,41108
3 6,72773 7,37878 6,72773 7,37878
4 8,73596 9,35747 8,73596 9,35747
5 10,7416 11,3422 10,7418 11,3422

Para um buraco negro em seis dimensoes os modos quase-normais com nimero de
onda nulo sao listados na Tabela 5.7. Para esse caso, nao foram encontrados trabalhos

para efeito de comparagao.

Tabela 5.7: Os cinco modos quase-normais escalares comuns em seis dimensoes, calculados com

q=0.

n 1 2 3 4 5
Im(5w/4xT) 2,69339 445349 619321 7,92684 9,65438
Re(5w/4rT) 4,13591 6,60919 9,02574 11,4242 13,9651

As relagoes de dispersao dos cinco primeiros modos comuns para quatro e cinco

dimensoes, sao apresentados, respectivamente, nos graficos das Figuras 5.10 e 5.11.
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Figura 5.10: Relagoes de dispersao para os primeiros modos comuns das perturbacoes escalares

em quatro dimensoes.
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Figura 5.11: Relagoes de dispersao para os modos quase-normais escalares em cinco dimensoes.

No caso de um espago-tempo hexadimensional, as relacoes de dispersao foram
obtidas apenas para pequenos valores de q. O método inesperadamente nao converge
para numeros de onda maiores. Pode-se inferir que a origem de tal problema seja devida
ao método utilizado, e/ou devido a baixa capacidade computacional disponivel. Na Figura
5.12, apresentam-se as relagoes de dispersao dos primeiros modos escalares para alguns

valores de q.



71

16
10f n=5 1 4ln=s 1
gl.n=4 | 12rn=4 |
E E
5 g 10r,-5 - ]
S, 6T {8 gl ]
E X n=2 .
h=2 6L ]
o | gln=1 |
n=1
2 ! ! ! ! ! ! ! ! ! 2 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
5k/4nT 5k/4nT

Figura 5.12: Relacoes de dispersao para os modos comuns escalares em seis dimensoes.

As relacoes de dispersao para o caso escalar apresentam um comportamento similar
ao das perturbacoes tensorial e vetorial: as partes imaginarias das freqiiéncias tendem
a zero, enquanto que as partes reais tendem a linha Re(to) = ¢, conforme q — oo,
independetemente do niimero de dimensoes do espago-tempo. Infelizmente, os resultados
numeéricos obtidos para d = 6 nao sao suficientes para observar esse limite.

As relagoes de dispersao para os modos escalares também apresentam uma pecu-
liaridade. No caso pentadimensional, observa-se um méximo nos graficos Im(to) x q em
valores finitos de ¢, enquanto que para os modos tensoriais e vetoriais, tal maximo esta
localizado em g = 0. Nota-se também que esse maximo é suavizado com o aumento de
n. Nao foi possivel determinar se tal maximo é caracteristico do caso d = 5 ou se estd
presente nas relacoes de dispersao para maiores dimensoes. O siginificado fisico deste

maximo, nesse trabalho, nao foi investigado.
b) Modo escalar hidrodindmico

Assim como acontece com as perturbagoes vetoriais, o setor escalar das perturba-
¢oes apresenta um modo com caracteristicas especiais. Esse modo é conhecido por apre-
sentar um comportamento de onda sonora no limite hidrodinamico (v, q < 1), cuja forma

¢ determinada pela equacao

ok iln = DR
W= T

como relatado na subsecao 5.1.3. Essa expressao contém a velocidade do som ug = 1/4/n,

+O(k%),

onde n esta associado ao numero de dimensoes d = n + 2, e o coeficiente de difusao
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D = 1/47T, que estd relacionado com a viscosidade, como mostrado, por exemplo, em
Herzog (2002).

A seguir, nas Figuras 5.13-5.15, apresentam-se as relagoes de dispersao Im(r) X g
e Re(w) x q do modo escalar hidrodinamico para buracos negros em quatro, cinco e seis
dimensoes. A fim de confirmar o comportamento hidrodinamico para to e q pequenos,
mostra-se em cada grafico uma linha tracejada representando o modo de onda sonora ob-
tido analiticamente, tanto para a parte real, quanto para a parte imaginaria da freqiiéncia

quase-normal correspondente.
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Figura 5.13: Relagoes de dispersao para o modo escalar hidrodinamico em quatro dimensoes.
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Figura 5.14: Modo escalar hidrodinamico para buracos negros em cinco dimensoes.

Através dos graficos 5.13-5.15, pode-se observar um perfeito acordo entre as rela-
¢oes de dispersao do modo quase-normal hidrodinamico e as curvas referentes ao modo de
onda sonora. Isso se verifica no limite de baixas freqiiéncias e grandes comprimentos de
onda, demostrando que os resultados obtidos analiticamente no limite hidrodinamico sao

também reproduzidos numericamente. Além disso, por meio desses graficos pode-se perce-
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Figura 5.15: O modo hidrodindmico escalar em seis dimensoes.

ber que o comportamento assintotico das relacoes de dispersao dos modos hidrodinamicos

apresentam o mesmo comportamento das relacoes de dispersao dos modos quase-normais

comuns.



6 CONCLUSAO

O objetivo principal deste trabalho foi calcular os modos quase-normais de buracos
negros plano-simétricos em d dimensoes. Para tornar isso possivel, desenvolveu-se o estudo
de uma teoria de perturbagoes que segue o formalismo invariante de gauge apresentado
por Kodama, Ishibashi e Seto (2000). Tal formalismo permite a obtengao de equagdes
fundamentais de perturbacao em d dimensoes que podem ser reduzidas a equagoes dife-
renciais de segunda ordem, cujas solugoes sob condigoes de contorno apropriadas fornecem
os modos quase-normais.

Porém, durante este estudo, concluiu-se que o uso das variaveis fundamentais suge-
ridas por Kodama, Ishibashi e Seto (2000) dificultaria a anélise de modos quase-normais,
uma vez que por meio delas nao seria possivel obter, com condi¢ao de Dirichlet no infinito,
os modos previstos pela hidrodinamica. Nesse sentido, foram introduzidas novas quan-
tidades invariantes de gauge em d dimensoes, tendo como base a receita minkowskiana
de Son e Starinets (2002) e o trabalho de Kovtun e Starinets (2005), permitindo assim a
obten¢ao dos modos hidrodinamicos presentes nas perturbacgoes vetoriais e escalares em
d dimensoes.

As expressoes (5.16) e (5.24), encontradas no presente trabalho, estao em completo
acordo com a previsao da hidrodinamica de uma CFT, fornecendo um teste nao trivial
para a conjetura de Maldacena (1998). Além disso, os resultados obtidos sdo exatamente
os mesmos apresentados na literatura para d = 4 e 7 (HERZOG, 2002, 2003) e d = 5
(POLICASTRO; SON; STARINETS, 2002a, 2002b), em especial para o modo de onda sonora,
ja que o modo de cisalhamento é independente do ntimero de dimensoes. Por meio das
relacoes de dispersao, pode-se observar que esse mesmo comportamento também é obtido
numericamente, tanto para as perturbacoes vetoriais, quanto para as perturbagoes escala-
res, o que reforga tal conclusao. E ainda, por meio dos cédlculos analiticos, conclui-se que
nao existem modos hidrodinamicos para as perturbacoes gravitacionais tensoriais. Esses
resultados sdo importantes para a correspondéncia AdS/CFT que estabelece que os mo-
dos quase-normais de buracos negros anti-de Sitter correspondem aos polos das funcoes
de Green da teoria de campos invariante conforme dual.

A anélise numérica dos modos quase-normais foi realizada por meio do método de

Horowitz e Hubeny (2000), para o qual utilizou-se uma rotina na linguagem FORTRAN.
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Antes de procurar pelas relacoes de dispersao completas, testou-se o programa procurando
pelos cinco primeiros modos quase-normais comuns para determinados nimeros de onda
g, para os quais os resultados ja eram conhecidos. A comparagao dos resultados mostra
que a rotina e o método empregado sao consistentes, uma vez que se reproduziram os
dados encontrados na literatura, com no minimo duas casas decimais (Ver as Tabelas
do Capitulo 5). Salienta-se ainda que os resultados apresentados para os casos em seis
dimensoes para cada setor de perturbacao gravitacional sao inéditos.

Infelizmente, nao foi possivel obter modos quase-normais para dimensoes maiores
que seis, um dos objetivos deste trabalho que visava a obtencao de modos quase-normais
em quaisquer dimensoes. Nao foi possivel concluir se o problema enfrentado deve-se ao
método Horowitz-Hubeny, ao programa em FORTRAN, ou a capacidade computacional
disponivel.

O calculo dos modos quase-normais comuns restringiu-se aos cinco primeiros mo-
dos devido a correspondéncia AdS/CFT que considera como mais importantes os modos
com freqiiéncias menores, pois o tempo de retorno ao equilibrio térmico na CFT esta
relacionado a parte imaginaria das menores freqiiéncias quase-normais de buracos negros
AdS.

Por meio das relacoes de dispersao, observa-se que a dependéncia das freqiién-
cias quase-normais em relagao ao numero de onda ¢, de modo geral, caracteriza-se por
Re(tv) — g e Im(tv) — 0 quando g — oco. Esse comportamento mostra-se independente do
tipo de perturbacao gravitacional e do niimero de dimensoes, bem como do modo quase-
normal que estd sendo analisado. Porém, percebem-se algumas particularidades, tais como
o “roton” minimo presente nas partes reais das relacoes de dispersao dos modos vetoriais
de um buraco negro quadridimensional, e o maximo observado nas partes imaginarias das
relacoes de dispersao dos modos escalares de um buraco negro em cinco dimensoes.

Uma vez mais as dificuldades numéricas impedem a obtengao das relagoes de dis-
persao para os modos comuns escalares em seis (ou mais) dimensdes, o que impossibilita
qualquer conclusdo referente a estas, tanto em relacdo aos comportamentos de Re(to) e
Im(rv) conforme g — oo, quanto em relagdo a presenca ou auséncia do méximo observado
no caso pentadimensional. Essa dificuldade numérica é um problema em aberto para o

qual buscar-se-ao solugoes em estudos futuros.
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O objetivo deste apéndice é apresentar as expressoes para os simbolos de Christoffel

e tensores de Riemann, Ricci e Einstein da métrica (3.23), em termos das quantidades cor-

respondentes as métricas gq,(y)dy?dy® e do?, e as relagdes entre os trés tipos de derivadas

covariantes referentes a cada uma dessas métricas.

1) Coeficientes de conexao ou simbolos de Christoffel

[ = "The(y),

a a

Fij = —rD"rv;,

D,r
r

i i

i _ TV
[, = ij(x).
2) Tensores de curvatura ou tensores de Riemman

a _ mpa
Rbcd_ Rbcd7

. D,Dyr .
R, = -5

ajb r

R jy = [K = (Dr)") (0 — 6175m).
3) Tensores de Ricci

Rab = mRab - EDan,ru
T

Rai 07
O K — (Dr)?\
R; = (__T +(n—1) (2 2 )5;"
r
O — (Dr)?
R:mR—2n—r+n(n—1) (2 )
r r

4) Tensores de Einstein

— 1) K — (Dr)?
Gapy = "Gap — %DanT - <n(n ) ( r) - %DT) Gab,

2 r2
G = <_
Gai - 0

— — — 2 —
mp (n—1)(n—2) K — (Dr) L 1D7’ 5
2 72 r J

N | —

(A.12)

(A.13)

(A.14)
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5) Derivadas primeiras:

ViV, = DyV,, (A.15)
ViD,
ViV =0V, — = (A.16)
iDa
V.V = 0,V — VDT (A17)
T
D
ViVi = DyVi+177159" Ve ot (A.18)
6) Derivadas segundas:
VaVehay = DgDohgy, (A.19)
D D D
ViV ehay = Dadihay — Oihay— — (Dchib — 2h, cr) Ly
r r
D D
- <Dchfai - ai CT) —br7 (A20)
r r
D, D, D
vcvbh'ai = DcDbhai - Dbhai—r - <Dchai - hai—r) —br“—
r r r
— ha;DeDyln 1, (A.21)
D, D, De ~ ~
vjvihab = r27ij <Dchab - hac TT - hcb TT) TT + DjDih'ab_
~ ~ D D,r D,r D
~ (Dihj + Dshai) = - (i + D; hlb> + (hiy + hy) =2 (A22)
D Deér ~ D
Vi Voha = 127, (Dbhac hac—’”) + DyDjhai — 2D 2
r r
Dyr\ D,r
_ <8bhji — Bh]ZT) - s (A23)
2 Der d
vbvjh'ai =T %Y Dbhac r + hacDbD Inr|+
~ ~ ~ D D o
+ DbDjhai — 2Djhai7br — (abhji — 2hﬂTbr) TT _ hiijDaln T, (A24)
Dyr D,
ViVahij = DyDahi; = 20ahi—- — 20,hiy -t
D,r D
+ 2hy; < L DyD,in r) , (A.25)
ror
Dbr D,r D°
Vvkhw—rym {D hypj—— —|—hbj< ,D? TTTT)]+

Dbr Dur D'r
+ 2 [D hiy—— -+ huy (D Dlin r — = )] +

T r

+ 8aﬁkh,-j

ij : ; (A.26)
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Db D,r D°
ViVahij = ik (Dahbj—r — 2hy, T—T) +
r roor
Db D,r D? ~ ~ D,
+ 7"2’7jk <Dahib—r — 2hzb r _7") + &lehU — 3thl] ,r, (A27)
r ror r
D% Db
ViVihi; = r* (Vv + Yavin) hab i
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B Harmonicos escalares, vetoriais e tensoriais

Neste apéndice, apresentam-se os harmonicos escalares, vetoriais e tensoriais uti-
lizados para expandir as perturbacoes métricas no formalismo invariante de gauge de
Kodama, Ishibashi e Seto (2000), permitindo que as perturbagoes gravitacionais possam

ser separadas nessas mesmas trés classes.

B.1 Harmonicos escalares

As fungoes harmonicas escalares sao definidas a partir da equagao
(ﬁ + k:2> S=o, (B.1)

onde A é o operador de Laplace-Beltrami em K", e k? é seu autovalor. Para K = 1, k?

assume valores discretos
EP=Il+n—-1)-2, 1=0,1,2,.., (B.2)

enquanto que para K < 0, k? pode assumir qualquer valor real positivo.

A partir dessas funcoes, podem-se construir os vetores harmonicos S;.

~ 1 ~ ~
Si = -1 DiS, (B.3)
[£+k2—(n—1)K] S, =0, (B.4)
D;S' = kS, (B.5)
e os tensores harmonicos gij
~ 1~~~ 1 ~
S =0, (B.7)

S, (B.8)

D
(3 TR 2nK> S, = 0. (B.9)
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B.2 Harmonicos vetoriais

Os vetores harménicos V; sao definidos por:
(K + k2) V=0, (B.10)
D;V' = 0. (B.11)

Como no caso dos harmonicos escalares, os autovalores k2 sao todos positivos,
formando um grupo continuo para K < 0 e um grupo discreto para K = 1. Entretanto,

esse espectro discreto é deslocado por uma unidade com relacao aquele do caso escalar:
E=ll+n-1)—1, 1=1,2, .. (B.12)

Pode-se definir o tensor harmonico V;:

Vi = —i (DiV; + DY) (B.13)
cujas propriedades apresentam-se abaixo:

[K YR (n 1)K] Vi, =0; (B.14)

Vi=0;

Y o

B.3 Harmonicos tensoriais

Os harmonicos tensoriais sao definidos por
(3 + k:2> T, =0. (B.16)

Os autovalores k? sao todos positivos formando um grupo continuo para K <0 e

um grupo discreto

BP=Ill+n—-1)—2, [1=12,.., (B.17)

para K = 1. Os harmonicos tensoriais possuem as seguintes propriedades:

3
I

0;

7

(B.18)

?

=0.

>
=3

.
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C Equacgoes de perturbagao gravitacional escalar

Neste apéndice, apresentam-se as equacoes de perturbagao gravitacional escalar
obtidas a partir das equagdes (3.55)—(3.58), com a transformagao de coordenadas de r
para u de acordo com (4.5).

Em cada uma das equagoes de (3.55) a (3.58), foram substituidas as derivadas
covariantes em funcao dos simbolos de Christoffel obtidos a partir da equagao (3.1), com
a métrica utilizada no célculo sendo dada pela métrica de fundo (4.1).

Da equagao (3.55), sem a contribui¢ao do trago 0 R, obtém-se trés equagoes:

i) parraa=teb=rt:

1 n+2
—u?fF] + {(n—?))uf— % Fo—

| fure s L2

2n f?

u

(n + 1)2u2n+2

2f
+ u? fw? — 2nf3} Fou—

—2ufF, + {— —n(n—i—l)fu"] F' + {—n(n—i—l)f—

(n + 1)2fu2n+2
2

} Fy+

+ [4nf +n(n —1)f + K*u®] Fy + [—

[—2(n + 1) f2u" Y] Fyy + [2(n — Duf + (n 4+ 1w Fyy + 20w F = 0,
(C.1)

ii) para a = u, b = w:

2 3 +1 n+2 n+1
+ UTF;Z —2nF" + {7“ + %] Fl,— (n+1)u {f + u2 ] F +
2u? ~ 2 (n+1) (n+ 1Du"t? (n+ 1Du"t
R Z O S R
+ f ut+n[u+ f + f2 n 2f wt
u?w? 2, n+l u" 2.2
+ |- 7 + (n+1)%u 2+ 27 + kv +nn+1)+nn—1)f| Fut+
1 n+1
+% {2_%} B, =0,
(C.2)
iii) paraa =ueb=1:
- 1 2, n
2w F' — nufw?F,, + k*u*F,, — MF =0 (C.3)

f
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Da equagao (3.56), obtém-se uma equacao para a componente radial (a = u),

2 1 n+1
FS A Uk Dut R .
u (n 9 [ f ut — Y

e outra para a componente temporal (a = t),
— P fF, + w0 fFy 4+ u[(n — 2)f + (n 4+ Du" T Ey + 2(n — 1)w?F = 0. (C.5)

Da equagao (3.57), sem a contribuigao do trago d R, encontra-se

2 " u3 / ugf / 1 !
—ufF" — 7}7;% — TF““ +ul(n 4+ Du" + 2nf]F'+
+ Du"t ku? 3(n+1)furt kS
_ut 1 (n F 2 2 F—
- 2 -1 2 2
—uPF, + u? [u_ w_} F=0
n f
Por fim, da equacao (3.58), encontra-se
U2
——Fy +u?fFu, +2(n—2)F =0 (C.7)

f

As equagoes (3.55) e (3.57) foram calculadas sem a contribui¢do do trago R,
para que pudessem ser comparados com as equacoes apresentadas por Policastro, Son e
Starinets (2002a) para o caso n = 3. Isso é possivel pois a perturbagao do escalar de Ricci

¢ identicamente nula em decorréncia das equagoes de Einstein.
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