
Adriano Xavier Carvalho

SISTEMA DE REESCRITA DE TERMOS PARAINTERVALOS: EM DIREÇ�O A UM MODELOFORMAL PARA A COMPUTAÇ�OINTERVALAR

NatalOutubro de 2005



 
 
 
 
 

Livros Grátis 
 

http://www.livrosgratis.com.br 
 

Milhares de livros grátis para download. 
 



Universidade Federal do Rio Grande do NorteCentro de Ciênias Exatas e da TerraDepartamento de Informátia e Matemátia ApliadaPrograma de Pós-Graduação em Sistemas e Computação
SISTEMA DE REESCRITA DE TERMOS PARAINTERVALOS: EM DIREÇ�O A UM MODELOFORMAL PARA A COMPUTAÇ�OINTERVALAR

Dissertação submetida ao Programa de Pós-Graduação em Sistemas e Computação doDepartamento de Informátia e MatemátiaApliada da Universidade Federal do RioGrande do Norte omo parte dos requisitospara a obtenção do grau de Mestre em Sis-temas e Computação (MS.).
Adriano Xavier Carvalho

Natal, Outubro de 2005



SISTEMA DE REESCRITA DE TERMOS PARAINTERVALOS: EM DIREÇ�O A UM MODELOFORMAL PARA A COMPUTAÇ�O INTERVALARAdriano Xavier CarvalhoEsta Dissertação foi julgada adequada para a obtenção do título de Mestre emSistemas e Computação (MS.), Área de Conentração em Teoria e InteligêniaComputaional, e aprovada em sua forma �nal pelo Programa de Pós-Graduaçãoem Sistemas e Computação do Departamento de Informátia e Matemátia Apli-ada da Universidade Federal do Rio Grande do Norte.Regivan Hugo Nunes SantiagoOrientadorRegivan Hugo Nunes SantiagoCoordenador do ProgramaBana Examinadora: Regivan Hugo Nunes SantiagoPresidente
Anamaria Martins Moreira

Benjamín René Callejas Bedregal
Edward Hermann Haeuslerii



CARVALHO, Adriano XavierSistema de Reesrita de Termos para Intervalos: Em Direção a Um ModeloFormal para a Computação Intervalar / Adriano Xavier Carvalho. Natal:2005.107p. : 1.Orientador: Regivan Hugo Nunes SantiagoDissertação (Mestrado) � Universidade Federal do Rio Grande do Norte.Centro de Ciênias Exatas e da Terra. Departamento de Informátia eMatemátia Apliada.1. Teoria e Inteligênia Computaional � Tese. 2. Sistemas de Reesrita.3. Computação Intervalar. 4. Lógia Equaional. I. Sistema de Reesritade Termos para Intervalos: Em Direção a Um Modelo Formal para aComputação Intervalar. iii



Demais, �lho meu, atenta: Não há limite para fazerlivros, e o muito estudar é enfado da arne. (E 12:12)

iv



Aos meus pais, Sera�m e Rosimar.Aos meus irmãos, Alessiane, Alexley e Alessandro.E aos amigos da Tenomed, Eduardo Henrique, Ibsen e Marize.

v



AGRADECIMENTOSExpresso aqui meu mais profundo sentimento de gratidão a todas as pes-soas que olaboraram, de uma forma ou de outra, para a onretização destadissertação. O apoio, quase sempre an�nimo, destas pessoas foi ertamente im-presindível. Como não sou apaz de itar a todas, nominalmente, pre�ro deixarque elas ontinuem assim, an�nimas. Apenas um nome eu não gostaria de deixaran�nimo, o de Jesus Cristo, meu Senhor, porque estou erto de que o mestradofoi tão somente mais uma manifestação da sua graça em minha vida.

vi



Resumo da Dissertação apresentada ao DIMAp/UFRN omo parte dosrequisitos neessários para obtenção do grau de Mestre em Sistemas eComputação (MS.).
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Orientador: Regivan Hugo Nunes SantiagoÁrea de Conentração: Teoria e Inteligênia ComputaionalPalavras-have: Sistemas de Reesrita; Computação Intervalar; Ponto-FlutuanteNúmero de Páginas: 1 + 107Apresenta-se um sistema de reesrita de termos para aritmétia intervalar (adição,subtração e multipliação), em direção a um modelo matemátio para a om-putação intervalar. Primeiramente, é apresentado um sistema de reesrita determos ujas regras (equações direionadas) implementam aritmétia de ponto-�utuante binária, baseada no Padrão IEEE 754. Em seguida, este sistema pri-mitivo é estendido om regras para a aritmétia intervalar. E, �nalmente, aorretude e a terminação do sistema forneido são ambas disutidas.vii
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Capítulo 1Introdução
1.1 Contexto histório e motivaçãoA preisão de álulos no proessamento de dados é um impresindível pré-requisito da omputação ientí�a e, ao mesmo tempo, onstitui ainda um dosgrandes desa�os para os sistemas modernos, espeialmente aqueles que lidam oma manipulação de números reais. O modelo omputaional predominante pararepresentação interna de números reais é o modelo de ponto-�utuante, abordadono Capítulo 5. Tal modelo faz uso de arredondamentos para adequar os sistemasàs limitações de memória e proessamento, intrínseas às arquiteturas de om-putadores. Como o número de ponto-�utuante não representa om exatidão onúmero real, mas sim uma aproximação deste, oorre em geral que suessivasoperações aritmétias resultam em aumulativos erros de arredondamento. Umaanálise mais detalhada deste problema pode ser enontrada em [Gol91, Wal90℄.Desde o surgimento da Matemátia Intervalar, proposta por Moore e Sunaganos anos 60, vários esforços têm sido implementados no sentido de apresentaruma solução alternativa (e mais aurada) para representação dos números reais.A aritmétia intervalar é uma aritmétia de�nida sobre onjuntos de intervalos,ao invés de onjuntos de números reais. Neste aso, a representação de um dadonúmero real é feita não por um arredondamento do mesmo, mas sim através deum intervalo que o ontenha. A vantagem desta abordagem está na possibilidadede se mensurar os erros, permitindo o seu ontrole durante o proesso omputa-ional. Para um intervalo [a, b] ontendo a resposta ideal, o erro máximo será de
b−a. O Capítulo 5 apresenta brevemente a aritmétia intervalar, bem omo suaspropriedades; para uma introdução mais geral da omputação intervalar e suasapliações, veja [Kea96℄.Paralelamente aos esforços destinados à omputação intervalar, meios indus-triais e aadêmios têm investido ada vez mais na área de métodos formais.



1. Introdução 2As linguagens de espei�ação e veri�ação formal de sistemas têm residosigni�ativamente em popularidade. Uma grande limitação destas linguagens,entretanto, ontinua sendo sua arênia de soluções efetivas para apliações queenvolvam números reais, omo será mostrado mais adiante. A ontribuição destadissertação reside justamente no ampo da espei�ação e veri�ação formal desistemas envolvendo números reais, uja implementação adote a abordagem in-tervalar. Propõe-se desenvolver um sistema de reesrita de termos apaz de ver-i�ar de forma automátia apliações desta natureza, fazendo uso, para tanto,da aritmétia intervalar. Esse sistema de reesrita, além de servir de base paraa espei�ação de sistemas que utilizem a aritmétia intervalar omo abordagemde implementação, pretende forneer um modelo omputaional alternativo emrelação às máquinas de Turing (veja, por exemplo, [Bed96℄).
1.2 A importânia do raioínio equaionalEquações exerem papel fundamental nas iênias em geral, e em partiular naCiênia da Computação. O raioínio equaional é um importante omponentena prova automátia de teoremas, linguagens de programação de alto nível, es-pei�ação e veri�ação de programas e inteligênia arti�ial [DV04℄. Raioinarom equações envolve derivar onseqüênias de equações dadas e enontrar val-ores para variáveis que satisfazem uma dada equação.Reesrita é um poderoso método para lidar om equações. Um sistema de re-esrita de termos é basiamente um onjunto de equações orientadas, hamadasregras de reesrita, as quais são usadas para substituir iguais por iguais, massomente na direção indiada [Rin98℄; de fato, o que distingue a reesrita de ter-mos da lógia equaional é que o lado esquerdo pode ser substituído pelo ladodireito, mas não o ontrário, onstituindo um modelo omputaional Turing-ompleto [BN98℄. Deste modo, expressões omplexas podem ser substituídas porexpressões mais simples equivalentes, até que se obtenha a forma mais simplespossível [DJ90℄.A teoria de reesrita entraliza-se em torno do oneito da forma normal,uma expressão irredutível, i.e. uma expressão que não pode ser reesrita paranenhuma outra. A omputação, neste aso, onsiste na reesrita para uma formanormal; quando a forma normal é an�nia, i.e. únia, ela é tida omo o valorda expressão iniial. Quando a reesrita de termos iguais sempre leva à mesmaforma normal, diz-se que o onjunto de regras é onvergente e a reesrita podeser usada para veri�ar igualdade entre termos.



1. Introdução 31.3 Organização do trabalhoO Capítulo 2 destaa alguns oneitos-have da Ciênia da Computação, parti-ularmente relaionados ao estudo de linguagens formais: sistemas de dedução,
Σ-álgebras, assinaturas, termos, substituição et. Fornee, ainda, uma intro-dução das noções de sistemas de reesrita e dedução equaional. Os oneitosabordados neste apítulo, bem omo as respetivas onvenções notaionais, sãopré-requisitos básios para a ompreensão do texto omo um todo.A seguir, no Capítulo 3, são estudadas três apresentações da lógia equaional:Lógia equaional homogênea, lógia equaional heterogênea e lógia equaionalondiional. A lógia equaional em questão está intimamente relaionada om arespetiva lógia de reesrita, estudada no Capítulo 4. Para ada uma das apre-sentações da lógia equaional, são onsiderados aspetos sintátios (sistemas dededução) e semântios (modelos).O Capítulo 4 formaliza a noção de sistemas da reesrita apresentada no Capí-tulo 2, levando em onsideração, também, as propriedades que tais sistemas de-vem satisfazer, a �m de prover um proedimento de deisão para teorias equa-ionais. Será mostrado que o sine qua non da reesrita de termos está nas pro-priedades de terminação (uma forma normal pode ser enontrada), on�uênia(as formas normais são únias) e ompletude (resolve quaisquer onjuntos �nitosde identidades).O Capítulo 5, por sua vez, trata da representação omputaional dos númerosreais, omeçando om um resumo do Padrão IEEE 754 para aritmétia de ponto-�utuante, e terminando om uma introdução à Matemátia Intervalar de formasuinta, mas onisa, a �m de desrever formalmente o objeto que está sendo mo-delado pelo sistema de reesrita proposto, e forneer o embasamento matemátiopara as regras do mesmo. Computação de pontos-�utuantes binários, algoritmosintervalares e a aritmétia de Moore são tópios esseniais deste apítulo.Finalmente, no Capítulo 6, apresentam-se as ontribuições partiulares destetrabalho, a saber, dois sistemas: O Sistema de Reesrita de Termos para Ponto-�utuante (SRTF), proposto omo ummodelo formal para omputações de númerosde ponto-�utuantes binários, e o Sistema de Reesrita de Termos para Intervalos(SRTI), o qual estende o SRTF e é proposto omo base para a formulação de ummodelo omputaional para a aritmétia intervalar.As onsiderações �nais da pesquisa, análise de trabalhos orrelatos e sugestãode trabalhos futuros são feitas no Capítulo 7.



Capítulo 2Linguagens, Σ-álgebras e Reesrita
2.1 O papel da reesrita de termosEnquanto linguagens naturais (Português, Inglês et.) são de�nidas informal-mente, a maioria dos formalismos da omputação (linguagens de programação,por exemplo) é de�nida por regras expliitamente delaradas em termos dasadeias de símbolos que podem oorrer no mesmo, e, por isso, são hamados lin-guagens formais. Alguns aspetos básios da teoria de linguagens formais serãodestaados neste apítulo. Os oneitos introduzidos aqui seguem de [BA01,Dav89, Hen88, ABL02, BN98, Gog77, GM96, Bir35, KK01, Bar98, dM96, RS63,Bee85℄.O estudo de linguagens formais pode ser abordado a partir de vários pontosde vista. Primeiramente, na Seção 2.2, será enfatizado o aspeto dedutivo delinguagens, ou seja, a linguagem em termos de seus símbolos e regras para gera-ção de adeias válidas de símbolos; esta abordagem é onheida omo semântiaaxiomátia, e nota-se que ela é puramente sintátia.Em seguida, a Seção 2.3 apresentará outra abordagem, onheida omo semân-tia denotaional, que visa munir as linguagens formais de um signi�ado, for-neendo meanismos algébrios para interpretar aquilo que pode ser expressosintatiamente por uma linguagem. A Seção 2.4, depois, traz o oneito de subs-tituição.Existe, ainda, um tereiro ponto de vista, onheido omo semântia opera-ional, que lida om o aspeto omputaional de uma dada linguagem formal, eserá tratado na Seção 2.5. Ressalta-se que aqui reside o papel da reesrita determos, pois pode-se olhar para programas omo termos, e, neste aso, um sis-tema de reesrita de termos proverá justamente a semântia operaional de taisprogramas. Tais sistemas serão melhor explorados no Capítulo 4.



2. Linguagens, Σ-álgebras e Reesrita 52.2 Aspetos sintátios2.2.1 Um pouo de omputabilidadeEm 1936, Alonzo Churh e Alan Turing propuseram, respetivamente, dois mo-delos matemátios om proposta de formalização do oneito de proedimentoefetivo, i.e um programa que exeute alguma operação matemátia [Cut80℄,omo, por exemplo, os proedimentos para alular o máximo divisor omumde dois números naturais, ou a raiz quadrada de um número natural.Desde os trabalhos de Churh e Turing, surgiram inúmeros modelos de om-putação, tais omo Máquinas de Aesso Aleatório (RAMs) [SB04, Smi94℄,Máquinas de Ilimitados Registradores (URMs) [Cut80℄, Sistemas de Post [BL74℄et. Todos estes modelos são equivalentes, no sentido de que formalizam a mesmalasse de funções, a saber, as funções pariais reursivas [SB04, Smi94℄. Dessaforma, diz-se que um determinado modelo de omputação é Turing-ompletose ele é equivalente a um dos modelos aima.De�nição 2.2.1 Dado um onjunto A, uma função parial f : A → A, f éomputável se existe uma função f ∗ : N→ N e um proedimento efetivo injetivo
α : A → N, hamado odi�ação de A em N, tal que o seguinte diagramaomuta:

A
f−−−→ A

α−1

x









y

α

N
f∗

−−−→ Nou seja, f ∗ = α ◦ f ◦ α−1.Notação: A omposição de duas funções f e g quaisquer será denotada por
g ◦ f , onde (g ◦ f)(x) = g(f(x)).De�nição 2.2.2 Um onjunto A diz-se reursivamente enumerável se existeuma enumeração efetiva f : N→ A tal que Imagem(f) = A.De�nição 2.2.3 Um onjunto A diz-se reursivo se a sua função araterístia
CA : U → {0, 1} é omputável.



2. Linguagens, Σ-álgebras e Reesrita 6Nota: É possível provar que todo onjunto reursivo é um onjunto reursiva-mente enumerável.De�nição 2.2.4 Um prediado ou propriedade P diz-se deidível se a suafunção araterístia Cp : U → {0, 1} é omputável. Se a função parial fp : U →
{0, 1} tal que

fp(u) =

{

1 se P (u)

indef. aso ontrário (2.1)é omputável, então P é hamado prediado semi-deidível.2.2.2 Sistemas de deduçãoA noção de sistemas de dedução é essenial para a de�nição de lógias e teoriasde prova.De�nição 2.2.5 Um Sistema de dedução [KK01℄ ou uma Teoria formal[Dav89℄ é uma quádrupla (Σ, Φ,A,R), onde:
• Σ é um alfabeto,
• Φ = {φ0, φ1, ...} é uma linguagem formal sobre Σ, hamada onjunto defórmulas bem-formadas (fbfs),
• A = {a0, a1, ...} é um subonjunto de Φ, hamado onjunto de axiomas,
• R = {r0, r1, ..., rn} é um onjunto �nito de prediados sobre Φ, hamadosregras de inferênia.Conjuntos in�nitos de axiomas podem ser espei�ados por esquemas axio-mátios. Uma regra de inferênia é esrita omo:Nome φ0, ..., φ1 ⊢ φn se Condiçãoe signi�a: "Dado φ0, ..., φ1 deduz-se φn se Condição é satisfeita."Exemplo 2.2.1 Seja (Σ, Φ,A,R) um sistema de dedução tal que:
• Σ = {p, q, u,∧,→, (, )} é o alfabeto.
• Φ é o onjunto de fbfs, onde: p, q, u ∈ Φ e, se φ0 e φ1 são fbfs, então

(φ0 ∧ φ1) e (φ0 → φ1) também são.
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• A = {(φ0 → φ0)} é o onjunto de esquemas axiomátios.
• R = {r0, r1, r2} é o onjunto de regras de inferênia, onde

r0 é de�nida omo
φ0, (φ0 → φ1) ⊢ φ1,

r1 é de�nida omo
(φ0 ∧ φ1) ⊢ φ0,e r2 é de�nida omo
(φ0 ∧ φ1) ⊢ φ1.De�nição 2.2.6 Uma derivação d da onlusão c ∈ Φ das premissas P =

{p0, ..., pn−1} ⊆ Φ é uma seqüênia não-vazia �nita d0, ..., dm tal que di ∈ Φ, dm =
c e ou di ∈ A (di é um axioma), ou di ∈ P (di é uma premissa ou hipótese),ou di foi obtido apliando-se alguma regra de inferênia de R para um onjunto
{dj, ...dk} de fórmulas tal que dj, ..., dk ∈ d e j, ..., k < i. Neste aso, diz-se que cé dedutível de P naquele sistema de dedução, e isto se esreve omo:

p0, ..., pn−1 ⊢ c. (2.2)Assim, seguindo o Exemplo 2.2.1, a partir do onjunto de premissas P =
{p ∧ q, p→ u}, pode-se hegar à onlusão c = u, ou seja,

p ∧ q, p→ u ⊢ u. (2.3)Neste aso, uma derivação d da onlusão u é dada pela seqüênia
d = d0, d1, d2, d3 = p ∧ q, p, p→ u, u (2.4)onde:

d0 = p ∧ q pertene a P , ou seja, d0 é uma hipótese (premissa),
d1 = p foi obtido pela apliação de r1 em {d0},
d2 = p→ u pertene a P , ou seja, d2 é uma hipótese (premissa), e
d3 = u foi obtido pela apliação de r0 em {d1, d2}.De�nição 2.2.7 Uma fórmula th ∈ Φ que pode ser derivada a partir do onjuntovazio de premissas é hamada teorema. Diz-se que th é provável no sistema dededução. Isto se esreve omo:

⊢ th. (2.5)Uma derivação de um teorema é hamada prova. O onjunto de todos os teore-mas é denotado por T H.



2. Linguagens, Σ-álgebras e Reesrita 8De�nição 2.2.8 Uma interpretação fornee um signi�ado para ada símbolodo sistema de dedução, tal que toda fbf passa a ser entendida omo uma sentençaque é ou verdadeira ou não segundo essa interpretação.A de�nição aima é apenas uma intuição da noção de interpretação, a qualserá de�nida de forma mais preisa em termos de Σ-álgebras adiante.De�nição 2.2.9 Uma interpretação é um modelo para um onjunto de fbfs
P se P é verdadeiro naquela interpretação. Diz-se que uma interpretação é ummodelo para um determinado sistema de dedução se ela é um modelo para o seuonjunto de teoremas.A relação entre os universos sintátio e semântio de um sistema de deduçãoé dada pelas propriedades de ompletude e orretude:De�nição 2.2.10 Um sistema de dedução é ompleto se toda sentença que éverdadeira em todas as interpretações é provável no sistema.De�nição 2.2.11 Um sistema de dedução é orreto ou seguro se toda sentençaprovável no sistema é verdadeira em todas as interpretações.O termo completude também é usado para relaionar o sistema dedutivo omo método omputaional:De�nição 2.2.12 Um método omputaional é ompleto se, para ada sen-tença φ da linguagem Φ, esse método termina sob entrada φ em uma quantidade�nita de tempo, indiando se φ é verdadeira ou não em todas as interpretações.Outros dois oneitos de partiular interesse são os de deidibilidade e on-sistênia de um sistema de dedução. Mas antes, segue uma de�nição informal dedeidibilidade:De�nição 2.2.13 Uma propriedade é hamada deidível se existe um proedi-mento efetivo que irá determinar se a propriedade é satisfeita (em algum sentido)ou não.A de�nição aima foi propositalmente vaga, pois deseja-se apliá-la em dife-rentes ontextos: propriedades de símbolos (x é um símbolo da teoria?), adeiasde símbolos (x é uma fbf?), seqüênias de fbfs (x é uma prova?), e assim pordiante. No aso de um sistema de dedução:



2. Linguagens, Σ-álgebras e Reesrita 9De�nição 2.2.14 Um sistema de dedução é deidível se existe um proedi-mento efetivo que irá determinar, para qualquer sentença da teoria, se aquelasentença é ou não provável no sistema.De�nição 2.2.15 Um sistema de dedução é onsistente se ele não ontém nen-huma fbf tal que ao mesmo tempo esta fbf e sua negação sejam prováveis nosistema.1De�nição 2.2.16 Um proedimento efetivo que implementa a função araterís-tia do onjunto de teoremas de um determinado sistema de dedução é hamadode um proedimento de deisão para aquele sistema. Observe-se que, se oonjunto de todos os teoremas T H é reursivo, então o sistema de dedução éhamado deidível. Se T H não é reursivo, mas é reursivamente enumerável,então o sistema de dedução é hamado semi-deidível. Se T H não é reursiva-mente enumerável, então o sistema de dedução é hamado indeidível.2.2.3 AssinaturasTermos são obtidos pela ombinação de símbolos de funções, onstantes ou vari-áveis. Por exemplo, para um símbolo de função binário + e variáveis x, y, então�+(x, y)� é um termo (esta notação é hamada pre�xa); este mesmo termo pode-ria também ser esrito omo �(x, y)+� (notação su�xa), ou ainda, �x+y� (notaçãoin�xa). O oneito de assinatura possibilita eslareer quais símbolos de funçãoestão disponíveis, em um erto ontexto, e qual a quantidade de argumentos queada um tem.De�nição 2.2.17 Uma assinatura (funional) é uma tripla Σ = 〈S, TF, PF 〉,onde S é um onjunto de sorts (nomes de onjuntos), TF é um onjunto desímbolos de função que designam funções totais, e PF é um onjunto de símbolosde função que designam funções pariais. O per�l de um símbolo de função
f ∈ TF ∪ PF é um par (w, s) onde w ∈ S∗ (S∗ é o feho de Kleene de S) e
s ∈ S; esreve-se f : w 7→ s ou simplesmente fw,s para indiar que (w, s) é oper�l de f . A ada f ∈ TF ∪ PF é assoiado um número natural, hamadoaridade, tal que para w = s1...sn, aridade(f) = n. Elementos de aridade zerosão hamados onstantes; sempre assume-se que há pelo menos uma onstante.Uma assinatura é hamada de heterogênea quando ela possui mais de um sort,e homogênea quando ela possui apenas um sort.Nota: A idéia de se ter na assinatura um onjunto PF de símbolos de funçõespariais é de espeial importânia quando se trabalha om prediados de lógiaequaional ondiional, onforme será apresentado na Seção 3.4.1Existem sistemas de dedução nos quais a onsistênia não é tida omo um prediado funda-mental, e.g. Lógia Paraonsistente, a qual admite a inonsistênia e, em ontrapartida, exigea não trivialidade, i.e. Φ tem que ser um subonjunto próprio de Σ∗.



2. Linguagens, Σ-álgebras e Reesrita 10Notação: Em todo o texto que se segue, será utilizada a notação Σ para assi-naturas em geral, onforme o Exemplo 2.2.3 e o Exemplo 2.2.4 abaixo, e F parao aso partiular de assinaturas homogêneas, onforme o Exemplo 2.2.2 abaixo.Por simpliidade, o sort, quando for únio, pode ser omitido, �ando a assinaturade�nida em termos do onjunto TF ∪ PF , onforme o Exemplo 2.2.2; analoga-mente, PF será omitido quando for vazio, onforme o Exemplo 2.2.3.Seguem alguns exemplos de assinaturas válidas:Exemplo 2.2.2 F = {0, s, +, ∗}, onde aridade(0) = 0, aridade(s) = 1,
aridade(+) = 2, e aridade(∗) = 2.Exemplo 2.2.3 Σ = 〈{Nat}, {Zero, Suc}〉, om ZeroΛ,Nat e SucNat,Nat.Exemplo 2.2.4 Σ = 〈{Entrada, Estado, Saida}, {i, g}, {f}〉, om iΛ,Estado,
gEstado,Saida e fEntradaEstado,Estado.2.2.4 TermosEm lógia, termos são expressões simbólias que representam elementos de umonjunto. Por exemplo, os números 0 e 4 + 3 ∈ N podem ser representados pelostermos �0� e �s(s(s(s(0)))) + s(s(s(0)))�, respetivamente. Neste sentido, termosexerem o papel de substantivos próprios, i.e. são nomes que refereniam objetosde um determinado onjunto. Nesta seção serão apresentadas as várias represen-tações dos termos de primeira ordem: omo adeias, árvores, mapeamentos, efunções. Mas antes, a noção de ordem de sub-termo é introduzida:De�nição 2.2.18 A propriedade de um termo ser sub-termo de outro induz umarelação de ordem sobre os termos, hamada ordem de sub-termo. Será usadaa notação sEsub t para denotar que s é um sub-termo de t e s⊳sub t para denotarque s é um sub-termo estrito de t.2.2.4.1 Termos omo adeiasTermos de primeira ordem são onstruídos sobre um voabulário de símbolos devariáveis e símbolos de função espei�ados por uma assinatura. Aqui, eles serãoonsiderados omo adeias (strings).De�nição 2.2.19 Seja F uma assinatura (homogênea), e X um onjunto (enu-merável) de símbolos de variáveis, o onjunto dos termos homogêneos (deprimeira ordem) T (F ,X ) é o menor onjunto ontendo X e tal que a adeia
f(t1, ..., tn) esteja em T (F ,X ) sempre que aridade(f) = n e ti ∈ T (F ,X ) para
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i ∈ [1..n]. O onjunto dos termos sem variáveis, hamado onjunto dos termosfehados, é denotado por T (F). Termos que ontém variáveis são hamadosabertos. Um termo é linear se ada uma de suas variáveis oorre somente umavez no mesmo. Constantes são denotadas pelas letras a, b, c, ... e variáveis são de-notadas pelas letras x, y, z, podendo ser indexadas, i.e. x1, x2, ..., e termos pelasletras l, r, g, d, p, q, s, t, u, v, w, l′, r′, g′, .... Por exemplo, �0� e �s(s(0)) + s(0)� sãotermos fehados, mas �s(0)+x� e �y + z� são termos abertos; �x+ s(s(s(0)))+ y�é linear, mas �x + s(s(0)) + x + s(0)� não é linear.Exemplo 2.2.5 Dada uma assinatura F = {Zero, Suc, Soma, Div},om aridade(Zero) = 0, aridade(Suc) = 1, aridade(Soma) = 2 e
aridade(Div) = 2, então T (F) ontém os termos:
Zero
Suc(Zero), Suc(Suc(Zero)), Suc(Suc(Suc(Zero))), ...
Soma(Zero, Zero), Soma(Zero, Suc(Zero)), ...
Div(Zero, Zero), Div(Zero, Suc(Zero)), Div(Suc(Zero), Suc(Zero)), ...2.2.4.2 Termos omo árvoresUm termo t pode ser visto também omo uma árvore rotulada �nita, ujas folhassão rotuladas om variáveis ou onstantes, e ujos nós internos são rotulados omsímbolos de aridade positiva.De�nição 2.2.20 Tomando N omo um alfabeto, então 〈N∗, .〉 é o feho deKleene munido da operação de onatenação. Uma posição (também hamadaoorrênia) em um termo t é representada omo uma adeia ω ∈ N∗, que de-sreve o aminho da raiz de t para a raiz do sub-termo t|ω, naquela posição. Umtermo u tem uma oorrênia em t se u = t|ω para alguma posição ω em t.Exemplo 2.2.6 O termo t = f(g(a, b), h(a, b, f(c, d))) é representado pela seguinteárvore:

f(g(a, b), h(a, b, f(c, d)))

g(a, b)

a b

h(a, b, f(c, d))

a b f(c, d)

c donde t|1 = g(a, b), t|11 = a, t|12 = b, t|2 = h(a, b, f(c, d)), t|21 = a, t|22 = b,
t|23 = f(c, d), t|231 = c e t|232 = d.



2. Linguagens, Σ-álgebras e Reesrita 12Usa-se t[s]ω para enfatizar que o termo t ontém s omo sub-termo na posição
ω. Em alguns asos, ω pode ser omitido. Seguindo o exemplo aima, t[g(a, b)]1,
t[f(c, d)]23, t[d]232 et.A palavra vazia Λ denota, portanto, o aminho vazio para a raiz da árvore e
υ, ω ∈ N∗−Λ denotam as demais sub-árvores. Assim, posições são ordenadas daseguinte maneira: ω1 ≤ ω2 se existe uma ω3 tal que ω1ω3 = ω2. Se duas posições
ω1 e ω2 são inomparáveis, então isto é denotado por ω1 ⊲⊳ ω2.2.2.4.3 Termos omo mapeamentosUm termo também pode ser visto omo um mapeamento parial de 〈N∗, .〉 parauma assinatura F . O domínio deste mapeamento, denotado por Dom(t), é oonjunto das posições dos símbolos de F que oorrem em t, também hamadodomínio de t; ele deve ser não vazio e fehado sob pre�xo, ou seja, se ω ∈ Dom(t),então todos os pre�xos de ω pertenem ao Dom(t). O tamanho |t| do termo té a ardinalidade de Dom(t). A quantidade de nós do termo t rotulados omo símbolo f é denotada por |t|f . Var(t) denota o onjunto de variáveis em t.
Grd(t) é o onjunto de posições ujos termos assoiados não ontém variáveis.Por extensão, o mapeamento ujo domínio é vazio é hamado termo vazio edenotado por Λ2.Exemplo 2.2.7 O termo t, do Exemplo 2.2.6, é representado pelo seguinte ma-peamento:

Λ 7→ f1 7→ g11 7→ a12 7→ b2 7→ h21 7→ a22 7→ b23 7→ f231 7→ c232 7→ dDe�nição 2.2.21 Quando um termo t ontém um sub-termo u na posição
ω ∈ N∗, i.e. t[u]ω, e esse sub-termo u é troado por um termo s, dando origem aum novo termo t′, onde t′[s]ω, usa-se a notação t′[ω ←֓ s] e hama-se esta opera-ção de apliação de ontexto.2 Portanto, o mapeamento em questão trata-se da função vazia [SB04℄, aqui denotada por
Λ; assim, usa-se Λ para designar a posição da raiz e a função vazia.



2. Linguagens, Σ-álgebras e Reesrita 13Exemplo 2.2.8 Seguindo o Exemplo 2.2.6, ao substituir-se o sub-termo u =
f(c, d), que está na posição 23 do termo t, pelo termo s = c, obtém-se o termo t′ =
f(g(a, b), h(a, b, c)), e usa-se t′[23 ←֓ c] para denotar esta apliação de ontexto.2.2.4.4 Termos omo operaçõesPara qualquer termo t e para qualquer subonjunto V = {x1, ..., xn} de Var(t),pode-se assoiar uma função denotada por t(x1, ..., xn) de T (F ,X )n para T (F ,X )tal que:

t(x1, ..., xn): T (F ,X )n → T (F ,X )
t1, ..., tn 7→ t[xi ←֓ ti]i=1,...,nPortanto, um termo pode ser visto omo um novo operador op : T (F ,X )n →

T (F ,X ), que é derivado das operações primitivas de f ∈ ΣT (F ,X ).Em partiular, tomando V = Var(t), qualquer termo t pode ser onsideradoomo um operador derivado.2.2.4.5 Termos heterogêneosUma extensão bastante útil da noção de termos de primeira ordem apresentadana De�nição 2.2.19 é o oneito de termos heterogêneos. Termos heterogêneossão obtidos quando símbolos de função, variáveis e termos são ategorizados emlasses, hamadas sorts. A seguir, a De�nição 2.2.19 será generalizada para assi-naturas heterogêneas.De�nição 2.2.22 Seja Σ = 〈S, TF, PF 〉 uma assinatura (heterogênea), e X =
⋃

s∈S Xs um onjunto de variáveis heterogêneas, onde ada Xs india o onjuntode variáveis de sort s, o onjunto dos termos de sort s, denotado por T (Σ,X )s, é omenor onjunto ontendo Xs e qualquer onstante a de sort s tal que f(t1, ..., tn)esteja em T (Σ,X )s sempre que fs1...sn,s e ti ∈ T (Σ,X )si
para i ∈ [1..n]. Oonjunto dos termos heterogêneos (de primeira ordem) T (Σ,X ) é a família

{T (Σ,X )s|s ∈ S}. Analogamente, o onjunto dos termos heterogêneos fehadosserá denotado por T (Σ), e o onjunto dos termos heterogêneos fehados de sort
s será denotado por T (Σ)s.Exemplo 2.2.9 Dada uma assinatura Σ = 〈{Nat, Bool}, {Zero, Suc, Soma,
V, F, Maior, Menor}, {Div}〉, om ZeroΛ,Nat, SucNat,Nat, SomaNatNat,Nat,
VΛ,Bool, FΛ,Bool, MaiorNatNat,Bool, MenorNatNat,Bool e DivNatNat,Nat, então
T (Σ) = {T (Σ)Nat, T (Σ)Bool}, onde
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T (Σ)Nat ontém os termos:

Zero
Suc(Zero), Suc(Suc(Zero)), Suc(Suc(Suc(Zero))), ...
Soma(Zero, Zero), Soma(Zero, Suc(Zero)), ...
Div(Zero, Zero), Div(Zero, Suc(Zero)), Div(Suc(Zero), Suc(Zero)), ...e T (Σ)Bool ontém os termos:
V
F
Maior(Zero, Zero), Maior(Suc(Zero), Zero), ...
Menor(Zero, Zero), Menor(Suc(Zero), Zero), ...2.3 Σ-álgebras2.3.1 Álgebras homogêneasEm termos gerais, uma álgebra pode ser vista simplesmente omo um onjuntomunido de operações sobre seus elementos. Aqui será abordado um aso de par-tiular interesse, que é o oneito de Σ-álgebra, primeiramente para assinaturashomogêneas, e na seção seguinte, para assinaturas heterogêneas.De�nição 2.3.1 Dada uma assinatura homogênea Σ, uma Σ-álgebra(homogênea) é um par 〈A, ΣA〉, ondei) A é um onjunto, hamado onjunto suporte (em inglês, arrier);ii) ΣA é um onjunto de funções {fA|f ∈ Σ}, tal que se aridade(f) = n então

fA é uma função de An → A. A função fA é hamada de interpretaçãode f , também denotada por ι(f). Diz-se que A é fehado sob as funções
fA ∈ ΣA.Desta forma, uma Σ-álgebra é simplesmente uma interpretação da assinatura Σ,onsistindo de um onjunto A e uma interpretação sobre A para ada símbolo defunção em Σ. Naturalmente, uma dada assinatura pode ter várias interpretaçõesem diferentes onjuntos suporte, e ainda, interpretações diferentes sobre o mesmoonjunto suporte.33Para um mesmo símbolo f ∈ Σ, pode-se ter diferentes operações que interpretam f .



2. Linguagens, Σ-álgebras e Reesrita 15Exemplo 2.3.1 Seja a assinatura Σ = {Zero, Suc, P red, Soma}, onde
aridade(Zero) = 0, aridade(Suc) = 1, aridade(Pred) = 1 e aridade(Soma) = 2.Então 〈N, ΣN〉 é uma Σ-álgebra ondei) N é o onjunto dos números naturais;ii) ΣN é dado por:a) ZeroN é o número natural 0;b) SucN : N → N é de�nido por: SucN(n) = n + 1;) PredN : N → N é de�nido por: PredN(0) = 0, P redN(n) = n − 1,onde n 6= 0;d) SomaN : N2 → N é de�nido por: SomaN(m, n) = m + n;onde + e − denotam as operações aritmétias de soma e subtraçãousuais, respetivamente.Exemplo 2.3.2 Outra interpretação para a assinatura Σ desrita no Exemplo2.3.1 pode ser dada pela Σ-álgebra 〈Z, ΣZ〉 ondei) Z é o onjunto dos números inteiros;ii) ΣZ é dado por:a) ZeroZ é o número inteiro 0;b) SucZ : Z → Z é de�nido por: SucZ(n) = n + 1;) PredZ : Z → Z é de�nido por: PredZ(n) = n− 1;d) SomaZ : Z2 → Z é de�nido por: SomaZ(m, n) = m + n;onde + e − denotam as operações aritmétias de soma e subtraçãousuais, respetivamente.Para ada assinatura Σ existe uma importante Σ-álgebra hamada de Σ-álgebra dos termos. Tais álgebras são puramente objetos formais, em que oonjunto suporte é o próprio onjunto T (Σ) dos termos onstruídos usando ossímbolos de função em Σ (onforme a De�nição 2.2.19 e a De�nição 2.2.22), e asfunções são meras manipulações destes termos. Formalmente:De�nição 2.3.2 Seja a assinatura Σ. A Σ-álgebra dos termos é o par
〈T (Σ), ΣT (Σ)〉, onde:i) T (Σ) é o onjunto dos termos para Σ;ii) ΣT (Σ) é um onjunto de funções {fT (Σ), f ∈ Σ}, tal quea) se aridade(f) = 0 então fT (Σ) = f , senãob) se aridade(f) = n então fT (Σ) é uma função de T (Σ)n → T (Σ),de�nida omo fT (Σ)(t1, ..., tn) = f(t1, ..., tn).



2. Linguagens, Σ-álgebras e Reesrita 16Notação: Seguindo a notação F adotada na Seção 2.2.3 para assinaturas ho-mogêneas, a F -álgebra dos termos será expliitamente denotada pelo par
〈T (F),FT (F)〉 quando o ontexto exigir tal difereniação, omo é o aso dos apí-tulos 3 e 4.Deve-se notar que a álgebra dos termos é sintátia por natureza. De fato,a sintaxe de muitas linguagens de programação ou linguagens formais em geralpode ser dada pela álgebra dos termos para alguma assinatura Σ em partiulare, neste aso, a semântia (denotaional) será dada por alguma Σ-álgebra quesatisfaça ertas restrições.Para que se ompreenda a enorme importânia matemátia e omputaionalda álgebra dos termos, omo será visto mais adiante, é neessário que se introduza,primeiramente, o oneito de Σ-homomor�smos, que são simplesmente funçõesentre onjuntos suporte de Σ-álgebras que preservam as operações. Formalmente:De�nição 2.3.3 Sejam A = 〈A, ΣA〉 e B = 〈B, ΣB〉 duas Σ-álgebras. Umafunção θ : A → B é um Σ-homomor�smo de A em B se, para todo f ∈ Σ,om aridade(f) = n,

θ(fA(a1, ..., an)) = fB(θ(a1), ..., θ(an)). (2.6)Diz-se que θ é um endomor�smo se A = B; θ é ummonomor�smo se a funçãoé injetora; θ é um epimor�smo se a função é sobrejetora; e θ é um isomor�smose θ é uma bijeção.Nota: Substituições em T (F ,X ), tal omo serão de�nidas na Seção 2.4, são,de fato, endomor�smos de T (F ,X ), o que justi�a sua propriedade fundamental:para quaisquer termos t1, ..., tn ∈ T (F ,X ) e símbolo f ∈ F :
σ(f(t1, ..., tn)) = f(σ(t1), ..., σ(tn)). (2.7)Exemplo 2.3.3 Seja a assinatura Σ, tal omo no Exemplo 2.3.1 e no Exemplo2.3.2, e seja i : N → Z a função de injeção tal que i(n) = n para todo n ∈ N .Então i não é um Σ-homomor�smo entre 〈N, ΣN〉 e 〈Z, ΣZ〉, visto que a equação2.6 não é satisfeita para o símbolo de função Pred, pois i(PredN(0)) = i(0) = 0,mas PredZ(i(0)) = PredZ(0) = −1.Exemplo 2.3.4 Seja a assinatura Σ, tal omo no Exemplo 2.3.1 e no Exemplo2.3.2, seja P o onjunto dos números naturais pares, i.e. P = {0, 2, 4, ...} e seja

ΣP de�nido omo:a) ZeroP = 0



2. Linguagens, Σ-álgebras e Reesrita 17b) SucP : P → P é de�nido omo SucP (n) = n + 2) PredP : P → P é de�nido omo PredP (0) = 0 e PredP (n) = n − 2, se
n > 0d) SomaP : P 2 → P é de�nido omo SomaP (m, n) = m + n.Então 〈P, ΣP 〉 é uma Σ-álgebra.Seja i : N → P a função de injeção tal que i(n) = 2n para todo n ∈ N . Então

i é um Σ-homomor�smo. Para provar isto, basta mostrar que todo símbolo f ∈ Σsatisfaz a equação 2.6:i) i(ZeroN) = i(0) = 0 e ZeroP = 0ii) i(SucN(n)) = i(n + 1) = 2n + 2 e SucP (i(n)) = SucP (2n) = 2n + 2iii) i(PredN(0)) = i(0) = 0 e PredP (i(0)) = PredP (0) = 0;
i(PredN(n)) = i(n− 1) = 2n− 2 e PredP (i(n)) = PredP (2n) = 2n− 2iv) i(SomaN (m, n)) = i(m+n) = 2m+2n e SomaP (i(m), i(n)) = SomaP (2m,
2n) = 2m + 2n. �Nota: Em geral, Σ-homomor�smos se omportam da mesma maneira que funçõesusuais sobre onjuntos. Por exemplo, se f : A → B e g : B → C são Σ-homomor�smos então a omposição g ◦ f : A → C também o é. Além disso,a função identidade sobre um dado onjunto A também é um Σ-homomor�smopara qualquer Σ-álgebra 〈A, ΣA〉.A propriedade mais importante da álgebra dos termos é expressa em termosde homomor�smos:Teorema 2.3.1 (Teorema da Iniialidade) Para toda Σ-álgebra 〈A, ΣA〉,existe um únio Σ-homomor�smo θA : T (Σ)→ A.Nota: Fixando-se uma Σ-álgebra 〈A, ΣA〉, e entendendo um Σ-homomor�smoda álgebra dos termos em A omo uma interpretação ou tradução dos termos de

T (Σ) em elementos de A, o Teorema da Iniialidade assegura que essa interpre-tação/tradução é únia.A de�nição do onjunto suporte da álgebra dos termos 〈T (Σ), ΣT (Σ)〉 dadaanteriormente é indutiva. T (Σ) é o menor onjunto de adeias que ontém ossímbolos de onstante e que são fehadas sob as operações da álgebra dos termos,i.e. as operações fT (Σ), para ada f ∈ Σ. A natureza indutiva de T (Σ) forneeum poderoso método de prova para derivar propriedades de termos. Para mostrarque a propriedade P vale para todos os termos T (Σ) é su�iente



2. Linguagens, Σ-álgebras e Reesrita 18i) provar que P vale para todos os símbolos de onstantes em Σ;ii) assumindo que P vale para os termos t1, ..., tn, provar que P vale para otermo f(t1, ..., tn) para todo f ∈ Σ de aridade n, om n > 0.Isto é o que Henessy [Hen88℄ hama de indução estrutural, visto que aindução é realmente na estrutura sintátia dos termos. Pode-se usar a induçãoestrutural também para de�nir relações ou novas funções sobre T (Σ). Por exem-plo, para de�nir uma função g sobre T (Σ), é su�ientei) de�nir o resultado da apliação de g nos símbolos de onstantes;ii) de�nir o resultado da apliação de g em f(t1, ..., tn) em termos de g(t1), ...,
g(tn) para todo f ∈ Σ de aridade n, om n > 0.Prova: Uma prova para o Teorema 2.3.1 pode ser enontrada, por exemplo, em[Hen88℄, pg. 26, fazendo uso da indução estrutural do onjunto T (Σ). �2.3.2 Atribuição, variedade e álgebra livreOs oneitos forneidos a seguir fazem-se neessários para a formalização de mo-delos para as lógias equaionais disutidas no Capítulo 3.De�nição 2.3.4 Seja A = 〈A,FA〉 uma F -álgebra om onjunto suporte A, e

X um onjunto ujos elementos são hamados variáveis. Uma atribuição de Xem A é um mapeamento total ρ de X em A.Uma atribuição ρ de X em A se estende para um únio4 Σ-homomor�smo νde T (F ,X ) em A de�nido indutivamente da seguinte maneira:
ν(x) = ρ(x) para x ∈ X ;
ν(c) = cA para c ∈ F e aridade(c) = 0;

ν(f(t1, ..., tn)) = fA(ν(t1), ..., ν(tn)) para f ∈ F e aridade(f) 6= 0.Antes da de�nição de variedade, serão formalizadas as noções de imagemhomomór�a, sub-álgebra e produto direto:De�nição 2.3.5 Dada umaF -álgebraA = 〈A,FA〉, umaF -álgebra B = 〈B,FB〉é imagem homomór�a de A se existe um Σ-homomor�smo de A em B.4A uniidade de ν é garantida pelo Teorema 2.3.1.



2. Linguagens, Σ-álgebras e Reesrita 19De�nição 2.3.6 Sejam A = 〈A,FA〉 e B = 〈B,FB〉 duas F -álgebras.Diz-se que A é uma sub-álgebra de B se as seguintes ondições são satisfeitas:1. A ⊆ B;2. se a1, ..., an ∈ A então fA(a1, ..., an) = fB(a1, ...an).Em outras palavras, A é uma sub-álgebra de B se B é fehado sob todas asoperações em FA.De�nição 2.3.7 Sejam A = 〈A,FA〉 e B = 〈B,FB〉 duas F -álgebras.O produto direto de A e B, denotado por A × B é de�nido omo sendo a
F -álgebra P = 〈P,FP 〉, satisfazendo as seguintes ondições:1. P = A×B5;2. se (a1, b1), ..., (an, bn) ∈ P então

fP ((a1, b1), ..., (an, bn)) = (fA(a1, ..., an), fB(b1, ...bn)).É possível agora, introduzir a de�nição de variedade:De�nição 2.3.8 Uma lasse não-vazia C de F -álgebras é hamada uma varie-dade quando é fehada sobre as operações de sub-álgebra, imagem homomór�a,e produto direto. Uma variedade tem a interessante propriedade de ter umarepresentante an�nia hamada álgebra livre.Nota: Conforme Beeson [Bee85℄, pode-se a�rmar que:1. Toda ategoria equaional6 é uma variedade e toda variedade pode serde�nida equaionalmente;2. Seja 〈T (F ,X ),FT (F ,X )〉 a F -álgebra dos termos. Seja E um onjunto deequações sobre 〈T (F ,X ),FT (F ,X )〉. E seja C uma variedade de F -álgebras.Então E é orreto e ompleto om respeito a C sss 〈T (F ,X ),FT (F ,X )〉/=Eé iniial em C.De�nição 2.3.9 Seja C uma lasse não-vazia de F -álgebras e X um onjunto devariáveis. Uma F-álgebra C-livre (também hamada simplesmente de álgebralivre sobre X é qualquer F -álgebra L = (L,FL) tal que:5P é o produto artesiano de A e B.6Uma ategoria equaional é uma ategoria de Σ-álgebras que satisfazem um determinadoonjunto de equações, omo por exemplo, as regras de dedução equaional apresentadas noapítulo 3, Figura 3.1.
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• L ∈ C,
• X ⊆ L,
• para qualquer F -álgebra A = 〈A,FA〉 em C e qualquer atribuição ν : X →

A, existe um homomor�smo φ : L → A tal que φ e ν onordam sobre X ,ou seja, são tais que ∀x ∈ X , φ(x) = ν(x).Isto pode ser ilustrado pelo diagrama:
X ⊆−−−→ L

ν





y





y
θ

A −−−→
IdA

AÉ fáil pereber que, quando existe uma álgebra livre sobre um onjunto X ,ela é únia, a menos de isomor�smo.De�nição 2.3.10 Uma álgebra I = 〈I,FI〉 numa lasse C de F -álgebras é C-iniial (também hamada álgebra iniial) se para qualquer álgebraA = 〈A,FA〉em C, há somente um únio homomor�smo θ : I → A.Nota: Por de�nição, a álgebra iniial também pode ser vista omo a álgebralivre sobre o onjunto vazio de variáveis. Quando ela existe, evidentemente éúnia, a menos de isomor�smo. Note-se, ainda, que o Teorema 2.3.1 poderia serreformulado omo: A álgebra dos termos T (Σ) é iniial na lasse de todas as
Σ-álgebras.Um onheido e importante teorema, om respeito às de�nições dadas aima,foi enuniado por Birkho� [Bir35℄:Teorema 2.3.2 Para qualquer onjunto de variáveis X , a álgebra livre (então ainiial também) de qualquer variedade C sempre existe.2.3.3 Álgebras heterogêneasA noção de álgebra foi apresentada na seção anterior simplesmente omo um on-junto, hamado onjunto suporte da álgebra, munido de uma família de operaçõessobre esse onjunto. Uma álgebra heterogênea onsiste de uma família de on-juntos suporte, indexada por um onjunto de sorts, e uma família de operaçõessobre tais onjuntos, também onvenientemente indexada. Formalmente:



2. Linguagens, Σ-álgebras e Reesrita 21De�nição 2.3.11 Dada uma assinatura heterogênea Σ = 〈S, TF, PF 〉, uma
Σ-álgebra (heterogênea) é um par 〈A, ΣA〉, ondei) A é uma família de onjuntos suporte {As|s ∈ S};ii) ΣA é um onjunto de funções {fA|f ∈ TF ∪PF}, tal que se o per�l de f édado por fs1...sn,s, então fA é uma função de As1

× ...×Asn
→ As. A função

fA é hamada de interpretação de f , também podendo ser denotada por
ι(f).A generalização para álgebras heterogêneas é muito natural para a iênia daomputação. Por exemplo, onsiderando o onjunto de sorts S = {real, int, bool},uma álgebra A para esta assinatura teria omo onjuntos suportes os elementosda família {Areal, Aint, Abool}, munida om algumas operações tais omo exp :

Areal × Aint → Areal ou cond : Abool × Areal × Areal → Areal, que poderiam ser aexponeniação ou ondiional, respetivamente.De�nição 2.3.12 Seja a assinatura Σ = 〈S, TF, PF 〉, e sejam as Σ-álgebras
A = 〈A,FA〉 e B = 〈B,FB〉. Um Σ-homomor�smo θ de A em B é uma famíliade funções {θs : As → Bs|s ∈ S} tal que:

θs(fA(a1, ..., an)) = fB(θs1
(a1), ..., θsn

(an)). (2.8)para 〈a1, ..., an〉 ∈ As1
× ...×Asn

e fs1...sn,s ∈ TF ∪ PF .2.4 Substituições2.4.1 De�nições e propriedades elementaresDe�nição 2.4.1 A apliação de ontexto (replaement), vista na De�nição 2.2.21,possui um aso partiular, de espeial importânia, que é a substituição (sub-stitution) univoamente de�nida pelo mapeamento de variáveis a termos, i.e.
ρ : X → T (F ,X ). Deve-se notar que, devido à existênia de uma únia extensãohomomór�a de ρ : X → T (F ,X ) para ν : T (F ,X ) → T (F ,X ) (ver [Gog77℄),uma substituição é uma apliação de T (F ,X ) em T (F ,X ) determinada univoa-mente pela imagem de suas variáveis. Esreve-se {x1 7→ t1, ..., xn 7→ tn} quandohá somente variáveis �nitamente diversas não mapeadas em si mesmas. Alémdisso, é omum na literatura utilizar-se σ no lugar de ρ e ν, ou seja, é omumo abuso de linguagem σ : X → T (F ,X ) e σ : T (F ,X ) → T (F ,X ). Mantendoessa notação, a apliação de uma substituição σ = {x1 7→ t1, ..., xn 7→ tn} a umtermo é reursivamente de�nida omo segue:se t é uma variável xi para algum i = 1, .., n, então
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σ(t) = ti,se t é uma variável x 6= xi para todo i = 1, ..., n, então
σ(t) = t,se t é um termo f(u1, ..., uk) om u1, ..., uk ∈ T (F ,X ) e f ∈ F , então

σ(t) = f(σ(u1), ..., σ(uk)).Exemplo 2.4.1 Apliando σ = {x 7→ f(a, z)} ao termo t = g(a, g(x, x)), resultano termo σ(t) = g(a, g(f(a, z), f(a, z))).De�nição 2.4.2 O domínio de uma substituição σ é o onjunto de variáveisque não são trivialmente mapeadas em si mesmas:
Dom(σ) = {x|x ∈ X e σ(x) 6= x}e o onjunto de variáveis introduzidas por σ é hamado de imagem, de�nido por:
Ran(σ) =

⋃

x∈Dom(σ) Var(σ(x))Quando Ran(σ) = ∅, σ é hamada substituição fehada. A substituiçãoujo domínio é vazio é denotada por Id.
σ|W denota a restrição da substituição σ ao subonjunto W ⊆ X , de�nidaomo:

σ|W = σ(x) se x ∈W= x senão.Restrições se estendem para onjuntos: se S é um onjunto de substituições,então:
S|W = {σ|W |σ ∈ S}.A omposição de substituições α e β é denotada por �β ◦ α� ou �β.α�ou simplesmente pela justaposição �βα� e de�nida usualmente omo βα(x) =

β(α(x)). O onjunto de todas as substituições de T (F ,X ) é denotado por
Subst(F ,X ) ou Subst quando F e X estão laros no ontexto.A adição (união) de duas substituições σ e ρ também pode ser de�nidaquando seus domínios são disjuntos:
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(σ + ρ)(x) = σ(x) se x ∈ Dom(σ)

ρ(x) se x ∈ Dom(ρ)
x se x 6∈ Dom(σ) ∪ Dom(ρ)No que segue, de�ne-se o que são substituições idempotentes. Tais substitui-ções são bastante importantes, uma vez que possuem propriedades que tornam ade�nição de oneitos muito mais simples e failitam a prova de propriedades.De�nição 2.4.3 Uma substituição σ é idempotente se σ.σ = σ.As substituições idempotentes também podem ser araterizadas pelos seusdomínios, sendo possível provar que σ é idempotente sss Ran(σ) ∩ Dom(σ) = ∅.De�nição 2.4.4 Seja ξ a substituição �nita {x1 7→ y1, ..., xn 7→ yn}, onde

y1, ..., yn são variáveis distintas7. Então ξ é hamada uma permutação seRan(ξ)
= Dom(ξ), e ξ é renomeação se Ran(ξ) ∩ Dom(ξ) = ∅; Seja uma substituição
ξ−1, diz-se que ξ−1 é inversa de ξ se ξ.ξ−1 = Id = ξ−1ξ.Exemplo 2.4.2 [KK01℄ A substituição σ = {x 7→ f(a, z)} não é uma renomea-ção, mas ξ = {x 7→ y1, z 7→ y2} sim. A substituição µ = {x 7→ y, y 7→ x} é umapermutação, mas não uma renomeação. Note-se que ξ′ = {y1 7→ x, y2 7→ z} nãoé a inversa de ξ uma vez que ξ.ξ′(x) = ξ(x) = y1.2.4.2 Inlusão de termosDe�nição 2.4.5 Um termo t′ é uma instânia de um termo t se t′ = σ(t) paraalguma substituição σ; neste aso, esreve-se t ≤ t′ e diz-se que t é mais geraldo que t′ ou que t inlui t′, ou ainda, que t é menos espeí�o do que t′. Asubstituição σ é um asamento de t a t′. A relação �≤� é uma quasi-ordem8 sobreo onjunto dos termos hamada inlusão, onde a equivalênia assoiada �≡� ea ordem estrita �<� são respetivamente hamadas equivalênia de inlusão einlusão estrita.Deve-se notar que a ordem de inlusão não é preservada pela apliação deontexto, ou seja:

t ≤ t′ ; f(t1, ..., t, ..., tn) ≤ f(t1, ..., t
′, ..., tn),7Ou seja, de aordo om a de�nição de substituição, ξ : X → T (F ,X ) é uma função injetora.8A rigor, o termo quasi-ordem india uma relação transitiva e anti-re�exiva (veja [RW03℄).Ao longo desta pesquisa, porém, o termo quasi-ordem será usado omo sin�nimo de pré-ordem,i.e. uma relação transitiva e re�exiva, o que é omum na literatura de sistemas de reesrita(veja [KK01℄ e [BN98℄).



2. Linguagens, Σ-álgebras e Reesrita 24onforme o seguinte exemplo: x ≤ a mas f(x, x) 6≤ f(x, a).Também não é preservada pela substituição, ou seja:
t ≤ t′ ; σ(t) ≤ σ(t′),onforme o seguinte exemplo: x ≤ a mas (x 7→ b)x 6≤ (x 7→ b)a, onde (x 7→ b)xe (x 7→ b)a abreviam σ(x) e σ(a), respetivamente, om σ = {(x 7→ b)}.De�nição 2.4.6 A ordem de enompassamento denotada por ⊑ é de�nidapor t ⊑ t′ se um sub-termo de t′ é uma instânia de t9, ou seja, para s, t ∈ T (F ,X )e algum sub-termo s de t′:

t ⊑ t′ ⇔ ∃σ ∈ Subst, σ(t) = sA ordem estrita assoiada é denotada por ⊏.Neste sentido, a inlusão é um aso partiular da ordem de enompassamento.2.4.3 Inlusão de substituiçãoA inlusão se estende para substituições da seguinte forma:De�nição 2.4.7 Uma substituição τ é uma instânia em V ⊆ X de umasubstituição σ, denotada por σ ≤V τ , lê-se σ é mais geral sobre V do que τ ,quando:
σ ≤V τ ⇔ ∃ρ, ∀x ∈ V, τ(x) = ρ(σ(x)).Outra notação utilizada é τ =V ρσ. A relação �≤V � é uma quasi-ordem10 em

Subst, também hamada inlusão. V é omitido quando igual a X .Analogamente a termos, a equivalênia ≡V e a ordem estrita <V em subs-tituições são respetivamente hamadas equivalênia de inlusão e inlusãoestrita. É fáil observar que σ e τ são equivalentes na inlusão em V sss ρ é ummapeamento um para um de Ran(σ|V ) para Ran(τ|V ).A menos de renomeação, a ordem de inlusão em substituições é bem-fundada,ou seja, para qualquer subonjunto S ⊆ Subst, sempre haverá uma substituiçãomais geral σ.9Pode-se interpretar ingenuamente t ⊑ t′ omo �t é instaniado 'dentro' de t′�, ou ainda,omo �t abstrai um sub-termo de t′�.10Ou seja, �≤V � é uma relação transitiva e re�exiva.



2. Linguagens, Σ-álgebras e Reesrita 252.5 Reesrita e dedução equaionalDedução equaional e reesrita baseiam-se na substituição de iguais por iguais.Começa-se om um erto termo t0 sobre uma dada assinatura Σ, e então aplia-seequações e1, ..., ek. Cada apliação destas equações gera novos termos t1, t2, ..., tk,onde ada termo é igual a todos os termos anteriores. Isto pode ser esrito omo
t0

= {e1}
t1

= {e2}...
= {ek}

tkDe fato, uma equação da forma t = t′ é uma regra de reesrita sss o onjuntode variáveis que oorre em t′ é um subonjunto do onjunto de variáveis queoorre em t. Um onjunto �nito de regras de reesrita sobre uma assinatura Σé hamado sistema de reesrita de (Σ−)termos. Tais noções serão formalizadasposteriormente, no Capítulo 4.Esta seção será �nalizada om um exemplo, ilustrando o que vem a ser"apliar" uma equação a um termo:Exemplo 2.5.1 [GM96℄ Dada uma assinatura Σ = 〈{Nat}, {0, s, +, ∗}〉, onde
0w,s = (Λ, Nat), sw,s = (Nat, Nat), +w,s = (NatNat, Nat) e
∗w,s = (NatNat, Nat), seja t0 o termo �s(0) + (s(0) ∗ s(0))� e seja e1 a equação
(∀X)s(0) ∗X = X. Então, aplia-se e1 ao sub-termo �(s(0) ∗ s(0))� assoiando-se à variável X no lado esquerdo da equação a onstante �s(0)� no sub-termo,obtendo �s(0)� para o valor orrespondente do lado direito. Este deve ser agoraoloado no ontexto do termo original �s(0)+(s(0)∗s(0))�, obtendo �s(0)+s(0)�omo resultado �nal. Assim, o proedimento geral é assoiar o lado esquerdo daequação a um sub-termo do termo dado, e então substituir aquele sub-termo pelaorrespondente instânia da substituição do lado direito.Neste apítulo, foram abordados oneitos básios de linguagens formais, sobtrês pontos de vista: axiomátio, denotaional e omputaional. Os dois primeirosserão diretamente apliados no apítulo a seguir, onde serão estudados aspetossintátios (axiomátios) e semântios (denotaionais) da lógia equaional. Otereiro, por sua vez, possui singular importânia para esta pesquisa, e será en-fatizado (implíita ou expliitamente) ao longo de todo o Capítulo 4.



Capítulo 3Apresentações da Lógia Equaional
Neste apítulo, os oneitos básios de linguagens formais e Σ-álgebras de�nidosno apítulo anterior, tais omo modelos e sistemas de dedução, serão apliadosno ontexto da lógia equaional, em três apresentações diferentes: Lógia equa-ional homogênea, lógia equaional heterogênea e lógia equaional ondiional.A abordagem apresentada aqui segue de [KK01℄. Veja também [Bra03℄, quefaz uso de uma generalização da lógia equaional ordenada heterogênea, hamadalógia equaional de pertinênia, para desrever uma lógia de reesrita.3.1 Lógia equaional homogêneaNa lógia equaional, as fórmulas são onstruídas a partir de termos de primeiraordem e do prediado de igualdade. Em outras palavras, as fórmulas at�miaspossuem a estrutura �t = t′�, onde t e t′ são os termos menionados.De�nição 3.1.1 Um par de termos {l, r} é hamado equação ou axiomaequaional ou igualdade, e denotado por (l = r). Assume-se que as variáveis deum axioma equaional são quanti�adas universalmente. Quando a quanti�açãodeve ser explíita, esreve-se (∀X, l = r), onde Var(l) ∪ Var(r) ⊆ X.3.1.1 SintaxeA partir de um onjunto de axiomas, novas igualdades podem ser deduzidasatravés de regras de inferênia.Um sistema de dedução para equações é dado na Figura 3.1. O axioma dare�exividade india que (t = t) não preisa de premissa para ser deduzido.



3. Apresentações da Lógia Equaional 271. Re�exividade ⊢ (t = t)2. Simetria (t = t′) ⊢ (t′ = t)3. Transitividade (t = t′), (t′ = t′′) ⊢ (t = t′′)4. Congruênia {(ti = t′i)|i = 1, ..., n} ⊢ (f(t1, ..., tn) = f(t′1, ..., t
′
n))

∀f ∈ Fn5. Substitutividade (t1 = t2) ⊢ (σ(t1) = σ(t2))se σ ∈ SubstFigura 3.1: Regras de dedução equaional [KK01℄De�nição 3.1.2 Dado um onjunto de axiomas equaionais E = {{l, r}|l, r ∈
T (F ,X )}, sobre o onjunto de termos T (F ,X ), a teoria equaional de E,denotada T H(E), é o onjunto de igualdades que podem ser obtidas, partindode E, apliando-se as regras de inferênia dadas na Figura 3.1.Notação: Esreve-se E ⊢ s = t, se (s = t) ∈ T H(E).Um sistema de inferênia mais ompato é a assim hamada substituição deiguais por iguais:De�nição 3.1.3 Dado um onjunto E de axiomas, esreve-se s ↔E t se s|ω =
σ(l) e t = s[σ(r)]ω para alguma posição ω em Dom(s), substituição σ e igualdade
l = r (ou r = l) em E.Exemplo 3.1.1 Se E = {(f(x, x) = x)}, então f(f(a, a), b) ↔E f(a, b), onde
σ(x) = a.De�nição 3.1.4 A relação de provabilidade de E é o feho transitivo re�ex-ivo da relação simétria↔E, e é denotada por ∗↔E . Tal relação é uma relação deongruênia.Notação: A álgebra quoiente1 do onjunto de termos T (F ,X ) por ∗↔E é de-notada por T (F ,X )/E.O teorema seguinte delara a equivalênia entre os dois sistemas de inferêniapara dedução de igualdade.Teorema 3.1.1 (Birkho�) [Bir35℄

E ⊢ s = t sss s
∗↔E t.1Sobre álgebras quoientes, veja [Hen88℄.



3. Apresentações da Lógia Equaional 283.1.2 SemântiaOs modelos das teorias equaionais homogêneas são as Σ-álgebras homogêneas,ou F -álgebras, que satisfazem um onjunto de equações E.A noção de modelo e validade introduzida a seguir vale para o aso partiulardos axiomas de igualdade. Esses axiomas são igualdades quanti�adas universal-mente, da forma ∀Var(l, r).l = r 2 e igualdades quanti�adas existenialmente, daforma ∀(Var(l, r)\V ), ∃V, l = r 3 onde V ⊆ Var(l, r). Note-se que, por skolemi-zação, o último pode sempre ser reduzido ao primeiro. O quanti�ador universal,em geral, não é menionado expliitamente.De�nição 3.1.5 Uma F -álgebra A é um modelo de um axioma s = t, se paraqualquer atribuição ν das variáveis em s e t, ν(s) = ν(t). Diz-se também que aigualdade s = t é válida em A, denotado por A |= s = t.De�nição 3.1.6 Um F -álgebra A é um modelo de um axioma ∃V.s = t, separa qualquer atribuição ν das variáveis em s e t exeto aquelas em V , há umaatribuição µ tal que µν(s) = µν(t).De�nição 3.1.7 Seja E um onjunto de axiomas de igualdade. Uma F -álgebra
A é um modelo de E se ela é um modelo de todos os axiomas em E.
Mod(E) denota o onjunto dos modelos de E. A lasse desses modelos éaraterizada pela noção de variedade, omo segue:Teorema 3.1.2 [KK01℄ Uma lasse C de álgebras é a lasse de modelos de umonjunto de igualdades E, i.e. Mod(E), sss ela for uma variedade, ou seja,quando for fehada sobre produto direto, imagem homomór�a e sub-álgebra.Pode-se provar que T (F ,X )/E é um modelo de E. E mais:Teorema 3.1.3 [Bir35, KK01, BS81℄ Para qualquer onjunto de axiomas E, paraquaisquer termos s, t ∈ T (F ,X ), e para qualquer álgebra A ∈Mod(E),

A |= s = t sss T (F ,X )/E |= s = t sss E ⊢ s = t2∀Var(l, r).l = r é uma abreviação para ∀x ∈ Var(l).∀y ∈ Var(r).l[x]ω = r[y]ω′ , para algumaposição ω de x e alguma posição ω′ de y.3Por exemplo, a equação que expressa a propriedade de elemento inverso aditivo, da forma
∀x.∃y.x + y = 0, pode ser reesrita omo ∀(Var(l, r)\V ), ∃V, l = r, onde l = x + y, r = 0,
Var(l, r) = {x, y} e V = {y}.



3. Apresentações da Lógia Equaional 29Notação: Esreve-se s =E t sss A |= s = t, para todo A ∈Mod(E). Graçasaos teoremas 3.1.1 e 3.1.3, as notações s =E t e s
∗↔E t podem ser usadas per-mutavelmente.Na lasse de álgebras que são modelos de E, a álgebra livre sobre X é (iso-morfa a) a álgebra T (F ,X )/E. Na lasse de álgebras que são modelos de E, aálgebra iniial é (isomorfa a) a álgebra T (F)/E.Álgebras de termos são espeialmente interessantes por ausa da sua largarepresentatividade mas esta ainda é limitada à lasse de álgebras geradas determos.De�nição 3.1.8 Uma F -álgebra A = (A, ι(F)) é gerada a partir de termosquando para todo elemento a ∈ A existe um termo t ∈ T (F) tal que ι(t) = a.Exemplo 3.1.2 Tomando-se F = {+, ∗, suc, 0}, então a F -álgebra dos naturais

L, onde +, ∗, suc, 0 são interpretados om seu signi�ado usual e ujo domínio éo onjunto de todos os naturais N, é gerada a partir de termos.Nem todas as álgebras são geradas de termos, onforme o exemplo a seguir:Exemplo 3.1.3 Tomando-se F = {+, ∗, suc, 0}, então a F -álgebra dos reais R,onde +, ∗, suc, 0 são interpretados om seu signi�ado usual e ujo domínio é oonjunto de todos os reais R, não é gerada a partir de termos uma vez que, porexemplo, √2 não pode ser expresso �nitamente usando somente os operadores
+, ∗, suc, 0.3.2 SatisfatibilidadeDe�nição 3.2.1 Uma equação (s = t) é satisfatível numa álgebra A se existeuma atribuição ν de valores para as variáveis de s e t para os quais ν(s) = ν(t).Esta de�nição é um aso partiular da de�nição mais geral de um problemaequaional, que será dada a seguir:De�nição 3.2.2 Sejam F uma assinatura, X um onjunto de variáveis, e A uma
F -álgebra . Um (< F ,X ,A >-)problema equaional é qualquer onjunto P =
{(si =A ti)}i∈I de equações, tal que si e ti são termos em T (F ,X ). Uma soluçãode P é qualquer homomor�smo h de T (F ,X ) para A tal que ∀i ∈ I, h(si) = h(ti),ou seja, si e ti são mapeados ao mesmo valor em A pelo homomor�smo h. Doisproblemas equaionais P e P ′ são hamados equivalentes se eles tem o mesmoonjunto de soluções.



3. Apresentações da Lógia Equaional 30O proesso de se resolver um problema equaional é hamado deuni�ação: dado um onjunto E de axiomas equaionais, e s, t ∈ T (F ,X ),deseja-se enontrar uma substituição σ tal que σ(s) =E σ(t). Existem dois a-sos espeiais: quando a álgebra A é a própria álgebra de termos T (F ,X ), i.e.
E = ∅ (uni�ação sintátia) e quando A é a álgebra quoiente T (F ,X )/E(uni�ação semântia). Como usual, reserva-se a palavra "uni�ação" paraestes dois asos, e fala-se de "resolução de equações" para os demais.Um dos mais simples problemas da lógia equaional é deidir, para uma dadateoria equaional T H(E), se dois termos são E-iguais ou não.De�nição 3.2.3 Sejam T H(E) uma teoria equaional onstruída sobre a álge-bra dos termos T (F ,X ) e t, t′ dois termos. O problema da palavra onsisteem deidir se a igualdade t = t′ vale em T H(E), isto é, se E |= t = t′.Se a teoria equaional é reursiva4, então o problema da palavra é semi-deidível [KK01℄.3.3 Lógia equaional heterogêneaNa lógia equaional heterogênea, as igualdades são onstruídas a partir de termosheterogêneos e quanti�adas universalmente. Nesta seção, o sistema dedutivo eos modelos, apresentados anteriormente para o aso de assinaturas homogêneas,serão generalizados para assinaturas heterogêneas (veja Seção 2.2.3).3.3.1 SintaxeEm primeiro lugar, segue um oneito de fundamental importânia, tanto parao aso homogêneo quanto o heterogêneo, a saber, o oneito de apresentação ouespei�ação:De�nição 3.3.1 Uma apresentação, também hamada espei�ação, e deno-tada SP = (Σ, E), é dada por uma assinatura Σ, e um onjunto E de igualdadesquanti�adas universalmente (∀X, t = t′) onde Var(t) ∪ Var(t′) ⊆ X. (A quan-ti�ação pode ser omitida quando X = Var(t) ∪ Var(t′)).Exemplo 3.3.1 : Seja uma espei�ação de listas om dois sorts List para listase Elt para elementos. Listas são onstruídas om dois onstrutores nil para alista vazia e push que onatena um elemento a uma lista. Seja também umaoperação conc, sobre listas, que onatena duas listas e produz uma tereira. Aestrutura List e a operação conc são desritas pela seguinte espei�ação:4i.e. é possível deidir se um dado axioma equaional pertene ou não à teoria.
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sorts: Elt, List

nil : 7→ List
push : Elt List 7→ List
conc : List List 7→ Liste as igualdades de�nem a operação conc:

∀z : List conc(nil, z) = z
∀x : Elt, y : List, z : List conc(push(x, y), z) = push(x, conc(z, y))Desta forma, a espei�ação de listas é dada por SP = (Σ, E), onde Σ =

〈{List, Elt}, {nil, push, conc}〉, ujos símbolos funionais possuem os per�s nilλ,List,
pushEltList,List e concListList,List, respetivamente; e, ainda, E = {(conc(nil, z) =
z), (conc(push(x, y), z) = push(x, conc(z, y)))}.As regras de dedução equaional, dadas na Figura 3.1 generalizam para oframework heterogêneo desde que não exista nenhum sort vazio. Uma análisepreisa dos possíveis problemas que podem surgir quando esta hipótese não ésatisfeita pode ser enontrada em [MG85℄.3.3.2 SemântiaOs modelos para a lógia equaional heterogênea são Σ-álgebras, tal omo de�nidona seção 2.3.3.Substituições, de�nidas omo mapeamentos σ de variáveis om sort em termosheterogêneos tal que se x : s então σ(x) ∈ T (Σ,X )s, induzem Σ-homomor�smossobre a Σ-álgebra de termos heterogêneos.A seguir, somente modelos om sorts não-vazios serão onsiderados. Isto sig-ni�a que para qualquer modelo A e qualquer s ∈ S, As é um onjunto não-vazio.Uma espei�ação SP = (Σ, E) realmente desreve uma lasse de álgebras,nominalmente a lasse de Σ-álgebras satisfazendo as igualdades E, denotada por
Mod(E) ou ALG(SP ). ALG(SP ) om SP -homomor�smos5 é uma ategoria6,também denotada por ALG(SP ).É possível demonstrar que a substituição de iguais por iguais ∗↔E em T (Σ,X )é orreta e ompleta para dedução em ALG(SP ), i.e.:5A notação SP -homomor�smos denota os Σ-homomor�smos entre os elementos da lasse deálgebrasMod(E).6Simpli�adamente, uma ategoria é uma estrutura algébria onstituída de um onjunto deobjetos, e transformações entre os mesmos.
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t

∗↔E t′ sss ∀A ∈ ALG(SP ),A |= (∀X, t = t′).Esta lasse ALG(SP ) tem uma álgebra iniial denotada por T (Σ)/E ou por
TSP -T (Σ)/E onstruída omo a álgebra quoiente da álgebra de termos fehados
T (Σ) pela ongruênia ∗↔E gerada por E.3.4 Lógia equaional ondiional3.4.1 SintaxeAs fórmulas em questão são as, assim hamadas, igualdades ondiionais. Umaigualdade ondiional não é nada mais do que uma láusula de Horn7. Formal-mente:De�nição 3.4.1 Uma láusula equaional é uma láusula onstruída apenasom o prediado de igualdade, e denotada por Γ⇒ ∆, onde Γ é o anteedente e ∆é o suedente. Uma láusula de Horn equaional é uma láusula equaionalujo suedente é reduzido a uma igualdade. Uma igualdade ondiional é umaláusula de Horn equaional, denotada por �l = r, se Γ�, onde Γ é um onjunto deigualdades. Γ e l = r são respetivamente hamados de ondição e onlusãoda igualdade ondiional.O signi�ado de �l = r, se Γ� é que l e r são iguais se a ondição Γ é satis-feita. Quando é neessário tornar a ondição explíita, a igualdade ondiional édenotada por �l = r se (s1 = t1 ∧ ... ∧ sn = tn)�.Um sistema ondiional é um onjunto de igualdades ondiionais.Para qualquer onjunto de axiomas ondiionais E, igualdades ondiionais,da forma "s = t se Γ", podem ser deduzidas via regras de inferênia.Um sistema de dedução para dedução equaional ondiional é dado na Figura3.2. Neste sistema, quando Γ =

∧

i=1,...,n ui = vi om n ≥ 0, σ(Γ) =
∧

i=1,...,n σ(ui) =
σ(vi).De�nição 3.4.2 Dado um onjunto de axiomas ondiionais E e um onjuntode termos T (Σ,X ), a teoria ondiional de E, denotada T H(E), é o onjuntode igualdades ondiionais que podem ser obtidas, a partir de E, apliando-se asregras de inferênia dadas na Figura 3.2.7Uma láusula (i.e. uma disjunção de literais) é hamada láusula de Horn se ela ontém,no máximo, um literal positivo. Na lógia apresentada nesta seção, uma láusula será vistaomo uma onjunção (e não uma disjunção) de literais, seguindo o padrão de [KK01℄.



3. Apresentações da Lógia Equaional 331. Re�exividade ⊢ (t = t)2. Simetria (t = t′) ⊢ (t′ = t)3. Transitividade (t = t′), (t′ = t′′) ⊢ (t = t′′)4. Congruênia {(ti = t′i)|i = 1, ..., n} ⊢ (f(t1, ..., tn) = f(t′1, ..., t
′
n))se f ∈ Fn5. Substitutividade (t1 = t2) se Γ ⊢ σ(t1) = σ(t2) se σ(Γ)se σ ∈ Subst6. Corte t1 = t2 se (Γ ∧ t′1 = t′2),

t′1 = t′2 se Γ′ ⊢ t1 = t2 se (Γ ∧ Γ′)Figura 3.2: Regras de dedução equaional ondiional [KK01℄3.4.2 SemântiaDo ponto de vista algébrio, sistemas ondiionais e sistemas equaionais têmresultados muito similares8.De�nição 3.4.3 Seja E um onjunto de axiomas ondiionais. Uma álgebra Aé um modelo de E se, para qualquer axioma "l = r, se (s1 = t1 ∧ ...∧ sn = tn)"em E, e para qualquer atribuição ν de variáveis em A,se ∀i ∈ [1, ..., n], ν(si) = ν(ti) então ν(l) = ν(r).Diz-se também que o axioma "l = r, se (s1 = t1 ∧ ...∧ sn = tn)" é válido em A,ou que A satisfaz "l = r, se (s1 = t1 ∧ ... ∧ sn = tn)", isto é A |= s = t.Dado um onjunto de axiomas ondiionais E, A é um modelo de E se Asatisfaz todos os axiomas ondiionais em E.De�nição 3.4.4 Um onjunto de axiomas ondiionais E é hamadoonsistente se ele tem um modelo, e inonsistente ou insatisfatível aso on-trário. E implia C (esreve-se E |= C) se todo modelo de E satisfaz C.
Mod(E) é o onjunto de modelos de E. Pode-se provar que existe uma menorongruênia sobre T (Σ,X ) gerada por E. Esta ongruênia é obtida omo omenor ponto-�xo de uma função ontínua de�nida sobre o retiulado ompletode ongruênias onstruídas sobre T (Σ,X ).8Vendo um axioma ondiional omo uma láusula de Horn equaional, tem-se também umoutro tipo de semântia, via interpretações de Herbrand. Veja [Rin04℄ pg. 16 e [KK01℄ pg. 45.



3. Apresentações da Lógia Equaional 34A álgebra quoiente T (Σ,X )/E de T (Σ,X ) pela ongruênia gerada por E éum modelo de E. Além disso, o modelo iniial é a álgebra quoiente T (Σ)/E determos fehados pela ongruênia gerada por E.Seguindo trabalhos anteriores, um teorema de Birkho� estabelee a omple-tude de substituição ondiional de iguais por iguais. O sistema de dedução paradedução equaional ondiional dado na Figura 3.2 é orreto e ompleto om re-speito a esta noção de modelos.Teorema 3.4.1 [KK01℄ Para qualquer onjunto de axiomas ondiionais E, paraqualquer igualdade ondiional s = t se Γ,
Mod(E) |= s = t se Γ sss E ⊢ s = t se Γ.Neste apítulo, aspetos axiomátios e denotaionais foram onsiderados paraa lógia equaional, em suas diversas apresentações. Agora, o foo será direio-nado para o aspeto omputaional de teorias equaionais. Será apresentada,no apítulo a seguir, uma lógia, hamada lógia de reesrita, que impõe ertasrestrições aos sistemas dedutivos (e seus respetivos modelos) apresentados atéaqui, a �m de prover um proedimento de deisão para as teorias em questão.



Capítulo 4Sistemas de Reesrita de Termos
4.1 Introdução a sistemas de reesritaEste apítulo introduz os prinipais oneitos relaionados a sistemas de reesritade termos, além de desrever a lógia de reesrita ujas regras servirão de basepara a teoria formal proposta no Capítulo 6. Além disso, são disutidas as pro-priedades fundamentais que tais sistemas devem satisfazer, a �m de prover umproedimento de deisão para teorias equaionais, em espeial as propriedades determinação e on�uênia.4.1.1 Visão geralAntes de apresentar uma de�nição formal, a noção de reesrita será introduzidaom duas haradas lássias, adaptadas de Dershowitz [Der93℄.Charada 1: Ilha do Camaleão. Os amaleões nesta estranha ilha vêm em trêsores � vermelho, amarelo e verde � e vagueiam ontinuamente. Sempre quedois amaleões de ores diferentes se enontram, ambos mudam para a tereiraor. Supondo que haja 15 amaleões vermelhos, 14 amarelos, e 13 verdes, podemos seus enontros asuais levarem a um estado estável, todos ompartilhando amesma or?Charada 2: Urna Grega. Uma urna ontém 150 feijões pretos e 75 branos.Dois feijões são removidos de ada vez. Se são da mesma or, um preto é oloadona urna; se são diferentes, o brano é devolvido à urna. O proesso é repetidotanto quanto possível. A or do último feijão na urna é predeterminada? Se for,qual é a or?Ambas as haradas forneem regras para se partir de um estado para outro.A primeira questiona a possibilidade de se hegar a um estado �nal a partir de



4. Sistemas de Reesrita de Termos 36um estado iniial; a última questiona a forma pela qual o estado �nal se relaionaom o estado iniial.Um sistema de reesrita onsiste, em geral, de um onjunto de regras paratransformar termos.A Ilha do Camaleão pode ser expressa através de seis regras, uma para adapar de amaleões possível:
vermelho amarelo → verde verde
amarelo vermelho → verde verde

verde amarelo → vermelho vermelho
amarelo verde → vermelho vermelho

vermelho verde → amarelo amarelo,
verde vermelho → amarelo amarelo,A Urna Grega, por sua vez, pode ser expressa om o seguinte sistema de qua-tro regras, uma para ada par de feijões possível:

preto preto → preto
branco branco → preto
preto branco → branco
branco preto → branco.A noção de sistemas de reesrita será formalizada na seções seguintes. Asde�nições forneidas foram adaptadas de [BN98, DJ90, Der93, KK01℄. A notaçãoutilizada segue de Kirhner [KK01℄, om pequenas variações.4.1.2 Raioínio equaionalNa tentativa de automatizar tanto quanto possível o raioínio equaional, depara-se om o problema de enontrar um proedimento de deisão para teorias equa-ionais. À semelhança de Baader e Nipkow [BN98℄, Kirhner [KK01℄ ilustra talproblema através do exemplo da teoria dos grupos, de�nida pelos axiomas abaixo,onde �∗� é uma operação binária, �e� representa o elemento identidade dessa ope-ração, e i(x) representa o inverso de x:

x ∗ e = x
x ∗ i(x) = e

(x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z)



4. Sistemas de Reesrita de Termos 37A prova de que �e� também é identidade à esquerda pode ser feita por subs-tituição equaional omo segue:
e ∗ x = e ∗ (x ∗ e) = e ∗ (x ∗ (i(x) ∗ i(i(x))))

= e ∗ ((x ∗ i(x)) ∗ i(i(x))) = e ∗ (e ∗ i(i(x)))
= (e ∗ e) ∗ i(i(x)) = e ∗ i(i(x)) = (x ∗ i(x)) ∗ i(i(x))
= x ∗ (i(x) ∗ i(i(x)) = x ∗ e = xAutomatizar esta prova requer onjeturar qual o axioma orreto a ser apli-ado em ada passo, em qual direção, e a possibilidade de retroesso. A idéiade reesrita é suprimir a neessidade de retroesso, primeiro pelo uso de axiomas(orientados) da esquerda para a direita somente; segundo, forneendo su�ientesaxiomas (orientados) para ter o mesmo poder de dedução que originalmente. Porexemplo, deidir a igualdade na teoria dos grupos requer dez axiomas orientados(equivalentes aos três previamente apresentados).

x ∗ e → x
e ∗ x → x

x ∗ i(x) → e
i(x) ∗ x → e

i(e) → e
i(i(x)) → x

i(x ∗ y) → i(y) ∗ i(x)
(x ∗ y) ∗ z → x ∗ (y ∗ z)

x ∗ (i(x) ∗ y) → y
i(x) ∗ (x ∗ y) → yNaturalmente om este sistema, provar o teorema anterior se torna óbvio, porausa da existênia do axioma orientado �e ∗ x→ x�.4.1.3 Sistemas de reesritaA idéia entral de reesrita onsiste em impor direionalidade no uso de equações.De�nição 4.1.1 Uma regra de reesrita é um par ordenado de termos de-notado l → r. Os termos l e r são respetivamente hamados lado esquerdo(left-hand side) e lado direito (right-hand side) da regra. Um sistema de re-esrita ou sistema de reesrita de termos é um onjunto (�nito ou in�nito)de regras de reesrita.Exemplo 4.1.1 A Lógia Combinatória é um exemplo de uma teoria om umsímbolo funional binário (apliação), símbolos de onstantes S, K, I (ombi-nadores) e variáveis. A teoria é de�nida por três axiomas que podem ser apliadosomo regras de reesrita, usando os seguinte sistema de reesrita LC:
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((S · x) · y) · z → (x · z) · (y · z)

(K · x) · y → x
(I · x) → x.Geralmente o símbolo �·� é omitido para melhor legibilidade.Uma regra é apliada substituindo-se uma instânia do lado esquerdo pelamesma instânia de seu lado direito, mas nuna o inverso, omo aontee om arelação de igualdade. Note-se que duas regras são onsideradas a mesma se elassomente diferem por uma renomeação de suas variáveis. Um sistema de reesrita

R induz uma relação binária nos termos hamada de relação de reesrita ourelação de derivabilidade.De�nição 4.1.2 Dado um sistema de reesrita R, um termo t reesreve paraum termo t′, o que é denotado por t→R t′ se existe:
• uma regra l → r de R,
• uma posição ω em t, e
• uma substituição σ, satisfazendo t|ω = σ(l), hamada de um asamento(math) de l para t|ω, tal que t′ = t[ω ←֓ σ(r)].Exemplo 4.1.2 Sejam R = {x+ y → y +x}, t = 4× (0+ z) e t′ = 4× (z +0), etomando σ = {x 7→ 0, y 7→ z}. Veri�a-se que t→R t′, pois t|2 = 0+ z = σ(x+y)e t[2 ←֓ σ(y + x)] = 4× (z + 0) = t′.Quando t reesreve para t′ om uma regra l → r e uma substituição σ, serásempre assumido que variáveis de l e t são disjuntas. AssimDom(σ)∩Ran(σ) = ∅.Isto não é uma restrição, já que variáveis de regras podem ser renomeadas semperda de generalidade.Notação: Quando a regra, a substituição e a posição neessitam ser explii-tadas, denota-se um passo de reesrita por

t→ω,σ,l→r
R t′.De�nição 4.1.3 O sub-termo t|ω onde o passo de reesrita é apliado é hamadode redex. Um termo que não tem redex é hamado de irredutível para R ouforma normal de R. A forma irredutível de t é denotada por t ↓R. Por �m,diz-se que um termo t possui uma forma normal quando t se reduz para umaforma normal, em um número �nito ou in�nito de passos de reesrita.



4. Sistemas de Reesrita de Termos 39Notação: No que segue, om relação a →R:
=→R india o feho re�exivo;
+→R india o feho transitivo;
↔R india o feho simétrio;
∗→R india o feho re�exivo-transitivo;
∗↔R india o feho re�exivo-simétrio-transitivo.De�nição 4.1.4 Uma derivação de reesrita é qualquer sequênia de passosde reesrita

t1 →R t2 →R ...A relação de derivabilidade ∗↔R é de�nida nos termos por t
∗↔R t′ se existeuma derivação de reesrita de t em t′ ou vie-versa. Se a derivação ontém aomenos um passo, é denotada por +→R.Continuando o Exemplo 4.1.1, da Lógia Combinatória, pode-se derivar

S(KS)Kxyz →LC KSx(Kx)yz →LC S(Kx)yz →LC Kxz(yz)→LC x(yz)onde o operador �·� foi omitido. Abreviar S(KS)K porB, estabelee que Bxyz
∗→LC

x(yz) e de�ne Bxy omo a omposição x◦y onde x e y são variáveis representandofunções.As várias relações de�nidas a partir de R têm em omum serem fehadas soba apliação de ontexto1 e a substituição:De�nição 4.1.5 Uma relação binária → sobre um onjunto de termos T (Σ,X )é termo-fehada ou monot�nia se ela é fehada sob apliações de ontexto:
∀s, t, u ∈ T (Σ,X )∀ω ∈ Dom(u).s→ t⇒ u[s]ω → u[t]ω,e sob substituições:
∀s, t ∈ T (Σ,X ), ∀σ ∈ Subst.s→ t⇒ σ(s)→ σ(t).Em geral, as prinipais propriedades de um sistema de reesrita de termos sãode�nidas a partir das propriedades das relações binárias (relações de reesrita)induzidas por suas regras. Tais propriedades serão resumidas na de�nição abaixo,e serão partiularmente disutidas nas seções 4.2 e 4.3.1o que implia serem fehadas sob os símbolos f ∈ Σ.



4. Sistemas de Reesrita de Termos 40De�nição 4.1.6 Uma relação de reesrita →R, sobre T (Σ,X ), é hamada
• Churh-Rosser2 sss
∀t, t′ . t

∗↔R t′ sss ∃s . t
∗→R s

∗←R t′;
• Con�uente sss
∀t, t′, t′′ . t′

∗←R t
∗→R t′′ ⇒ ∃s . t′

∗→R s
∗←R t′′;

• Terminante sssnão existe nenhuma adeia desendente in�nita t0 →R t1 →R ...;
• Convergente sssela é on�uente e terminante;
• Normalizante ssstodo elemento possui uma forma normal.Nota: Deve-se hamar a atenção para o fato de que as propriedades aimanão são espei�amente araterístias de relações de reesrita, mas de relaçõesbinárias em geral. É possível de�nir-se abstratamente a noção de "redução" e, apartir daí, de�nirem-se as propriedades aima para sistemas de redução abstratos,de forma genéria.A seguir, será formalizada a importante noção de ordem de reesrita, a qualserá usada, posteriormente, omo base para a de�nição de ordem de redução eordem de simpli�ação, ambas utilizadas na prova da terminação de sistemas dereesrita, omo será visto na Seção 4.2.De�nição 4.1.7 Uma relação binária → sobre um onjunto de termos T (Σ,X )é uma ordem de reesrita se ela é transitiva, irre�exiva e termo-fehada.Exemplo 4.1.3 A relação binária induzida pela regra f(f(x)) → x é lara-mente termo-fehada, visto que a mesma é fehada sob apliações de ontexto(por exemplo, g(a, f(f(x)), b) → g(a, x, b)), e sob substituições (por exemplo,apliando σ = {x 7→ a}, então f(f(a))→ a.Lema 4.1.1 [KK01℄ As relações →R,←R,↔R,

∗→R,
∗←R,

∗↔R,
+→R,

+←R e +↔R sãofehadas sob a apliação de ontexto e substituições sobre T (Σ,X ). A relação
+→R é uma ordem de reesrita.De�nição 4.1.8 Para um sistema de reesrita R = {li → ri}i∈I , denota-se =R ateoria equaional gerada pelo onjunto de axiomas equaionais
E = {li = ri}i∈I .2A. Churh e J. Rosser provaram que o λ-álulo tem esta propriedade.



4. Sistemas de Reesrita de Termos 41Uma fáil araterização de dois termos equivalentes módulo =R pode serdada usando →R:Lema 4.1.2 [KK01℄ Seja R = {li → ri}i∈I um sistema de reesrita de termos,então para quaisquer termos t, t′, tem-se t =R t′ sss existe uma sequênia �nitade termos t = t0, t1, ..., tn−1, tn = t′ tal que para todo i ∈ [1..n − 1], �ti →R ti+1ou ti+1 →R ti�.4.1.4 Uma lógia de reesritaEsta introdução geral a sistemas de reesrita será �nalizada, agora, om a ilus-tração de uma lógia de reesrita, a qual permite onstruir todos os elementos deuma relação de reesrita gerada por um sistema de reesrita de termos R.De�nição 4.1.9 Para um dado onjunto de termos T (Σ,X ) e um onjunto deregras R, de�nem-se os seqüentes omo as sentenças da forma t→R t′ onde t e
t′ são termos de T (Σ,X ).Uma teoria de reesrita é um onjunto R de regras de reesrita. Cada regra
(l → r) tem um onjunto �nito de variáveis Var(l) ∪ Var(r) = {x1, ..., xn} quesão registradas na notação (l(x1, ..., xn) → r(x1, ..., xn)). Uma teoria R aarretao seqüente (t → t′), se ele for obtido pela apliação �nita das regras de deduçãoapresentadas na Figura 4.1.Lema 4.1.3 [KK01℄ A regra Substituição pode ser derivada das outras quatroregras da lógia de reesrita. Se a regra:Simetria t1 → t2

։

t2 → t1é adiionada às quatro regras Re�exividade, Congruênia, Troa e Tran-sitividade, laramente se obtém a lógia equaional de�nida anteriormente, re-sumida na Figura 3.1. A distânia entre a lógia equaional e a lógia de reesritaé realmente bastante grande por ausa do requisito muito forte da simetria.Dependendo do uso de tais regras, podem-se onstruir diversas relações dereesrita.De�nição 4.1.10 Dado um sistema de reesrita R, um seqüente t→ t′ é:
• uma R-reesrita de zero passos, se ele pode ser derivado de R pela apli-ação das regras Re�exividade e Congruênia (quando t e t′ oinidem).



4. Sistemas de Reesrita de Termos 42Re�exividade
։

(t→ t)se t ∈ T (Σ,X )Congruênia t1 → t′1, ..., tn → t′n
։

f(t1, ..., tn)→ f(t′1, ..., t
′
n)se f ∈ FnTroa t1 → t′1, ..., tn → t′n

։

l(t1, ..., tn)→ r(t′1, ..., t
′
n)se l(x1, ..., xn)→ r(x1, ..., xn) ∈ RTransitividade t1 → t2, t2 → t3

։

t1 → t3Substituição u(x1, ..., xn)→ v(x1, ..., xn), t1 → t′1, ..., tn → t′n
։

u(t1, ..., tn)→ v(t′1, ..., t
′
n)Figura 4.1: Regras de dedução de reesrita [KK01℄

• uma R-reesrita onorrente de um passo, se ele pode ser derivado de
R pela apliação das regras Re�exividade, Congruênia e no mínimouma apliação de Troa. Quando Troa é apliada exatamente uma vez,então o seqüente é hamado R-reesrita sequenial de um passo.
• uma R-reesrita onorrente, se ele pode ser derivado de R pela apli-ação �nita das regras apresentadas na Figura 4.1.A relação entre uma R-reesrita sequenial de um passo e a relação de reesritapreviamente de�nida nos termos é apresentada no seguinte lema.Lema 4.1.4 [KK01℄ Um seqüente t → t′ é uma R-reesrita sequenial de umpasso sss existe uma regra l → r em R, uma substituição σ e uma oorrênia ωde t tal que t→ω,σ,l→r

R t′.Prova: Indução imediata na forma da prova do seqüente t→ t′. �Este resultado se estende a qualquer derivação de reesrita onorrente:



4. Sistemas de Reesrita de Termos 43Lema 4.1.5 [KK01℄ Para ada seqüente t → t′ omputado usando a lógia dereesrita relativa a um onjunto de regras R:
• ou t = t′,
• ou existe uma orrente de R-reesrita onorrente de um passo:

t = t0 → t1 → ...→ tn−1 → tn = t′.Além disso, nesta orrente, ada passo ti → ti+1 pode ser esolhido sequen-ialmente.Prova: Esta também é uma onseqüênia da forma da prova do seqüente
t→ t′. �Estes últimos resultados mostram a equivalênia entre a de�nição operaionalde reesrita e a relação de reesrita sequenial obtida a partir da lógia de rees-rita. A prinipal vantagem do último é preisamente esapar de uma de�niçãooperaional de reesrita que neessita manipular a noção de oorrênia, assoiaçãoe substituição. Isto permite, em partiular, simpli�ar as provas.4.2 Terminação de sistemas de reesritaEsta seção resume os prinipais resultados [BN98, DJ90, Der93, KK01℄, na provada terminação de sistema de reesrita de termos, fazendo uso explíito da estru-tura de termo, substituições e propriedades de termo. Primeiramente, apresenta-se a noção de indução bem fundada, bem omo sua relação om a terminação desistemas de reesrita. Em seguida, o problema da terminação é desrito de formagenéria. Finalmente, dois métodos para prova da terminação são onsiderados:o primeiro baseado em ordens de redução e o segundo baseado em ordens de sim-pli�ação; será mostrado que a segunda abordagem é bastante sintátia e maisrestritiva (porém, mais poderosa) do que a primeira.4.2.1 Indução bem fundadaA indução bem fundada é um importante prinípio de prova, satisfeito por to-das as relações terminantes, omo será mostrado mais adiante. Iniialmente,destaque-se o prinípio de indução para os números naturais: uma propriedade
P (n) é satisfeita por todo número natural n se é possível mostrar que P (n) ésatisfeita sob a hipótese de que P (m) é satisfeita para todo número natural m talque m ≤ n. A segurança deste prinípio de prova está no fato de que não existenenhuma adeia in�nitamente desendente m0 > m1 > ... de números naturais.



4. Sistemas de Reesrita de Termos 44O prinípio de indução bem fundada é uma generalização da indução de (N, >)para qualquer sistema de reesrita3. Formalmente, uma indução bem fundadapara sistemas de reesrita é dada por:De�nição 4.2.1 Seja o sistema de reesrita R, e sua relação de reesrita assoi-ada →R. A indução bem fundada de R, segundo uma dada propriedade P , éexpressa pela seguinte regra de inferênia:
(∀t ∈ T (Σ,X ) . (∀t′ ∈ T (Σ,X ) . (t

+→R t′ ⇒ P (t′)))⇒ P (t))⇒
∀t ∈ T (Σ,X ) . P (t),denotada por ibf .Em outras palavras, para provar P (t) para todo t ∈ T (Σ,X ), é su�ienteprovar P (t) sob a hipótese de que todo "suessor" t′ de t satisfaz P .Nota: Nesse esquema de indução, o aso base está implíito na própria pre-missa de ibf . Se→R é terminante, o "aso base" da indução onsiste em mostrarque todo termo t, que não possui suessor, satisfaz P (t), i.e. as formas normaissatisfazem P . Fazendo isto, a hipótese ∀t′ ∈ T (Σ,X ) . (t

+→R t′ ⇒ P (t′)) torna-severdadeira, por vauidade, e a premissa de ibf degenera para P (x).Nipkow e Baader [BN98℄ mostram que a ibf não é orreta para qualquerrelação→R, mas o é para as relações terminantes, através dos seguintes teoremas4:Teorema 4.2.1 [BN98℄ Se →R é terminante, então →R satisfaz ibf .Prova: Assumindo que →R não satisfaz ibf , ou seja, existe algum P tal quea premissa de ibf é satisfeita mas a onlusão não, i.e. ¬P (t0) para algum t0 ∈
T (Σ,X ). Mas então a premissa de ibf implia que deve existir algum t1 tal que
t0

+→ t1 e ¬P (t1). Pelo mesmo argumento, deve existir algum t2 tal que t1
+→ t2e ¬P (t2). Portanto, existe uma adeia in�nita t0

+→ t1
+→ t2..., i.e. →R não éterminante. �Teorema 4.2.2 [BN98℄ Se →R satisfaz ibf , então →R é terminante.3De fato, a indução de (N, >) se generaliza para quaisquer sistemas de redução (ver [BN98℄,Seção 2.2), mas, em favor da objetividade, sistemas de redução abstratos não serão tratadosnesta pesquisa.4Os teoremas originais, enuniados em [BN98℄, foram modi�ados, aqui, visando a partiu-larização para sistemas de reesrita de termos.



4. Sistemas de Reesrita de Termos 45Prova: De�na-se P (t) := "não existe nenhuma adeia in�nita omeçando de t�.O passo de indução é simples: se não existe nenhuma adeia in�nita omeçando denenhum suessor de t, então não existe nenhuma adeia in�nita omeçando de t.Portanto, a premissa de ibf é satisfeita, e pode-se onluir que todo t ∈ T (Σ,X ),i.e. →R é terminante (pela apliação do teorema anterior). �4.2.2 TerminaçãoA propriedade normalizante de uma relação de reesrita, apresentada na De�nição4.1.6, não é su�iente para evitar que um termo, mesmo tendo uma forma normal,tenha uma derivação de reesrita in�nita. Fazendo uso da noção de induçãobem fundada, desrita na seção anterior, a propriedade normalizante pode ser"espeializada" da seguinte forma:De�nição 4.2.2 Uma relação de reesrita é fraamente normalizante se adatermo tem uma forma normal (embora reduções in�nitas possam existir).De�nição 4.2.3 Uma relação de reesrita é fortemente normalizante ouNoetheriana5 ou bem fundada ou terminante se nenhum termo tem reduçõesin�nitas, i.e. se ela satisfaz ibf .Esta propriedade mais forte (infelizmente indeidível), de terminação, geral-mente se faz neessária. O requisito de terminação proíbe regras de reesrita omo
f(x, a)→ g(y) om uma variável no lado direito que não oorre no esquerdo, pois
f(x, a)→ g(f(x, a))→ g(g(f(x, a)))→ ... Além disso, uma regra omo x→ g(x)ujo lado esquerdo é uma variável que oorre no lado direito, não pode pertenera um sistema de reesrita terminante, aso ontrário x→ g(x)→ g(g(x))→ ...Exemplo 4.2.1 [KK01℄ Um sistema de reesrita terminante: O sistema de rees-rita restrito à regra

f(f(x))→ f(g(f(x)))é terminante, visto que a reesrita faz o número de f 's adjaentes em qualquertermo dereser.Em geral, determinar a terminação é indeidível6. A idéia da prova é aseguinte: Dada qualquer máquina de Turing M, existe um sistema de reesrita
RM tal que RM termina para todos os termos sss M pára seja qual for a �tade entrada. Como a parada uniforme de uma máquina de Turing é indeidível, aterminação de sistemas de reesrita também o é.5O termo "Noetheriana" é uma homenagem à matemátia alemã Emmy Noether.6No aso restrito de sistemas de reesrita fehados, i.e. sistemas de reesrita ujas regrasnão ontêm variáveis, a terminação se torna deidível [BN98℄.



4. Sistemas de Reesrita de Termos 46Exemplo 4.2.2 [KK01℄ Um sistema de reesrita não terminante: O sistema dereesrita dado pela regra
−(x + y)→ (−− x + y) + ynão é terminante, visto que existe uma derivação in�nita:

−− (x + y)→ −((−− x + y) + y)→ (−− (−− x + y) + y) + y →
(−((−−−− x + y) + y) + y) + y → ...Nota: [BN98℄ A terminação é uma importante propriedade de sistemas de re-esrita de termos. Para um sistema de reesrita terminante �nito, uma formanormal de um dado termo pode ser enontrada por uma simples busa de "den-tro para fora" (depth-�rst). Caso o sistema seja também on�uente, as formasnormais são únias, o que torna o problema da palavra deidível, para a orre-spondente teoria equaional.4.2.3 Ordens de reduçãoProvar a terminação de um sistema de reesrita requer tratar de um onjuntoin�nito de possíveis ontextos para ada instânia de uma regra. Isto motiva ade�nição de ordem de redução, a qual inorpora as propriedades de feho sob asubstituição e sob a apliação de ontexto. Aqui serão onsideradas apenas asordens de redução onstruídas diretamente sobre termos, mas também é possívela sua onstrução através de interpretações (veja [BN98, KK01℄).De�nição 4.2.4 Uma ordem de redução �>� é uma ordem bem-fundada fe-hada sob apliação de ontexto e substituição, a qual é tal que para qualquerontexto C[_] e qualquer substituição σ, se s > t então C[s] > C[t] e σ(s) > σ(t).Ou seja, uma ordem de redução é uma ordem de reesrita bem fundada.Exemplo 4.2.3 [BN98℄ A ordem estrita �>� em T (Σ,X ) de�nida por7

s > t sss |s| > |t|é bem fundada e fehada sob apliações de ontexto. Por exemplo,
|f(f(x, x), y)| = 5 > 3 = |f(y, y)|.7Vale lembrar que |t| denota o tamanho de t.



4. Sistemas de Reesrita de Termos 47Entretanto, �>� não é uma ordem de redução, pois não é fehada sob substitui-ções. Por exemplo, para a substituição σ = {y 7→ f(x, x)},
|σ(f(f(x, x), y))| = |f(f(x, x), f(x, x))| = 7,

|σ(f(y, y))| = |f(f(x, x), f(x, x))| = 7.Note-se que �>� não é fehada sob substituições simplesmente porque uma var-iável qualquer pode ter mais oorrênias no termo menor do que no maior. Seisto for proibido, obtém-se naturalmente uma ordem de redução:8
s > t sss |s| > |t| e ∀x ∈ X, |s|x ≥ |t|x.A seguir, dois importantes lemas para ordens de redução serão enuniados:Lema 4.2.1 [KK01℄ Em uma ordem de redução �>� um termo nuna é menor doque um de seus sub-termos, i.e. nuna aontee que t|p > t para p ∈ Dom(t), p 6=

Λ. Prova: Assumindo que t|p > t, então t = t[t|p]p > t[t]p e, portanto, pode-seonstruir uma sequênia de termos in�nitamente deresente:
t|p > t > t[t]p > t[t[t]p]p > t[t[t[t]p]p]p > ...ontradizendo o fato de a ordem de redução ser bem-fundada. �Lema 4.2.2 [KK01℄ Quando uma ordem de redução é total então ela ontém aordem de sub-termo.Prova: Como um termo e qualquer de seus sub-termos são omparáveis, eonsiderando o lema anterior, então sempre t > t|p. Caso ontrário, se t|p > tpara algum termo t e alguma posição p, então existe uma sequênia deresentein�nita

t > t[t]p > t[t[t]p]p > ...ontradizendo o fato de a ordem de redução ser bem fundada. �Usando uma ordem de redução, a terminação de reesrita pode ser provada poromparação dos lados esquerdo e direito das regras, graças ao seguinte teorema:8|t|x denota a quantidade de oorrênias de x em t.



4. Sistemas de Reesrita de Termos 48Teorema 4.2.3 [KK01℄ Um sistema de reesrita R sobre o onjunto de termos
T (Σ,X ) é terminante sss existe uma ordem de redução �>� tal que toda regra
l → r ∈ R satisfaz l > r.Prova: Se R é terminante sobre T (Σ,X ), de�na-se �s > t� se s

+→R t. Então�>� é laramente uma ordem de redução. Por outro lado, se existe uma ordemde redução �>� tal que toda regra l → r ∈ R satisfaz �l > r�, qualquer adeiadesendente t1 →R t2 →R ... orresponde a uma adeia desendente t1 > t2 > ...e assim, R deve ser terminante, aso ontrário > não seria bem-fundada. �Assim, provar a terminação de um sistema de reesrita de termos �nito R ⊆
T (Σ,X )×T (Σ,X ) reai em empregar-se uma ordem Noetheriana9 �>�, segundoa ibf de�nida na seção anterior, tal que R é terminante se, para quaisquer termos
s, t ∈ T (Σ,X ):

s→R t⇒ s > tAo invés de deidir s > t para os (in�nitamente diversos) pares s, t om s→R t,é preferível hear l > r para as (�nitamente diversas) regras l→ r ∈ R.4.2.4 Ordens de simpli�açãoUma outra abordagem para provar terminação é baseada no seguinte fato: dadauma ordem de reesrita bem fundada (i.e. uma ordem de redução) �>�, se elaé total, então ela ontém a relação de sub-termo próprio �Dsub�, onforme foidemonstrado no Lema 4.2.2. Por outro lado, pode-se provar que para um F�nito, se a ordem de reesrita ontém a relação de sub-termo Dsub, então elaé bem-fundada. Por simpliidade, o oneito de ordem de simpli�ação seráde�nido sobre os termos homogêneos T (F ,X ):De�nição 4.2.5 Uma ordem estrita �>� sobre T (F ,X ) é hamada ordem desimpli�ação sss ela é uma ordem de reesrita e satisfaz a seguintepropriedade de sub-termo:
t > t|p, para todo termo t ∈ T (F ,X ) e toda posição p ∈ Pos(t)− {Λ}.Uma vez que �>� é uma ordem de reesrita (e, portanto, fehada sob a apli-ação de ontexto), a propriedade de sub-termo já segue da seguinte propriedade(mais simples):
f(x1, ..., xi, ..., xn) > xi, para todo n ≥ 1, todo símbolo f ∈ Fn, toda variável

x1, ..., xn ∈ X , e todo 1 ≤ i ≤ n.9i.e. bem fundada ou terminante.



4. Sistemas de Reesrita de Termos 49Nota: [BN98℄ A de�nição de ordem de simpli�ação substitui o requisito de �>�ser bem fundada, na de�nição de ordens de redução, pela propriedade de sub-termo. A �m de mostrar que este é um requisito mais forte, i.e. que toda ordemde simpli�ação é uma ordem de redução, faz-se neessária a de�nição da imersãohomeomór�a (homeomorphi embedding) de termos e, ainda, a enuniação doTeorema de Kruskal para a relação de imersão.De�nição 4.2.6 A imersão homeomór�a �Demb� é uma relação binária sobre
T (F ,X ), de�nida omo: Seja x ∈ X e f ∈ Fn, então s Demb t sss1. s = x = t, ou2. s = f(s1, ..., sn), t = f(t1, ..., tn) e s1 Demb t1, ..., sn Demb tn, ou3. s = f(s1, ..., sn) e sj Demb t, para algum 1 ≤ j ≤ n.Exemplo 4.2.4 [BN98℄

f(f(h(a), h(x)), f(h(x), a)) Demb f(f(a, x), x).Olhando para a representação em árvore dos termos aima, a imersão homeomór-�a é dado pelo mapeamento da Figura 4.2.

Figura 4.2: Imersão f(f(a, x), x) Eemb f(f(h(a), h(x)), f(h(x), a)) [BN98℄A de�nição de boa-ordem-parial será usada para forneer uma de�nição al-ternativa de imersão homeomór�a:De�nição 4.2.7 Uma ordem parial �≥� sobre um dado onjunto T é uma boa-ordem-parial sss se toda sequênia in�nita t1, t2, ... de elementos de T ontémdois elementos ti e tj tal que i < j e ti ≤ tj .



4. Sistemas de Reesrita de Termos 50O sistema de reesrita10
Remb = {f(x1, ..., xn)→ xi|n ≥ 1, f ∈ Fn, 1 ≤ i ≤ n}.induz uma imersão homeomór�a �Demb�, dado pelo feho transitivo re�exivo darelação de reesrita �→Remb

�, i.e. Demb =
∗→Remb

. Deve-se notar, ainda, que Rembé laramente terminante e, portanto, �Demb� é uma ordem parial bem fundada.O importante Teorema de Kruskal a�rma que, para F e X �nitos, �Demb� éuma boa-ordem-parial:Teorema 4.2.4 (Kruskal) [BN98℄ Seja F uma assinatura �nita e X um on-junto �nito de variáveis. Então a imersão homeomór�a �Demb� sobre T (F ,X )é uma boa-ordem-parial.Prova: Veja [BN98℄, pg. 114. �No que segue, o Teorema de Kruskal será usado para provar que toda ordemde simpli�ação é bem fundada. Para isto, o primeiro passo é mostrar que todaordem de simpli�ação ontém a relação de imersão homeomór�a:Lema 4.2.3 [BN98, KK01℄ Seja �≥� uma ordem de simpli�ação sobre T (F ,X )e s, t ∈ T (F ,X ). Então s Demb t ⇒ s ≥ t. Em outras palavras, a ordem desimpli�ação �≥� ontém a imersão homeomór�a �Demb�.Prova: A imersão homeomór�a é a menor relação termo-fehada transitiva re-�exiva satisfazendo a ondição da De�nição 4.2.6, e laramente ontém a relaçãode sub-termo, sendo assim menor do que qualquer ordem de simpli�ação. Umaprova mais formal pode ser enontrada em [BN98℄, baseada na indução sobre |s|.
� Uma vez que toda ordem de reesrita que ontenha a relação de sub-termo
Dsub também ontém a imersão homeomór�a, a propriedade de sub-termo ésu�iente para garantir que uma ordem de simpli�ação seja bem-fundada, para
F �nito. Esta é a idéia que fundamenta a noção de ordem de simpli�ação. Defato, toda ordem de simpli�ação é uma ordem de redução. Formalmente:Teorema 4.2.5 [BN98℄ Seja F uma assinatura �nita. Toda ordem de simpli�-ação �>� sobre T (F ,X ) é uma ordem de redução.10A regra f(x1, ..., xn)→ xi é hamada remoção de ontexto e poderia ser generalizada paraa regra f(t1, ..., tn)→ ti, hamada remoção de sub-termo.



4. Sistemas de Reesrita de Termos 51Prova: Pela De�nição 4.2.5, resta mostrar que toda ordem de simpli�ação ébem fundada. Assim, assumindo que �>� é uma ordem de simpli�ação sobre
T (F ,X ), e que t1 > t2 > ... é uma adeia in�nita em T (F ,X ):1. Veri�a-se, por ontradição, que �>� satisfaz Var(t1) ⊃ Var(t2) ⊃ ... Assu-mindo que x ∈ Var(ti+1)− Var(ti). Dada uma substituição σ = {x 7→ ti},então, por um lado, ti = σ(ti) (visto que x não oorre em ti) e σ(ti) > σ(ti+1)(visto que �>� é uma ordem de reesrita). Por outro lado, ti é um sub-termode σ(ti+1), e assim, σ(ti+1) ≥ ti, pela propriedade de sub-termo. Combi-nando as duas desigualdades, obtém-se ti > ti, o que é uma ontradição.2. A primeira parte da prova mostra que, para um onjunto �nito X = Var(t1),todo termo na sequênia t1, t2, ... pertene a T (F ,X ). Uma vez que F e Xsão �nitos, o Teorema de Kruskal implia que esta sequênia seja "boa", i.e.existe i < j tal que ti Demb tj . Agora, pelo Lema 4.2.3, obtém-se ti ≤ tj, oque ontradiz o fato de que ti > ti+1 > ... > tj . �Nota: A reíproa do teorema aima não é verdadeira, ou seja, existem ordensde redução que não são ordens de simpli�ação. Entretanto, é possível mostrar(veja [BN98℄, pg. 116) que a reíproa deste teorema é verdadeira para ordensde redução totais, sobre termos fehados.A lasse de sistemas de reesrita uja terminação pode ser provada usando umaordem de simpli�ação é importante o su�iente para justi�ar uma terminologiaespeí�a e estudar suas propriedades.De�nição 4.2.8 Um sistema de reesrita R é terminante por simpli�açãose existe uma ordem de simpli�ação �≥� tal que para toda regra l → r em R,
l > r.Teorema 4.2.6 [KK01℄ Seja F uma assinatura �nita. Um sistema de reesrita
R é terminante se R é terminante por simpli�ação.Prova: Se existe uma sequênia in�nita t1 →R t2... →R ti..., então t1 >
t2... > ti... Uma vez que a imersão homeomór�a é uma boa-ordem-parial sobre
T (F ,X ), existe um par de termos ti e tj tal que i < j e ti Demb tj , o que impliaque ti ≤ tj, pelo Lema 4.2.3. Mas isto ontradiz o fato de que ti > tj . �Exemplo 4.2.5 [BN98℄ Seja F = {f, g}, onde aridade(f) = aridade(g) = 1.Considere-se o seguinte sistema de reesrita de termos:

R = {f(f(x))→ f(g(f(x)))}.



4. Sistemas de Reesrita de Termos 52Pode-se provar que R é terminante. Neste aso, +→R é uma ordem de redução.
+→R não pode ser uma ordem de simpli�ação, já que então f(g(f(x))) Demb

f(f(x)) impliaria que f(g(f(x)))
+→R f(f(x)), o que, junto om a regra f(f(x))→

f(g(f(x))), ontradiz a terminação de R.Em partiular, R é um exemplo de sistema de reesrita de termos terminanteuja terminação não pode ser provada om a ajuda de ordens de simpli�ação, jáque f(g(f(x))) > f(f(x)) para qualquer ordem de simpli�ação �>�.Nesta seção, o oneito de ordem de simpli�ação foi abordado de formagenéria. Existem vários métodos para a de�nição de ordens de simpli�açãoespeí�as, omo, por exemplo:
• Ordens de simpli�ação polinomiais, induzidas por mapeamentos desímbolos de função da assinatura em polin�mios;
• Ordens de Knuth-Bendix, determinadas por uma ordem estrita sobre aassinatura e uma função peso; e
• Ordens de aminho reursivas, em que dois termos são omparados,primeiramente, em função dos seus símbolos da raiz.Os métodos aima têm em omum o fato de onstruírem uma ordem de sim-pli�ação a partir de alguma ordem bem fundada sobre os símbolos funionais

f ∈ F , hamada preedênia.4.3 Con�uênia de sistemas de reesritaNesta seção, outra importante propriedade de sistemas de reesrita será disutida:a propriedade de on�uênia, já apresentada suintamente na De�nição 4.1.6. NoCapítulo 2 (ver seções 2.1 e 2.5), os sistemas de reesrita foram apresentados omouma ferramenta para de�nição da semântia operaional de linguagens formais.Neste ontexto, olhando para um sistema de reesrita de termos omo um pro-grama, a on�uênia simplesmente signi�a que o programa é determinístio. Apropriedade de on�uênia será analisada, primeiramente, para sistemas de rees-rita terminantes, e, na Seção 4.3.4, será ontemplado também o aso de sistemasde reesrita não terminantes.4.3.1 Pares rítiosQuando duas regras de reesrita podem ser apliadas a um mesmo termo, tem-seum par rítio, e isto representa um problema para a prova da on�uênia. Um par



4. Sistemas de Reesrita de Termos 53rítio é o resultado de uni�ar-se o lado esquerdo de uma regra om um sub-termo(que não seja uma variável) do lado esquerdo de outra (potenialmente a mesma)regra, e reduzir-se o termo resultante usando ambas as regras. Formalmente:De�nição 4.3.1 Sejam l1 → r1 e l2 → r2 regras ujas variáveis foram renomeadasde tal modo que Var(l1, r1) ∩ Var(l2, r2) = ∅. Seja a posição
p ∈ Pos(l1) tal que l1|p não seja uma variável, e seja σ um uni�ador mais geralde l1|p =? l2. Isto determina um par rítio 〈σ(r1), (σ(l1))[σ(r2)]p〉:

σ(l1)

σ(r1) (σ(l1))[σ(r2)]pQuando duas regras produzem um par rítio, então diz-se que oorreu umasobreposição (overlap). Os pares rítios de um sistema de reesrita R são ospares rítios entre duas de suas regras (renomeadas) quaisquer, e são denotadospor CP (R). Note-se que, por de�nição, u1 =R u2 para todo par rítio 〈u1, u2〉 ∈
CP (R): pares rítios de R são onseqüênias equaionais de R.Exemplo 4.3.1 [BN98℄ Sejam as regras

(1) f(f(x, y), z) → f(x, f(y, z)),
(2) f(i(x1), x1) → e,as quais produzem um par rítio pela uni�ação do sub-termo f(x, y) do ladoesquerdo da regra (1) e o lado esquerdo f(i(x1), x1) da regra (2). Um uni�adormais geral {x 7→ i(x1), y 7→ x1} e as setas orrespondentes são

f(f(i(x1), x1), z)

f(i(x1), f(x1, z)) f(e, z)4.3.2 Con�uêniaO uso da noção de pares rítios na prova da on�uênia será visto a seguir. Masantes, serão disutidas as propriedades Churh-Rosser e on�uênia.A propriedade Churh-Rosser estabelee a relação entre a substituição deiguais por iguais e a reesrita:Uma relação →R sobre T (Σ,X ) é Churh-Rosser sss
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∀t, t′ . t

∗↔R t′ sss ∃s . t
∗→R s

∗←R t′,onforme a De�nição 4.1.6.A propriedade de on�uênia, por sua vez, é o oneito have para garantir odeterminismo da relação de reesrita, vista omo um proesso omputaional. Eladiz que duas omputações, omeçando de um mesmo termo, darão efetivamenteo mesmo resultado:Uma relação →R sobre T (Σ,X ) é on�uente sss
∀t, t′, t′′ . t′

∗←R t
∗→R t′′ ⇒ ∃s . t′

∗→R s
∗←R t′′,onforme a De�nição 4.1.6.Uma noção mais fraa de on�uênia é a propriedade de on�uênia loal :De�nição 4.3.2 Uma relação →R sobre T (Σ,X ) é hamada loalmente on-�uente sss

∀t, t′, t′′ . t′ ←R t→R t′′ ⇒ ∃s . t′
∗→R s

∗←R t′′;Analogamente, existe a propriedade de on�uênia forte:De�nição 4.3.3 Uma relação →R sobre T (Σ,X ) é hamada fortemente on-�uente sss
∀t, t′, t′′ . t′ ←R t→R t′′ ⇒ ∃s . t′

=→R s
∗←R t′′;A Figura 4.3 ilustra a relação entre as propriedades aima de�nidas.Nota: A neessidade de se de�nirem noções mais fraas de on�uênia surge daomplexidade de se lidar om "�ehas" de tamanho arbitrário em t′

∗→R t
∗←R t′′.É possível demonstrar que, tratando-se de relações de reesrita terminantes, aon�uênia loal implia a on�uênia; por outro lado, toda relação fortementeon�uente é uma relação on�uente.Teorema 4.3.1 [BN98℄ Um sistema de reesrita de termos é loalmenteon�uente sss

∀〈u1, u2〉 ∈ CP (R) . ∃t ∈ T (F ,X ) . u1
∗→ t

∗← u2.
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Figura 4.3: Propriedades de on�uêniaProva: Veja [BN98℄, pg. 28. �Exemplo 4.3.2 [BN98℄ Seja o sistema de reesrita de termos R = {f(f(x)) →
g(x)}, o qual possui exatamente um par rítio omo resultado da sobreposiçãoda regra om uma variante renomeada f(f(y))→ g(y). O lado esquerdo f(f(x))uni�a om o sub-termo f(y) dos lados esquerdos renomeados, produzindo ouni�ador mais geral {y 7→ f(x)}. Então, obtém-se o par rítio:

f(f(f(x)))

g(f(x)) f(g(x))Claramente R não é on�uente porque o par rítio já está na forma normal. Esteexemplo demonstra a neessidade de duas ondições na de�nição do par rítiode um sistema de reesrita de termos.
• Regras preisam ser renomeadas. No exemplo, f(f(x)) e f(x) não sãouni�áveis e não poderiam produzir par rítio.
• Os pares rítios entre uma regra e (uma ópia renomeada) dela mesma de-vem ser onsiderados. Caso ontrário, todo sistema de uma regra aparentariaser loalmente on�uente, o que laramente não é o aso.



4. Sistemas de Reesrita de Termos 56Uma vez que, para sistemas de reesrita terminantes, a on�uênia loal im-plia a on�uênia, o seguinte orolário do Teorema 4.3.1 é imediato:Corolário 4.3.1 [BN98℄ Um sistema de reesrita de termos terminante éon�uente sss
∀〈u1, u2〉 ∈ CP (R) . ∃t ∈ T (F ,X ) . u1

∗→ t
∗← u2.E, ainda, omo um sistema de reesrita �nito possui somente pares rítios�nitamente diversos, então:Corolário 4.3.2 [BN98℄ A on�uênia de um sistema de reesrita de termos�nito e terminante é deidível.Prova: Veja [BN98℄, pg. 140. �A deidibilidade da on�uênia é um resultado fundamental na busa de teo-rias equaionais deidíveis: se E onstitui um sistema de reesrita terminante

R, pode-se deidir se R é também on�uente. Neste aso (R é onvergente), épossível demonstrar que =E é deidível [BN98℄. Complementando, um sistemade reesrita R fornee um proedimento de deisão para uma teoria equaional Ese R é �nito, onvergente e =R oinide om =E [KK01℄.Como foi visto na Seção 3.2, o problema da palavra onsiste no problema dedeidir se uma igualdade s = t entre dois termos fehados segue de E ou não.Isto é um aso partiular de provabilidade em E para termos arbitrários. Se Ré onvergente fehado, o problema da palavra é deidível reduzindo-se ambos ostermos s e t a suas formas normais e testando-se a igualdade sintátia dos resul-tados [KK01℄.Evidentemente, nem toda teoria equaional pode ser deidida por reesrita.Algumas teorias não são �nitamente apresentadas. Além disso algumas teorias�nitamente apresentadas são indeidíveis (uma lógia ombinatória, por exem-plo). Mesmo ertas teorias �nitamente apresentadas e deidíveis não são de-idíveis por reesrita. [KK01℄Exemplo 4.3.3 O sistema �nito Thue, enontrado por Kapur e Narendran [KN85℄,omposto pelo únio axioma:
a(b(a(x))) = b(a(b(x))),para o qual o problema da palavra é deidível, mas não existe um sistema on-vergente �nito equivalente.



4. Sistemas de Reesrita de Termos 574.3.3 Sistemas reduzidosReduzindo os lados direitos das regras e eliminando as regras ujos lados esquerdossão redutíveis pela relação de reesrita, um sistema de reesrita onvergente podesempre ser onvertido em um sistema reduzido.De�nição 4.3.4 Um sistema de reesrita R é reduzido ou inter-reduzido se,para ada regra l → r ∈ R, o lado direito r é irredutível por R e nenhum termo
s, estritamente menor do que l na ordem de enompassamento ⊑, é redutível.Uma das propriedades interessantes dos sistemas de reesrita reduzidos é que,para uma dada teoria equaional, só existe um sistema (denominado an�nio)ontido em uma ordem de redução partiular [DJ90, KK01℄, qualquer que sejaesta teoria.De�nição 4.3.5 Seja R um onjunto de regras de reesrita e �>� qualquer ordemde redução. �>� ontém R se para qualquer regra de reesrita l → r em R, l > r.4.3.4 Sistemas ortogonaisEmbora a on�uênia de sistemas de reesrita não-terminantes seja indeidível,é possível veri�ar tal propriedade para uma grande lasse de sistemas não-terminantes, adiionando-se ondições sintátias fortes nos lados esquerdos.De�nição 4.3.6 Uma regra de reesrita l 7→ r é hamada linear à esquerdase nenhuma variável oorre duas vezes em l. Analogamente, l 7→ r é hamadalinear à direita se nenhuma variável oorre duas vezes em r. Uma regra l 7→ ré hamada linear se ela é, ao mesmo tempo, linear à esquerda e linear à direita.Um sistema de reesrita de termos é hamado linear à esquerda se todas as suasregras são lineares à esquerda, linear à direita se todas as suas regras são linearesà direita, e linear se todas as suas regras são lineares.De�nição 4.3.7 Um sistema de reesrita de termos que é linear à esquerda enão possui pares rítios é hamado ortogonal.Por exemplo, o sistema da Lógia Combinatória dado anteriormente é ortog-onal.Teorema 4.3.2 [KK01℄ Se um sistema de reesrita R é ortogonal, então ele éon�uente.Prova: Esta prova é dada por [Hue80℄, usando o fato de que a reduçãoparalela (i.e., apliação paralela de regras de R em redex's disjuntos) é fortementeon�uente. �



4. Sistemas de Reesrita de Termos 58Nota: A �m de se obter o resultado aima, a hipótese de ortogonalidade nãopode ser enfraqueida, a não-sobreposição (i.e. a não existênia de pares rítios)é laramente neessária, bem omo a linearidade à esquerda.O seguinte sistema de reesrita (obviamente, não-terminante) mostra que alinearidade à esquerda é essenial:Exemplo 4.3.4 [BN98℄ As regras f(x, x)→ a, f(x, g(x))→ b e c→ g(c) não sesobrepõem (f(x, x) e f(x′, g(x′)) não uni�am!), ainda que o termo f(c, c) tenhaduas formas normais a e b.A on�uênia de sistemas ortogonais estabelee a orretude da semântia ope-raional de linguagens de programação reursivas, garantindo, desta forma, quea omputação de dois programas diferentes (mas equivalentes do ponto de vistalógio) produza o mesmo resultado.Diversos teoremas interessantes podem ser provados por sistemas de reesritaortogonais. Deve-se lembrar, primeiro, que um sistema de reesrita pode serfraamente normalizante ou fortemente normalizante, onforme a De�nição 4.2.2e a De�nição 4.2.3, respetivamente. Além disso,De�nição 4.3.8 Um sistema de reesrita é fraamente normalizanteinterno (weakly innermost normalizing) se todo termo tem uma forma normalque pode ser alançada por redução interna (innermost redution), i.e. umaredução na qual são seleionados somente redex's que não ontém propriamenteoutros redex's.As seguintes propriedades são equivalentes se o sistema de reesrita é ortogo-nal:Teorema 4.3.3 [O'D77℄ Seja R um sistema de reesrita ortogonal, R é forte-mente normalizante sss R é fraamente normalizante interno.Teorema 4.3.4 [Ken89℄ Todo sistema de reesrita ortogonal tem uma estratégiade redução omputável, sequenial, normalizante.Nota: [KK01℄ Em geral, entretanto, o problema de enontrar uma estratégiaótima que evite todas as reesritas desneessárias é indeidível, ressaltando, ainda,que a maioria das propriedades de sistemas de reesrita é indeidível.



4. Sistemas de Reesrita de Termos 594.4 CompletudeEste apítulo introdutório de reesrita será fehado om uma disussão suinta daompletude de sistemas de reesrita de termos, no ontexto da lógia equaional.Até aqui, os prinipais oneitos relaionados a sistemas de reesrita foramapresentados, e suas propriedades fundamentais (i.e. terminação e on�uênia)foram disutidas. Entretanto, uma importante questão esteve sempre implíitanas seções anteriores deste apítulo: Dado um onjunto �nito de axiomas equa-ionaisE, omo onstruir um proedimento de deisão para o problema da palavrapara E?Como o problema da palavra é geralmente indeidível, qualquer que seja ométodo para a onstrução de um proedimento de deisão, ele será neessaria-mente inompleto, ou seja, ele não vai ter suesso para todo onjunto �nito E.O teorema a seguir a�rma que o problema da palavra para E é deidível se →Eé onvergente:Teorema 4.4.1 [BN98℄ Se E é �nito e →E é onvergente, então =E é deidível.Prova: Veja [BN98℄, pg. 59. �Conforme [BN98℄, este teorema sugere um primeiro "algoritmo" (o qual nãotem muita probabilidade de suesso), formado pelos seguintes passos:
• Veri�que terminação: Tente enontrar uma ordem de redução �>� talque s > t seja satisfeito por todos os axiomas equaionais (s = t) ∈ E. Noaso de suesso, onsidere o sistema de reesrita de termos R = {s→ t|(s =

t) ∈ E}, e ontinue om este sistema no próximo passo; aso ontrário, auseerro.
• Veri�que on�uênia: Deida a on�uênia do sistema de reesrita determos R, uja terminação é onheida, omputando todos os pares rítiosentre as regras de R e testando se para todo par rítio (t, t′) de R existeum s tal que t

∗→ s
∗← t′. No aso de suesso, a relação de reesrita →Rgera um proedimento de deisão para problema da palavra para E; asoontrário, ause erro.Exemplo 4.4.1 [BN98℄ Seja E = {x + 0 = x, x + s(y) = s(x + y)}. No primeiropasso, a terminação de R pode ser mostrada usando a ordem de aminho lex-iográ�a11 �>lex� que é induzida pela ordem de preedênia �>� satisfazendo11Um aso partiular das ordens de aminho reursivas.
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+ > s. A on�uênia de R segue trivialmente porque R não possui pares ríti-os.Conseqüentemente, R é an�nio e, desta forma, pode ser usado para deidiro problema da palavra para E. Agora, por um lado, pode-se deduzir, por exem-plo, que s(s(0)) + s(0) =E s(0) + s(s(0)) é satisfeito porque estes dois termosse reduzem para a mesma forma normal s(s(s(0))) om relação a R. Por outrolado, pode-se usar R para mostrar que um erto axioma equaional não é umaonseqüênia de E: por exemplo, x + y =E y + x não é satisfeito porque os doistermos são R-irredutíveis e distintos.Uma razão para este método simples falhar é a existênia de algum axioma
s = t que preise ser transformado na regra t→ s ao invés de s→ t. Por exemplo,
x = x + 0 aarretaria uma regra de reesrita não terminante x→ x + 0, embora
x + 0→ x seja terminante. Assim, um primeiro passo, mais sensível, seria tentarordenar os axiomas equaionais de entrada de um modo apropriado:
• Veri�que terminação: Seja E = {s1 = t1, ..., sn = tn}. Tente enontraruma ordem de redução �>� tal que, para todo 1 ≤ i ≤ n, existem termos

li, ri satisfazendo {li, ri} = {si, ti} e li > ri. No aso de suesso, onsidere osistema de reesrita de termo R = {l1 → r1, ...ln → rn} no próximo passo;aso ontrário, ause falha.Nota: [BN98℄ Este primeiro passo, mesmo modi�ado, pode oasionar falhasfreqüentes. Isto pode aonteer devido a um dos axiomas ser inerentemente nãoterminante, tal omo a identidade x + y = y + x, ou por não se enontrar umaordem de redução apropriada mesmo que tal ordem exista. Além disso, aindaque o primeiro passo tenha suesso, o método poderia falhar devido ao sistemade reesrita terminante resultante não ser on�uente.Neste apítulo, foram forneidos os prinipais oneitos relaionados a sis-temas de reesrita de termos, assim omo uma análise das suas propriedadesde terminação e on�uênia. Por �m, o proedimento básio de ompletude foibrevemente apresentado12. Desta maneira, está desrita a natureza do modeloformal proposto nesta dissertação. Agora, no apítulo seguinte, será estudado oobjeto matemátio que se pretende modelar.
12Para uma análise detalhada deste proedimento, veja [BN98℄, ap. 7.



Capítulo 5Representação Computaional dosNúmeros Reais
Representar omputaionalmente os números reais, bem omo realizar operaçõesaritmétias envolvendo tais números, onstitui um problema entral para estapesquisa. Predominantemente, o modelo de ponto-�utuante tem sido adotadoomo solução para este problema, e será enfoado na Seção 5.1. A MatemátiaIntervalar fornee uma representação alternativa, e será desrita na Seção 5.2.Por �m, na Seção 5.3, será mostrado omo estas duas abordagens podem serombinadas, em direção a um modelo para a omputação dos números reais.5.1 Padrão IEEE 754A representação omputaional de números reais em máquina é feita, em geral,por elementos de um subonjunto �nito F dos raionais Q, hamados pontos-�utuantes, os quais são usados omo aproximações dos números reais durante asomputações. A de�nição abstrata de tais sistemas ostuma ser dada omo umaestrutura matemátia da forma F = 〈F, b, p, e_min, e_max, O〉, onde F ⊂ Q é oonjunto de todos os números da máquina, b é a base numéria (binária, deimalet.), p é a preisão, e_min o mínimo expoente e e_max o máximo expoente dosistema, e, �nalmente, O : R→ F , uma função de arredondamento.O Padrão IEEE 754 [IEE85℄, para aritmétia de pontos-�utuantes binária,é o mais amplamente utilizado para representação dos números reais em om-putadores modernos, inluindo omputadores pessoais baseados na plataformaIntel, Maintoshes, e a maioria das plataformas Unix. A seguir, serão desritos,de forma resumida, os requisitos estabeleidos pelo Padrão IEEE 754, requisitosestes re�etidos nas regras do sistema de reesrita de termos proposto na Seção6.2. Uma análise mais geral do modelo de ponto-�utuante, e das di�uldadesinerentes a esta abordagem, pode ser enontrada em [Wal90, Gol91℄.



5. Representação Computaional dos Números Reais 625.1.1 De�nições básiasSegue a desrição de algumas terminologias próprias do Padrão IEEE 754:De�nição 5.1.1 Um número de ponto-�utuante binário ou ponto-�utu-ante Padrão IEEE 754 ou simplesmente ponto-�utuante é uma adeia debits formada por três omponentes: um sinal, um expoente e um signi�ante.O signi�ante, por sua vez, é omposto pelo bit implíito, o ponto implíitoe a fração. O bit implíito designa a parte inteira1 do signi�ante e, assim omoo ponto, não é armazenado, já que, no aso da base binária, seu valor é sempre 1.O valor numério de um ponto-�utuante de sinal �s�, expoente �e� e fração�f �, é dado por:
(−1)s × 1.f × 2eNote-se que apenas o sinal do signi�ante é informado. Mesmo assim, é pos-sível representar expoentes negativos, na forma de expoentes polarizados:De�nição 5.1.2 De�ne-se omo expoente polarizado (biased exponent) a somado expoente e uma onstante, denominada bias.Neste aso, o valor numério de um ponto-�utuante de sinal �s�, expoente �e�e fração �f �, passa a ser:

(−1)s × 1.f × 2e−biasPor exemplo, fazendo bias = 127, o expoente 53 é representado pelo expoentepolarizado 180 = 127 + 53; o expoente −27, por sua vez, é representado peloexpoente polarizado 100 = 127 + (−27).5.1.2 FormatosO Padrão IEEE 754 de�ne quatro formatos de pontos-�utuantes, em dois gru-pos, básio e estendido. Cada grupo tem duas preisões, simples (single) e dupla(double). As diversas implementações do padrão podem, naturalmente, usar om-binações dos formatos suportados.1a qual deve ser maior que zero e menor que a base, respeitando a notação ientí�a.



5. Representação Computaional dos Números Reais 63De�nição 5.1.3 Quando suessivas omputações resultam em um valor grandedemais (em módulo) para ser representado dentro do formato seleionado, diz-seque houve um over�ow , podendo ser negativo ou positivo, onforme o sinal doresultado. Se, pelo ontrário, o valor for pequeno demais (em módulo), diz-se teroorrido um under�ow , podendo ser, analogamente, negativo ou positivo.O under�ow é um problema menos sério, pois ele apenas india uma perdade preisão, que, em geral, é garantidamente próxima de zero.Os formatos do grupo estendido dependem da implementação, ao passo queos formatos do grupo básio são pré-de�nidos pelo padrão, e são ilustrados nas�guras 5.1 e 5.2. Os números entre olhetes indiam o tamanho do ampo, sendoque os bits mais signi�ativos de ada ampo �am à esquerda, e os menos signi-�ativos, à direita.sinal[1℄ expoente[8℄ fração[23℄Figura 5.1: Preisão Simples � 32 bitssinal[1℄ expoente[11℄ fração[52℄Figura 5.2: Preisão Dupla � 64 bits5.1.3 Valores espeiaisO Padrão IEEE 754 reserva ertas ombinações de bits para denotar valoresespeiais no esquema de pontos-�utuantes. Estes valores serão desritos a seguir(o esquema ompleto é resumido na Tabela 5.1):ZERO � Como foi menionado aima, a parte inteira do signi�ante não éarmazenada, e assume-se que seja sempre 1. Uma onseqüênia imediata disto éque se torna impossível a representação direta do número zero no padrão adotado.Este problema é ontornado onvenionando-se a denotação do zero quando todosos bits do expoente e da fração são 0. Note-se que nenhuma restrição é feitaquanto ao sinal, e, portanto, há duas representações possíveis para o zero.



5. Representação Computaional dos Números Reais 64DESNORMALIZADO � Quando todos os bits do expoente são 0, mas afração possui algum bit 1, assume-se que o bit implíito é 0 e não 1. O uso depontos-�utuantes desnormalizados tem em vista a representação de números pe-quenos demais (em módulo) para serem representados om expoente normalizado.O valor numério de um ponto-�utuante desnormalizado de sinal �s�, expoente�e� e fração �f �, é dado por:
(−1)s × 0.f × 2−bias+1Por exemplo, supondo que o expoente tenha 8 bits (indo de 0 a 255 = 28−1) efazendo bias = 127, então a faixa de expoentes normalizados representáveis variade −127 = 0−bias a 128 = 255−bias, e, portanto, o número 1.100×2−128 não temrepresentação normalizada, mas pode ser representado de forma desnormalizadaomo 0.011× 2−127+1 = 0.011× 2−126.Nota: Uma implementação do Padrão IEEE 754 deve detetar operações ujosresultados não podem ser expressos om expoente normalizado, e fazer a desnor-malização, sempre que possível, ao invés de sinalizar under�ow. No SRTF, isto éfeito pela função normsubF, desrita na seção 6.2.3.3.INFINITO � Os valores +∞ e −∞ são denotados fazendo-se todo bit doexpoente igual a 1 e todo bit da fração igual a 0. O bit de sinal distingue entreo in�nito positivo e o in�nito negativo. A apaidade de representar o in�nito éútil porque ela permite que a omputação ontinue após situações de over�ow.NAN � O ponto-�utuante NaN (Not a Number) é usado para se representarum valor que não representa um número real. NaN's são denotados om umexpoente formado somente por bits 1 e uma fração diferente de zero. Existemduas ategorias de NaN: QNaN (Quiet NaN ), quando o bit mais signi�ativo dafração é 1; e SNaN (Signalling NaN ), quando o bit mais signi�ativo da fração é 0.Semantiamente, os QNaN's denotam operações indeterminadas, em geral,aquelas ujo resultado não está matematiamente de�nido, omo, por exemplo,a raíz quadrada de um operando menor que 0. Por outro lado, os SNaN's sãousados para denotar operações inválidas, e que requerem a sinalização de umaexeção, omo, por exemplo, em situações de over�ow.Nota: Quando alguma operação oasiona over�ow, o resultado deve assumiro valor ∞, sem mudança de sinal, e um SNaN deve então sinalizar a exeção.No SRTF, por simpli�ação, over�ows não disparam uma exeção diretamente, etambém não retornam o∞. Ao invés disso, um QNaN reservado é gerado, através



5. Representação Computaional dos Números Reais 65Sinal Expoente Fração Valor
0 00..00 00..00 +0
0 00..00 00..01 a 11..11 Real Positivo Desnormalizado
0 00..01 a 11..10 00..00 a 11..11 Real Positivo Normalizado
0 11..11 00..00 +∞
0 11..11 00..01 a 01..11 SNaN
0 11..11 10..00 a 11..11 QNaN
1 00..00 00..00 −0
1 00..00 00..01 a 11..11 Real Negativo Desnormalizado
1 00..01 a 11..10 00..00 a 11..11 Real Negativo Normalizado
1 11..11 00..00 −∞
1 11..11 00..01 a 01..11 SNaN
1 11..11 10..00 a 11..11 QNaNTabela 5.1: Esquema de pontos-�utuantes [Hol05℄das funções normaddF e normmultF, desritas nas seções 6.2.2.3 e 6.2.4.3, res-petivamente. Neste aso, o QNaN se propaga pelas operações subseqüentes,permitindo, desta forma, que as apliações de nível superior perebam e tratema exeção.5.1.4 Operações aritmétiasVárias operações são espei�adas pelo Padrão IEEE 754, inluindo operaçõesaritmétias, onversão entre formatos, onversão entre pontos-�utuantes e in-teiros, raíz quadrada, resto et. Suas de�nições devem ser atendidas por qualquerimplementação do padrão.As operações aritmétias de adição, subtração e multipliação são de partiu-lar interesse, pois são justamente aquelas modeladas pelo sistema SRTF, propostona Seção 6.2. Tais operações são de�nidas de maneira usual no Padrão IEEE 754.As únias peuliaridades são para operações envolvendo valores espeiais: No asomais simples, toda operação om um NaN, gera um NaN omo resultado; nos de-mais asos, vale o que está de�nido na Tabela 5.2.Quando o resultado de uma operação aritmétia não possui representação noformato seleionado (ou seja, quando o resultado é in�nitamente preiso, segundoa terminologia do padrão), ele deve ser arredondado, de aordo om o modo dearredondamento seleionado. O Padrão IEEE 754 prevê que toda implementaçãodeve forneer quatro modos de arredondamento seleionáveis pelo usuário (pes-soa, hardware ou software).



5. Representação Computaional dos Números Reais 66Operação Resultado
∞+∞ ∞
∞−∞ NaN
∞×∞ ∞
∞× 0 NaNTabela 5.2: Operações espeiaisOs modos de arredondamento espei�ados no Padrão IEEE 754 são:

• Arredondamento para o mais próximo: O resultado deve ser o valor, dentrodo formato, mais próximo do resultado in�nitamente preiso. Se dois valoressão igualmente próximos, então deve ser onsiderado aquele que tem o bitmenos signi�ativo igual a 0.
• Arredondamento para +∞ ("para ima"): O resultado deve ser o valor,dentro do formato e possivelmente +∞, mais próximo e não menor que oresultado in�nitamente preiso;
• Arredondamento para −∞ ("para baixo"): O resultado deve ser o valor,dentro do formato e possivelmente −∞, mais próximo e não maior que oresultado in�nitamente preiso;
• Arredondamento para 0: O resultado deve ser o valor, dentro do formatoe possivelmente 0, mais próximo e não maior em módulo que o resultadoin�nitamente preiso.Nota: O modo de arredondamento para o mais próximo é o padrão. Entre-tanto, nesta primeira versão do SRTF, apenas o arredondamento para 0 foi im-plementado, no aso, através da função rshift, desrita na seção 6.2.2.3. Asonseqüênias desta limitação serão disutidas no apítulo de onlusão.5.2 Matemátia IntervalarOriginada na déada de 60, a Matemátia Intervalar se apresenta omo uma teo-ria matemátia de onsiderável apliação na omputação ientí�a, sobretudo naresolução de problemas numérios. Nesta seção, serão introduzidos os prinipaisoneitos relaionados à aritmétia intervalar, bem omo suas propriedades. Aquiserão onsiderados apenas os intervalos de números reais, para �ns teórios, masna Seção 5.3 será mostrada uma proposta de implementação de intervalos.A aritmétia intervalar foi riada por R. E. Moore nos anos 1960 [Moo62℄,visando resolver problemas relaionados à falta de preisão dos números de ponto-�utuante (aumulação de erros de arredondamento, erros de trunamento et).



5. Representação Computaional dos Números Reais 67Na abordagem intervalar, um determinado número real é representado através deum intervalo, que onsiste, na verdade, de uma faixa de números reais, de�nidapor seus extremos, ontendo obviamente o número real a ser representado.A análise intervalar tem sido desenvolvida omo um ramo da análise numéria,visando enontrar algoritmos intervalares que produzam resultados numériospreisos (veja [Moo79℄, e também [Rum88℄). Tais algoritmos, naturalmente,fazem uso da aritmétia intervalar, que será formalmente apresentada a seguir.5.2.1 Introdução à aritmétia intervalarDe�nição 5.2.1 Seja R o onjunto dos números reais, e sejam x1, x2 ∈ R taisque x1 ≤ x2, o onjunto {x ∈ R | x1 ≤ x ≤ x2} é um intervalo de númerosreais ou simplesmente um intervalo, denotado por [x1, x2].De�nição 5.2.2 Denota-se por IR o onjunto dos intervalos de númerosreais, isto é,
IR = {[x1, x2] | x1, x2 ∈ R e x1 ≤ x2}Os elementos do onjunto aima serão denotados por letras latinas maiúsulas.Por exemplo, A = [3, 7] e B = [−1, 4].De�nição 5.2.3 Todo número real x ∈ R pode ser visto omo um intervalo

X ∈ IR, onde X = [x, x]. Neste aso, X é hamado de intervalo degeneradoou pontual.Uma das simpliidades da abordagem intervalar é que tanto as relações omoas funções envolvendo intervalos são de�nidas a partir dos extremos.De�nição 5.2.4 Vendo ada intervalo da reta omo um onjunto, a noção deigualdade entre dois intervalos é dada pela noção de igualdade entre onjun-tos, ou seja, A = B ⇔ (∀x ∈ A ⇒ x ∈ B e ∀x ∈ B ⇒ x ∈ A). Desta forma,dados dois intervalos A = [a1, a2] e B = [b1, b2], A = B ⇔ a1 = b1 e a2 = b2.De�nição 5.2.5 (Operações Aritmétias entre Intervalos) Sejam os inter-valos X = [x1, x2] e Y = [y1, y2], então:1. X + Y = [x1, x2] + [y1, y2] = [x1 + y1, x2 + y2]2. X − Y = [x1, x2]− [y1, y2] = [x1 − y2, x2 − y1]3. X×Y = [x1, x2]×[y1, y2] = [min{x1×y1, x1×y2, x2×y1, x2×y2}, max{x1×
y1, x1 × y2, x2 × y1, x2 × y2}]



5. Representação Computaional dos Números Reais 68Nota: Assim omo na Seção 5.1, a operação aritmétia de divisão será omitidaaqui, já que a mesma não é ontemplada pelo modelo formal que está sendoproposto neste texto.Teorema 5.2.1 Sejam os intervalos X = [x1, x2] e Y = [y1, y2], então:1. X + Y = {r + s | r ∈ X e s ∈ Y }2. X − Y = {r − s | r ∈ X e s ∈ Y }3. X × Y = {r × s | r ∈ X e s ∈ Y }Prova: Veja [Lyr03℄, pg. 13. �Nota: Observe-se que, ao representar operações da aritmétia real através deoperações da aritmétia intervalar, essas últimas produzem exatamente a imagemdas operações reais. Ou seja, a aritmétia intervalar é1. Correta, i.e. se x ∈ X então f(x) ∈ F (X), e2. Ótima, i.e. {f(x) | x ∈ X} = F (X).Um tratamento matemátio das propriedades de orretude e otimalidade podeser visto em [SBA05℄.5.2.2 Propriedades da aritmétia intervalarA seguir, serão enuniados alguns teoremas que ilustram as prinipais propriedadesda aritmétia intervalar.Teorema 5.2.2 A aritmétia intervalar é subdistributiva, i.e., se X, Y e Z sãointervalos, então
X × (Y + Z) ⊆ X × Y + X × Z.Observe-se que, apesar da adição e a multipliação intervalares serem omu-tativas e assoiativas, não vale a lei da distributividade. Além disso, têm-se [0, 0]omo identidade da adição intervalar, e [1, 1] omo identidade da multipliação,mas não existem inversos aditivos e multipliativos. Por exemplo:

[2, 4]− [2, 4] = [2, 4] + [−4,−2] = [−2, 2]



5. Representação Computaional dos Números Reais 69A falta de inverso implia numa séria di�uldade em se modelar a aritmé-tia intervalar, pensando na lógia apresentada no Capítulo 3, di�uldade estarelaionada ao tratamento da igualdade e, onseqüentemente, à resolução deequações. O mesmo não oorre om os sistemas de reesrita de termos, usadosneste trabalho omo proposta de um modelo formal para a omputação intervalar,onde, omo foi mostrado no Capítulo 4, as regras de dedução são mais simplesdo que aquelas para a lógia equaional.Teorema 5.2.3 (Propriedades Algébrias da Soma em IR) Para todo A =
[a1, a2], B = [b1, b2] e C = [c1, c2] ∈ IR, vale:1. Fehamento: A + B ∈ IR2. Assoiatividade: A + (B + C) = (A + B) + C3. Comutatividade: A + B = B + A4. Elemento Neutro: ∃!O ∈ IR | A +O = O + A = A (O = [0, 0])Prova: Veja [Lyr03℄, pg. 15. �Teorema 5.2.4 (Propriedades Algébrias da Multipliação em IR) Paratodo A, B, C ∈ IR, vale:1. Fehamento: A×B ∈ IR2. Assoiatividade: A× (B × C) = (A× B)× C3. Comutatividade: A×B = B × A4. Elemento Neutro: ∃!E ∈ IR | A× E = E × A = A (E = [1, 1])Prova: Veja [Lyr03℄, pg. 16. �Vale lembrar que o onjunto IR não possui inverso multipliativo, onformeenuniado anteriormente.Teorema 5.2.5 (Monotoniidade da Aritmétia Intervalar) Para todo A,
B, C, D ∈ IR, tais que A ⊆ C e B ⊆ D, vale:1. A + B ⊆ C + D2. −A ⊆ −C3. A− B ⊆ C −D



5. Representação Computaional dos Números Reais 704. A× B ⊆ C ×DProva: Veja [Lyr03℄, pg. 19. �Teorema 5.2.6 (Propriedades de Inlusão) Para todo A, B, C ∈ IR, vale:1. A + B = A + C ⇒ B = C2. B − A = C − A⇒ B = C3. A + B ⊆ A + C ⇒ B ⊆ C4. ∀α, β ∈ R, (α× β)×A = α× (β ×A)5. ∀α, β ∈ R, (α + β)× A ⊆ (α× A) + (β × A)6. ∀α ∈ R, α× (B + C) = (α× B) + (α× C)Prova: Veja [Lyr03℄, pg. 19. �5.3 Intervalos na prátiaNa seção anterior foi dada uma de�nição matemátia de intervalos de númerosreais, e das operações aritmétias sobre o onjunto de tais intervalos. Agora,será forneida uma de�nição de intervalos ujos extremos são representados porpontos-�utuantes Padrão IEEE 754, desritos na Seção 5.1, a �m de prover umaabordagem omputaional para a aritmétia intervalar, que servirá de base parao sistema SRTI, proposto na Seção 6.3.O prinipal objetivo onsiste em demonstrar omo as operações aritmétiassobre intervalos de pontos-�utuantes podem forneer aproximações para as opera-ções sobre intervalos de reais, sem perder a orretude e a otimalidade da aritmétiaintervalar, onforme nota �nal da Seção 5.2.1.5.3.1 Noções preliminaresOs oneitos e algoritmos apresentados nesta seção foram adaptados de [HJE01℄(veja também [Kea96℄ e [Wal90℄).De�nição 5.3.1 Denota-se por F o onjunto de pontos-�utuantes PadrãoIEEE 754 ujos valores numérios representam números reais.



5. Representação Computaional dos Números Reais 71De�nição 5.3.2 Um intervalo Padrão IEEE 754 é um intervalo de númerosreais ujos extremos são representados por elementos de F, om a ondição de que
−0 não apareça omo extremo esquerdo e +0 não apareça omo extremo direito.Denota-se por 〈a, b〉 o intervalo Padrão IEEE 754 om extremos a e b.A restrição quanto ao sinal do zero é uma mera onvenção, om o �m deevitar ambiguidades e simpli�ar as fórmulas para operações aritmétias. Emoutras abordagens, −0 e +0 podem apareer em qualquer dos extremos, tendodiferente interpretação em ada aso.De�nição 5.3.3 O onjunto dos intervalos Padrão IEEE 754 será deno-tado por IF.Uma operação envolvendo pontos-�utuantes pode resultar em um número realque não é um ponto-�utuante. Em tais asos, o Padrão IEEE 754 espei�a que oresultado deve ser arredondado para o valor mais próximo que tenha representa-ção, de aordo om o modo de arredondamento seleionado, omo foi menionadona Seção 5.1.4. Isto leva à seguinte difereniação:De�nição 5.3.4 As operações de adição, subtração e multipliação do PadrãoIEEE 754 om arredondamento para baixo (−∞) serão denotadas por +lo, −loe ×lo, respetivamente. As mesmas operações om arredondamento para ima(+∞) serão denotadas por +hi, −hi e ×hi.O padrão também exige que toda operação atribua um valor à uma variávelbooleana exact, ujo valor será verdadeiro sss o resultado omputado é igual aoresultado matematiamente de�nido.5.3.2 Uma lassi�ação de intervalosA lassi�ação de intervalos forneida na Tabela 5.3, de aordo om o sinal doselementos do intervalo, será útil para a distinção entre asos, para a operaçãoaritmétia intervalar de multipliação.5.3.3 Aritmétia intervalar om o Padrão IEEE 754O primeiro aspeto a ser onsiderado quanto à implementação de intervalosPadrão IEEE 754 está relaionado a arredondamentos. Felizmente, na aritmétiaintervalar, a neessidade de arredondamentos não leva a erro, ou seja, a orretudeé mantida. O únio efeito do arredondamento é a inlusão de valores ("lixo") quenão seriam inluídos em aso de resultado exato.Teorema 5.3.1 [HJE01℄ Para todo onjunto de números reais, o intervalo PadrãoIEEE mais estreito, ontendo aquele onjunto, existe e é únio.
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M A lasse M ("Misto") é de�nida omo o onjunto de intervalosontendo pelo menos um real positivo e um real negativo:

a < 0 < b, para todo intervalo 〈a, b〉 na lasse M .
Z A lasse Z ("Zero") é de�nida omo o onjunto de intervalosnão ontendo nenhum real positivo e nenhum real negativo:

Z = {〈0, 0〉}.
P A lasse P ("Positivo") é de�nida omo o onjunto de intervalosontendo pelo menos um real positivo, mas nenhum negativo:

0 ≤ a ≤ b e 0 < b, para todo intervalo 〈a, b〉 na lasse P .
N A lasse N ("Negativo") é simétria em relação à lasse de P :

a ≤ b ≤ 0 e a < 0, para todo intervalo 〈a, b〉 na lasse N .Tabela 5.3: Classi�ação de intervalos segundo o sinal [HJE01℄Prova: Considerando que −∞ e +∞ são números de ponto-�utuantes PadrãoIEEE, então existe um intervalo Padrão IEEE 754 tal que ontenha o onjunto dereais dado. Como o número de tais intervalos é �nito e fehado sob interseção,existe um mínimo intervalo Padrão IEEE 754 ontendo aquele onjunto. �Hikey [HJE01℄ ressalta que a importânia do teorema aima está no fato deque a existênia de um intervalo mínimo permite a de�nição da seguinte função:De�nição 5.3.5 Para todo onjunto α de reais, Γ(α) é o menor intervalo on-tendo α.De�nição 5.3.6 Diz-se que um onjunto β é uma aproximação orreta de umonjunto α de reais se β ⊃ α. De�ne-se o intervalo Padrão IEEE 754 Γ(α) omoa ótima aproximação IEEE 754 de α.No teorema seguinte, Hikey demonstra omo obter aproximações orretas eótimas para as operações de adição, subtração e multipliação:Teorema 5.3.2 [HJE01℄ Sejam X = 〈a, b〉 e Y = 〈c, d〉 intervalos Padrão IEEEnão-vazios, então1. Γ(〈a, b〉+ 〈c, d〉) = 〈a +lo c, b +hi d〉;2. Γ(〈a, b〉 − 〈c, d〉) = 〈a−lo d, b−hi c〉;3. As fórmulas na Figura 5.3 forneem aproximações para a multipliação.



5. Representação Computaional dos Números Reais 73Classe de 〈a, b〉 Classe de 〈c, d〉 Γ(〈a, b〉 × 〈c, d〉)
P P 〈a×lo c, b×hi d〉
M P 〈a×lo d, b×hi d〉
N P 〈a×lo d, b×hi c〉
P M 〈b×lo c, b×hi d〉
M M 〈min(a×lo d, b ×lo c), max(b ×hi d, a×hi c)〉
N M 〈a×lo d, a×hi c〉
P N 〈b×lo c, a×hi d〉
M N 〈b×lo c, a×hi c〉
N N 〈b×lo d, a×hi c〉
Z P, M, N, Z 〈0, 0〉

P, M, N, Z Z 〈0, 0〉qualquer ∅ ∅
∅ qualquer ∅Figura 5.3: Multipliação de intervalos Padrão IEEE [HJE01℄Prova: Veja [HJE01℄ pg. 1059.Veri�a-se um problema ruial no teorema aima: Ao de�nir os algoritmos,Hikey ignora o fato de que as operações aritmétias entre extremos dos intervalospodem resultar em pontos-�utuantes não numérios (NaN's), ferindo, neste aso,a De�nição 5.3.2. Este problema pode ser ontornado generalizando-se a de�niçãode Intervalo Padrão IEEE 754:De�nição 5.3.7 Um INaN ou NaN intervalar é um par de pontos-�utuantesPadrão IEEE 754 a e b, denotado por 〈a, b〉, onde pelo menos um dos elementos dopar é um NaN. Seja INAN o onjunto dos NaN's intervalares. Um intervaloPadrão IEEE 754 estendido é qualquer elemento do onjunto IF ∪ INAN.Nota: Matematiamente, um INaN pode ser visto omo o ∅, ou seja, um INaNnão aproxima nenhum número real.Como as operações envolvendo NaN's estão bem de�nidas pelo Padrão IEEE754, e são aptadas pelas regras do sistema SRTF subjaente, para pontos-�utuantes, as operações aritmétias entre extremos de intervalos, no SRTI, podemser expressas pelas mesmas fórmulas do Teorema 5.3.2, porém apliadas sobre oonjunto IF ∪ INAN, tornando as regras do SRTI onsideravelmente simples.Naturalmente, o maro sistema SRTI herda as limitações das operações subja-entes, partiularmente aquelas relaionadas ao arredondamento para ima, on-forme nota sobre a função rshift na Seção 5.1.4. Estas onsiderações serãoretomadas, posteriormente, no apítulo de onlusão.



5. Representação Computaional dos Números Reais 74Este apítulo forneeu uma desrição dos objetos matemátios que são mode-lados pelo sistema proposto nesta dissertação, omeçando om pontos-�utuantes,ujo modelo será apresentado na Seção 6.2 do apítulo a seguir, e terminando oma abordagem intervalar, para a qual será apresentada a sugestão de um modeloformal, na Seção 6.3 do mesmo apítulo.



Capítulo 6Delineando um Modelo para aComputação Intervalar
6.1 A onepção de um modeloNeste apítulo, serão apresentadas as ontribuições partiulares desta dissertação.Uma versão resumida deste trabalho enontra-se em [CS05℄.Primeiramente, na Seção 6.2, será forneido um sistema de reesrita de ter-mos para a aritmétia de ponto-�utuante binária, baseado no Padrão IEEE 754desrito na Seção 5.1. Como a terminação da operação aritmétia de divisão per-manee omo um problema aberto, apenas as operações de adição, subtração emultipliação serão onsideradas. Este sistema, hamado SRTF, é proposto omomodelo formal para a omputação de ponto-�utuante, onstituindo um trabalhoiniial para pesquisas nas áreas de espei�ação e veri�ação formal de sistemasque adotem a representação de ponto-�utuante para os números reais.Em seguida, na Seção 6.3, o SRTF é estendido om regras para a aritmétiaintervalar desrita na Seção 5.2. O sistema resultante, hamado SRTI, é propostoomo a onepção iniial de um modelo formal para a omputação intervalar,que venha a ser orreto e ótimo, de aordo om o que foi disutido na Seção 5.3,a �m de prover uma semântia operaional para sistemas que façam uso da abor-dagem intervalar omo estratégia para representação omputaional dos númerosreais.Dado que um sistema de reesrita de termos onstitui um sistema Post (veja[BL74℄), espera-se também onstruir uma base para o desenvolvimento de ummodelo de omputabilidade para os números reais, tanto para a abordagem deponto-�utuante omo para a abordagem intervalar.



6. Delineando um Modelo para a Computação Intervalar 766.2 SRTFNesta seção são forneidas as regras do Sistema de Reesrita de Termos paraPonto-�utuante (SRTF). Operações envolvendo dígitos, inteiros (listas de dígi-tos) e pontos-�utuantes (listas de dígitos de tamanho �xo onatenadas) sãoindexadas por �D�, �Z� e �F�, respetivamente. O onstrutor de lista �:�, bemomo a aritmétia sobre inteiros, foram fortemente inspiradas em [Ken95℄. Algu-mas equações foram simpli�adas em relação ao sistema de Kennaway [Ken95℄,já que, aqui, a independênia de base não é um requisito; outra diferença quemeree ser ressaltada está no "sentido" de onstrução dos termos: as listas noSRTF são onstruídas da direita para esquerda (dígitos à esquerda são mais signi-�antes que dígitos à direita), a �m de modelar listas om zeros extras à esquerda.Pontos-�utuantes são de�nidos pelo onstrutor �;�, o qual onatena o dígitode sinal, a lista do expoente e a lista da fração. Respeitando o Padrão IEEE754, o bit implíito e o ponto implíito do signi�ante não são representados.Por questões de legibilidade, será onvenionada a preisão da Figura 6.1, mas oSRTF pode ser adaptado, sem restrição alguma, para qualquer formato desritona Seção 5.1.2, visto que as equações para aritmétia foram implementadas omindependênia de preisão.sinal[1℄ expoente[3℄ fração[5℄Figura 6.1: Preisão Convenionada � 9 bitsA Seção 6.2.1 fornee a interpretação dos onstrutores. As seções 6.2.2, 6.2.3e 6.2.4 apresentam as operações aritmétias de adição, subtração e multipliação,respetivamente, para dígitos, inteiros e pontos-�utuantes. No aso da aritmétiade ponto-�utuante, a grande quantidade de regras está relaionada à diversidadede onstrutores, e às peuliaridades das operações envolvendo valores espeiais(NaN's, in�nito, números desnormalizados et.), obrigando, muitas vezes, quedeterminadas operações sejam avaliadas aso a aso, para ada onstrutor, omoé o aso, por exemplo, da função de omparação cmp, de�nida na Seção 6.2.5.As onstantes na Tabela 6.1 designam inteiros (listas) espeiais que devem serinformadas ao sistema, onforme a preisão desejada, neste aso, três bits parao expoente e ino para a fração, onforme a Figura 6.1. Por ausa da polariza-ção do expoente (veja De�nição 5.1.2), o sistema deve tratar de forma espeialo expoente e_esp, o qual é interpretado omo 1 − bias, e, portanto, é semanti-amente equivalente ao expoente desnormalizado e_min, o qual é interpretadoomo −bias + 1. A onstante f_zero, por sua vez, representa uma lista de zerosestourando a preisão adotada.



6. Delineando um Modelo para a Computação Intervalar 77Nome Valor Desrição
e_size (END : 1) : 1 Bits para o expoente.
f_size ((END : 1) : 0) : 1 Bits para a fração.
e_min ((END : 0) : 0) : 0 Expoente mínimo.
e_max ((END : 1) : 1) : 1 Expoente máximo.
e_esp ((END : 0) : 0) : 1 Expoente espeial.
f_min ((((END : 0) : 0) : 0) : 0) : 0 Fração mínima.
f_max ((((END : 1) : 1) : 1) : 1) : 1 Fração máxima.
f_zero (((((END : 0) : 0) : 0) : 0) : 0) : 0 Lista de zeros.Tabela 6.1: Constantes dependentes de preisãoÉ importante observar que o uso de tais onstantes não deve ser visto omouma limitação do sistema. O próprio Padrão IEEE 754 prevê o uso de parâmetrospara seleção de formato (preisão). Além das onstantes, usam-se as variáveis delista �e_any� e �f_any� omo abreviações para expoentes arbitrários da forma�((END : e0) : e1) : e2� e frações arbitrárias �((((END : f0) : f1) : f2) : f3) : f4�,respetivamente, onde ei e fi são variáveis de dígito.6.2.1 Construtores6.2.1.1 Dígitos

‖0‖ = 0
‖1‖ = 1
‖10‖ = 2Deve-se notar que adoção do dígito extra �10� onstitui uma mera onveniêniaténia adotada por [Ken95℄, visando simpli�ar a manipulação do "vai um" emresultados intermediários de operações aritmétias de adição.6.2.1.2 InteirosSejam d e l variáveis de dígito e lista de dígitos, respetivamente./* Inteiro Positivo */

‖l : d‖ = ‖d‖+ 2× ‖l‖/* Inteiro Negativo */
‖MINUS(l)‖ = −‖l‖/* Fim de Lista */

‖END‖ = 0



6. Delineando um Modelo para a Computação Intervalar 786.2.1.3 Pontos-�utuantesSejam s ∈ {0, 1}, f_any = ((((END : f0) : f1) : f2) : f3) : f4, onde fi ∈ {0, 1},e e_any = ((END : e0) : e1) : e2, onde ei ∈ {0, 1}. Os onstrutores de pontos-�utuantes, a seguir, re�etem o esquema apresentado na Tabela 5.1./* Zero */
‖s; e_min; f_min‖ = 0/* Número Desnormalizado */

‖s; e_min; f_any‖ = (−1)‖s‖ × (0 + ‖f_any‖ × 2−f_size) ×2−bias+1,se (f_any 6= f_min)/* Número Normalizado */
‖s; e_any; f_any‖ = (−1)‖s‖ × (1 + ‖f_any‖ × 2−f_size) ×2‖e_any‖−bias,se (f_any 6= f_min) e (f_any 6= f_max)/* In�nito */

‖s; e_max; f_min‖ = (−1)‖s‖ ×∞/* Signalling NaN: �inválido� */
‖s; e_max; f_any‖ = SNaN ,se (f0 = 0) e (f_any 6= f_min)/* Quiet NaN: �indeterminado� */
‖s; e_max; f_any‖ = QNaNse (f0 = 1)6.2.2 Adição6.2.2.1 DígitosA adição de dígitos (+D) é de�nida apenas para os dígitos �0� e �1�, já que odígito extra �10� é usado apenas omo resultado intermediário e jamais apareeomo operando de +D, omo será visto nas regras subseqüentes (analogamente, odígito �10� não será onsiderado para os asos da subtração e da multipliação)./* Adição de dígitos */

0 +D 0 → 0
0 +D 1 → 1
1 +D 0 → 1
1 +D 1 → 10

‖t +D t′‖ = ‖t‖+ ‖t′‖



6. Delineando um Modelo para a Computação Intervalar 796.2.2.2 InteirosSeguem as regras para adição de inteiros, algumas das quais fazem uso do símbolofunional −Z que será apresentado na Seção 6.2.3./* Inremento de inteiros não-negativos */
inc(END) → END : 1

inc(x : 0) → x : 1
inc(x : 1) → inc(x) : 0

‖inc(t)‖ = ‖t‖+ 1/* Normalização de inteiros: remove o dígito impróprio �10� */
normaddZ(x, 0) → x : 0
normaddZ(x, 1) → x : 1

normaddZ(x, 10) → inc(x) : 0

‖normaddZ(t, t′)‖ = ‖t′‖+ 2× ‖t‖/* Adição de inteiros */
END +Z END → END

END +Z (x′ : y′) → x′ : y′

END +Z MINUS(y′) → MINUS(y′)
(x : y) +Z END → x : y

(x : y) +Z (x′ : y′) → normaddZ(x +Z x′, y +D y′)
(x : y) +Z MINUS(y′) → (x : y)−Z y′

MINUS(x) +Z END → MINUS(x)
MINUS(x) +Z (x′ : y′) → (x′ : y′)−Z x

MINUS(x) +Z MINUS(y′) → MINUS(x +Z y′)

‖t +Z t′‖ = ‖t‖+ ‖t′‖6.2.2.3 Pontos-�utuantesAlguns problemas surgem quando se formaliza aritmétia sobre pontos-�utuantesPadrão IEEE 754. O primeiro deles onsiste em representar sintatiamente odígito implíito, não apturado pelos onstrutores, mas neessário para as opera-ções. Para isto, são forneidas as regras put e cut./* Inlui o bit implíito */
put(END) → END : 1
put(x : y) → put(x) : y

‖put(t)‖ = ‖t‖+ ‖1‖ × 2‖length(t)‖
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cut(END : y) → END

cut((w : x) : y) → cut(w : x) : y

‖cut(t)‖ = ‖t‖ − ‖1‖ × 2‖length(t)‖−1Quando se realiza adição e subtração de pontos-�utuantes, deve-se igualar osexpoentes. A �m de minimizar erros de arredondamento, o menor expoente éinrementado ao maior, e nuna o ontrário. Sintatiamente, os expoentes sãoinrementados pela função rshift./* Inrementa expoente:a fração é desloada, trunando-se os bits à direita(arredondamento para 0!) */
rshift(x, e_min) → x

rshift(x : y, z) → rshift(x, z −Z (END : 1))

‖rshift(t, t′)‖ = ‖t‖ × 21−‖t′‖A função symm é usada para se obter o termo do ponto-�utuante simétrio./* ...alterna sinal */
symm(0; x; y) → 1; x; y
symm(1; x; y) → 0; x; y

‖symm(t)‖ = −‖t‖A função seguinte gera uma lista, informando o tamanho da lista de entrada./* ...alula tamanho */
length(END) → END : 0

length(x : y) → (END : 1) +Z length(x)
length(MINUS(x)) → length(x)Durante a omputação, as máquinas preisam mapear expressões de pontos-�utuantes em objetos1 que não são, neessariamente, pontos-�utuantes PadrãoIEEE 754. Em seguida, tais objetos devem ser formatados onforme a preisãoseleionada. No SRTF, os resultados intermediários das operações aritmétias deadição, subtração e multipliação são formatados através das funções normaddF,

normsubF e normmultF, respetivamente.A função normaddF é de�nida em quatro asos, dependendo do valor do ex-poente e do tamanho da fração do resultado:1Resultados de operações unárias ou binárias, referidos no Padrão IEEE 754 omo "destinos".



6. Delineando um Modelo para a Computação Intervalar 81/* ...em aso de expoente normalizado */
normaddF(s; x; y) →

s; x +Z (length(y)−Z f_size); rshift(y, length(y)−Z f_size),se (x 6= e_min) e ((x +Z (length(y)−Z f_size)) ≤ e_max)Nota: A diferença length(y)−Z f_size india o quanto a fração y estourou apreisão. Sendo x um expoente normalizado (x 6= e_min), aplia-se rshift em
y, omo se o ponto implíito do signi�ante fosse desloado para a esquerda. Oexpoente é proporionalmente aumentado./* ...em aso de expoente desnormalizado */

normaddF(s; e_min; y) → s; e_min; y,se (length(y) = f_size)Nota: Se a fração y não estourou a preisão, não há nada a fazer, e o ponto-�utuante permanee desnormalizado (expoente e_min)./* ...em aso de preisar normalizar o expoente */
normaddF(s; e_min; y) → s; e_esp; cut(y),se (length(y) > f_size)Nota: Se a fração y estourou a preisão, signi�a que o resultado da soma foium número normalizado. Ao invés de apliar rshift em y, neste aso, deve-seapenas extrair o bit implíito om cut. O expoente, que era e_min, passa entãoa ser e_esp. /* ...em aso de over�ow : gera QNaN */
normaddF(s; x; y) → s; e_max; f_max,se (x +Z (length(y)−Z f_size)) > e_maxNota: s; e_max; f_max é um NaN reservado do SRTF.As regras a seguir desrevem a adição de pontos-�utuantes, omeçando pelosasos triviais: /* Zero Pos + Qualquer Pos = Qualquer Pos */

0; e_min; f_min +F 0; e′_any; f ′_any → 0; e′_any; f ′_any/* NaN Pos + Qualquer Pos = NaN Pos */
0; e_max; f_any +F 0; e′_any; f ′_any → 0; e_max; f_any,se (f_any 6= f_min)
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0; e_max; f_min +F 0; e′_any; f ′_any → 0; e_max; f_min,se (e′_any 6= e_max)/* In�nito Pos + In�nito Pos = In�nito Pos */
0; e_max; f_min +F 0; e_max; f_min → 0; e_max; f_min/* In�nito Pos + NaN Pos = NaN Pos */
0; e_max; f_min +F 0; e_max; f ′_any → 0; e_max; f ′_any,se (f ′_any 6= f_min)/* Núm Pos + Zero Pos = Núm Pos */
0; e_any; f_any +F 0; e_min; f_min → 0; e_any; f_any,se (e_any 6= e_max)/* Núm Pos + In�nito Pos = In�nito Pos */
0; e_any; f_any +F 0; e_max; f_min → 0; e_max; f_min,se (e_any 6= e_max)/* Núm Pos + NaN Pos = NaN Pos */
0; e_any; f_any +F 0; e_max; f ′_any → 0; e_max; f ′_any,se (e_any 6= e_max) e (f ′_any 6= f_min)Casos não-triviais da adição de pontos-�utuantes:/* Núm Pos Norm + Núm Pos Norm: e ≥ e′ */

0; e_any; f_any +F 0; e′_any; f ′_any →
normaddF(0; e_any; cut(put(f_any)+Zrshift(put(f ′_any), e_any−Ze′_any)),se (e_any 6= e_min) e (e_any 6= e_max) e (e′_any 6= e_min) e

(e′_any 6= e_max) e (e_any ≥ e′_any)Nota: Cada bit implíito é onatenado à sua respetiva fração, através de put.O maior expoente (no aso, e_any) é tomado omo o expoente da soma e aplia-se rshift em f ′_any para igualar os expoentes. Por �m, a função cut é usadapara extrair o bit implíito do resultado. A próxima regra é análoga./* Núm Pos Norm + Núm Pos Norm: e < e′ */
0; e_any; f_any +F 0; e′_any; f ′_any →

normaddF(0; e′_any; cut(rshift(put(f ′_any),
e′_any −Z e_any) +Z put(f_any))),se (e_any 6= e_min) e (e_any 6= e_max) e (e′_any 6= e_min) e

(e′_any 6= e_max) e (e_any < e′_any)
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0; e_any; f_any +F 0; e_min; f ′_any →

normaddF(0; e_any; cut(put(f_any) +Z f ′_any))),se (e_any 6= e_min) e (e_any 6= e_max) e (f ′_any 6= f_min) e
(e_any = e_esp)Nota: Se e_any é o expoente espeial e_esp e o outro expoente é e_min, osistema não deve tentar igualar os expoentes, pois eles são semantiamente osmesmos. A diferença está no bit implíito: 1, no aso de e_esp; e 0, no aso de

e_min. Por isso não se aplia put em f ′_any./* Núm Pos Norm + Núm Pos Desnorm: e > e_esp */
0; e_any; f_any +F 0; e_min; f ′_any →

normaddF(0; e_any; cut(put(f_any) +Z rshift(f ′_any, e_any −Z e_esp)),se (e_any 6= e_min) e (e_any 6= e_max) e (f ′_any 6= f_min) e
(e_any > e_esp)Nota: Agora, o sistema deve igualar os expoentes, mas a diferença entre osexpoentes não é dada por e_any −Z e_min, mas sim por e_any −Z e_esp,onsiderando que o bit implíito de f ′_any é 0, e não 1./* Núm Pos Desnorm + Núm Pos Norm: */

0; e_min; f_any +F 0; e′_any; f ′_any →
0; e′_any; f ′_any +F 0; e_min; f_any,se (f_any 6= f_min) e (e′_any 6= e_min) e (e′_any 6= e_max)Nota: Esta regra fornee ontra-partida para as duas regras anteriores./* Núm Pos Desnorm + Núm Pos Desnorm: */

0; e_min; f_any +F 0; e_min; f ′_any →
normaddF(0; e_min; f_any +Z f ′_any),se (f_any 6= f_min) e (f ′_any 6= f_min)Nota: Quando ambos os pontos-�utuantes são desnormalizados, basta somaras frações.A �m de evitar regras redundantes e passos de reesrita ílios, a adiçãoenvolvendo operandos om sinais diferentes é mapeada na subtração orrespon-dente:
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0; e_any; f_any +F 1; e′_any; f ′_any → 0; e_any; f_any−F 0; e′_any; f ′_any/* Negativo + Positivo */
1; e_any; f_any +F 0; e′_any; f ′_any → 0; e′_any; f ′_any−F 0; e_any; f_anyA soma de dois operandos negativos quaisquer é mapeada na soma dos res-petivos simétrios (positivos) e, em seguida, troa-se o sinal do resultado:/* Negativo + Negativo */

1; e_any; f_any +F 1; e′_any; f ′_any →
symm(0; e_any; f_any +F 0; e′_any; f ′_any)6.2.3 Subtração6.2.3.1 Dígitos /* Subtração de dígitos */

0−D 0 → 0
0−D 1 → MINUS(1)

1−D 0 → 1
1−D 1 → 0

‖t−D t′‖ = ‖t‖ − ‖t′‖6.2.3.2 Inteiros /* Deremento de inteiros positivos */
dec(x : 1) → x : 0

dec(x : 0) → dec(x) : 1

‖dec(t)‖ = ‖t‖ − 1/* Normalização de inteiros: remove dígitos negativos de listas */
normsubZ(END, 0) → END

normsubZ(END, 1) → END : 1
normsubZ(END, MINUS(1)) → MINUS(END : 1)

normsubZ(x : y, 0) → (x : y) : 0
normsubZ(x : y, 1) → (x : y) : 1

normsubZ(x : y, MINUS(1)) → dec(x : y) : 1
normsubZ(MINUS(x), 0) → MINUS(x : 0)

normsubZ(MINUS(x), 1) → MINUS(dec(x) : 1)
normsubZ(MINUS(x), MINUS(1)) → MINUS(x : 1)
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‖normsubZ(t, t′)‖ = ‖t′‖+ 2× ‖t‖/* Subtração de inteiros */

END −Z END → END
END −Z (x : y) → MINUS(x : y)

END −Z MINUS(y′) → y′

(x : y)−Z END → (x : y)
(x : y)−Z (x′ : y′) → normsubZ(x−Z x′, y −D y′)

(x : y)−Z MINUS(y′) → (x : y) +Z y′

MINUS(x) −Z END → MINUS(x)
MINUS(x) −Z (x′ : y′) → MINUS(x +Z (x′ : y′))

MINUS(x) −Z MINUS(y′) → y′ −Z x

‖t−Z t′‖ = ‖t‖ − ‖t′‖6.2.3.3 Pontos-�utuantesA subtração é um pouo mais omplexa do que a adição. Ao invés de trunarfrações largas demais e inrementar seus respetivos expoentes, o sistema devetratar as frações om zeros extras à esquerda. A presença de zeros extras à es-querda em operações é onseqüênia das alterações feitas no sistema de Kennaway.Isto não afeta a terminação, porque o SRTF sempre lida om listas (inteiros) detamanho �xo.Visto que a subtração de duas listas dadas resulta em uma lista de mesmotamanho, possivelmente om zeros extras à esquerda, tudo que se tem a fazer é"mover" da esquerda para a direita os zeros extras nas frações, e derementar osrespetivos expoentes.As regras abaixo desrevem funções para derementar expoentes:/* ...alula soma de dígitos */
digsum(END) → 0

digsum(x : 0) → digsum(x)
digsum(x : 1) → 1 + digsum(x)

‖digsum((...((d0 : d1) : d2) : ...) : dn)‖ = ‖d0‖+ ‖d1‖+ ‖d2‖+ ... + ‖dn‖/* ...lshift truna todos os 0's à esquerda; para isto, aplia-se digsumem z para informar a quantidade esperada de 1's. */
lshift(x : y, 0) → END

lshift(x : 0, z) → lshift(x, z) : 0
lshift(x : 1, z) → lshift(x, z −Z (END : 1)) : 1



6. Delineando um Modelo para a Computação Intervalar 86/* ...fit truna exatamente a quantidade informada de 0's. */
fit(x : y, f_size) → END

fit(x : y, z) → fit(x, z +Z (END : 1)) : y,se (z < f_size)A regras a seguir desrevem funções auxiliares para normalização de fração./* ...leading onta os 0's à esquerda removidos por lshift. */
leading(x : y) → length(x : y)−Z length(lshift(x : y, digsum(x : y)))/* ...e rpad ompleta o lado direito om aqueles 0's. */

rpad(x : y, 0) → x : y
rpad(x : y, z) → rpad((x : y) : 0, z −Z (END : 1))A função normsubF é de�nida em ino asos:/* ...em aso de expoente normalizado */

normsubF(s; w : x; y : z)→ s; (w : x)−Z leading(y : z);
rpad(cut(lshift(y : z, digsum(y : z))), leading(y : z)),se ((w : x) 6= e_min) e (((w : x)−Z leading(y : z)) ≥ e_esp)Nota: Os 0's à esquerda da fração y : z são removidos por lshift, que vaireonstruindo a lista até enontrar o último dígito 1, o qual é indiado por digsum.A remoção dos 0's à esquerda permite desloar o ponto implíito do signi�antepara a direita, até hegar no bit implíito, o qual é extraído, em seguida, por cut.A quantidade de 0's removidos é guardada em leading, ujo valor de retorno éapliado em rpad para ompletar a fração om 0's à direita. O valor de leadingtambém é usado para diminuir o expoente w : x./* ...em aso de preisar desnormalizar o expoente */

normsubF(s; w : x; y : z) → s; e_min;
rpad(fit(cut(y : z), (w : x)−Z e_esp), (w : x)−Z e_esp),se ((w : x) 6= e_min) e (((w : x)−Z leading(y : z)) < e_esp)Nota: Ao ontrário da adição, em que a soma de dois pontos-�utuantes desnor-malizados poderia resultar em um ponto-�utuante normalizado, aqui a diferençaentre dois pontos-�utuantes normalizados pode resultar em um ponto-�utuantedesnormalizado. Isto oorre quando a diferença (w : x)−Z leading(y : z) é menordo que e_esp. A apliação de fit, em lugar de lshift, assegura que o pontoimplíito do signi�ante vai ser desloado para a direita somente até que o ex-poente alane e_esp (lembrando que e_min é apenas uma onvenção sintátia,pois semantiamente o número desnormalizado possui expoente e_esp, om bitimplíito 0). O uso de lshift, aqui, resultaria em uma lista do tipo MINUS(x)para o expoente, ferindo o onstrutor �;� e o Padrão IEEE 754.



6. Delineando um Modelo para a Computação Intervalar 87/* ...em aso de dar zero */
normsubF(s; w : x; f_zero) → s; e_min; cut(f_zero),se (w : x) 6= e_minNota: O uso de f_zero, no lugar de f_min se faz neessário porque a ope-ração −F, no aso de pontos-�utuantes om expoentes normalizados, passa para

normsubF a fração om o bit implíito onatenado. O bit implíito é removido,aqui, por cut. /* ...em aso de expoente desnormalizado */
normsubF(s; e_min; y : z) → s; e_min; y : zNota: Neste aso, o bit implíito não é introduzido por −F./* ...em aso de fração negativa */

normsubF(s; w : x; MINUS(z)) → symm(normsubF(s; w : x; z))Nota: Trivialmente, o sinal da fração passa a ser o sinal do ponto-�utuante.Por �m, seguem as regras para subtração de pontos-�utuantes, omeçandopelos asos triviais:/* Zero Pos - Qualquer Pos = Qualquer Neg */
0; e_min; f_min−F 0; e′_any; f ′_any → 1; e′_any; f ′_any/* NaN Pos - Qualquer Pos = NaN Pos */
0; e_max; f_any −F 0; e′_any; f ′_any → 0; e_max; f_any,se (f_any 6= f_min)/* In�nito Pos - Núm Pos = In�nito Pos */
0; e_max; f_min−F 0; e′_any; f ′_any → 0; e_max; f_min,se (e′_any 6= e_max)/* In�nito Pos - In�nito Pos = QNaN Pos */
0; e_max; f_min−F 0; e_max; f_min) → 0; e_max; f_max/* In�nito Pos - NaN Pos = NaN Pos */
0; e_max; f_min−F 0; e_max; f ′_any → 0; e_max; f ′_any,se (f ′_any 6= f_min)
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0; e_any; f_any −F 0; e_min; f_min → 0; e_any; f_any,se (e_any 6= e_max)/* Núm Pos - In�nito Pos = In�nito Neg */
0; e_any; f_any −F 0; e_max; f_min → 1; e_max; f_min,se (e_any 6= e_max)/* Núm Pos - NaN Pos = NaN Neg */
0; e_any; f_any −F 0; e_max; f ′_any → 1; e_max; f ′_any,se (e_any 6= e_max) e (f ′_any 6= f_min)Casos não-triviais da subtração de pontos-�utuantes:/* Núm Pos Norm - Núm Pos Norm: e ≥ e′ */

0; e_any; f_any −F 0; e′_any; f ′_any →
normsubF(0; e_any; put(f_any)−Z rshift(put(f ′_any), e_any −Z e′_any)),se (e_any 6= e_min) e (e_any 6= e_max) e (e′_any 6= e_min) e

(e′_any 6= e_max) e (e_any ≥ e′_any)Nota: Assim omo na adição, ada bit implíito é onatenado à sua respetivafração, através de put. O maior expoente (no aso, e_any) é tomado omo oexpoente da diferença e aplia-se rshift em f ′_any para igualar os expoentes.A próxima regra é análoga./* Núm Pos Norm - Núm Pos Norm: e < e′ */
0; e_any; f_any −F 0; e′_any; f ′_any →

normsubF(0; e′_any; rshift(put(f_any), e′_any −Z e_any)−Z put(f ′_any)),se (e_any 6= e_min) e (e_any 6= e_max) e (e′_any 6= e_min) e
(e′_any 6= e_max) e (e_any < e′_any)/* Núm Pos Norm - Núm Pos Desnorm e = e_esp */
0; e_any; f_any −F 0; e_min; f ′_any →

normsubF(0; e_any; put(f_any)−Z f ′_any),se (e_any 6= e_min) e (e_any 6= e_max) e (f ′_any 6= f_min) e
(e_any = e_esp)Nota: Também omo na adição, se e_any é o expoente espeial e_esp e ooutro expoente é e_min, o sistema não deve tentar igualar os expoentes, poiseles são semantiamente os mesmos. A diferença está no bit implíito: 1, no asode e_esp; e 0, no aso de e_min.



6. Delineando um Modelo para a Computação Intervalar 89/* Núm Pos Norm - Núm Pos Desnorm e > e_esp */
0; e_any; f_any −F 0; e_min; f ′_any →

normsubF(0; e_any; put(f_any)−Z rshift(f ′_any, e_any −Z e_esp)),se (e_any 6= e_min) e (e_any 6= e_max) e (f ′_any 6= f_min) e
(e_any > e_esp)Nota: Aqui, o sistema deve igualar os expoentes, mas a diferença entre os ex-poentes não é dada por e_any −Z e_min, mas sim por e_any −Z e_esp, on-siderando que o bit implíito de f ′_any é 0, e não 1./* Núm Pos Desnorm - Núm Pos Norm */

0; e_min; f_any −F 0; e′_any; f ′_any →
symm(0; e′_any; f ′_any −F 0; e_min; f_any),se (f_any 6= f_min) e (e′_any 6= e_min) e (e′_any 6= e_max)Nota: Esta regra fornee ontra-partida para as duas anteriores./* Núm Pos Desnorm - Núm Pos Desnorm */

0; e_min; f_any −F 0; e_min; f ′_any →
normsubF(0; e_min; f_any −Z f ′_any),se (f_any 6= f_min) e (f ′_any 6= f_min)Nota: Quando ambos os pontos-�utuantes são desnormalizados, basta subtrairas frações.Novamente, a �m de evitar regras redundantes, a subtração envolvendo operan-dos om sinais diferentes é mapeada na adição orrespondente:/* Positivo - Negativo */

0; e_any; f_any −F 1; e′_any; f ′_any → 0; e_any; f_any +F 0; e′_any; f ′_any/* Negativo - Positivo */
1; e_any; f_any −F 0; e′_any; f ′_any →

symm(0; e′_any; f ′_any +F 0; e_any; f_any)A diferença de dois operandos negativos quaisquer, por sua vez, é mapeadana diferença dos respetivos simétrios (positivos):/* Negativo - Negativo */
1; e_any; f_any −F 1; e′_any; f ′_any → 0; e′_any; f ′_any−F 0; e_any; f_any



6. Delineando um Modelo para a Computação Intervalar 906.2.4 Multipliação6.2.4.1 Dígitos /* Multipliação de dígitos */
0×D 0 → END
0×D 1 → END
1×D 0 → END

1×D 1 → END : 1

‖t×D t′‖ = ‖t‖ × ‖t′‖6.2.4.2 Inteiros /* Multipliação por 2 */
timestwo(END) → END

timestwo(x : y) → (x : y) : 0
timestwo(MINUS(x)) → MINUS(timestwo(x))

‖timestwo(t)‖ = 2× ‖t‖/* Multipliação de inteiros */
END ×Z END → END
END ×Z (x′ : y′) → END

END ×Z MINUS(y′) → END
(x : y)×Z END → END

(x : y)×Z (x′ : y′) → (y ×D y′)+Z

timestwo(((END : y)×Z x′) + (x×Z (END : y′)))+Z

timestwo(timestwo(x ×Z x′))

(x : y)×Z MINUS(y′) → MINUS((x : y)×Z y′)
MINUS(x) ×Z END → END

MINUS(x) ×Z (x′ : y′) → MINUS(x ×Z (x′ : y′))
MINUS(x) ×Z MINUS(y′) → x×Z y′

‖t×Z t′‖ = ‖t‖ × ‖t′‖6.2.4.3 Pontos-�utuantesA multipliação é a mais simples das operações. Basiamente, a máquina devemultipliar os signi�antes, somar os expoentes e normalizar o resultado.A regra a seguir desreve uma função auxiliar para normalização de fração:



6. Delineando um Modelo para a Computação Intervalar 91/* lpad ompleta om 0's o lado esquerdo de uma lista,para que a mesma �que do tamanho de f_size */
lpad(x) → x +Z f_minNota: O artifíio de somar x e f_min é possível, porque a adição de listaspreserva os 0's à esquerda.A função normmultF é de�nida em apenas três asos:/* ...em aso de expoente normalizado */

normmultF(s; x; y) → s; x +Z length(y);
rshift(y, length(y)−Z f_size),se ((x +Z length(y)) ≥ e_esp) e ((x +Z length(y)) ≤ e_max)Nota: A operação de multipliação (×F) onatena o bit implíito e a fração deada fator, e efetua o produto das listas (inteiros), omo se o ponto implíito fossedesloado totalmente para a direita da parte fraionária do signi�ante. Aqui, oponto implíito é desloado de volta para o lado esquerdo da fração. Para isso,o expoente deve ser aumentado de length(y). A diferença length(y) −Z f_sizeindia o estouro de preisão, e a função rshift é apliada para formatar a fração./* ...em aso de preisar desnormalizar o expoente */
normmultF(s; x; y) → s; e_min;

lpad(rshift(y, (length(y)−Z f_size) +Z (e_esp−Z x))),se ((x +Z length(y)) < e_esp) e ((x +Z length(y)) ≤ e_max)Nota: Se a soma x +Z length(y) é menor do que e_esp, signi�a que o resul-tado não pode ser expresso omo um ponto-�utuante normalizado. Desta forma,
rshift será apliada na fração não apenas para remover os dígitos além da preisão(length(y)−Zf_size), mas também para desnormalizar o expoente (e_esp−Z x).A função lpad assegura que, no �nal, a fração não terá dígitos aquém da preisão./* ...em aso de over�ow : gera QNaN */

normmultF(s; x; y) → s; e_max; f_max,se ((x +Z length(y)) > e_max)Nota: s; e_max; f_max é um NaN reservado do SRTF.Seguem agora as regras para multipliação de pontos-�utuantes, omeçandopelas triviais:
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0; e_min; f_min×F 0; e′_any; f ′_any → 0; e_min; f_min,se (e′_any 6= e_min)/* Zero Pos × In�nito Pos = Zero Pos */
0; e_min; f_min×F 0; e_max; f_min) → 0; e_min; f_min/* Zero Pos × NaN Pos = NaN Pos */
0; e_min; f_min×F 0; e_max; f ′_any → 0; e_max; f ′_any,se (f ′_any 6= f_min)/* NaN Pos × Qualquer Pos = NaN Pos */
0; e_max; f_any ×F 0; e′_any; f ′_any → 0; e_max; f_any,se (f_any 6= f_min)/* In�nito Pos × Zero Pos = Zero Pos */
0; e_max; f_min×F 0; e_min; f_min → 0; e_min; f_min/* In�nito Pos × Núm Pos = In�nito Pos */
0; e_max; f_min×F 0; e′_any; f ′_any → 0; e_max; f_min,se (e′_any 6= e_max) e (f ′_any 6= f_min)/* In�nito Pos × In�nito Pos = In�nito Pos */
0; e_max; f_min×F 0; e_max; f_min) → 0; e_max; f_min/* In�nito Pos × NaN Pos = NaN Pos*/
0; e_max; f_min×F 0; e_max; f ′_any → 0; e_max; f ′_any,se (f ′_any 6= f_min)/* Núm Pos × Zero Pos = Zero Pos */
0; e_any; f_any ×F 0; e_min; f_min → 0; e_min; f_min,se (e_any 6= e_max)/* Núm Pos × In�nito Pos = In�nito Pos */
0; e_any; f_any ×F 0; e_max; f_min → 0; e_max; f_min,se (e_any 6= e_max)/* Núm Pos × NaN Pos = NaN Pos */
0; e_any; f_any ×F 0; e_max; f ′_any → 0; e_max; f ′_any,se (e_any 6= e_max) e (f ′_any 6= f_min)Casos não-triviais da multipliação de pontos-�utuantes:/* Núm Pos Norm × Núm Pos Norm: */

0; e_any; f_any ×F 0; e′_any; f ′_any →
normmultF(0; (e_any −Z f_size) +Z (e′_any −Z f_size);

cut(put(f_any)×Z put(f ′_any))),se (e_any 6= e_min) e (e_any 6= e_max) e (e′_any 6= e_min) e
(e′_any 6= e_max)



6. Delineando um Modelo para a Computação Intervalar 93Nota: Conforme foi menionado anteriormente, o bit implíito e a fração deada fator são onatenados, e efetua-se o produto das listas (inteiros), omo seo ponto implíito fosse desloado totalmente para a direita da parte fraionáriado signi�ante (daí diminuir-se f_size de ada expoente). Em seguida, o bitimplíito é removido do produto./* Núm Pos Norm × Núm Pos Desnorm: */
0; e_any; f_any ×F 0; e_min; f ′_any →

normmultF(0; (e_any−Zf_size)+Z (e_esp−Zf_size); put(f_any)×Zf ′_any),se (e_any 6= e_min) e (e_any 6= e_max) e (f ′_any 6= f_min)Nota: Quando um dos fatores é um ponto-�utuante desnormalizado, o bit im-plíito (no aso, 0) não preisa ser onatenado à fração, e assume-se que o ex-poente é e_esp, já que e_min, omo já foi omentado, é uma mera onvençãosintátia. Isto oorre, de forma análoga, nas duas regras a seguir./* Núm Pos Desnorm × Núm Pos Norm: */
0; e_min; f_any ×F 0; e′_any; f ′_any →

normmultF(0; (e_esp−Zf_size)+Z(e′_any−Zf_size); f_any×Zput(f ′_any)),se (f_any 6= f_min) e (e′_any 6= e_min) e (e′_any 6= e_max)/* Núm Pos Desnorm × Núm Pos Desnorm: */
0; e_min; f_any ×F 0; e_min; f ′_any →

normmultF(0; (e_esp−Z f_size) +Z (e_esp−Z f_size); f_any ×Z f ′_any),se (f_any 6= f_min) e (f ′_any 6= f_min)A multipliação envolvendo um ou mais operandos negativos é mapeada namultipliação dos respetivos módulos dos operandos e a função symm é usadapara ajustar o sinal do produto, se neessário./* Positivo × Negativo */
0; e_any; f_any ×F 1; e′_any; f ′_any →

symm(0; e_any; f_any ×F 0; e′_any; f ′_any)/* Negativo × Positivo */
1; e_any; f_any ×F 0; e′_any; f ′_any →

symm(0; e_any; f_any ×F 0; e′_any; f ′_any)/* Negativo × Negativo */
1; e_any; f_any ×F 1; e′_any; f ′_any →
0; e_any; f_any ×F 0; e′_any; f ′_any)



6. Delineando um Modelo para a Computação Intervalar 946.2.5 Função de omparaçãoÉ possível de�nir-se uma erta ordem �≤� sobre o onjunto F. O próprio PadrãoIEEE 754 prevê a implementação de uma função de omparação entre os pontos-�utuantes (veja [IEE85℄ pg 8). Esta função induz, informalmente, a seguinteordenação entre os pontos-�utuantes:
−∞ ≤ reais negativos ≤ −0 = +0 ≤ reais positivos ≤ +∞,onde "reais negativos" e "reais positivos" devem ser entendidos omo os pontos-�utuantes ujos valores numérios são reais negativos e reais positivos, respeti-vamente, em ordem resente.Nota: O Padrão IEEE 754 estabelee que os NaN's não são omparáveis, ouseja, apenas os elementos de F são relaionados segundo �≤�.A função cmp, forneida nesta seção, expressa a ordem entre pontos-�utuantesinformalmente desrita aima, e será usada posteriormente para identi�ar o mí-nimo de dois pontos-�utuantes dados, na onstrução de intervalos Padrão IEEE754. Uma restrição se faz neessária, em relação ao padrão: O par (−0, +0) éremovido da relação ≤, em onformidade om a De�nição 5.3.2, resultando narelação
−∞ ≤ reais negativos ≤ +0 ≤ −0 ≤ reais positivos ≤ +∞.Seguem as regras da função cmp, a qual reebe dois pontos-�utuantes f e f ′omo parâmetros e retorna:

• 0, se f ≤ f ′;
• 1, se f ≥ f ′;
• 2, se f ⊲⊳ f ′, i.e. f e f ′ são inomparáveis./* Zero Pos ≤ Zero */

cmp(0; e_min; f_min, s′; e_min; f_min) → 0/* Zero Neg ≥ Zero */
cmp(1; e_min; f_min, s′; e_min; f_min) → 1/* Zero ≤ In�nito Pos */
cmp(s; e_min; f_min, 0; e_max; f_min) → 0



6. Delineando um Modelo para a Computação Intervalar 95/* Zero ≥ In�nito Neg */
cmp(s; e_min; f_min, 1; e_max; f_min) → 1/* Zero ≤ Não-Zero Pos */
cmp(s; e_min; f_min, 0; e′_any; f ′_any) → 0,se (e′_any 6= e_max) e ((e′_any 6= e_min) ou (f ′_any 6= f_min))/* Zero ≥ Não-Zero Neg */
cmp(s; e_min; f_min, 1; e′_any; f ′_any) → 1,se (e′_any 6= e_max) e ((e′_any 6= e_min) ou (f ′_any 6= f_min))/* Zero ⊲⊳ NaN */
cmp(s; e_min; f_min, s′; e_max; f ′_any) → 2,se (f ′_any 6= f_min)/* NaN ⊲⊳ Qualquer */
cmp(s; e_max; f_any, s′; e′_any; f ′_any) → 2,se (f_any 6= f_min)/* In�nito Pos ≥ Não-NaN */
cmp(0; e_max; f_min, s′; e′_any; f ′_any) → 1,se (e′_any 6= e_max) ou (f ′_any = f_min)/* In�nito Pos ⊲⊳ NaN */
cmp(0; e_max; f_min, s′; e_max; f ′_any) → 2,se (f ′_any 6= f_min)/* In�nito Neg ≤ Não-NaN */
cmp(1; e_max; f_min, s′; e′_any; f ′_any) → 0,se (e′_any 6= e_max) ou (f ′_any = f_min)/* In�nito Neg ⊲⊳ NaN */
cmp(1; e_max; f_min, s′; e_max; f ′_any) → 2,se (f ′_any 6= f_min)/* Não-Zero Neg ≤ Zero */
cmp(1; e_any; f_any, s′; e_min; f_min) → 0,se (e_any 6= e_max) e ((e_any 6= e_min) ou (f_any 6= f_min))/* Não-Zero Pos ≥ Zero */
cmp(0; e_any; f_any, s′; e_min; f_min) → 1,se (e_any 6= e_max) e ((e_any 6= e_min) ou (f_any 6= f_min))
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cmp(s; e_any; f_any, 0; e_max; f_min) → 0,se (e_any 6= e_max) e ((e_any 6= e_min) ou (f_any 6= f_min))/* Não-Zero ≥ In�nito Neg */
cmp(s; e_any; f_any, 1; e_max; f_min) → 1,se (e_any 6= e_max) e ((e_any 6= e_min) ou (f_any 6= f_min))/* Não-Zero ⊲⊳ NaN */
cmp(s; e_any; f_any, s′; e_max; f ′_any) → 2,se (e_any 6= e_max) e ((e_any 6= e_min) ou (f_any 6= f_min)) e

(f ′_any 6= f_min)/* Não-Zero Neg ≤ Não-Zero Pos */
cmp(1; e_any; f_any, 0; e′_any; f ′_any) → 0,se (e_any 6= e_max) e ((e_any 6= e_min) ou (f_any 6= f_min)) e

(e′_any 6= e_max) e ((e′_any 6= e_min) ou (f ′_any 6= f_min))/* Não-Zero Pos ≥ Não-Zero Neg */
cmp(0; e_any; f_any, 1; e′_any; f ′_any) → 1,se (e_any 6= e_max) e ((e_any 6= e_min) ou (f_any 6= f_min)) e

(e′_any 6= e_max) e ((e′_any 6= e_min) ou (f ′_any 6= f_min))/* Não-Zero Pos om Não-Zero Pos: Compara f − f ′ om f ′ − f */
cmp(0; e_any; f_any, 0; e′_any; f ′_any) →
cmp(0; e_any; f_any −F 0; e′_any; f ′_any,

0; e′_any; f ′_any −F 0; e_any; f_any),se (e_any 6= e_max) e ((e_any 6= e_min) ou (f_any 6= f_min)) e
(e′_any 6= e_max) e ((e′_any 6= e_min) ou (f ′_any 6= f_min))/* Não-Zero Neg om Não-Zero Neg: Compara os simétrios */

cmp(1; e_any; f_any, 1; e′_any; f ′_any) →
cmp(0; e′_any; f ′_any), 0; e_any; f_any)se (e_any 6= e_max) e ((e_any 6= e_min) ou (f_any 6= f_min)) e

(e′_any 6= e_max) e ((e′_any 6= e_min) ou (f ′_any 6= f_min))6.3 SRTINesta seção, o SRTF será estendido om regras para a aritmétia intervalar deMoore, apresentada no Capítulo 5. As equações do sistema resultante, hamadoSistema de Reesrita de Termos para Intervalos (SRTI), expressam as fórmulasdo Teorema 5.3.2, desrito na Seção 5.3, om uma restrição: As operações entre



6. Delineando um Modelo para a Computação Intervalar 97extremos de intervalos sempre apliam arredondamento para 0, sejam extremos àesquerda ou à direita, em desaordo om o que foi enuniado no referido teorema,devido a uma limitação do sistema subjaente, omentada anteriormente.O onstrutor intervalar apresentado a seguir re�ete a De�nição 5.3.7, paraintervalo Padrão IEEE 754 estendido, onde os extremos são representados porpontos-�utuantes Padrão IEEE 754, neste aso, os termos de�nidos na seção6.2.1.3. Vale reordar a onvenção de que o −0 não pode apareer omo umextremo esquerdo, e o +0 não pode apareer omo um extremo direito. A ordementre os extremos é heada através da função auxiliar �cmp�, não permitindo aonstrução de intervalos om extremo esquerdo maior que o direito.Para maior legibilidade, serão usadas variáveis simples a, b, c, e d para pontos-�utuantes nos extremos de intervalos; além disso, os seus respetivos bits de sinaisserão refereniados simplesmente omo as, bs, cs e ds.6.3.1 ConstrutorAtravés da função cmp, é possível fazer a distinção entre intervalos e INaN's./* Intervalo Padrão IEEE 754 */
‖〈a, b〉‖ = {x ∈ [−∞, +∞] | ‖a‖ ≤ x ≤ ‖b‖},se (cmp(a, b) = 0)/* NaN Intervalar (INaN) */

‖〈a, b〉‖ = ∅,se (cmp(a, b) = 2)No que segue, as operações aritmétias de adição, subtração e multipliaçãoserão apresentadas, e respetivamente denotadas por +IF, −IF e ×IF. Note-se,entretanto, que apesar desta notação simpli�ada, tais operações estão de�nidassobre o onjunto IF ∪ INAN, de�nido na Seção 5.3.6.3.2 Adição
〈a, b〉+IF 〈c, d〉 → 〈a +F c, b +F d〉6.3.3 Subtração
〈a, b〉 −IF 〈c, d〉 → 〈a−F d, b−F c〉



6. Delineando um Modelo para a Computação Intervalar 986.3.4 Multipliação/* Positivo × Positivo */
〈a, b〉 ×IF 〈c, d〉 → 〈a×F c, b×F d〉,se (as = 0) e (bs = 0) e (cs = 0) e (ds = 0)/* Misto × Positivo */
〈a, b〉 ×IF 〈c, d〉 → 〈a×F d, b×F d〉,se (as = 1) e (bs = 0) e (cs = 0) e (ds = 0)/* Negativo × Positivo */
〈a, b〉 ×IF 〈c, d〉 → 〈a×F d, b×F c〉,se (as = 1) e (bs = 1) e (cs = 0) e (ds = 0)/* Positivo × Misto */
〈a, b〉 ×IF 〈c, d〉 → 〈b×F c, b×F d〉,se (as = 0) e (bs = 0) e (cs = 1) e (ds = 0)Na multipliação de dois intervalos mistos 〈a, b〉 e 〈c, d〉, faz-se neessárioenontrar min(a× d, b× c) e max(b× d, a× c), onforme a Figura 5.3. Como asfunções min e max não estão de�nidas no SRTF, a mesma operação será feita,por asos, através da função cmp:/* Misto × Misto: a× d ≤ b× c, b× d ≥ a× c */
〈a, b〉 ×IF 〈c, d〉 → 〈a×F d, b×F d〉,se (as = 1) e (bs = 0) e (cs = 1) e (ds = 0) e

(cmp(a×F d, b×F c) = 0) e (cmp(b×F d, a×F c) = 1)/* Misto × Misto: a× d ≥ b× c, b× d ≥ a× c */
〈a, b〉 ×IF 〈c, d〉 → 〈b×F c, b×F d〉,se (as = 1) e (bs = 0) e (cs = 1) e (ds = 0) e

(cmp(a×F d, b×F c) = 1) e (cmp(b×F d, a×F c) = 1)/* Misto × Misto: a× d ≤ b× c, b× d ≤ a× c */
〈a, b〉 ×IF 〈c, d〉 → 〈a×F d, a×F c〉,se (as = 1) e (bs = 0) e (cs = 1) e (ds = 0) e

(cmp(a×F d, b×F c) = 0) e (cmp(b×F d, a×F c) = 0)/* Misto × Misto: a× d ≥ b× c, b× d ≤ a× c */
〈a, b〉 ×IF 〈c, d〉 → 〈b×F c, a×F c〉,se (as = 1) e (bs = 0) e (cs = 1) e (ds = 0) e

(cmp(a×F d, b×F c) = 1) e (cmp(b×F d, a×F c) = 0)



6. Delineando um Modelo para a Computação Intervalar 99Nas regras do SRTI apresentadas até aqui, a possível oorrênia de um INaN�ou implíita, pois, em geral, quando operações entre extremos oasionam umNaN, este mesmo NaN será propagado em todas as operações subseqüentes. Apróxima regra, entretanto, requer a sinalização explíita de um INaN (reservadodo SRTI), para o aso em que a função cmp tenha reebido NaN omo um deseus parâmetros: /* Misto × Misto: INaN */
〈a, b〉 ×IF 〈c, d〉 → 〈0; e_max; f_max, 0; e_max; f_max〉,se (as = 1) e (bs = 0) e (cs = 1) e (ds = 0) e((cmp(a×F d, b×F c) = 2) ou (cmp(b×F d, a×F c) = 2))/* Negativo × Misto */

〈a, b〉 ×IF 〈c, d〉 → 〈a×F d, a×F c〉,se (as = 1) e (bs = 1) e (cs = 1) e (ds = 0)/* Positivo × Negativo */
〈a, b〉 ×IF 〈c, d〉 → 〈b×F c, a×F d〉,se (as = 0) e (bs = 0) e (cs = 1) e (ds = 1)/* Misto × Negativo */
〈a, b〉 ×IF 〈c, d〉 → 〈b×F c, a×F c〉,se (as = 1) e (bs = 0) e (cs = 1) e (ds = 1)/* Negativo × Negativo */
〈a, b〉 ×IF 〈c, d〉 → 〈b×F d, a×F c〉,se (as = 1) e (bs = 1) e (cs = 1) e (ds = 1)/* Zero × Qualquer */

〈a, b〉 ×IF 〈c, d〉 → 〈0; e_min; f_min, 1; e_min; f_min〉,se (as = 0) e (bs = 1)/* Qualquer × Zero */
〈a, b〉 ×IF 〈c, d〉 → 〈0; e_min; f_min, 1; e_min; f_min〉,se (cs = 0) e (ds = 1)Neste apítulo, foram apresentados dois sistemas de reesrita de termos ondi-ionais para aritmétia (adição, subtração e multipliação): O primeiro deles,hamado SRTF, é baseado no Padrão IEEE 754, e foi proposto omo modeloformal para a omputação de pontos-�utuantes. Apenas os requisitos esseniaisdo padrão em questão foram implementados. O outro sistema apresentado foi oSRTI, que, por sua vez, visa delinear a base para a formulação de um modeloformal para a omputação intervalar, sobre intervalos Padrão IEEE 754. O es-opo das ontribuições desta dissertação, bem omo as propriedades dos sistemaspropostos e trabalhos orrelatos serão disutidas no apítulo a seguir.



Capítulo 7Conlusão
7.1 Considerações �naisO resente investimento em pesquisas na área de métodos formais, tanto porparte da indústria omo por parte das instituições de ensino, onforme foi olo-ado no Capítulo 1, tem levado a esforços ontínuos na direção da riação e doaperfeiçoamento de metodologias e ferramentas de forma que os benefíios doseu uso possam ser, de fato, disseminados. Entretanto, onordando om Bowen[BH95℄, a falta de uma ligação mais forte entre a indústria e a aademia aindaonstitui um obstáulo a ser enfrentado. Uma iniiativa neste sentido, por exem-plo, vem do grupo CoFI [CoF04℄, que prop�s a linguagem CASL para espei�-ações algébrias, apliando padronização e simpli�ação notaionais.O enfoque da pesquisa aqui apresentada está na onstrução de um sistema dereesrita de termos que possa ser usado para veri�ação formal (e automátia)de espei�ações de apliações que envolvam números reais, ontribuindo, destaforma, para a solução do problema oloado aima, já que é pratiamente impos-sível pensar na apliação real de métodos formais sem abranger sistemas destanatureza.É digno de nota que, apesar da ruial neessidade (intrínsea à maioria dasapliações do mundo real) de representação e manipulação algébria de númerosreais, exemplos an�nios de linguagens de espei�ação formal tenham tão pouo(ou nada) a dizer sobre isto, ao menos em suas implementações originais. É o aso,por exemplo, das linguagens Z [PS96, Bow96℄, B [Rob00, Wor96℄, orientadas amodelo, e as linguagens algébrias OBJ3 [Gog04, GM96℄ e CASL [CoF04, Mos01℄.



7. Conlusão 1017.2 Trabalhos orrelatosMuitas soluções já foram e ontinuam sendo propostas, e algumas, de fato, im-plementadas om relativo suesso. Uma abordagem bastante popular tem sidoa riação de teorias para omputação de números reais exatos, implementandoaritmétia de ponto-�utuante lássia [Es97, Har96, MR99, RSM99℄; esta abor-dagem tem se mostrado bastante apliável no ontexto de linguagens funionais,omo é o aso, por exemplo, de PCF [Es97℄, mas paree estar bem distante aindade prover um modelo para espei�ação e veri�ação formal de sistemas. Outroaspeto negativo desta abordagem é que ela herda os problemas intrínseos daaritmétia de ponto-�utuante omentados no apítulo introdutório.Outra abordagem que meree destaque é a abordagem intervalar [San99,Lop04℄, à qual onstitui uma interessante alternativa para espei�ação e ve-ri�ação formal de sistemas que envolvam números reais. Um problema ruial,aqui, reside no tratamento da igualdade (e, portanto, de equações), devido àausênia de inversos aditivo e multipliativo, omo menionado na Seção 5.2.2. Ateoria das equações intervalares loais proposta por Santiago [San99℄ foi uma im-portante ontribuição neste sentido, mas possui algumas di�uldades om relaçãoà lógia equaional resultante, pois ela generaliza a noção de igualdade que atual-mente é a base para a veri�ação equaional, não tendo sido desoberto, ainda,um prinípio de substituição de iguais por iguais adequado para esta teoria; vejaLopes [Lop04℄, que implementou um tipo de dados Intervalos para a linguagemCASL.Espera-se, om este trabalho, ontribuir para o desenvolvimento de um mo-delo que possa prover os benefíios da representação de números reais atravésde intervalos, sem que, ontudo, seja neessário apliar a nova noção de igual-dade referida aima, ou seja, sem perder a simpliidade da aritmétia intervalarlássia. Neste sentido, o Sistema de Reesrita de Termos para Intervalos (SRTI)está sendo proposto omo a base para a onstrução de uma semântia operaionalpara a omputação intervalar.Por �m, importantes trabalhos orrelatos se destaam na área de sistemas dereesrita de termos para aritmétia: Cohen e Watson [CW91℄ apresentaram umsistema para adição e multipliação de inteiros (em base 4), uja terminação per-manee omo problema aberto; Walters e Zantema [WZ95℄ forneem um sistemapara adição, subtração e multipliação de inteiros, on�uente apenas para termosfehados, assim omo o sistema apresentado por de Vries e Yamada [dVY94℄, paranúmeros reais (na verdade, números raionais om expansões deimais �nitas); e,em espeial, destaa-se o sistema de Kennaway [Ken95℄, para adição, subtraçãoe multipliação de números inteiros.



7. Conlusão 102O sistema de Kennaway [Ken95℄ foi usado omo base para as regras de arit-métia binária subjaente ao SRTF, proposto na Seção 6.2. Dentre os sistemasmenionados, este é o únio ortogonal. Sua terminação foi provada através deum mapeamento de termos a um onjunto bem ordenado, baseado no padrão deoorrênias de símbolos de função nos lados direitos das regras.7.3 Trabalhos futurosAlguns pontos sejam levantados, em relação às propriedades do sistema proposto:1) O SRTF é orreto no sentido de que todas as regras de reesrita expres-sam verdades sobre pontos-�utuantes Padrão IEEE 754, e todas as expressõesse reduzem para pontos-�utuantes, embora o SRTF não seja, evidentemente,ompleto, já que vários requisitos do Padrão IEEE 754 foram omitidos nesta im-plementação. Dentre os requisitos não ontemplados, mereem destaque a ope-ração aritmétia de divisão e a seleção dos diferentes modos de arredondamentode�nidos.2) A orretude do sistema SRTI, na versão orrente, não foi alançada, jus-tamente pelo fato de que as operações de ponto-�utuante subjaentes sempreapliam arredondamento para 0, mas este requisito pode ser alançado aso afunção rshift seja aprimorada, de forma que o arredondamento seja apliadopara baixo nas operações entre extremos à esquerda de intervalos, e para imaentre extremos à direita.Das onsiderações aima, deorre a neessidade, em primeiro lugar, que osrequisitos do Padrão IEEE 754 não atendidos sejam implementados. Além disso,estão sendo deixadas omo problema aberto as provas da terminação e da on-�uênia, já que toda a teoria de sistemas de reesrita de termos apresentada noCapítulo 4 aabou se mostrando insu�iente para onstruir as provas destas pro-priedades. Mais teoremas e oneitos preisam ser explorados, para o aso desistemas de reesrita ondiionais (veja, por exemplo [Gra94℄).A partir daí, as respetivas provas devem ser forneidas para o SRTI, a �mde se alançar, efetivamente, um modelo formal para a omputação intervalarque seja orreto e ótimo. Uma signi�ante ontribuição, ainda, seria generalizara de�nição de intervalo Padrão IEEE 754 dada na Seção 5.3 (que leva em ontaapenas intervalos fehados) para a lasse mais geral dos subonjuntos onexos de
R (veja [HJE01℄ pg. 1060); esta generalização implia na totalidade de ertasfunções que, para intervalos fehados, são pariais. Por �m, a implementaçãoem alguma ferramenta automátia de reesrita será fundamental para validaçãoe uso do sistema proposto.
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Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
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