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Apresenta-se um sistema de reescrita de termos para aritmética intervalar (adicao,
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Contexto histérico e motivagao

A precisao de calculos no processamento de dados é um imprescindivel pré-
requisito da computacao cientifica e, ao mesmo tempo, constitui ainda um dos
grandes desafios para os sistemas modernos, especialmente aqueles que lidam com
a manipulacao de nameros reais. O modelo computacional predominante para
representacao interna de niimeros reais € o modelo de ponto-flutuante, abordado
no Capitulo 5. Tal modelo faz uso de arredondamentos para adequar os sistemas
as limitacoes de memoria e processamento, intrinsecas as arquiteturas de com-
putadores. Como o nimero de ponto-flutuante nao representa com exatidao o
nimero real, mas sim uma aproximacgao deste, ocorre em geral que sucessivas
operacoes aritméticas resultam em acumulativos erros de arredondamento. Uma
analise mais detalhada deste problema pode ser encontrada em |Gol91, Wal90|.

Desde o surgimento da Matemética Intervalar, proposta por Moore e Sunaga
nos anos 60, varios esforcos tém sido implementados no sentido de apresentar
uma solucdo alternativa (e mais acurada) para representagao dos nimeros reais.
A aritmética intervalar é uma aritmética definida sobre conjuntos de intervalos,
ao invés de conjuntos de niimeros reais. Neste caso, a representacao de um dado
nimero real é feita nao por um arredondamento do mesmo, mas sim através de
um intervalo que o contenha. A vantagem desta abordagem est& na possibilidade
de se mensurar os erros, permitindo o seu controle durante o processo computa-
cional. Para um intervalo [a, b] contendo a resposta ideal, o erro maximo sera de
b—a. O Capitulo 5 apresenta brevemente a aritmética intervalar, bem como suas
propriedades; para uma introducao mais geral da computacao intervalar e suas
aplicacoes, veja [Kea96].

Paralelamente aos esforcos destinados a computacao intervalar, meios indus-
triais e académicos tém investido cada vez mais na area de métodos formais.
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As linguagens de especificagao e verificagao formal de sistemas tém crescido
significativamente em popularidade. Uma grande limitacao destas linguagens,
entretanto, continua sendo sua caréncia de solucoes efetivas para aplicacoes que
envolvam ntimeros reais, como sera mostrado mais adiante. A contribuicao desta
dissertacao reside justamente no campo da especificacao e verificacao formal de
sistemas envolvendo ntmeros reais, cuja implementacao adote a abordagem in-
tervalar. Propoe-se desenvolver um sistema de reescrita de termos capaz de ver-
ificar de forma automatica aplicacoes desta natureza, fazendo uso, para tanto,
da aritmética intervalar. Esse sistema de reescrita, além de servir de base para
a especificacao de sistemas que utilizem a aritmética intervalar como abordagem
de implementacao, pretende fornecer um modelo computacional alternativo em
relacdo as maquinas de Turing (veja, por exemplo, [Bed96]).

1.2 A importancia do raciocinio equacional

Equacoes exercem papel fundamental nas ciéncias em geral, e em particular na
Ciéncia da Computacao. O raciocinio equacional é um importante componente
na prova automaética de teoremas, linguagens de programacao de alto nivel, es-
pecificagao e verificagdo de programas e inteligéncia artificial [DV04]. Raciocinar
com equacoes envolve derivar conseqiiéncias de equacoes dadas e encontrar val-
ores para variaveis que satisfazem uma dada equacao.

Reescrita é um poderoso método para lidar com equacoes. Um sistema de re-
escrita de termos é basicamente um conjunto de equacoes orientadas, chamadas
regras de reescrita, as quais sao usadas para substituir iguais por iguais, mas
somente na dire¢ao indicada [Rin98|; de fato, o que distingue a reescrita de ter-
mos da logica equacional é que o lado esquerdo pode ser substituido pelo lado
direito, mas nao o contrario, constituindo um modelo computacional Turing-
completo |BN98|. Deste modo, expressoes complexas podem ser substituidas por
expressoes mais simples equivalentes, até que se obtenha a forma mais simples
possivel [DJ90].

A teoria de reescrita centraliza-se em torno do conceito da forma normal,
uma expressao irredutivel, i.e. uma expressao que nao pode ser reescrita para
nenhuma outra. A computagao, neste caso, consiste na reescrita para uma forma
normal; quando a forma normal é candnica, i.e. tnica, ela ¢ tida como o valor
da expressao inicial. Quando a reescrita de termos iguais sempre leva & mesma
forma normal, diz-se que o conjunto de regras é convergente e a reescrita pode
ser usada para verificar igualdade entre termos.
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1.3 Organizacao do trabalho

O Capitulo 2 destaca alguns conceitos-chave da Ciéncia da Computagao, partic-
ularmente relacionados ao estudo de linguagens formais: sistemas de deducao,
Y-algebras, assinaturas, termos, substituicao etc. Fornece, ainda, uma intro-
ducao das nogoes de sistemas de reescrita e deducao equacional. Os conceitos
abordados neste capitulo, bem como as respectivas convencoes notacionais, sao
pré-requisitos basicos para a compreensao do texto como um todo.

A seguir, no Capitulo 3, sao estudadas trés apresentacoes da logica equacional:
Logica equacional homogénea, logica equacional heterogénea e logica equacional
condicional. A légica equacional em questao estd intimamente relacionada com a
respectiva logica de reescrita, estudada no Capitulo 4. Para cada uma das apre-
sentagoes da logica equacional, sao considerados aspectos sintaticos (sistemas de
dedugao) e semanticos (modelos).

O Capitulo 4 formaliza a nocao de sistemas da reescrita apresentada no Capi-
tulo 2, levando em consideracao, também, as propriedades que tais sistemas de-
vem satisfazer, a fim de prover um procedimento de decisao para teorias equa-
cionais. Serda mostrado que o sine qua non da reescrita de termos esta nas pro-
priedades de terminac¢ao (uma forma normal pode ser encontrada), confluéncia
(as formas normais sao unicas) e completude (resolve quaisquer conjuntos finitos

de identidades).

O Capitulo 5, por sua vez, trata da representacao computacional dos nimeros
reais, comecando com um resumo do Padrao IEEE 754 para aritmética de ponto-
flutuante, e terminando com uma introducao & Matematica Intervalar de forma
sucinta, mas concisa, a fim de descrever formalmente o objeto que esta sendo mo-
delado pelo sistema de reescrita proposto, e fornecer o embasamento matematico
para as regras do mesmo. Computacao de pontos-flutuantes binarios, algoritmos
intervalares e a aritmética de Moore sao topicos essenciais deste capitulo.

Finalmente, no Capitulo 6, apresentam-se as contribuicoes particulares deste
trabalho, a saber, dois sistemas: O Sistema de Reescrita de Termos para Ponto-
flutuante (SRTF), proposto como um modelo formal para computagdes de niimeros
de ponto-flutuantes binarios, e o Sistema de Reescrita de Termos para Intervalos
(SRTTI), o qual estende o SRTF e é proposto como base para a formula¢ao de um
modelo computacional para a aritmética intervalar.

As consideracoes finais da pesquisa, andlise de trabalhos correlatos e sugestao
de trabalhos futuros sao feitas no Capitulo 7.



Capitulo 2

Linguagens, -algebras e Reescrita

2.1 O papel da reescrita de termos

Enquanto linguagens naturais (Portugués, Inglés etc.) sao definidas informal-
mente, a maioria dos formalismos da computagao (linguagens de programagao,
por exemplo) é definida por regras explicitamente declaradas em termos das
cadeias de simbolos que podem ocorrer no mesmo, e, por isso, sao chamados lin-
guagens formais. Alguns aspectos basicos da teoria de linguagens formais serao
destacados neste capitulo. Os conceitos introduzidos aqui seguem de |BAO1,
Dav89, Hen88, ABL02, BN98, Gog77, GM96, Bir35, KK01, Bar98, dM96, RS63,
Bee85|.

O estudo de linguagens formais pode ser abordado a partir de véarios pontos
de vista. Primeiramente, na Secao 2.2, serd enfatizado o aspecto dedutivo de
linguagens, ou seja, a linguagem em termos de seus simbolos e regras para gera-
cao de cadeias validas de simbolos; esta abordagem é conhecida como semdntica
ariomdtica, e nota-se que ela é puramente sintatica.

Em seguida, a Secao 2.3 apresentard outra abordagem, conhecida como semdan-
tica denotacional, que visa munir as linguagens formais de um significado, for-
necendo mecanismos algébricos para interpretar aquilo que pode ser expresso
sintaticamente por uma linguagem. A Secao 2.4, depois, traz o conceito de subs-
tituicao.

Existe, ainda, um terceiro ponto de vista, conhecido como semdntica opera-
ctonal, que lida com o aspecto computacional de uma dada linguagem formal, e
serd tratado na Secao 2.5. Ressalta-se que aqui reside o papel da reescrita de
termos, pois pode-se olhar para programas como termos, e, neste caso, um sis-
tema de reescrita de termos provera justamente a semantica operacional de tais
programas. Tais sistemas serao melhor explorados no Capitulo 4.
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2.2 Aspectos sintaticos

2.2.1 Um pouco de computabilidade

Em 1936, Alonzo Church e Alan Turing propuseram, respectivamente, dois mo-
delos mateméticos com proposta de formalizacao do conceito de procedimento
efetivo, i.e um programa que execute alguma operagdo matematica [Cut80|,
como, por exemplo, os procedimentos para calcular o maximo divisor comum
de dois niimeros naturais, ou a raiz quadrada de um niimero natural.

Desde os trabalhos de Church e Turing, surgiram intmeros modelos de com-
putagdo, tais como Méaquinas de Acesso Aleatorio (RAMs) |SB04, Smi94|,
Maquinas de Ilimitados Registradores (URMs) |Cut80|, Sistemas de Post |BL74|
etc. Todos estes modelos sao equivalentes, no sentido de que formalizam a mesma
classe de fungdes, a saber, as fungoes parciais recursivas [SB04, Smi94|. Dessa
forma, diz-se que um determinado modelo de computagao ¢ Turing-completo
se ele é equivalente a um dos modelos acima.

Definicao 2.2.1 Dado um conjunto A, uma funcao parcial f : A — A, f é
computavel se existe uma funcao f* : N — N e um procedimento efetivo injetivo
a : A — N, chamado codificagao de A em N, tal que o seguinte diagrama
comuta:

ou seja, f* =ao foal

Notagao: A composicao de duas fungoes f e g quaisquer serd denotada por

go f,onde (go f)(x) = g(f(x)).

Definicao 2.2.2 Um conjunto A diz-se recursivamente enumeravel se existe
uma enumeracao efetiva f : N — A tal que Imagem(f) = A.

Definicao 2.2.3 Um conjunto A diz-se recursivo se a sua func¢ao caracteristica
Cy:U — {0,1} é computavel.
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Nota: E possivel provar que todo conjunto recursivo é um conjunto recursiva-
mente enumeravel.

Definigao 2.2.4 Um predicado ou propriedade P diz-se decidivel se a sua
funcao caracteristica C), : U — {0, 1} é computavel. Se a funcao parcial f, : U —

{0,1} tal que
fo(u) = {1 e Plu) (2.1)

indef. caso contrario

é computavel, entao P é chamado predicado semi-decidivel.

2.2.2 Sistemas de deducao

A nocao de sistemas de deducao é essencial para a definicao de logicas e teorias
de prova.

Definigao 2.2.5 Um Sistema de dedugao |[KKO01| ou uma Teoria formal
[Dav89] é uma quadrupla (3, ®, A, R), onde:

e X é um alfabeto,

e & = {¢g, p1,...} € uma linguagem formal sobre X, chamada conjunto de
formulas bem-formadas (fbfs),

e A={ag,ay,...} € um subconjunto de ®, chamado conjunto de axiomas,

e R = {rog,r1,..., 7} € um conjunto finito de predicados sobre ®, chamados
regras de inferéncia.

Conjuntos infinitos de axiomas podem ser especificados por esquemas axio-
maticos. Uma regra de inferéncia é escrita como:

NOME ¢y, ..., 91 F ¢, se Condi¢cao
e significa:

"Dado ¢y, ..., ¢1 deduz-se ¢, se Condi¢cao é satisfeita."
Exemplo 2.2.1 Seja (X, P,.4,R) um sistema de dedugao tal que:

o X ={p,qu A —,(,)}éo alfabeto.

e ® é o conjunto de fbfs, onde: p,q,u € P e, se ¢y e ¢ sao fbfs, entao
(o A ¢1) e (o — ¢1) também sio.
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o A= {(¢g— o)} ¢ o conjunto de esquemas axiomaticos.

e R ={rg,r,m} € o conjunto de regras de inferéncia, onde

ro ¢ definida como

o, (¢o — &1) = o1,

r1 é definida como

(o N 1) F o,

e 79 é definida como
(o A P1) = 1.

Definicao 2.2.6 Uma derivagao d da conclusao ¢ € ® das premissas P =
{po, ---; Pn_1} € ® é uma seqiiéncia ndo-vazia finita do, ..., d,,, tal que d; € ®,d,, =
ceoud; € A (d; ¢ um axioma), ou d; € P (d; ¢ uma premissa ou hipdtese),
ou d; foi obtido aplicando-se alguma regra de inferéncia de R para um conjunto
{dj, ...dy} de formulas tal que d;, ...,dy € d e j, ...,k < i. Neste caso, diz-se que ¢
¢ dedutivel de P naquele sistema de deducao, e isto se escreve como:

Pos -+ Pn—1 =c. (22)

Assim, seguindo o Exemplo 2.2.1, a partir do conjunto de premissas P =
{p A\ q,p — u}, pode-se chegar a conclusao ¢ = u, ou seja,

pAqgp— uk u. (2.3)

Neste caso, uma derivacao d da conclusao u é dada pela seqiiéncia

d = do,dy,da,ds = pAq,p,p— u,u (2.4)

onde:

do = p A q pertence a P, ou seja, dy é uma hipotese (premissa),

d; = p foi obtido pela aplicagao de r em {dp},

dy = p — u pertence a P, ou seja, dy é uma hipotese (premissa), e
d3 = u foi obtido pela aplicagao de ry em {dy, ds}.

Definigao 2.2.7 Uma formula th € ® que pode ser derivada a partir do conjunto
vazio de premissas é chamada teorema. Diz-se que th é provavel no sistema de
deducao. Isto se escreve como:

- th. (2.5)

Uma derivagao de um teorema é chamada prova. O conjunto de todos os teore-
mas ¢ denotado por 7H.
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Definigao 2.2.8 Uma interpretacao fornece um significado para cada simbolo
do sistema de dedugao, tal que toda fbf passa a ser entendida como uma sentenga
que é ou verdadeira ou nao segundo essa interpretagao.

A definicdo acima é apenas uma intuicao da noc¢ao de interpretacao, a qual
sera definida de forma mais precisa em termos de X-algebras adiante.

Definicao 2.2.9 Uma interpretacao ¢ um modelo para um conjunto de fbfs
P se P é verdadeiro naquela interpretacao. Diz-se que uma interpretacao ¢ um
modelo para um determinado sistema de deducao se ela é um modelo para o seu
conjunto de teoremas.

A relacao entre os universos sintatico e semantico de um sistema de deducgao
¢ dada pelas propriedades de completude e corretude:

Definicao 2.2.10 Um sistema de deducao é completo se toda sentenca que é
verdadeira em todas as interpretacoes é provavel no sistema.

Definicao 2.2.11 Um sistema de dedugao é correto ou seguro se toda sentenca
provavel no sistema é verdadeira em todas as interpretagoes.

O termo completude também é usado para relacionar o sistema dedutivo com
o método computacional:

Definigao 2.2.12 Um método computacional é completo se, para cada sen-
tenca ¢ da linguagem ®, esse método termina sob entrada ¢ em uma quantidade
finita de tempo, indicando se ¢ é verdadeira ou nao em todas as interpretacoes.

Outros dois conceitos de particular interesse sao os de decidibilidade e con-

sisténcia de um sistema de deducao. Mas antes, segue uma definicao informal de
decidibilidade:

Definigao 2.2.13 Uma propriedade é chamada decidivel se existe um procedi-
mento efetivo que ird determinar se a propriedade é satisfeita (em algum sentido)
ou nao.

A definicao acima foi propositalmente vaga, pois deseja-se aplici-la em dife-
rentes contextos: propriedades de simbolos (x é um simbolo da teoria?), cadeias
de simbolos (x é uma fbf?), seqiiéncias de fbfs (x é uma prova?), e assim por
diante. No caso de um sistema de deducao:
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Definicao 2.2.14 Um sistema de deducao é decidivel se existe um procedi-
mento efetivo que ird determinar, para qualquer sentenca da teoria, se aquela
sentenca é ou nao provavel no sistema.

Definigao 2.2.15 Um sistema de deducao é consistente se ele nao contém nen-
huma fbf tal que ao mesmo tempo esta fbf e sua negacao sejam provaveis no
sistema.!

Definicao 2.2.16 Um procedimento efetivo que implementa a fungao caracteris-
tica do conjunto de teoremas de um determinado sistema de deducao é chamado
de um procedimento de decisao para aquele sistema. Observe-se que, se o
conjunto de todos os teoremas 7H é recursivo, entao o sistema de deducao é
chamado decidivel. Se 7'H nao é recursivo, mas é recursivamente enumeravel,
entao o sistema de deducao é chamado semi-decidivel. Se 7'H nao é recursiva-
mente enumeravel, entao o sistema de deducao é chamado indecidivel.

2.2.3 Assinaturas

Termos sao obtidos pela combinacao de simbolos de fungoes, constantes ou vari-
aveis. Por exemplo, para um simbolo de fun¢ao binario + e variaveis z, y, entao
“+(x,y)” ¢ um termo (esta notagao é chamada prefixa); este mesmo termo pode-
ria também ser escrito como “(x, y)+” (notagao sufixa), ou ainda, “z+y” (notagao
infixa). O conceito de assinatura possibilita esclarecer quais simbolos de fungao
estao disponiveis, em um certo contexto, e qual a quantidade de argumentos que
cada um tem.

Definigao 2.2.17 Uma assinatura (funcional) é uma tripla ¥ = (S, TF, PF),
onde S é um conjunto de sorts (nomes de conjuntos), TF é um conjunto de
simbolos de funcao que designam funcoes totais, e PF' ¢ um conjunto de simbolos
de fungao que designam fungoes parciais. O perfil de um simbolo de funcao
f € TFUPF é&um par (w,s) onde w € S* (S* é o fecho de Kleene de S) e
s € S; escreve-se f : w — s ou simplesmente f, ; para indicar que (w,s) é o
perfil de f. A cada f € TF U PF & associado um nimero natural, chamado
aridade, tal que para w = $;...S,, aridade(f) = n. Elementos de aridade zero
sao chamados constantes; sempre assume-se que hi pelo menos uma constante.
Uma assinatura é chamada de heterogénea quando ela possui mais de um sort,
e homogénea quando ela possui apenas um sort.

Nota: A idéia de se ter na assinatura um conjunto PF' de simbolos de fun¢oes
parciais é de especial importancia quando se trabalha com predicados de logica
equacional condicional, conforme sera apresentado na Secao 3.4.

!Existem sistemas de deducdo nos quais a consisténcia nao é tida como um predicado funda-
mental, e.g. Logica Paraconsistente, a qual admite a inconsisténcia e, em contrapartida, exige
a nao trivialidade, i.e. ® tem que ser um subconjunto préprio de ¥*.
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Notagao: Em todo o texto que se segue, serd utilizada a notacao X para assi-
naturas em geral, conforme o Exemplo 2.2.3 e o Exemplo 2.2.4 abaixo, e F para
o caso particular de assinaturas homogéneas, conforme o Exemplo 2.2.2 abaixo.
Por simplicidade, o sort, quando for tinico, pode ser omitido, ficando a assinatura
definida em termos do conjunto TF' U PF', conforme o Exemplo 2.2.2; analoga-
mente, PF' serd omitido quando for vazio, conforme o Exemplo 2.2.3.

Seguem alguns exemplos de assinaturas validas:

Exemplo 2.2.2 F = {0,s,+,*}, onde aridade(0) = 0, aridade(s) = 1,
aridade(+) = 2, e aridade(x) = 2.

Exemplo 2.2.3 ¥ = ({Nat},{Zero, Suc}), com Zeroy yat € SUCNat, Nat-

Exemplo 2.2.4 ¥ = ({Entrada, Estado, Saida},{i,g},{f}), com ix pstado,
9Estado,Saida € fEntradaE'stado,Esmdo-

2.2.4 Termos

Em logica, termos sao expressoes simbolicas que representam elementos de um
conjunto. Por exemplo, os nimeros 0 e 4 + 3 € N podem ser representados pelos
termos “0” e “s(s(s(s(0)))) + s(s(s(0)))”, respectivamente. Neste sentido, termos
exercem o papel de substantivos proprios, i.e. sao nomes que referenciam objetos
de um determinado conjunto. Nesta secao serao apresentadas as varias represen-
tacoes dos termos de primeira ordem: como cadeias, arvores, mapeamentos, e
funcoes. Mas antes, a nocao de ordem de sub-termo é introduzida:

Definigao 2.2.18 A propriedade de um termo ser sub-termo de outro induz uma
relacao de ordem sobre os termos, chamada ordem de sub-termo. Sera usada
a notacao s <y, t para denotar que s é um sub-termo de t e s <4, t para denotar
que s é um sub-termo estrito de t.

2.2.4.1 Termos como cadeias

Termos de primeira ordem sao construidos sobre um vocabulario de simbolos de
variaveis e simbolos de funcao especificados por uma assinatura. Aqui, eles serao
considerados como cadeias (strings).

Definigao 2.2.19 Seja F uma assinatura (homogénea), e X um conjunto (enu-
meravel) de simbolos de variaveis, o conjunto dos termos homogéneos (de
primeira ordem) 7 (F,X’) é o menor conjunto contendo X e tal que a cadeia
f(t1, ..., tn) esteja em T (F, X) sempre que aridade(f) =n e t; € T(F,X) para
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i € [1..n]. O conjunto dos termos sem variaveis, chamado conjunto dos termos
fechados, é denotado por 7 (F). Termos que contém variaveis sdo chamados
abertos. Um termo é linear se cada uma de suas variaveis ocorre somente uma
vez no mesmo. Constantes sao denotadas pelas letras a, b, c, ... e variaveis sao de-
notadas pelas letras x,y, z, podendo ser indexadas, i.e. x1, 2o, ..., € termos pelas
letras 1,7, 9,d,p,q, s, t,u,v,w,l',7" ¢, .... Por exemplo, “0” e “s(s(0)) + s(0)” sao
termos fechados, mas “s(0) + 2”7 e “y 4+ 2” sdo termos abertos; “x + s(s(s(0))) +y”
¢ linear, mas “z + s(s(0)) + = + $(0)” nao é linear.

{Zero, Suc, Soma, Div},

Exemplo 2.2.5 Dada uma assinatura F =
= 1, aridade(Soma) = 2 e

com aridade(Zero) = 0, aridade(Suc)
aridade(Div) = 2, entao 7 (F) contém os termos:

Zero

Suc(Zero), Suc(Suc(Zero)), Suc(Suc(Suc(Zero))), ...

Soma(Zero, Zero), Soma(Zero, Suc(Zero)), ...

Div(Zero, Zero), Div(Zero, Suc(Zero)), Div(Suc(Zero), Suc(Zero)), ...

2.2.4.2 Termos como arvores

Um termo ¢ pode ser visto também como uma arvore rotulada finita, cujas folhas
sao rotuladas com variaveis ou constantes, e cujos nés internos sao rotulados com
simbolos de aridade positiva.

Defini¢ao 2.2.20 Tomando N como um alfabeto, entdo (N* .) é o fecho de
Kleene munido da operagao de concatenacao. Uma posigao (também chamada
ocorréncia) em um termo t é representada como uma cadeia w € N*, que de-
screve o caminho da raiz de ¢ para a raiz do sub-termo t|,,, naquela posi¢ao. Um
termo u tem uma ocorréncia em ¢ se u = t|, para alguma posi¢ao w em ft.

Exemplo 2.2.6 O termot = f(g(a,b),h(a,b, f(c,d)))érepresentado pela seguinte
arvore:

f(g(a,b), h(a,b, f(c,d)))

9(a,b)  h(a,b, f(c,d))
/\b /’\
a a b flc,d)

S

c d

onde t|1 = (CL, b), t|11 = a, t|12 = b, t|2 = h(a, b,f(C, d)), t|21 = a, t|22 = b,
tlos = f(c,d), tlas1 = c e t|az = d.
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Usa-se t[s], para enfatizar que o termo t contém s como sub-termo na posi¢ao
w. Em alguns casos, w pode ser omitido. Seguindo o exemplo acima, t[g(a, b)]1,

tlf(c,d)]as, t[d]as2 etc.

A palavra vazia A denota, portanto, o caminho vazio para a raiz da arvore e
v,w € N* — A denotam as demais sub-arvores. Assim, posi¢oes sao ordenadas da
seguinte maneira: wy; < wo se existe uma ws tal que wiws = wo. Se duas posicoes
w1 € wy $a0 incomparaveis, entao isto é denotado por wy < ws.

2.2.4.3 Termos como mapeamentos

Um termo também pode ser visto como um mapeamento parcial de (N* .) para
uma assinatura F. O dominio deste mapeamento, denotado por Dom(t), é o
conjunto das posicoes dos simbolos de F que ocorrem em ¢, também chamado
dominio de t; ele deve ser nao vazio e fechado sob prefixo, ou seja, se w € Dom(t),
entao todos os prefixos de w pertencem ao Dom(t). O tamanho |t| do termo ¢
¢ a cardinalidade de Dom(t). A quantidade de nos do termo ¢ rotulados com
o simbolo f é denotada por [t|;. Var(t) denota o conjunto de variaveis em t.
grd(t) é o conjunto de posi¢des cujos termos associados nao contém variaveis.
Por extensao, o mapeamento cujo dominio é vazio é chamado termo vazio e
denotado por A2

Exemplo 2.2.7 O termo ¢, do Exemplo 2.2.6, é representado pelo seguinte ma-
peamento:

A — f
1 — g
11 = a
12 +— b
2 — h
21 — a
22 +— b
23— f
231 — ¢
232 — d

Definigao 2.2.21 Quando um termo ¢ contém um sub-termo u na posicao
w € N* i.e. t[u],, e esse sub-termo u é trocado por um termo s, dando origem a
um novo termo t', onde t'[s],, usa-se a notagao t'[w < s] e chama-se esta opera-
¢ao de aplicagao de contexto.

2 Portanto, o mapeamento em questdo trata-se da funcao vazia [SB04|, aqui denotada por
A; assim, usa-se A para designar a posicio da raiz e a funcio vazia.
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Exemplo 2.2.8 Seguindo o Exemplo 2.2.6, ao substituir-se o sub-termo u =
f(e,d), que esta na posi¢ao 23 do termo ¢, pelo termo s = ¢, obtém-se o termo ¢’ =
f(g(a,b),h(a,b,c)), e usa-se t'[23 «— ¢| para denotar esta aplicagdo de contexto.

2.2.4.4 Termos como operacoes

Para qualquer termo t e para qualquer subconjunto V' = {x,...,x,} de Var(t),
pode-se associar uma func¢ao denotada por t(z1, ..., z,,) de T (F, X)" para T (F, X)
tal que:

t(ry,.yxy): T(F,X)" — T(F,X)

ti, .ty =tz = )iz,

Portanto, um termo pode ser visto como um novo operador op : 7 (F, X)" —
T(F,X), que é derivado das operacoes primitivas de f € X7 x).

Em particular, tomando V' = Var(t), qualquer termo t pode ser considerado
como um operador derivado.

2.2.4.5 Termos heterogéneos

Uma extensao bastante ttil da nocao de termos de primeira ordem apresentada
na Defini¢ao 2.2.19 é o conceito de termos heterogéneos. Termos heterogéneos
sao obtidos quando simbolos de funcao, variaveis e termos sao categorizados em
classes, chamadas sorts. A seguir, a Definicao 2.2.19 sera generalizada para assi-
naturas heterogéneas.

Definigao 2.2.22 Seja X = (S,TF, PF) uma assinatura (heterogénea), e X =
U,es &s um conjunto de variaveis heterogéneas, onde cada X, indica o conjunto
de variaveis de sort s, o conjunto dos termos de sort s, denotado por 7 (X, X)s, é 0
menor conjunto contendo X; e qualquer constante a de sort s tal que f(t1,...,1,)
esteja em 7 (X, X)s sempre que fs, 5.5 et € T(X,X) para i € [1l.n]. O
conjunto dos termos heterogéneos (de primeira ordem) 7 (X, X') ¢ a familia
{T (%, X)s|s € S}. Analogamente, o conjunto dos termos heterogéneos fechados
sera denotado por 7 (X), e o conjunto dos termos heterogéneos fechados de sort
s serd denotado por 7 (X)s.

Exemplo 2.2.9 Dada uma assinatura ¥ = ({Nat, Bool},{Zero, Suc, Soma,
V, F, Maior, Menor},{Div}), com Zeropna, SUCNat,Nat: SOMANatNat Nats

VA,Boola FA,Boola MaiOTNatNat,Boola MenOTNatNat,Bool € Di'UNatNat,Nata entao
T(3) ={T(3)Nat, T (X)Boot },» onde
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7T (3)Nat contém os termos:

Zero

Suc(Zero), Suc(Suc(Zero)), Suc(Suc(Suc(Zero))), ...

Soma(Zero, Zero), Soma(Zero, Suc(Zero)), ...

Div(Zero, Zero), Div(Zero, Suc(Zero)), Div(Suc(Zero), Suc(Zero)), ...

e 7 (X) oo contém os termos:

V

F

Maior(Zero, Zero), Maior(Suc(Zero), Zero), ...
Menor(Zero, Zero), Menor(Suc(Zero), Zero), ...

2.3 )-algebras

2.3.1 Algebras homogéneas

Em termos gerais, uma algebra pode ser vista simplesmente como um conjunto
munido de operagoes sobre seus elementos. Aqui serd abordado um caso de par-
ticular interesse, que é o conceito de Y-algebra, primeiramente para assinaturas
homogéneas, e na secao seguinte, para assinaturas heterogéneas.

Definigao 2.3.1 Dada uma assinatura homogénea >, uma X-algebra
(homogénea) é um par (A, X 4), onde

i) A é um conjunto, chamado conjunto suporte (em inglés, carrier);

ii) X4 é um conjunto de fungoes {fa|f € X}, tal que se aridade(f) = n entao
fa € uma funcdo de A" — A. A funcdo f4 é chamada de interpretacao
de f, também denotada por ¢(f). Diz-se que A é fechado sob as fungdes

fa€Xa

Desta forma, uma X-algebra ¢ simplesmente uma interpretacao da assinatura X2,
consistindo de um conjunto A e uma interpretacao sobre A para cada simbolo de
funcao em Y. Naturalmente, uma dada assinatura pode ter varias interpretacoes
em diferentes conjuntos suporte, e ainda, interpretacoes diferentes sobre o mesmo
conjunto suporte.?

3Para um mesmo simbolo f € ¥, pode-se ter diferentes operacoes que interpretam f.
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Exemplo 2.3.1 Seja a assinatura ¥ = {Zero, Suc, Pred,Soma}, onde
aridade(Zero) = 0, aridade(Suc) = 1, aridade(Pred) = 1 e aridade(Soma) = 2.
Entao (N,Xy) é uma X-algebra onde

i) N é o conjunto dos nimeros naturais;
ii) Xy é dado por:

a) Zeroy ¢ o nimero natural 0;

b) Sucy : N — N é definido por: Sucy(n) =n+ 1;

¢) Predy : N — N é definido por: Predy(0) = 0, Predy(n) = n — 1,
onde n # 0;

d) Somay : N> — N & definido por: Somay(m,n) = m + n;
onde + e — denotam as operacoes aritméticas de soma e subtracao
usuais, respectivamente.

Exemplo 2.3.2 Outra interpretacao para a assinatura Y descrita no Exemplo
2.3.1 pode ser dada pela Y-algebra (Z,¥7) onde

i) Z é o conjunto dos niimeros inteiros;
ii) Xz é dado por:

Zeroyz € o namero inteiro 0;

a)
) Sucy : Z — Z é definido por: Sucz(n) =n+ 1;
)
)

=3

Predy : Z — Z & definido por: Predz(n) =n — 1;

Somay : Z* — Z & definido por: Somaz(m,n) = m + n;
onde + e — denotam as operacoes aritméticas de soma e subtracao
usuais, respectivamente.

o o

Para cada assinatura X existe uma importante X-algebra chamada de -
dlgebra dos termos. Tais algebras sao puramente objetos formais, em que o
conjunto suporte é o proprio conjunto 7 (3) dos termos construidos usando os
simbolos de fun¢ao em ¥ (conforme a Definigao 2.2.19 e a Defini¢ao 2.2.22), e as
funcoes sao meras manipulacoes destes termos. Formalmente:

Definicao 2.3.2 Seja a assinatura . A Y-algebra dos termos é o par
(T(Y),X1(x)), onde:

i) 7(X) é o conjunto dos termos para 3;
ii) Y7(x) ¢ um conjunto de funcdes { frx), f € X}, tal que

a) se aridade(f) = 0 entdo fr) = f, sendo

b) se aridade(f) = n entdo frx) ¢ uma funcdo de 7(X)" — T(X),
definida como fr)(t1, ... t,) = f(t1, ..., ).
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Notagao: Seguindo a notacao F adotada na Secao 2.2.3 para assinaturas ho-
mogéneas, a JF-algebra dos termos serd explicitamente denotada pelo par
(I'(F), Frery) quando o contexto exigir tal diferenciacio, como é o caso dos capi-
tulos 3 e 4.

Deve-se notar que a algebra dos termos é sintatica por natureza. De fato,
a sintaxe de muitas linguagens de programacao ou linguagens formais em geral
pode ser dada pela algebra dos termos para alguma assinatura > em particular
e, neste caso, a semantica (denotacional) serd dada por alguma >-algebra que
satisfaca certas restrigoes.

Para que se compreenda a enorme importancia mateméatica e computacional
da algebra dos termos, como sera visto mais adiante, é necessario que se introduza,
primeiramente, o conceito de X-homomorfismos, que sao simplesmente funcoes
entre conjuntos suporte de X-algebras que preservam as operagoes. Formalmente:

Defini¢ao 2.3.3 Sejam A = (A,34) e B = (B,Xp) duas X-algebras. Uma
funcdao # : A — B é um Y-homomorfismo de A em B se, para todo f € 3,
com aridade(f) = n,

0(falas,...,an)) = fe(0(ar), ..., 0(an)). (2.6)

Diz-se que 6 é um endomorfismo se A = B; § ¢ um monomorfismo se a funcao
é injetora; # é um epimorfismo se a funcao é sobrejetora; e # é um isomorfismo
se f é uma bijecao.

Nota: Substitui¢oes em 7 (F,X), tal como serao definidas na Secao 2.4, sao,
de fato, endomorfismos de 7 (F, X'), o que justifica sua propriedade fundamental:
para quaisquer termos ti, ...,t, € 7 (F,X) e simbolo f € F:

G(f(t1,ntn)) = F(o(t), .., o(tn)). (2.7)

Exemplo 2.3.3 Seja a assinatura Y, tal como no Exemplo 2.3.1 e no Exemplo
2.3.2, e seja i : N — Z a funcao de injegao tal que i(n) = n para todo n € N.
Entao i ndo ¢ um X-homomorfismo entre (N, Xy) e (Z,3), visto que a equagao
2.6 nao é satisfeita para o simbolo de fungao Pred, pois i(Predy(0)) =i(0) =0,
mas Predz(i(0)) = Predz(0) = —1.

Exemplo 2.3.4 Seja a assinatura 2, tal como no Exemplo 2.3.1 e no Exemplo
2.3.2, seja P o conjunto dos ntimeros naturais pares, i.e. P = {0,2,4,...} e seja
Y p definido como:

a) Zerop =0
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b) Sucp : P — P é definido como Sucp(n) =n+ 2

¢) Predp : P — P ¢é definido como Predp(0) = 0 e Predp(n) = n — 2, se
n>0

d) Somap : P? — P ¢ definido como Somap(m,n) =m + n.

Entao (P, Xp) é uma Y-algebra.

Seja i : N — P a funcao de injecao tal que ¢(n) = 2n para todo n € N. Entao
7 € um X-homomorfismo. Para provar isto, basta mostrar que todo simbolo f € X
satisfaz a equagao 2.6:

i) i(Zeron) =i(0) =0e Zerop =0
ii) i(Sucy(n)) =i(n+1) =2n+2e Sucp(i(n)) = Sucp(2n) = 2n + 2

(
(
iii) i(Predy(0)) =i(0) =0 e Predp(i(0)) = Predp(0) = 0;
i(Predy(n)) =i(n —1) =2n—2 e Predp(i(n)) = Predp(2n) = 2n — 2
i

Soman(m,n)) =i(m+n) =2m-+2n e Somap(i(m),i(n)) = Somap(2m,
2n) =2m+2n. O

iv)

Nota: Em geral, ¥-homomorfismos se comportam da mesma maneira que funcoes
usuais sobre conjuntos. Por exemplo, se f : A — Beg: B — C sao X-
homomorfismos entao a composicao go f : A — C também o é. Além disso,
a funcao identidade sobre um dado conjunto A também é um Y-homomorfismo
para qualquer Y-algebra (A, ¥ ,4).

A propriedade mais importante da algebra dos termos é expressa em termos
de homomorfismos:

Teorema 2.3.1 (Teorema da Inicialidade) Para toda X-dlgebra (A, X4),
existe um unico X-homomorfismo 04 : T(X) — A.

Nota: Fixando-se uma Y-algebra (A, 4), e entendendo um YX-homomorfismo
da algebra dos termos em A como uma interpretacao ou traducao dos termos de
7 (3) em elementos de A, o Teorema da Inicialidade assegura que essa interpre-
tagao/traducao é unica.

A definicao do conjunto suporte da algebra dos termos (7 (X), X7(y)) dada
anteriormente é indutiva. 7'(X) é o menor conjunto de cadeias que contém os
simbolos de constante e que sao fechadas sob as operacoes da algebra dos termos,
i.e. as operacoes fr(x), para cada f € X. A natureza indutiva de 7 (X) fornece
um poderoso método de prova para derivar propriedades de termos. Para mostrar
que a propriedade P vale para todos os termos 7 (3) é suficiente
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i) provar que P vale para todos os simbolos de constantes em

ii) assumindo que P vale para os termos ti, ..., t,, provar que P vale para o
termo f(ty,...,t,) para todo f € ¥ de aridade n, com n > 0.

Isto é 0o que Henessy [Hen88] chama de indugao estrutural, visto que a
inducao é realmente na estrutura sintatica dos termos. Pode-se usar a inducao
estrutural também para definir relagoes ou novas fungoes sobre 7 (X). Por exem-
plo, para definir uma fun¢ao g sobre 7 (X)), é suficiente

i) definir o resultado da aplica¢do de g nos simbolos de constantes;

ii) definir o resultado da aplicacao de g em f(ty,...,t,) em termos de g(¢1), ...,
g(t,) para todo f € ¥ de aridade n, com n > 0.

Prova: Uma prova para o Teorema 2.3.1 pode ser encontrada, por exemplo, em
|Hen88|, pg. 26, fazendo uso da indugao estrutural do conjunto 7 (¥). O

2.3.2 Atribuicao, variedade e algebra livre

Os conceitos fornecidos a seguir fazem-se necessarios para a formalizagao de mo-
delos para as logicas equacionais discutidas no Capitulo 3.

Definigao 2.3.4 Seja A = (A, F4) uma F-algebra com conjunto suporte A, e
X um conjunto cujos elementos sao chamados variaveis. Uma atribuigao de X
em A é um mapeamento total p de X em A.

Uma atribuicao p de X em A se estende para um tnico® X-homomorfismo v
de T(F,X) em A definido indutivamente da seguinte maneira:

v(iz) = p(x) para z € X
vic) = ca para ¢ € F e aridade(c) = 0;
v(f(ty, .., tn) = fa(v(ty),...,v(t,)) para f € F e aridade(f) # 0.

Antes da definicao de variedade, serao formalizadas as nocoes de imagem
homomorfica, sub-algebra e produto direto:

Definicao 2.3.5 Dada uma F-algebra A = (A, F,), uma F-algebra B = (B, Fp)
¢ imagem homomorfica de A se existe um »-homomorfismo de A em B.

4A unicidade de v é garantida pelo Teorema, 2.3.1.
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Defini¢ao 2.3.6 Sejam A = (A, F4) e B = (B,Fp) duas F-algebras.
Diz-se que A é uma sub-algebra de B se as seguintes condigdes sao satisfeitas:

1. AC B;

2. se ay,...,a, € Aentao fa(ay,...,a,) = fplas,...a,).

Em outras palavras, A é uma sub-algebra de B se B é fechado sob todas as
operacgoes em JFy.

Definigao 2.3.7 Sejam A = (A, F4) e B = (B,Fp) duas F-algebras.
O produto direto de A e B, denotado por A x B é definido como sendo a
F-algebra P = (P, Fp), satisfazendo as seguintes condigoes:

1. P=Ax B5;

2. se (ay,b1), ..., (an,b,) € P entdo
fe((ar,b1), .y (an, b,)) = (falas, ..., an), fB(b1, ...by)).

E possivel agora, introduzir a definicao de variedade:

Definicao 2.3.8 Uma classe nao-vazia C de F-algebras é chamada uma varie-
dade quando é fechada sobre as operacoes de sub-algebra, imagem homomorfica,
e produto direto. Uma variedade tem a interessante propriedade de ter uma
representante canonica chamada algebra livre.

Nota: Conforme Beeson |Bee85|, pode-se afirmar que:

1. Toda categoria equacional® é uma variedade e toda variedade pode ser
definida equacionalmente;

2. Seja (T(F,X), Frr.x)) a F-algebra dos termos. Seja £ um conjunto de
equacoes sobre (7T (F,X), Fr(r.x))- E seja C uma variedade de F-algebras.
Entao E é correto e completo com respeito a C sss (7 (F, X)), Frr.x))/=p
é inicial em C.

Definicao 2.3.9 Seja C uma classe nao-vazia de F-algebras e X um conjunto de
variaveis. Uma F-algebra C-livre (também chamada simplesmente de algebra
livre sobre X’ é qualquer F-algebra £ = (L, Fy) tal que:

5P ¢ o produto cartesiano de A e B.

6Uma categoria equacional ¢ uma categoria de X-dlgebras que satisfazem um determinado
conjunto de equacoes, como por exemplo, as regras de deducdo equacional apresentadas no
capitulo 3, Figura 3.1.
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e LEC,
e Y C L,

e para qualquer F-algebra A = (A, F4) em C e qualquer atribuicao v : X —
A, existe um homomorfismo ¢ : L — A tal que ¢ e v concordam sobre X,
ou seja, sao tais que Vo € X, ¢(z) = v(x).

Isto pode ser ilustrado pelo diagrama:

X =1

V%l 1{9

Ida

E facil perceber que, quando existe uma algebra livre sobre um conjunto X,
ela é tnica, a menos de isomorfismo.

Definigao 2.3.10 Uma algebra Z = (I, F;) numa classe C de F-algebras é C-
inicial (também chamada algebra inicial) se para qualquer algebra A = (A, F4)
em C, ha somente um tnico homomorfismo 6 : I — A.

Nota: Por definicao, a algebra inicial também pode ser vista como a algebra
livre sobre o conjunto vazio de variaveis. Quando ela existe, evidentemente é
unica, a menos de isomorfismo. Note-se, ainda, que o Teorema 2.3.1 poderia ser
reformulado como: A dlgebra dos termos T(X) € inicial na classe de todas as
Yi-dlgebras.

Um conhecido e importante teorema, com respeito as definicoes dadas acima,
foi enunciado por Birkhoff [Bir35]:

Teorema 2.3.2 Para qualquer conjunto de varidveis X, a dlgebra livre (entdo a
inicial também) de qualquer variedade C sempre eziste.

2.3.3 Algebras heterogéneas

A nocao de algebra foi apresentada na se¢cao anterior simplesmente como um con-
junto, chamado conjunto suporte da dlgebra, munido de uma familia de operacoes
sobre esse conjunto. Uma algebra heterogénea consiste de uma familia de con-
juntos suporte, indexada por um conjunto de sorts, e uma familia de operacoes
sobre tais conjuntos, também convenientemente indexada. Formalmente:
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Defini¢ao 2.3.11 Dada uma assinatura heterogénea > = (S,TF, PF), uma
Y-algebra (heterogénea) é um par (A,X4), onde

i) A é uma familia de conjuntos suporte {A;|s € S};

ii) ¥4 & um conjunto de fun¢oes {fa|f € TF U PF}, tal que se o perfil de f é
dado por fs, s, entdo f4 é uma funcao de A, x ... x A;, — A,. A fungao
fa é chamada de interpretagao de f, também podendo ser denotada por

u(f)-

A generalizacao para algebras heterogéneas é muito natural para a ciéncia da
computagao. Por exemplo, considerando o conjunto de sorts S = {real, int, bool },
uma algebra A para esta assinatura teria como conjuntos suportes os elementos
da familia {A,cq, Aint, Apoor }, munida com algumas operagoes tais como exp :
Apeal X Aint — Apear 0u cond : Apoor X Areal X Areat — Areal, que poderiam ser a
exponenciacao ou condicional, respectivamente.

Definicao 2.3.12 Seja a assinatura ¥ = (S,TF, PF), e sejam as Y-algebras
A= (A Fa)eB=(B,Fg). Un X-homomorfismo 6 de A em B é uma familia
de fungoes {6, : A; — Bs|s € S} tal que:

0y (Fa(ar, oy an)) = f5(0s, (a1), ... 05, (an))- (2.8)

para (ay,...,a,) € As, X ... X Ag, e fo s, € TFUPF.

2.4 Substituicoes

2.4.1 Definicoes e propriedades elementares

Definigao 2.4.1 A aplicagao de contexto (replacement), vista na Definigao 2.2.21,
possui um caso particular, de especial importancia, que é a substituigao (sub-
stitution) univocamente definida pelo mapeamento de varidveis a termos, i.e.
p: X — T(F,X). Deve-se notar que, devido a existéncia de uma tnica extensao
homomorficade p : X — T(F,X) parav : T(F,X) — T(F,X) (ver |Gog77]),
uma substitui¢ao é uma aplicacao de 7 (F, X) em 7 (F, X') determinada univoca-
mente pela imagem de suas variaveis. Escreve-se {z; — t1,..., 2, — t,} quando
h& somente varidveis finitamente diversas nao mapeadas em si mesmas. Além
disso, ¢ comum na literatura utilizar-se o no lugar de p e v, ou seja, é comum
o abuso de linguagem o : X — 7(F,X)eo: T(F,X) — T(F,X). Mantendo
essa notacao, a aplica¢ao de uma substitui¢cao o = {x; — t1,..., 2, — t,} a um
termo é recursivamente definida como segue:

se t é uma variavel z; para algum 7 = 1, .., n, entao
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O'(t) = ti,

se t € uma variavel x # x; para todo i = 1,...,n, entao

se t ¢ um termo f(uy,...,ux) com uy, ..., ux € T(F,X) e f € F, entao
U(t) = f(U(Ul), ) U(uk))

Exemplo 2.4.1 Aplicando 0 = {x — f(a, 2)} ao termo t = g(a, g(z, x)), resulta
no termo o(t) = g(a, g(f(a, 2), f(a, 2))).

Definicao 2.4.2 O dominio de uma substituicao o ¢ o conjunto de variaveis
que nao sao trivialmente mapeadas em si mesmas:

Dom(o) = {z|x € X e o(x) # x}
e o conjunto de variaveis introduzidas por ¢ é chamado de imagem, definido por:

Ran(o) = U,epom) Var(o(@))

Quando Ran(c) = (), o é chamada substituicao fechada. A substituigao
cujo dominio é vazio é denotada por Id.

ow denota a restrigio da substitui¢ao o ao subconjunto W C X, definida
como:

ow = o(z) sexeW
T senao.

Restrigoes se estendem para conjuntos: se S é um conjunto de substituigoes,
entao:

Syw = {owl|o € S}.

A composigao de substituicoes a e 3 é denotada por “f o a” ou “f.o”
ou simplesmente pela justaposicgdo “Ga” e definida usualmente como fa(x) =
B(a(x)). O conjunto de todas as substituigoes de 7 (F,X) é denotado por
Subst(F, X) ou Subst quando F e X estao claros no contexto.

A adigao (unido) de duas substitui¢des o e p também pode ser definida
quando seus dominios sao disjuntos:
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(c+p)x) = o(xr) sex & Dom(o)
p(x) se x € Dom(p)
x se © & Dom(o) U Dom(p)

No que segue, define-se o que sao substitui¢oes idempotentes. Tais substitui-
¢oes sao bastante importantes, uma vez que possuem propriedades que tornam a
definicao de conceitos muito mais simples e facilitam a prova de propriedades.

Definicao 2.4.3 Uma substituicao o é idempotente se 0.0 = 0.

As substituicoes idempotentes também podem ser caracterizadas pelos seus
dominios, sendo possivel provar que o é idempotente sss Ran(o) N Dom(o) = (.

Definicao 2.4.4 Seja ¢ a substitui¢ao finita {x; — y1,...,2, — ¥y,}, onde
Y1, ..., Yn S20 variaveis distintas”. Entdo ¢ é chamada uma permutacao se Ran(§)
= Dom(§), e £ é renomeacgao se Ran(§) N Dom(§) = (; Seja uma substituigio
£71, diz-se que ¢! é inversa de £ se £.671 = Id = £71€.

Exemplo 2.4.2 |KKO01| A substituicao o = {x — f(a,2)} nao é uma renomea-
¢ao, mas & = {x — y1,z — yo} sim. A substituicio p = {x — y,y — x} é uma
permutagdo, mas nao uma renomeagao. Note-se que & = {y; — z,ys — 2z} nao
é a inversa de & uma vez que £.8'(x) = £(x) = y1.

2.4.2 Inclusao de termos

Defini¢ao 2.4.5 Um termo ¢’ é uma instancia de um termo ¢ se t' = o(t) para
alguma substitui¢do o; neste caso, escreve-se t < t’ e diz-se que ¢t ¢ mais geral
do que ¢’ ou que ¢t inclui ¢, ou ainda, que ¢t ¢ menos especifico do que t'. A
substituicao o é um casamento de t at’. A relacdao “<” é uma quasi-ordem® sobre
o conjunto dos termos chamada inclusao, onde a equivaléncia associada “=" e
a ordem estrita “<” sao respectivamente chamadas equivaléncia de inclusao e
inclusao estrita.

Deve-se notar que a ordem de inclusao nao é preservada pela aplicacao de
contexto, ou seja:

<t B f(tr, st tn) < fltg, oty t),

"Ou seja, de acordo com a defini¢do de substitui¢do, £ : X — 7 (F, X) é uma funcio injetora.

8A rigor, o termo quasi-ordem indica uma relagdo transitiva e anti-reflexiva (veja [RW03]).
Ao longo desta pesquisa, porém, o termo quasi-ordem sera usado como sindénimo de pré-ordem,
i.e. uma relacao transitiva e reflexiva, o que é comum na literatura de sistemas de reescrita
(veja [KKO01] e [BN9S]).
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conforme o seguinte exemplo: x < a mas f(z,z) £ f(x,a).

Também nao é preservada pela substituicao, ou seja:
t<t % o(t) <o),

conforme o seguinte exemplo: < a mas (x — b)z £ (z +— b)a, onde (z +— b)x
e (z — b)a abreviam o(z) e o(a), respectivamente, com o = {(z — b)}.

Definicao 2.4.6 A ordem de encompassamento denotada por C é definida
por t C ' se um sub-termo de ¢’ ¢ uma instancia de t°, ou seja, para s,t € 7 (F, X)
e algum sub-termo s de t':

tCt' < Jo € Subst,o(t) =s

A ordem estrita associada é denotada por C.

Neste sentido, a inclusao é um caso particular da ordem de encompassamento.

2.4.3 Inclusao de substituicao
A inclusao se estende para substituicoes da seguinte forma:

Definigao 2.4.7 Uma substituicao 7 ¢ uma instancia em V C X de uma
substituicao o, denotada por ¢ <y 7, lé-se ¢ é mais geral sobre V' do que 7,
quando:

o<y 71 dp,VeeV,1(x) =plo(x)).

Outra notacao utilizada é 7 =y po. A relacao “<y” é uma quasi-ordem'? em
Subst, também chamada inclusao. V' é omitido quando igual a X.

Analogamente a termos, a equivaléncia =y e a ordem estrita <y em subs-
tituicoes sao respectivamente chamadas equivaléncia de inclusao e inclusao
estrita. E facil observar que o e 7 sdao equivalentes na inclusdo em V sss p é um
mapeamento um para um de Ran(o}y) para Ran(my).

A menos de renomeacao, a ordem de inclusao em substituicoes é bem-fundada,
ou seja, para qualquer subconjunto S C Subst, sempre havera uma substituicao
mais geral o.

9Pode-se interpretar ingenuamente ¢ C ¢’ como “¢ é instanciado ’dentro’ de t'”, ou ainda,
m rai um sub-term ",

como “t abstrai sub-termo de t”
190u seja, “<y”” é uma relacdo transitiva e reflexiva.
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2.5 Reescrita e deducao equacional

Dedugao equacional e reescrita baseiam-se na substituicao de iguais por iguais.
Comeca-se com um certo termo ty sobre uma dada assinatura 2, e entao aplica-se
equagoes ey, ..., e,. Cada aplicacao destas equacoes gera novos termos tq, to, ..., g,
onde cada termo ¢ igual a todos os termos anteriores. Isto pode ser escrito como

to

= {ei}
t

= {es}

= {ex}
17

De fato, uma equacao da forma t = ¢’ é uma regra de reescrita sss o conjunto
de variaveis que ocorre em t' é um subconjunto do conjunto de variaveis que
ocorre em t. Um conjunto finito de regras de reescrita sobre uma assinatura 3
é chamado sistema de reescrita de (X—)termos. Tais nogoes serao formalizadas
posteriormente, no Capitulo 4.

Esta secao serd finalizada com um exemplo, ilustrando o que vem a ser
"aplicar" uma equagao a um termo:

Exemplo 2.5.1 [GM96] Dada uma assinatura ¥ = ({Nat}, {0, s, +,*}), onde
Ows = (A Nat), s,s = (Nat,Nat), +,s = (NatNat,Nat) e
*ws = (NatNat, Nat), seja ty o termo “s(0) 4 (s(0) * s(0))” e seja e; a equagao
(VX)s(0) * X = X. Entdo, aplica-se e; ao sub-termo “(s(0) * s(0))” associando-
se a variavel X no lado esquerdo da equagdo a constante “s(0)” no sub-termo,
obtendo “s(0)” para o valor correspondente do lado direito. Este deve ser agora
colocado no contexto do termo original “s(0) 4 (s(0) xs(0))”, obtendo “s(0)+s(0)”
como resultado final. Assim, o procedimento geral é associar o lado esquerdo da
equacao a um sub-termo do termo dado, e entao substituir aquele sub-termo pela
correspondente instancia da substituicao do lado direito.

Neste capitulo, foram abordados conceitos basicos de linguagens formais, sob
trés pontos de vista: axiomatico, denotacional e computacional. Os dois primeiros
serao diretamente aplicados no capitulo a seguir, onde serao estudados aspectos
sintaticos (axiomaticos) e semanticos (denotacionais) da logica equacional. O
terceiro, por sua vez, possui singular importancia para esta pesquisa, e sera en-
fatizado (implicita ou explicitamente) ao longo de todo o Capitulo 4.



Capitulo 3

Apresentacoes da Loégica Equacional

Neste capitulo, os conceitos basicos de linguagens formais e Y-algebras definidos
no capitulo anterior, tais como modelos e sistemas de deducao, serao aplicados
no contexto da légica equacional, em trés apresentacoes diferentes: Logica equa-
cional homogénea, 16gica equacional heterogénea e logica equacional condicional.

A abordagem apresentada aqui segue de [KKO01|. Veja também |Bra03|, que
faz uso de uma generalizacao da logica equacional ordenada heterogénea, chamada
logica equacional de pertinéncia, para descrever uma logica de reescrita.

3.1 Lobgica equacional homogénea

Na logica equacional, as formulas sao construidas a partir de termos de primeira
ordem e do predicado de igualdade. Em outras palavras, as formulas atomicas
possuem a estrutura “t = t’”, onde t e ¥’ sdo os termos mencionados.

Defini¢ao 3.1.1 Um par de termos {l,r} é chamado equagdo ou axioma
equacional ou igualdade, e denotado por (I = r). Assume-se que as variaveis de
um axioma equacional sao quantificadas universalmente. Quando a quantificacao
deve ser explicita, escreve-se (VX, [ =r), onde Var(l) U Var(r) C X.

3.1.1 Sintaxe

A partir de um conjunto de axiomas, novas igualdades podem ser deduzidas
através de regras de inferéncia.

Um sistema de deducao para equagoes é dado na Figura 3.1. O axioma da
reflexividade indica que (¢ = t) nao precisa de premissa para ser deduzido.



3. Apresentacdes da Légica Equacional 27

1. Reflexividade Eo(t=1)

2. Simetria (t=1) o=t

3. Transitividade (t=1t),({t =t") Fo(t=1t")

4. Congruéncia {t;=t)i=1,....n} F (f(t,....,tn) = f(t}, ..., 1))
VfeF,

5. Substitutividade (t; = t») Fo (o(ty) = a(ta))
se o € Subst

Figura 3.1: Regras de dedugio equacional |[KKO1|

Defini¢ao 3.1.2 Dado um conjunto de axiomas equacionais £ = {{l,r}|l,r €
T(F,X)}, sobre o conjunto de termos 7 (F,X), a teoria equacional de E,
denotada TH(E), é o conjunto de igualdades que podem ser obtidas, partindo
de FE, aplicando-se as regras de inferéncia dadas na Figura 3.1.

Notagao: Escreve-se EFs=t,se (s=t) € TH(E).
Um sistema de inferéncia mais compacto é a assim chamada substituicao de
iguais por iguais:

Defini¢ao 3.1.3 Dado um conjunto E de axiomas, escreve-se s «<»p t se s, =
o(l) e t = s[o(r)], para alguma posi¢ao w em Dom(s), substitui¢do o e igualdade
l=r(our=1[)emE.

Exemplo 3.1.1 Se E = {(f(z,z) = x)}, entao f(f(a,a),b) < f(a,b), onde
o(x) = a.

Definicao 3.1.4 A relagao de provabilidade de E é o fecho transitivo reflex-
ivo da relacio simétrica < g, e é denotada por <» . Tal relacdo ¢ uma relacio de
congruéncia.

Notacdo: A algebra quociente’ do conjunto de termos 7 (F, X) por <>p é de-
notada por 7 (F,X)/E.

O teorema seguinte declara a equivaléncia entre os dois sistemas de inferéncia
para deducao de igualdade.

Teorema 3.1.1 (Birkhoff) |Bir35|

Ebs=tssss <p t

1Sobre édlgebras quocientes, veja [Hen88].
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3.1.2 Semantica

Os modelos das teorias equacionais homogéneas sao as Y-algebras homogéneas,
ou F-algebras, que satisfazem um conjunto de equacoes E.

A nocao de modelo e validade introduzida a seguir vale para o caso particular
dos axiomas de igualdade. Esses axiomas sao igualdades quantificadas universal-
mente, da forma YVar(l,r).l = r ? e igualdades quantificadas existencialmente, da
forma V(Var(l,r)\V),3V,l = r ? onde V' C Var(l,r). Note-se que, por skolemi-
za¢ao, o ultimo pode sempre ser reduzido ao primeiro. O quantificador universal,
em geral, nao ¢ mencionado explicitamente.

Definig¢ao 3.1.5 Uma F-algebra A é um modelo de um axioma s = t, se para
qualquer atribui¢ao v das variaveis em s e t, v(s) = v(t). Diz-se também que a
igualdade s =t é valida em A, denotado por A |= s = t.

Defini¢ao 3.1.6 Um F-algebra A é um modelo de um axioma JV.s = t, se
para qualquer atribuicao v das variaveis em s e t exceto aquelas em V', h4 uma
atribuicao p tal que pv(s) = pv(t).

Definigao 3.1.7 Seja E um conjunto de axiomas de igualdade. Uma F-algebra
A é um modelo de F se ela é um modelo de todos os axiomas em E.

Mod(FE) denota o conjunto dos modelos de E. A classe desses modelos é
caracterizada pela nogao de variedade, como segue:

Teorema 3.1.2 [KKO01| Uma classe C de dlgebras € a classe de modelos de um
conjunto de igualdades E, i.e. Mod(E), sss ela for uma variedade, ou seja,
quando for fechada sobre produto direto, imagem homomdrfica e sub-dlgebra.

Pode-se provar que 7 (F,X)/E é um modelo de E. E mais:

Teorema 3.1.3 [Bir35, KK01, BS81| Para qualquer conjunto de axiomas E, para
quaisquer termos s, t € T(F,X), e para qualquer dlgebra A € Mod(E),

AEs=tsssT(F,X)/JElEs=tsssEFs=t

2YVar(l,r).l = r é uma abreviagio para Vz € Var(l).Vy € Var(r).l[z], = r[yl.,, para alguma
posi¢do w de x e alguma posicio w’ de y.

3Por exemplo, a equacao que expressa a propriedade de elemento inverso aditivo, da forma
Vz.Jy.x +y = 0, pode ser reescrita como Y(Var(l,r)\V),3V,l = r, onde l = z +y, r = 0,
Var(l,r) ={z,y} e V ={y}.
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Notagao: Escreve-se s =p t sss A = s = t, para todo A € Mod(FE). Gragas
aos teoremas 3.1.1 e 3.1.3, as notacoes s =g t e s Spt podem ser usadas per-
mutavelmente.

Na classe de algebras que sao modelos de F, a algebra livre sobre X é (iso-
morfa a) a algebra 7 (F,X)/E. Na classe de édlgebras que sao modelos de F, a
algebra inicial é (isomorfa a) a algebra 7 (F)/E.

Algebras de termos sdo especialmente interessantes por causa da sua larga
representatividade mas esta ainda é limitada a classe de algebras geradas de
termos.

Definicao 3.1.8 Uma F-algebra A = (A, ((F)) é gerada a partir de termos
quando para todo elemento a € A existe um termo ¢t € 7 (F) tal que ¢(t) = a.

Exemplo 3.1.2 Tomando-se F = {+, *, suc, 0}, entao a F-algebra dos naturais
L, onde +, %, suc, 0 sao interpretados com seu significado usual e cujo dominio é
o conjunto de todos os naturais N, é gerada a partir de termos.

Nem todas as dlgebras sao geradas de termos, conforme o exemplo a seguir:

Exemplo 3.1.3 Tomando-se F = {+, %, suc, 0}, entao a F-algebra dos reais R,
onde +, %, suc, 0 sao interpretados com seu significado usual e cujo dominio é o
conjunto de todos os reais R, nao é gerada a partir de termos uma vez que, por
exemplo, v/2 nao pode ser expresso finitamente usando somente os operadores
=+, *, suc, 0.

3.2 Satisfatibilidade

Defini¢ao 3.2.1 Uma equagao (s = t) é satisfativel numa algebra A se existe
uma atribuigdo v de valores para as variaveis de s e t para os quais v(s) = v(t).

Esta definicdo ¢ um caso particular da definicao mais geral de um problema
equacional, que serd dada a seguir:

Definigao 3.2.2 Sejam F uma assinatura, X um conjunto de variaveis, e A uma
F-algebra . Um (< F, X, A >-)problema equacional é qualquer conjunto P =
{(si =4 t;) }iesr de equagdes, tal que s; e t; sdo termos em 7 (F, X). Uma solugao
de P é qualquer homomorfismo h de 7 (F, X') para A tal que Vi € I, h(s;) = h(t;),
ou seja, s; e t; sao mapeados ao mesmo valor em A pelo homomorfismo h. Dois
problemas equacionais P e P’ sao chamados equivalentes se eles tem o mesmo
conjunto de solucoes.
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O processo de se resolver um problema equacional é chamado de
unificagdo: dado um conjunto E de axiomas equacionais, e s,t € T(F,X),
deseja-se encontrar uma substitui¢do o tal que o(s) =g o(t). Existem dois ca-
sos especiais: quando a éalgebra A é a propria algebra de termos 7 (F,X), i.e.
E = () (unificagdo sintatica) e quando A é a algebra quociente 7 (F,X)/E
(unificagdo seméantica). Como usual, reserva-se a palavra "unificacao" para
estes dois casos, e fala-se de "resolucao de equacoes" para os demais.

Um dos mais simples problemas da logica equacional é decidir, para uma dada
teoria equacional 7H(E), se dois termos sdo E-iguais ou nao.

Definigao 3.2.3 Sejam 7H(FE) uma teoria equacional construida sobre a alge-
bra dos termos 7 (F,X) e t,t" dois termos. O problema da palavra consiste
em decidir se a igualdade t = ¢’ vale em TH(E), isto é,se E =t =1

4

Se a teoria equacional é recursiva®, entao o problema da palavra é semi-

decidivel [KKO1].

3.3 Logica equacional heterogénea

Na logica equacional heterogénea, as igualdades sao construidas a partir de termos
heterogéneos e quantificadas universalmente. Nesta secao, o sistema dedutivo e
os modelos, apresentados anteriormente para o caso de assinaturas homogéneas,
serao generalizados para assinaturas heterogéneas (veja Secao 2.2.3).

3.3.1 Sintaxe

Em primeiro lugar, segue um conceito de fundamental importancia, tanto para
o caso homogéneo quanto o heterogéneo, a saber, o conceito de apresenta¢ao ou
especificacao:

Definicao 3.3.1 Uma apresentacgao, também chamada especificacao, e deno-
tada SP = (X, F), é dada por uma assinatura ¥, e um conjunto E de igualdades
quantificadas universalmente (VX ¢ = t') onde Var(t) U Var(t') C X. (A quan-
tificacao pode ser omitida quando X = Var(t) U Var(t')).

Exemplo 3.3.1 : Seja uma especificacao de listas com dois sorts List para listas
e Flt para elementos. Listas sao construidas com dois construtores nil para a
lista vazia e push que concatena um elemento a uma lista. Seja também uma
operacao conc, sobre listas, que concatena duas listas e produz uma terceira. A
estrutura List e a operacao conc sao descritas pela seguinte especificagao:

4i.e. & possivel decidir se um dado axioma equacional pertence ou nao a teoria.
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sorts: Elt, List
nil . —  List
push : Elt List +—  List
conc : List List +— List

e as igualdades definem a operagao conc:

Vz: List  conc(nil, z) = z
Va : Elt,y : List, z : List conc(push(z,y),z) = push(x,conc(z,y))

Desta forma, a especificacao de listas é dada por SP = (X, F), onde ¥ =
({List, Elt}, {nil, push, conc}), cujos simbolos funcionais possuem os perfis nily r;s,
PUSh g List List © CONCListList List, TeSpectivamente; e, ainda, E = {(conc(nil, z) =
z), (conc(push(x,y), z) = push(x, conc(z,y)))}.

As regras de deducao equacional, dadas na Figura 3.1 generalizam para o
framework heterogéneo desde que nao exista nenhum sort vazio. Uma anélise
precisa dos possiveis problemas que podem surgir quando esta hipotese nao é
satisfeita pode ser encontrada em |[MG85|.

3.3.2 Semantica

Os modelos para a logica equacional heterogénea sao Y-algebras, tal como definido
na secao 2.3.3.

Substituicoes, definidas como mapeamentos o de variaveis com sort em termos
heterogéneos tal que se z : s entdao o(z) € 7(X, X),, induzem 3-homomorfismos
sobre a X-algebra de termos heterogéneos.

A seguir, somente modelos com sorts nao-vazios serao considerados. Isto sig-
nifica que para qualquer modelo A e qualquer s € S, A, é um conjunto nao-vazio.

Uma especificagdo SP = (3, E) realmente descreve uma classe de élgebras,
nominalmente a classe de X-algebras satisfazendo as igualdades E, denotada por
Mod(E) ou ALG(SP). ALG(SP) com SP-homomorfismos® é uma categoria®,
também denotada por ALG(SP).

E possivel demonstrar que a substituicio de iguais por iguais <>z em 7 (%, X)
é correta e completa para dedu¢do em ALG(SP), i.e.:

5 A notacdo SP-homomorfismos denota os Y-homomorfismos entre os elementos da classe de
algebras Mod(E).

6Simplificadamente, uma categoria é uma estrutura algébrica constituida de um conjunto de
objetos, e transformacoes entre 0s mesmos.
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t Spt sss VA€ ALG(SP), A= (VX t =t).

Esta classe ALG(SP) tem uma algebra inicial denotada por 7(3)/E ou por
Tsp-7 (X)/E construida como a algebra quociente da algebra de termos fechados
T (X) pela congruéncia <> gerada por E.

3.4 Lobgica equacional condicional

3.4.1 Sintaxe

As formulas em questao sao as, assim chamadas, igualdades condicionais. Uma
igualdade condicional nao ¢ nada mais do que uma clausula de Horn”. Formal-
mente:

Definigao 3.4.1 Uma clausula equacional é uma clausula construida apenas
com o predicado de igualdade, e denotada por I' = A, onde I' é o antecedente e A
é o sucedente. Uma clausula de Horn equacional é uma clausula equacional
cujo sucedente é reduzido a uma igualdade. Uma igualdade condicional é uma
clausula de Horn equacional, denotada por “/ = r, se I'”, onde I' € um conjunto de
igualdades. T" e [ = r sao respectivamente chamados de condicao e conclusao
da igualdade condicional.

O significado de “l = r, se I'” é que [ e r sao iguais se a condicao I' é satis-
feita. Quando é necessario tornar a condicao explicita, a igualdade condicional é
denotada por “l =71 se (s =t; A ... As, =t,)".

Um sistema condicional ¢ um conjunto de igualdades condicionais.

Para qualquer conjunto de axiomas condicionais F, igualdades condicionais,
da forma "s =t se I'", podem ser deduzidas via regras de inferéncia.

Um sistema de dedugao para deducao equacional condicional é dado na Figura
3.2. Neste sistema, quandoI' = A,_,  u, =v;comn >0,0(I) = A,_;, , o) =

o(v;).

Definigao 3.4.2 Dado um conjunto de axiomas condicionais £ e um conjunto
de termos 7 (X, X), a teoria condicional de E, denotada 7H(E), é o conjunto
de igualdades condicionais que podem ser obtidas, a partir de F/, aplicando-se as
regras de inferéncia dadas na Figura 3.2.

"Uma clausula (i.e. uma disjuncio de literais) é chamada cldusula de Horn se ela contém,
no méximo, um literal positivo. Na légica apresentada nesta se¢do, uma cldusula seréd vista
como uma conjuncdo (e ndo uma disjun¢ao) de literais, seguindo o padrao de [KKO01].
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1. Reflexividade Fo(t=1)

2. Simetria (t=1t) Fo(t =1

3. Transitividade (t=t),{t =t") Fo(t=1t")

4. Congruéncia {t;=t)Hli=1,...n} F (f(ts,....,tn) = f(t},...,t)))
se feF,

5. Substitutividade (t; =t3) se I’ Fooo(ty) = a(ta) se o(I)
se 0 € Subst

6. Corte ty =ty se (DA =1t)),

P =thsel” oty =tyse (IATY)

Figura 3.2: Regras de dedugao equacional condicional [KKO01|

3.4.2 Semantica

Do ponto de vista algébrico, sistemas condicionais e sistemas equacionais tém
resultados muito similares®.

Definicao 3.4.3 Seja E um conjunto de axiomas condicionais. Uma &lgebra A
¢ um modelo de F se, para qualquer axioma "l =7, se (s =t A ... A s, =1t,)"
em F, e para qualquer atribuicao v de variaveis em A,

seVie[1,...,n|,v(s;) =v(t;) entao v(l) = v(r).

Diz-se também que o axioma "l =7, se (s1 =t; A... A s, =t,)" é valido em A,
ou que A satisfaz "l =r, se (s; =t1 AN...ANs, =1,)", istoé A= s=t.

Dado um conjunto de axiomas condicionais F, A é um modelo de E se A
satisfaz todos os axiomas condicionais em FE.

Definicao 3.4.4 Um conjunto de axiomas condicionais F ¢ chamado
consistente se ele tem um modelo, e inconsistente ou insatisfativel caso con-
trario. £ implica C (escreve-se E = C) se todo modelo de E satisfaz C.

Mod(FE) é o conjunto de modelos de E. Pode-se provar que existe uma menor
congruéncia sobre 7 (X, X) gerada por E. Esta congruéncia é obtida como o
menor ponto-fixo de uma funcao continua definida sobre o reticulado completo
de congruéncias construidas sobre 7 (X, X).

8Vendo um axioma condicional como uma clausula de Horn equacional, tem-se também um
outro tipo de semantica, via interpretag¢oes de Herbrand. Veja [Rin04] pg. 16 e [KKO01] pg. 45.
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A algebra quociente 7 (X, X)/E de 7 (X, X') pela congruéncia gerada por E é
um modelo de E. Além disso, o modelo inicial é a algebra quociente 7 (3)/FE de
termos fechados pela congruéncia gerada por F.

Seguindo trabalhos anteriores, um teorema de Birkhoff estabelece a comple-
tude de substituicao condicional de iguais por iguais. O sistema de dedugao para
dedugao equacional condicional dado na Figura 3.2 é correto e completo com re-
speito a esta nocao de modelos.

Teorema 3.4.1 [KKO01| Para qualquer conjunto de axiomas condicionais E, para
qualquer igualdade condicional s =t se I,

Mod(E) Es=tsel'sss EFs=tsel.

Neste capitulo, aspectos axiomaticos e denotacionais foram considerados para
a logica equacional, em suas diversas apresentagoes. Agora, o foco sera direcio-
nado para o aspecto computacional de teorias equacionais. Serd apresentada,
no capitulo a seguir, uma logica, chamada ldgica de reescrita, que impoe certas
restrigoes aos sistemas dedutivos (e seus respectivos modelos) apresentados até
aqui, a fim de prover um procedimento de decisao para as teorias em questao.



Capitulo 4

Sistemas de Reescrita de Termos

4.1 Introducao a sistemas de reescrita

Este capitulo introduz os principais conceitos relacionados a sistemas de reescrita
de termos, além de descrever a logica de reescrita cujas regras servirao de base
para a teoria formal proposta no Capitulo 6. Além disso, sao discutidas as pro-
priedades fundamentais que tais sistemas devem satisfazer, a fim de prover um
procedimento de decisao para teorias equacionais, em especial as propriedades de
terminacao e confluéncia.

4.1.1 Visao geral

Antes de apresentar uma defini¢cao formal, a nocao de reescrita seré introduzida
com duas charadas classicas, adaptadas de Dershowitz [Der93].

Charada 1: Ilha do Camaleao. Os camaledes nesta estranha ilha vém em trés
cores vermelho, amarelo e verde e vagueiam continuamente. Sempre que
dois camaledes de cores diferentes se encontram, ambos mudam para a terceira
cor. Supondo que haja 15 camaleoes vermelhos, 14 amarelos, e 13 verdes, podem
0s seus encontros casuais levarem a um estado estavel, todos compartilhando a
mesma cor?

Charada 2: Urna Grega. Uma urna contém 150 feijoes pretos e 75 brancos.
Dois feijoes sao removidos de cada vez. Se sao da mesma cor, um preto é colocado
na urna; se sao diferentes, o branco é devolvido & urna. O processo é repetido
tanto quanto possivel. A cor do tltimo feijao na urna é predeterminada? Se for,
qual é a cor?

Ambas as charadas fornecem regras para se partir de um estado para outro.
A primeira questiona a possibilidade de se chegar a um estado final a partir de
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um estado inicial; a iltima questiona a forma pela qual o estado final se relaciona
com o estado inicial.

Um sistema de reescrita consiste, em geral, de um conjunto de regras para
transformar termos.

A Ilha do Camaleao pode ser expressa através de seis regras, uma para cada
par de camaleoes possivel:

verde verde

verde verde
vermelho vermelho
vermelho vermelho
amarelo amarelo,
amarelo amarelo,

vermelho amarelo
amarelo vermelho
verde amarelo
amarelo verde
vermelho verde
verde vermelho

A

A Urna Grega, por sua vez, pode ser expressa com o seguinte sistema de qua-
tro regras, uma para cada par de feijoes possivel:

preto preto —  preto

branco branco —  preto
preto branco —  branco
branco preto —  branco.

A nocao de sistemas de reescrita sera formalizada na secoes seguintes. As
definigoes fornecidas foram adaptadas de |[BN98, DJ90, Der93, KKO01|. A notagao
utilizada segue de Kirchner |[KKO01|, com pequenas variagoes.

4.1.2 Raciocinio equacional

Na tentativa de automatizar tanto quanto possivel o raciocinio equacional, depara-
se com o problema de encontrar um procedimento de decisao para teorias equa-
cionais. A semelhanca de Baader e Nipkow [BN98|, Kirchner [KK01] ilustra tal
problema através do exemplo da teoria dos grupos, definida pelos axiomas abaixo,
onde “x” é uma operacao binaria, “e” representa o elemento identidade dessa ope-
racao, e i(x) representa o inverso de x:

rxe =
rxxi(z) = e
(x*xy)xz = x*x(yx2z)
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A prova de que “e€” também é identidade a esquerda pode ser feita por subs-
tituicao equacional como segue:

exr = ex(rxe)=e

I
~—~
@
*
@
N~—
*
-~
—
~
8
~—

Automatizar esta prova requer conjecturar qual o axioma correto a ser apli-
cado em cada passo, em qual direcao, e a possibilidade de retrocesso. A idéia
de reescrita é suprimir a necessidade de retrocesso, primeiro pelo uso de axiomas
(orientados) da esquerda para a direita somente; segundo, fornecendo suficientes
axiomas (orientados) para ter o mesmo poder de dedugao que originalmente. Por
exemplo, decidir a igualdade na teoria dos grupos requer dez axiomas orientados
(equivalentes aos trés previamente apresentados).

i(e)

i(i(z))
(xxy)*z

z * (i(z) * y;

K2 0O O O K K

(y) *i(x)

crrlr el

e R

Naturalmente com este sistema, provar o teorema anterior se torna 6bvio, por
causa da existéncia do axioma orientado “e x v — z”.

4.1.3 Sistemas de reescrita

A idéia central de reescrita consiste em impor direcionalidade no uso de equacoes.

Definicao 4.1.1 Uma regra de reescrita ¢ um par ordenado de termos de-
notado [ — r. Os termos [ e r sao respectivamente chamados lado esquerdo
(left-hand side) e lado direito (right-hand side) da regra. Um sistema de re-
escrita ou sistema de reescrita de termos é um conjunto (finito ou infinito)
de regras de reescrita.

Exemplo 4.1.1 A Loégica Combinatéria é um exemplo de uma teoria com um
simbolo funcional binério (aplicagao), simbolos de constantes S, K, I (combi-
nadores) e variaveis. A teoria é definida por trés axiomas que podem ser aplicados
como regras de reescrita, usando os seguinte sistema de reescrita LC"
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((S-2)-y)-z — (z:2)-(y-2)
(K-2)y — 2
(I-z) — =

W

Geralmente o simbolo ¢ omitido para melhor legibilidade.

Uma regra é aplicada substituindo-se uma instancia do lado esquerdo pela
mesma instancia de seu lado direito, mas nunca o inverso, como acontece com a
relacao de igualdade. Note-se que duas regras sao consideradas a mesma se elas
somente diferem por uma renomeagao de suas varidveis. Um sistema de reescrita
R induz uma relagao binaria nos termos chamada de relagao de reescrita ou
relagao de derivabilidade.

Definigao 4.1.2 Dado um sistema de reescrita R, um termo ¢t reescreve para
um termo t’, o que é denotado por t —p t’ se existe:

e uma regra [ — r de R,
e uma posicao w em t, e

e uma substituicao o, satisfazendo ¢, = o(l), chamada de um casamento
(match) de I para t|,, tal que t' = t{w <= o(r)].

Exemplo 4.1.2 Sejam R={z+y —y+a},t=4x(0+z2)et' =4x(2+0), ¢
tomando o = {x — 0,y +— z}. Verifica-se que t = t', pois tp = 0+2 = o(x +y)
et2—o(y+x)=4x(24+0)="1t.

Quando t reescreve para t' com uma regra [ — r e uma substituicdo o, sera
sempre assumido que variaveis de [ e ¢ sao disjuntas. Assim Dom(o)NRan(c) = 0.
Isto nao é uma restrigao, ji que variaveis de regras podem ser renomeadas sem
perda de generalidade.

Notacao: Quando a regra, a substituicao e a posicao necessitam ser explici-
tadas, denota-se um passo de reescrita por

l—r 4
t =57 t
R

Definigao 4.1.3 O sub-termo #),, onde o passo de reescrita é aplicado ¢ chamado
de redex. Um termo que nao tem redex é chamado de irredutivel para R ou
forma normal de R. A forma irredutivel de ¢t é denotada por t |z. Por fim,
diz-se que um termo t possui uma forma normal quando ¢ se reduz para uma
forma normal, em um ntmero finito ou infinito de passos de reescrita.
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Notacao: No que segue, com relacao a —g:

—pg indica o fecho reflexivo;

—pg indica o fecho transitivo;
<p indica o fecho simétrico;

—p indica o fecho reflexivo-transitivo;
—p indica o fecho reflexivo-simétrico-transitivo.

Definigao 4.1.4 Uma derivacao de reescrita é qualquer sequéncia de passos
de reescrita

tl —R tg —R .-

~ . oqe * , . * .
A relacao de derivabilidade <5 ¢ definida nos termos por ¢t <> t’' se existe
uma derivacao de reescrita de t em t' ou vice-versa. Se a derivagdo contém ao

, +
menos um passo, é denotada por —g.

Continuando o Exemplo 4.1.1, da Logica Combinatoria, pode-se derivar
S(KS)Kxyz —pc KSx(Kx)yz — o S(Kx)yz — o Krz(yz) —re x(yz)

onde o operador “-” foi omitido. Abreviar S(KS)K por B, estabelece que Bryz ¢
x(yz) e define Bry como a composigao roy onde x e y sdo variaveis representando
funcoes.

As varias relagoes definidas a partir de R tém em comum serem fechadas sob
a aplicacao de contexto! e a substituicao:

Definigao 4.1.5 Uma relagio binaria — sobre um conjunto de termos 7 (%, X)
é termo-fechada ou monotodnica se ela é fechada sob aplica¢oes de contexto:

Vs, t,u € T(X, X)Vw € Dom(u).s — t = u[s], — ult],,
e sob substituicoes:

Vs, t € T(X,X),Vo € Subst.s — t = o(s) — o(t).

Em geral, as principais propriedades de um sistema de reescrita de termos sao
definidas a partir das propriedades das rela¢oes binarias (relagoes de reescrita)
induzidas por suas regras. Tais propriedades serao resumidas na defini¢ao abaixo,
e serao particularmente discutidas nas segoes 4.2 e 4.3.

1o que implica serem fechadas sob os simbolos f € X.
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Definigao 4.1.6 Uma relagao de reescrita — g, sobre 7 (X, X), é chamada

e Church-Rosser? sss
Vit t<Spt' sssds.tops gt

e Confluente sss
Vit gt St =3s ! Sps gt

e Terminante sss
nao existe nenhuma cadeia descendente infinita tg —r t1 —g ...;

e Convergente sss
ela é confluente e terminante;

e Normalizante sss
todo elemento possui uma forma normal.

Nota: Deve-se chamar a atencao para o fato de que as propriedades acima
nao sao especificamente caracteristicas de relacoes de reescrita, mas de relacoes
binarias em geral. E possivel definir-se abstratamente a nocio de "reducio" e, a
partir dai, definirem-se as propriedades acima para sistemas de reducao abstratos,
de forma genérica.

A seguir, serd formalizada a importante no¢ao de ordem de reescrita, a qual
serd usada, posteriormente, como base para a definicao de ordem de reducao e
ordem de simplificacao, ambas utilizadas na prova da terminacao de sistemas de
reescrita, como sera visto na Sec¢ao 4.2.

Definigao 4.1.7 Uma relagao binaria — sobre um conjunto de termos 7 (%, X)
é¢ uma ordem de reescrita se ela é transitiva, irreflexiva e termo-fechada.

Exemplo 4.1.3 A rela¢do binaria induzida pela regra f(f(z)) — z é clara-
mente termo-fechada, visto que a mesma é fechada sob aplicacoes de contexto
(por exemplo, g(a, f(f(z)),b) — g(a,z,b)), e sob substitui¢oes (por exemplo,
aplicando o = {x — a}, entdo f(f(a)) — a.

Lema 4.1.1 [KKO01| As relagbes — g, < g, <> r, — R, R\ <i>R,i>R, <iR e g sdo
fechadas sob a aplicacdo de contexto e substitui¢oes sobre 7 (X, X). A relacao

+ .
—p € uma ordem de reescrita.

Definigao 4.1.8 Para um sistema de reescrita R = {l; — r;};c1, denota-se =g a
teoria  equacional gerada pelo conjunto de axiomas equacionais

E={li = ri}ir

2A. Church e J. Rosser provaram que o A-calculo tem esta propriedade.
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Uma facil caracterizacao de dois termos equivalentes modulo =g pode ser
dada usando —p:

Lema 4.1.2 |KKO01| Seja R = {l; — 7;}icr um sistema de reescrita de termos,
entdo para quaisquer termos t,t’', tem-se ¢t = t’' sss existe uma sequéncia finita
de termos t = tg,t1,...,tn—1,t, = t' tal que para todo ¢ € [1l.n — 1], “t; =g ti1
ou tiy1 —grt

4.1.4 Uma légica de reescrita

Esta introducao geral a sistemas de reescrita sera finalizada, agora, com a ilus-
tragao de uma logica de reescrita, a qual permite construir todos os elementos de
uma relacao de reescrita gerada por um sistema de reescrita de termos R.

Defini¢ao 4.1.9 Para um dado conjunto de termos 7 (X, X) e um conjunto de
regras R, definem-se os seqiientes como as sentencas da forma t — t' onde t e
t' sdo termos de 7 (X, X).

Uma teoria de reescrita ¢ um conjunto R de regras de reescrita. Cada regra
(I — r) tem um conjunto finito de variaveis Var(l) U Var(r) = {z1,...,z,} que
sao registradas na notacao ({(xy,...,z,) — (1, ..., ,)). Uma teoria R acarreta
o seqiiente (t — t'), se ele for obtido pela aplicagao finita das regras de dedugao
apresentadas na Figura 4.1.

Lema 4.1.3 [KKO01] A regra Substituigao pode ser derivada das outras quatro
regras da logica de reescrita. Se a regra:

Simetria t; — ty
—»

t2—>t1

é adicionada as quatro regras Reflexividade, Congruéncia, Troca ¢ Tran-
sitividade, claramente se obtém a logica equacional definida anteriormente, re-
sumida na Figura 3.1. A distancia entre a logica equacional e a logica de reescrita
é realmente bastante grande por causa do requisito muito forte da simetria.

Dependendo do uso de tais regras, podem-se construir diversas relacoes de
reescrita.

Defini¢ao 4.1.10 Dado um sistema de reescrita R, um seqiiente ¢t — t’ é:

e uma R-reescrita de zero passos, se ele pode ser derivado de R pela apli-
cacao das regras Reflexividade e Congruéncia (quando t e t’ coincidem).
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Reflexividade
ﬁ;
(t—1)
set e T(X,X)
Congruéncia ¢, — t),...,t, — t,
ﬁ;
f(ty, otn) — f(t, .. th)
se feF,
Troca ty =t .ty —
ﬁ;
Uty ooy ty) — 1 (t], . 1))
se (1, ..., xn) — r(21, ..., 0,) €ER
Transitividade t; — 9,1y — 13
ﬁ;
tl — tg
Substituicao W(xyy ooy ) — 0(T1,y 0y ), b1 — Bty — E
—»
w(ty, oy tn) — v(t], .. )

Figura 4.1: Regras de dedugao de reescrita [KKO01]

e uma R-reescrita concorrente de um passo, se ele pode ser derivado de
R pela aplicagao das regras Reflexividade, Congruéncia e no minimo
uma aplicacao de Troca. Quando Troca ¢ aplicada exatamente uma vez,

entao o seqiiente é chamado R-reescrita sequencial de um passo.

e uma R-reescrita concorrente, se ele pode ser derivado de R pela apli-
cacao finita das regras apresentadas na Figura 4.1.

A relagao entre uma R-reescrita sequencial de um passo e a relagao de reescrita
previamente definida nos termos ¢ apresentada no seguinte lema.

Lema 4.1.4 [KKO01] Um seqiiente ¢ — ¢ é uma R-reescrita sequencial de um

passo sss existe uma regra [ — r em R, uma substituicao ¢ e uma ocorréncia w

w,o,l—r 4
R t -

de t tal que t —

Prova: Inducao imediata na forma da prova do seqiiente ¢t — t'. [J

Este resultado se estende a qualquer derivacao de reescrita concorrente:
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Lema 4.1.5 [KK01] Para cada seqiiente ¢ — #' computado usando a logica de
reescrita relativa a um conjunto de regras R:

eout="=t,
e ou existe uma corrente de R-reescrita concorrente de um passo:

t=ty—t; — ... > th_1 —t,=1.

Além disso, nesta corrente, cada passo t; — t;;1 pode ser escolhido sequen-
cialmente.

Prova: Esta também é uma conseqiiéncia da forma da prova do seqiiente
t—t. 0O

Estes tltimos resultados mostram a equivaléncia entre a definicao operacional
de reescrita e a relacao de reescrita sequencial obtida a partir da légica de rees-
crita. A principal vantagem do tltimo é precisamente escapar de uma definicao
operacional de reescrita que necessita manipular a nocao de ocorréncia, associagao
e substituicao. Isto permite, em particular, simplificar as provas.

4.2 Terminacao de sistemas de reescrita

Esta se¢ao resume os principais resultados |[BN98, DJ90, Der93, KK01]|, na prova
da terminacao de sistema de reescrita de termos, fazendo uso explicito da estru-
tura de termo, substituicoes e propriedades de termo. Primeiramente, apresenta-
se a nocao de inducao bem fundada, bem como sua relagao com a terminacao de
sistemas de reescrita. Em seguida, o problema da terminacao é descrito de forma
genérica. Finalmente, dois métodos para prova da terminacao sao considerados:
o primeiro baseado em ordens de reducgao e o segundo baseado em ordens de sim-
plificacao; sera mostrado que a segunda abordagem é bastante sintatica e mais
restritiva (porém, mais poderosa) do que a primeira.

4.2.1 Inducao bem fundada

A inducao bem fundada é um importante principio de prova, satisfeito por to-
das as relacoes terminantes, como sera mostrado mais adiante. Inicialmente,
destaque-se o principio de inducao para os numeros naturais: uma propriedade
P(n) é satisfeita por todo nimero natural n se é possivel mostrar que P(n) é
satisfeita sob a hipotese de que P(m) é satisfeita para todo nimero natural m tal
que m < n. A seguranca deste principio de prova esta no fato de que nao existe
nenhuma cadeia infinitamente descendente mg > m; > ... de ntimeros naturais.
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O principio de indug¢ao bem fundada é uma generaliza¢ao da indugao de (N, >)
para qualquer sistema de reescrita®. Formalmente, uma inducio bem fundada
para sistemas de reescrita é dada por:

Definicao 4.2.1 Seja o sistema de reescrita R, e sua relacao de reescrita associ-
ada —pg. A inducao bem fundada de R, segundo uma dada propriedade P, é
expressa pela seguinte regra de inferéncia:

(VteT(S,X). (VW eT(S,X). (St = PE)) = Pl) =
Vi e T(S,X) . P(b),

denotada por ibf.

Em outras palavras, para provar P(t) para todo t € 7T (X, X)), é suficiente
provar P(t) sob a hipotese de que todo "sucessor" t' de ¢ satisfaz P.

Nota: Nesse esquema de indugao, o caso base esta implicito na propria pre-
missa de ibf. Se — g é terminante, o "caso base" da inducao consiste em mostrar
que todo termo ¢, que nao possui sucessor, satisfaz P(t), i.e. as formas normais

satisfazem P. Fazendo isto, a hipotese Vt' € T(X, X) . (t 5z ' = P(t')) torna-se
verdadeira, por vacuidade, e a premissa de ibf degenera para P(x).

Nipkow e Baader [BN98| mostram que a ibf nao é correta para qualquer
relacao — g, mas o é para as relacoes terminantes, através dos seguintes teoremas?:

Teorema 4.2.1 |BN98| Se —p € terminante, entio —g satisfaz ibf.

Prova: Assumindo que —px nao satisfaz ibf, ou seja, existe algum P tal que
a premissa de ibf é satisfeita mas a conclusdao nao, i.e. =P(ty) para algum ¢, €
T (X, X). Mas entao a premissa de ibf implica que deve existir algum ¢; tal que

to 5 t1 e =P(t1). Pelo mesmo argumento, deve existir algum ¢, tal que ¢, 5 to

. - . + + . ~
e = P(ty). Portanto, existe uma cadeia infinita ty — t; — t5..., i.e. —px nao é
terminante. [

Teorema 4.2.2 [BN98| Se —p satisfaz ibf, entao —g € terminante.

3De fato, a indugao de (N, >) se generaliza para quaisquer sistemas de redugio (ver [BN98|,
Segao 2.2), mas, em favor da objetividade, sistemas de redugdo abstratos ndo serdo tratados
nesta pesquisa.

10s teoremas originais, enunciados em [BN98|, foram modificados, aqui, visando a particu-

larizacao para sistemas de reescrita de termos.
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Prova: Defina-se P(t) := "nao existe nenhuma cadeia infinita comegando de ¢”.
O passo de indugao é simples: se nao existe nenhuma cadeia infinita comegando de
nenhum sucessor de ¢, entao nao existe nenhuma cadeia infinita comegando de .
Portanto, a premissa de ibf é satisfeita, e pode-se concluir que todo t € T (X, X),
i.e. —p é terminante (pela aplicagao do teorema anterior). [J

4.2.2 Terminacao

A propriedade normalizante de uma relacao de reescrita, apresentada na Definicao
4.1.6, nao é suficiente para evitar que um termo, mesmo tendo uma forma normal,
tenha uma derivacao de reescrita infinita. Fazendo uso da nocao de inducao
bem fundada, descrita na secao anterior, a propriedade normalizante pode ser
"especializada" da seguinte forma:

Definicao 4.2.2 Uma relagao de reescrita é fracamente normalizante se cada
termo tem uma forma normal (embora redugoes infinitas possam existir).

Definigao 4.2.3 Uma relacao de reescrita ¢ fortemente normalizante ou
Noetheriana® ou bem fundada ou terminante se nenhum termo tem reducoes
infinitas, i.e. se ela satisfaz ibf.

Esta propriedade mais forte (infelizmente indecidivel), de terminagao, geral-
mente se faz necessaria. O requisito de terminacao proibe regras de reescrita como
f(z,a) — g(y) com uma variavel no lado direito que nao ocorre no esquerdo, pois
f(z,a) — g(f(z,a)) — g(g(f(x,a))) — ... Além disso, uma regra como z — g(z)
cujo lado esquerdo é uma variavel que ocorre no lado direito, nao pode pertencer
a um sistema de reescrita terminante, caso contrario x — g(x) — g(g(x)) — ...

Exemplo 4.2.1 |[KKO01| Um sistema de reescrita terminante: O sistema de rees-
crita restrito a regra

f(f (@) — flg(f(x)))

é terminante, visto que a reescrita faz o ntimero de f’s adjacentes em qualquer
termo decrescer.

Em geral, determinar a terminacao é indecidivel®. A idéia da prova é a
seguinte: Dada qualquer méaquina de Turing M, existe um sistema de reescrita
Raq tal que Ry termina para todos os termos sss M péara seja qual for a fita
de entrada. Como a parada uniforme de uma maquina de Turing é indecidivel, a
terminacao de sistemas de reescrita também o é.

50 termo "Noetheriana" é uma homenagem a matematica alemd Emmy Noether.
6No caso restrito de sistemas de reescrita fechados, i.e. sistemas de reescrita cujas regras
nao contém variaveis, a terminacao se torna decidivel [BN98].
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Exemplo 4.2.2 [KK01] Um sistema de reescrita nao terminante: O sistema de
reescrita dado pela regra

—(z+y) = (——z+y)+y
nao é terminante, visto que existe uma derivacao infinita:

——@t+y) = —((——r+y)+y) = (- (—z+y +y +y—
(—(————z+y)+y)+y)+y— ...

Nota: [BN98| A terminagao é uma importante propriedade de sistemas de re-
escrita de termos. Para um sistema de reescrita terminante finito, uma forma
normal de um dado termo pode ser encontrada por uma simples busca de "den-
tro para fora" (depth-first). Caso o sistema seja também confluente, as formas
normais sao dnicas, o que torna o problema da palavra decidivel, para a corre-
spondente teoria equacional.

4.2.3 Ordens de reducao

Provar a terminacao de um sistema de reescrita requer tratar de um conjunto
infinito de possiveis contextos para cada instancia de uma regra. Isto motiva a
definicao de ordem de redugao, a qual incorpora as propriedades de fecho sob a
substituicao e sob a aplicacdo de contexto. Aqui serao consideradas apenas as
ordens de reducao construidas diretamente sobre termos, mas também é possivel
a sua construcao através de interpretagoes (veja [BN98, KKO01]).

Definicao 4.2.4 Uma ordem de reducao “>" é uma ordem bem-fundada fe-
chada sob aplicacao de contexto e substituicao, a qual é tal que para qualquer
contexto C[ ] e qualquer substituigio o, se s > ¢ entdao C[s] > Clt] e o(s) > o(t).

Ou seja, uma ordem de reducao é uma ordem de reescrita bem fundada.
Exemplo 4.2.3 |BN98| A ordem estrita “>" em 7 (3, X) definida por’
s> tsss |s| > |t
é bem fundada e fechada sob aplicacoes de contexto. Por exemplo,

[f(f(,2),9)l = 5> 3 =|f(y, )l

"Vale lembrar que |t| denota o tamanho de ¢.
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Entretanto, “>" nao é uma ordem de reducao, pois nao é fechada sob substitui-
¢oes. Por exemplo, para a substituicdo o = {y — f(z,z)},

) f(
f

T, T xr,T
= |f(f(@,2), f(z,2

N =7
NI =

Note-se que “>" nao é fechada sob substituicoes simplesmente porque uma var-
idvel qualquer pode ter mais ocorréncias no termo menor do que no maior. Se
isto for proibido, obtém-se naturalmente uma ordem de reducao:®

s>tsss |s| > |t| e Ve € X, |s|, > |t]e-
A seguir, dois importantes lemas para ordens de reducao serao enunciados:

Lema 4.2.1 [KKO01] Em uma ordem de redug¢ao “>" um termo nunca é menor do
que um de seus sub-termos, i.e. nunca acontece que t;, >t para p € Dom(t),p #

A.

Prova: Assumindo que ¢, > t, entao t = t[t,], > t[t], e, portanto, pode-se
construir uma sequéncia de termos infinitamente decrescente:

tp > 1> ttly > t[tft]plp > tEt[t]plplp > -
contradizendo o fato de a ordem de reducao ser bem-fundada. [

Lema 4.2.2 [KK01] Quando uma ordem de redugao € total entao ela contém a
ordem de sub-termo.

Prova: Como um termo e qualquer de seus sub-termos sao comparaveis, e
considerando o lema anterior, entao sempre ¢ > t,. Caso contrario, se t, >t
para algum termo ¢ e alguma posicao p, entao existe uma sequéncia decrescente
infinita

t > tlt], > tt[t],), > -

contradizendo o fato de a ordem de reducao ser bem fundada. []

Usando uma ordem de reducao, a terminacao de reescrita pode ser provada por
comparacao dos lados esquerdo e direito das regras, gracas ao seguinte teoremas:

8|t|.. denota a quantidade de ocorréncias de z em t.
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Teorema 4.2.3 [KKO01| Um sistema de reescrita R sobre o conjunto de termos
T(X,X) € terminante sss existe uma ordem de redugao “>” tal que toda regra
Il — r € R satisfaz | > r.

Prova: Se R é terminante sobre 7 (3, X'), defina-se “s > t” se s Lk t. Entio
“>"” ¢ claramente uma ordem de reducao. Por outro lado, se existe uma ordem
de redugao “>" tal que toda regra [ — r € R satisfaz “l > r”, qualquer cadeia
descendente t; —pg to —p ... corresponde a uma cadeia descendente t; >ty > ...
e assim, R deve ser terminante, caso contrario > nao seria bem-fundada. [J

Assim, provar a terminacao de um sistema de reescrita de termos finito R C
T(%,X) x T(X,X) recai em empregar-se uma ordem Noetheriana® “>", segundo
a ibf definida na secao anterior, tal que R é terminante se, para quaisquer termos

s,t € T(X,X):
s —=pt=>s5>1

Ao invés de decidir s > ¢ para os (infinitamente diversos) pares s,t com s —pg t,
é preferivel checar [ > r para as (finitamente diversas) regras [ — r € R.

4.2.4 Ordens de simplificacao

Uma outra abordagem para provar terminacao ¢ baseada no seguinte fato: dada
uma ordem de reescrita bem fundada (i.e. uma ordem de redugao) “>”, se ela
é total, entao ela contém a relacao de sub-termo proprio “I>,,,”°, conforme foi
demonstrado no Lema 4.2.2. Por outro lado, pode-se provar que para um F
finito, se a ordem de reescrita contém a relacao de sub-termo >, entao ela
é bem-fundada. Por simplicidade, o conceito de ordem de simplificacao sera

definido sobre os termos homogéneos 7 (F, X):

Definigao 4.2.5 Uma ordem estrita “>” sobre 7 (F,X’) é chamada ordem de
simplificagao sss ela é uma ordem de reescrita e satisfaz a seguinte
propriedade de sub-termo:

t > t)p, para todo termo ¢t € T(F, X) e toda posicao p € Pos(t) — {A}.

Uma vez que “>" & uma ordem de reescrita (e, portanto, fechada sob a apli-
cagao de contexto), a propriedade de sub-termo ja segue da seguinte propriedade
(mais simples):

f(z1, ..y 2y, .y xy) > x4, para todo n > 1, todo simbolo f € F,, toda variavel
X1y, tp € X, etodo 1 <7< n.

9.e. bem fundada ou terminante.
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Nota: [BN9S8| A definigao de ordem de simplificagao substitui o requisito de “>”
ser bem fundada, na definicao de ordens de reducao, pela propriedade de sub-
termo. A fim de mostrar que este é um requisito mais forte, i.e. que toda ordem
de simplificacao é uma ordem de reducao, faz-se necessaria a definicao da imersao
homeomdrfica (homeomorphic embedding) de termos e, ainda, a enunciagao do
Teorema de Kruskal para a relacao de imersao.

Definicao 4.2.6 A imersao homeomorfica“>,,,;,” é uma relacao binaria sobre
T(F,X), definida como: Seja x € X e f € F,, entao s D>y t ss8

1. s=x =t ou

2. 8= f(81,,8n), t = f(t1, .., tn) € S1 Bemp t1, -y Sn Bemp tn, OU

3. s= .f(817 [RXD) Sn) € S5j [Zemb t; para algllm 1 S] S n.
Exemplo 4.2.4 [BN9§|

F(F(h(a), h(x)), f(h(x), a)) Bems f(f(a,x), ).

Olhando para a representacao em arvore dos termos acima, a imersao homeomor-
fica é dado pelo mapeamento da Figura 4.2.

A N
/\ o /\ /\

e .
- - .

Figura 4.2: Imersao f(f(a,x),z) <emp f(f(h(a),h(x)), f(h(z),a)) |BNIS|

A definicao de boa-ordem-parcial serda usada para fornecer uma defini¢ao al-
ternativa de imersao homeomorfica:

Definicao 4.2.7 Uma ordem parcial “>" sobre um dado conjunto 7 é uma boa-
ordem-parcial sss se toda sequéncia infinita tq, o, ... de elementos de 7 contém
dois elementos t; e ¢; tal que ¢ < j e t; <.
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O sistema de reescrita'”

Repy ={f(x1,..c;n) —xiin > 1, f € Fp, 1 <i <n}.
induz uma imersao homeomorfica “>.,,;”, dado pelo fecho transitivo reflexivo da
~ . . * .
relacao de reescrita “—p_ .7, i.e. D, = —p, . Deve-se notar, ainda, que Ry

¢ claramente terminante e, portanto, “I>.,,;,” ¢ uma ordem parcial bem fundada.

O importante Teorema de Kruskal afirma que, para F e X finitos, “D>.,.;" é

uma boa-ordem-parcial:

Teorema 4.2.4 (Kruskal) |[BN98| Seja F uma assinatura finita e X um con-
Junto finito de varidveis. Entao a imersao homeomdrfica “t>qpmp” sobre T (F, X)
€ uma boa-ordem-parcial.

Prova: Veja [BN9§|, pg. 114. O

No que segue, o Teorema de Kruskal serd usado para provar que toda ordem
de simplificacao é bem fundada. Para isto, o primeiro passo é mostrar que toda
ordem de simplificacao contém a relacao de imersao homeomorfica:

Lema 4.2.3 [BN98, KKO01| Seja “>” uma ordem de simplifica¢ao sobre T (F,X)
es,t € T(F,X). Entio s Bepp t = s > t. Em outras palavras, a ordem de
simplificacao “>7 contém a imersao homeomdorfica “© ..

Prova: A imersao homeomoérfica é a menor relacao termo-fechada transitiva re-
flexiva satisfazendo a condi¢ao da Defini¢ao 4.2.6, e claramente contém a relagao
de sub-termo, sendo assim menor do que qualquer ordem de simplificacao. Uma

prova mais formal pode ser encontrada em [BN98|, baseada na indugao sobre |s|.
U

Uma vez que toda ordem de reescrita que contenha a relagao de sub-termo
> também contém a imersao homeomorfica, a propriedade de sub-termo é
suficiente para garantir que uma ordem de simplificacao seja bem-fundada, para
F finito. Esta é a idéia que fundamenta a nocao de ordem de simplificagao. De
fato, toda ordem de simplificacao é uma ordem de reducao. Formalmente:

Teorema 4.2.5 [BN98| Seja F uma assinatura finita. Toda ordem de simplifi-
cagio “>" sobre T (F,X) é uma ordem de redugao.

A regra f(x1,...,2,) — ; é chamada remogdo de contexto e poderia ser generalizada para
aregra f(t1,...,tn) — t;, chamada remogdo de sub-termo.
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Prova: Pela Definicao 4.2.5, resta mostrar que toda ordem de simplificacao é
bem fundada. Assim, assumindo que “>” é uma ordem de simplificagao sobre
T(F,X), equet] >ty >..¢éuma cadeia infinita em 7 (F, X):

1. Verifica-se, por contradi¢ao, que “>" satisfaz Var(t;) D Var(ty) D ... Assu-
mindo que x € Var(t;y1) — Var(t;). Dada uma substitui¢do o = {z — t;},
entao, por um lado, t; = o(t;) (visto que z nao ocorre em t;) e o(t;) > o(t;11)
(visto que “>" & uma ordem de reescrita). Por outro lado, ¢; ¢ um sub-termo
de o(t;11), e assim, o(t;41) > t;, pela propriedade de sub-termo. Combi-
nando as duas desigualdades, obtém-se t; > ¢;, o que ¢ uma contradicao.

2. A primeira parte da prova mostra que, para um conjunto finito X = Var(ty),
todo termo na sequéncia ty,ts, ... pertence a 7 (F, X'). Uma vez que F e X
sao finitos, o Teorema de Kruskal implica que esta sequéncia seja "boa", i.e.
existe ¢ < j tal que t; D>, t;. Agora, pelo Lema 4.2.3, obtém-se t; <, o
que contradiz o fato de que ¢; > t; 1 > ... > ¢;. [

Nota: A reciproca do teorema acima nao é verdadeira, ou seja, existem ordens
de reducao que nao sao ordens de simplificacao. Entretanto, é possivel mostrar
(veja |BNO8|, pg. 116) que a reciproca deste teorema é verdadeira para ordens
de reducao totais, sobre termos fechados.

A classe de sistemas de reescrita cuja terminacgao pode ser provada usando uma
ordem de simplificagao ¢ importante o suficiente para justificar uma terminologia
especifica e estudar suas propriedades.

Definicao 4.2.8 Um sistema de reescrita R é terminante por simplificagao
se existe uma ordem de simplificagao “>" tal que para toda regra [ — r em R,
[>r.

Teorema 4.2.6 |KKO01| Seja F uma assinatura finita. Um sistema de reescrita
R € terminante se R € terminante por simplificacao.

Prova: Se existe uma sequéncia infinita t; —pg t9... —p t;..., entao t; >
ty... > t;... Uma vez que a imersao homeomorfica é uma boa-ordem-parcial sobre
T (F,X), existe um par de termos t; e ¢; tal que i < j e t; >y T, 0 que implica
que t; <t;, pelo Lema 4.2.3. Mas isto contradiz o fato de que ¢t; > ¢;. U

Exemplo 4.2.5 [BN98| Seja F = {f,g}, onde aridade(f) = aridade(g) = 1.
Considere-se o seguinte sistema de reescrita de termos:

R={f(f(x)) = fg(f()))}-
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Pode-se provar que R é terminante. Neste caso, i>R ¢ uma ordem de reducao.
£k ndo pode ser uma ordem de simplificacio, j& que entdo f(g(f(2))) Sems

f(f(x)) implicaria que f(g(f(x))) Sk f(f(x)), o que, junto com a regra f(f(z)) —
f(g(f(x))), contradiz a terminagao de R.

Em particular, R é um exemplo de sistema de reescrita de termos terminante
cuja terminacao nao pode ser provada com a ajuda de ordens de simplificacao, ja
que f(g(f(x))) > f(f(x)) para qualquer ordem de simplificagao “>".

Nesta secao, o conceito de ordem de simplificacao foi abordado de forma
genérica. Existem varios métodos para a definicao de ordens de simplificagao
especificas, como, por exemplo:

e Ordens de simplificagao polinomiais, induzidas por mapeamentos de
simbolos de funcao da assinatura em polinémios;

e Ordens de Knuth-Bendix, determinadas por uma ordem estrita sobre a
assinatura e uma funcao peso; e

e Ordens de caminho recursivas, em que dois termos sao comparados,
primeiramente, em funcao dos seus simbolos da raiz.

Os métodos acima tém em comum o fato de construirem uma ordem de sim-
plificacao a partir de alguma ordem bem fundada sobre os simbolos funcionais
f € F, chamada precedéncia.

4.3 Confluéncia de sistemas de reescrita

Nesta secao, outra importante propriedade de sistemas de reescrita sera discutida:
a propriedade de confluéncia, ji apresentada sucintamente na Defini¢ao 4.1.6. No
Capitulo 2 (ver segoes 2.1 e 2.5), os sistemas de reescrita foram apresentados como
uma ferramenta para definicao da semantica operacional de linguagens formais.
Neste contexto, olhando para um sistema de reescrita de termos como um pro-
grama, a confluéncia simplesmente significa que o programa é deterministico. A
propriedade de confluéncia sera analisada, primeiramente, para sistemas de rees-
crita terminantes, e, na Secao 4.3.4, sera contemplado também o caso de sistemas
de reescrita nao terminantes.

4.3.1 Pares criticos

Quando duas regras de reescrita podem ser aplicadas a um mesmo termo, tem-se
um par critico, e isto representa um problema para a prova da confluéncia. Um par
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critico é o resultado de unificar-se o lado esquerdo de uma regra com um sub-termo
(que ndo seja uma variavel) do lado esquerdo de outra (potencialmente a mesma)
regra, e reduzir-se o termo resultante usando ambas as regras. Formalmente:

Definigao 4.3.1 Sejam l; — 7y e [, — ry regras cujas variaveis foram renomeadas
de tal modo que Var(ly,r;) N Var(ly,m) = 0. Seja a posigao
p € Pos(ly) tal que I, ndo seja uma variavel, e seja ¢ um unificador mais geral
de ly, =" l. Isto determina um par critico (o(r1), (o(l1))[o(r2)]p):

o(ly)

/\
a(r) (@)lo(r2)),

Quando duas regras produzem um par critico, entao diz-se que ocorreu uma
sobreposigao (overlap). Os pares criticos de um sistema de reescrita R sao os
pares criticos entre duas de suas regras (renomeadas) quaisquer, e sao denotados
por CP(R). Note-se que, por defini¢ao, u; =g uy para todo par critico (uy, us) €
C'P(R): pares criticos de R sao conseqiiéncias equacionais de R.

Exemplo 4.3.1 |BN98| Sejam as regras

(1) f(f(zy).2) — [z, f(y,2),
(2) f(i(z1),71) — e,

as quais produzem um par critico pela unificagdo do sub-termo f(z,y) do lado

esquerdo da regra (1) e o lado esquerdo f(i(z1),21) da regra (2). Um unificador
mais geral {x — i(z1),y — x1} e as setas correspondentes sao

f(f(z(xﬁv x1>7 Z)

TN

fli(@1), fz1,2))  fle, 2)

4.3.2 Confluéncia

O uso da nocao de pares criticos na prova da confluéncia sera visto a seguir. Mas
antes, serao discutidas as propriedades Church-Rosser e confluéncia.

A propriedade Church-Rosser estabelece a relacao entre a substituicao de
iguais por iguais e a reescrita:

Uma relagdo — g sobre 7 (X, X) é Church-Rosser sss
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Vit tSpt'sss s .t —ps gt

conforme a Defini¢ao 4.1.6.

A propriedade de confluéncia, por sua vez, é o conceito chave para garantir o
determinismo da relagao de reescrita, vista como um processo computacional. Ela
diz que duas computacoes, comecando de um mesmo termo, darao efetivamente
o mesmo resultado:

Uma relagdo — g sobre 7 (X, X) é confluente sss

*

Vet gt St = 3s .t Srs gt

conforme a Defini¢ao 4.1.6.

Uma nocao mais fraca de confluéncia é a propriedade de confluéncia local:

Definigao 4.3.2 Uma relagdo — g sobre 7 (3, X') é chamada localmente con-
fluente sss

Vit 1 gt —pt'=3s .t Srs<pt!
Analogamente, existe a propriedade de confluéncia forte:

Definigao 4.3.3 Uma relagdo —p sobre 7 (3, X') é chamada fortemente con-
fluente sss

Vit " t —pt —spt' = 3s .t Spspt!

A Figura 4.3 ilustra a relagao entre as propriedades acima definidas.

Nota: A necessidade de se definirem nog¢oes mais fracas de confluéncia surge da
complexidade de se lidar com "flechas" de tamanho arbitrario em t' g t < t".
E possivel demonstrar que, tratando-se de relacdes de reescrita terminantes, a
confluéncia local implica a confluéncia; por outro lado, toda relacao fortemente
confluente € uma relacao confluente.

Teorema 4.3.1 |BN98| Um sistema de reescrita de termos € localmente
confluente sss

V<U1,U2> ECP(R) . EltET(f,X) .Uy LtLUQ
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Figura 4.3: Propriedades de confluéncia

Prova: Veja [BN98|, pg. 28. OJ

Exemplo 4.3.2 [BN98| Seja o sistema de reescrita de termos R = {f(f(x)) —
g(x)}, o qual possui exatamente um par critico como resultado da sobreposi¢ao
da regra com uma variante renomeada f(f(y)) — g(y). O lado esquerdo f(f(z))
unifica com o sub-termo f(y) dos lados esquerdos renomeados, produzindo o
unificador mais geral {y — f(x)}. Entao, obtém-se o par critico:

Claramente R nao é confluente porque o par critico ja esti na forma normal. Este
exemplo demonstra a necessidade de duas condi¢oes na definicao do par critico
de um sistema de reescrita de termos.

e Regras precisam ser renomeadas. No exemplo, f(f(z)) e f(z) nao sao
unificaveis e nao poderiam produzir par critico.

e Os pares criticos entre uma regra e (uma copia renomeada) dela mesma de-
vem ser considerados. Caso contrério, todo sistema de uma regra aparentaria
ser localmente confluente, o que claramente nao é o caso.



4. Sistemas de Reescrita de Termos 56

Uma vez que, para sistemas de reescrita terminantes, a confluéncia local im-
plica a confluéncia, o seguinte corolario do Teorema 4.3.1 é imediato:

Corolario 4.3.1 [BN98| Um sistema de reescrita de termos terminante é
confluente sss

V<U1,U2> ECP(R) . EltET(f,X) .Uy Lti’U/Q

E, ainda, como um sistema de reescrita finito possui somente pares criticos
finitamente diversos, entao:

Corolario 4.3.2 [BN98| A confluéncia de um sistema de reescrita de termos
finito e terminante € decidivel.

Prova: Veja [BN9§|, pg. 140. O

A decidibilidade da confluéncia é um resultado fundamental na busca de teo-
rias equacionais decidiveis: se E constitui um sistema de reescrita terminante
R, pode-se decidir se R é também confluente. Neste caso (R é convergente), é
possivel demonstrar que =g é decidivel |[BN98|. Complementando, um sistema
de reescrita R fornece um procedimento de decisao para uma teoria equacional F
se R ¢ finito, convergente e =p coincide com =g [KKO01].

Como foi visto na Secao 3.2, o problema da palavra consiste no problema de
decidir se uma igualdade s = t entre dois termos fechados segue de E ou nao.
Isto & um caso particular de provabilidade em E para termos arbitrarios. Se R
é convergente fechado, o problema da palavra é decidivel reduzindo-se ambos os
termos s e t a suas formas normais e testando-se a igualdade sintatica dos resul-
tados |KKO1].

Evidentemente, nem toda teoria equacional pode ser decidida por reescrita.
Algumas teorias nao sao finitamente apresentadas. Além disso algumas teorias
finitamente apresentadas sao indecidiveis (uma logica combinatoria, por exem-
plo). Mesmo certas teorias finitamente apresentadas e decidiveis nao sao de-
cidiveis por reescrita. |KKO1]|

Exemplo 4.3.3 O sistema finito Thue, encontrado por Kapur e Narendran [KN85],
composto pelo Gnico axioma:

para o qual o problema da palavra é decidivel, mas nao existe um sistema con-
vergente finito equivalente.
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4.3.3 Sistemas reduzidos

Reduzindo os lados direitos das regras e eliminando as regras cujos lados esquerdos
sao redutiveis pela relagao de reescrita, um sistema de reescrita convergente pode
sempre ser convertido em um sistema reduzido.

Definicao 4.3.4 Um sistema de reescrita R é reduzido ou inter-reduzido se,
para cada regra [ — r € R, o lado direito r é irredutivel por R e nenhum termo
s, estritamente menor do que [ na ordem de encompassamento C, é redutivel.

Uma das propriedades interessantes dos sistemas de reescrita reduzidos é que,
para uma dada teoria equacional, s6 existe um sistema (denominado candnico)
contido em uma ordem de redugao particular [DJ90, KKO01|, qualquer que seja
esta teoria.

Definicao 4.3.5 Seja R um conjunto de regras de reescrita e “>" qualquer ordem
de redugao. “>" contém R se para qualquer regra de reescrital — rem R, [ > r.

4.3.4 Sistemas ortogonais

Embora a confluéncia de sistemas de reescrita nao-terminantes seja indecidivel,
é possivel verificar tal propriedade para uma grande classe de sistemas nao-
terminantes, adicionando-se condicoes sintaticas fortes nos lados esquerdos.

Definicao 4.3.6 Uma regra de reescrita [ — r é chamada linear & esquerda
se nenhuma variavel ocorre duas vezes em [. Analogamente, [ — r é chamada
linear & direita se nenhuma variavel ocorre duas vezes em r. Uma regra [ — r
¢ chamada linear se ela é, a0 mesmo tempo, linear & esquerda e linear a direita.
Um sistema de reescrita de termos é chamado linear a esquerda se todas as suas
regras sao lineares a esquerda, linear a direita se todas as suas regras sao lineares
a direita, e linear se todas as suas regras sao lineares.

Definigao 4.3.7 Um sistema de reescrita de termos que é linear a esquerda e
nao possui pares criticos é chamado ortogonal.

Por exemplo, o sistema da Logica Combinatéria dado anteriormente é ortog-
onal.

Teorema 4.3.2 [KKO01| Se um sistema de reescrita R é ortogonal, entao ele é
confluente.

Prova: Esta prova é dada por [Hue80|, usando o fato de que a redugao
paralela (i.e., aplicagdo paralela de regras de R em redex’s disjuntos) é fortemente
confluente. [
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Nota: A fim de se obter o resultado acima, a hipétese de ortogonalidade nao
pode ser enfraquecida, a ndo-sobreposicao (i.e. a nao existéncia de pares criticos)
é claramente necessaria, bem como a linearidade a esquerda.

O seguinte sistema de reescrita (obviamente, nao-terminante) mostra que a
linearidade a esquerda é essencial:

Exemplo 4.3.4 |BN98| As regras f(z,z) — a, f(z,g9(x)) — be c — g(c) ndo se
sobrepoem (f(x,z) e f(a', g(2")) nao unificam!), ainda que o termo f(c,c) tenha
duas formas normais a e b.

A confluéncia de sistemas ortogonais estabelece a corretude da semantica ope-
racional de linguagens de programacao recursivas, garantindo, desta forma, que
a computagao de dois programas diferentes (mas equivalentes do ponto de vista
logico) produza o mesmo resultado.

Diversos teoremas interessantes podem ser provados por sistemas de reescrita
ortogonais. Deve-se lembrar, primeiro, que um sistema de reescrita pode ser
fracamente normalizante ou fortemente normalizante, conforme a Definicao 4.2.2
e a Definicao 4.2.3, respectivamente. Além disso,

Definicao 4.3.8 Um sistema de reescrita é fracamente normalizante
interno (weakly innermost normalizing) se todo termo tem uma forma normal
que pode ser alcancada por redugao interna (innermost reduction), i.e. uma
reducao na qual sao selecionados somente redex’s que nao contém propriamente
outros redex’s.

As seguintes propriedades sao equivalentes se o sistema de reescrita é ortogo-
nal:

Teorema 4.3.3 [O'D77| Seja R um sistema de reescrita ortogonal, R € forte-
mente normalizante sss R € fracamente normalizante interno.

Teorema 4.3.4 |Ken89| Todo sistema de reescrita ortogonal tem uma estratégia
de reducao computdvel, sequencial, normalizante.

Nota: |KKO01| Em geral, entretanto, o problema de encontrar uma estratégia
otima que evite todas as reescritas desnecessarias é indecidivel, ressaltando, ainda,
que a maioria das propriedades de sistemas de reescrita é indecidivel.
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4.4 Completude

Este capitulo introdutorio de reescrita sera fechado com uma discussao sucinta da
completude de sistemas de reescrita de termos, no contexto da logica equacional.

Até aqui, os principais conceitos relacionados a sistemas de reescrita foram
apresentados, e suas propriedades fundamentais (i.e. terminacao e confluéncia)
foram discutidas. Entretanto, uma importante questao esteve sempre implicita
nas secoes anteriores deste capitulo: Dado um conjunto finito de axiomas equa-
cionais £/, como construir um procedimento de decisao para o problema da palavra
para E7

Como o problema da palavra é geralmente indecidivel, qualquer que seja o
método para a construcao de um procedimento de decisao, ele serd necessaria-
mente incompleto, ou seja, ele nao vai ter sucesso para todo conjunto finito E.
O teorema a seguir afirma que o problema da palavra para E ¢ decidivel se —g
¢ convergente:

Teorema 4.4.1 |BN98| Se E ¢ finito e — g é convergente, entao =g € decidivel.

Prova: Veja [BN98|, pg. 59. O

Conforme [BN98|, este teorema sugere um primeiro "algoritmo" (o qual nao
tem muita probabilidade de sucesso), formado pelos seguintes passos:

e Verifique terminagao: Tente encontrar uma ordem de reducao “>” tal
que s > t seja satisfeito por todos os axiomas equacionais (s = t) € E. No
caso de sucesso, considere o sistema de reescrita de termos R = {s — t|(s =
t) € E}, e continue com este sistema no proximo passo; caso contrario, acuse
erro.

e Verifique confluéncia: Decida a confluéncia do sistema de reescrita de
termos R, cuja terminacao é conhecida, computando todos os pares criticos
entre as regras de R e testando se para todo par critico (¢,t') de R existe
um s tal que t — s < t'. No caso de sucesso, a relacao de reescrita —p
gera um procedimento de decisao para problema da palavra para E; caso
contrario, acuse erro.

Exemplo 4.4.1 [BN98| Seja £ = {z +0=x,2+s(y) = s(r+y)}. No primeiro
passo, a terminacao de R pode ser mostrada usando a ordem de caminho lex-
icografical’ “>;.,” que é induzida pela ordem de precedéncia “>” satisfazendo

1Um caso particular das ordens de caminho recursivas.
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+ > 5. A confluéncia de R segue trivialmente porque R nao possui pares criti-
Cos.

Conseqiientemente, R é canodnico e, desta forma, pode ser usado para decidir
o problema da palavra para FE. Agora, por um lado, pode-se deduzir, por exem-
plo, que s(s(0)) 4+ s(0) =g s(0) + s(s(0)) & satisfeito porque estes dois termos
se reduzem para a mesma forma normal s(s(s(0))) com relagdo a R. Por outro
lado, pode-se usar R para mostrar que um certo axioma equacional nao é uma
conseqiiéncia de E: por exemplo,  + y =g y + x nao é satisfeito porque os dois
termos sao R-irredutiveis e distintos.

Uma razao para este método simples falhar é a existéncia de algum axioma
s =t que precise ser transformado na regra t — s ao invés de s — t. Por exemplo,
xr = x + 0 acarretaria uma regra de reescrita nao terminante x — x + 0, embora
x+ 0 — x seja terminante. Assim, um primeiro passo, mais sensivel, seria tentar
ordenar os axiomas equacionais de entrada de um modo apropriado:

e Verifique terminagao: Seja £ = {s; = ty,..., s, = t,}. Tente encontrar
uma ordem de reducao “>" tal que, para todo 1 < i < n, existem termos
l;, r; satisfazendo {l;,r;} = {s;,t;} e [; > ;. No caso de sucesso, considere o
sistema de reescrita de termo R = {l; — r1,...l, — 7,} no proximo passo;
caso contrario, acuse falha.

Nota: [BN98| Este primeiro passo, mesmo modificado, pode ocasionar falhas
freqiientes. Isto pode acontecer devido a um dos axiomas ser inerentemente nao
terminante, tal como a identidade = +y = y 4+ x, ou por nao se encontrar uma
ordem de reducao apropriada mesmo que tal ordem exista. Além disso, ainda
que o primeiro passo tenha sucesso, o método poderia falhar devido ao sistema
de reescrita terminante resultante nao ser confluente.

Neste capitulo, foram fornecidos os principais conceitos relacionados a sis-
temas de reescrita de termos, assim como uma analise das suas propriedades
de terminacao e confluéncia. Por fim, o procedimento basico de completude foi
brevemente apresentado'?. Desta maneira, estd descrita a natureza do modelo
formal proposto nesta dissertacao. Agora, no capitulo seguinte, sera estudado o
objeto matematico que se pretende modelar.

12Para uma andlise detalhada deste procedimento, veja [BN9§]|, cap. 7.



Capitulo 5

Representacao Computacional dos
Numeros Reais

Representar computacionalmente os niimeros reais, bem como realizar operacoes
aritméticas envolvendo tais niimeros, constitui um problema central para esta
pesquisa. Predominantemente, o modelo de ponto-flutuante tem sido adotado
como solugao para este problema, e serd enfocado na Secao 5.1. A Matematica
Intervalar fornece uma representacao alternativa, e serd descrita na Secao 5.2.
Por fim, na Secao 5.3, serd mostrado como estas duas abordagens podem ser
combinadas, em direcao a um modelo para a computacao dos niimeros reais.

5.1 Padrao IEEE 754

A representacao computacional de niimeros reais em méaquina é feita, em geral,
por elementos de um subconjunto finito F' dos racionais Q, chamados pontos-
flutuantes, os quais sao usados como aproximacoes dos numeros reais durante as
computacoes. A definicdo abstrata de tais sistemas costuma ser dada como uma
estrutura matematica da forma F = (F,b,p,e_min,e_maz,O), onde F C Q é o
conjunto de todos os niimeros da maquina, b é a base numeérica (binaria, decimal
etc.), p é a precisdo, e min o minimo expoente e ¢ max 0 maximo expoente do
sistema, e, finalmente, O : R — F', uma funcao de arredondamento.

O Padrao IEEE 754 |IEE85|, para aritmética de pontos-flutuantes binaria,
é o mais amplamente utilizado para representacao dos niimeros reais em com-
putadores modernos, incluindo computadores pessoais baseados na plataforma
Intel, Macintoshes, e a maioria das plataformas Unix. A seguir, serao descritos,
de forma resumida, os requisitos estabelecidos pelo Padrao IEEE 754, requisitos
estes refletidos nas regras do sistema de reescrita de termos proposto na Sec¢ao
6.2. Uma andlise mais geral do modelo de ponto-flutuante, e das dificuldades
inerentes a esta abordagem, pode ser encontrada em |Wal90, Gol91|.
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5.1.1 Definicoes basicas

Segue a descricao de algumas terminologias proprias do Padrao IEEE 754:

Definicao 5.1.1 Um nimero de ponto-flutuante binario ou ponto-flutu-
ante Padrao IEEE 754 ou simplesmente ponto-flutuante é uma cadeia de
bits formada por trés componentes: um sinal, um expoente e um significante.
O significante, por sua vez, é composto pelo bit implicito, o ponto implicito
e a fragdo. O bit implicito designa a parte inteira! do significante e, assim como
o ponto, nao é armazenado, ja que, no caso da base binaria, seu valor é sempre 1.

1)

O valor numérico de um ponto-flutuante de sinal “s”, expoente “e” e fracao
“f7, é dado por:

(=1)° x 1.f x 2°¢

Note-se que apenas o sinal do significante é informado. Mesmo assim, é pos-
sivel representar expoentes negativos, na forma de expoentes polarizados:

Definigao 5.1.2 Define-se como expoente polarizado (biased exponent) a soma
do expoente e uma constante, denominada bias.

13N (18]

Neste caso, o valor numérico de um ponto-flutuante de sinal “s”, expoente “e

e fracao “ f”, passa a ser:
(_1)3 % ]_f % 2e—bias

Por exemplo, fazendo bias = 127, o expoente 53 é representado pelo expoente
polarizado 180 = 127 4 53; o expoente —27, por sua vez, é representado pelo
expoente polarizado 100 = 127 4 (—27).

5.1.2 Formatos

O Padrao IEEE 754 define quatro formatos de pontos-flutuantes, em dois gru-
pos, bésico e estendido. Cada grupo tem duas precisoes, simples (single) e dupla
(double). As diversas implementagoes do padrao podem, naturalmente, usar com-
binacoes dos formatos suportados.

'a qual deve ser maior que zero e menor que a base, respeitando a notacao cientifica.
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Definigao 5.1.3 Quando sucessivas computagoes resultam em um valor grande
demais (em modulo) para ser representado dentro do formato selecionado, diz-se
que houve um owverflow, podendo ser negativo ou positivo, conforme o sinal do
resultado. Se, pelo contrario, o valor for pequeno demais (em modulo), diz-se ter
ocorrido um underflow, podendo ser, analogamente, negativo ou positivo.

O wunderflow é um problema menos sério, pois ele apenas indica uma perda
de precisao, que, em geral, ¢ garantidamente proxima de zero.

Os formatos do grupo estendido dependem da implementacao, ao passo que
os formatos do grupo bésico sao pré-definidos pelo padrao, e sao ilustrados nas
figuras 5.1 e 5.2. Os ntiimeros entre colchetes indicam o tamanho do campo, sendo
que os bits mais significativos de cada campo ficam a esquerda, e os menos signi-
ficativos, a direita.

sinal[1] expoente[8] fragao|23]

Figura 5.1: Precisao Simples 32 bits

sinal|1] expoente|11] fragao|52]

Figura 5.2: Precisao Dupla — 64 bits

5.1.3 Valores especiais

O Padrao IEEE 754 reserva certas combinagoes de bits para denotar valores
especiais no esquema de pontos-flutuantes. Estes valores serao descritos a seguir
(0 esquema completo é resumido na Tabela 5.1):

ZERO — Como foi mencionado acima, a parte inteira do significante nao é
armazenada, e assume-se que seja sempre 1. Uma conseqiiéncia imediata disto é
que se torna impossivel a representacao direta do niimero zero no padrao adotado.
Este problema é contornado convencionando-se a denotacao do zero quando todos
os bits do expoente e da fracao sao 0. Note-se que nenhuma restricao é feita
quanto ao sinal, e, portanto, ha duas representacoes possiveis para o zero.
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DESNORMALIZADO — Quando todos os bits do expoente sao 0, mas a
fracao possui algum bit 1, assume-se que o bit implicito € 0 e nao 1. O uso de
pontos-flutuantes desnormalizados tem em vista a representacao de ntimeros pe-
quenos demais (em modulo) para serem representados com expoente normalizado.
O valor numérico de um ponto-flutuante desnormalizado de sinal “s”, expoente
“e” e fracao “ 7, é dado por:

(—=1) x 0.f x 2~biast1

Por exemplo, supondo que o expoente tenha 8 bits (indo de 0 a 255 =28 —1) e
fazendo bias = 127, entao a faixa de expoentes normalizados representaveis varia
de —127 = 0—bias a 128 = 255—bias, e, portanto, o nimero 1.100x27 1% nao tem
representacao normalizada, mas pode ser representado de forma desnormalizada
como 0.011 x 271271 = 0.011 x 27126,

Nota: Uma implementacao do Padrao IEEE 754 deve detectar operagoes cujos
resultados nao podem ser expressos com expoente normalizado, e fazer a desnor-
malizagao, sempre que possivel, ao invés de sinalizar underflow. No SRTF, isto é
feito pela funcao normsubg, descrita na sec¢ao 6.2.3.3.

INFINITO — Os valores +00 e —o0 sao denotados fazendo-se todo bit do
expoente igual a 1 e todo bit da fracao igual a 0. O bit de sinal distingue entre
o infinito positivo e o infinito negativo. A capacidade de representar o infinito é
util porque ela permite que a computacao continue apos situacoes de overflow.

NAN — O ponto-flutuante NaN (Not a Number) é usado para se representar
um valor que nao representa um numero real. NaN’s sao denotados com um
expoente formado somente por bits 1 e uma fracao diferente de zero. Existem
duas categorias de NaN: QNaN (Quiet NaN), quando o bit mais significativo da
fragao é 1; e SNaN (Signalling NaN ), quando o bit mais significativo da fragao é 0.

Semanticamente, os QNaN’s denotam operagoes indeterminadas, em geral,
aquelas cujo resultado nao estda matematicamente definido, como, por exemplo,
a raiz quadrada de um operando menor que 0. Por outro lado, os SNaN’s sao
usados para denotar operagoes invdlidas, e que requerem a sinalizacao de uma
excecao, como, por exemplo, em situagoes de overflow.

Nota: Quando alguma operacgao ocasiona overflow, o resultado deve assumir
o valor oo, sem mudanca de sinal, e um SNaN deve entao sinalizar a excecao.
No SRTF, por simplificacao, overflows nao disparam uma excecao diretamente, e
também nao retornam o co. Ao invés disso, um QNaN reservado é gerado, através
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Sinal Expoente Fracao Valor
0 00..00 00..00 +0
0 00..00 00..01 a 11..11 Real Positivo Desnormalizado
0 00..01 a 11..10 00..00 a 11..11 Real Positivo Normalizado
0 11..11 00..00 +00
0 11..11 00..01 a 01..11 SNaN
0 11..11 10..00 a 11..11  QNaN
1 00..00 00..00 —0
1 00..00 00..01 a 11..11 Real Negativo Desnormalizado
1 00..01 a 11..10 00..00 a 11..11 Real Negativo Normalizado
1 11..11 00..00 —00
1 11..11 00..01 a 01..11 SNaN
1 11..11 10..00 a 11..11 QNaN

Tabela 5.1: Esquema de pontos-flutuantes [Hol05]

das funcoes normaddy e normmulty, descritas nas secoes 6.2.2.3 e 6.2.4.3, res-
pectivamente. Neste caso, o QNaN se propaga pelas operacoes subseqiientes,
permitindo, desta forma, que as aplicacoes de nivel superior percebam e tratem
a excecao.

5.1.4 Operacoes aritméticas

Varias operacoes sao especificadas pelo Padrao IEEE 754, incluindo operacoes
aritméticas, conversao entre formatos, conversao entre pontos-flutuantes e in-
teiros, raiz quadrada, resto etc. Suas defini¢oes devem ser atendidas por qualquer
implementacao do padrao.

As operacoes aritméticas de adicao, subtracao e multiplicacao sao de particu-
lar interesse, pois sao justamente aquelas modeladas pelo sistema SRTF, proposto
na Sec¢ao 6.2. Tais operagoes sao definidas de maneira usual no Padrao IEEE 754.
As tinicas peculiaridades sao para operagoes envolvendo valores especiais: No caso
mais simples, toda operacao com um NaN, gera um NaN como resultado; nos de-
mais casos, vale o que esta definido na Tabela 5.2.

Quando o resultado de uma operacao aritmética nao possui representacao no
formato selecionado (ou seja, quando o resultado é infinitamente preciso, segundo
a terminologia do padrao), ele deve ser arredondado, de acordo com o modo de
arredondamento selecionado. O Padrao IEEE 754 prevé que toda implementacao
deve fornecer quatro modos de arredondamento selecionéveis pelo usuério (pes-
soa, hardware ou software).
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Operacao Resultado
00 + 00 00

00 — 00 NaN

00 X 00 00

oo X 0 NaN

Tabela 5.2: Operacgoes especiais
Os modos de arredondamento especificados no Padrao IEEE 754 sao:

e Arredondamento para o mais proximo: O resultado deve ser o valor, dentro
do formato, mais proximo do resultado infinitamente preciso. Se dois valores
sao igualmente proximos, entao deve ser considerado aquele que tem o bit
menos significativo igual a 0.

e Arredondamento para 4+oo ("para cima"): O resultado deve ser o valor,
dentro do formato e possivelmente +o0o, mais proximo e nao menor que o
resultado infinitamente preciso;

e Arredondamento para —oo ("para baixo"): O resultado deve ser o valor,
dentro do formato e possivelmente —oo, mais proximo e nao maior que o
resultado infinitamente preciso;

e Arredondamento para 0: O resultado deve ser o valor, dentro do formato
e possivelmente 0, mais proximo e nao maior em moédulo que o resultado
infinitamente preciso.

Nota: O modo de arredondamento para o mais proximo é o padrao. Entre-
tanto, nesta primeira versao do SRTF, apenas o arredondamento para 0 foi im-
plementado, no caso, através da funcao rshift, descrita na secao 6.2.2.3. As
conseqiiéncias desta limitacao serao discutidas no capitulo de conclusao.

5.2 Matematica Intervalar

Originada na década de 60, a Matematica Intervalar se apresenta como uma teo-
ria matematica de consideravel aplicagao na computacao cientifica, sobretudo na
resolucao de problemas numeéricos. Nesta secao, serao introduzidos os principais
conceitos relacionados a aritmética intervalar, bem como suas propriedades. Aqui
serao considerados apenas os intervalos de niimeros reais, para fins teéricos, mas
na Secao 5.3 serd mostrada uma proposta de implementacao de intervalos.

A aritmética intervalar foi criada por R. E. Moore nos anos 1960 [Moo62],
visando resolver problemas relacionados a falta de precisao dos niimeros de ponto-
flutuante (acumulacao de erros de arredondamento, erros de truncamento etc).
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Na abordagem intervalar, um determinado ntimero real é representado através de
um intervalo, que consiste, na verdade, de uma faixa de niimeros reais, definida
por seus extremos, contendo obviamente o niimero real a ser representado.

A anélise intervalar tem sido desenvolvida como um ramo da andalise numérica,
visando encontrar algoritmos intervalares que produzam resultados numeéricos
precisos (veja [Moo79|, e também |Rum88|). Tais algoritmos, naturalmente,
fazem uso da aritmética intervalar, que sera formalmente apresentada a seguir.

5.2.1 Introducao a aritmética intervalar

Definicao 5.2.1 Seja R o conjunto dos numeros reais, e sejam z1,zs € R tais
que x1 < Z9, o conjunto {x € R | ;1 < 2 < x5} é um intervalo de nimeros
reais ou simplesmente um intervalo, denotado por [xy, z3].

Definicao 5.2.2 Denota-se por IR o conjunto dos intervalos de ntimeros
reais, isto é,

IR = {[I‘l,IQ] ‘ X1, To € Re ol S IQ}

Os elementos do conjunto acima serao denotados por letras latinas maitsculas.
Por exemplo, A = [3,7] e B =[—1,4].

Definigao 5.2.3 Todo ntimero real x € R pode ser visto como um intervalo
X € IR, onde X = [z,z]. Neste caso, X é chamado de intervalo degenerado
ou pontual.

Uma das simplicidades da abordagem intervalar é que tanto as relagoes como
as funcoes envolvendo intervalos sao definidas a partir dos extremos.

Definicao 5.2.4 Vendo cada intervalo da reta como um conjunto, a nocao de
igualdade entre dois intervalos ¢ dada pela nocao de igualdade entre conjun-
tos, ouseja, A=B <& Vr € A= 2 € BeVr € B= x € A). Desta forma,
dados dois intervalos A = [a1,as] e B = [by,bs], A= B < a; = by e ay = bs.

Definigao 5.2.5 (Operagoes Aritméticas entre Intervalos) Sejam os inter-
valos X = [z1,25] e Y = [y1, yo], entdo:

L X +Y = [z, 2] + [y1,y2] = [21 + y1, 72 + 12
2. X =Y = [v1,22] — [y1, 92| = [v1 — v, 72 — 1]

3. XxY = [l’l,LEQ] X [yl,yg] = [mzn{xl XY1,T1 XYa,Ta XYy, T XyQ}, max{xl X
Y1, T1 X Yo, Ta X Y1, Ta X Y2}
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Nota: Assim como na Sec¢ao 5.1, a operacao aritmética de divisao sera omitida
aqui, jA que a mesma nao é contemplada pelo modelo formal que esta sendo
proposto neste texto.

Teorema 5.2.1 Sejam os intervalos X = [x1,25] € Y = [y1,ys], entao:

1. X+Y={r+s|reXesecY}
2.X-Y={r—s|reXeseY}
3. XxY={rxs|reXeseY}

Prova: Veja |Lyr03|, pg. 13. O

Nota: Observe-se que, ao representar operacoes da aritmética real através de
operacoes da aritmética intervalar, essas ultimas produzem exatamente a imagem
das operacoes reais. Ou seja, a aritmética intervalar é

1. Correta, i.e. se x € X entao f(z) € F(X), e

2. Otima, ie. {f(z) | v € X} = F(X).

Um tratamento matematico das propriedades de corretude e otimalidade pode
ser visto em [SBAO5].

5.2.2 Propriedades da aritmética intervalar

A seguir, serao enunciados alguns teoremas que ilustram as principais propriedades
da aritmética intervalar.

Teorema 5.2.2 A aritmética intervalar € subdistributiva, i.e., se X, Y e Z sao
intervalos, entdao

XxY+2)CXxY+XxZ.

Observe-se que, apesar da adicao e a multiplicacao intervalares serem comu-
tativas e associativas, nao vale a lei da distributividade. Além disso, tém-se [0, 0]
como identidade da adicao intervalar, e [1,1] como identidade da multiplicagao,
mas nao existem inversos aditivos e multiplicativos. Por exemplo:

2,4] — [2,4] = [2,4] + [-4, -2] = [-2,2]
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A falta de inverso implica numa séria dificuldade em se modelar a aritmé-
tica intervalar, pensando na logica apresentada no Capitulo 3, dificuldade esta
relacionada ao tratamento da igualdade e, conseqiientemente, a resolucao de
equacoes. O mesmo nao ocorre com os sistemas de reescrita de termos, usados
neste trabalho como proposta de um modelo formal para a computagao intervalar,
onde, como foi mostrado no Capitulo 4, as regras de dedugao sao mais simples
do que aquelas para a logica equacional.

Teorema 5.2.3 (Propriedades Algébricas da Soma em IR) Para todo A =
[al,&g], B= [bl, bg] e C = [01,02] € IR, wvale:

1. Fechamento: A+ B € IR

2. Associatividade: A+ (B+C)=(A+B)+C

3. Comutatividade: A+ B= B+ A

4. Elemento Neutro: 31O € IR | A+ O=0+A=A (0 =]0,0])

Prova: Veja [Lyr03], pg. 15. O

Teorema 5.2.4 (Propriedades Algébricas da Multiplicagao em IR) Para
todo A, B,C € IR, wvale:

1. Fechamento: A x B € IR

2. Associatividade: Ax (Bx(C)=(Ax B)xC

3. Comutatividade: Ax B=B x A

4. Elemento Neutro: I E €IR | AxE=Ex A=A (£=]1,1))

Prova: Veja [Lyr03], pg. 16. O

Vale lembrar que o conjunto IR nao possui inverso multiplicativo, conforme
enunciado anteriormente.

Teorema 5.2.5 (Monotonicidade da Aritmética Intervalar) Para todo A,
B,C, D e1IR, tais que AC C e B C D, vale:

1. A+ BCC+ D
2. —AC -C
3. A—BCC-D
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4. AXBCCxD
Prova: Veja |Lyr03|, pg. 19. O

Teorema 5.2.6 (Propriedades de Inclusao) Para todo A, B,C € IR, vale:

1.A+B=A+C=B=C
2. B-—A=C—-A=B=C

e

A+BCA+C=BCC
Va,F € R, (ax f) x A=ax (fx A)

SAlR

Vo, €R, (a+ ) x AC (ax A)+ (B x A)
6. Va e R, ax (B+C)=(axB)+ (axC)

Prova: Veja |Lyr03|, pg. 19. O

5.3 Intervalos na pratica

Na secao anterior foi dada uma definicao matematica de intervalos de niimeros
reais, e das operacoes aritméticas sobre o conjunto de tais intervalos. Agora,
serd fornecida uma definicao de intervalos cujos extremos sao representados por
pontos-flutuantes Padrao IEEE 754, descritos na Secao 5.1, a fim de prover uma
abordagem computacional para a aritmética intervalar, que servird de base para
o sistema SRTI, proposto na Secao 6.3.

O principal objetivo consiste em demonstrar como as operagoes aritméticas
sobre intervalos de pontos-flutuantes podem fornecer aproximagoes para as opera-
¢oes sobre intervalos de reais, sem perder a corretude e a otimalidade da aritmética
intervalar, conforme nota final da Secao 5.2.1.

5.3.1 Nocoes preliminares

Os conceitos e algoritmos apresentados nesta se¢ao foram adaptados de [HJEO1|
(veja também [Kea96] e [Wal90]).

Definigao 5.3.1 Denota-se por F o conjunto de pontos-flutuantes Padrao
IEEE 754 cujos valores numéricos representam niimeros reais.



5. Representacdo Computacional dos Nimeros Reais 71

Definigao 5.3.2 Um intervalo Padrao IEEE 754 ¢ um intervalo de nimeros
reais cujos extremos sao representados por elementos de I, com a condicao de que
—0 nao apareca como extremo esquerdo e +0 nao apareca como extremo direito.
Denota-se por (a, b) o intervalo Padrao IEEE 754 com extremos a e b.

A restricao quanto ao sinal do zero é uma mera convencao, com o fim de
evitar ambiguidades e simplificar as formulas para operagoes aritméticas. Em
outras abordagens, —0 e +0 podem aparecer em qualquer dos extremos, tendo
diferente interpretacao em cada caso.

Definicao 5.3.3 O conjunto dos intervalos Padrao IEEE 754 serd deno-
tado por IF.

Uma operacao envolvendo pontos-flutuantes pode resultar em um niimero real
que nao é um ponto-flutuante. Em tais casos, o Padrao IEEE 754 especifica que o
resultado deve ser arredondado para o valor mais proximo que tenha representa-
¢ao, de acordo com o modo de arredondamento selecionado, como foi mencionado
na Secao 5.1.4. Isto leva a seguinte diferenciagao:

Definicao 5.3.4 As operacoes de adicao, subtracao e multiplicacao do Padrao
IEEE 754 com arredondamento para baixo (—oo) serao denotadas por +;,, —,
e X, respectivamente. As mesmas operacoes com arredondamento para cima
(+00) serao denotadas por +p;, —pi € Xp;.

O padrao também exige que toda operagao atribua um valor & uma variavel
booleana exact, cujo valor serd verdadeiro sss o resultado computado é igual ao
resultado matematicamente definido.

5.3.2 Uma classificacao de intervalos

A classificagao de intervalos fornecida na Tabela 5.3, de acordo com o sinal dos
elementos do intervalo, sera ttil para a distincao entre casos, para a operagao
aritmética intervalar de multiplicacao.

5.3.3 Aritmética intervalar com o Padrao IEEE 754

O primeiro aspecto a ser considerado quanto a implementacao de intervalos
Padrao IEEE 754 esté relacionado a arredondamentos. Felizmente, na aritmética
intervalar, a necessidade de arredondamentos nao leva a erro, ou seja, a corretude
¢ mantida. O unico efeito do arredondamento é a inclusao de valores ("lixo") que
nao seriam incluidos em caso de resultado exato.

Teorema 5.3.1 [HJE01] Para todo conjunto de niimeros reais, o intervalo Padrao
IEEFE mais estreito, contendo aquele conjunto, existe e € inico.
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Classe Descricao

M A classe M ("Misto") é definida como o conjunto de intervalos
contendo pelo menos um real positivo e um real negativo:
a < 0 < b, para todo intervalo (a, b) na classe M.

A A classe Z ("Zero") é definida como o conjunto de intervalos
nao contendo nenhum real positivo e nenhum real negativo:

Z ={(0,0)}.

P A classe P ("Positivo") é definida como o conjunto de intervalos
contendo pelo menos um real positivo, mas nenhum negativo:
0 <a<be0<b, para todo intervalo (a,b) na classe P.

N A classe N ("Negativo") é simétrica em relacao a classe de P:
a<b<0ea<0, para todo intervalo (a,b) na classe N.

Tabela 5.3: Classificagao de intervalos segundo o sinal [HJEO1|

Prova: Considerando que —oo e +00 sao nimeros de ponto-flutuantes Padrao
IEEE, entao existe um intervalo Padrao IEEE 754 tal que contenha o conjunto de
reais dado. Como o ntmero de tais intervalos é finito e fechado sob interseccao,
existe um minimo intervalo Padrao IEEE 754 contendo aquele conjunto. []

Hickey |[HJEO1]| ressalta que a importancia do teorema acima esta no fato de
que a existéncia de um intervalo minimo permite a definicao da seguinte funcao:

Definigao 5.3.5 Para todo conjunto « de reais, I'(a) é o menor intervalo con-
tendo a.

Definigao 5.3.6 Diz-se que um conjunto  é uma aproximacgao correta de um
conjunto « de reais se § D «. Define-se o intervalo Padrao IEEE 754 I'(a) como
a 6tima aproximacao IEEE 754 de a.

No teorema seguinte, Hickey demonstra como obter aproximagoes corretas e
Otimas para as operacgoes de adi¢ao, subtracao e multiplicacao:

Teorema 5.3.2 [HJE01] Sejam X = (a,b) e Y = (¢, d) intervalos Padrao IEEE
nao-vazios, entao

1. T({a,b) 4+ {c,d)) = {a +i, ¢, b 44 d);
2. I'({a,b) — (c,d)) = (a —1pd,;b—p; €);

3. As formulas na Figura 5.3 fornecem aproximagoes para a multiplicacao.
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Classe de (a,b) | Classe de {(¢,d) | T'({a,b) X {c,d))

P P (a Xlo C, thl >
M P (a Xlod b><}” d>
N P (a Xlod bxhz >
P M <b Xlo C, b><}” >
M M (min(a X, d,b X0 ¢),maz(b Xp; d,a Xp; c))
N M (a Xlod a XpiC >
P N (bxloc,axm >
M N (b X1 C,a Xp;€)
N N <b Xlod,a Xhic>
7 PM,N,Z | (0,0)

P M,N,Z Z (0,0)

qualquer 0 1]
0 qualquer ]

Figura 5.3: Multiplicacdo de intervalos Padrao IEEE [HJEO01|

Prova: Veja [HJEO1] pg. 1059.

Verifica-se um problema crucial no teorema acima: Ao definir os algoritmos,
Hickey ignora o fato de que as operacoes aritméticas entre extremos dos intervalos
podem resultar em pontos-flutuantes nao numeéricos (NaN’s), ferindo, neste caso,
a Definicao 5.3.2. Este problema pode ser contornado generalizando-se a definicao
de Intervalo Padrao IEEE 754:

Definicao 5.3.7 Um INalN ou NaN intervalar é um par de pontos-flutuantes
Padrao IEEE 754 a e b, denotado por (a, b), onde pelo menos um dos elementos do
par é um NaN. Seja INAN o conjunto dos NalN’s intervalares. Um intervalo
Padrao IEEE 754 estendido é qualquer elemento do conjunto IIF U INAN.

Nota: Matematicamente, um INaN pode ser visto como o @), ou seja, um INaN
nao aproxima nenhum ntmero real.

Como as operacoes envolvendo NaN’s estao bem definidas pelo Padrao IEEE
754, e sao captadas pelas regras do sistema SRTF subjacente, para pontos-
flutuantes, as operacoes aritméticas entre extremos de intervalos, no SRTI, podem
ser expressas pelas mesmas formulas do Teorema 5.3.2, porém aplicadas sobre o
conjunto IF UINAN, tornando as regras do SRTI consideravelmente simples.

Naturalmente, o macro sistema SRTT herda as limitagdes das operagoes subja-
centes, particularmente aquelas relacionadas ao arredondamento para cima, con-
forme nota sobre a funcao rshift na Secao 5.1.4. Estas consideragoes serao
retomadas, posteriormente, no capitulo de conclusao.
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Este capitulo forneceu uma descricao dos objetos matematicos que sao mode-
lados pelo sistema proposto nesta dissertacao, comecando com pontos-flutuantes,
cujo modelo serd apresentado na Secao 6.2 do capitulo a seguir, e terminando com
a abordagem intervalar, para a qual serda apresentada a sugestao de um modelo
formal, na Se¢ao 6.3 do mesmo capitulo.



Capitulo 6

Delineando um Modelo para a
Computacao Intervalar

6.1 A concepcao de um modelo

Neste capitulo, serao apresentadas as contribuicoes particulares desta dissertacao.
Uma versao resumida deste trabalho encontra-se em [CS05].

Primeiramente, na Secao 6.2, sera fornecido um sistema de reescrita de ter-
mos para a aritmética de ponto-flutuante binaria, baseado no Padrao IEEE 754
descrito na Segao 5.1. Como a terminac¢ao da operagao aritmética de divisao per-
manece como um problema aberto, apenas as operacgoes de adicao, subtracao e
multiplicacao serao consideradas. Este sistema, chamado SRTF, é proposto como
modelo formal para a computacao de ponto-flutuante, constituindo um trabalho
inicial para pesquisas nas areas de especificacao e verificagao formal de sistemas
que adotem a representacao de ponto-flutuante para os niimeros reais.

Em seguida, na Se¢ao 6.3, o SRTF é estendido com regras para a aritmética
intervalar descrita na Secao 5.2. O sistema resultante, chamado SRTI, é proposto
como a concepgao inicial de um modelo formal para a computagao intervalar,
que venha a ser correto e 6timo, de acordo com o que foi discutido na Secao 5.3,
a fim de prover uma seméantica operacional para sistemas que facam uso da abor-
dagem intervalar como estratégia para representacao computacional dos niimeros
reais.

Dado que um sistema de reescrita de termos constitui um sistema Post (veja
[BL74]), espera-se também construir uma base para o desenvolvimento de um
modelo de computabilidade para os ntimeros reais, tanto para a abordagem de
ponto-flutuante como para a abordagem intervalar.
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6.2 SRTF

Nesta secao sao fornecidas as regras do Sistema de Reescrita de Termos para
Ponto-flutuante (SRTF). Operagoes envolvendo digitos, inteiros (listas de digi-
tos) e pontos-flutuantes (listas de digitos de tamanho fixo concatenadas) sao
indexadas por “D”, “Z” e “F”, respectivamente. O construtor de lista “:”, bem
como a aritmética sobre inteiros, foram fortemente inspiradas em [Ken95|. Algu-
mas equagoes foram simplificadas em relagao ao sistema de Kennaway [Ken95],
ja que, aqui, a independéncia de base nao é um requisito; outra diferenca que
merece ser ressaltada estd no "sentido" de construcao dos termos: as listas no
SRTF sao construidas da direita para esquerda (digitos a esquerda sdo mais signi-
ficantes que digitos a direita), a fim de modelar listas com zeros extras a esquerda.

@,

Pontos-flutuantes sao definidos pelo construtor “;”, o qual concatena o digito
de sinal, a lista do expoente e a lista da fracao. Respeitando o Padrao IEEE
754, o bit implicito e o ponto implicito do significante nao sao representados.
Por questoes de legibilidade, ser4 convencionada a precisao da Figura 6.1, mas o
SRTF pode ser adaptado, sem restricao alguma, para qualquer formato descrito
na Secao 5.1.2, visto que as equacoes para aritmética foram implementadas com
independéncia de precisao.

sinal[1] expoente|3| fragaol5|

Figura 6.1: Precisao Convencionada — 9 bits

A Secao 6.2.1 fornece a interpretacao dos construtores. As secgoes 6.2.2, 6.2.3
e 6.2.4 apresentam as operacoes aritméticas de adi¢ao, subtragao e multiplicacao,
respectivamente, para digitos, inteiros e pontos-flutuantes. No caso da aritmética
de ponto-flutuante, a grande quantidade de regras esta relacionada a diversidade
de construtores, e as peculiaridades das operacgoes envolvendo valores especiais
(NaN’s, infinito, nimeros desnormalizados etc.), obrigando, muitas vezes, que
determinadas operacoes sejam avaliadas caso a caso, para cada construtor, como
é o caso, por exemplo, da funcao de comparacao cmp, definida na Secao 6.2.5.

As constantes na Tabela 6.1 designam inteiros (listas) especiais que devem ser
informadas ao sistema, conforme a precisao desejada, neste caso, trés bits para
0 expoente e cinco para a fragao, conforme a Figura 6.1. Por causa da polariza-
¢ao do expoente (veja Defini¢ao 5.1.2), o sistema deve tratar de forma especial
o expoente e¢_esp, o qual é interpretado como 1 — bias, e, portanto, é semanti-
camente equivalente ao expoente desnormalizado e _min, o qual ¢é interpretado
como —bias + 1. A constante f zero, por sua vez, representa uma lista de zeros
estourando a precisao adotada.
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Nome Valor Descricao

e size (END:1):1 Bits para o expoente.
f_size ((END:1):0):1 Bits para a fragao.
e min ((END:0):0):0 Expoente minimo.

e mar ((END:1):1):1 Expoente maximo.
e_esp  ((END:0):0):1 Expoente especial.
f_min (((END:0):0):0):0):0 Fracao minima.

f mazr (((END:1):1):1):1):1 Fracao maxima.

f zero ((((END:0):0):0):0):0):0 Lista de zeros.

Tabela 6.1: Constantes dependentes de precisao

E importante observar que o uso de tais constantes nio deve ser visto como
uma limitacao do sistema. O proprio Padrao IEEE 754 prevé o uso de parametros
para selegao de formato (precisao). Além das constantes, usam-se as variaveis de
lista “e_any” e “f any” como abreviagoes para expoentes arbitrarios da forma
“((END :ep) : e1) : €9 e fragoes arbitrarias “(((END : fo) : f1) : fa) = f3) : f4a",
respectivamente, onde e; e f; sao variaveis de digito.

6.2.1 Construtores

6.2.1.1 Digitos

0[] — O
1]} =1
[10]] = 2

Deve-se notar que adocao do digito extra “10” constitui uma mera conveniéncia
técnica adotada por [Ken95|, visando simplificar a manipulagao do "vai um" em
resultados intermediarios de operacoes aritméticas de adicao.

6.2.1.2 Inteiros
Sejam d e [ variaveis de digito e lista de digitos, respectivamente.

/* Inteiro Positivo */

12=dll = lldll + 2 [lZ]

/* Inteiro Negativo */
IMINUS()| = =[]

/* Fim de Lista */
|END| — 0
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6.2.1.3 Pontos-flutuantes

Sejam s € {0,1}, f_any = ((END : fo) : f1) : f2) : f3) : fa, onde f; € {0, 1},
ee any = ((END : eg) : e1) : ez, onde e; € {0,1}. Os construtores de pontos-
flutuantes, a seguir, refletem o esquema apresentado na Tabela 5.1.

/* Zero */
|s;e_min; f min|| =0

/* Namero Desnormalizado */
Isye_min; f _any|l = (=111 x (0 + || f _any]| x 277212 x27tiast,
se (f _any # f min)

/* Namero Normalizado */
Isie_any; f_any| = (=1)1F0 x (1 + || f _any|| x 277-5%¢) x2le_anyl=bias
se (f _any # f min) e (f _any # f max)

/* Infinito */
Is;e_maz; f_min| — (=1)I*l x 0o

/* Signalling NaN: “invalido” */
|s;e maz; f any|| = SNaN,
se (fo=0) e (f_any # f_min)

/* Quiet NaN: “indeterminado” */
|s;e_max; f_any| — QNaN
se (fo=1)

6.2.2 Adicao
6.2.2.1 Digitos

A adicao de digitos (+p) é definida apenas para os digitos “0” e “17, ja que o
digito extra “10” é usado apenas como resultado intermedidrio e jamais aparece
como operando de +p, como sera visto nas regras subseqiientes (analogamente, o
digito “10” nao sera considerado para os casos da subtragao e da multiplicacao).

/* Adicao de digitos */
04+p0—0
O4+pl—1
14p0 — 1
14p1 — 10

1t +p ] = N2l + 1]
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6.2.2.2 Inteiros

Seguem as regras para adig¢ao de inteiros, algumas das quais fazem uso do simbolo
funcional —7 que sera apresentado na Se¢ao 6.2.3.

/* Incremento de inteiros nao-negativos */
inc(END) — END : 1
inc(x:0) —x:1
inc(x : 1) — inc(z) : 0

[ine(®)]] = [t +1

/* Normalizagao de inteiros: remove o digito improprio “10” */
normaddz(x,0) — x : 0
normaddy(x,1) — z : 1
normaddz(z,10) — inc(z) : 0

[normaddy(t, )| =[] + 2 > [|¢]

/* Adigao de inteiros */
END +7 END — END
END 4z (2 :y) — 2 ¢/
END 44 MINUS(y/) — MINUS(y)
(x:y)+z END — x:y
(x:y) +z (2 :y) — normaddy(z +z ',y +p y)
(:y) +z MINUS(Y') — (z:y) =2y
MINUS(z) +2 END — MINUS(z)
MINUS(z)+z (2" :y) — (2 :y) —zx
MINUS(z) +7 MINUS(y') — MINUS(z +7 y/)

1t +z 'l = Ntll + 1]

6.2.2.3 Pontos-flutuantes

Alguns problemas surgem quando se formaliza aritmética sobre pontos-flutuantes
Padrao IEEE 754. O primeiro deles consiste em representar sintaticamente o
digito implicito, nao capturado pelos construtores, mas necessario para as opera-
coes. Para isto, sao fornecidas as regras put e cut.

/* Inclui o bit implicito */
put(END) — END : 1
put(x :y) — put(x) :y

lput(®)]| = [It]] + [|1]] x 21ttt
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/* Exclui o bit implicito */
cut(END :y) — END
cut((w:z):y) — cut(w : x) : y

leut(®)|| = ||t — ||1]| x 2Mtength®)-1

Quando se realiza adicao e subtracao de pontos-flutuantes, deve-se igualar os
expoentes. A fim de minimizar erros de arredondamento, o menor expoente é
incrementado ao maior, e nunca o contrario. Sintaticamente, os expoentes sao
incrementados pela funcao rshi ft.

/* Incrementa expoente:

a fracao é deslocada, truncando-se os bits a direita
(arredondamento para 0!) */
rshift(z,e_min) — x
rshift(z :y,z) — rshift(x,z —z (END : 1))

[rshi ft(t, t)]| = [|¢] > 21
A funcao symm é usada para se obter o termo do ponto-flutuante simétrico.

/* ...alterna sinal */
symm(0;z;y) — 123y
symm(L;xz;y) — 0y 23y

[symm(t)]| = —|t]
A funcao seguinte gera uma lista, informando o tamanho da lista de entrada.

/* ...calcula tamanho */
length(END) — END : 0
length(z :y) — (END : 1) 47 length(x)
length(MINUS(z)) — length(x)

Durante a computacgao, as maquinas precisam mapear expressoes de pontos-
flutuantes em objetos' que nao sao, necessariamente, pontos-flutuantes Padrao
IEEE 754. Em seguida, tais objetos devem ser formatados conforme a precisao
selecionada. No SRTF, os resultados intermediarios das operacoes aritméticas de
adigao, subtracao e multiplicacao sao formatados através das fungoes normaddp,
normsuby e normmulty, respectivamente.

A funcao normaddy é definida em quatro casos, dependendo do valor do ex-
poente e do tamanho da fracao do resultado:

1 Resultados de operac¢des unarias ou binarias, referidos no Padrao IEEE 754 como "destinos".
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/* ...em caso de expoente normalizado */
normaddg(s; x;y) —
s;x +z (length(y) —z f size);rshift(y,length(y) —z f size),
se (x # e_min) e ((x +z (length(y) —z f_size)) < e_max)

Nota: A diferenga length(y) —z f _size indica o quanto a fra¢ao y estourou a
precisao. Sendo x um expoente normalizado (z # e min), aplica-se rshift em
y, como se o ponto implicito do significante fosse deslocado para a esquerda. O
expoente é proporcionalmente aumentado.

/* ...em caso de expoente desnormalizado */
normaddg(s;e_min;y) — s;e_min;y,
se (length(y) = f size)

Nota: Se a fracdo y nao estourou a precisao, nao ha nada a fazer, e o ponto-
flutuante permanece desnormalizado (expoente e min).

/* ...em caso de precisar normalizar o expoente */
normaddg(s;e_min;y) — s;e_esp;cut(y),
se (length(y) > [ size)

Nota: Se a fragdo y estourou a precisao, significa que o resultado da soma foi
um ntmero normalizado. Ao invés de aplicar rshift em y, neste caso, deve-se
apenas extrair o bit implicito com cut. O expoente, que era e _min, passa entao
a ser e_ esp.

/* ...em caso de overflow: gera QNaN */
normaddg(s; x;y) — s;e_max; f maz,
se (z 4z (length(y) —z f_size)) > e_max

Nota: s;e_maz; f _max é um NaN reservado do SRTF.

As regras a seguir descrevem a adicao de pontos-flutuantes, comecando pelos
casos triviais:

/* Zero Pos + Qualquer Pos — Qualquer Pos */
0;e_min; f_min+r0;€ _any; f' _any — 0;€ _any; f'_any

/* NaN Pos + Qualquer Pos = NaN Pos */
0;e_maz; f _any +r 0;€ _any; f' _any — 0;e_max; f _any,

se (f_any # f_min)
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/* Infinito Pos + Num Pos — Infinito Pos */
0;e _max; f min+r0;€ any; f' any — 0;e_max; f min,
se (¢/ any # e max)

/* Infinito Pos + Infinito Pos — Infinito Pos */
0;e_max; f min+r0;e _maz; f min — 0;e_max; f min

/* Infinito Pos + NaN Pos — NaN Pos */
0;e_maz; f _min +r 0;e_maz; f' _any — 0;e_mazx; f' _any,

se (f' any # f min)

/* Nam Pos + Zero Pos — Num Pos */
0;e_any; f_any +r0;e_min; f _min — 0;e_any; f_any,
se (e _any # e max)

/* Nam Pos + Infinito Pos — Infinito Pos */
0;e_any; f_any +r 0;e_max; f _min — 0;e_max; f_min,
se (e _any # e max)

/* Nam Pos + NaN Pos — NaN Pos */
0;e _any; f _any +r0;e_maz; f' any — 0;e_max; f' any,
se (e _any #e maz)e (f any # f min)

Casos nao-triviais da adicao de pontos-flutuantes:

/* Nim Pos Norm + Nim Pos Norm: e > ¢’ */
0;e_any; f_any +r 0;€¢' _any; f'_any —
normaddg(0; e _any; cut(put(f _any)+zrshift(put(f' _any),e_any—ze any)),
se (e_any #e min)e (e any #e mazx)e (¢ any #e min)e
(¢/ any #e mazx)e (e any >¢€ any)

Nota: Cada bit implicito é concatenado a sua respectiva fracao, através de put.
O maior expoente (no caso, e_any) é tomado como o expoente da soma e aplica-
se rshift em f' any para igualar os expoentes. Por fim, a funcdo cut é usada
para extrair o bit implicito do resultado. A proxima regra é anéloga.

/* Nam Pos Norm + Num Pos Norm: e < ¢ */
O;e any; f any+r0;¢ any; f' any —
normaddg(0; €' any; cut(rshift(put(f' any),
e any —ze any) 4z put(f any))),
se (e_any #e_min) e (e_any #e_maz) e (¢ _any #e_min) e
(' _any #e mazx) e (e_any <€ _any)
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/* Nam Pos Norm + Num Pos Desnorm: e = e_esp */
0;e_any; f any+r0;e_min; f' any —
normaddg(0; e any; cut(put(f any) +z f any))),
se (e_any #e_min) e (e_any #e_maz) e (f' _any # f min) e
(e_any =e_esp)

Nota: Se e _any é o expoente especial e _esp e o outro expoente é e _min, o
sistema nao deve tentar igualar os expoentes, pois eles sao semanticamente os
mesmos. A diferenca estd no bit implicito: 1, no caso de e esp; e 0, no caso de
e _min. Por isso ndo se aplica put em [’ any.

/* Nam Pos Norm + Nium Pos Desnorm: e > e_esp */
0;e_any; f_any +r 0;e_min; f'_any —
normaddg(0; e any; cut(put(f any) +z rshift(f’ any,e any —ze esp)),
se (e _any#e min)e (e any#e mazx)e (f' any# f min)e
(e _any > e esp)

Nota: Agora, o sistema deve igualar os expoentes, mas a diferenca entre os
expoentes nao é dada por e _any —z e_min, mas sim por e_any —yz e_esp,
considerando que o bit implicito de f' any é 0, e nao 1.

/* Nim Pos Desnorm + Nim Pos Norm: */
0;e_min; f any +r0;¢ any; f' any —
0;¢ _any; f' _any +r0;e_min; f _any,
se (f _any # f_min)e (¢ _any #e_min) e (¢ _any # e_max)

Nota: Esta regra fornece contra-partida para as duas regras anteriores.

/* Nam Pos Desnorm + Nim Pos Desnorm: */
0;e_min; f _any +r0;e_min; f' _any —
normaddg(0;e _min; f any +z f' any),

se (f _any # f _min)e (f' _any # f_min)

Nota: Quando ambos os pontos-flutuantes sao desnormalizados, basta somar
as fracoes.

A fim de evitar regras redundantes e passos de reescrita ciclicos, a adi¢ao
envolvendo operandos com sinais diferentes ¢ mapeada na subtracao correspon-
dente:
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/* Positivo + Negativo */
0;e any; f any+rl;e any; f' any — 0;e any; [ any —r0;¢ any; f' any

/* Negativo + Positivo */
Lie _any; f _any+r0;€¢ _any; f' _any — 0;€' _any; f' _any —r0;e_any; f _any

A soma de dois operandos negativos quaisquer é mapeada na soma dos res-
pectivos simétricos (positivos) e, em seguida, troca-se o sinal do resultado:

/* Negativo + Negativo */
e any; f any g 1;€¢ any; f' any —
symm(0;e any; f any +r 0;¢  any; f' any)

6.2.3 Subtracao
6.2.3.1 Digitos

/* Subtracao de digitos */

0—p0—20
0-pl— MINUS(1)

1—p0—1

1—D1—>O

[t = ¢'[] = (£} = [l

6.2.3.2 Inteiros

/* Decremento de inteiros positivos */
dec(z:1) - x:0
dec(z : 0) — dec(x) : 1

[dec(®)]] = It =1

/* Normalizagao de inteiros: remove digitos negativos de listas */
normsubz(END,0) — END
normsuby(END,1) — END : 1
normsubz(END, MINUS(1)) — MINUS(END : 1)
normsubz(x :y,0) — (x :y) : 0
normsubz(z :y,1) — (z:y): 1
normsubz(z : y, MINUS(1)) — dec(z : y) : 1
normsubz(MINUS(x),0) — MINUS(x : 0)
normsuby(MINUS(x),1) — MINUS(dec(z) : 1)
normsuby(MINUS(x), MINUS(1)) - MINUS(x : 1)
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[normsubz(t, ¢')[| = [[t'l] + 2 > ||

/* Subtracao de inteiros */
END —; END — END
END —y (x:y) - MINUS(x : y)
END —; MINUS(y') — ¢/
(x:y)—z END — (x:y)

(x:y) —z (& 1Y) — normsubz(x —z ',y —p v')
(x:y) =z MINUS(Y') — (z:y) +z
MINUS(x) —z END — MINUS(x)

MINUS(z) —z (2" : y/) = MINUS(x +z (2" = ')
MINUS(z) =z MINUS(Y') = ¢ —z

[# =z ¢} = el = Il

6.2.3.3 Pontos-flutuantes

A subtracao é um pouco mais complexa do que a adi¢ao. Ao invés de truncar
fracoes largas demais e incrementar seus respectivos expoentes, o sistema deve
tratar as fracoes com zeros extras a esquerda. A presenca de zeros extras a es-
querda em operacoes é conseqiiéncia das alteracoes feitas no sistema de Kennaway.
Isto nao afeta a terminagao, porque o SRTF sempre lida com listas (inteiros) de
tamanho fixo.

Visto que a subtragao de duas listas dadas resulta em uma lista de mesmo
tamanho, possivelmente com zeros extras a esquerda, tudo que se tem a fazer é
"mover" da esquerda para a direita os zeros extras nas fragoes, e decrementar os
respectivos expoentes.

As regras abaixo descrevem funcoes para decrementar expoentes:

/* ...calcula soma de digitos */
digsum(END) — 0
digsum(zx : 0) — digsum(z)
digsum(zx : 1) — 1+ digsum(x)

|digsum((...((do : dv) : d3) = ...) : dp)|| = ||do|| + [|dil| + [|da|| + --- + [|dx]|

/* ..Ishift trunca todos os 0’s a esquerda; para isto, aplica-se digsum
em z para informar a quantidade esperada de 1’s. */
Ishift(x :y,0) — END
Ishift(x:0,z) — Ishift(x,z) : 0
Ishift(z:1,z) — Ishift(x,z —z (END : 1)) : 1
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/* ... fit trunca exatamente a quantidade informada de 0’s. */
fit(x :y, f size) - END
fit(x 1y, 2) — fit(z,z+z (END : 1)) : y,
se (z < f_size)

A regras a seguir descrevem fung¢oes auxiliares para normalizacao de fracao.

/* ..leading conta os 0’s & esquerda removidos por [shift. */
leading(x : y) — length(x : y)—z length(lshift(x : y,digsum(z : y)))

/* ...e rpad completa o lado direito com aqueles 0’s. */
rpad(z :y,0) = x:y
rpad(x :y,z) — rpad((x :y): 0,z —z (END : 1))

A fungao normsubyr é definida em cinco casos:

/* ...em caso de expoente normalizado */
normsubg(s;w : x;y : z) — s;(w: x) —z leading(y : 2);
rpad(cut(Ishift(y : z, digsum(y : 2))), leading(y : z)),

se (w:x)#e min)e (((w:zx)—zleading(y: z)) > e esp)

Nota: Os 0’s a esquerda da fracao y : z sao removidos por lshift, que vai
reconstruindo a lista até encontrar o ultimo digito 1, o qual é indicado por digsum.
A remocao dos 0’s & esquerda permite deslocar o ponto implicito do significante
para a direita, até chegar no bit implicito, o qual é extraido, em seguida, por cut.
A quantidade de 0’s removidos é guardada em leading, cujo valor de retorno é
aplicado em rpad para completar a fracao com 0’s a direita. O valor de leading
também é usado para diminuir o expoente w : x.

/* ...em caso de precisar desnormalizar o expoente */
normsubp(s;w : x;y : 2) — s;emin;
rpad(fit(cut(y : z), (w:x) —ze esp),(w:x)—ze esp),
se ((w:x)#e_min)e ((w:x)—zleading(y : z)) < e_esp)

Nota: Ao contrario da adi¢ao, em que a soma de dois pontos-flutuantes desnor-
malizados poderia resultar em um ponto-flutuante normalizado, aqui a diferenca
entre dois pontos-flutuantes normalizados pode resultar em um ponto-flutuante
desnormalizado. Isto ocorre quando a diferenca (w : x) —z leading(y : z) é menor
do que e _esp. A aplicacao de fit, em lugar de [shift, assegura que o ponto
implicito do significante vai ser deslocado para a direita somente até que o ex-
poente alcance e_esp (lembrando que e _min é apenas uma convengao sintatica,
pois semanticamente o nimero desnormalizado possui expoente e esp, com bit
implicito 0). O uso de Ishift, aqui, resultaria em uma lista do tipo MINUS(x)
para o expoente, ferindo o construtor “;” e o Padrao IEEE 754.
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/* ...em caso de dar zero */
normsubp(s;w : x; f  zero) — s;e min;cut(f zero),
se (w:x)#e min

Nota: O uso de f zero, no lugar de f min se faz necessario porque a ope-
racao —y, no caso de pontos-flutuantes com expoentes normalizados, passa para
normsuby a fracao com o bit implicito concatenado. O bit implicito é removido,

aqui, por cut.

/* ...em caso de expoente desnormalizado */
normsubg(s;e min;y: z) — s;e _min;y: z

Nota: Neste caso, o bit implicito nao é introduzido por —p.

/* ...em caso de fracao negativa */
normsubg(s;w : x; MINUS(z)) — symm(normsubg(s;w : x;2))

Nota: Trivialmente, o sinal da fragado passa a ser o sinal do ponto-flutuante.

Por fim, seguem as regras para subtragao de pontos-flutuantes, comecando
pelos casos triviais:

/* Zero Pos - Qualquer Pos — Qualquer Neg */
O0;e_min; f _min —yp0;€¢ _any; f' _any — 1;¢ _any; f' _any

/* NaN Pos - Qualquer Pos = NaN Pos */
0;e max; f any —5 0;¢ any; f any — 0;e max; f any,

se (f_any # f_min)

/* Infinito Pos - Ntun Pos — Infinito Pos */
0:e max; f min —r0;¢ any; f' any — 0;e max; f min,
se (¢/ any # e max)

/* Infinito Pos - Infinito Pos — QNaN Pos */
0;e_max; f _min —p 0;e_max; f _min) — 0;e_maz; f max

/* Infinito Pos - NaN Pos = NaN Pos */
0;e max; f min —r0;e max; f' any — 0;e max; f' any,

se (f' any # f min)
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/* Nam Pos - Zero Pos — Num Pos */
0;e any; f any —g 0;e min; f min — 0;e any; f any,
se (e _any # e max)

/* Num Pos - Infinito Pos — Infinito Neg */
0;e_any; f_any —r 0;e_max; f _min — l;e_max; f _min,
se (e _any # e max)

/* Naum Pos - NaN Pos = NaN Neg */
O;e_any; f_any —p 0;e_max; f' _any — 1;e_mazx; f'_any,
se (e_any #e_mazx) e (f _any # f_min)

Casos nao-triviais da subtracao de pontos-flutuantes:

/* Nim Pos Norm - Nim Pos Norm: e > ¢’ */
O;e_any; f_any —p 0;€' _any; f' _any —
normsubg(0; e _any; put(f _any) —z rshift(put(f' _any),e_any —z € any)),
se (e_any #e_min) e (e_any # e_maz) e (¢ _any #e_min) e
(¢/ any #e mazx)e (e any >¢€ any)

Nota: Assim como na adicao, cada bit implicito é concatenado a sua respectiva
fragdo, através de put. O maior expoente (no caso, e any) é tomado como o
expoente da diferenca e aplica-se rshift em f' any para igualar os expoentes.
A proxima regra é anédloga.

/* Nim Pos Norm - Nim Pos Norm: e < ¢ */
0:e any; f any —r0;¢ any; f' any —
normsubg(0; €' any;rshift(put(f any),e any —ze any) —z put(f' any)),
se (e_any #e_min) e (e_any #e_maz) e (¢ _any #e_min) e
(' _any #e mazx)e (e_any <€ _any)

/* Nim Pos Norm - Nim Pos Desnorm e =e_esp */
O0:e any; f any —r0;e min; f' any —
normsubg(0; e _any; put(f _any) —z [ _any),
se (e_any #e_min) e (e_any #e_maz) e (f' _any # f min) e
(e_any =e_esp)

Nota: Também como na adicao, se e _any é o expoente especial e _esp e o
outro expoente é e min, o sistema nao deve tentar igualar os expoentes, pois
eles sao semanticamente os mesmos. A diferenca esta no bit implicito: 1, no caso
de e_esp; e 0, no caso de e_min.
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/* Niam Pos Norm - Nam Pos Desnorm e > e_esp */
O0:e any; f any —r0;e min; f' any —
normsubp(0; e any;put(f any) —z rshift(f’ any,e any —ze esp)),
se (e_any #e_min) e (e_any #e_maz) e (f' _any # f min) e
(e_any > e_esp)

Nota: Aqui, o sistema deve igualar os expoentes, mas a diferenca entre os ex-
poentes nao é dada por e _any —z e _min, mas sim por e_any —yz €_ esp, con-
siderando que o bit implicito de f’ any é 0, e nao 1.

/* Num Pos Desnorm - Nam Pos Norm */
O0;e_min; f _any —p 0;¢'_any; f' _any —
symm(0;€ _any; f' _any —p 0;e_min; f _any),
se (f any # f min)e (¢ any #e min)e (¢ any # e maz)

Nota: Esta regra fornece contra-partida para as duas anteriores.

/* Nam Pos Desnorm - Nim Pos Desnorm */
0;e_min; f _any —g 0;e_min; f' _any —
normsubp(0;e_min; f _any —z f'_any),

se (f _any # f _min)e (f' _any # f_min)

Nota: Quando ambos os pontos-flutuantes sao desnormalizados, basta subtrair
as fracoes.

Novamente, a fim de evitar regras redundantes, a subtragao envolvendo operan-
dos com sinais diferentes é mapeada na adicao correspondente:

/* Positivo - Negativo */
0;e any;f any—rl;e¢ any;f any — 0;e any; f any+r0;¢ any; f' any

/* Negativo - Positivo */
lie _any; f _any —¢ 0;€¢ _any; f' _any —
symm(0; ¢ any; f' any 4+ 0;e any; f any)

A diferenca de dois operandos negativos quaisquer, por sua vez, é mapeada
na diferencga dos respectivos simétricos (positivos):

/* Negativo - Negativo */
Lie any; f any —r 1;€ any; f' any — 0;¢' any; f' any—r 0;e any; f any
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6.2.4 Multiplicacao
6.2.4.1 Digitos

/* Multiplicagao de digitos */
0xp0— END
0xpl— END
1xp0— END

1xpl— END:1

I8 <o ] = el > [1#'l

6.2.4.2 Inteiros

/* Multiplicagao por 2 */
timestwo(END) — END
timestwo(x 1 y) — (x :y): 0
timestwo(MINUS(z)) — MINUS (timestwo(x))

[timestwo(t)|| = 2 x ||t]

/* Multiplicacdo de inteiros */
END xz END — END
END xz (' : /) — END

END x; MINUS(y') — END
(x:y) Xz END — END

(x:y)xz (2 :y) — (y Xpy')+z
timestwo(((END :y) xzx') + (x Xz (END : y)))+z
timestwo(timestwo(x Xz x'))

(x:y) xXg MINUS(y') — MINUS((z :y) Xz )
MINUS(z) xz END — END
MINUS(z) xz (' :y) = MINUS(xz xz (2" : y))
MINUS(z) xz MINUS(y) — & X3¢/

I8z '] = ¢l > (1]

6.2.4.3 Pontos-flutuantes

A multiplicacdo é a mais simples das operacoes. Basicamente, a maquina deve
multiplicar os significantes, somar os expoentes e normalizar o resultado.

A regra a seguir descreve uma func¢ao auxiliar para normalizacao de fracao:
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/* Ipad completa com 0’s o lado esquerdo de uma lista,
para que a mesma fique do tamanho de f size */
Ipad(x) — x 47 f min

Nota: O artificio de somar x e f min é possivel, porque a adicao de listas
preserva os 0’s a esquerda.

A fungao normmulty é definida em apenas trés casos:

/* ...em caso de expoente normalizado */
normmulty(s; x;y) — s; +7 length(y);
rshift(y,length(y) —z f_size),
se ((x 4z length(y)) > e_esp) e ((z +z length(y)) < e_max)

Nota: A operagao de multiplicagdo (Xg) concatena o bit implicito e a fragao de
cada fator, e efetua o produto das listas (inteiros), como se o ponto implicito fosse
deslocado totalmente para a direita da parte fracionaria do significante. Aqui, o
ponto implicito é deslocado de volta para o lado esquerdo da fracao. Para isso,
o expoente deve ser aumentado de length(y). A diferenga length(y) —z f_size
indica o estouro de precisao, e a fungao rshift é aplicada para formatar a fracao.

/* ...em caso de precisar desnormalizar o expoente */
normmultp(s; x;y) — s;e_min;
Ipad(rshift(y, (length(y) —z f _size) +z (e_esp —z x))),
se ((x +z length(y)) < e_esp) e ((x 4z length(y)) < e_max)

Nota: Se a soma x +7 length(y) é menor do que e_esp, significa que o resul-
tado nao pode ser expresso como um ponto-flutuante normalizado. Desta forma,
rshift serd aplicada na fracdo nao apenas para remover os digitos além da precisao
(length(y)—z f size), mas também para desnormalizar o expoente (e _esp—zx).
A funcao Ipad assegura que, no final, a fracao nao teréa digitos aquém da precisao.

/* ...em caso de overflow: gera QNaN */
normmultr(s; x;y) — s;e_maz; f maz,
se ((z +z length(y)) > e max)

Nota: s;e _maz; f mazx é um NaN reservado do SRTF.

Seguem agora as regras para multiplicacao de pontos-flutuantes, comecando
pelas triviais:
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/* Zero Pos x Num Pos — Zero Pos */
0;e min; f min xg0;¢ any; f' any — 0;e _min; f min,
se (¢/ any # e min)

/* Zero Pos x Infinito Pos = Zero Pos */
0;e min; f min xp0;e _max; f min) — 0;e min; f min

/* Zero Pos x NaN Pos = NaN Pos */
0:e min; f min xg 0;e _max; f' any — 0;e max; [’ any,

se (f' any # f min)

/* NaN Pos x Qualquer Pos = NaN Pos */
0;e max; f any Xz 0;¢ any; f' any — 0;e max; f any,

se (f_any # f_min)

/* Infinito Pos x Zero Pos = Zero Pos */
0;e_max; f_min xp0;e_min; f _min — 0;e_min; f_min

/* Infinito Pos x Num Pos = Infinito Pos */
0;e_max; f_min xg 0;€ _any; f' _any — 0;e_max; f _min,
se (¢! _any #e_mazx) e (f' _any # f _min)

/* Infinito Pos x Infinito Pos — Infinito Pos */
0;e_max; f min xp0;e_max; f _min) — 0;e_maz; f min

/* Infinito Pos x NaN Pos = NaN Pos*/
0;e_mazx; f _min xp 0;e_max; f' _any — 0;e_mazx; f'_any,

se (f' _any # f _min)

/* Nam Pos x Zero Pos — Zero Pos */
0;e_any; f_any xp0;e_min; f _min — 0;e_min; f_min,
se (e _any # e max)

/* Nam Pos x Infinito Pos — Infinito Pos */
0;e_any; f_any xXp 0;e_max; f _min — 0;e_max; f _min,
se (e _any # e max)

/* Nam Pos x NaN Pos — NaN Pos */
0;e any; f any xr0;e max; f' any — 0;e _max; f' any,
se (e _any #e maz)e (f any # f min)

Casos nao-triviais da multiplicacao de pontos-flutuantes:

/* Niam Pos Norm x Num Pos Norm: */

O0;e_any; f any xp0;€' _any; f' _any —
normmulty(0; (e _any —z f size) +z (¢! any —z [ size);
cut(put(f _any) xz put(f’_any))),
se (e_any #e_min) e (e_any #e_maz) e (¢ _any #e_min) e
(¢/ _any # e max)
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Nota: Conforme foi mencionado anteriormente, o bit implicito e a fracao de
cada fator sdo concatenados, e efetua-se o produto das listas (inteiros), como se
o ponto implicito fosse deslocado totalmente para a direita da parte fracionaria
do significante (dai diminuir-se f size de cada expoente). Em seguida, o bit
implicito é removido do produto.

/* Naum Pos Norm x Num Pos Desnorm: */
0:e any; f any xg0;e _min; f' any —
normmultp(0; (e _any—z f size)+z(e esp—zf size);put(f any)Xzf any),
se (e_any #e_min) e (e_any #e_maz) e (f _any # f_min)

Nota: Quando um dos fatores é um ponto-flutuante desnormalizado, o bit im-
plicito (no caso, 0) nao precisa ser concatenado a fragao, e assume-se que 0 ex-
poente é e _esp, jA que e _man, como ja foi comentado, ¢ uma mera convencao
sintatica. Isto ocorre, de forma anéloga, nas duas regras a seguir.

/* Nam Pos Desnorm x Nam Pos Norm: */
O0;e_min; f _any xp 0;¢' _any; f'_any —
normmulty(0; (e _esp—zf size)+z(e' _any—yzf size); f anyxzput(f _any)),
se (f any # f min)e (¢ any #e min)e (¢ any # e maz)

/* Nam Pos Desnorm x Nam Pos Desnorm: */
0;e_min; f_any xp 0;e_min; f'_any —
normmulty(0; (e _esp —z [ _size) +z (e_esp—z [ _size); f_any Xz f'_any),

se (f _any # f min)e (f' _any # f_min)

A multiplicagao envolvendo um ou mais operandos negativos é mapeada na
multiplicacao dos respectivos moédulos dos operandos e a fungao symm é usada
para ajustar o sinal do produto, se necessario.

/* Positivo x Negativo */
0:e any; f any xp l;¢' any; f' any —
symm(0;e any; f any xg0;¢' any; f’' any)

/* Negativo x Positivo */
lLie _any; f _any xg 0;€¢ _any; f' _any —
symm(0;e any; f any xg0;¢' any; f' any)

/* Negativo x Negativo */
Lie _any; f _any xg 1;€¢ _any; f'_any —
0;e_any; f_any xp 0;¢ _any; f'_any)
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6.2.5 Funcao de comparacao

E possivel definir-se uma certa ordem “<” sobre o conjunto F. O proprio Padrio
IEEE 754 prevé a implementacao de uma funcao de comparacao entre os pontos-
flutuantes (veja [IEE85| pg 8). Esta funcao induz, informalmente, a seguinte
ordenacao entre os pontos-flutuantes:

—o0 < reais negativos < —0 = +0 < reais positivos < 400,

onde "reais negativos" e "reais positivos" devem ser entendidos como os pontos-
flutuantes cujos valores numéricos sao reais negativos e reais positivos, respecti-
vamente, em ordem crescente.

Nota: O Padrao IEEE 754 estabelece que os NaN’s nao sao comparéveis, ou
seja, apenas os elementos de [F sao relacionados segundo “<”.

A funcao cmp, fornecida nesta secao, expressa a ordem entre pontos-flutuantes
informalmente descrita acima, e sera usada posteriormente para identificar o mi-
nimo de dois pontos-flutuantes dados, na construcao de intervalos Padrao IEEE
754. Uma restri¢ao se faz necessaria, em relagdo ao padrao: O par (—0,40) é
removido da relacao <, em conformidade com a Defini¢ao 5.3.2, resultando na
relacao

—oo < reais negativos < 40 < —0 < reais positivos < 400.

Seguem as regras da funcao cmp, a qual recebe dois pontos-flutuantes f e f’
como parametros e retorna:

o 0,se f<fhs
o 1,se f2>f
e 2, se fxaf, ie. fe f'sdoincomparaveis.

/* Zero Pos < Zero */
emp(0;e_min; f min, s’;e_min; f_min) — 0

/* Zero Neg > Zero */
emp(l;e min; f min,s’;e min; f min) — 1

/* Zero < Infinito Pos */
emp(s;e_min; f_min,0;e _max; f_min) — 0
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/* Zero > Infinito Neg */
cmp(s;e _min; f min, ;e max; f min) — 1

/* Zero < Nao-Zero Pos */
emp(s;e_min; f_min,0;¢ _any; f'_any) — 0,
se (¢/_any #e_max) e ((¢/_any #e_min) ou (f' _any # f min))

/* Zero > Nao-Zero Neg */
cmp(s;e _min; f min, ;€ any; f' any) — 1,
se (¢/_any #e_max) e ((¢/_any #e_min) ou (f' _any # f min))

/* Zero > NaN */
cmp(s;e _min; f min, s';e mazx; ' any) — 2,

se (f' any # f min)

/* NaN pa Qualquer */
cmp(s;e _max; f any,s’;e any; f' any) — 2,

se (f any # f min)

/* Infinito Pos > Nao-NaN */
emp(0;e_max; f_min, s';€ _any; f'_any) — 1,
se (¢/_any # e_maz) ou (f' _any = f_ min)

/* Infinito Pos > NaN */
emp(0;e_mazx; [ min, s’;e _maz; f'any) — 2,

se (f' _any # f _min)

/* Infinito Neg < Nao-NaN */
emp(l;e max; f min,s';e any; f' any) — 0,
se (¢/_any #e_maz) ou (f' _any = f_ min)

/* Infinito Neg <t NaN */
emp(l;e mazx; f min,s';e max; f any) — 2,

se (f' any # f min)

/* Nao-Zero Neg < Zero */
emp(lye_any; fany,s’;e_min; f_min) — 0,
se (e _any #e maz) e ((e any #e min)ou (f any # f min))

/* Nao-Zero Pos > Zero */
emp(0;e_any; f_any,s’;e_min; f_min) — 1,
se (e_any #e_max) e ((e_any #e_min) ou (f _any # f _min))
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/* Nao-Zero < Infinito Pos */
ecmp(s;e any; f any,0;e _max; f min) — 0,
se (e _any #e maz) e ((e any #e min)ou (f any # f min))

/* Nao-Zero > Infinito Neg */
emp(s;e _any; f_any,l;e_mazx; f _min) — 1,
se (e _any #e maz) e ((e any #e min)ou (f any # f min))

/* Nao-Zero < NaN */
emp(s;e _any; f_any,s';e_mazx; f'_any) — 2,
se (e_any #e_max) e ((e_any #e_min) ou (f _any # f_min)) e

(f' _any # f_min)

/* Nao-Zero Neg < Nao-Zero Pos */
emp(l;e_any; f_any,0;€ _any; f'_any) — 0,
se (e_any #e_max) e ((e_any #e_min) ou (f _any # f_min)) e
(¢/ _any #e mazx)e ((¢ _any #e_min) ou (f' _any # f _min))

/* Nao-Zero Pos > Nao-Zero Neg */
emp(0;e_any; f_any, ;€ _any; f'_any) — 1,
se (e_any #e_max) e ((e_any #e_min) ou (f _any # f_min)) e
(' _any #e mazx)e ((¢_any #e_min) ou (f' _any # f_min))

/* Nao-Zero Pos com Nao-Zero Pos: Compara f — f' com f' — f */
emp(0;e any; f any,0;¢  any; f' any) —
emp(0;e_any; f_any —p 0;¢’_any; f'_any,

0;¢'_any; f'_any —r 0;e_any; f_any),
se (e _any #e maz)e ((e any #e min)ou (f any # f min)) e
(¢/ any #e max)e ((¢ any #e min)ou (f any # f min))

/* Nao-Zero Neg com Nao-Zero Neg: Compara os simétricos */
emp(lye_any; f_any, ;€ _any; f'any) —
emp(0;¢’_any; f'_any), 0;e_any; f_any)
se (e _any #e maz)e ((e any#e min)ou (f any # f min)) e
(¢/ any #e max)e ((¢ any #e min)ou (f any # f min))

6.3 SRTI

Nesta secao, o SRTF sera estendido com regras para a aritmética intervalar de
Moore, apresentada no Capitulo 5. As equacoes do sistema resultante, chamado
Sistema de Reescrita de Termos para Intervalos (SRTI), expressam as formulas
do Teorema 5.3.2, descrito na Segao 5.3, com uma restricdo: As operagoes entre
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extremos de intervalos sempre aplicam arredondamento para 0, sejam extremos a
esquerda ou a direita, em desacordo com o que foi enunciado no referido teorema,
devido a uma limitacao do sistema subjacente, comentada anteriormente.

O construtor intervalar apresentado a seguir reflete a Definicao 5.3.7, para
intervalo Padrao IEEE 754 estendido, onde os extremos sao representados por
pontos-flutuantes Padrao IEEE 754, neste caso, os termos definidos na secao
6.2.1.3. Vale recordar a convencao de que o —0 nao pode aparecer como um
extremo esquerdo, e o +0 nao pode aparecer como um extremo direito. A ordem
entre os extremos é checada através da funcao auxiliar “cmp”, nao permitindo a
construcao de intervalos com extremo esquerdo maior que o direito.

Para maior legibilidade, serao usadas variaveis simples a, b, ¢, e d para pontos-
flutuantes nos extremos de intervalos; além disso, os seus respectivos bits de sinais
serao referenciados simplesmente como ay, by, cs e ds.

6.3.1 Construtor

Através da funcao cmp, é possivel fazer a distin¢ao entre intervalos e INaN’s.

/* Intervalo Padrao IEEE 754 */
1{a, b)|| = {x € [-o0, +oo] | [[a]| <= <|[b]|},
se (emp(a,b) =0)

/* NaN Intervalar (I
[a, 0)[ — 0,
se (emp(a,b) =

NaN) */

2)

No que segue, as operacoes aritméticas de adicao, subtracao e multiplicacao
serao apresentadas, e respectivamente denotadas por +, —r € Xm. Note-se,
entretanto, que apesar desta notacao simplificada, tais operacgoes estao definidas
sobre o conjunto IFF U INAN, definido na Secao 5.3.

6.3.2 Adicao

(a,b) +1 {c,d) — {(a+p c,b+pd)

6.3.3 Subtracao

<a, b> —IF <C, d> — <CL —F d, b —F C>
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6.3.4 Multiplicacao

/* Positivo x Positivo */
<CL, b) X1F <C, d> — <a XF C, b xXg d>,
se (as=0)e(bs=0)e(cs=0)e (ds =0)

/* Misto x Positivo */
<CL, b) X1F <C, d> — <CL X d,b XF d>,
se (as=1)e (bs=0)e (c;s=0)e (ds =0)

/* Negativo x Positivo */
<CL, b) X1F <C, d> — <a XF d,b XF C),
se (as=1)e(bs=1)e(cs=0)e (ds =0)

/* Positivo x Misto */
<a, b> X1F <C, d) — <b XF C,b XF d),
se (as=0)e (bs=0)e (cs=1)e (ds=0)

Na multiplicacdo de dois intervalos mistos (a,b) e (c,d), faz-se necessario
encontrar min(a X d,b x ¢) e max(b x d,a x c), conforme a Figura 5.3. Como as
funcoes min e max nao estao definidas no SRTF, a mesma operagao sera feita,
por casos, através da fun¢ao cmp:

/* Misto x Misto: axd<bxc,bxd>axc*/
<CL, b) X1F <C, d> — <CL X d,b XF d>,
se (as=1)e(bs=0)e(cs=1)e(ds=0)e
(emp(a xp d,b xpc) =0) e (emp(b xXpd,a xpc) =1)

/* Misto X Misto: axd>bxc,bxd>axc*/
<a, b> X1F <C, d) — <b X C,b X d),
se (as=1)e(bs=0)e(cs=1)e(ds=0)e
(emp(a xpd,b xpc)=1) e (emp(b xpd,a xpc) =1)

/* Misto X Misto: a xd<bxec,bxd<axc*/
(a,b) xF (¢,d) — (a Xp d,a Xy c),
se (as=1)e(bs=0)e(cs=1)e(ds=0)e
(emp(a xp d, b xpc) =0) e (ecmp(b xXpd,a xpc) =0)

/* Misto x Misto: a xd>bxc,bxd<axc*/
(a,b) xmr (¢, d) — (b Xpc,a Xp c),
se (as=1)e(bs=0)e(cs=1)e(ds=0)e
(emp(a xXp d,b xpc) =1) e (emp(b Xp d,a Xy c) =0)
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Nas regras do SRTT apresentadas até aqui, a possivel ocorréncia de um INaN
ficou implicita, pois, em geral, quando operagoes entre extremos ocasionam um
NaN, este mesmo NaN serd propagado em todas as operagoes subseqiientes. A
proxima regra, entretanto, requer a sinalizagao explicita de um INaN (reservado
do SRTI), para o caso em que a fungao emp tenha recebido NaN como um de
seus parametros:

/* Misto x Misto: INaN */
(a,b) xmr (¢,d) — (0;e _maz; f maz,0;e mazx; f maz),
se (as=1)e(bs=0)e(cs=1)e(ds=0)e
((emp(a xp d,b xp ¢) = 2) ou (ecmp(b Xp d,a Xp c) = 2))

/* Negativo x Misto */
<(l, b> X1 <C7 d) - <a' XF daa' XF C>7
se (as=1)e(bs=1)e(cs=1)e (ds =0)

/* Positivo x Negativo */
<CL, b) X1F <C, d> — <b XF C,a XF d>,
se (as=0)e(bs=0)e(cs=1)e (ds=1)

/* Misto x Negativo */
(a,b) xmr (c,d) — (b xXpc,a Xy c),
se (as=1)e(bs=0)e (cs=1)e (ds=1)

/* Negativo x Negativo */
<CL, b) X1F <C, d> — <b XF d,a XF C),
se (as=1)e(bs=1)e(cs=1)e (ds=1)

/* Zero x Qualquer */
(a,by xp (¢,d) — (0;e_min; f _min,1;e_min; f _min),
se (as =0)e (bs=1)

/* Qualquer x Zero */
(a,b) X (¢, d) — (0;e_min; f min,1l;e min; f min),
se (cs=0)e (ds=1)

Neste capitulo, foram apresentados dois sistemas de reescrita de termos condi-
cionais para aritmética (adi¢do, subtra¢do e multiplica¢do): O primeiro deles,
chamado SRTF, é baseado no Padrao IEEE 754, e foi proposto como modelo
formal para a computacao de pontos-flutuantes. Apenas os requisitos essenciais
do padrao em questao foram implementados. O outro sistema apresentado foi o
SRTI, que, por sua vez, visa delinear a base para a formulacao de um modelo
formal para a computacao intervalar, sobre intervalos Padrao IEEE 754. O es-
copo das contribuicoes desta dissertacao, bem como as propriedades dos sistemas
propostos e trabalhos correlatos serao discutidas no capitulo a seguir.



Capitulo 7

Conclusao

7.1 Consideracoes finais

O crescente investimento em pesquisas na area de métodos formais, tanto por
parte da indistria como por parte das instituicoes de ensino, conforme foi colo-
cado no Capitulo 1, tem levado a esforcos continuos na direcao da criacao e do
aperfeicoamento de metodologias e ferramentas de forma que os beneficios do
seu uso possam ser, de fato, disseminados. Entretanto, concordando com Bowen
|IBH95|, a falta de uma ligagdo mais forte entre a industria e a academia ainda
constitui um obstaculo a ser enfrentado. Uma iniciativa neste sentido, por exem-
plo, vem do grupo CoFI |CoF04|, que propos a linguagem CASL para especifi-
cagoes algébricas, aplicando padronizagao e simplificagao notacionais.

O enfoque da pesquisa aqui apresentada estd na construcao de um sistema de
reescrita de termos que possa ser usado para verificagdo formal (e automatica)
de especificacoes de aplicagcoes que envolvam niimeros reais, contribuindo, desta
forma, para a solucao do problema colocado acima, ja que é praticamente impos-
sivel pensar na aplicacao real de métodos formais sem abranger sistemas desta
natureza.

E digno de nota que, apesar da crucial necessidade (intrinseca a maioria das
aplica¢oes do mundo real) de representagdo e manipulagao algébrica de nimeros
reais, exemplos canonicos de linguagens de especificacao formal tenham tao pouco
(ou nada) a dizer sobre isto, a0 menos em suas implementagoes originais. E o caso,
por exemplo, das linguagens Z |[PS96, Bow96|, B [Rob00, Wor96|, orientadas a
modelo, e as linguagens algébricas OBJ3 [Gog04, GM96| e CASL [CoF04, Mos01].
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7.2 Trabalhos correlatos

Muitas solugoes ja foram e continuam sendo propostas, e algumas, de fato, im-
plementadas com relativo sucesso. Uma abordagem bastante popular tem sido
a criacao de teorias para computacao de numeros reais exatos, implementando
aritmética de ponto-flutuante classica |Esc97, Har96, MR99, RSM99|; esta abor-
dagem tem se mostrado bastante aplicavel no contexto de linguagens funcionais,
como é o caso, por exemplo, de PCF [Esc97|, mas parece estar bem distante ainda
de prover um modelo para especificacao e verificacao formal de sistemas. Outro
aspecto negativo desta abordagem ¢é que ela herda os problemas intrinsecos da
aritmética de ponto-flutuante comentados no capitulo introdutério.

Outra abordagem que merece destaque é a abordagem intervalar [San99,
Lop04], & qual constitui uma interessante alternativa para especificagdo e ve-
rificacao formal de sistemas que envolvam nimeros reais. Um problema crucial,
aqui, reside no tratamento da igualdade (e, portanto, de equagoes), devido a
auséncia de inversos aditivo e multiplicativo, como mencionado na Secao 5.2.2. A
teoria das equagoes intervalares locais proposta por Santiago [San99] foi uma im-
portante contribuicao neste sentido, mas possui algumas dificuldades com relacao
a logica equacional resultante, pois ela generaliza a nocao de igualdade que atual-
mente é a base para a verificacao equacional, nao tendo sido descoberto, ainda,
um principio de substituicao de iguais por iguais adequado para esta teoria; veja
Lopes [Lop04], que implementou um tipo de dados Intervalos para a linguagem
CASL.

Espera-se, com este trabalho, contribuir para o desenvolvimento de um mo-
delo que possa prover os beneficios da representacao de nimeros reais através
de intervalos, sem que, contudo, seja necessario aplicar a nova nocao de igual-
dade referida acima, ou seja, sem perder a simplicidade da aritmética intervalar
classica. Neste sentido, o Sistema de Reescrita de Termos para Intervalos (SRTI)
esta sendo proposto como a base para a construcao de uma semantica operacional
para a computacao intervalar.

Por fim, importantes trabalhos correlatos se destacam na area de sistemas de
reescrita de termos para aritmética: Cohen e Watson |[CWO91]| apresentaram um
sistema para adigao e multiplica¢do de inteiros (em base 4), cuja terminacao per-
manece como problema aberto; Walters e Zantema [WZ95] fornecem um sistema
para adicao, subtragao e multiplicacao de inteiros, confluente apenas para termos
fechados, assim como o sistema apresentado por de Vries e Yamada [dVY94|, para
nimeros reais (na verdade, ntimeros racionais com expansoes decimais finitas); e,
em especial, destaca-se o sistema de Kennaway |Ken95|, para adi¢do, subtragao
e multiplicacao de nimeros inteiros.
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O sistema de Kennaway [Ken95]| foi usado como base para as regras de arit-
mética binaria subjacente ao SRTF, proposto na Secao 6.2. Dentre os sistemas
mencionados, este é o nico ortogonal. Sua terminacao foi provada através de
um mapeamento de termos a um conjunto bem ordenado, baseado no padrao de
ocorréncias de simbolos de funcao nos lados direitos das regras.

7.3 Trabalhos futuros

Alguns pontos sejam levantados, em relagao as propriedades do sistema proposto:

1) O SRTF é correto no sentido de que todas as regras de reescrita expres-
sam verdades sobre pontos-flutuantes Padrao IEEE 754, e todas as expressoes
se reduzem para pontos-flutuantes, embora o SRTF nao seja, evidentemente,
completo, jA que varios requisitos do Padrao IEEE 754 foram omitidos nesta im-
plementacao. Dentre os requisitos nao contemplados, merecem destaque a ope-

racao aritmética de divisao e a selecao dos diferentes modos de arredondamento
definidos.

2) A corretude do sistema SRTI, na versao corrente, nao foi alcancada, jus-
tamente pelo fato de que as operagoes de ponto-flutuante subjacentes sempre
aplicam arredondamento para 0, mas este requisito pode ser alcancado caso a
fungao rshift seja aprimorada, de forma que o arredondamento seja aplicado
para baixo nas operacoes entre extremos a esquerda de intervalos, e para cima
entre extremos a direita.

Das consideragoes acima, decorre a necessidade, em primeiro lugar, que os
requisitos do Padrao IEEE 754 nao atendidos sejam implementados. Além disso,
estao sendo deixadas como problema aberto as provas da terminacao e da con-
fluéncia, ja que toda a teoria de sistemas de reescrita de termos apresentada no
Capitulo 4 acabou se mostrando insuficiente para construir as provas destas pro-
priedades. Mais teoremas e conceitos precisam ser explorados, para o caso de
sistemas de reescrita condicionais (veja, por exemplo [Gra94|).

A partir dai, as respectivas provas devem ser fornecidas para o SRTI, a fim
de se alcancar, efetivamente, um modelo formal para a computacao intervalar
que seja correto e 6timo. Uma significante contribuicao, ainda, seria generalizar
a defini¢do de intervalo Padrao IEEE 754 dada na Secao 5.3 (que leva em conta
apenas intervalos fechados) para a classe mais geral dos subconjuntos conexos de
R (veja |[HJEO1| pg. 1060); esta generalizacao implica na totalidade de certas
funcoes que, para intervalos fechados, sao parciais. Por fim, a implementacgao
em alguma ferramenta automaética de reescrita serd fundamental para validacao
e uso do sistema proposto.
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