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RESuUMO

Este trabalho apresenta uma extenséo do provador haRMayadiesa ve-
rificacdo de obrigacfes de prova originadas de acordo comarmB.

O método B de desenvolvimento de software abrange as fasespde
cificacao, projeto e implementacéo do ciclo de vida do soéwhilo con-
texto da verificagcdo, destacam-se as ferramentas de piova Z/EVES e
Atelier-B/Click’n’Prove. Elas descrevem formalismos ceaporte a che-
cagem satisfatibilidade de formulas da teoria axiomatisacbnjuntos, ou
seja, podem ser aplicadas ao método B.

A checagem de SMT consiste na checagem de satisfatibildaf&mu-
las da logica de primeira-ordem livre de quantificadoresadada teoria
decidivel. A abordagem de checagem de SMT implementadgpaia-
dor automatico de teoremas haRVey € apresentada, adataraléeoria
dos vetores que ndo permite expressar todas as constriggessarias as
especificacdes baseadas em conjuntos. Assim, para esteckecagem
de SMT para teorias dos conjuntos destacam-se as teoriadjpstos
de Zermelo-Frankel (ZFC) e de von Neumann-Bernays-GodaG)\
Tendo em vista que a abordagem de checagem de SMT impleraerdad
haRVey requer uma teoria finita e pode ser estendida para@ast@&o-
decidiveis, a teoria NBG apresenta-se como uma opc¢ao atkegasa a
expansdo da capacidade dedutiva do haRVey a teoria dostmsjuAs-
sim, através do mapeamento dos operadores de conjunteiftoagela
linguagem B a classes da teoria NBG, obtem-se uma abordagsmaa

tiva para a checagem de SMT aplicada ao método B.

Area de Concentracio Métodos Formais
Palavras-chave Método B; Obrigacdes de Prova; Verificagdo Formal,
Teoria dos Conjuntos; Satisfatibilidade Médulo Teoria.
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Capitulo 1

Introducao

Métodos formais promovem o uso de técnicas matematicarherdamentadas a fim de
prover um quadro tedrico rigoroso para o desenvolvimenteoftevare Em particular, a
especificacdo formad um processo baseado em fundamentos matematicos para descr
céo de sistemas e suas propriedades a fim de facilitar o émiemio do sistema e de-
tectar, previamente, falhas, inconsisténcias, ambigéisia funcionalidades incompletas.

A verificacdo formaktem como papel analisar se o software satisfaz as funcitzhs
previstas na especificacdo. r€finamentppor sua vez, € uma técnica de transformacao
de especificagbes que tem como objetivo introduzir decidégsojeto e tornar as espe-

cificacdes mais préximas a codigos implementaveis por éiggas de programacao.

O foco do refinamento sdo as mudancas ocorridas nas espgfchaseadas na
nocao de substituicdo definida pelo calculo das substigigtias ndo necessariamente de
equivaléncia. Ou seja, o calculo de refinamentos ndo temigetivi gerar refinamentos
equivalentes as especificacdes, mas sim gerar refinamamadeterminam que se um
softwareé desenvolvido de acordo com o refinamento de sua espeaifjcawt@o ele €
valido em relacdo a sua especificacdo. A validade dos refimtasmé garantida através da
verificacao das obrigacdes de prova resultantes da aplidagssubstituicdes. O processo
de verificacdo é realizado atravésatecagem de modelos deprova de teoremasA

primeira técnica consiste em construir um modelo finito dwesna e verificar se ele
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atende a todos os requisitos determinados pela espedaifidacdistema. Ja na prova
de teoremas, tanto o sistema quanto seus requisitos saessaprpor meio de légica
matematica. Esta ldgica é fornecida por um sistema forneah domo um conjunto de

axiomas e de regras de inferéncia, que sédo usados para gsquapriedades do sistema.

Um processo completo e rigoroso de desenvolvimentsafisvareque combina es-
pecificacdo, verificacdo, refinamento e sintese é prop@dmpelo método B [1]. Ele
é fundamentado sobre a base mateméatica composta pela tegjmameira-ordem, te-
oria dos conjuntos e aritmética de inteiros. Nesse cont@galesenvolvedores ficam
responséaveis por fornecer uma especificacao inicial, tatecisdes de projeto através
de refinamentos e, possivelmente, interagir com um provdelteoremas para verificar
a validade das obrigacbes de prova geradas e, consequatdegeantir a correcao da

implementac&o assim construida.

Para o processo de verificagao formal, neste trabalho, séeeaados formalismos
com suporte a checagem de satisfatibilidade de formulasatataxiomatica dos con-
juntos. Cada formalismo é implementado por uma ferrameatprdva, facilitando a
aplicacao do mesmo a verificacao das obrigac6es de prowdeggralo método B. Como
exemplo, tem-se a ferramenta Prioni [39] que integra o adwraie modelos Alloy Analy-
zer [2] ao provador de teoremas Athena. Dessa forma, aag@izdo Prioni para 0 mé-
todo B requer a traducao das especificacbes em linguagenaB iaguagem Alloy. No
contexto dos provadores de teoremas, destacam-se: o &igt&ves [33] de suporte a
especificacdo, verificacdo, refinamento e sintese de espediis em notacao Z, precur-
sora da notacao B; e o sistema Atelier-B/Click’n’Prove [8],due constitui o atual estado
da arte para as ferramentas de suporte ao método B. Assimazmrre com o Prioni, as
especificacdes em linguagem B devem ser traduzidas parguagiam Z a fim de per-
mitir a utilizacdo da ferramenta Z/EVES. Entretanto, o #teB/Click’n’Prove pode ser

diretamente aplicado na verificacdo das especificacdes B.

No campo da verificagdo formal por prova de teoremas, a checag satisfatibi-

lidade de formulas livres de quantificadores a partir de wroad decidivel constitui o
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problema de checagem &atisfatibilidade Modulo TeorigSMT). Como exemplo, tem-
se o provador automatico de teoremas haRVey [21] que impiemena extensdo da
abordagem de checagem de SMT para a logica de primeira ordpiica-se tanto para
teoria finitas decidiveis quanto ndo-decidiveis. O haRVaynéprovador automatico de
teoremas para a logica de primeira-ordem com igualdadehioamdo técnicas de dedu-
cdo automatica [10], como resolugéo e paramodulagéo, adrodedimentos de decisdo
para fragmentos da aritmética. Tem como alvo a verificacambdgacdes de prova ge-
radas no processo de desenvolvimentsaiévare Em particular, prové um mecanismo
de definicdo axiomatica da semantica das diversas construgifizadas nas especifica-
cOes desoftware tais como vetores, listas e conjuntos. Assim, a capacidedetiva do
haRVey pode ser estendida a teoria dos conjuntos atravésfidecdo axiomatica desta

teoria.

Como opcOes de teorias axiomaticas dos conjuntos, destseanteoria infinita dos
conjuntos de Zermelo-Fraenkel (ZFC), que considera todasb@etos como conjuntos,
e a teoria finita dos conjuntos de von Neumann-Bernays-Gd®(G), cujos objetos
podem ser conjuntos ou classes. A teoria NBG é equivalerfi€adl seja, todo teorema
provado pro ZFC é também provado por NBG. Considerando-aagbhecagem de SMT
adotada requer uma axiomatizacao finita, a inclusao datBi®G ao haRVey possibilita

a aplicacdo da checagem de SMT as obriga¢fes de prova gpeddasétodo B.

1.1 Motivacéo

Ferramentas de suporte para 0 método B tém sido desenwlvadmdustria, mas nao
oferecem uma arquitetura aberta, como é o caso do Atelied®E Toolkit [4]. Algu-

mas ferramentas de dominio publico ja foram publicadasgmldemia nos uGltimos anos,
como por exemplo, o Click'n’Prove, mas ndo com o mesmo nigehdturidade que as
comerciais. Além disso, de maneira geral, as ferrameniateates requerem do usua-

rio um alto grau de conhecimento da l6gica de primeira-ordam guiar e controlar o
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processo de verificacdo das obrigacdes de prova, dificali@sglm sua utilizacao.

Em relacdo as ferramentas em fase de desenvolvimentocaesteo projeto Bat-
cave [5] para a verificacdo automatica de especificacoesadigs pelo método B, sendo
desenvolvido no laboratério ConSistda UFRN2, Trata-se de uma extenséao plagin
jBTools [26] que é incorporado ao editor de texto jEdit [2Rfeste contexto, o jBTools
prové disponibilidade de simbolos matematicos, verifioalgsintaxe e de tipos, anima-
cdo de especificacdo, checagem de modelo e sintese de cadiggeagem Java e C#.
Em complemento, o Batcave se responsabiliza pela geragdobdiggacées de prova e
aciona o haRVey para verifica-las. Assim, a extenséo daadyiitade do haRVey para a
teoria axiomatica dos conjuntos NBG proporciona uma maltibzacao deste por parte

do Batcave.

1.2 Obijetivos

Para atender as necessidades apresentadas na secacelirhba#ito tem por objetivo
fornecer uma alternativa para a verificacdo das obrigacégsala obtidas de acordo
com o método B, ou seja, baseadas em construcdes de aritimééica e de teoria dos
conjuntos. Mais especificamente, descreve-se uma axmagab da teoria dos conjuntos
NBG orientada pelos operadores de conjuntos da linguagdde Bosse deste conjunto
de axiomas, obtém-se uma extenséo do provador de teoreR#syhgue pode ser dire-
tamente aplicado a checagem de satisfatibilidade dasagifyeg de prova modulo teoria

NBG.

Uma vez que o projeto Batcave tem como objetivo desenvoldisponibilizar um
sistema de geracéo e de verificacdo de obrigacdes de prava patodo B, a integracdo
do haRVey neste sistema caracteriza-se como um segundvobljeste trabalho. Nesta

integracdo, as obrigacdes de prova geradas passam a feadlas através da checagem

IDisponivel em: <http://www.consiste.dimap.ufrn.br>.e8so em: 27 jan 2007.
2Disponivel em: <http://www.ufrn.br>. Acesso em: 27 jan 200
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de satisfatibilidade mdédulo teoria dos conjuntos NBG eeala pelo haRVey. Com isso,
obtém-se um sistema de suporte a especificacdo, verificegfi@mento e sintese de
especificacbes em notacdo B com as vantagens de possuir guitetara aberta e ser

automatico e gratuito.

1.3 Organizacéao do Trabalho

O trabalho esta estruturado em sete capitulos, incluineo Escapitulo 2 apresenta su-
cintamente o método B. Algumas abordagens de verificacamaf@plicaveis ao método
B e adotadas por outros provadores sdo descritas no capit@ocapitulo 4 apresenta
a abordagem de checagem de SMT implementada pelo provadarético de teoremas
haRVey. A teoria dos conjuntos NBG, passivel de aplicacdmweaagem de SMT, é des-
crita no capitulo 5, bem como a teoria dos conjuntos ZFC quégaou. O capitulo 6
apresenta uma reformulacdo da teoria dos conjuntos NBGdas®s operadores dispo-
niveis na linguagem B e incorporada a checagem de SMT fala@elo haRVey, cujos
resultados também se encontram neste capitulo. Finalmemteapitulo 7, sdo feitas

algumas consideragdes finais sobre os assuntos focalizados



Capitulo 2

Introducao ao Método B

Desenvolvido em 1985 por um dos criadores da notacéo Z [35]d&n-Raymond Abrial,

0 método B de desenvolvimento de software abrange as fasspdeificacdo, projeto e
implementacgéo do ciclo de vida do software. Cada uma deasas € vista como uma
atividade que envolve provas matematicas na justificatvaalls resultados. Assim, a

colecdo de todas as provas garante a correcao do sistema.

A base matematica do método B consiste de I6gica de prirmeéilem, aritmética de
inteiros e teoria dos conjuntos. As constru¢cdes basicasatp@onam tais conceitos sao
similares as da notacdo Z. Entretanto, as construcfes mgueatdo sdo mais claras e
proximas as construcdes das linguagens de programacadanodperativas, a fim de

facilitar o entendimento e a usabilidade fora do meio acao®&m

De acordo com o método B, a cada fase, sdo produzidas espgiificque descre-
vem os requisitos de forma abstrata, expressando que ctam@nto é desejado dentro
do dominio completo da aplicagédo, ao invés de como obtera@saportamento. En-
tdo, por serem abstratas, as especificagbes passam por gidasa de etapas de refi-
namento até obter uma implementacdo concreta. Durantgesssso, obrigacdes de
prova séo produzidas; se essas obrigacdes de prova sésyalddo os comportamentos

da especificacdo e dtesignndo sao inconsistentes. Dessa forma, uma prova valida o
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comportamento num dominio completo, e ndo num ponto especifi

Uma especificacdo B estrutura-se em modulos nomeados damon seus niveis
de abstracdomaquina refinamentoou implementacdodo mais abstrato ao mais con-
creto. O processo de desenvolvimento inicia-se com uma @inmmaguinas, onde cada
maquina pode ser composta por outras maquinas. As maqudamyser especificadas
de forma mais concreta através de refinamentos até alcangamplementacéo. Ao pro-
var a consisténcia de uma maquina, cada passo de refinanemetprdvar sua correcéo
em relacdo a maquina correspondente. Entdo, como a espgfifida implementacdo
constitui o Ultimo passo de refinamento, a implementacdbéamdeve manter sua cor-
recdo em relacdo ao refinamento correspondente. E, casstela erreta, os cddigos
executaveis (a implementacao final) devem ser gerados. plenmentacdes podem ser
auto-suficientes ou podem depender dos servicos de outqsmaa que sao refinadas

separadamente até suas respectivas implementacoes.

2.1 ALinguagemB

A linguagem B € composta por camadas sobrepostas e inderenghdas. A camada mais
interna consiste na logica de primeira-ordem com igualdaiie redor dessa camada
constréi-se a teoria dos conjuntos com tipos. A nocao dditwibdo aplicada as camadas
anteriores deriva a Linguagem de Substituicdo Generai@ga8L). Finalmente, tem-se a
notacdo de pseudo-programacao denominada Notacdo derdaspstrata (AMN) que

faz uso das construcdes da GSL.

A partir da AMN, os sistemas sdo modelados como cole¢fes dgikls Abstratas
(AM) interdependentes que podem ser vistas como objetosejal instancias de uma
classe. Cada maquina encapsula dados e operacdes. O ocatgantados, representados

por variaveis, constitui o estado da maquina que pode szadt através das operacdes.

Os dados sao modelados por conceitos matematicos, tais ammmtos, relacdes,
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funcdes, sequéncias e arvores, e sao restringidos por yontode leis estaticas defini-
das por condi¢des, denominado invariante. De maneira maigaf, o invariante € uma
expressao de seguranca ou de integridade que determinadesgalidos da maquina.
Somente as operac¢des modificam o estado de uma maquina, maadoeo invariante.

Elas podem ter parametros e retornar resultados.

As operacdes tém um carater declarativo e ndo-algoritmiep gm geral, ndo per-
mite utilizar seqienciamento ou iteracdo. Elas sao espadis através de construcdes
da AMN derivadas de substituicbes da GSL que estabelecetomodes dados e das sai-
das ao término da operacdo. Tais substituices sdo gemagf@s daquelas modeladas
pelo calculo da pré-condicdo mais fratgwp-calculo) de Edsger W. Dijkstra [8] cujas
construcdes constituem-se em transformadores de predicddiais especificamente, o
wp-calculo define regras para transformar as pés-condic@anais fracas pré-condicdes
que as garantam. Ou seja, as pré-condicfes mais fracaste@midadas em funcdo das
pés-condi¢cbes. Assim, sendama varidvelE uma expressao@a condicdo, a condicdo
denotada pofx := E] Qé a pré-condicdo mais fraca sob a qual a substituicdo da varia

vel x pela expressap, denotada pox := E, estabelece a pds-condigdoou, em outras

palavraswp(( x == E), Q = [ x := EQ

A Tabela 2.1 especifica formalmente as constru¢fes da AMNadks da GSL. Os
simbolos utilizados para condi¢des $§o Py, ..., P, Qel;S, S, .., S, sao
substituicbesC, Ci, ..., C, representam conjuntog; denota uma expresséao re-

presenta uma funcdoxe y denotam variaveis quaisquer.

Com base navp-célculo, além das substituicbes, cada operacdo poderaomiz
pré-condicdo que especifica as condicdes de aplicacédoldamperacdo (em particular,
informacdes de tipagem dos parametros). A pré-condicanedefilominio da aplicacao,
ou seja, expressa a condicao indispensavel sem a qual £é@pe@o pode ser invocada.
Se uma operacao € invocada quando sua pré-condicdo nasféitsatentao os resultados

sao imprevisiveis.

lweakest precondition
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CONSTRUCAO REGRA

[ skig Q Q

[BEGIN S END]Q [S]Q

[PRE P THEN S END]Q (PATSIOQ

[[F P THENS; ELSE S; END]Q

(P=10S]Q AN (=P =1[S]Q

[[F P THENS END]Q

[[F P THENS ELSE skip END]Q

[IF P; THENS;
ELSEIF Py THEN S,
ELSE S; END]Q

[[F P, THENS,
ELSE (IF P, THEN S,
ELSE S; END) ENDJQ

[x = bool P)] Q

[IF P THENX := true
ELSE x := false END]Q

[ANY x WHEREP THEN S END]Q

VX e (P=1[S0Q
ondex ndo & livre enQ.

[x e COQ [ANY y WHEREy € C
THEN x := y END]Q

[x :P]Q [ANY y WHERE %X = y]P
THEN x := y END]Q

[CHOICE S; OR S, END] [S11Q A [S2]Q

[SELECT P; THENS; ...
WHEN P, THEN S, END]Q

(PL = [S]1Q A .. A (Pn = [S]Q

[CASE E OF
EITHER C, THEN'S, OR ...
OR G, THENS, END]Q

[SELECT E € C; THENS; ...
WHEN E € C THEN S, END]Q

[VAR x IN S END]Q

vV x e ([ S]Q

ondex ndo é livre en).

[LET x BE P IN S END]Q

VX e (P=1[S0Q
ondex ndo é livre en).

[S1; $9]Q [Si1] [ S]Q

[f(x) == EQ [f =f & {x— E]Q

[WHILE P DO S (I A=-P=0Q A (Il = Ee€eN) A
VARIANT E (Il ANP=1[y:= E[SIE<y) A
INVARIANT | END]Q (I AP =1[91)

ondey nao é livre enQ.

Tabela 2.1: Regras de reescrita da AMN derivadas das cgissula GSL.

A especificacdo das operacdes pode ser total ou parcial. Ypeziécacao total
caracteriza-se possuir a pré-condig@e, ou seja, a operacao pode ser invocada em qual-
quer estado da maquina e para qualquer valor dos param@trasdo a especificacao da

operacao é parcial, isso significa que ela possui uma prigamnao-trivial e, portanto,

a operacao é definida apenas para estados e valores absangjapré-condicao.
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2.2 A NotacaoB

Para exemplificar a utilizacdo do método B na modelagem deisian®, sera especifi-
cado um sistema de leildo. De maneira informal, esse sisder@manter um histérico
dos objetos que estdo em leildo, bem como daqueles que ija feitaados. Além disso,
deve guardar também o maior lance recebido por cada obgatairiciar o leildo, coloca-
se um objeto na sesséo corrente, relacionando-o ao lanaaanpermitido pelo leildo.

Caso um objeto ainda esteja em leildo, ou seja, ainda néa tw&db leiloado, pode-se

propor um lance maior do que 0s ja propostos.

Uma maquina é formada por varias clausulas. Toda maquicia tom uma clausula
MACHINE Essa clausula comporta 0 nome da maquina e os seus pamin@esgara-
metros podem ser constantes do tipo nimeros naturais ountosjfinitos nao-vazios.
Apesar de nao ser determinado pela AMN, por convecédo, adotauso de identifica-
dores com letras minUsculas para representar as conseaittestificadores com letras
maiusculas para representar 0s conjuntos. Por exempiapgagaquina que especifica o

leildo de objetos e recebe o conjunto dos objetos como p&iéme

MACHINE leilao (OBJETOS)

Duas partes tém destaque: a nomeacéo de varidveis queerdpre© estado da ma-
quina e a especificacdo dos tipos e das restricbes sobreooss/dhs mesmas, através das
clausulas/ARIABLES e INVARIANT, respectivamente. Por exemplo, a maquéilao
tem seu estado definido pela relacdo, denomisadsao , entre os objetos do leildo e
todos os seus respectivos lances. Como cada objeto possancenminimo cujo valor
€ maior quen, a imagem desessao € definida polN;. Além disso, o estado da ma-
quina é definido também pelo conjunto (historico) dos okj@deiloados, denominado
leiloados . Isso significa dizer quiiloados  corresponde ao conjunto dos objetos

que j& foram colocados a leildo, ou seja, que pertencem anindesessao :

VARIABLES sessao, leiloados
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INVARIANT sessao € OBJETOS+« Nj A leiloados C dom(sessao)

A clausulaCONSTANT®ealiza a declaracdo de constantes e a clalPRGPERTIES
permite impor restricdes sobre o valor das mesmas. Assiapaleildo, pode-se definir
um lance minimo permitido que serd utilizado mais adiantecckance inicial para cada

um dos objetos do leil&do:

CONSTANTS lance_min

PROPERTIES lance _min ¢ N;

A clausulaCONSTRAINTStem um papel similar para os parametros da maquina. Para
o leildo, deve-se garantir que existe ao menos um objetdeiwedo. Isso é feito através

da restricdo da cardinalidade do conjunto dos objetos:

CONSTRAINTS card(OBJETOS) € N;

A clausulaSETSpermite declarar conjuntos que podem ser usados para dapam t
aos elementos da maquina. Tais conjuntos poderadiadosou enumeradosOs con-
juntos adiados s&o aqueles cujos elementos sao definidoassape implementacéo final.
Em contrapartida, os conjuntos enumerados sao definidngatda enumeracao de seus
elementos. Por convencédo da AMN, um conjunto enumeradorgéroms elementos de-
clarados e estes séao distintos dois a dois. Assim como aqeekebidos como parametro
da maquina, os conjuntos declarados ®TSsdao finitos, ndo-vazios e, por convencao,
representados por identificadores com letras mailsculasexXemplo, para um leildo,
deve-se disponibilizar uma consulta a algum objeto a fim ders®e ele ainda esta em lei-
l&o (aberto ), se ja foi leiloadofechado ) ou se ndo faz parte do leildioéxistente ).

Os valores de retorno dessa consulta podem ser declaradosra@ um conjunto enu-

merado:

SETS RESP = {aberto, fechado, inexistente}
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A clausulaASSERTIONSE usada para expressar lemas que podem ser deduzidos do
invariante. O papel desses lemas é o de prover subsidiesreadfcpara provar a corre¢cao
da maquina. Por exemplo, para um leildo pode-se afirmar qubjetos ja leiloados

fazem parte do conjutno dos objetos oferecidos no leilao:

ASSERTIONS leiloados C OBJETOS

Por fim, as clausulatNITIALISATION e OPERATIONS&0 usadas para especificar
o valor inicial do estado e as operacdes possiveis, regpeminte. Por exemplo, no
comeco de um leildo séo apresentados os objetos a sereadtssle, portanto, ainda néo

h& nem objetos leiloados e nem lances propostos:

INITIALISATION sessao, leiloados := g, o

Mas ao dar inicio ao leildo de um objeto é necessario definitasee minimo atra-
vés da operacdimiciar . Ela recebe o objeto como parametro e o relaciona ao lance
minimo. Além disso, para exemplificar uma operacdo commetguode-se destacar a
operaca@onsultar . Essa operacao retorna o maior lance ja proposto a um olfgeto o

recido no leildo, ou seja, a um objeto que pertence ao dordénielacasessao :

OPERATIONS
iniciar(obj) =
PRE obj € OBJETOS\ dom(sessao)
THEN sessao := sessao U {obj +~— lance _min}
END;
resp, m «— consultar(obj) =
PRE obj € dom(sessao)
THEN m := max(sessao[{obj}]) I
IF obj ¢ leiloados

THEN resp := aberto
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ELSE resp := fechado
END
END

END

De maneira geral, as clausulas utilizadas pelas maquinaadsfiadas também para
os refinamentos e as implementacdes. Mas, assim como agm@aaquciam-se com uma
clausulaMACHINE os refinamentos iniciam-se cdREFINEMENT comportando o nome
do refinamento e os seus parametros que devem ser os mesmaguaanefinada. Tal

magquina é referenciada através da clauBEHBINES.

A implementacdao inicia-se com a clausINlPLEMENTATIONSeguida poREFINES.
E importante salientar que a implementacdo deve apresentaespecificacdo bem pro-
xima do codigo final, portanto, seqienciamento e iteracagsémitidos neste nivel de
abstracdo. A especificacdo deve estar apta a ser executaempo permitido e com
0s recursos disponiveis pela linguagem final. E para isspassivel, algumas restri-
cOes sdo impostas sobre os tipos de variaveis a serem usaslaslastituicoes aplicadas
nas definicbes das operagdes. Assim sendo, uma implememagéossui a clausula
VARIABLES e seus dados devem ser encapsulados em maquinas impottastés da

clausulaMPORTS

Ao importar uma maquina, a implementacao deve fornecerasloara suprir 0s pa-
rametros dessa maquina, respeitando as suas restricoes.iniyjiementacédo tem um
invariante determinando restricdes sobre os valores devsuigveis e, também, sobre a
relacdo destas varidveis com as da maquina que foi refindélia disso, uma implemen-
tacdo tem um estado, um valor inicial e operacfes. Tais opesasdo idénticas as da

maquina refinada em termos de quantidades e de tipos dadanraaidas.

A Figura 2.1 apresenta o diagrama de dependéncias entrelarma&gjao , O re-
finamento desta maquineilao _ref , a implementacdo da mesri@ao _imp e a

magquina importada pela implementagéiaovar , fornecendo as variaveis concretas.
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As maquinas sao representadas por um retangulo, o refinameapresentado por um
hexagono e a implementacéo é representada por um trapézigsplcificacdes de cada

maodulo encontram-se no Apéndice A.

leilao

Y

REFINA

leilao ref

Y

REFINA

' ' IMPORTA .
leilao 1mp\————» leilaoVar

Figura 2.1: Diagrama de dependénciaseilao  _imp.

2.3 Obrigacbes de Prova

Cada méaquina contém fundamentalmente trés tipos de obegalte prova. Essas obri-
gacoes de prova incluem sub-expressdoes comuns relatigadifacentes elementos da
maquina, como parametros, constantes, conjuntos e viaridveeguir tem-se a lista das

sub-expressoes:

e Tl PO_PARAMespecifica o tipo dos conjuntos parametros da maquina. lRoeco
¢do, sdo conjuntos de inteiros. AssimXsé o Unico conjunto parametro de uma

maquina;Tl PO_PARAMé X € P(Z);

e TI PO_CONJ especifica o tipo dos conjuntos declarados na clawgtkit& Por con-
vencao, tanto os conjuntos adiados quanto os enumeradasF@ntos de intei-
ros. Além disso, 0os conjuntos enumerados nao possuem @lgrogntos e estes
sdo distintos dois a dois. Assim, ¥e2 um conjunto adiado ¥ € um conjunto

enumerado tal qué = {a, b, c},entdoTl PO_CONJ é:
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XeP(Z)y NY e Pi(Z) NY = {a,b,c} Na#DbAa#cADb #c;

e REST_PARAM especifica as restricdes adicionais sobre os parametrogfirido

pelo usuério na clausutZONSTRAINTS

e REST_CONST especifica as restricdes adicionais sobre as constante®ajastos.

E definido pelo usuério na claustRROPERTIES

e | NV especifica as restricbes sobre as variaveis de estado. kldedelo usuario

através da clausulalVARIANT.
e ASSERT especifica os lemas definidos na ClAUASSERTION

e REST_TOTAL abrevia a expressad PO_PARAM A TI PO_CONJ A REST_PARAM
A REST_CONST, ou seja, representa todas as restricdes sobre paransetnps)tos

declarados e constantes.

A primeira obrigacao de prova visa garantir que a maquimgeim um estado valido, sa-
tisfazendo o invariante. 3&l T é a substituicdo especificada na clausMIalALISATION

essa obrigacdo de prova é:

REST_TOTAL = [INT]I NV

Para a maquiniilao , a obrigacdo de prova da inicializacdo € dada por:

TIPO_PARAM REST_PARAM REST.CONST
OBJETOSe Py(Z) A card(OBJETOS) € N;) A lance _min € Ny A

TIPO_CONJ
RESPe Py(Z) N RESP = {aberto, fechado, inexistente} A
aberto # fechado A aberto # inexistente A

fechado # inexistente

INIT
= [ sessao, leiloados :

o, 2] sessao € OBJETOS« N; A

leiloados C dom(sessao)



2. Introdug&o ao Método B 16

Aplicando as regras do célculo das substituices, a olirgde prova é:

REST.TOTAL = @ € OBJETOS«+ N; A @ C dom(sessao)

O segundo tipo de obrigacéo de prova visa estabelecer os Egpacificados na clausula

ASSERTION

REST_TOTAL A | NV = ASSERT

Aplicando-se a maquinailao , tem-se:

TIPO_PARAM REST_PARAM REST.CONST
OBJETOSe Py(Z) A card(OBJETOS) € N; A lance _min € Ny A

INV

sessa0 € OBJETOS«~ Nj A leiloados C dom(sessao) A

TIPO_CONJ
RESPe Py(Z) A RESP = {aberto, fechado, inexistente} A
aberto # fechado A aberto # inexistente A

fechado # inexistente

ASSERT
= |leiloados C OBJETOS

Ja o terceiro tipo tem como papel garantir que as operacdesgiaina preservam o inva-
riante. Para cada operacao, defRe e SUBS denotando, respectivamente, a pré-condicao

e a substituicdo dessa operacao, a obrigacao de provazakséci

REST_TOTAL A I NV A ASSERT A PRE = [ SUBS] I NV

A obrigacao de prova da operaga@iar da maquinaeilao € dada por:

TIPO_PARAM REST_PARAM REST_CONST
OBJETOSe Py(Z) A card(OBJETOS) € N; A lance _min € Ny A

INV

sessa0 € OBJETOS«~ N; A leiloados C dom(sessao) A



2. Introdug&o ao Método B 17

ASSERT PRE
leiloados C OBJETOSA obj € OBJETOS\ dom(sessao) A

TIPO_CONJ
RESPe Py(Z) A RESP = {aberto, fechado, inexistente} A
aberto # fechado A aberto # inexistente A

fechado # inexistente

= [sessao = sessao U {obj +— lance _min}]
sessa0 € OBJETOS«+ Nj A leiloados C dom(sessao)
Essa obrigacao de prova € entdo equivalente a seguintelfrmu
REST_TOTAL A INV A ASSERTA PRE

= sessao U {obj +— lance _min} € OBJETOS+« Nj A leiloados

N

dom(sessao)

E importante destacar que obrigacdes de prova também simeakss aos refinamentos.
Para o refinamento de algoritmo, elas garantem que as pdécées ndo sao fortalecidas
e que as pos-condi¢cdes ndo sdo enfraquecidas. Para o reftnateedados, elas esta-
belecem uma relacdo entre as variaveis abstratas e canerg@rantem a preservacao
do invariante médulo essa relacdo de abstracdo/con@@tizaPor exemplo, dado um

refinamento para a maquitelao

REFINEMENT leilao _ref (OBJETOS)

REFINES leilao

pode-se aplicar um refinamento de dados a varsegsho através da variavesessao .
A nova variavel deixa de ser uma relacédo e passa a ser umafpagéal, ou seja, para
cada objeto, armazena apenas o lance mais alto ja propd&baeais o conjunto de todos

os lances propostos. Isso é especificado da seguinte forma:

VARIABLES rsessao, rleiloados

INVARIANT rsessao € OBJETOS—+ Nj A dom(rsessao) = dom(sessao) A
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vx e (X € dom(rsessao) = rsessao(x) = max(sessao[{x}])) A

rleiloados = leiloados

Uma vez que ndo se trata de um refinamento de algoritmo, aagdiesrdo refinamento
sdo semelhantes as da maquina, mudando apenas 0os homes&lassvabstratas para

as concretas e adequando as substituicdes. Por exem@mpaperagdasiciar e

consultar , tem-se:

OPERATIONS
iniciar(obj) =
PRE obj € OBJETOS\ dom(rsessao)

THEN rsessao := rsessao ® {obj +— lance _min}

END;

1P

resp, m «— consultar(obj)

PRE obj € dom(rsessao)

THEN m := rsessao(obj);
IF obj ¢ rleiloados
THEN resp := aberto
ELSE resp := fechado
END

END

END

SejaDyr a conjuncéo dgl PO_PARAM A TI PO_.CONJ A REST_CONST da maquina e
dos refinamentos anteriores e atua}, as restricbes sobre os parametros da maquina
original,| NI Tg_; a inicializacdo do refinamento antecessor (que pode ser @gaina),

| NI Tk a inicializac&o do refinamentoleVg o invariante do refinamento. A obrigacao
de prova da inicializacdo de um refinamento visa garantiy ‘fiaglas as restricbes sobre
0s parametros da maquina original e as restricdes de tipe sslparametros, conjuntos

e constantes da maquina original até o refinamento atuabstepne a inicializacdo do
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refinamento estabelece que ndo € o caso que a inicializacéaditiamento antecessor

provoca a quebra do invariante do refinamento atual”, ou seja

Cv A Dur = [INI TR = [I NI Troq] = I NVR

Para o refinamentieilao  _ref , a obrigacdo de prova da inicializacédo é dada por:

Cu
card(OBJETOS) € Nj A

Dwr
OBJETOSe Py(Z) A lance _min € Ny A

RESP € P,(Z) AN RESP = {aberto, fechado, inexistente} A
aberto # fechado A aberto # inexistente A

fechado # inexistente

INIT & INIT 1
= [ rsessao, rleiloados := @, - [ sessao, leiloados := @, 2
- (rsessa0 € OBJETOS-+ Nj A dom(rsessao) = dom(sessao) A

Vx e (X € dom(rsessao)

= rsessao(x) max(sessao[{x}])) A

rleiloados = leiloados)
Essa obrigacao de prova pode ser simplificada em:
Cu AN Dur = @ € OBJETOS—+ Ny A dom(@) = dom( @) A

Vx e (x € dom(@) = @(x) = max( <[{x}]))

Para cada operacdo sem saida de um refinamentoDgepm conjuncao das restricoes

TI PO_LPARAM A TI PO_CONJ A REST_CONST da méaquina e dos refinamentos anterio-
res e atualCy as restricbes sobre os parametros da maquina origjikj,z a conjuncao

do invariante da maquina e o invariante de cada refinametgd@re atual] NV o inva-
riante do refinament®REyr_; a conjuncéo da pré-condi¢cdo da maquina e a pré-condicao
de cada refinamento anteri@RER a pré-condicédo da operacdo do refinamedtBSg 1

a substituicdo da operacao do refinamento anteces83 a substituicdo da operacao

do refinamento atual, a obrigacéo de prova da operacao é dada p
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Cv A Dur A I NVur A PREwr_1 = PRER A [ SUBSR] — [ SUBSg_1] — | NVr

Isso quer dizer que, “dadas as restricbes sobre os par&ndetroaquina original, as res-
tricBes de tipo sobre os parametros, conjuntos e constati@sbém o invariante, desde
a maquina original até o refinamento atual e a pré-condicéoédmina original até a do
refinamento antecessor, deve-se provar que a pré-condicépeadacdo do refinamento
atual é satisfeita e que esta operacao estabelece que nas@aue a operacao do refina-
mento antecessor invalida o invariante do refinamento’atQalseja, deve-se provar que
as pré-condi¢cdes da maquina e dos refianmentos anteriare8o&ortalecidas no refina-
mento atual e que a pés-condicdo do refinamento anterior eéfraguecida. Assim, o
refinamento da operacéociar  é dado por:

Cu PREUR 1
card(OBJETOS) € N; A obj € OBJETOS\ dom(sessao) A

Dvr
OBJETOSe Py(Z) A lance _min € Ny A

RESP € P,(Z) A RESP = {aberto, fechado, inexistente} A

aberto # fechado A aberto # inexistente A

fechado ## inexistente A
INV MR

sessa0 € OBJETOS+~ Nj A leiloados C dom(sessao) A
rsessa0 € OBJETOS-+~ N; A dom(rsessao) = dom(sessao) A
vx e (X € dom(rsessao) = rsessao(X) = max(sessao[{x}])) A

rleiloados = leiloados

PRE:
= obj € OBJETOS, dom(rsessao) A

[rsessao := rsessao @ {obj +— lance _min}]
— [sessao := sessao U obj ~— lance _min]
- (rsessa0 € OBJETOS+ N; A dom(rsessao) = dom(sessao) A
vx e (X € dom(rsessao) = rsessao(x) = max(sessao[{x}])) A

rleiloados = leiloados)
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Aplicando as regras do célculo das substituices, a olirgde prova é:
Cu AN Dur A INVyr A PRByr-1
= PREg A rsessao0 @ {obj +— lance _min} € OBJETOS-+ NjA
dom(rsessao @ {obj ~— lance _min}) =
dom(sessao U obj ~— lance _min) A
Vx e (x € dom(rsessao @ {obj ~— lance _min})
= (rsessao0 @ {obj ~— lance _min})(x)

= max((sessao U {obj — lance _min})[{x}])

J& para cada operacdo com saida de um refinamento, send@ alasadédada poy, a

obrigacao de prova correspondente é:

Cu AN Dur A I NVyr A PREMR-1

= PRE' R A [SUBSR] = [ SUBSr_1] =~ (I NVR A (Y’ =Y))

ondePRE g é 0 mesmo qUEREg, mas com a saida renomeada pdaraOu seja, “tendo
as restricbes sobre os parametros da maquina originalstagdes de tipo sobre os pa-
rametros, conjuntos e constantes, e também o invariargdedemaquina original até o
refinamento atual e a pré-condicdo da maquina original atérafthamento antecessor,
deve-se provar que a pré-condicdo da operacdo do refinamtertioé satisfeita e que,
substituindo cada uma de suas variaveis de saida por navageis, esta operacao esta-
belece que ndo € o caso que a operacado do refinamento antguessca a quebra do
invariante do refinamento atual e a desigualdade entre &ve®r de saida correspon-
dentes”. Ou seja, deve-se provar que as pré-condi¢cdes damaag dos reflanmentos
anteriores nao sao fortalecidas no refinamento atual e qag-egndicédo do refinamento
anterior ndo é enfraquecida, além de provar a correcao aamnefinto em relacéo as va-
ridveis de saida da operacdo. Por exemplo, para o refinadardgperacadniciar

tem-se:

Cu PRE/R-1
card(OBJETOS) € N; A o0bj € dom(sessao) A
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Dvr
OBJETOSe Py(Z) A lance _min € Ny A

RESP € Py(Z) A RESP = {aberto, fechado, inexistente} A

aberto # fechado A aberto # inexistente A

fechado +# inexistente A
INV MR

sessa0 € OBJETOS«~ Nj A leiloados C dom(sessao) A
rsessa0 € OBJETOS—+ Nj A dom(rsessao) = dom(sessao) A
¥x e (X € dom(rsessao) = rsessao(x) = max(sessao[{x}])) A

rleiloados = leiloados

= PRE'R A
[m’ := rsessao(obj);
IF obj ¢ rleiloados THEN resp’ := aberto
ELSE resp’ := fechado END]
= [m = max(sessao[{obj}]);
IF obj ¢ leiloados THEN resp := aberto
ELSE resp := fechado END]

- (rsessa0 € OBJETOS+ N; A dom(rsessao) = dom(sessao) A
vx e (X € dom(rsessao) = rsessao(x) = max(sessao[{x}])) A
rleiloados = leiloados A (M = m A resp = resp))

Essa obrigacao de prova pode ser simplificada em:

Cu A Dur A INVur A PRByR-1

= PRE'R A
(obj ¢ rleiloados = rsessao(obj) = max(sessaol[{obj}])) A
(obj € rleiloados = rsessao(obj) = max(sessao[{obj}]))

Conforme dito anteriormente, assim como um refinamento, iompéementacao tem a
funcado de refinar. Portanto, as regras para verificacdo dialinacdo e de operacoes

com/sem saida de uma implementagéo com relacdo a um refittafoea uma maquina)
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sdo analogas aquelas de um refinamento com relacdo a umaneatpdas as obrigacées
de prova da méaquina, do refinamento e da implementacédo do kestdo descritas no

Apéndice A.

A distancia entre uma maquina e sua respectiva implemenpagk ser muito grande,
tornando cansativo 0 processo de geracao e prova das dwfgyde prova. Para inter-
mediar esse processo, adota-se a criacdo de refinamenéssisas, onde se diz que a
implementacéo refina o refinamento que, por sua vez, refinagainga Assim, provar
a correcao da implementacédo em relacdo ao refinamento eamestdacdo a maquina
corresponde a provar a correcdo da implementacéo diretamenrelacdo a maquina. E

para sistemas mais complexos, pode-se utilizar variosaraéntos.

De posse das obrigacdes de prova geradas através do métogqodimo passo a
ser executado € a prova das mesmas. Para isso, deve-s@ eililamentas de apoio a
verificacao formal que implementem o formalismo do métodaBwotros formalismos
gue possam ser adaptados a ele. Algumas das abordagensidacZer formal possiveis

de serem aplicadas ao método B estéo descritas no Capitulo 3.



Capitulo 3

Abordagens de Verificacao Formal

Neste capitulo sdo apresentadas algumas abordagensfamg@o formal aplicaveis ao
método B de maneira direta, quando a linguagem B é a adotadadlioeta, através de
traducdes simples entre linguagens. I1sso s6 € possivel@todas elas descrevem forma-
lismos com suporte a checagem de satisfatibilidade de féswa teoria axiomatica dos
conjuntos, que € um dos fundamentos da linguagem B. A texinandtica dos conjuntos

€ uma reformulacdo da teoria dos conjuntos na l6gica de paroedem.

A primeira abordagem descrita € aquela implementada pekarienta Prioni. Ela
se destaca por integrar o checador de modelos Alloy Anabazégrovador de teoremas
Athena. Em seguida, tem-se a abordagem do provador de @®@Eves, que consiste
em traduzir especificacdes em linguagem Z para férmulas gicaelde primeira-ordem e
prova-las, baseando-se no calculo de predicados de patoelem. De maneira similar,
a abordagem implementada pelo provador de teoremas ABbick’'n’Prove, desti-
nada a verificacdo de especificacbes B, também tem destaqua.céracteristica em
comum entre todas essas abordagens € que elas ja foram enpdelas por ferramentas
de prova, facilitando sua aplicacdo ao método B. Ou sejap\ampate uma especificacdo
B pode ser obtida através da traducdo desta especificacdogeragem Alloy e poste-
rior aplicacdo da ferramenta Prioni, em linguagem Z, segdalaplicacdo de Z/Eves, ou,

ainda, diretamente através da aplicacdo do Atelier-Bk@lierove.
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Existem, ainda, outras abordagens de verificacdo formataqubém se baseiam na
teoria axiomatica dos conjuntos. Um exemplo € a linguage82¢wo-level syllogistic
with cardinality) descrita em [45]. Ela combina conjuntos com cardinalidadeseja,
relaciona a aritmética a teoria dos conjuntos, e prové uroegiimento de decisdo para
checar a satisfatibilidade de formulas 2LSC livre de qtiaatiores dentro de uma teoria
infinita. Entretanto, devido a auséncia de uma implemeatagaalta complexidade com-

putacional desse procedimento, a linguagem 2LSC néo sesidevada neste trabalho.

3.1 Prioni: Integracao entre Checagem de Modelos e Pro-

va de Teoremas

O artigo “Integrating Model Checking and Theorem ProvingRelational Reasoning” [39]
apresenta uma técnica de checagem de satisfatibilidaderdalas de modelos infinitos
através de modelos finitos. Assim, € identificada a class@&meufas da l6gica rela-
cional para as quais resolucao sobre estruturas infinitds per reduzida a resolucéo
sobre estruturas finitas. Para tal, o artigo descreve arienta Prioni que integra as duas
abordagens de verificacdo formal: checagem de modelo e geoteoremas atravées da
resolucédo relacional. A entrada do Prioni s&o especificagderitas em uma linguagem
declarativa de primeira-ordem baseada em relacfes (ndsthrcdo entre relacao e fun-
cao) denominadalloy [24, 25]. A Figura 3.1 apresenta a especificacdo de uma fungao

recursiva que retorna o conjunto de todos os elementos déstenaa linguagem Alloy.

A especificacao inicia-se com a palawadule seguida pelo seu nome. A palavra
sig introduz uma assinatura, ou seja, um conjunto de atomosjawaa delas possui
declaracdes de campos (atributos) que introduzem relagésscampos sao, por padréo,
funcgBes totais. Func¢des parciais e relagdes sao difedascatravés do uso dos modifi-
cadoredption eset , respectivamente. A palaviian introduz uma funcéo que denota

uma relac&o entre seus argumentos e o resultado e pode s&dzham qualquer parte
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de especificacdo. Para determinar que a funcéo € a atuar(tyrutiliza-se a palavra
det . A funcdoelms tem um argumenta que € um subconjunto unitario d&. Para
declarar um subconjunto genérico utiliza-se a palagta A variavelresult do corpo

da funcao refere-se ao resultado da mesma. O operador ‘tes&ma composicao re-
lacional, onden.prox representa o conjunto imagem aenapeado pela funcao parcial
prox . O operador pré-fixado-" denota o fechamento transitivo-reflexivo, assim, as ex-
pressdes. *prox en. *prox.dado denotam, respectivamente, o conjunto de todos 0s
nés alcancéveis por e o conjunto dos objetos desses nés. A palassartion  intro-

duz uma assercao, ou seja, uma afirmacao logica, a ser ch€cedamand@heck checa

a assercao dentro do escopo dado que, neste caso, séo ttides aom, no maximo,

cinco nos.

As especificacbes Alloy sdo analisadas automaticamenteAtiely Analyzer(AA).
O AA checa a validade das formulas Alloy para um determinadoo finito, mas nao
para todos 0s escopos possiveis. O usuario deve informappague limita o dominio
e 0 AA automaticamente traduz especificacdes Alloy paradtasnde satisfatibilidade
booleanas e utiliza provadores genéricos de satisfaldoié ¢0ff-the-shelf SAT solvers
para encontrar interpretacdes que satisfazem as formfutdseecagem realizada pelo AA
ocorre através de refutacdo, assim, se AA ndo encontra utraemxemplo dentro do
escopo informado, ndo ha garantias de que o contra-exeréiplexiste em um escopo

maior. Entdo, para obter maior confiabilidade, o usuarie®devexecutar o AA dentro

module Lista
sig Objeto {}
sig No {
prox: option No
dado: Objeto }
det fun elms(n: No): set Objeto {
if (no n.prox) then result = n.dado
else result = n.dado + elms(n.prox) }
assert Equivalencia {all n: No | elms(n) = n. * prox.dado }
check Equivalencia for 5

Figura 3.1: Especificacdo de um leitor de listas em Alloy.
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de um escopo maior, sucessivamente, enquanto o AA realizacagem em um tempo

aceitavel.

Para obter a prova completa de uma especificacéo, o Priegranb AA com o pro-
vador de teoremaAthenaque adota uma linguagem denotacional de provadigara
l6gica de primeira-ordem polimorfica com multiplos tiposmistema polimérfico de
multiplos tipos é aquele que permite que um objeto pertengeia de um tipo [31].
Umalinguagem denotacional de prova tipofem ingléstype«w DPL) é uma linguagem
para apresentacdo e busca de provas que oferece fortesagad@wvalidade. Ag/pew
DPLs apresentam provas de uma maneira detalhada, em termosrde deginferéncia
expressas commétodosiefinidos pelo usuario. Tais métodos sao “receitas de poue”

recebem argumentos e executam dinamicamente as deduc¢desagas [3].

Athena € um provador que oferece um alto grau de automacéeestdo uso de
métodos semelhantes as taticas dos provadores HOL [19bells#§32]. Ele adota a
resolucéo através de deducédo natural, facilitando a cangée das provas e utiliza-se
do provador Otter [40] para busca de provas. Além dissogoéefortes garantias de

confiabilidade.

A fim de possibilitar o uso efetivo do Athena na prova de esipecides Alloy, o Pri-
oni age em duas fases distintas. Inicialmente ele prové winanatizacao da algebra
relacional em Athena, bem como uma biblioteca de lemas eiss®a este calculo. A al-
gebra relacional € o conjunto de relaces fechado sob apesaau seja, a aplicacao dos
operadores a uma ou mais relagdes produz uma nova relac&mmatizacdo resultante
em Athena representa relacbes como conjuntos de tuplas arteona de conjuntos com
tipos, finita e de primeira-ordem. As tuplas de pares ordenaéo representadas atraves
de uma estrutura polimorfica. Os conjuntos sédo polimérficgeus tipos sdo determina-
dos por um construtor de dominio. A igualdade de conjuntas@demais operadores de
conjuntos e de relacdo sao definidos conforme a teoria dgsntos de primeira-ordem
e, por ndo haver um operador de composi¢cdo genérico (pagbes cuja aridade seja

maior que um), operadores de composi¢ao devem ser criathosgma tipo necessario de
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composicao de relacdes. ApoOs a axiomatizacao, o Prionéprma traducdo automética
da especificacdo de Alloy para Athena, preservando o sigddioriginal da especifica-
¢cado, mas sem garantias de corretitude. A traducao da espeéti da Figura 3.1 para a
linguagem Athena é dada na Figura 3.2, onde o cddigo Alloyl@cado em comentario

através do simbolo#'”.

Na traducéo para Athena, cada assinatura Alloy introduzamriio como tipo utili-
zado através do construtor de domifiomain (Set-Of S)) . A construcagpPair-Of
S T) representa tuplas de relagbes binarias do Spe- T. Além disso, cada assina-
tura ou campo introduz um conjunto constante de tuplascaoidi pordeclare , cu-
jos elementos sao extraidos do dominio Athena apropriadorestricbes sobre as re-
lacBes sdo declaradas globalmente através de asserd@sadidi a palavra reservada
assert , ondeis-fun e is-total-fun denotam funcéo (parcial) e funcao total, res-
pectivamente. Cada “funcdo” Alloy (declarada através davpa chavefun introduz
um simbolo de funcdo Athena que deve ter seu tipo declarapideepela sua definicdo
dada pordefine . O operado(singleton ?x) indica quex € um conjunto unitario.
Os operadoresmpty-def esubset-def  sdo definidos conforme a I6gica de primeira-
ordem. Os operadores de composi¢admp-n-m compdem relacdes de tipSsx ... x S,
eT; x ... x Ty, cOMS, = T;. Por fim, as assercdes Alloy sdo traduzidas em obrigagdes de

prova, onde o operador de fechamento transitivo-reflexdad®d portc .

No exemplo, a fungdelms recebe um conjunto unitariode elementos do tipNo
como parametro e retorna um conjunésult de elementos do tipObjeto , ou seja,
retorna o conjunto composto pelo valor do no relacionado @rata-se de uma funcéo
recursiva cujo caso base ocorre qualelapty? (comp-1-2 ?n prox)) , OU seja,
quando a lista s6 possui um no, entdo o resultado € o conjmittrio composto pelo
valor deste n6. Caso contrario, o resultado € o conjuntoddmpela unido do conjunto
unitario composto pelo valor do né atual e o conjunto restdtaa aplicacdo da funcéo

elms ao proximo no6 da lista.

Em Alloy, todos os valores séo relagdes, ndo havendo distiagtre elementos e con-
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juntos unitarios. Entretanto, no exemplo de especificagdoltante da traducao Alloy
para Athena € necessario que haja essa distincado. Masifiesplacem linguagem Alloy
pode ser um processo muito complexo. Para facilitar eseegs0, 0 Prioni permite que

a especificacdo Athena seja intercalada com expressdoesmelddrescritas (entre aspas

# sig bjeto {}
(domain Objeto-Dom)
(declare Objeto (Set-Of Objeto-Dom))

# sig No {
(domain No-Dom)
(declare No (Set-Of No-Dom))

# prox: option No
(declare prox (Set-Of (Pair-Of No-Dom No-Dom)))

# dado: bjeto }
(declare dado (Set-Of (Pair-Of No-Dom Objeto-Dom)))

(assert (is-fun prox))
(assert (is-total-fun dado))

# det fun elns(n: No): set Objeto {
(declare elms (-> (Set-Of No-Dom) (Set-Of Objeto-Dom)))
(define elms-def
(forall ?n ?result
(iff (= (elms ?n) 7?result)
(and (and (singleton ?n) (subset ?n No))

# if (no n.prox) then result = n.dado
(and (if (empty? (comp-1-2 ?n prox))
= ?result (comp-1-2 ?n dado)))

# else result = n.dado + el nms(n.prox) }
(if (not (empty? (comp-1-2 ?n prox)))
(= ?result
(union (comp-1-2 ?n dado)
(elms (comp-1-2 ?n prox))))))))))
(assert elms-def)

# assert Equivalencia {all n: No | elms(n) = n.+*prox.dado }
(define Equivalencia
(forall ?n (= (elms (singleton ?n))
(comp-1-2 (comp-1-2 (singleton ?n) (rtc prox))
dado))))

Figura 3.2: Traducao da especificacdo Alloy para Athena.
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duplas) em uma notacao pré-fixada semelhante a Alloy, masgparte a tipos distintos
como elementos e conjuntos unitarios. Assim, as provasdéatas pelo Prioni tornam-se
mais compreensiveis para os usuarios da linguagem Alloyudaaquelas que utilizam
expressdes Athena. Por exemplo, a assefgfivalencia  da Figura 3.2 estabelece
uma igualdade entre conjuntos e para ser provada, deveieavejueelms € uma fun-
cdo vélida e completa. Utilizando a notacéo “falso-Alloglie contém operadores para
a relacéao de pertinéncian() e de subconjuntcs(ibset ) e um operador de fechamento
reflexivo-transitivo +” pds-fixado, a assercdo seria escrita através das expsesisibe
n | elms@{n}) subset {n}.prox *.dado eALL n | {n}.prox =*.dado subset
elms({n}) , respectivamente. Para o desenvolvimento da prova, oiRligponibiliza
uma biblioteca de lemas comuns ao célculo relacional e &tdos conjuntos escritos

em “falso-Alloy”.

Para o processo de prova da validade e da completuelende é possivel introduzir
regras de inferéncia atraves de expressdes denomimatados primitivasMas nenhum
mecanismo interno permite provar a validade desse métadsisn, deve-se usa-los com
moderagdo. Um exemplo de método primitivo pode ser a impiégéo do principio
da inducéo indicado em [39]. A prova por deducéo é feita pedoguor Otter no prazo
méaximo de um minuto e falha cafmnéao seja deduzido a partir &g, ..., P, ou ndo seja
uma consequéncia trivial dessa premissas. Caso conteapmva € instantaneamente

encontrada @ é retornado com sucesso.

A fim de aplicar o Prioni a verificacdo de especificacbes B, éitapte salientar
gue a linguagem Alloy trabalha com relacbes como conjunéasiplas e permite todas
as operacoes padrdes para manipulacdao de conjuntos, taswodo, intersecao e di-
ferenca. Alloy também permite quantificacdo sobre as relaefjuanto as constantes e
funcbes usuais ndo suportadas diretamente, coyiom e range elas podem ser cons-
truidas através de restricdes sobre as variaveis de relBg&sa maneira, a traducdo de
uma especificacao B para Alloy pode ser feita de maneira gliieeta, adaptando os ope-

radores ndo providos através de restricbes e construcssleqtes, conforme descrito
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em [16]. Em geral, uma especificacdo Alloy é dividida em \sgacdes. Uma delas
destina-se a declaracéo e restricdes de variaveis, quengmieatomos, subconjuntos de
dominios declarados ou relagcdes. Uma outra secao podeilsdat para o invariante,

restringindo os possiveis estados. Além disso, opera@iashpodificar as variaveis sao
escritas em outra secao, onde se descreve a relacao enstadmssedas varidveis antes e
depois de executada a operacao. Todas essa facilidadasepeesatender a aplicacdo da

abordagem de verificacdo do Prioni a especificacdes B de raaiples.

3.2 O Sistema Z/EVES

Originalmente, o sistema EVES [36, 41] foi desenvolvidoapdar suporte a uma lin-
guagem propria de especificacdo denominada Verdi, baseadalaulo de predicados
ordindrios e na teoria dos conjuntos ZF de Zermelo-Fradakél A combinacéo da ca-
pacidade de prova do sistema EVES com a notag&o Z resultoistema Z/EVES. O
Z/EVES realiza a traducao da notacédo Z, definida pelo ma&d| para o célculo de
predicados de primeira-ordem suportado pelo EVES. Poresersivel, essa traducéo

permite que o usudrio s6 necessite de conhecimentos daéoatag

A linguagem Z, fundamenta-se no calculo de predicados degima-ordem e na teoria
dos conjuntos ZF. Ela oferece o tipo basico dado pelo comjdos nimeros inteirds,
a partir do qual pode-se definir novos tipos. Um tipo € um auojmaximal de valores
possiveis para variaveis deste tipo, ou seja um tipo € o rnaiuntoS de valores para
tal quex € S. Assim, é possivel declarar variaveis de um unico Tipcepresentando um
objeto que possui um dos valores definidos poPor exemplo, para especificar em Z o
leildo descrito no Capitulo 2, deve-se introduzir o corjuite todos os objetos do leildo

e 0 conjunto de todas as mensagens de saida como um novogipo && lance inicial
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comum a todos 0s objetos como uma constante tipada, ambossocomo global:

[OBJETO$
| lance_min: Ny

RESP::= aberto| fechado| inexistente

Na notacdo Z, uma especificacdo é decomposta em modulos dadosesquemas
Eles séo utilizados para descrever aspectos estaticos, €stados e invariantes que 0s
restrigem, e dindmicos, como as operacoes possiveiscaoatatre as entradas e as sai-
das das operacdes, as mudangas de estado que ocorrem €@ egle os diferentes
estados. Esquemas podem ser usados para estruturar e @oedtas descricdes, agru-
pando partes da especificacdo, encapsulando-as e nonesapdi® reuso. As variaveis e
o invariante da especificacéo sao declarados dentro de wareague restringe o espaco
de estado valido, portanto, possuem um escopo local. A gaperior (parte declarativa)
de um esquema destina-se a declaracéo das variaveis tipadaanto que a parte inferior
(parte assertiva) destina-se a declaracao do invariande eteito da operacéo. O leildo
tem seu estado definido pela relacdo entre os objetos do éitilos os seus respectivos

lances, além do conjunto dos objetos ja leiloados:

__leilao

sessaa OBJETOS— Ny
leiloados: P OBJETOS

leiloadosC dom sessao

Para esquemas que declaram mudancas de estado, na patatiecfaz-se referéncia
ao nome do esquema que contém as variaveis de estado comalcsimpés 0 nome,
para diferenciar os estados antes e ap0s a operacdo. N doideildo ainda ndo ha

lances propostos, portargessabé vazio e, consequentemerigéipadog também é.
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__Inicializacao

leilad

sessab= o

leiloados = @

Para dar inicio ao leildo de um determinado objeto é nedgessdicar seu lance minimo:

__Oplniciar

Aleilao

obj? : OBJETOS

obj? ¢ dom sessao
sessab= sessadJ {(obj? — lance_min)}

leiloadog = leiloados

A declaracdo de\leilao abrevia a declaracgdeilao, leilad’ e indica que o esquema esta
descrevendo uma mudanca de estado, ou seja, estd intrdolugiatro novas variaveis
que satisfazem o invariante implicitamendessapleiloados sessaoe leiloados. As duas
primeiras variaveis indicam o estado do sistema antes damgagdenquanto que as duas
altimas indicam o estado do sistema apés a mudanca. O opéradudica uma variavel
(parametro) de entrada. Na parte assertiva do esquematempr&-condicdo da operacao:
0 objeto a ser leiloado ndo pode ja ter sido leiloado. Se a@méicdo € satisfeita, entdo
a segunda linha é executada, adicionando @qist, lance_min) a sessao Caso contrario,

os resultados séo imprevisiveis.

Um exemplo de operac¢do com saida € a operagasultar
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___Consultar

=leilao
obj? : OBJETOS
m! : Ny

resd : RESP

obj? € dom sessao

m! = maxsessaf {obj?} )

if obj? ¢ leiloadosthen resg = abertoelseresd = fechado

A declaracao deleilao abrevideilao, leilad’, comsessab= sessac leiloadog = leiloados

e indica que o0 esquema nao descreve mudancas de estadonorgém, o operadot

indica uma variavel de saida (retorno).

Uma prova no Z/EVES caracteriza-se por uma sequéncia degpdsedraducdes da
férmula-alvo atual em outra formula logicamente equivedeaté que o predicado gerado
sejatrue. Para o processo de prova, o Z/EVES disponibiliza comandes/griam dos
autométicos até os direcionados pelo usuario. Além disstarhbém uma variedade de

formas de controlar as capacidades automaticas.

Por exemplo, o Z/EVES pode ser aplicado a especificacdo @ ldas seguintes

formas:

1. checagem sintatica e de tipos: € feita de forma direta enaéessita de intera-
cdo com o usuario. O Z/EVES detecta e reporta 0os erros, pedmitorrigi-
los imediatamente. Assim, se o invariante do esquleita® fosse definido por
leiloados C ran sessapo Z/EVES informaria que o tipo den sessa®ao é o mesmo

da imagem da relac&o;

2. checagem de dominio: o sistema deriva woadicdo de dominipara cada pa-
ragrafo de uma especificagcdo, garantindo que todas as quassbes tém signifi-

cado definido, ou seja, sdo bem formadas. Uma expressaom&wmtaficado caso



3. Abordagens de Verificacdo Formal 35

apligue-se uma funcéo parcial a um elemento que ndo se emcantdominio da
funcéo (por exemplo#Z) ou usando uma descricéo definida de maneira inapropri-
ada (por exemplqy x : Z e x # X). Assim, se a operacatonsultarpossuisse apenas

a pré-condicaarue, entdo o Z/EVES derivariabj? € dom sessaccomo condicéo

de dominio a fim evitar a aplicacdo da fung@esa@ algum elementobj? que nédo

pertencesse ao seu dominio;

3. checagem de consisténcia: para provar que uma espeiifi€apnsistente, deve-
se provar que ela possui algum modelo que a satisfaca. Agdracdeve ser feita
para a inicializacdo do sistema e para as operacdes do md3ara.garantir a

satisfatibilidade da inicializacdo, adiciona-se o te@em

theorem InicializacaoEhConsistente

Jleilad e Inicializacao

gue descreve que deve haver um estado inicial que atendzeaiairie de estado e
a inicializacdo do sistema.

Para provar que cada operacao respeita o invariante de eéstagstema, adicionam-
se teoremas que estabelecam que se o estado anterior ddopsatisfaz o inva-
riante de estado de sistema e a operacdo pode ser aplictitapesstado apos a
operacdo também deve satisfazer o invariante. A consiatéaoperacaOpiniciar

€ checada a partir do teorema

theorem OplniciarEhConsistente

Vleilao e pre Oplniciar = (Jleilad’ e Oplniciar A leilad’)

4. expansdo de esquema: para descricdes muito compactataprpelo calculo de
esquemasschema calculys o Z/EVES permite fazer expansdo de esquemas e
simplificacdo de resultados, facilitando a leitura e az#gao do provador atra-
vés da traducdo da especificacdo em predicados. Para expanelsquema deve-

se colocé-la como um alvo a ser provado. Entdo, para a expaiosésquema
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Consultarpode-se adicionar o teorema

theorem ExpandirOplniciar

Oplniciar

e aplicar o comandprove by reduce , que origina o predicado

sessace OBJETOS— Ny

A leiloadose POBJETOS

A leiloadose P dom sessao

A obj? € OBJETOS

A sessab= sessaaJ {(obj?, lance_min)}
A leiloados = leiloados

A — obj? € dom sessao

cujos esquemas referenciados sao expandidos e simplgicado

5. calculo de pré-condices: o sistema pode ser utilizadogadcular a pré-condicdo
completa de um esquema. A exploracdo da pré-condicdo dequerea consiste
em testa-lo para todos os estados e com todas as entradasithiod@\plicando-se
o calculo de pré-condicdes obtém-se a pré-condicao ofigiticionada de afirma-
cOes légicas de que a entrada e o estado inicial sdo adequiratasuma operacao

total (com pré-condicatue) como alnicializacaq o teorema

theorem inicializacaoEhTotal

Y leilao e pre Inicializacao

é facilmente provado. Em contrapartida, para explorar &pnglicdo da operacdo

Oplniciar deve-se introduzir o teorema

theorem Oplniciar_Precondicao

Vleilao; obj? : OBJETOS pre Oplniciar
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e aplicar o comandprove by reduce , que origina o predicado

sessace OBJETOS— Ny

A leiloadose POBJETOS
A leiloadose P dom sessao
Aobj? € OBJETOS

= - 0bj? € dom sessao

atestando que o valor que a pré-condicdo da operac@obf < dom sessapou

seja,obj? ¢ dom sessap

6. prova geral de teoremas: o sistema permite declarar argiteoremas de desafio”
(challenge theoremsque sao fatos que deveriam ser consequéncias da especifi-
cacdo, mas nao sdo explicitados. ApoOs a oper@ghaiciar, 0 lance_min deve ser
registrado como um lance dado ao objebjr. Isso pode ser checado através da

prova do teorema

theorem Oplniciar_Desafio

v Oplniciar; obj? : OBJETOS sessatobj? = lance_min

Apoés validar uma especificagéo, é possivel refina-la deestadnesma especificacéo a
fim de torna-la mais concreta. A notagdo Z estabelece trés tip obrigacdes de prova

para validar refinamentos. As obrigacdes devem ser intiddsizomo teoremas e pro-

vadas. Sejambs um sistema abstratd NI Taps € OPaps SEUS esquemas de inicializacéo
e de operacao, respectivamente. Sejam, tamként um sistema concreto que refina
Abs, | NI Teone € OPconc SEUS esquemas de inicializacédo e de operacéo, respectieame
Adotando-se 0 seguinte refinamento para a especificacad@m [eom esquemkilao,

inicializag&olnicializacaoe operaca®plniciar:
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__leilao_ref

rsessaa OBJETOS+ N;
rleiloados: P OBJETOS

rleiloados C dom rsessao

__Inicializacaa_ref

leilao_ref’

rsessab= g

rleiloados = @

__Oplniciar_ref

Aleilao_ref

obj? : OBJETOS

obj? ¢ domrsessao
rsessab= rsessaod {(obj? — lance_min)}

rleiloados = rleiloados

e, tendo a relacée:
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__leilaoAbstracaa

leilao

leilao_ref

dom sessao= dom rsessao
leiloados= rleiloados
VX : OBJETOS

oxX € dom sessao\ sessa) {x} |) € dom max=- rsessaox= max(sessa@ {x} |))

a primeira obrigacdo de prova visa garantir que existe ufagder entre os estados

iniciais abstrato e concreto:

vConc’ e I Nl Teone = (3Abs’ e I NI TapsA R)

Entdo, a obrigacdo de prova da inicializacédo € dada por:

theorem InitRefinamento

Vleilao_ref’ e Inicializacaa_ref = (Fleilad’ e Inicializacao A leilaoAbstracad)

O segundo tipo de prova visa estabelecer que se uma opelmstéaiapode ser aplicada,

a sua operacao concreta correspondente também pode:

VAbS, Conc ® pre GDAbS AR = pre ODC0nC

Aplicando ao leildo, tem-se:

theorem OplniciarAbs1

v leilao; leilao_ref e pre Oplniciar A leilaoAbstracao= pre Oplniciar_ref

J& o terceiro tipo estabelece que se a pré-condicao da épeabstrata € satisfeita entdo

esta operacéo produz um resultado consistente com a ope@yéreta correspondente:



3. Abordagens de Verificacdo Formal 40

VAbs; Conc; Conc’ epre OPpps A R A OPconc = (3 Abs’ e OPpps A R)

Para o leildo, essa obrigacao corresponde a:

theorem OplniciarAbs2
VY leilao; leilao_ref; leilao_ref’
e pre Oplniciar A leilaoAbstracaon Oplniciar_ref

= (Ileilad’ e Oplniciar A leilacAbstracad)

Todas as operacdes abstratas do sistema devem ser vesifewad@lacdo as suas cor-
respondentes concretas. A verificacdo completa do sistevhtida através da prova de
todos os teoremas envolvidos. E sucessivos refinamentesmpser aplicados até que se

obtenha um modelo pronto para ser implementado.

Conforme dito no capitulo 2, a notacéo Z originou a notacdArBbas as notacées
baseiam-se na légica de primeira-ordem, aritmética déraste teoria dos conjuntos.
Além disso, ambas geram obrigacfes de prova necessaraggtidar um sistema a cada
passo de refinamento. A principal diferenca entre as nadaggiiesiste na forma de estru-
turacao, pois, enquanto a notacdo B adota o paradigma itivoatta programacéo, a no-
tacdo Z adota a divisdo em esquemas para estrutura e corabuhescricoes dos objetos e
suas propriedades. Assim, para converter uma especifiBggai@ Z, deve-se destacar os
conjuntos, tipos e constantes e declara-los globalmentesdguida, as variaveis e o inva-
riante sdo declarados e definidos em um esquema principaics @squemas sao criados
para cada operacao, separadamente, includindo a opemgéicidlizacdo. Portanto, o
sistema Z/EVES pode ser adotado para a verificacdo de espeGés B traduzidas em Z
e a andlise de seu funcionamento tem fundamental impoat@aca o desenvolvimento

de ferramentas de suporte ao método B.
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3.3 Atelier-B e Click'n’'Prove

O Atelier B € composto por um conjunto integrado de ferraaeofue possibilitam o
desenvolvimento de aplica¢cdes usando o método B. Ele awslidesenvolvedores na
formalizacdo de suas aplicacdes, executando automatid@manto nas especificacoes
guanto nos refinamentos e implementacdes, analises castdthecagem de tipos, de-
monstracao de obrigacdes de prova e geracao de cédigo-fdata disso, alguns com-
ponentes extras, tais como tradutores para linguagen®dmpracao (C, C++ ou ADA),
editores matematicos, bibliotecas de maquinas pré-dafid/arias ferramentas de ana-
lise de projeto sao suportados. Assim, o Atelier B represemistado da arte em verifica-

cao de especificacdes B.

O B4Free [7] é a versdo gratuita (apenas para 0 meio acadéducAtelier B e
pode ser acessado por linha de comando ou através da idtegtagnterface grafica
Click'n’Prove, que se executa sobre 0 XEmacs [44]. Tambénhecido como “La Bal-
bulette”, o Click'n’Prove foi desenvolvido com o objetive thcilitar o processo de prova
interativa por parte do usuario, eliminando a necessidaderafundos conhecimentos
mateméaticos. Em contrapartida, o provador interativo dok@/'Prove é limitado e ndo
possui todas as funcionalidades presentes no provadaoatisitedo Atelier-B, tais como

a possibilidade de:

e definir novas regras de inferéncia, facilitando a prova destacdes aritméticas

cujo suporte é deficiente; e

e criarscriptsde prova, permitindo a reaplicacdo de provas desenvolpielasusua-

rio a outras obrigacdes de prova.

O Click’'n’Prove consiste em uma reestruturacdo dos aspestiernos do Atelier B
e é composto pelos provadongls (“provador do Atelier-B”) epp (“provador de pre-
dicados”). O provadopb foi desenvolvido exclusivamente para o Atelier-B e trahalh

diretamente com a teoria dos conjuntos. Ele constitui-sendgrande niumero de regras
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de inferéncia para geracao de expressdes matematicasilipesrub operador de perti-
néncia ‘€”. O provadorpp foi desenvolvido inicialmente de forma independente e logo
depois incorporado ao Atelier-B para validar as regraplileTrata-se de um provador
para o calculo de predicados de primeira-ordem com igual@&adm pouco de aritmética)

e também de um tradutor da teoria dos conjuntos para essiocalc

O pp utiliza-se de um procedimento de decisdo para o célculoogiopnal seme-
lhante ao método Tableaux [22]. Dado que s@guente um par ordenadd’, ¢) , de
listas finitas de formulas, onde uma das formulag gede ser deduzida de alguma das
hipoteses dé&', o método Tableaux consiste na aplicacao de regras simydesansfor-
mam gradualmente um sequente sem hip6teses em um ou maatEsgeom hipdteses
formadas apenas por literais. Tais sequentes sédo geradgsehaja uma proposicao
atdbmica e sua correspondente negacao entre as hipétesiesnmmostra a Figura 3.3.

Para o calculo de predicados de primeira-ordempy aitiliza-se de um procedimento de

- (AVB) = (AV (BV C))

7 N
FA= (Av (BVvCQ)) FB= (AV(BVvC))
AFAV(BVC) BFAV(BVC)
AF-A= (BVC) BF-A= (BVC)
[A],[-A]FBVC B.-~AFBVC
B,~AF-B=C
B].-A[=B]FC

Figura 3.3: Exemplo de prova de uma proposicéo atraves dagoopp .

semi-decisdo composto por duas fases. A primeira fasesteresn aplicar regras sobre
um sequente que pode ser composto ndo somente por proEmigiecas como também
por predicados universalmente quantificados, que sao headas posteriormente. Isso
ocorre até que a conclusédo seja reduzi#aeSE e todos os literais contraditorios entre
as hipoteses tenham sido gerados. A segunda fase consibigsear por contradicfes.
Tais contradi¢cGes resultam da instanciacdo daquelaskg®{do sequente) que sao uni-
versalmente quantificadas. As instancias sdo descoberfasnda sistematica por meio

das hipoteses atdmicas. Essa técnica € um caso especiahita tdo Otter [40] deno-
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minada “conjunto de apoio’sét of suppoit onde o conjunto em questéo € representado
pelas suas hipéteses atdmicas. As instancias obtidas sadaw@ara o lado direito do
sequente, que, atualmente, implicaeA. SE. Apds completar a segunda fase, o provador
reinicia a primeira fase e assim sucessivamente. Um exedeslea técnica iterativa de
prova é dado na Figura 3.4, onde na Fase 2 ocorre a instamciag&ariaveis universal-
mente quantificadasy e zcomx,y ey na hipotese&/(x,y, z) e = (Ry A = Ryy) resultante da

Fase 1.

FVxe ((JyeRy) = VzeRy) = V(X Y) e (Ry = Ry)
FASE 1:
< ¥(X,Y,2) ® = (Rey A = Ryy), Ry, = Ryx - FALSE
FASE 2:
< ¥(X,Y,2) ® 1 (Rey A = Ry, Rey; 7 Ryx - = (Rey A = Ry) = FALSE
FAsE 1:
< Y(X,Y,2) ® = (Rey A = Ry, yR—Xy\ , = Ryx, | 7 Ry |F FALSE

,[Ryx|F FALSE

— V(X, Y, Z) - (ny A% sz)> ny ) ‘ - Ryx

Figura 3.4: Exemplo de prova de um predicado de primeirarardtravés do provador
PP -

Na traducdo da teoria dos conjuntos para o célculo de paiade primeira-ordem
com igualdade, @p segue as constru¢cdes determinadas no B-Book [1]. As eXj@®ss
envolvendo os operadores sobre conjuntos, relacdes edsiséd reduzidas ao maximo
através de regras de reescrita, eliminando operadoredearspe produzindo férmulas
em légica de primeira-ordem com os operadores de pert@agoonstrucdes de pares e

de conjunto unitério, conjunto vazio e aritmética, confermostra a Figura 3.5.

Apesar de provar automaticamente expressoes nao-tyiv@sapresenta quatro tipos
de deficiénciassensibilidade a hipoteses desnecessamasseja, pode falhar ou gastar
muito tempo para provar uma expressao prefixada com mujasesies ndo-utilizadas;
dificuldade em abstrair as expressfes a serem provaneseja, pode gastar muito tempo
para notar que uma certa expressdo é um caso especial denaigraimplesdificul-
dade para gerenciar igualdadgesu seja, pode falhar por ndo notar que duas expressoes
sdo iguais ou dois predicados sao equivalentéjaildade para detectar estratégia de

prova, ou seja, por se tratar de um provador automatiqop mem sempre detecta qual
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feswtAhaCtAbCt= ftanbl = flanf-i

TRADUCAO:
V(X y) e ((x,y) ef =xesAyet)
AY(xY.2) e ((xy) EfA(DEf=y=2)
AVXe(Xea=Xxet)
AVXe(Xeb=xet)
=
Vxe(dye(xcanxebA(xy) ef)=3Tye(ycan(xy) ef)Adye(ycbAr(xy) ef))A
Vxe (dye(ycaAn(xy) ef)Adye(yebA(xy) €f)=3dye(xcaAxebA(xy) ef))

Figura 3.5: Traducao de teoria dos conjuntos para predscde@rimeira-ordem através
dopp.

estratégia deve ser aplicada a uma expressao.

Para suprir as deficiéncias gp o Click'n’Prove oferece uma interface proativa onde
0 usuario pode optar pelo modo automatico ou interativo degst. No primeiro caso,
a arvore de prova € inteiramente construida de forma auiandio modo interativo o
usuario deve decidir que regras aplicar a cada passo. Qaadrdore de provas € muito
grande, seja em largura ou em profundidade, ela sofre un@ioacdo onde somente
a parte mais significativa dos sequentes € guardada. Esaanmre € apresentada na

janela de arvoree 0 sequente corrente é mostrado por complejamala de sequente

A janela de sequente apresenta tanto as hipéteses quantelasém do sequente
em questdo. E, em geral, um sequente apresenta muitass@ipotAssim, o sistema
reestrutura as hipoteses através de uma hierarquia dermanéloga a hierarquia usual
de memorias. As hipéteses sao classificadas nas seguiaegss égcondidasque nao
sdo visiveis na janelagpcalizadas que se tornam visiveis apés busca escondidas
armazenadasgue sdo visiveis mas nado fazem mais parte da conclus@e&onadas
que sao visiveis e sdo parte da conclusdo. Com essa estaatuoa sequentes podem ser
deslocados de uma area para outra através de botdes de csnd&@mbniveis na janela
de sequente. Além desses botdes, muitos outros podem wadagl durante o processo

de prova, conforme explicados em [13].

Aliando as técnicas automética e interativa de prova, k@lierove aumenta a sua
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capacidade dedutiva dentro da l6gica de primeira-ordemdefisiéncias do provador
pp sdo compensadas pela interface que disponibiliza os bd®esmandos que sao
aplicaveis a prova. E, diferentemente dos demais provadimerativos, o Click'n’Prove
apresenta uma interface dindmica, guiada pelo processooda, ppnde, a cada passo
desse processo, uma nova configuracao de botdes é apraséatddando a interacédo

do usuério para a prova de especificacdes B.

3.4 Sintese

Neste capitulo, foram apresentadas alternativas paraesso de verificacao das obriga-
cOes de prova do método B. Para tal, destacamos trés fonmoalide suporte a checagem
de satisfatibilidade modulo teoria dos conjuntos, bem cas@erramentas que imple-

mentam cada formalismo.

A partir da traducéo de uma especificacdo B para a linguagkay Alpossivel utilizar
a ferramenta Prioni. Trata-se de uma ferramenta destinatzcagem de satisfatibilidade
de férmulas de modelos infinitos atraves de modelos finitude @stes Ultimos séo verifi-
cados pelo checador de modelos Alloy Analyzer. Apés a vagfio dos modelos escritos
em linguagem Alloy, o Prioni efetua a traducdo dos mesmos @dinguagem Athena,
linguagem de entrada do provador de teoremas de mesmo ndéra.disso, ele prové
todos os lemas necessarios para a prova, bem como a axiagdatido calculo relacional,
que constitui a base da linguagem Alloy. Em seguida, o pamvathena € acionado para
efetuar a prova por deducédo natural. No entanto, uma vez tradwcao de Alloy para
Athena ndo possui garantias de corretitude, a prova finddédemmao as possuira. Além
disso, apesar das publicacdes referentes a ferramenta, Raitto Prioni quanto Athena

nao estdo disponiveis para 0S USUArios.

Considerada uma das principais ferramentas de suport@aéaeaZ, o Z/EVES cons-

titui uma outra alternativa para a verificagdo de especEagm notacdo B, sendo esta
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originaria de Z. Traduzindo especificacbes B para Z, o Z/EYa&e ser aplicado para:
(i) checagem sintatica e checagem de tipos; (ii) checagedohénio, originando uma
condicdo de dominio para cada paragrafo; (iii) checagenodsisténcia, verificando se
existe um modelo que satisfaz a especificacdo dada; (ivhedpade esquema, expan-
dindo o invariante; (v) calculo de pré-condicdes; e (vi)vargeral de teoremas, pro-
vando lemas originados do invariante. Porém, apesar derdisfizar uma vasta gama
de opcdes de controle de prova, algumas provas requerentagral de interatividade
exigindo um bom nivel de conhecimento da légica de primetlam, por parte do usuéa-
rio. A dificuldade de aplicagéo da ferramenta agrava-sefpgdada mesma possuir uma

arquitetura fechada e nédo disponibilizar um suporte aorissua

Uma vez que a aplicacao do Prioni e do Z/EVES sobre as espebifis B requer
uma traducao de B para suas respectivas linguagens deanéradportante salientar
que a especificacao resultante deve preservar todas atedataas operacionais da es-
pecificacdo original. Portanto, a traducdo pode tornamsa tarefa com alto custo de
desenvolvimento. Assim, a aplicacdo direta da ferrameteaet-B ou do Click'n’Prove
aparenta ser a melhor opcao para o método B. O Atelier-Brimflegramentas para: (i)
andlise sintatica e andlise de tipos; (ii) demonstracad@eamtas obrigacdes de prova; e
(iii) geracao de codigo-fonte. Ele possui ainda sua versiierée, gratuita para o meio
académico, cuja interface grafica € o Click’'n’Prove counglit pelos provadoresb e
pp . O pp apresenta uma série de deficiéncias em relacdo a prova dessdes ndo-
triviais, enumeradas na secao 3.3, que, para serem sypedasrem um bom nivel de

conhecimento da légica de primeira ordem, assim como oconmeZ/EVES.

Para diminuir a necessidade de recorrer a provadorestinterafaz-se necessaria a
possibilidade de aplicar técnicas de verificacdo automiéca o método B como, por
exemplo, a técnica de checagemSiisfatibilidade Modulo TeorigSMT) [12] apresen-

tada no capitulo 4.



Capitulo 4

Satisfatibilidade Mddulo Teoria

Assim como as ferramentas de verificacdo automatica apeglsesmo capitulo 3, muitas
outras abordagens de verificacaostftwarebaseiam-se na geracéo e na prova de obri-
gacoes de prova. Isto quer dizer que, apds gerar formulasmdzalde primeira-ordem,
€ necessario checar a satisfatibilidade destas formulasmardada teoria. Em particu-
lar, quando tais formulas sao livres de quantificadores er&té decidivel, diz-se que é

necessario checar s@atisfatibilidade Mddulo TeorigSMT).

Este capitulo apresenta uma abordagem de checagem de Sié¢miempada pelo pro-
vador automatico de teoremas haRVey. O haRVey recebe cotramlara axiomatizacao
finita Ax(AS) da teoria dos vetoredS e uma formula de primeira-ordem a ser provada e
realiza a prova através de superposicdo. Esse processeadein de SMT corresponde
a uma das fases da técnica de prova para especificacbesdsasgadonjuntos descrita

na secao 4.2.

4.1 Prova de Satisfatibilidade Mddulo Teoria

A abordagem proposta no artigo “Satisfiability solving fofteare verification” [18]

para checagem de satisfatibilidadejdmodulo7 realiza-se através do calculo de super-
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posicdo. Esse artigo descreve um algoritmo correto e camnpiseado no calculo de
superposicao que € adotado por varios sistemasal€lo da superposicaé definido

como “um conjunto de regras que sao derivadas da resolucée samp especialmente
designadas para o tratamento de igualdade”. O algoritmalé da Figura 4.1, cujas

fungbes sao:

fol2prop: mapeia uma conjuncéode literais basicos de primeira-ordem para uma for-

mula proposicionad®;

prop2fol: mapeia uma formula proposicion@ para uma conjuncaéde literais basicos

de primeira-ordem;
selecatrib_total: retorna uma atribuicéo total para as variaveis proposaisothes?;

7T — satisfativel detecta ses é satisfativel enT. Se sim, entéo retornaat , @), sendo
retorna(insat , ), onder denota uma conjuncao de literais basicos de primeira-

ordem satisfativel e e 7 C 8.

functi on Bool+ 7(¢ : formulalivre de quantificadorgs

¢P — fol2prop(¢);
whi | e Bool —satisfative{¢P) do

1
2
3 3P« selecatrib_total(¢P);

4 (p, ) — T — satisfative{prop2fol(5P));
5 if p== sat then return sat

6 ¢P —— ¢P A = fol2prop(r);

7 end while;

8 return insat;

end

Figura 4.1: Algoritmo simplificado de SMT

Em resumo, dada uma conjungédale literais basicos de primeira-ordem, ela é con-
vertida em uma formula proposiciongl e suas atribuicdes verdadeiras sdo enumeradas e
checadas er. O procedimento de satisfatibilidade énretornasat , caso seja encon-
trado um modelo, oinsat , caso contrario. Assim, sefe(7 ) uma axiomatizagao finita
de 7 composta por clausulas equacionais e gsejena conjuncao de literais basicos. O

procedimento de satisfatibilidade efmocorre em duas fases:
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7

Fase 1. Nivelamento de literais basicoss’ é o resultado do nivelamento deobtido
através da atribuicdo de uma nova constante a cada liteyadarétante dg, de
maneira que um literal nivelado seja uma igualdade da fd(ma .., c,) = cn1
ou a negacao de uma igualdade da foemn# c,, ondecy, ..., c,.1 SA0 constantes e

f € um simbolo de funcao-ario.

Fase 2. Aplicacéo de superposicaaregras do calculo de superposicéo definidas em [9]

séo aplicadas exaustivamente as clausulasde A 5. Alguns exemplos de regras

sao:
Superposicao Paramodulacéo Reflex&o
'=r'"1=r '=r"1#£r S#t
(Fl =)o ()1 #1)o il

onde_ denota a clausula vazia,€é o unificador mais genérico entfee um sub-
termo del e os termos et sdo unificaveis. Um conjunto € ditmificavelse possui
um unificador. Uma substituicdo é denominaatéficadorde um conjunto de ex-
pressdes se, e somente se, a instancia de cada expressiog partir desta substi-
tuicdo, é idéntica as instancias das outras expressdesipimtm Um unificador
de um conjunto de expressdes € um unificador mais genérieseeente se, para
cada unificado# deste conjunto, ha uma substituigétal ques é a composicéo de
6 e . A composicdo d@ e\, onded = {t; /Xy, ....,tn/%} € X = {U1 /Y1, ..., Um/Ym}, €
representada p@ro A e é obtida do conjuntdt; A /xy, ..., ta A /Xn, U1 /Y1, - Un/Ym}
eliminando-se qualquer elementa /x tal quetj A = x; e qualquer elementaq/y;

tal quey; AM{x1, X2, ..., Xn } A.

Por exemplo, pode-se adotar a teoria dos vetgresuja assinatura é composta pelos
simbolos de funcéo binaria (leitura), de funcao ternériar (escritd e um conjunto

finito de simbolos de constantes (escrito em letras mai@sculSeja a axiomatizacao
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Ax(A) dada por:

VA, I,Ee (rd (wr(A1,E),1) = E), (4.1)

VA LLJEe(l #J=rd (wr(Al,E),J) =rd (A J)), (4.2)

Sejags a conjuncao de literais basicos

a=wr(wr(ai,rd (aj)),j,rd (a,i)) Ard (a,i) # rd (a,]).

A FasEe 1 gera o nivelament@ composto pelos seguintes literais basicos nivelados:

a = rd(ai) (4.3)
¢ = rd(aj) (4.4)
G = wr(ai,c) (4.5)
i = wr(cs,j,c) (4.6)
a = c (4.7)
a # G (4.8)

Na FAsE 2, as regras do calculo da superposicao sdo aplicadlgsia, provando ques é

A-insatisfativel:

¢ = rd (Cy,]j) Superposicaentre (4.1) e (4.6), com = {c3/A,j/I,c, /E}
¢ =rd(a]) Reescritadec; = rd (cy,j) por (4.7)
CI=0C Superposica@ntrec; = rd (a,j) e (4.4), conv = &
C #¢C Paramodulacaentrec; = ¢, e (4.8), conb = &
1 Reflexd@emc, # ¢

A abordagem de satisfatibilidade baseada no calculo damogiedo dlexive] uma
vez que, para obter um novo procedimento de decisao paraeoma basta adicionar 0s
literais a serem provados e a axiomatizacao desta teoriecoBtrapartida, o calculo da

superposicao possui limitacdes quando aplicado a aritend®ara suprir tais limitacdes,
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adota-se 0 esquema de combinacao de Nelson e Opged)(N4] que combina prova

de teoremas por saturacao e raciocinio aritmético.

Uma teoria é&olidamente infinitdem inglés stably infinitg se qualquer formula sa-
tisfativel livre de quantificadores é satisfativel em um elodle cardinalidade infinita.
Dadas duas teoriag e 7; solidamente infinitas, cujas assinaturas séo disjuntasy® s
respectivos procedimentos de satisfatibilidade, o esgudtombinacéo KO permite
resolver problemas de checagem de satisfatibilidade decamjancao? de literais basi-
cos pertencentes@ U 7;. Nele, os literais d@ sdopurificados ou seja, seus subtermos
sdo nomeados por novas constantes, originando uma cooji#ngéd, equisatisfativel
a ®, onded; contém apenas literais com simbolosZleparai = 1,2. Dizer quea; é

equisatisfatived o, significa dizer quey; € satisfativel se, e somentesgee satisfativel.

O esquema BtO consiste na troca de clausulas elementares entre os pneceds
de cada teoria, onde unstusula elementaé aquela cujos literais sao igualdades entre
constantes e estas ocorrem em literais purificados pertesca ambas as teorias. Por
exemplo, considera-se a teofiaobtida pela unido da aritmética linear sobre os racionais
LA(R) e da teoria dos vetore$ com seus respectivos procedimentos de decisdo. Dada a

conjuncao de literais purificados:

rd (b,i) =exAwr(ai,e;) = b A (4.9)

e +6& # 28 (4.10)

o literal (4.9) é enviado para o procedimento de decisdogpperposi¢cdo) dd, resul-

tando em:
rd (b,i) = e Superposica@ntre (4.1) enr (a,i,e;) = b, como = {a/A,i/l,e /E}
e =6 Reescritaderd (b,i) = e, porrd (b,i) = e,

e a clausula elementar derivada= e, é enviada junto com (4.10) para o proce-
dimento de decisdo deA(R) que resulta em insatisfatibilidade. Entad:@® retorna a

insatisfatibilidade da conjuncéo de (4.9) e (4.10).
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A abordagem de checagem de SMT pode ser estendida paragasnéo-decidiveis.
Para elas, considera-se o algoritmo da Figura 4.1 como uonitatlg de semi-decisao.
Outra extensdo da abordagem de checagem de SMT destindésmakas de primeira-
ordem quantificadas. Dado o conjunto dos axiomg9g ) da teoriaZ e uma formula
de primeira-ordem quantificada é necessario transformarem uma féormula béasica
¢p através da susbtituicdo de cada sub-formula quantificada p novos simbolos
proposicionais e adicionar suas definicdesa Ax, de modo quéxA ¢ € equisatisfativel a

AxA 6 A ¢. O algoritmo é dado na Figura 4.2, cujas funcdes séo:

fechamentoexistencial realiza fechamento existencial em todas as variaveisstivre

minimiza.escopo implementa, em sentido inverso, regras de transformac&omelas
na forma prenex para mover os quantificadores pra dentrordaif® 0 maximo

possivel;
elimina_existencial remove quantificadores existenciais através de skolefnzac

renomeiae_define remove quantificadores universais substituindo variayasstifica-

das por novos simbolos proposicionais e adiciona as notiagdes aos axiomas.

functi on TransformacaoBasica (¢ : formulaquantificadin
oo «— fechamentoexistenciale);
¢1 «— minimiza_.escop¢y );
@9 «— elimina_existencial¢, );
(¢3, A) «—— renomeiae_definé ¢, );
return (¢s,A);
end

Figura 4.2: Algoritmo de transformacéo de férmulas quanatifas em férmulas basicas

Por fim, a férmulag, e a teoria axiomatizadax U A resultantes sdo enviadas para o

algoritmo da Figura 4.1.
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4.2 haRVey: Provando e Depurando Especificacbes Ba-

seadas em Conjuntos

O artigo “Proving and debugging set-based specificatioB3] gpresenta uma técnica de
prova para especificacbes baseadas em conjuntos e € additagleagem do método B
para testa-la. A técnica divide-se em quatro fasesta@ucao de AMque séo traduzidas
para férmulas em linguagem de primeira-ordem com iguatdéijdegeracédo de obri-
gacdes de prova®bedecendo as regras do método B; {iiducdo das obrigacdes de
prova, que passam a ser representadas através da teoria dedaiwaltores com exten-
sionalidade; e (ivprova das obriga¢des de provande os quantificadores sdo eliminados

e as férmulas sé&o validadas (ou néo) pelo provador haRVey.

A sintaxe da linguagem de entrada do haRVey é semelhantéregdadgem LISP [38].
Trata-se de uma linguagem nao-tipada e que oferece os tegysimbolos de operadores:
not(negagéo)and(conjungéo)pr (disjungdo)— > (implicagdo),< — > (equivaléncia),
forall (quantificador universal) exists(quantificador existencial). Os arquivos de entrada
do haRVey séo divididos em duas partes: teerigue caracteriza o problema e define
suas propriedades; e hipétese a ser provadA Figura 4.3 apresenta um exemplo de

arquivo de entrada do haRVey.

(

(forall s1 s2 (<-> (equals sl s2)
(forall e (<-> (member e sl1) (member e s2)))))

)
(->
(equals s s)

)
Figura 4.3: Exemplo de arquivo de entrada haRVey.
Na fase de traducdo de AM, a AM é traduzida para um fragmenteata dos con-

juntos denominado SSET. Trata-se de uma teoria da l6gicardeipa-ordem tipada com

igualdade que considera elementasrfi ) e conjuntos de elementase( ). SSET contém
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o simbolo de constante (conjunto vazip do tiposet , 0 simbolo de funcdo unaria}{
(conjunto unitarig do tipoelem — set , 0s simbolos de funcdo binarian e\ (uniéo,
intersecace diferencg do tiposet x set — set e 0s simbolos de predicado binago
e C (pertinénciae subconjuntd dos tiposelem x set eset x set , respectivamente.
Além disso, h4 as variaveis do tipoe simbolos de igualdade, para cada < {elem,

set }. Por fim, SSET possui 0s seguintes axiomas adicionadogia @@igualdade:

1. Axioma do conjunto vazia VEe (- E € 9);

2. Axiomas do conjunto unitario: VEe (E € {E})eVE,Fe(e#F = ~E € {F});

3. Axioma da unido de conjuntos VE, S, S, e (E€c SSUS, < (E€ S VEE S));

4. Axioma da intersecao de conjuntosvE,S;,S,e(Ec SNS, < (E€ SAEE€S));
5. Axioma do diferenca de conjuntos VE, S|, S;e(E€ S \S, < (E€ SA—E€ S));
6. Axioma do subconjunta vVS;,S, e (S CS, < VEe (E€c S = E<€S));

7. Axioma da extensionalidadeVvs;,S; ¢ (S, =S, < VEe (E€c S < E€ S)),

ondek, F sdo variaveis do tipelem €S S;, S, sdo variaveis do tipset .

Na fase de geracéo de obrigacOes de provas, as obrigacOes/dse ga AMN tradu-
zidas em linguagem SSET séo geradas de acordo com as reguatsstielicées genera-

lizadas suportadas pelo método B (apresentadas no cajtulo

Na fase de traducao das obrigagcOes de prova, as obrigacpesvds em linguagem
SSET sao traduzidas para a teoria dos vetdfague considera os tipaglue ,index e
array . A contém os simbolos de fungéo (escritg erd (leitura) dos tiposarray x
index x value — array earray x index — value , respectivamente. Além disso,

A€ possui 0s seguintes axiomas adicionados a teoria da iglealda

1. Axioma da leitura-escrita em mesmos indice a leitura do indicd do vetorA

resulta no valoE escrito neste mesmo indice do vetor
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VA, I,Ee(rd (wr(A,I,E),l) = E);

2. Axioma da leitura-escrita em indices diferenteso resultado da leitura do indice

J do vetorA independe dos valores escritos em outros indices deste veto

VAL Ee (I £J=rd (wWr(A1,E),J) =rd (A J));

3. Axioma da extensionalidade se a leitura de cada um dos inditeke dois vetores

A eB resulta em um mesmo valor, entd@ B sdo vetores iguais.

VA Be (Vle(rd (Al)=rd (B,1)) = A=B),

Atraducéo da linguagem SSET para a linguag&baseia-se na utilizagao de fungéo ca-
racteristica para a representacado de conjuntos. Assima,coeunto pode ser convertido
em um vetor de booleanos cujo indices sdo os elementos dentorg o valor ETRUE

se tal elemento pertence ao conjunto, RAESE, caso contrario. 1sso ocorre através da

aplicacéo dos seguintes axiomas:

4. Axioma do valor verdade tt eff s&o valores distintos e representam os valores

verdadeiro e falso.

tt #£ ff;

5. Axioma do vetor vazia determina o mapeamento do simbolo de constargara

o simbolo de constantety do tipoarray .

Yle(rd (mty,l) =ff );

6. Axioma da unido de vetores determina o mapeamento do termo basico s,,
representado pelo simbolo de constanigara os vetore§ e s, correspondentes a

s; s, do tiposet , respectivamente.

Vie(rd (ul)=tt < (rd(§,1) =t vrd(S,1) =t ));
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7. Axioma da pertinéncia: determina a criacdo de simbolos de constastistipo

array .
Vie(rd (s,)=tt vrd(sl)=ff );

8. Axioma do subconjunta determina o mapeamento do termo basijcg s,, repre-
sentado pelo simbolo de predicagigara os vetore§ es, correspondentessa e

s, do tiposet , respectivamente.

qevie(d(§, ) =tt = rd(S,1)=tt),

Ostiposelem eset s&o mapeados pairalex earray , respectivamente, enquanto que
value € interpretado como o conjunto usual de valores verdademoEebasicos da forma
{ey,...,en} S@0 mapeados pava (..wr (mty, e, tt ) ..., e, tt ). Para os termos bésicos
da formas, < s, (ondes;,s, sao do tiposet e € uma das fung¢des binarias do tipo
set x set — set ), s; €s, sdo traduzidos pasa es; do tipoarray de maneira andloga
aquela do axioma 6. Para cada simbolo de constatudipoarray , deve-se gerar uma
insténcia do axioma 7. Os atomos basicos da fograss sdo mapeados pard(s, ) =

tt . E, por fim, os termos béasicos da forma= e, es; = s, séo traduzidos pa& = &, e

S| =%.

Para provar uma férmula da linguagem SSET, deve-se assumir o fato dedgée
satisfativel médulo SSET se e somente sesatisfativel médulo a teoria dos vetorss
Assim, na fase de prova das obrigacfes de prova, cada féenselachecada € negada e,
entéo, tenta-se provar que a nova formula é insatisfativeluho a teoria dos vetorest.

O processo de prova consiste em trés passos:

Passo 1. Eliminacdo de quantificadorestodas as varidveis quantificadas existencial-
mente sdo substituidas por novas constamtedsm seguida a férmula é transfor-
mada para a forma normal prenex e cada sub-formujaantificada mais exter-
namente é substituida por um novo simbolo proposicigeah férmulaq < + é

adicionada as axiomas d.
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Passo 2. Checagem de satisfatibilidadeo provador automético de teoremas haRVey é
acionado para checar a insatisfatibilidade da férmula. R/Bg é uma ferramenta
baseada na combinacao flexivel e eficiente de um provador de &dndo di-
agramas de decisdo binaria (BDDs) e um motor de satisfdadié baseado no
algoritmo de Davis e Putnam melhorado (DPLL) [29], com prdgdeoremas por
superposicao. Os atomos basicos da formula séo abstraidosimbolos proposi-
cionais e tém sua estrutura booleana correspondenteeafada por BDDs. A re-
presentacdo por BDDs gera a forma normal disjuntiva da flareo haRVey checa
a satisfatibilidade de cada disjungédo separadamente. j@wdeaRVey possui um
procedimento de decisdo para a checagem da satisfatil@ladkauma conjuncao de

literais basicos capaz de retornar subconjuntos menmassfativeis.

Passo 3. Provisdo de contra-exemplosuma vez que o haRVey encontrou uma sub-for-
mula insatisfativel, faz-se necessario construir um nwdalnegacdo da mesma,
para servir como contra-exemplo. Para isso utiliza-se rarfeenta CLPS [11].
Trata-se de um provador de restricdes para conjuntos kemadiente finitos com
atomos. Conjuntos hereditariamente finitgem inglés,Hereditarily Finite Setys
sao conjuntos finitos, cujos elementos séo finitos, os elEweons elementos séo
finitos e assim sucessivamente, incluindo a teoria SSETS@ Paseado na cons-
trucdo da teoria dos conjuntos. Sendo assim, deve-se tradfrmula de volta
para uma conjuncao de literais em SSET. E como o conjuntersaivde uma AM
€ instanciado por algum conjunto finito, entdo CLPS podermraoa solucdo que
se constitui na transicdo de uma instancia de AM que leve sstad@onde o inva-
riante é violado. Para estabelecer se tal estado é ou naaled pode-se utilizar

uma ferramenta de animacao ou um checador de modelo.

Para ilustrar o processo completo de prova, sera adotaderopbx da Figura 4.4 que
apresenta a especificac@oorreta da operacagetPronto de um escalonador na lin-
guagem B. A maquinascalonador  possui um conjunto de processos, denominado

PID. A variaveis de estados séo representados pelos conativtos, pronto , esperando .
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O invariante determina que tais conjuntos devem ser sulnctmy dePID, disjuntos dois

a dois e que sempre deve existir no maximo um processo atvmi®Nalizacdo, todos os
processos pertencem ao conjuagperando , Ou seja, eles estdo em estado de espera. A
operacaaetPronto  consiste em desbloquear um procgssgue estd em estado de es-
pera e colocé-lo no estado de pronto ou de ativo. O erro odexido ao fato da operagéo
nao retirampr da lista de processos em espera, violando o invariante.

MACHINE escalonador

SETS PID

VARIABLES ativo, pronto, esperando

INVARIANT pronto C PID A ativo C PID A esperando C PID

A pronto N esperando = @A pronto N ativo = O
A ativo N esperando = @A card(ativo) <1
INITIALISATION ativo, pronto := @, @ | esperando := PID
OPERATIONS
setPronto =
BEGIN
ANY pr WHERE pr € esperando
THEN /+ esperando := esperando - {pr} | */

IF ativo # o
THEN pronto := pronto U {pr}
ELSE ativo := {pr}
END
END
END
END

Figura 4.4: Especificacao incorreta de (parte de) um esaddwrem linguagem B.

Na fase de traducé&o da AM, os seguintes predicados sdo ggrada operacao e o

invariante:

Psetrontd@, p, €, &', p’, €):

Jor e (pr € e A (fa # o thenp =p U {pr} else a = {pr})),
Inv(a, p, e):

p Cpid ANe Cpid Aa C pd

ApNe=gApna=gAane=gA cardla) < 1,

ondep, e, a abreviam as varidvejgonto, esperando, ativo , respectivamente,
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p’, e, a denotam os valores de e, a apo0s a execucdo,md € uma constante

que representaiD.

Na fase de geracao de obrigacdes de prova, deve-se provanopaeacao preserva o

invariante, checando a validade da féormula:

Va,p,e,a’,p’.e’ e (Inv(a,p,e) A Psetrrontdd,p.e,a’,p’,e’)

= Inv(a’,p’,e"))

Essa obrigacéo de prova é traduzida para a teoria dos velimaste a fase de traducao
das obrigacBes de prova e gera a seguinte formula:
vaped,p,ee

Inv(a,p,e)

(G AL A AP_N_E&E mty Ap_N_a= mty A a_N_e= mty

A (A= mty V)

Psetrrontd@,0,8,a',p’,€)

AT pre(rd( &pr) = tt

~

Aif @ # mty then 6’ = wr( p,pr,tt) else a = wr(mty ,pr,tt)

Inv(@,p'.€)

= UAGAGAP_N_E =myAp_N_a =myAad_n_e = mty

A (é? = mty V qr))

onde as variaveis sdo renomeadas com 0 mesmo nome sobmegostombolo’, as pro-
posicdes sdo renomeadas para novas varigyeis conjuntos vazios sao representados
por mty e as conjuncgdes também sdo renomeadasxaray. Além disso, a relacdo
de pertinéncia é traduzida para a teoria dos vetores commparacao de leitura, onde

x € setequivale &d (SetX) =tt ex ¢ setcorresponde & (SetX) = ff . As operacdes
gue modificam um conjunto séo traduzidas em opera¢fes deaesade adicionar um
elementoc a um conjuntsetcorresponde ar (Setxtt ) e remover um elementode um

conjuntosetcorresponde &r (setx ff ).
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Na fase de prova das obrigacdes de prova, o haRVey indica ojoggacao de prova

nao é valida e retorna o seguinte conjunto de literais:

~

{00, G, 0o, @7, @ = mty, & =28p =p,a =iy, rd( &pr) = tt, 17 = mty, i

= mty, i1 = mty, i35 # mty},

cuja associacao entre literais originais da teoria dosucwo$ com os literais do haRVey

€ dada na Tabela 4.1, onde o literal destacado correspondeéao do invariante.

HARVEY | SSET HARVEY SSET

To a C pid P=p p=0p

h e C pid & =iz a’ = {pr}

O p C pid rd( §pr) = tt pr € e

s |a| =1 i17 = mty ane=g
(ol | @ | =1]||ig= mty pne=g
Ad=mty |a =g i1 = mty pnNa=g
g=2 e = e i35 £ mty a ﬂe’;«é@‘

Tabela 4.1: Associacdes entre literais do haRVey e atomteodia dos conjuntos.

No ultimo passo, o provador CLPS é acionado e, instancianinjunto universal

PID com o conjunto unitéridpl}, retorna a seguinte solucao:

e =¢e =a = {pl} e a=p=p = O

Através de uma ferramenta de animacdo ou um checador deanodeétata-se que
a solucdo encontrada identifica um estado alcancavel a gantistado inicial. Assim, o
usuario deve modificar a operacédo a fim impossibilitar a @&xsa desse estado, ou seja,
a existéncia de um procespopertencente aos conjuntatvo e esperandp simultanea-
mente. Para corrigir a operacao, basta descomentar a lelimaitdda por/ « e */ na

Figura 4.4.

Apesar da eficiéncia do haRVey na verificacdo de especifisdgdema nova versao

da ferramenta tem sido desenvolvida. O intuito dessa versaopliar a aplicabilidade
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do haRVey para um grupo maior de constru¢cdes da teoria dgsntos. Nela, adota-

se a teoria axiomatica dos conjuntos NBG para o processooda pas obrigacdes de
prova. Com isso, substitui-se a traducdo de AMN para SSEItmelucao de AMN para
NBG. Além disso, elimina-se a fase de traducdo das obrigad@@rova, resultando na
checagem de satisfatibilidade modulo teoria NBG. A teoda cbnjuntos NBG € uma

formulacéo alternativa da teoria ZFC e ambas sdo apressmadcapitulo 5.



Capitulo 5

Teorias Axiomaticas dos Conjuntos

O capitulo 4 apresentou uma alternativa de verificacdo fofonaecida pelo provador
haRVey. Trata-se de uma abordagem baseada na checagem qm&Mélteoria dos ve-
toresAS. Uma vez que essa teoria ndo permite expressar todas asigéestnecessarias
as especificacfes baseadas em conjuntos, como as espgeffiBagonvém estender a
checagem de SMT para teorias dos conjuntos a fim de aplicadaficacao das obriga-
cOes de prova do método B. Assim, duas teorias axiomatigasichs dos conjuntos sdo
apresentadas neste capitulo: a teoria dos conjuntos deloeRréienkel (ZFC) e a teoria
dos conjuntos de von Neumann-Bernays-Goédel (NBG), eqeiivala ZFC, mas com um

conjunto finito de axiomas.

5.1 Teoria dos Conjuntos ZFC

A primeira axiomatizacéo da teoria dos conjuntos amplaenaceita pelos matematicos
foi proposta por Ernest Zermelo em 1908 [46]. A teoria de Zdonflormula-se através
da adicéo do simbolo relacional binario de pertinéneiagdo célculo de predicados com
igualdade. Para Zermelo todos o0s objetos sdo conjuntogj@uws conjuntos sdo defini-
dos a partir de outros conjuntos. Assixng Y significa que o conjunt® é um elemento

do conjuntoy.
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Existem diversas formas de apresentacdo dos oito axiontasiiade Zermelo. Por
exemplo, caxioma do parmpode ser definido como “sée Y s&do conjuntos, entao existe
um conjunto que contém apenda® Y’ e o axioma do conjunto vazipode estar incluso
no axioma dos conjuntos elementa®@s pode n&o ser considerado um axioma. A for-
malizacdo adotada neste trabalho apresenta a teoria dostmde Zermelo através dos

seguintes axiomas:

1. Axioma da extensionalidade se todo elemento de um conjurkcé também um

elemento de e vice-versa, entag =Y.

VX, Ye(VZe(ZEX—ZEY)=X=Y)

2. Axioma do conjunto vazia existe um conjunto que ndo possui elementos.

IXeVYeY¢X

3. Axioma das partes para todo conjunt® existe um conjunt®(X), o conjunto das

partesde X, que contém todos os subconjuntosde

VXedYeVZe(ZC X—ZcEY)

4. Axioma da unido: para todo conjunt® existe um conjuntgj X, o conjunto unido

deX, que contém todos os elementos dos elementds de

VXe3YeVZe(IVe(ZEVAVEX) —ZEY)

5. Axioma do par: seX e Y sdo conjuntos, entdo existe um conjunto do qualY

sao elementos.

VX,YeIZe(XEZAY € Z)

6. Axioma do infinito: existe um conjuntX que contém o conjunto vazio como

elemento e, para cada um de seus elemenads contém o sucessor da forfé.
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IXe (T EXATYYe(YEX—{Y}eX)

7. Axioma da escolha para todo conjuntX existe uma fung¢éo binaria que torna
X bem ordenado. Ou sej&, é uma funcédo de ordem ekie todo subconjunto

nao-vazio deX tem exatamente um elemento na imagem da fufrcao

VXe(VYeo(YeX—Y=#g)— IF e (FbemordenaX)
ou seja

VXe (VYo (YEX—Y#£0)—IFeVYe(YEX—IZe(ZEYAF(Y)=2))

8. Axioma da especificacaqou Axioma da separacgosejay(Z) uma propriedade
definida para todos os elementos@& possui um subconjuni), contendo apenas

0s elementoZ de X para 0s quaig(Z) € verdadeiro.

VXe3YeVZe(ZEY —ZeXApZ)

O axioma da especificacdo da teoria de Zermelo utiliza umestineago de “defi-
nitividade” (em inglésdefinitenessde uma propriedade. Para cada conjunto, h4 uma
propriedade definida correspondente a ele e que caractensalementos. Mas nada se
pode afimar sobre o inverso, ou seja, ndo ha garantias de e @x conjunto corres-
pondente a cada propriedade definida para um conjunto. Bla@onar esse problema,
Abraham Fraenkel [20] e Thoralf Skolem [34] definiram formeahte o conceito de “pro-
priedade definida” como sendo qualquer propriedade que sdiermulada através da
l6gica de primeira-ordem com os predicados adicionais degacia ‘c” e de igualdade
“=". A partir dessa definicdo, Fraenkel e Skolem formularam ororaxioma, denomi-

nado axioma da substituigdo:

9. Axioma da substituicaa sejayp uma propriedade definida para alguns paxep
no dominioX. Se para toda existe um Unicg para o qualp € verdadeiro entéo

existe um conjuntd’ que contém todos gsassociados a algura



5. Teorias Axiomaticas dos Conjuntos 65

VXe(Vxe(xeX— dlyeyp(xy)) —IYeVye(ycY «— Ixe(Xxe XAp(XY))))

onde3'y significa que “existe um Unicg.

A substituicdo do axioma da especificacdo pelo axioma dadigubdo e a adicao do
axioma da regularidade resultaram na teoria dos conjust@®dmelo-Fraenkel (ZF). O
axioma da regularidade foi formulado por John Von Neumarj §fim de proibir a

existéncia de conjuntos tais corde= {X} ou um par de conjuntos = {Y} eY = {X}:

10. Axioma da regularidade (ou Axioma da fundac&o): todo conjunto ndo-vaxio

contém um elementq tal queX e x sdo conjuntos disjuntos.

VXe(X# @ — dxe(xe XAXNX=2))

O axioma da regularidade determina que um conjunto é criadetppas. Na etapa
0 tem-se um conjunto de atomos. A etapa 1 é a colecdo dos amuhas conjuntos
de &tomos da etapa 0. Por exemplox®ey sdo dois atomos, entdo a etapa 0 forma o
conjunto{x,y} e a etapa 1 forma o conjun{®,y, @, {x}, {y}, {x,y}}. O conjunto da etapa
2 é constituido pelos elementos da etapa 1 e por todos osntosjfiormados por estes
elementos. E assim sucessivamente. Dado um conjyrftrmado através de etapas,

tal quen > 0, a aplicacdo do axioma da escolha a este conjunto resul@atoX.

A existéncia de atomos na teoria ZF ndo levanta problemaseaais, ao contrario
do axioma da escolha que é polémico pelo seu carater natdivista. 1sso significa
que os resultados obtidos através da utilizacdo do axioreaatdha envolvem conjuntos
que ndo podem ser construidos explicitamente. Assim, guama teoria dos conjuntos
requer o axioma da escolha, costuma-se acrescentar a@&t(de Axiom ofChoice a
sua sigla correspondente. Por exemplo, a teoria dos cosjditapresentada nesta secéo

também é conhecida como teoria dos conjuntos ZFC.

Enquanto os axiomas 2 até 6 consistem em axiomas de exé&térexxioma 9, bem

como o axioma 8, corresponde a axioma esquem@ue deve ser instanciado por todas
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os predicados possiveis. Dessa forma, 0os axiomas de exiést#seguram a existéncia
de conjuntos iniciais sobre os quais aplicam-se axiomaseesgs de maneira a formar
novos conjuntos. Portanto, a teoria dos conjuntos ZFC nde per axiomatizada por um

conjunto finito de axiomas.

5.2 Teoria dos Conjuntos NBG

Proposta inicialmente por von Neumann em 1920, modificad®aol Bernays em 1937
e simplificada por Godel em 1940, a teoria dos conjuntos deNeummann-Bernays-
Godel (NBG) [30] consiste em uma formulacao alternativaedaia dos conjuntos ZFC.
A teoria dos conjuntos NBG apresenta os mesmos resultadoa g&C, mas com um

conjunto finito de axiomas.

A teoria dos conjuntos NBG caracteriza-se por ser uma teorna dois tipos basi-
cos: conjuntos e classes. O conjuntos representam coldedasgetos (que podem ser
conjuntos) e satisfazem os axiomas da teoria dos conjui@s Xs classes representam
colegbes de conjuntos. Todos 0s conjuntos sdo classesemasdas as classes sdo con-
juntos. Asclasses propriasao classes que ndo sao conjuntos e, portanto, ndo pertencem

a outras classes. A relacéo de pertinéncia entre conjurtlasses é definida por:
acs,

ondea denota um conjunto erepresenta um conjunto ou uma classe. Adotando-se a
convencao de que conjuntos séo representados por letrasauias e classes sao repre-
sentadas por letras mailsculas, a correspondéncia enftetas e classes que possuem

0s mesmos elementos é definida através da furRgao

Rp(A,a) =Vxe (xea— xeA),
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Ou seja, um conjunta representa uma clasgese todo elemento dea € também ele-
mento deA e vice versa. Portanto, as classes proprias ndo possuemnjumtocogue as

represente.

A teoria dos conjuntos NBG é composta por dez axiomas, seidoeferentes aos

conjuntos e quatro referentes as classes:

1. Axioma da extensionalidade se dois conjuntoa e b ttm 0os mesmo elementos,

entdo eles sao iguais.

VXe(Xca«— xebh) —a=Dh)

2. Axioma do par: para quaisquer dois conjuntase y existe um conjunto cujos

elementos sao, exatamente,y.

VX,yeJaea=XYy

3. Axioma da unido: para todo conjuntx existe um conjuntg Jx formado pelos

elementos dos elementosxde

VXeJaeVye(Jdze(zecyAyeX) — z€ a)

4. Axioma das partes paratodo conjunteexiste um conjunt®(x) que contém todos

0s subconjuntos de

VxeJaeVye(yC X« yea)

5. Axioma do infinito: existe um conjunta que contém o conjunto vazio como ele-

mento e, para cada um de seus elemey&ds contém o sucessor da forfa.

dxe (T exAVye(yex— {y} €X))

6. Axioma da regularidade: todo conjunto ndo-vazie contém um elementy tal

quex ey sdo conjuntos disjuntos.
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VXe(X# T — Jye(YyEXAYNX= D))

7. Axioma da Extensionalidade se duas classese B tém 0s mesmos elementos,

entdo elas sao iguais.

VXxe(xce A xeB)— A=B)

8. Axioma do Tamanha para toda classa existe um conjunt@, tal queRp(A, a),
se e somente se ndo existe uma bijecao énega classe universe formada por
todos os conjuntos. Ou seja, todas as classes que possuesma e dinalidade

da classe universo sao, de fato, classes e todas as outras classes sao conjuntos

VAeJae (Rp(Aja) — -~ JpepecArs ()

9. Axioma da Regularidade toda classe ndo-vazicontém um conjunta, tal que

A e asao conjuntos disjuntos.

VAe (A# o — Jae(ac ANaNA=2))

10. Axioma da Formacéo de Classegara toda féormula contendo classes livres de
guantificadores existe uma clagseontendo apenas 0s conjuntopara 0s quais

©(a) é verdadeiro.

VoedAeVae(ac A~ p(a))

O axioma da Formacéo de Classes € um axioma esquema que pexleaselido em um
conjunto finito de axiomas através de sua aplicacdo aos azidm existéncia (axiomas

de 2 até 5). Ou seja, esse axioma pode ser susbtituido por om@radinito de casos
particulares basicos, a partir dos quais é possivel denaotastios os outros [23]. A partir

de instanciacdes de no axioma da Formacéo de Classes € possivel obter os seguinte

axiomas:

e Axioma da classe vazias = JAeVae (ac A« a+ a)
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e Axioma da classe universdk= 3AevVae (ac A—a=a)

Axioma da intersecdo de class&snY = JAeVae (ac A ac XAnacy)

Axioma da unido de classesUuY = JAeVae(ac A—ac XVacy)

Axioma da diferenca de classes) Y = JAevVae (ac A~ ac XAagy)

Axioma da classe complemend= JAeVae (ac A a¢ X)

Axioma da classe das part@X = JAeVae (ac A< aC X)

Axioma do produto cartesian® x Y = JAeVa be ((a,b) cA—ac XAbeY)

Axioma daimagemianR= 3BeVbe (bc B~ Jae(ac AA(ab) e R)

A teoria dos conjuntos NBG também pode ser apresentada coradaoria com um
anico tipo, onde os conjuntos diferenciam-se das clase®gsatda definicdo “uma classe
€ um conjunto se ele € um elemento de outra classe”. Aliaa@doisso o fato de ser uma
axiomatizacao finita e de grande poder de prova, a adocaornmdes conjuntos NBG na
checagem de satisfatibilidade através do provador haRveg{se uma alternativa viavel,

eficiente e adequada a verificacdo de especificacfes formais.



Capitulo 6

Incorporando Teoria dos Conjuntos

NBG ao haRVey

Para estender a capacidade dedutiva do haRVey a teoriamjostus, € necessario haver
uma definicdo axiomatica da mesma. Tendo em vista que o haRpégmenta a aborda-

gem de checagem de SMT descrita no capitulo 4, a teoria addé@ ser representada
por uma axiomatizacao finita. Portanto, a teoria NBG aptassscomo uma opcao ade-

quada, uma vez que essa abordagem pode ser estendida gandeastEo-decidiveis.

Conforme dito na se¢do 5.2 do capitulo 5, 0 axioma da Formagadtiasses da te-
oria dos conjuntos NBG pode ser expandido em um conjunt® fdetaxiomas. Estes
representam 0s casos particulares basicos, resultandégdickcdo do axioma da Forma-
cdo de Classes aos axiomas de existéncia, a partir dos quessi&el demonstrar todos
os outros. A fim de aplicar a checagem de SMT as especificagd®&s e conjunto dos
axiomas basicos deve ser determinado com base nos operaispeniveis na lingua-
gem B. Ou seja, cada operador da linguagem B é considerado gora classe que €
definida através de um axioma. Como o método B reconhece ajpee@os e conjuntos
como tipos basicos, a teoria NBG é apresentada com um Up@miide todas as classes
sao conjuntos. Assim, os operadores sobre conjuntos séesespados pelos seguintes

axiomas de definicéo:
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¢ (Ax 1) Definicdo de negacédo de pertinéncia

Ve se(—(ecs)—e¢s)

e (Ax 2) Definicdo de conjunto unitério
Veeec {e}

Ve, e e (e € {&} —e =e)

¢ (Ax 3) Definicdo de conjunto complemento

Ve se((e€ universene¢ s) — ec?)

e (Ax 4) Definicado de conjunto das partes

Vs, 50 (s €Ps, — Vee(ees —ecsy))

e (Ax 5) Definicdo de conjunto vazio
Veeed¢ o

Po = {0}

e (Ax 6) Definicdo de subconjunto

Vs, 50 (51 C s« Vee(ecs —ecs))

e (Ax 7) Definicdo de negacéo de subconjunto

Vsl,s2e (sl ¢ 2« — (sl C s2))

e (Ax 8) Definicdo de subconjunto proprio

VS, S0 (51 CS < (S CHAS #9))

e (Ax 9) Definicdo de negacédo de subconjunto préprio

Vsl 2e (sl ¢ 2« (sl CS2— sl =82))

e (Ax 10) Definicao de uniao

Ves,se(ee(ssUg) «— (ees Veesy))

e (Ax 11) Definicao de intersecéo

Ves,se(ece(ssNg) «— (eessNees))
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e (Ax 12) Definicao de diferenca

Ves,se(ec(s\s) « (eecsneds))

¢ (Ax 13) Definicdo de par ordenado
Ve, e,cl,c2e((e,e)=(cl,c2) — (eg =cl Aey =C2))
Ve, e e (e, &) ={{e}}U{{a} U{e}}
e (Ax 14) Definicdo de projecéaol
Ve, e efirst(e;, &) =€
e (Ax 15) Definicdo de projecéo2
Ve, e eseconde ,e) = e

e (Ax 16) Definicdo de produto cartesiano

VS, S, 30 (S35€ES5 xS~ de, 0 (6 €A ESAS =(6,8))))

e (Ax 17) Definicdo de igualdade de conjuntos (axioma da extensuac)

Vsl,2e (sl =2« Vee (ecsl « ec 2))
e (Ax 18) Definicdo de desigualdade de conjuntos
Vsl,s2 e (Sl # 2 — — (sl =s2))
Ha ainda os axiomas que determinam a existéncia de certpstms
e (Ax 19) Axioma do conjunto universo
Juniversee V e e € € universe

e (Ax 20) Axioma do par

Vs, s;edseVee(ecs— (ecs Vees))

e (Ax 21) Axioma do conjunto das partes

Vs eds,es =Ps

e (Ax 22) Axioma do conjunto unido:

Vseeds e(ecsl— ds,e(ec NS €9))
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e (Ax 23) Axioma do infinito

Jse (T esA (Vee(ecs— {e} €9)))

e (Ax 24) Axioma da regularidade

Vse (s# @ — Jee(ecsA (eUs# @)))

Com a axiomatizacdo da teoria dos conjuntos NBG para o hakR¥prndindo sua ca-
pacidade dedutiva para esta teoria, a aplicacdo do mesmoaidsequer a traducao de
uma AM para a linguagem SSET, geracéo das obrigacdes de $&iva e posterior tra-
ducédo destas obrigacdes para a teoria dos vetores, expheaskecado 4.2 do capitulo 4.
Ao invés disso, pode-se aplicar a ferramenta Batcave tiegite sobre uma AM, a fim
de obter as obrigac¢ ges de prova em linguagem de entradRdeyhg acrescida de no-
vos simbolos de operadores, predicados e funcfes. Pormg@nyeadota-se os simbolos
de constantes, e s,, tal quen € N, para a representacédo de elementos e de conjuntos,
respectivamente. A Tabela 6.1 apresenta os novos simbsfamdveis no haRVey, onde
pode-se destacar os simbolos de furfgdbe secondque denotam func¢des “nao-puras”,
pois seus resultados sdo nameros inteiros. Embora nUnmtea®$ possam ser mode-
lados por conjuntos, ndo o fazemos para tirar proveito deggiimentos de decisdo para

fragmentos da aritmética inteira.

MATEMATICA | HARVEY MATEMATICA | HARVEY

S =9 (seteq sl s2) first(s) (first s)

S| #S) (nseteq sl s2) seconds) (second s)
ecs (in e s) Ps (power s)
e¢s (notin e s) P;s (powerl s)
55Cs (subseteq sl s2) S (compl s)
s1¢s (nsubseteq s1 s2) SUS) (cup sl s2)
S CS (subset s1 s2) SSNS (cap sl s2)
S¢S (nsubset sl s2) S\ S (setminus sl s2)
(e, ) (ord _pair el e2) I} emptyset

SI XS (cross sl s2) {e} (unitset e)

Tabela 6.1: Operadores em notacdo matematica e notacdeyaRV

Para a checagem de SMT, o haRVey executa duas heuristiasiateno artigo “Sa-

tisfiability solving for software verification” [18] para deicdo do espaco de busca do
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provador por superposi¢do. Com isso, apenas 0 numero masanmstancias basicas dos

axiomas é considerado. As duas heuristicas sao:

e Expansao de definicdalada uma formula de primeira-ordem, todas as ocorrén-
cias de aplicacdes de predicados®sdo substituidas por instancias das definicbes
destes predicados e estas definicdes séo retiradas dotoohguexiomas a ser con-

siderado;

e Reducdo de teorias extensas axiomatizacdo € estruturada em maodulos, deno-
minadosteorias de maneira hierarquica, onde cadaria define a semantica de
um conjunto de simbolos através de seus respectivos axiofaeclaracdo de
utilizacao de simbolos definidos em outras teorias ocoragéd da clausula de im-
portacao explicitaxtends . Assim, dada uma férmula de primeira-ordem, sao
computados os simbolos que ocorrem € apenas 0S seus respectivos axiomas
de definicdo sao considerados, ou seja, 0os axiomas dassteorraspondentes a

cada simbolo, bem como os axiomas das teorias estendidas.

Por exemplo: seja a teoriacomposta pelos 24 axiomas da teoria NBG para haRVey e
aformulag = e € {e} Us. A expanséo de definicdo substitui o predicddpu s pela
instancia de sua definicdo g@ix 10) resultando eny = e € {e} v e € s. Areducdo de
teorias extensas determina que apenas os axiomas resegetédinicdo do simbol }
devem ser considerados para a provadé’ortanto, visto que a definicdo dendo se
utiliza de outras defini¢cdes, apen@x 2) é considerado para o espaco de busca da prova

de ¢ no provador por superposicao.

Para tirar proveito da heuristica de reducao de teoriasyia tdBG para haRVey é es-
truturada em médulos. Cada operador corresponde a um méohitiendo seus axiomas
de definicdo. E os axiomas de existéncia sdo agrupados em dolawiiico que € esten-
dido por todos os outros. A axiomatizacdo completa em liggomahaRVey encontra-se

no Apéndice B.
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6.1 Resultados Obtidos

A fim de avaliar as vantagens obtidas através da implementizcdbordagem hierarquica
para a axiomatizagao, realizou-se um experimento conip@asitre a prova de proprie-
dades da teoria NBG para o haRVey utilizando a abordagerarbigca e a abordagem
monolitica. Para cada definicdo de operacao foram seletasmaopriedades estabeleci-
das por tal operacao, como, por exemplo, reflexividade (@dade 9), simetria (propri-
edade 10), e transitividade (propriedade 11), para o opedadigualdade. Enquanto que
na abordagem hierarquica os axiomas sao estruturados ealasédparados, na aborda-
gem monolitica todos os axiomas sédo agrupados em um Unicolop@apossibilitando

a aplicacéo da heuristica de reducao de teorias.

Os experimentos foram realizados em um Pentium IV 2.4GHiando Linux (Ubuntu
5.10) com 512MB de RAM e 40GB de espaco de disco. Os resultdutmos durante as
provas na versao 5.10 do haRVey (incorporando a versao Ok&nyam” - do provador
E [17]) podem ser vistos nas Tabelas 6.2 e 6.3, onde forandsyados os critérios de
tempode duracéo da prova, numero@dausulas#Cls (incluindo iniciais e geradas) uti-
lizadas para a prova e nUmeroBssostPs necessarios para gerar a clausula vazja (
umavez que a prova é feita por contradicdo. Nela, as pr@uesi, 16 e 22 destacam-se
devido ao fato de que séo trivialmente provadas somente amu da ldgica proposicio-
nal, sem haver necessidade de iniciar uma prova na légicardeipa-ordem e, portanto,

nenhuma clausula é utilizada e nenhum passo de prova é .criado

Os resultados obtidos demonstram que, com a axiomatizacéoda do conjuntos
NBG orientada aos operadores de conjuntos da linguagemdR\éely é capaz de validar
teoremas (que definem propriedades) indispensaveis a nadasies operadores. Além
disso, a axiomatizacdo em ambas as abordagens, hierdequmaolitica, sdo capazes de
provar os mesmos teoremas. De maneira geral, a ado¢éo dagbor hierarquica reduz
consideravelmente o tempo de prova e, principalmente, @raide clausulas envolvidas

na prova.
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Tabela 6.2: Propriedades Provadas.

REF | PROPRIEDADE PRrR. MONOLITICA PR. HIERARQUICA
Tempo | #ClIs | #Ps | Tempo | #Cls | #Ps
0 Ve se({e} ePs—ecs) 0.280s | 118 | 17 | 0.235s| 65 23
1 Vel,e2e ({el} = {e2} — el =€2) 0.256s | 109 | 17 | 0.219s| 20 11
2 Vee & # {e} 0.263s| 91 14 | 0.175s| 26 11
3 Vee{e} # & 0.258s | 92 14 | 0.165s| 26 11
4 Ve se(scP{e} — (s={e} Vvs= 0)) 0.365s | 78 11 | 0.269s| 41 11
5 VsescPs 0.252s | 93 11 | 0.132s| 25 11
6 | Vsl,s2e (Psl € P(PS2) < sl € Ps2) 0.409s | 141 | 17 | 0.261s| 91 | 19
7 Vsl,s2,53 e ((sl € Ps2As2 € Ps3) — sl € Ps3) 0.252s | 103 | 16 | 0.166s| 58 16
8 Vesl,s2e((e€slAsl € P2) —» e€ s2) 0.271s| 118 | 17 | 0.158s| 52 18
9 Vses=s 0.268s| 100 | 17 | 0.068s| - -
10 Vsl,s2e (sl =2 — s2=s5l) 0.274s | 109 17 | 0.207s| 13 10
11 | Vsl,s2,53e ((SL=S2AS2 =S3) — SL = 3) 0.274s| 109 | 17 | 0.226s| 23 | 14
12 | Vsl,s2e (sl = S2 — (Sl € Ps2) A2 € Psl) 0.476s| 103 | 17 | 0.421s| 47 | 16
13 | Vsl,s2,se(sl=s2« (Vrle(rlesl —»rles2)A
Vr2e(r2es2—r2esl)) 0.637s| 101 | 15 | 0.313s| 18 12
14 Vse & e Ps 0.241s| 76 10 | 0.152s| 22 10
15 Vse(s=@VJeeecs) 0.242s | 74 10 | 0.225s 7 6
16 | VsesCs 0.265s | 100 | 17 | 0.069s| - -
17 | Vse@ Cs 0.241s| 69 9 0.160s | 26 6
18 | Vsl,s2,53e ((SLC S2AS2 C S3) — sL C 3) 0.271s| 109 | 17 | 0.145s| 21 | 15
19 | Vsl,2e (sl € P12 < (Sl € PS2A sl £ 9)) 0.671s | 110 | 17 | 0.467s| 65 | 17
20 Pho=90 0.268s | 115 17 | 0.173s| 50 17
21 | VeePi{e} = {{e}} 0.254s | 109 | 17 | 0.170s| 55 | 17
22 | Vses¢Z s 0.273s| 113 | 17 | 0.074s - -
23 | Vse (@ C s S# Q) 0.479s | 73 9 0.337s| 44 8
24 | Vses=sUs 0.266s | 109 | 17 | 0.221s| 20 9
25 | VsesUs=s 0.267s | 109 | 17 | 0.216s| 22 8
26 | Vsl,s2e(s2Csl —slUs2=sl) 0.267s| 109 | 17 | 0.255s| 90 13
27 | Vsl,2e(s2Csl —slUS2=sl) 0.267s| 109 | 17 | 0.255s| 90 13
28 | VsesU@=s 0.264s | 109 | 17 | 0.254s| 90 13
29 | VsegUs=s 0.263s| 109 | 17 | 0.255s| 90 13
30 | Vsl,s2eslUs2=s2Usl 0.265s | 109 | 17 | 0.222s| 36 16
31 | Vsl,s2,53e(sSlUS2) U3 =slU (s2US3) 0.264s | 109 | 17 | 0.230s| 48 25
32 | Vsl,s2,53e ((SLUS2) € PS3 — (Sl € PS3AS2 € PS3)) 0.499s | 110 | 17 | 0.324s| 47 | 16
33 | Vs],RRe(slUS2=2 «— (Sl = A2 =0)) 0.265s | 109 | 17 | 0.160s| 37 17
34 | Vs],2e (@ =5S1US2 «— (sl = IAS2 = 0)) 0.265s | 109 | 17 | 0.158s| 37 17
35 | Vsl,s2,s3eslU(s2Us3) =s2U (sl US3) 0.266s | 109 | 17 | 0.229s| 48 25
36 | Vsl,s2,53e((sl € P2V sl € Ps3) — sl € P(slUSs3)) 0.353s| 111 | 16 | 0.185s| 74 16
37 | Vel,e2e (el £e2 — Vse(e2€ ({el} Us) — e2 €9)) 0.261s| 103 | 18 | 0.199s| 21 14
38 | Vsl,2e (sl Cs2— (slNs2) =sl) 0.265s | 109 | 17 | 0.248s| 34 8
39 | Vsl,2e(2C sl — (slNs2) =s2) 0.265s | 109 | 17 | 0.249s| 32 8
40 | VsegNs=g 0.266s | 109 | 21 | 0.156s| 37 17
41 VsesN@ =9 0.260s | 101 14 | 0.176s| 37 17
42 | Vese((eecs—{efns={e})A(e¢s— {efns=0)) | 0.359s| 73 12 | 0.236s| 33 12
43 | Ve se((eecs—sn{e}={e})A(ees—sn{e} =0)) | 0.358s| 73 12 | 0.238s| 33 12
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Tabela 6.3: Propriedades Provadas (continuacgao).

REF | PROPRIEDADE PR. MONOLITICA PR. HIERARQUICA
Tempo | #Cls | #Ps | Tempo | #Cls | #Ps
44 | Vsl,s2eslN (sl Us2) =sl 0.268s| 109 | 17 | 0.230s| 27 8
45 | Vsl,2e(slUs2)Nsl) =sl 0.268s| 109 | 17 | 0.228s| 26 8
46 | Vses=sNs 0.268s| 109 | 17 | 0.217s| 22 9
47 | VsesnNs=s 0.264s| 109 | 17 | 0.217s| 20 8
48 | Vsl,s2eslNs2=s2Nsl 0.266s | 109 17 | 0.227s| 27 17
49 | Vsl,s2,83e(sINs2)Ns3=s1N(2Ns3) 0.263s| 109 | 17 | 0.234s| 44 27
50 | Vsl,s2,53e((s1 Cs3Vs2Cs3)— (slns2) Cs3) 0.266s| 109 | 17 | 0.223s| 28 13
51 | Vsl,s2,83(sl € P(2Ns3) — (sl € P2 A sl € Ps3)) 0.348s| 111 | 16 | 0.314s| 64 | 15
52 | Vsl,82,s3e(slN(s2Ns3) =s2N (sl Ns3)) 0.267s| 109 | 17 | 0.241s| 44 27
53 | Vsl,s2,S3 e ((Ps] € PS3V PS2 € Ps3) — (SI N S2) € S3) 0.302s | 145 | 17 | 0.206s| 88 | 15
54 | Vesl,s2e(ec 2 — (({efusl)ns2 = {e} U(slNs2)) 0.269s| 109 | 17 | 0.252s| 56 29
55 | Ve sl,s2e (e¢ s2 — (({e}Usl)Ns2 =s1lNs2)) 0.269s| 109 | 19 | 0.252s| 56 30
56 | Vses\s=g 0.267s| 109 | 17 | 0.158s| 37 17
57 | Vsl,s2,53e(s1\s2)\s3 =51\ (2Us3) 0.267s| 109 | 17 | 0.258s| 73 32
58 | Vsl,s2,53e ((SL\S2) C 3« SLC (2US3)) 0.265s | 109 | 17 | 0.236s| 41 | 22
59 | Vsl,s2e (sl € P2 — (sl \ s2) = @) 0.258s| 109 | 17 | 0.159s| 46 17
60 | Vsea\s=0 0.263s| 101 14 | 0.155s| 37 17
61 | Vses\@=s 0.263s| 109 | 17 | 0.156s| 37 17
62 | Vese((ecs— {e}\s=2)A(egs— {e})) 0.357s| 73 12 | 0.234s| 33 12
63 | Vsl,s2,53 e (Psl € PS3 — (sl \ s2) € s3) 0.261s| 127 | 17 | 0.201s| 87 34
64 | Vesl,s2e(ecs2 — ({efuUsl)\s2=sl)\s2) 0.270s| 109 | 17 | 0.255s| 73 31
65 | Vesl,s2e(e¢ s2 — ({efuUsl)\s2={e}U(sl)\s2)) 0.270s| 109 | 19 | 0.261s| 75 32
66 | Vel,e2,sl,52e((el,e2) €sl xs2«— (el eslAe2€s2)) | 0.267s| 109 | 17 | 0.458s| 38 17
67 | Vse g xs=0 0.268s | 113 17 | 0.183s| 43 17
68 | Vsesx o =0 0.266s | 113 | 17 | 0.180s| 43 17
69 | Vsl,2e (Sl xR = — (Sl = V2=0)) 0.508s| 109 | 21 | 0.186s| 46 17
70 | Vsl,s2,s3e(slU(s2Ns3) = (slUs2)N (sl Us3)) 0.267s| 109 | 17 | 0.248s| 58 25
71 | Vsl,s2,s3e((s1Ns2)Us3 = (slUs3)N (s2Us3)) 0.269s| 109 | 17 | 0.241s| 58 35
72 | Vsl,82,53e (sl N(s2Us3) = (sl Ns2)U (sl Ns3)) 0.268s | 109 | 17 | 0.246s| 57 34
73 | Vsl,82,53e((slUs2)Ns3 = (slNs3)U(s2Ns3)) 0.270s | 109 | 17 | 0.248s| 57 34
74 | Vsl,s2,53esl)\ (s2Us3) =(sl\s2)N(sl\s3) 0.268s| 109 | 17 | 0.266s| 89 39
75 | Vsl,s2,s3e(s1Us2)\s3=(sl\s3)U(s2)\s3) 0.268s| 109 | 17 | 0.258s| 82 36
76 | Vsl,s2,53esl\ (s2Ns3) =(sl\s2)U(sl)s3) 0.270s| 109 | 17 | 0.273s| 89 39
77 | Vsl,s2,53e (SLNS2)\S3 = (SL\S3) N (2 \ 3) 0.272s| 109 | 17 | 0.266s| 84 | 37
78 | Vsl,s2,53esl\ (s2\s3) = (sl\s2)U(slNs3) 0.269s| 109 | 17 | 0.268s| 88 39
79 | Vsl,s2,53e(2Cs3 — (slnNs2CslNs3)) 0.266s| 109 | 17 | 0.166s| 82 23
80 | Vsl,s2,3e(s2Cs3 — (slUs2CslUs3)) 0.274s| 109 | 17 | 0.149s| 37 21
81 | Vsl,s2,53e(s2Cs3 — (s2\sl Cs3\sl)) 0.267s| 109 | 17 | 0.288s| 259 | 41
82 | Vsl,s2,53e(s2Cs3 — (s1\s3Csl)\s2)) 0.266s| 109 | 17 | 0.236s| 205 | 26
83 | Vsl,s2esl C (slUS2) 0.263s| 109 | 17 | 0.147s| 25 9
84 | Vsl,s2e(slNs2) Csl 0.271s| 109 | 17 | 0.142s| 25 8
85 | Vsl,s2esl € P(slUs2) 0.266s | 110 | 17 | 0.142s| 35 16




Capitulo 7

Consideracoes Finais

Este trabalho apresentou um projeto para a expansao deesintka capacidade dedutiva
do provador de teoremas haRVey aplicado a verificacao deispedes B. Ao provador,
foram adicionados axiomas definidos pela teoria dos carmguNBG, acrescentando-s
novos simbolos e facilitando a prova de propriedades dest@f ou seja, adequando
0 haRVey ao método B, uma vez que a teoria dos conjuntos tionstia das bases
de B. Neste contexto, foram apresentadas neste trabalhprinagpais caracteristicas
do método B; um resumo das principais abordagens de veéficagmal aplicaveis a
este método e implementadas por ferramentas de prova; dagleon de checagem de
SMT implementada pelo haRVey; e a teoria dos conjuntos NB@ndrria da teoria dos

conjuntos ZFC.

A abordagem de checagem de SMT implementada pelo haRVegrrequa teoria
finita, pois adotando-se uma teoria inifita, como por exenapteoria ZFC, o haRVey
aplicaria as regras do célculo de superposicdo a um conjufititto, aumentando a pro-
babilidade do processo de prova nao terminar. Assim, aatelm$ conjuntos NBG foi
escolhida por tratar-se de uma axiomatizacao finita, pititsidio adota-la na checagem
de SMT do haRVey. Com isso, pode-se considerar, entdo, éjhdssle de utilizar o
haRVey para a verificacdo das obrigacdes de prova origirdelasordo com o método

B. Tais obrigacdes de prova podem ser diretamente geradisgeragem de entrada do
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haRVey através da ferramenta Batcave.

A teoria dos conjuntos NBG foi definida no haRVey com um unipo,tonde todas
as classes sdo conjuntos, uma vez que a notacédo B so recamtie#os e conjuntos de
inteiros. Além disso, o axioma de Formacéo de Classes fatisuinlo por dezoito novos
axiomas. Cada operador da linguagem B foi considerado canzodlasse definida por
um axioma. Todos os axiomas foram estruturados adotands-a@ordagens hierarquica
e monolitica. Com a realizacdo de experimentos considenarapriedades béasicas dos
operadores de conjuntos, observou-se que a axiomatiz&8@e@Napaz de prova-las com
eficiéncia, principalmente quando esta axiomatizacdo aidafde maneira hierarquica,

0 que leva a reducédo, de maneira geral, do espaco de buscaragmde prova.

A reformulacéo da teoria dos conjuntos NBG guiou-se pelesagjores presentes nas
obrigac@es de prova geradas pelas regras do célculo dagwsgbss, que fundamenta o
método B. Além dos operadores de conjuntos apresentadcsbeta .1 do capitulo 6,
h& ainda os operadores de relacdo, os operadores de fung@peradores de conjuntos
“F” (subconjuntos finitgs “F,” (subconjuntos finitos e ndo-vazjpsJ” (unido gene-
ralizada), “(” (intersecdo generalizada “| - |" (cardinalidadg que ainda néo foram
axiomatizados. Isso ocorre devido a dificuldade em reptédes através de instancia-
cOes adequadas do axioma de Formacao de Classes, sendei@dtsparte dos trabalhos

futuros.

Ainda como trabalhos futuros, tem-se a integracdo autcmaétitre o Batcave e o
haRVey. Atualmente, o gerador de obrigacdes de prova d@aBatecapaz de gerar obri-
gacOes, em linguagem genérica definida pelo projeto, pasaquantidade significativa
(em torno de 80%) das construcdes de substituicdes do mBtddma vez terminada a
axiomatizacéo dos operadores da notacao B para o haRVeyaaimtaxe da linguagem
de entrada do haRVey podera ser adotada pelo Batcave pag@geatas obrigacdes de
prova nesta linguagem e, posterior verificagdo automateeueada pelo haRVey. Assim,
a integracao Batcave-haRVey resultard em um sistemafgratde arquitetura aberta que

fornece suporte a todas as fases do processo de desenvutvidesoftwareproporcio-
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nado pelo método B.

Devido ao fato da teoria dos conjuntos NBG ser ndo-decidéu aplicacdo a che-
cagem SMT no haRVey ndo apresenta resultados formais ddéildbdade. No entanto,
com base nos resultados satisfatorios obtidos duranteva geopropriedades da teoria
dos conjuntos, a incorporacao da teoria dos conjuntos NBi@aRYey apresenta-se com
uma alternativa eficiente para a verificagcdo de especifissl@0€onsiderando-se que 0
haRVey prové um mecanismo de definicdo axiomatica da sera&dis diversas cons-
trugcOes utilizadas nas especificacdes, a expansao do toa@mperadores suportados
pelo haRVey é facilmente obtida, diferentemente das oatibasdagens de verificagdo

existentes.



Apéndice A

Especificacoes e ObrigacOes de Prova

A.1 Especificacao e Obrigacdes de Prova da Maquina

A especificacdo completa da maquieitao € dada por:

MACHINE leilao (OBJETOS)
CONSTRAINTS card(OBJETOS) € N;
CONSTANTS lance_min
PROPERTIES lance _min ¢ N;
SETS RESP = {aberto, fechado, inexistente}
VARIABLES sessao, leiloados
INVARIANT sessao € OBJETOS+« Nj A leiloados C dom(sessao)
ASSERTIONS leiloados C OBJETOS
INITIALISATION sessao, leiloados := g, O
OPERATIONS
iniciar(obj) =
PRE obj € OBJETOS\ dom(sessao)
THEN sessao := sessao U {obj ~— lance _min}

END;
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propor(lance, obj) =
PRE lance € NjA obj € dom(sessao) \ leiloados
lance > max(sessao[{obj}])

THEN sessao := sessao U {obj ~— lance}

END;

encerrar(obj) =
PRE obj € dom(sessao) \ leiloados
THEN leiloados := leiloados U {obj}
END;

resp, m «— consultar(obj) =
PRE obj € dom(sessao)
THEN m := max(sessao[{obj}]) I
IF obj ¢ leiloados
THEN resp := aberto
ELSE resp := fechado
END
END

END

As obrigac¢fes de prova da maquledgao  sado definidas a seguir:

Inicializacao:

REST.TOTAL = [SUBS]INV

=

A

TIPO_PARAMA TIPO_CONJ A REST_PARAMA REST_CONST

= [INIT]INV
<~

OBJETOSe Pi(Z)A lance _min € N;
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A RESP € Pi(Z)N RESP = {aberto, fechado, inexistente}

A aberto # fechado A aberto # inexistente

A fechado +# inexistente A card(OBJETOS) € N;

= [sessao, leiloados := g, o] sessa0 € OBJETOS+« N;

A leiloados C dom(sessao)

=

OBJETOSe P,(Z)

= @ € OBJETOS«+~ N; A @ C OBJETOS

Assercao:

REST.TOTAL A INV = ASSERT
=
TIPO_PARAMA TIPO_CONJ A REST_PARAMA REST.CONSTA
INV = ASSERT
&
OBJETOSe Pi(Z)A lance _min € N;
A RESP € Pi(Z)N RESP = {aberto, fechado, inexistente}
A aberto # fechado A aberto # inexistente
A fechado +# inexistente A card(OBJETOS) € N;
A sessa0 € OBJETOS«+ Nj A leiloados C dom(sessao)

= leiloados C OBJETOS

Operacéoi ni ci ar:

REST.TOTAL A INV A ASSERTA PRE = [SUBS]INV

=
TIPO_PARAMA TIPO_CONJ A REST_PARAMA REST.CONSTA
INV A ASSERT A PRE = [SUBS]INV

=

OBJETOSE€e Py(Z) A lance _min € Ny
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A RESP € Pi(Z)N RESP = {aberto, fechado, inexistente}

A aberto # fechado A aberto # inexistente

A fechado +# inexistente A card(OBJETOS) € N;

A sessa0 € OBJETOS«+ Nj A leiloados C dom(sessao)

A leiloados C OBJETOS

A obj € OBJETOS\ dom(sessao)

= [sessao = sessao U {obj +— lance _min}]

sessa0 € OBJETOS«+ Nj A leiloados C dom(sessao)

=

lance _min € N; A obj € OBJETOS\ dom(sessao)

A sessa0 € OBJETOS+«+ Ny

= sessao U {obj +— lance _min} € OBJETOS+ N;
Operacéopr opor :

REST.TOTAL A INV A ASSERTA PRE = [SUBS]INV
=
TIPO_PARAMA TIPO_CONJ A REST_PARAMA REST.CONSTA
INV A ASSERT A PRE = [SUBS]INV
=
OBJETOSe Pi(Z)A lance _min € N;
A RESP € P1(Z)AN RESP = {aberto, fechado, inexistente}
A aberto # fechado A aberto # inexistente
A fechado +# inexistente A card(OBJETOS) € N;
A sessa0 € OBJETOS«+ Nj A leiloados C dom(sessao)
A leiloados C OBJETOS
A lance € N1 A obj € dom(sessao) \ leiloados
A lance > max(sessao[{obj}]
= [sessao := sessao U {obj +— lance}]

sessa0 € OBJETOS«+ Nj A leiloados C dom(sessao)
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sessa0 € OBJETOS+ N;
A lance € N1 A obj € dom(sessao) |\ leiloados

= sessao0 U {obj +— lance} € OBJETOS« N;

Operagdoencerrar:

REST.TOTAL A INV A ASSERTA PRE = [SUBS]INV
&

TIPO_PARAMA TIPO_CONJ A REST_PARAMA REST.CONSTA

INV A ASSERT A PRE = [SUBS]INV
&

OBJETOSe Py(Z) A lance _min € Ny

A RESP € Py(Z)AN RESP = {aberto, fechado, inexistente}

A aberto # fechado A aberto # inexistente

A fechado +# inexistente A card(OBJETOS) € N;

A sessa0 € OBJETOS+«+ Nj A leiloados C dom(sessao)

A leiloados C OBJETOS

A obj € dom(sessao) \ leiloados

= [leiloados := leiloados U {obj}]

sessa0 € OBJETOS«+ Nj A leiloados C dom(sessao)

&

sessa0 € OBJETOS<« Nj A leiloados C OBJETOS

A obj € dom(sessao) \ leiloados

= leiloados U {obj} C dom(sessao)

Operagaoconsul tar:

REST.TOTAL A INV A ASSERTA PRE = [SUBS]INV

=
TIPO_PARAMA TIPO_CONJ A REST_PARAMA REST.CONSTA
INV A ASSERTA PRE = [SUBS]INV
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=
OBJETOSe Pi(Z)A lance _min € N;
A RESP € P1(Z)AN RESP = {aberto, fechado, inexistente}
A aberto # fechado A aberto # inexistente
A fechado +# inexistente A card(OBJETOS) € N;
A sessa0 € OBJETOS+«+ Nj A leiloados C dom(sessao)
A leiloados C OBJETOS
A obj € dom(sessao)
= [m := max(sessao[{obj}]) I
IF obj ¢ leiloados THEN resp := aberto
ELSE resp := fechado END]
sessa0 € OBJETOS«+ Nj A leiloados C dom(sessao)
&
sessa0 € OBJETOS«+ N; A leiloados C dom(sessao)
A obj € dom(sessao)
= (obj ¢ leiloados = sessao0 € OBJETOS+« Nj)

A (obj € leiloados = sessa0 € OBJETOS« Nj)

A.2 Especificacao e Obrigacdes de Prova do Refinamento
A sequir, tem-se o refinamento da maquiio

REFINEMENT leilao _ref (OBJETOS)

REFINES leilao

VARIABLES rsessao, rleiloados

INVARIANT rsessao € OBJETOS-+ Nj A dom(rsessao) = dom(sessao) A
VX e (X € dom(rsessao) = rsessao(X) = max(sessao[{x}])) A
rleiloados = leiloados

INITIALISATION rsessao, rleiloados := g, O

OPERATIONS
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iniciar(obj) =
PRE obj € OBJETOS\ dom(rsessao)

THEN rsessao := rsessao @ {obj
END;

— lance _min}

propor(lance, obj) =
PRE lance € NjA obj € dom(rsessao) \ rleiloados
lance > rsessao(obj)

THEN rsessao := rsessao ¢ {obj

— lance}
END;
encerrar(obj) =
PRE obj € dom(rsessao) \ rleiloados
THEN rleiloados := rleiloados U {obj}

END,;

1P

resp, m «— consultar(obj)
PRE obj € dom(rsessao)
THEN m := rsessao(obj);
IF obj ¢ rleiloados
THEN resp := aberto

ELSE resp := fechado
END
END

END

As obrigac0es de prova associadas ao refinamento sao:

Inicializacao:

CuA Dur = [SUBSR] - [SUBSg_1] — INVR

A
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Cu A TIPO_PARAMRA TIPO_CONJirA REST.CONSTIR
= [SUBSR] = [SUBSg_1] = INVR
=
OBJETOSe Pi(Z)A lance _min € N;
A RESP € P1(Z)AN RESP = {aberto, fechado, inexistente}
A aberto # fechado A aberto # inexistente
A fechado +# inexistente A card(OBJETOS) € N;
= [rsessao, rleiloados := &, 9] -[sessao, leiloados := o,
- (rsessa0 € OBJETOS-+ Nj A dom(rsessao) = dom(sessao)
A VX e (X € dom(rsessao)
= rsessao(x) = max(sessao[{x}]))
A rleiloados = leiloados)
&
@ € OBJETOS—+— N; A dom(@) = dom( @)

AVX o (x € dom(@) = @(x) = max( S[{x}])

Operacgéoi ni ci ar:

CuA DurA INVyrA PREuR_1 = PRERA [SUBSH] = [SUBSg_1] = INVR
=

Cu A TIPO_PARAMRA TIPO_CONJirA REST-CONSTRA INVMrA PRByr-1

= PRERA [SUBSR] - [SUBSg_1] - INVR
=

OBJETOSe Py (Z)A lance _min € N;

A RESP € P1(Z)AN RESP = {aberto, fechado, inexistente}

A aberto # fechado A aberto # inexistente

A fechado +# inexistente A card(OBJETOS) € N;

A sessa0 € OBJETOS«+ Nj A leiloados C dom(sessao)

A rsessao0 € OBJETOS—+ N; A dom(rsessao) = dom(sessao)

AVX e (X € dom(rsessao) = rsessao(X) = max(sessao[{x}]))
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A rleiloados = leiloados A obj € OBJETOS\ dom(sessao)
= obj] € OBJETOS\ dom(rsessao)
A [rsessao := rsessao @ {obj +— lance _min}]
— [sessao := sessao U obj ~— lance _min]
- (rsessao0 € OBJETOS-+ N; A dom(rsessao) = dom(sessao)
A VX e (X € dom(rsessao)
= rsessao(x) = max(sessao[{x}]))

A rleiloados = leiloados)

lance _min € N;
A sessa0 € OBJETOS«+ N;
A rsessao0 € OBJETOS—+ N; A dom(rsessao) = dom(sessao)
AVX e (X € dom(rsessao) = rsessao(x) = max(sessao[{x}]))
A obj € OBJETOS\ dom(sessao)
= obj] € OBJETOS\ dom(rsessao)

A rsessao0 @ {obj +— lance _min} <€ OBJETOS-+ N;

A dom(rsessao @ {obj +— lance _min})

= dom(sessao U obj +— lance _min)
AVX e (X € dom(rsessao @ {obj +— lance _min})
= (rsessao0 @ {obj ~— lance _min})(x)

= max((sessao U {obj — lance _min})[{x}]))

Operagaopr opor :

Cu A DurA INVyrA PRBur-1 = PRERA [SUBSR] = [SUBSgr_i] = INVR
&
Cu A TIPO_PARAMRA TIPO_CONyirA REST.CONSTrA INVyrA PRBur-1
= PRERA [SUBSR] = [SUBSR_1] = INVR
&
OBJETOSE€e Py(Z) A lance _min € Ny

A RESP € P1(Z)AN RESP = {aberto, fechado, inexistente}
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A aberto # fechado A aberto # inexistente
A fechado +# inexistente A card(OBJETOS) € N;
A sessa0 € OBJETOS+«+ Nj A leiloados C dom(sessao)
A rsessao0 € OBJETOS—+ N; A dom(rsessao) = dom(sessao)
AVX e (X € dom(rsessao) = rsessao(x) = max(sessao[{x}]))
A rleiloados = leiloados A lance eN;
A obj € dom(sessao) \ leiloados A lance > max(sessao[{obj}]
A obj € dom(rsessao) \ rleiloados A lance > rsessao(obj)
= lance € Nj A ob] € dom(rsessao) \ rleiloados
A lance > rsessao(obj)
A [rsessao := rsessao @ {obj +— lance}]
— [sessao := sessao U {obj +— lance}]
- (rsessa0 € OBJETOS—+ N; A dom(rsessao) = dom(sessao)
A VX e (X € dom(rsessao)
= rsessao(x) = max(sessao[{x}]))
A rleiloados = leiloados)
=
sessa0 € OBJETOS+ N;
A rsessao0 € OBJETOS—+ N; A dom(rsessao) = dom(sessao)
AVX e (X € dom(rsessao) = rsessao(X) = max(sessao[{x}]))
A rleiloados = leiloados A obj € dom(sessao) \ leiloados
A lance > max(sessao[{obj}] A obj € dom(rsessao) \ rleiloados
= rsessao0 @ {obj ~— lance} € OBJETOS-+ N;
A dom(rsessao @ {obj + lance})
= dom(sessao U {obj ~— lance})
AVX e (X € dom(rsessao @ {obj +— lance})
= (rsessao @ {obj ~— lance})(x)

= max((sessao U {ob] — lance})[{x}]))

Operagédoencerrar:
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CuA DurA INVyrA PRBEyr_1 = PRERA [SUBSR] - [SUBSg 1] - INVR
&
Cu A TIPO_PARAMRA TIPO_CONJirA REST-CONSTRA INVMrA PRByr-1
= PRERA [SUBSR] - [SUBSg_1] — INV R
&
OBJETOSe Py(Z) A lance _min € Ny
A RESP € P1(Z)AN RESP = {aberto, fechado, inexistente}
A aberto # fechado A aberto # inexistente
A fechado +# inexistente A card(OBJETOS) € N;
A sessa0 € OBJETOS+«+ Nj A leiloados C dom(sessao)
A rsessao0 € OBJETOS—+ N; A dom(rsessao) = dom(sessao)
AVX e (X € dom(rsessao) = rsessao(x) = max(sessao[{x}]))
A rleiloados = leiloados A obj € dom(sessao) \ leiloados
A obj € dom(rsessao) \ rleiloados
= obj € dom(rsessao) \ rleiloados
A [rleiloados := rleiloados U {obj}]
- [leiloados := leiloados U {obj}]
- (rsessao0 € OBJETOS—+ N; A dom(rsessao) = dom(sessao)
AVX e (X € dom(rsessao)
= rsessao(x) = max(sessao[{x}]))

A rleiloados = leiloados)

sessa0 € OBJETOS+ N;

A rsessao0 € OBJETOS—+ N; A dom(rsessao) = dom(sessao)
AVX e (X € dom(rsessao) = rsessao(x) = max(sessao[{x}]))

A rleiloados = leiloados A obj € dom(sessao) \ leiloados
A obj € dom(rsessao) \ rleiloados

= rleiloados U {obj} = leiloados U {obj}

Operagaoconsul tar:
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CuA DurA INVyrA PRBur_1 = PRERA [SUBS' g] - [SUBSg_1] = (INV gA V'
=)
&
Cu A TIPO_PARAMRA TIPO_CONJirA REST-CONSTRA INVMrA PRByr-1
= PRERA [SUBS’' g] = [SUBSg_1] = (INV RA V' =)
&
OBJETOSE€e Py(Z) A lance _min € Ny
A RESP € P1(Z)N RESP = {aberto, fechado, inexistente}
A aberto # fechado A aberto # inexistente
A fechado +# inexistente A card(OBJETOS) € N;
A sessa0 € OBJETOS«+ Nj A leiloados C dom(sessao)
A rsessao € OBJETOS—+ Nj; A dom(rsessao) = dom(sessao)
AVX e (X € dom(rsessao) = rsessao(X) = max(sessao[{x}]))
A rleiloados = leiloados A obj € dom(sessao)
= obj € dom(rsessao)
A [m’ = rsessao(obj);
IF obj ¢ rleiloados THEN resp’ := aberto
ELSE resp’ := fechado END]
= [m = max(sessao[{obj}]);
IF obj ¢ leiloados THEN resp := aberto
ELSE resp := fechado END]
- (rsessao0 € OBJETOS-+ N; A dom(rsessao) = dom(sessao)
AVX e (X € dom(rsessao)
= rsessao(x) = max(sessao[{x}]))
A rleiloados = leiloados
A m = m A resp’ = resp)
&
sessa0 € OBJETOS«+ N; A leiloados C dom(sessao)
A rsessao0 € OBJETOS—+ N; A dom(rsessao) = dom(sessao)

AVX e (X € dom(rsessao) = rsessao(x) = max(sessao[{x}]))
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A rleiloados = leiloados A obj € dom(sessao)
= o0bj € dom(rsessao)
A (obj ¢ rleiloados = rsessao(obj) = max(sessao[{obj}]))

A (obj € rleiloados = rsessao(obj) = max(sessao[{obj}]))

A.3 Especificacéo e Obrigacdes de Prova da Implemen-

tacao
O refinamentdeilao _ref pode ser refinado através da seguinte implementacao:

IMPLEMENTATION leilao _imp (OBJETOS)
REFINES leilao _ref
VALUES lance _min = 100
IMPORTS leilaoVar (OBJETOS)
INVARIANT sessaoVar = rsessao A leiloadosVar = rleiloados
OPERATIONS
iniciar(obj) =
VAR st IN
st «— em_sessao(obj)
IF obj € OBJETOSA st = FALSE
THEN set_sessao(lance _min, obj)
ELSE skip
END
END;
propor(lance, obj) =
VAR stl, st2, nn IN
stl «— em.sessao(obj);
st2 «— nao_leiloado(obj);

nn «— get(ob));
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IF st1 = TRUE A st2 = TRUE
THEN
IF lance > nn
THEN set_sessao(lance, obj)
ELSE skip
END
END
END;
encerrar(obj) =
VAR stl, st2 IN
stl «— em.sessao(obj); st2 «—— nao _leiloado(obj);
IF st1 = TRUE A st2 = TRUE
THEN set _leiloados(obj)
ELSE skip
END

END;

1P

resp, m «— consultar(obj)
VAR stl, st2 IN
stl «— em.sessao(obj); st2 «—— nao _leiloado(obj);
IF st1 = TRUE
THEN m+«— get(obj);
IF st2 = TRUE
THEN resp := aberto
ELSE resp := fechado
END
ELSE m := 0; resp := inexistente
END
END

END

A especificacdo da maquina importada pela implementagao

_imp €é dada por:
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MACHINE leilaoVar (OBJETOS)
VARIABLES sessaoVar, leiloadosVar

INVARIANT sessaoVar < OBJETOS-+~ Nj A leiloadosVar

dom(sessaoVar)
INITIALISATION sessaoVar, leiloadosVar :=
OPERATIONS
set _sessao(lance, obj) E
PRE obj € OBJETOSA lance € N;
THEN sessaoVar .= sessaoVar @ {obj
END;
set _leiloados(obj) =
PRE obj € dom(sessaoVar)
THEN leiloadosVar := leiloadosVar

END;

resp «— em.sessao(obj) =

PRE obj € OBJETOS

N

— lance _min}

U {obj}

THEN resp := bool(obj € dom(sessaoVar))

END;

resp «— nao _leiloado(obj) =
PRE obj € OBJETOS
THEN resp := bool(obj ¢ leiloadosVar)
END;

resp «— get(obj) =
PRE obj € dom(sessaoVar)
THEN resp := sessaoVar(obj)
END
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END

Para a verificagcao da implementacao séo geradas as se@lntes;0es de prova:

Inicializacao:

Cu A Duwi A Dmp = [SUBSimp ; SUBS|] = [SUBSR] — INV|
&
Cu A TIPO_PARAMy A TIPO_CONJy A REST_CONSTy A
TIPO_PARAMpA TIPO_CONJnp/A REST.CONSHyp
= [SUBSinp ; SUBS|] = [SUBSR] — INV,
=
OBJETOSe Py(Z)A lance _min € N;
A RESP € P1(Z)AN RESP = {aberto, fechado, inexistente}
A aberto # fechado A aberto # inexistente

A fechado +# inexistente A card(OBJETOS) € N;

= [sessaoVar, leiloadosVar := o, 2]
- [rsessao, rleiloados := @, ]
— (sessaoVar = rsessao A leiloadosVar = rleiloados)
&
g = o

Operacéoi ni ci ar:

CuA DwiA DmpA INVmi A PREByr = PRE A [SUBS|] = [SUBSR] = INV|
&
Cu A TIPO_PARAM; A TIPO_CONJy A RESTCONST; A
TIPO_PARAM A TIPO_CONgnp /A REST_-CONSTpA INVy A PRByR
= PRE A [SUBS,] — [SUBSg] — INV,
&
OBJETOSe Pi(Z)A lance _min € N;

A RESP € Py(Z)AN RESP = {aberto, fechado, inexistente}
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A aberto # fechado A aberto # inexistente

A fechado +# inexistente A card(OBJETOS) € N;

A sessa0 € OBJETOS+«+ Nj A leiloados C dom(sessao)

A rsessao0 € OBJETOS—+ N; A dom(rsessao) = dom(sessao)
AVX e (X € dom(rsessao) = rsessao(x) = max(sessao[{x}]))

A rleiloados = leiloados A sessaoVar = rsessao

A leiloadosVar = rleiloados A obj € OBJETOS\ dom(sessao)
A obj € OBJETOS\ dom(rsessao)
= [VAR st
IN st «— em_sessao(obj);
IF obj € OBJETOSA st = FALSE
THEN set_sessao(lance _min, obj)

ELSE skip END

END]
— [rsessao = rsessao @ {obj +— lance _min}]
- (sessaoVar = rsessao A leiloadosVar = rleiloados)

&
lance _min € N;
A sessa0 € OBJETOS«+ N;
A rsessao0 € OBJETOS—+ N; A dom(rsessao) = dom(sessao)
AVX e (X € dom(rsessao) = rsessao(X) = max(sessao[{x}]))
A sessaoVar = rsessao A obj € OBJETOS\ dom(sessao)
A obj € OBJETOS\ dom(rsessao) A obj € OBJETOS lance_min € N;
A obj ¢ dom(sessaoVar)
= sessaoVar @ {obj ~— lance _min}

= rsessa0 @ {obj ~— lance _min}

Operagaopr opor :

CuA DwiA DmpA INVmi A PRByr = PRE A [SUBS|] = [SUBSR] = INV|

=
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Cu A TIPO_PARAMy A TIPO_CONJy A REST_CONSTy A
TIPO_PARAMp A TIPO_CONgnp A REST_CONSTpA INVy A PRByR
= PRE A [SUBS|] — [SUBSg] — INV,
=
OBJETOSe Pi(Z)A lance _min € N;
A RESP € P1(Z)AN RESP = {aberto, fechado, inexistente}
A aberto # fechado A aberto # inexistente
A fechado +# inexistente A card(OBJETOS) € N;
A sessa0 € OBJETOS«+ Nj A leiloados C dom(sessao)

A rsessao0 € OBJETOS—+ N; A dom(rsessao) = dom(sessao)

AVX e (X € dom(rsessao) = rsessao(x) max(sessao[{x}]))

A rleiloados = leiloados A sessaoVar = rsessao

A leiloadosVar = rleiloados A lance € N;
A obj € dom(sessao) \ leiloados
A obj € dom(rsessao) \ rleiloados
= [VAR stl, st2, nn
IN st1 +«— em_sessao(obj);
st2 «— nao_leiloado(obj);
nn «— get(obj);
IF st1 = TRUE A st2 = TRUE
THEN IF lance > nn
THEN set_sessao(lance, obj)
ELSE skip END
ELSE skip END
END]
- [rsessao := rsessao @ {obj +— lance}]
- (sessaoVar = rsessao A leiloadosVar = rleiloados)
&
sessa0 € OBJETOS+ N;

A rsessao € OBJETOS-+ N; A dom(rsessao) = dom(sessao)
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AVX e (X € dom(rsessao) = rsessao(x) = max(sessao[{x}]))
A sessaoVar = rsessao A obj € OBJETOS\ dom(sessao)
A obj € OBJETOS\ dom(rsessao) A obj € OBJETOS
A obj € dom(sessaoVar) A obj ¢ leiloadosVar
A lance > sessaoVar(obj) A lance € N;

= sessaoVar & {obj +~— lance}

= rsessao @ {obj +— lance}

Operagédoencerrar:

CuA DwiA DmpA INVy A PREsr = PREA [SUBS|] - [SUBSR] - INV,
&
Cu A TIPO_PARAMy A TIPO_CONJy A REST_CONSTy A
TIPO_PARAM A TIPO_CONgnp A REST_CONSTpA INVy A PRByR
= PRE A [SUBS,] — [SUBSg] — INV,
&
OBJETOSe Pi(Z)A lance _min € N;
A RESP € Pi(Z)N RESP = {aberto, fechado, inexistente}
A aberto # fechado A aberto # inexistente
A fechado +# inexistente A card(OBJETOS) € N;
A sessa0 € OBJETOS«+ Nj A leiloados C dom(sessao)

A rsessao € OBJETOS—+ N; A dom(rsessao) = dom(sessao)

AVX e (X € dom(rsessao) = rsessao(X) = max(sessao[{x}]))
A rleiloados = leiloados A sessaoVar = rsessao
A leiloadosVar = rleiloados A obj € dom(sessao) \ leiloados

A obj € dom(rsessao) \ rleiloados
= [VAR stl, st2
IN st1 +«— em.sessao(obj);
st2 «— nao_leiloado(obj);
IF st1 = TRUE A st2 = TRUE

THEN set_leiloados(obj)
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ELSE skip END

END]
= [rleiloados := rleiloados U {obj}]
- (sessaoVar = rsessao A leiloadosVar = rleiloados)

OBJETOS¢e Py(Z)

A sessa0 € OBJETOS+«+ Nj A leiloados C dom(sessao)

A rsessao € OBJETOS—+ N; A dom(rsessao) = dom(sessao)
AVX e (X € dom(rsessao) = rsessao(x) = max(sessao[{x}]))

A rleiloados = leiloados A sessaoVar = rsessao

A leiloadosVar = rleiloados A obj € dom(sessao) \ leiloados

A obj € dom(rsessao) \ rleiloados A obj € OBJETOS

= leiloadosVar U {obj} = rleiloados U {obj}

Operacédoconsul t ar:

CuA Dwi A DmpA INVy A PRER
= PRE A [SUBS' |] ~[SUBSR] = (INV | A Y =)
&
Cu A TIPO_PARAMy A TIPO_CONJy A REST_CONSTy A
TIPO_PARAM A TIPO_CONgnp A REST_CONSTpA INVy A PRByR
= PREA [SUBS’ ] = [SUBSR] = (INV | A V' =)
&
OBJETOSe Pi(Z)A lance _min € N;
A RESP € P1(Z)N RESP = {aberto, fechado, inexistente}
A aberto # fechado A aberto # inexistente
A fechado +# inexistente A card(OBJETOS) € N;
A sessa0 € OBJETOS«+ Nj A leiloados C dom(sessao)
A rsessao0 € OBJETOS—+ N; A dom(rsessao) = dom(sessao)
AVX e (X € dom(rsessao) = rsessao(X) = max(sessao[{x}]))

A rleiloados = leiloados A sessaoVar = rsessao
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A leiloadosVar = rleiloados A obj € dom(sessao)
A obj € dom(rsessao)
= [VAR stl, st2
IN st1 +«— em.sessao(obj);
st2 «— nao _leiloado(obj);
IF st1 = TRUE
THEN m’ «—— get(obj);
IF st2 = TRUE
THEN resp’ := aberto
ELSE resp’ := fechado END
ELSE m’ := 0; resp’ := inexistente END
END]
= [IF obj ¢ rleiloados THEN resp := aberto
ELSE resp := fechado END]
— (sessaoVar = rsessao A leiloadosVar = rleiloados
A m = m A resp’ = resp)
&
OBJETOSe Pi(Z)A lance _min € N;
A RESP € P1(Z)N RESP = {aberto, fechado, inexistente}
A aberto # fechado A aberto # inexistente
A fechado +# inexistente A card(OBJETOS) € N;
A sessa0 € OBJETOS«+ Nj A leiloados C dom(sessao)

A rsessao € OBJETOS-+ N; A dom(rsessao) = dom(sessao)

AVX e (X € dom(rsessao) = rsessao(X) = max(sessao[{x}]))

A rleiloados = leiloados A sessaoVar = rsessao
A leiloadosVar = rleiloados A obj € dom(sessao)
A obj € dom(rsessao)
= obj € OBJETOS
A (obj € dom(sessaoVar) A obj ¢ leiloadosVar

= sessaoVar(obj) = rsessao(obj))
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A (obj € dom(sessaoVar) A obj € leiloadosVar

= sessaoVar(obj) = rsessao(obj) A aberto = fechado)
A (obj € dom(sessaoVar) A obj € leiloadosVar

A obj ¢ rleiloados)

= sessaoVar(obj) = rsessao(obj) A fechado = aberto)
A (obj ¢ dom(sessaoVar) A obj ¢ rleiloados

= 0 = rsessao(obj) A inexistente = aberto)
A (obj ¢ dom(sessaoVar) A obj € rleiloados

= 0 = rsessao(obj) A inexistente = fechado)



Apéndice B

Teoria Axiomatica dos Conjuntos NBG

para haRVey

((theory set
(extends)
(axioms
;;definicAo de conjunto unitario
(forall e (in e (unitset e)))
;;definicAo de conjunto unitario
(forall el e2 (<-> (in el (unitset e2)) (= el e2)))
;;axioma do conjunto universo
(exists universe (forall e (in e universe)))
;;axioma do par
(forall s1 s2
(exists s
(forall r (<-> (in r s) (or (in r s1) (in r s2)))))
;;propriedades
(prove unitset-subset
(forall e s (<-> (in (unitset e) (power s)) (in e s))))

(prove unitset-equal-unitset
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(forall el e2
(<-> (seteq (unitset el) (unitset e2)) (= el e2))))
(prove emptyset-equal-unitset
(forall e (nseteq emptyset (unitset €))))
(prove unitset-equal-emptyset
(forall e (nseteq (unitset e) emptyset)))
(prove in-powerset-unitset
(forall e s
(<-> (in s (power (unitset e)))
(or (seteq s (unitset e)) (seteq s emptyset)))))

);;end of theory set

(theory not _member
(extends set)
(axioms
(forall e s (<-> (not(in e s)) (notin e s))))

);;end of theory not _member

(theory powerset
(extends set)
(axioms
(forall s1 s2 e
(<-> (in sl (power s2)) (-> (in e sl) (in e s2)))))
;;propriedades
(prove in-powerset-self
(forall s (in s (power s))))
(prove powerset-subset
(forall s1 s2
(<-> (in (power sl) (power (power s2)))

(in s1 (power s2))))
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(prove in-powerset-transitive
(forall s1 s2 s3
(-> (and (in s1 (power s2)) (in s2 (power s3)))
(in s1 (power s3)))))
(prove in-subset
(forall e s1 s2
(-> (and (in e sl1) (in sl (power s2))) (in e s2))))

);;end of theory powerset

(theory equality
(extends set)
(axioms
;;axioma da extensionalidade
(forall s1 s2
(<-> (seteq sl s2) (forall e (<-> (in e sl1) (in e s2)))))
;;propriedades
(prove equality-symmetric
(forall s (seteq s s)))
(prove equality-reflexive
(forall s1 s2 (-> (seteq sl s2) (seteq s2 sl))))
(prove equality-transitive
(forall s1 s2 s3
(-> (and (seteq sl s2) (seteq s2 s3)) (seteq sl s3))))
(prove extensionality2
(forall s1 s2
(<-> (seteq sl s2)
(and (in s1 (power s2)) (in s2 (power s1))))))
(prove extensionality3
(forall s1 s2 s

(<-> (seteqg sl s2)
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(and (forall r1 (-> (in r1 s1) (in r1 s2)))
(forall r2 (-> (in r2 s2) (in r2 s1)))))))

);;end of theory equality

(theory inequality
(extends set)
(axioms
(forall s1 s2 (<-> (nseteq sl s2) (not(seteq sl s2)))))

);;end of theory inequality

(theory emptyset
(extends set not _member powerset equality)
(axioms

;;axioma do conjunto vazio

(forall e (notin e emptyset))

(seteq (power emptyset) (unitset emptyset)))
;;propriedades
(prove emptyset-subset

(forall s (in emptyset (power s))))
(prove non-emptyset-has-member

(forall s (or (seteq s emptyset) (exists e (in e 9)))))

);;end of theory emptyset

(theory subset
(extends set)
(axioms
(forall s1 s2
(<-> (subseteq sl s2)
(forall e (-> (in e s1) (in e s2))))))

;;propriedades
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(prove subset-self

(forall s (subseteqg s s)))
(prove emptyset-set-subset

(forall s (subseteq emptyset s)))
(prove subset-transitive

(forall s1 s2 s3

(-> (and (subseteq sl s2) (subseteq s2 s3))
(subseteq sl s3))))

);;end of theory subset

(theory not  _subset

(extends set not _member)
(axioms

(forall s1 s2 (<-> (nsubseteq s1 s2) (not(subseteq sl s2)))) )
);;end of theory not _subset

(theory not _emptyset _powerset

(extends set powerset emptyset equality inequality subset )
(axioms
(forall s1 s2

(<-> (seteq s1 (powerl s2))
(and (subseteq s1 (power s2))
(nseteq s1 emptyset)))))
;;propriedades
(prove in-powerl
(forall s1 s2
(<-> (in sl (powerl s2))
(and (in s1 (power s2)) (nseteq sl emptyset)))))
(prove powerl-emptyset

(seteq (powerl emptyset) emptyset))
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(prove powerl-unitset
(forall e
(seteq (powerl (unitset e)) (unitset (unitset e)))))

);;end of theory not _emptyset _powerset

(theory proper  _subset
(extends set equality inequality subset)
(axioms

(forall s1 s2

(<-> (subset sl s2)
(and (subseteq sl s2) (nseteq sl s2)))))

;;propriedades
(prove proper _subset-self

(forall s (nsubset s s)))
(prove emptyset-set-proper _Subset

(forall s (<-> (subset emptyset s) (nseteq s emptyset))))

);;end of theory proper _subset

(theory not  _proper _subset
(extends set equality subset)
(axioms
(forall s1 s2
(<-> (nsubset sl s2) (-> (subseteq sl s2) (seteq sl s2)))))

);;end of theory not _proper _subset

(theory union
(extends set)
(axioms

(forall e sl s2

(<-> (in e (cup s1 s2)) (or (in e sl) (in e s2))))
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;;propriedades
(prove union-self-right
(forall s (seteq s (cup s 9))))
(prove union-self-left
(forall s (seteq (cup s s) s))
(prove union-subset-left
(forall s1 s2 (-> (subseteq sl s2) (seteq (cup sl s2) s2))))
(prove union-subset-right
(forall s1 s2 (-> (subseteq s2 sl) (seteq (cup sl s2) sl))))
(prove union-emptyset-right
(forall s (seteq (cup s emptyset) s)))
(prove union-emptyset-left
(forall s (seteq (cup emptyset s) s)))
(prove union-commutes
(forall s1 s2 (seteq (cup sl s2) (cup s2 sl)))
(prove union-associates
(forall s1 s2 s3
(seteq (cup (cup sl s2) s3) (cup sl (cup s2 s3))))
(prove union-subset
(forall s1 s2 s3
(<-> (in (cup s1 s2) (power s3))
(and (in s1 (power s3)) (in s2 (power s3))))))
(prove union-equal-emptyset-left
(forall s1 s2
(<-> (seteqg (cup sl s2) emptyset)
(and (seteq sl emptyset) (seteq s2 emptyset)))))
(prove union-equal-emptyset-right
(forall s1 s2
(<-> (seteq emptyset (cup sl s2))

(and (seteq sl emptyset) (seteq s2 emptyset)))))
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(prove union-permutes
(forall s1 s2 s3
(seteq (cup sl (cup s2 s3)) (cup s2 (cup sl s3)))))
(prove subset-union
(forall s1 s2 s3
(-> (or (in sl (power s2)) (in sl (power s3)))
(in s1 (power (cup s2 s3))))))
(prove in-union
(forall el e2
(-> (= el e2)
(forall s
(<-> (in e2 (cup (unitset el) s)) (in e2 s)))))

);;end of theory union

(theory intersection
(extends set)
(axioms
(forall e s1 s2
(<-> (in e (cap s1 s2)) (and (in e s1) (in e s2))))
;;propriedades

(prove intersection-subset-left

(forall s1 s2 (-> (subseteq sl s2) (seteq (cap sl s2) sl))))

(prove intersection-subset-right

(forall s1 s2 (-> (subseteq s2 sl) (seteq (cap sl s2) s2))))

(prove intersection-emptyset-left

(forall s (seteq (cap emptyset s) emptyset)))
(prove intersection-emptyset-right

(forall s (seteq (cap s emptyset) emptyset)))
(prove unitset-intersection

(forall e s
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(seteq (cap (unitset e) s)
(ite (in e s) (unitset e) emptyset))))
(prove intersection-unitset
(forall e s
(seteq (cap s (unitset e))
(ite (in e s) (unitset e) emptyset))))
(prove intersection-union-left
(forall s1 s2 (seteq (cap sl (cup sl s2)) sl)))
(prove intersection-union-right
(forall s1 s2 (seteq (cap (cup sl s2) sl1) sl)))
(prove intersection-self-right
(forall s (seteq s (cap s 9))))
(prove intersection-self-left
(forall s (seteq (cap s S) S))
(prove intersection-commutes
(forall s1 s2 (seteq (cap sl s2) (cap s2 sl)))
(prove intersection-associates
(forall s1 s2 s3
(seteq (cap (cap sl s2) s3) (cap sl (cap s2 s3))))
(prove intersection-subset
(forall s1 s2 s3
(-=> (or (subseteq sl s3) (subseteq s2 s3))
(subseteq (cap sl s2) s3))))
(prove subset-intersection
(forall s1 s2 s3
(-=> (in s1 (power (cap s2 s3)))
(and (in s1 (power s2)) (in s1 (power s3))))))
(prove intersection-permutes
(forall s1 s2 s3

(seteq (cap s1 (cap s2 s3)) (cap s2 (cap sl s3))))
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(prove intersection-result
(forall s1 s2 s3
(-> (or (in (power sl) (power s3))
(in (power s2) (power s3))) (in (cap sl s2) s3))))
(prove compute-intersectionl
(forall e s1 s2
(-> (in e s2)
(seteq (cap (cup (unitset e) sl1) s2)
(cup (unitset e) (cap sl s2))))
(prove compute-intersection2
(forall e sl s2
(-=> (notin e s2)
(seteq (cap (cup (unitset e) s1) s2) (cap sl s2)))))

);;end of theory intersection

(theory difference
(extends set not  _member)
(axioms
(forall e s1 s2
(<-> (in e (setminus sl s2))
(and (in e s1) (notin e s2)))))
;;propriedades
(prove difference-self
(forall s (seteq (setminus s s) emptyset)))
(prove difference-difference
(forall s1 s2 s3
(seteq (setminus (setminus sl s2) s3)
(setminus s1 (cup s2 s3)))))
(prove difference-subset

(forall s1 s2 s3
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(<-> (subseteq (setminus sl s2) s3)
(subseteq s1 (cup s2 s3)))))
(prove difference-superset
(forall s1 s2
(-=> (in s1 (power s2)) (seteqg (setminus sl s2) emptyset))))
(prove difference-emptyset-left
(forall s (seteq (setminus emptyset s) emptyset)))
(prove difference-emptyset-right
(forall s (seteq (setminus s emptyset) s)))
(prove unitset-difference
(forall e s
(seteq (setminus (unitset e) s)
(ite (in e s) emptyset (unitset e)))))
(prove difference-result
(forall s1 s2 s3
(-=> (in (power sl1) (power s3)) (in (setminus sl s2) s3))))
(prove compute-differencel
(forall e sl s2
(-=> (in e s2)
(seteq (setminus (cup (unitset e) sl) s2)
(setminus sl s2)))))
(prove compute-difference2
(forall e sl s2
(-> (notin e s2)
(seteq (setminus (cup (unitset e) sl) s2)
(cup (unitset e) (setminus sl s2))))))

);;end of theory difference

(theory ordered _pair

(extends set union equality)
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(axioms

n(el, e2) = el, ele2
(forall el e2

(seteq (ord _pair el e2)

(cup (unitset (unitset el))
(unitset (cup (unitset el) (unitset e2))))))

(forall el e2 cl1 c2

(<-> (seteq (ord _pair el e2)

(ord _pair c1 c2)) (and (= el cl) (= e2 c2)))))

(theory projectionl

(extends set ordered _pair)
(axioms

(forall el e2 (= (first (ord _pair el e2)) el)))
)

(theory projection2

(extends set ordered _pair)
(axioms
(forall e1 e2 (= (second (ord _pair el e2)) e2)))
)
(theory cross  _product
(extends set equality ordered _pair)
(axioms

(forall p s1 s2
(<-> (in p (cross sl s2))
(exists el e2

(and (in el sl1) (in e2 s2)
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(seteq p (ord _pair el e2)))))))
;;propriedades
(prove tuple-in-cross
(forall el e2 sl s2
(<> (in (ord  _pair el e2)
(cross sl s2)) (and (in el sl1) (in e2 s2)))))
(prove cross-emptyset-left
(forall s (seteq (cross emptyset s) emptyset)))
(prove cross-emptyset-right
(forall s (seteq (cross s emptyset) emptyset)))
(prove cross-equal-emptyset
(forall s1 s2
(<-> (seteq (cross sl s2) emptyset)
(or (seteq sl emptyset) (seteq s2 emptyset)))))

);;end of theory ordered _pair

(theory complement
(extends set)
(axioms
;;axioma da classe complemento
(forall e s
(<-> (and (in e universe) (notin e s)) (in e (compl s)))))

);;end of theory complement

(theory nbg
(extends set equality inequality not _member emptyset union)
(axioms

;;axioma das partes

(forall s (exists s1 (seteq sl (power s))))

axioma da unido
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(forall s e
(exists sl (<-> (in e sl) (exists s2 (and (in e s2) (in s2
sH))
;:axioma do infinito
(exists s
(and (in emptyset s)
(forall e (-> (in e s) (in (unitset e) s)))))
;;axioma da regularidade
(forall s
(-> (nseteq s emptyset)
(exists e
(and (in e s) (nseteq (cup e s) emptyset))))))

);;end of theory nbg
)

(prove distribute-cup-over-cap-right
(forall s1 s2 s3

(seteq (cup sl (cap s2 s3)) (cap (cup sl s2) (cup sl s3))))

(prove distribute-cup-over-cap-left
(forall s1 s2 s3

(seteq (cup (cap sl s2) s3) (cap (cup sl s3) (cup s2 s3)))))

(prove distribute-cap-over-cup-right
(forall s1 s2 s3

(seteq (cap sl (cup s2 s3)) (cup (cap sl s2) (cap sl s3)))))

(prove distribute-cap-over-cup-left

(forall s1 s2 s3
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(seteq (cap (cup sl s2) s3) (cup (cap sl s3) (cap s2 s3)))))

(prove distribute-difference-over-cup-right
(forall s1 s2 s3
(seteq (setminus sl (cup s2 s3))

(cap (setminus sl s2) (setminus sl s3)))))

(prove distribute-difference-over-cup-left
(forall s1 s2 s3
(seteq (setminus (cup sl s2) s3)

(cup (setminus sl s3) (setminus s2 s3)))))

(prove distribute-difference-over-cap-right
(forall s1 s2 s3
(seteq (setminus sl (cap s2 s3))

(cup (setminus sl s2) (setminus sl s3)))))

(prove distribute-difference-over-cap-left
(forall s1 s2 s3
(seteq (setminus (cap sl s2) s3)

(cap (setminus s1 s3) (setminus s2 s3)))))

(prove distribute-difference-over-difference-right
(forall s1 s2 s3
(seteq (setminus sl (setminus s2 s3))

(cup (setminus sl s2) (cap sl s3)))))

(prove subset-intersection
(forall s1 s2 s3

(-> (subseteq s2 s3) (subseteq (cap sl s2) (cap sl s3)))))
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(prove subset-union
(forall s1 s2 s3

(-> (subseteq s2 s3) (subseteq (cup sl s2) (cup sl s3)))))

(prove subset-differencel
(forall s1 s2 s3
(-> (subseteq s2 s3)

(subseteq (setminus s2 sl) (setminus s3 sl)))))

(prove subset-difference2
(forall s1 s2 s3
(-> (subseteq s2 s3)

(subseteq (setminus s1 s3) (setminus sl s2)))))

(prove subset-over-union

(forall s1 s2 (subseteq s1 (cup sl s2))))

(prove subset-over-intersection

(forall s1 s2 (subseteq (cap sl s2) sl)))

(prove powerset-over-union

(forall s1 s2 (in s1 (power (cup sl s2)))))
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