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Resumo

O presente trabalho propoe modelos materiais e algoritmos, no escopo da mecdnica tedrica e
computacional, visando a simulagao numérica do comportamento de algumas classes de materiais
poliméricos. Mais especificamente, o objetivo é propor modelos para sistemas viscoeldsticos e
espumas poliméricas e implementd-los.

O contexto de problemas nao lineares é apresentado sob a forma de deformagéGes finitas,
medida de deformagao de Hencky em associassao ao tensor U (right stretch tensor), considerando
as aplicagoes em sistemas wviscoeldsticos poliméricos e espumas poliméricas. Algumas poucos
estudos jé haviam sido feitos com relagdo a medida de Hencky em associagdo ao tensor V (left
stretch tensor), ver por exemplo [123] e [124].

O modelo constitutivo adotado para a simulagdo de materiais viscoeldsticos é baseado em
modelos hipo-viscoeldsticos, i.e. cujas equagoes constitutivas sao formuladas em taxas (ver [36]).
Neste topico sdo propdstas e exploradas duas formas constitutivas (primal e dual) em temos do
par conjugado medida de deformacao de Hencky (E) e tensor tensao rotacionada de Kirchhoff
(7).

O modelo viscopldstico proposto para aplicagoes em espumas poliméricas é nao associativo,
basea-se no modelo de von Misses modificado (pela inclusdo da pressao hidrostatica) e incorpora
uma lei de encruamento isotrépico nao linear (ver [37]). Uma metodologia via regularizagio
também é propdsta para garantir a evolu¢do da densidade relativa (p*) dentro do conjunto
K, = {p* ] 0<p* <1}. Vdrios exemplos sao apresentados no decorrer do trabalho visando

atestar os modelos e os algoritmos implementados.

xi



Abstract

This work proposes material models and algorithms, in the scope of theoretical and computa-
tional mechanics, aiming the numerical simulation of the behavior of some classes of polymeric
materials. More specifically, the objective is to propose models for viscoelastic systems and
polymeric foams and perform their numerical implementation.

The nonlinear framework is related to finite deformations using the Hencky strain deforma-
tion measure in association to right stretch tensor U, for aplication to viscoelastic materials
and polymeric foams. Few research has been done over Hencky strain deformation measure in
association to left stretch tensor V, for exemple see [123] and [124].

The constitutive model adopted for the simulation of viscoelastic materials is based on hy-
poviscoelasticity models, i.e. whose constitutive equations are formulated in terms of rates (see
[36]). Two constitutive relationships (primal and dual) in association of work-conjugate pair
Hencky strain deformation measure (E) and rotated Kirchhoff stress tensor () are proposed
and explored .

The proposed viscoplastic model applied for polymeric foams is non associative, based on
a modified von Mises model (by inclusion of the hydrostatic pressure) and incorporates a non
linear isotropic hardening law (see [37]). A regularization approach is proposed to guarantee that
the relative density (p*) evolution is inside the set I, = {p* | 0 < p* < 1}. Various examples

are presented along this work aiming to atest the models and implemented algorithms.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Apresentacao da Tese

Neste trabalho sao propostos modelos constitutivos e abordagens computacionais para a andlise
de problemas de grandes deformagoes envolvendo algumas estruturas poliméricas (materiais
viscoeldsticos e espumas). O objetivo do trabalho consiste em propor alguns modelos capazes de
simular problemas de deformagoes finitas destas estruturas poliméricas e implementd-los. Neste
contexto é aplicado o método dos elementos finitos.

Dentro do tema grandes deformacoes existem diferentes propostas para a abordagem dos
problemas, ao contrdrio do que ocorre na drea de pequenas deformagoes. Uma etapa de reflexao
foi necessdria para a escolha da proposta a ser utilizada visando a sua implementagao. Dentre os
diversos caminhos a serem tomados foi selecionada uma descricdo Lagrangeana total juntamente
com o par conjugado tensao-deformacao sendo dados pela tensao rotacionada de Kirchoff e
pela medida logaritmica de deformacao, que viabilizou a utilizagdo do mapeamento exponencial,
abordagem esta que se mostrou bastante adequada ao desenvolvimento deste trabalho. O modelo
viscopldstico é constituido, no caso de espumas poliméricas, por um modelo nao associativo
baseado no modelo de von Mises em que se incorpora o efeito da pressao hidrostédtica na resposta
do material, o qual tem mostrado bons resultados no que diz respeito a esta aplicagao, aliado
ao modelo constitutivo de Benallal e um endurencimento isotrépico nao linear.

A fim de melhor orientar o leitor e contextualizar este trabalho de uma forma mais abrangente,
os pardgrafos seguintes apresentam de forma concisa cada um dos capitulos desta tese.

O capitulo 2 aborda a teoria viscoeldstica finita proposta nesta tese. Inicialmente sao
explanados alguns modelos de viscoelasticidade e é definido o modelo adotado neste trabalho.
Duas formulagoes sao feitas para a bordagem do problema de viscoelasticidade finita (medida de
deformagao de Hencky) e alguns exemplos sao apresentados considerando a hipétese de estado
plano de deformagoes e axisimetria.

O capitulo 3 enfoca a teoria wviscopldstica, associada a espumas poliméricas. A descricao
adotada foi a Lagrangena total. Em seguida, apresenta-se a decomposicdo multiplicativa do
gradiente da deformacdo em uma parte viscopldstica e uma parte eldstica. A explanagao do par
conjugado da medida logaritmica de deformacgado e da tensao rotacionada de Kirchoff é feita na

seqiiéncia. A utilizacdo desta abordagem permite o mapeamento exponencial o qual resulta em
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Figura 1.1: Cadeia de polietileno
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Figura 1.2: Cadeia de polibutadieno

algoritmos de mapeamento de retorno semelhantes ao que ocorre em pequenas deformacgoes. A
abordagem do material elastoviscoplédstico é via um algoritmo baseado em operadores do tipo
Operator Split. O modelo constitutivo do material elastoviscopldstico considera uma fase eldstica
e outra viscopldstica com uma relagao constitutiva do tipo Benallal aliada a uma formulagao nao
associativa baseada no modelo de von Mises modificado. Os resultados obtidos sao confrontados
com resultados encontrados na literatura e alguns exemplos sao apresentados considerando a
hipétese de estado plano de deformacoes e axisimetria.

O capitulo 4 refere-se a conclusao do trabalho e os apéndices estdo reservados para outros
detalhes referentes a implementagoes numéricas. O apéndice A apresenta de forma sucinta
os conceitos e resultados que serviram de base para todo o desenvolvimento deste trabalho, o
apéndice B, mostra alguns detalhes do método de Newton que foi implementado para a solugao
de sistemas de equacOes nao lineares e o apéndice C apresenta detalhes de algumas fungoes

tensoriais isotrépicas utilizadas neste trabalho.

1.2 Viscoelasticidade

Os materiais viscoeldsticos tém este nome por exibirem um comportamento tanto de sélido como
de fluido. Dentre tantos exemplos existentes, pode-se citar os polimeros termoplasticos. Estes
materiais sao facilmente moldados, sdo resistentes & corrosao, sao leves e podem ser utilizados
na fabricacao de pldsticos extremamente resistentes constituidos de polimeros. Os polimeros
sao compostos por longas cadeias moleculares. Estas longas cadeias sao constituidas por virios
monomeros de hidrocarbonetos unidos em uma seqiiéncia periédica e especifica de dtomos de
hidrogénio e carbono. Alguns exemplos destas cadeias encontram-se nas figuras seguintes (1.1,
1.2, 1.3 e 1.4).  Qualitativamente pode-se distinguir dois tipos de polimeros: os com ligagoes

nao cruzadas e os com ligacoes cruzadas. Nos sistemas poliméricos com ligacoes nao cruzadas
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Figura 1.4: Cadeia de policarbonato

as longas cadeias sao unidas por entrelaces apenas e nao hd pontes quimicas entre as moléculas.
Ja nos com ligagbes cruzadas, as moléculas nao sao unidas apenas por entrelaces mas também
por pontes quimicas.

Considerando uma barra fina de um polimero com ligagoes nao cruzadas sujeito a uma forca
trativa. A barra responderd inicialmente com um estiramento das moléculas através do seu
volume, correspondendo a uma deformagao eldstica instantdnea, e sé entao se iniciard o dese-
maranhamento, i.e., um escoamento interno. Neste caso quando o carregamento é removido as
moléculas permitirao alguma contragao tendendo a retornar ao seu comprimento de equilibrio.
Porém, o revés do escoamento das moléculas ndo ocorrerd na auxéncia de uma forca. Imagine
agora uma barra fina de um polimero com ligagoes cruzadas sujeito ao mesmo carregamento.
Ocorrerd uma reposta eldstica e a barra se comportard exatamente da mesma maneira anterior,
inclusive com o estiramento das cadeias (esocamento interno). Porém, quando a forga é retirada
as ligagoes cruzadas produzem um escoamento interno reverso fazendo com que a barra retorne
ao seu tamanho original. Estes casos sao extremos e na prética o que existem sao estruturas
poliméricas intermedidrias. Pode-se classificar intuitivamente os polimeros que possuem somente
ligagbes nao cruzadas como fluidos viscoeldsticos desde que a deformagao continue indefinida-
mente enquanto a forca é aplicada. De outra forma, um polimero que possue somente ligagoes
cruzadas poderia ser visto como um sdlido viscoeldstico desde que estas ligagoes produzam forgas
de equilibrio quando as deformagoes excederem um certo valor.

H4 polimeros oriundos da natureza (plantas e animais) que sao utilizados hé varios séculos
em diversos tipos de aplicagoes. Estes incluem a borracha, a 1a e a seda. Outros tipos de
polimeros naturais de grande importancia na fisiologia de animais e de plantas s&o as proteinas,

as enzimas e a celulose.
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Um grande niimero de ferramentas de pesquisa cientifica tem tornado possivel a determinagao
da estrutura molecular deste grupo de materiais, assim como o desenvolvimento de muitos
polimeros sintetizados a partir de pequenas moléculas organicas. Varios tipos de plésticos,
borrachas e materiais fibrosos sdo polimeros sintéticos, e de fato, desde o final da segunda
grande guerra o campo do desenvolvimento de materiais tem sido virtualmente revolucionado
pelo advento dos polimeros sintéticos. Estes podem ser produzidos com um custo relativamente
baixo, e suas propriedades ainda podem ser manipuladas de maneira a terem um desempenho
bem superior aos encontrados na natureza. E notéria a constante substituicio de metal e
madeira por plasticos em vérias aplicacoes préticas, por possuirem propriedades satisfatérias e
custo inferior.

A literatura especializada apresenta varias formas de classificagdo para os polimeros, como
observa-se em [21], [119] e [22]. Pode-se classificd-los quanto & composigao quimica, aplicabi-
lidade tecnolégica e comportamento mecénico dentre outros. Focando as atengbes no desem-
penho mecénico, os polimeros sao didaticamente divididos em trés grandes grupos: plésticos,
elastomeros e fibras.

Os plésticos, a temperatura ambiente, tem a caracteristica de serem sélidos e sua composicao
quimica ser baseada em cadeias poliméricas que em sua maioria possuem alguns componentes
adicionais com a finalidade de fornecer-lhes caracteristicas especiais. Podem, ainda, serem sub-
divididos em termopléasticos e termofixos. Os termopldsticos sdo polimeros que possuem ligagoes
nao cruzadas, e quando sob o efeito conjugado da temperatura e da pressao, amolecem e se flui-
dizam. Porém, retomadas as condigdes iniciais (temperatura e pressao) se solidificam. Este ciclo
pode ser refeito vdrias vezes, podendo assim serem reutilizados em diversas aplicagoes, o que
lhes dé o adjetivo recicldveis. Pode-se citar como exemplos: o polietileno, o polipropileno e o
PVC (policloreto de vinila). Os termofixos sao polimeros que inicialmente possuem ligagoes nao
cruzadas, e quando submetidos ao aumento da temperatura e pressao, amolecem e se fluidizam,
porém diferentemente dos termopldsticos, neste momento ocorre uma reagdao quimica interna
que forma ligacGes cruzadas entre as cadeias, culminando em sua solidificacdo. Qualquer outra
alteracao de temperatura ou pressao nao tem mais influéncia alguma sobre este estado. Um
exemplo bem comum deste tipo de polimero é a resina epoxi.

Os elastomeros sao polimeros que apresentam o fenémeno da fluidizacao e, como nos ter-
mofixos, ha formacao de ligacGes cruzadas fazendo cessar a fluidizacao e retornar a sua forma
inicial. Exibem elasticidade em longas faixas de deformagao na temperatura ambiente apds o
processo de vulcanizagao (formacao de ligagoes cruzadas via o elemento enxofre), e como exemplo
tipico deste polimero pode-se citar a borracha.

Muitas fibras, por sua vez, sdo termopldsticos que possuem uma caracteristica geométrica
peculiar em sua forma, i.e., a razao entre o comprimento e o didmetro efetivo da secao transversal
do seu corpo serem superior ou igual a 100. Estes tipos de fibras de polimeros sao largamente
utilizadas na indtstria textil e sdo sujeitas a vdrios tipos de solicitagdes como estiramento, torgao,
cisalhamento e abras@o. As fibras tém elevadas resisténcia mecéanica e & abrasao e um alto médulo
de elasticidade. Tais polimeros possuem também um grau de cristalinidade relativamente alto

e um elevado peso molecular. Alguns exemplos comuns sdo o nylon e o poliéster.
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Figura 1.6: Estrutura cristalina (micelle)

1.2.1 Estrutura Polimérica

Sélidos poliméricos sao constituidos pelos estados amorfo e cristalino, podendo ainda se apresen-
tar num estado totalmente amorfo. Polimeros no estado amorfo sao caracterizados por arranjos
desordenados das cadeias moleculares, como pode ser visto esquematicamente na figura 1.5.

Jé o estado cristalino é caracterizado por um ordenamento longo (centenas ou milhares de vezes
o tamanho molecular de uma unidade) e tridimensional das cadeias moleculares. As cadeias
macromoleculares neste estado apresentam formas zigzag ou helicoidais. Estas cadeias sao ali-
nhadas paralelamente uma a outra formando um compacto tridimensional (veja 1.6). Solidos
poliméricos sao em sua maioria referenciados como semicristalinos, pois em quaisquer regioes
ocupadas pelas cadeias poliméricas ou por parte delas, um arranjo ordenado e regular ird coexis-
tir com regides desordenadas, tipicas do estado amorfo (ver 1.7). Um modelo amplamente aceito
para tanto é o chamado fringer-micelle model (ver [21]), o qual propoe que um polimero semi-
cristalino consiste de pequenas regioes cristalinas (micelles), com um alinhamento bem definido,
e envoltas por uma matriz amorfa composta de moléculas orientadas randomicamente, i.e. uma
simples cadeia molecular pode passar através de vérias micelles assim como pela regiao amorfa.

Uma observagao importante que ainda deve ser feita é de que muitos polimeros tem a capacidade
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Figura 1.7: Polimero semicristalino ([21])
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Figura 1.8: Representagao esquemdtica da estrutura de uma esferulite ([21])
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Figura 1.9: Mecanismo de deformagao ([21])

de cristalizar-se e esta capacidade depende basicamente da estrutura e regularidade das cadeias
assim como das interacoes entre elas. Um grande nimero de polimeros sao cristalizados em
forma de esferulites. Como o préprio nome sujere, cada esferulite pode crescer em uma forma
esférica. As esferulites sao consideradas de maneira andloga aos graos em metais e cerdmicas
policristalinas. Todavia, cada esferulite é composta de muitas placas cristalinas diferentes em
adigao a algum material amorfo (ver fig. 1.8).

Supondo, novamente, uma barra fina de sélido polimérico sujeito a um carregamento trativo.
O mecanismo de deformagao é melhor descrito pelas iteragoes entre as placas cristalinas e o
intervento da regiao amorfa em resposta a um carregamento aplicado. Durante o estdgio inicial
de deformacao as placas cristalinas simplesmente afastam-se uma das outras e a regiao amorfa
é extendida. O segundo estdgio caracteriza-se por um alinhamento de cada placa cristalina e
das cadeias na regiao amorfa com o eixo tensivo. No préximo estdgio ocorre um deslisamento
relativo dentro de cada um dos blocos oriundos da placa cristalina, estando estes ainda ligados a
outros por cadeias da regiao amorfa. No estdgio final estes blocos e as cadeias da regiao amorfa
ficam orientados com o eixo tensivo, o que permite concluir que deformacoes considerdveis em
polimeros semicristalinos produzem uma estrutura altamente orientada, e é claro que durante
este processo as esferulites também sofrem mudangas considerdveis em sua forma (observe a fig.
1.9).

As caracteristicas mecéanicas de polimeros semicristalinos podem estar sujeitas a modifi-
cagoes, por exemplo, o aumento do grau de ligagoes cruzadas inibird o movimento relativo entre

as cadeias aumentando entdo a resisténcia mecanica do polimero. As ligacbes cruzadas podem
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ser promovidas, também, pela exposicao do polimero a certos tipos de radiacao. O fato é que as
propriedades mecénicas de um polimero sao altamente dependentes das forcas intermoleculares
fracas (van der Waals) e para um tipo especifico de polimero, o grau de cristalinidade também
pode ter uma influéncia significativa nas propriedades mecénicas, valendo ainda ressaltar que o
peso molecular das cadeias é também uma caracteristica de grande importancia no comporta-

mento mecanico do polimero.

1.2.2 O Efeito da Temperatura

As propriedades mecénicas dos polimeros sdo sensiveis a mudancas de temperatura. Devido a
este fato, deve-se saber qual serd seu comportamento a temperatura de trabalho especificada,
veja a figura seguinte (1.10). A primeira questdo que vem a tona diz respeito ao fendémeno
de transicao do estado vitreo (glass state T < Tg) para o estado borrachoso (rubbery state
T, < T < T,,). As temperaturas de transicao Ty, (temperatura de vitrificacao) e T}, (temperatura
de derretimento) sao determinadas da mesma maneira que em materiais ceramicos, ou seja, pelo
grafico de temperatura versus volume especifico.

Os polimeros cristalinos (graf. C') apresentam uma mudanga descontinua no volume especi-
fico na temperatura de derretimento, assim como os polimeros semicristalinos (graf. B), que
a apresentam de uma forma bem menos acentuada. Porém, no caso de polimeros totalmente
amorfos (graf. A), a variagdo do volume especifico com temperatura é continua. A regidao abaixo
de T, implica que o material é considerado como um sélido amorfo e acima desta temperatura
o material é dito estar em estado borrachoso, ou em um estado liquido viscoso no caso da tem-
peratura estar acima de 7},. Abaixo de T; um polimero tensionado se comportard como um
sélido fragil, ndo apresentando um comportamento viscoeldstico e também nenhuma deformacao
pldstica anterior a sua fratura. Jd na regiao préximo a T, haverd alguma deformagcao pldstica em
altos niveis de tensao, porém nenhum comportamento viscoeldstico significante serd observado.
Acima da temperatura T, ¢ esperado um comportamento viscoeldstico bem mais significante, o
que constitue o campo de aplicagdo deste trabalho (mais especificamente entre Ty, e T},,), muito

embora nao se vé levar em consideragao aqui os efeitos térmicos inerentes a um valor especifico
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de temperatura. Vale ressaltar ainda que os valores de Tj; e T}, podem variar muito de polfmero
para polimero. Em um dado polimero estes valores sdo determinados por fatores como a capaci-
dade das cadeias de formar forgas de van der Waals e o peso molecular destas cadeias dentre
outros fatores. Além disso, outro fator relevante é o processo de fabricacdo do componente
polimérico. Conforme a necessidade, pode-se fazer o polimero atingir uma determinada faixa de

temperatura para processéa-lo.

1.3 Espumas Poliméricas

H4 diversos tipos de aplicages de polimeros no nosso cotidiano e na industria, como ja eviden-
ciado nos tépicos anteriores, dentre estas pode-se citar os revestimentos ( tinta, verniz, etc.),
os adesivos (breu, goma, cola, etc.), filmes finos (espessuras de 0,025 a 0,125 mm) amplamente
utilizados na fabricacdo de sacolas, embalagens alimenticias, produtos téxteis, etc e as chamadas
espumas que podem ser constituidas de pldsticos ou borrachas.

As espumas poliméricas sao produzidas por processo chamado de foaming em que um agente
borbulhante é acrescido ao material e entao sao expostos a acao do calor. O agente entao
decompoe-se com a geracao de bolhas de gds nesta, agora, massa liquida que seguida de um
resfriamento acaba por originar a estrutura porosa final. O mesmo tipo de efeito pode ser
obtido pelo borbulhamento de um gds inerte através do material derretido. Alguns exemplos
de polimeros constituintes de espumas sdo o poliuretano, poliestireno, borrachas e o PVC. A
densidade final obtida para a espuma, pode chegar a uma reducao de 200 vezes em comparacao

com o polimero em seu estado sélido original.

1.3.1 Sodlidos Celulares

A literatura nos apresenta diversos tipos de espumas: poliméricas (utilizadas como absorvedores
de impacto, como isolante térmico e/ou actstico, etc.), metdlicas (utilizadas como absorvedores
de impacto, como catalisadores em processos de filtracdo e também como dissipadores de calor.)
e as ceramicas (de baixa densidade, baixa condutividade térmica e actstica em comparagao aos
materiais cerdmicos convencionais). Todos estes tipos de espumas encaixam-se dentro de uma
classe de sélidos designados como sdlidos celulares. Estes sélidos s@o vistos como uma estrutura
interligada de elementos sélidos que formam as bordas/placas constituintes das paredes das
células. Em sua configuragao mais bdsica o que se tem é uma disposi¢do bidimensional de
poligonos que preenchem todo o dominio (ver 1.11). Estas configuragdes mais simples sao as
chamadas espumas, em que as células sao poliedros. Pode-se ainda classificar as espumas segundo
a sua composi¢ao em células abertas (células com arestas e sem faces) e em células fechadas
(células com arestas e com faces), conforme ilustrado nas figuras 1.12, 1.13 e 1.14.

E importante salientar ainda que diversos modelos constitutivos empregados em softwares
comerciais nao representam de modo adequado algumas aplicagoes em que as espumas poliméri-
cas estdo sujeitas a grandes deformagoes (ver [52]). Neste sentido também foram realizados
trabalhos para espumas metalicas (ver [56]) nos quais verificou-se que quando os resultados

numéricos eram comparados aos resultados experimentais, nenhum dos modelos dos pacotes
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Figura 1.11: Materiais celulares bidimensionais: (a) colméia em aluminio; (b) colméia em papel
com resina fendlica; (c) colméia ceramica; (d) colméia ceramica. [48].

Figura 1.12: Espuma ceramica com células abertas (DoITPoMS Micrograph Library, University
of Cambridge).
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Figura 1.13: Espuma de aluminio com células fechadas (DolTPoMS Micrograph Library, Uni-
versity of Cambridge).

Figura 1.14: The tetrakaidecahedral model / the Voronoi tessellation para células fechadas ([89])
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Figura 1.15: Modelos periédicos de células abertas. (a) parametros usados para definir um
modelo simples. (b) Versao 3-D modelo simples. (c) Célula aberta considerada em [63]. (d)
Unidade celular do tetrakaidecahedral model.

comerciais abordados foi capaz de representar de modo coerente os resultados esperados. A
sensibilidade & taxa de deformagao é um fen6meno notério em diversos casos, indicando a im-
portancia da incorporagao deste tipo de efeito ao modelo ([104]).

Os efeitos de sensibilidade & taxa de deformagao, os efeitos de variagao de temperatura, assim
como as caracteristicas da configuragao celular (tamanho da célula, espessura das paredes, etc.
) s@o parametros importantes a serem considerados em aplicagoes com espumas (ver [49]). Vale
ressaltar ainda que a microestrutura celular (fig. 1.15) e sua complexidade influencia bastante
na caracterizacado das propriedades materiais das espumas (ver [49]), tais como o médulo de

Young, a densidade, etc.

1.3.2 A Densidade Relativa (p* )

Uma das caracteristicas mais importantes dos materiais celulares é a sua densidade relativa p* =
;ﬁ—{ (p-densidade atual do material celular e p,,;-densidade do material totalmente (polimero)
compactado), que tem forte influéncia sobre as suas demais propriedades. Este termo (densidade
relativa) é naturalmente aplicado em materiais celulares devido a sua densidade ser computada
em relacao ao volume do material expandido e nao somente em relacao ao volume da parte sélida

da estrutura. Para citar alguns exemplos, observe:

Espumas especiais p* ~0,001;

Espumas poliméricas convencionais p* € [0,05, 0,2]; (1.1)
Cortigas p* ~0,14;

Madeira p* €10,15, 0,4].

Segundo o trabalho de [73], um valor de densidade relativa da ordem de 0,3 é considerado
um valor de transi¢ao, uma vez que os materiais sao considerados celulares quando p* < 0,3

e quando p* > 0,3 estes materiais sdo considerados como sélidos contendo apenas alguns
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L | 10 =f= Espumas Metalicas e
% - Cerimicas
Borrachas
Eapunes Polmidns T
L g 1 =t -
g Tipicas (p* = 0,05)
: 3
Espumas Elastoméricas E ——
3 Espumas Elastoméricas Espumas Elastoméricas
L 40 == Especiais ( p* ~ 0,01) L 1 == Especiais (p* ~ 0,002)

Figura 1.16: Algumas prorpiedades dos materiais celularares ([73])

poros isolados.Vale ressaltar que segundo o trabalho de [103] as espumas tem uma anisotropia
relativamente baixa (F varia menos de 10% com a dire¢do do carregamento), e que devido a
isto os modelos para sélidos celulares isotrépicos mostram-se bem razodveis. Porém, a lite-
ratura também relata que o médulo de Young E tem uma forte dependéncia com a densidade
(E = E(p)). A aleatoriedade da distribuicao das células possue também uma grande influéncia
nas propriedades dos sélidos celulares. Deste ponto de vista fica claro que modelos randoémicos
complexos sao necessarios para se poder estimar o comportamento mais preciso dos sélidos celu-
lares (ver [88] e [89]). H4, segundo estes trabalhos, duas etapas principais no desenvolvimento
destes modelos randdémicos. Primeira, um modelo suficientemente apurado de microestrutura
deve ser desenvolvido. A segunda etapa refere-se a avaliacdo cuidadosa das propriedades do
modelo. Assim, como os cédlculos analiticos exatos para avaliar de uma forma geral os mate-
riais randomicos ainda nao estao consolidados, os métodos numéricos tornam-se extremamente

importantes.



Capitulo 2
Teoria Viscoelastica Finita

A finalidade deste capitulo é a apresentacdo da formulagio viscoeldstica finita assim como os
resultados alcancados com a sua implementacao. Inicialmente serdo feitos alguns comentérios so-
bre os tipos de modelos constitutivos e posteriormente serao apresentados os equacionamentos e
desenvolvimentos algébricos dos modelos abordados. Finalizando o capitulo encontram-se alguns

exemplos numéricos estudados que servem para avaliar o modelo e os algoritmos implementados.

2.1 Relagoes Constitutivas Hereditarias

O propésito deste tépico é a exposicao dos diferentes tipos de equagoes constitutivas para vis-
coelasticidade. Os materiais viscoeldsticos sao ditos possuidores de memoéria. Esta memoria se
manifesta na relacao constitutiva entre os tensores tensao e deformacao, neste caso a tensao pode
ser representada como um funcional da histéria da deformagao no qual o principio da objetivi-
dade é satisfeito. H4, de um modo geral, duas categorias de modelos constitutivos para materiais
viscoeldsticos: os integrais e os diferenciais. Matematicamente nos modelos integrais a tensao
em um determinado instante de tempo é dada em termos de uma expressao que que envolve
uma integral sobre toda a histéria no tempo, esta integral é normalmente referenciada como a
integral da histéria (integrais de convolucao, equagoes integrodiferenciais de Volterra e derivadas
fraciondrias, ver [62] e [40]) , em contraste, o modelo constitutivo diferencial da histéria da defor-
macao ¢ feita via equagoes diferenciais ordindrias que envolvem varidveis internas dependentes
do tempo (ver [86]).

A idéia deste capitulo é apresentar, como ja mencionado, o modelo viscoeldstico para grandes
deformagGes, assim como a estratégia numérica para abordé-lo. A forma em taxa da equagao
constitutiva é equacionada em termos da taxa de Green-Naghdi associada ao tensor tensao
rotacionado de Kirchhoff e da taxa do tensor logaritmo de deformacao de Hencky.

O principio da superposicao de Boltzmann segue da consideracao de que a superposicao dos
incrementos na tensao estd relacionada com os respectivos incrementos na deformacao de um
modo similar ao dado pela lei de Hooke.

A teoria cldssica da elasticidade linear considera a relagdo constitutiva, entre os tensores

1 A
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tensao e deformacao, dada pela lei de Hooke:
o= De ou 045 = ]D)ijk‘lekl, (2.1)

em que o é o tensor tensao de Cauchy, € é o tensor deformacao infinitesimal e D é um tensor

positivo definido de quarta ordem satisfazendo as seguintes propriedades de simetria
Dijrr = [D]ijrr = [Dljirts  [Dlijrr = D € [D]ijrr = [D]gsij- (2.2)

As duas primeiras relacoes seguem da simetria de o e €, enquanto que a terceira segue de
consideracoes energéticas. Porém em viscoelasticidade a terceira destas relacoes é aplicada
somente quando o material ¢ mecanicamente isotrépico.

Uma maneira, como ji comentado, de se obter uma relacao constitutiva para materiais
viscoeldsticos é imaginar a superposicao de Boltzmann (dada pelo operador de Boltzmann)
aplicada sobre incrementos de tensdo, que sao relacionados, de forma semelhante a lei de Hook,
a incrementos de deformacao correspondentes. Por exemplo suponha que o corpo B para t < 0
é tal que e(x,t) = 0, e que para t = 0 tem-se o estado de deformagao £(0,t). Entao o estado de

tensao resultante para t > 0 é dado por
oo(x,t) = D(t) e(x,0), (2.3)

na qual a depenpendéncia temporal é introduzida somente pelo tensor ). Fisicamente espera-
se que D seja suave e monotonicamente decrescente com o tempo ¢, pois nao seria possivel
que o estado de tensoes o (x,t) crescesse, exorbitantemenete, com o tempo para um estado de
deformacgoes fixo e(x,0). De fato, experimentos com polimeros mostram que D(¢) decresce e este
fenomeno é conhecido como relazacdo de tensoes.

Tomando, agora, um pequeno intervalo de tempo At, e denotando t; := iAt, aproxima-se a

evolugao do tensor deformagao como
e(x,t) = e(x,ti), t€ [titit1), com i=1,2,..., (2.4)
obtendo, entao, o incremento de deformagao
Ae(x,tiy1) = (X, tiv1) — e(x,t;), (2.5)
o que induz o seguinte incremento de tensao:

Ao j(x,t;) = D(t; —t;) Ae(x,t;), para 1<j <4, (2.6)
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Supoe-se entao que a tensao total no tempo t; € dada pela superposigao:

o(x,ti) = oo(X,t:) + Y Aoj(x, ti); (2.7)
j=1
= ]D)(tz') E(O) + zl: ]D)(ti — tj) AE(X, ti). (2.8)
j=1

Tomando, apropriadamente, o limite obtem-se a lei constitutiva hereditédria

o(x,t) = D(t) e(x,0) —i—/o D(t — s) e(a(x, s))ds. (2.9)

Supondo que D(t) é suave, pode-se derivar a forma alternativa

o(x,t) = D(0) e(x,1) —/0 D(t — s) e(u(x, s))ds, (2.10)

em que U e D indica a derivada parcial com respeito a varidvel de histéria s e x indica o vetor
posicdo em R? (na configuracao atual). O que se tem, agora, é que o comportamento do material
estd intimamente ligado a maneira como o tensor ) depende do tempo t. A determinacao destas
relacGes possui um forte embasamento fisico e intuitivo. H4 na literatura especializada vérias
propostas nesse sentido (ver [4], [28] e [44]), dentre as quais os modelos baseados no sdlido
de Mazwell (The Reversed Mazwell Solid, The Generalized Mazwell Solid, ...) (ver [45]) tem
recebido grande destaque. A idéia central deste modelo é que os tensores I(t) sdo atualizados

por séries de Dirichlet-Prony

D(t) = f(t) D(0), (2.11)
em que f(t) é da seguinte forma
N
F&)=fo+ ) fie ™" (2.12)
i=1

Os coeficientes { fi}f\io sdo nao negativos e normalizados de modo que f(0) = 1, além disto os

. N PR . . e .
coeficientes {w;},_, também sdo nao negativos. Seguindo esta idéia pode-se escrever entao

Nijm
Dz]kl(t) — (Dzjkl)o + Z (]ID’ijl)m 6_[(Wijkl)m]t‘ (213)
m=1
Estas séries sao extremamente convenientes para a abordagem dos problemas apresentados,

pois desde que
flt) =e=", (2.14)

tem-se recursivamente a atualizacao do termo de histéria vindo da discretizagao da equagao de

Volterra

ft+E)=e ZFf(2). (2.15)
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Numericamente os problemas de Volterra exigem que a cada nivel de tempo se tenha armazenada
toda a histéria das solugdes (niveis de tempo anteriores), que deve ser somada de modo a
aproximar a integral da histéria. De uma forma geral o nimero de operagoes requeridas, para
tal, em um nivel de tempo N é da ordem O(N?). A utilizacdo das séries de Dirichlet-Prony
geralmente faz com que este nimero de operagoes diminua. Todavia estas séries nao sao a tnica
forma de se modelar tal efeito, por exemplo em [16] utilizou-se as chamadas stretched relazation
function

F(t) = fo e para p € (0, 1], (2.16)

que, obviamente, nao possui uma forma de recorrencia simples. Uma outra escolha, bem difun-

dida atualmente, para f sao as baizas poténcias

f(t) = fo t_pv para p¢€ (07 1)a (217)

todavia, o que se nota ¢ uma inconsisténcia fisica nos valores da tensao e da deformacao no

tempo t = 0. Objetivando abordagem fisicamente consistente, tem-se a seguinte modificacao

f(t) = fO (t + fl)_pv para p € (Ov 1)7 (2'18)

em que f1 > 0.

A formulacdo que segue a partir desse ponto é fortemente baseada no trabalho de [27], que
explora as idéias do cdlculo fraciondrio. Infelizmente um enfoque mais profundo a respeito
desta teoria constitutiva nao serd adotado aqui, por nao se tratar do objetivo principal deste
trabalho. Sera apresentada, entdo, uma vista geral da teoria sem um rigor mais apurado. A idéia
central desta formulacao estd ligada ao fato de que os materiais viscoeldsticos comportam-se de
uma forma intermedidria entre sélido e fluido. Recordando agora que o tensor tensao depende
linearmente do tensor deformacdo, para sélidos eldsticos, enquanto que no caso de fluidos o
tensor tensao depende linearmente do tensor taxa de deformacao para fluidos Newtonianos.
Intuitivamente pode-se interpretar esse comportamento hibrido através da incorporacao de uma

derivada fraciondria temporal na equagao constitutiva. Para tanto seguem as defini¢oes

Definicao 1 Sejam f € L1 ev € Ry. A integral de Riemann-Liouvill de ordem fraciondria v

da funcao f é definida como
T _ \v—1
i) = [ s (219)

e quando a = 0, denota-se por IV f(z) = I§ f(z) = f(x)p,(x), em que ¢,(z) = zV~1/T(v), para
x>0, ¢,(x) =0, para x <0, e ¢, () v30 d(z) (Delta de Dirac), IV f(x) 30 f(z)

Definigao 2 A derivada 0% de ordem fraciondria ¢ € (0,1) da fungdo absolutamente continua
f é definida como

05f(x) == I, 0f (x), (2.20)

e a derivada 0% de ordem fraciondria ¢ € (n — 1,n), da funcio f, suficientemente regular
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(0"~ f(x) absolutamente continua) é dada por
IS f(x) = I" 00" f(x). (2.21)

Aceitando a natureza hibrida dos materiais viscoeldsticos, a idéia ¢ definir uma lei constitu-

tiva com a seguinte forma
o(x,t) := Dy e(x,t) + Dy 8e(x, 1), (2.22)
para tensores constantes de quarta ordem Dg e D1, em que ¢ € [0, 1), assim:

8§€(x,t) D= Il_cats(x,t);

[P (t— )¢ Oe(x,s) .
/0 e s (2.23)

O que se tem agora sao vdrias teorias constitutivas que podem gerar uma variedade de
equagoes integrodiferenciais, as quais sdo usadas na abordagem de problemas viscoeldsticos. A
integragao temporal da equagao constitutiva em forma de taxa permite-se chegar a uma equagao
constitutiva na forma integrodiferencial.

A aplicagao de deformagdes finitas neste trabalho serd formulada em termos do tensor tensao
rotacionado de Kirchhoff e do tensor deformagao logaritmo de Hencky (deformagao natural), na
configuracao designada como ndo rotacionada. O material é considerado ser isotrépico e as
fungoes de relaxamento associadas aos moédulos mecanicos sdo representados pelas séries de
Prony. O problema é formulado com uma abordagem Lagrangeana total e solucionado pelo
método de elementos finitos. Um conjunto de problemas é resolvido a fim de testar o modelo
proposto assim como a robustez e performance dos algoritmos implementados na discretizagao

do problema.

2.2 Formulacao Global do Modelo de Deformacao Finita

2.2.1 Formulagao Lagrangeana

Seja €Q,, definido em t,, um dominio limitado com uma fronteira Lipschitz 0}, sujeita a uma
forga de corpo prescrita b definida em €, uma tragio superficial prescrita definida em I' e um
deslocamento prescrito e definido em T'%, em que 9Q, = T4 UTL e T NI = &.

Se a funcdo de movimento ¢ : R? — R3 ¢é tal que
X = @ (X0, 1) = ¢y (Xo) Xo = ‘P;l (%),
entao o campo de deslocamento ¢ definido como:

X =u (X, t) + X, u (X0, 1) =X — X, = 1 (X0) — Xo,
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em que
I = (1) e I = ¢, (Ff}) ‘

Tem-se agora os seguintes conjuntos, para cada t € [0,%y]

Kin,(Q,) = {uo 1Qy =R |u, € [Hl(QO)]3, u, (X,,t) =0y (X,) €m x, € I‘g} :

3

Vary(Q,) = {v 1, R | v € [HY(Q)]®, ¥ (x,) =0 em x, € rg}

Kin, (%) = {u Q- R |u € [Hl(Qt)]g, u(x,t) =1t(x) emx € F“};
Var, (%) = {\7 - RV € [Hl(Qt)]3, V(x)=0emx € I‘“}

sendo u (¢ (Xo) ,t) = Ty (X,) em x, € I'Y.

Formulagao Forte do Problema: €); - Configuracao Atual

Problema 3 Para cada t € [0,ty], determine u(x,t) tal que

dive (u(x,t)) +b(x) =0 em x €

o(u(x,t) n(x,t)=t(x,t) enxcI?

u(p; (x0),t) =uop=0o0¢ emx, €l

3
com t € [H%(Ft)} eb e [Ly()]®. Perceba que u(x,t) = u(p, (x,),t) = Gi(p; (%o),t) =
U, (X,,t) em x, € T'Y. Adicionalmente, que a relagao entre as normais nas configuragoes atual

e de referéncia é expressa como
ndA = det (F) FTn,dA,. (2.24)

Formulagao Fraca do Problema: (); - Configuragao Atual

Problema 4 Determine u € Kin,(§%) tal que, para cada t € [0,t¢],
/0' (x,t) - V[V (x)]d = /p(x,t)b(x,t) -V (%) th—l—/t (x,8)-V(x)dA YV ¥ € Vary,().
Q Q It

Porém,

o(x,t)n(x,t)dA = t(x,t)dA =P (X,t) Ny (X0, t) dA; = t, (X0, 1) dAo; (2.25)
p (X’ t) dyy = p (‘P (Xm t) at) J (xm t) dd. (2'26)
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Note ainda que J (x,,t) = det (F (x,,t)) logo
P (X7 t) dQ =p (90 (XO7 t) 7t) J (XO’ t) dQO = Po (XO) dQO

em que p, (x,) denota a densidade na configuracao de referéncia

Po (XO) = p(‘P (X070)70)J(X070) = p(‘P (XO’O) 70) J(Xtﬂo) =1
u(x,t) = u(p(xe,t),t) =u,(Xo,t);
ou,  Ou 0x
ox,  0x0x,’
entao
Vu, = [V [uo @] F (x,,1). (2.27)

Recordando a equacao de conservacao do momento linear na configuragao atual, tem-se

/p(x,t)b(x,t)th+/t(x,t)dA—% p(x,t) %dY ¥ BC O
B oB B

Considerando o caso quasi-estético, i.e., desprezando o termo % (+), pode-se escrever

/p(x,t)b(x,t)th+/t(x,t)dA—0.

B oB
Todavia,
Jottibend = [o60 00005 (e 6nt) ) (x00)
B Bo
S LT
Bo
€

/t(x,t)dA:/a(x,t)n(x,t)dA

oB oB

com o (x,t)n(x,t) =t (x,t) em B como condi¢ao de tragdo prescrita. Note ainda que,
t(x,t)dA = t, (X0,t) dAs = P (X0,1) 0, (X0, 1) dA, (2.28)
em que

t(x,t)dA = t,(Xo,t)dAs;
o(x,t)n(x,t)dA = P (x,,t)n, (X0,t)dA,
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e pelo uso de Eq.(2.24)

o ndA=[oo ¢ FTn,det (F)dA, = P n,dA,

consequentemente
{det (F)[oo ] FT —P}n,dA, =0 V¥ n,eR?

entao

P =det (F) [oo @] F T, (2.29)
logo

1 T

[oo ] = et (F) PF". (2.30)

Assim

/ t(x,t)dA—/ to(xo,t)dAo—/ P(xo,t)no(xo,t)dAo—/ div (P) dQ,,
00 0

0 Qo

0 que permite escrever

/ [div P (30, £) + p, (0) b (0, £)] dS2 = 0.

o

Entao

div P (%,,t) + p, (X0) b (%0,1) = 0, em X, €
P (x0,t) 0, (X0,t) = t,(Xo,1), em x, € I'L;

U, (X0,t) = To (Xo,1t), em X, € Iy

que é a formulacao forte do problema na configuracdo de referéncia. Desta forma é possivel

enunciar o problema da seguinte forma:

Problema 5 Determine u, (x,,t), para cada t € [0,t¢], tal que

divP (xo,t) + p, (X0) b (%0,t) = 0, em X, € Qo;
P (Xm t) n, (Xm t) = 1_30 (Xm t) s em Xo € FZ;
U, (Xo,t) = o (Xo0,1), em X, € Iy

com T, € [H3(IL)]” e b e [La(@,)]"

Formulagao Fraca do Problema: (), - Configuragao de referéncia

Problema 6 Determine u, (X,,t) € Kin,(§,), para cada t € [0,ty], tal que

/P-V\“/dQO—/ pob.onOJr/ t,-VdA,, V¥ ¥ E Vary(Q). (2.31)
Qo Qo r

t
o
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Denotando, para cada t € [0,t¢],

F(uo;o)—/ P-V\?dQO—/ pob-odgo—/ t, - VdA,
Qo Qo It

o

o problema pode ser reescrito como
Problema 7 Determine u, (x,,t) € Kin, (o), para cada t € [0,tf], tal que

F (u,;¥)=0 V ¥ e Var, (). (2.32)

2.3 Formulacao Incremental

Seja o campo de deslocamento representado por

U, (Xo,tn) = Xp—Xo U, = U, (Xo,tn);

Uo (Xm tn—f—l) = Xnp+1 —Xo Up+1 = Uo (Xm tn+1) y
logo

Foi1 = 14+ Vuyyg;
F, = I+Vu,

e desta forma tem-se as seguintes consideragoes:
e A configuragao e as varidveis de estado sao conhecidas em €Q,;
e As equagdes de equilibrio sdo tomadas em £2,41.
Entao, em t,41, a formulacao fraca do problema pode ser escrita como:
Problema 8 Determine u,y1 € Kin,(€,), tal que
F (up41;9) =0 V Ve Var,(Q), (2.33)
em que

F(Uni1;9) = / P (up41) - VOdQ, — / pob - ¥dQ, — / t - dA,.

o o FZ
Objetivando a resolugao do problema nao linear anteriormente descriminado, aplica-se entao
o método de Newton.
2.3.1 Linearizacao e o Método de Newton

Considerando

0
u, | = Uy, k=0
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em que k denota a iteragdo de Newton, iniciada em k& = 0, temos como estimativa inicial o
ultimo valor convergido do incremento anterior da varidvel u, i.e., u,. Desta forma, na k-ésima

iteracao tem-se

k+1

_ 1k k
un+1 =Uptq + AunJrl

Assim para se determinar Auf 41 ¢ imposta a condicao
r(ubhiv) =0 v vevary
Agora ,considerando F (-,-) suficientemente suave temos
F( 21%[:") = (uﬁﬂ +Auﬁ+1;\‘r> =0, (2.34)

a qual, apdés uma expansao em Taylor de F ( uy g+ Aun 1 \7) em ufl 11, pode ser aproximada

por
r (uﬁﬂ +Au2+1;\7> ~F <u2+1, >+DF< 13V ) |:Aun+1:| (2.35)

0 que permite escrever

DF( ub v ) [Aunﬂ} = (u,’g+1;v>. (2.36)

Obtencgao de DF( u,. ;v ) [Aun_H]

A definigdo da derivada de Gateaux, conduz a

k E .o\ k.
DF( U, 15V >|:Aun+1:| = limF(u”+1+6Au"+1’v) F(unﬂvv);

e—0 €

= % [F (quH—i—eAuﬁH;\?)]

e=0 '

Agora, como ), é fixo pode-se escrever

; (2.37)

1 (i )

e=0

[/ n+1 + eAu]fLH) VA dQO}

d
de
_ / % (uber +edui )] | V9 a,. 238)

Note porém que P =P (F (u’fLH + eAuﬁH)), assim é possivel escrever

% P (F (quH + eAu,’fLH))

o™ (e (s + et

(2.39)
e=0
Entretanto,

e consequentemente

E
de |

=V (Aufﬁ-l) 5
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0 que implica em
dp opP i
€| " oF" (Au).
Logo,
Dr (ug H;v) [Au,’j H} - /Q A (ug +1) v (Aqu +1) L VY A9, (2.40)
com 9P
A(ul = =Y 2.41
[ (un+l>]ijkl 8Fkl uﬁﬂ ( )
2.3.2 A Determinagao do Médulo Tangente Gobal A
Seja, agora, a seguinte defini¢do em termos de o (x,t), X = @(Xo,t), Om(Xo,t) := 0 (P(Xo,1),1).
Assim,
P (X0, t)=J (X0, 1) 0 (X0, ) F L (X0, 1) = T(X0, 1) F L (x,,1),
logo
OF;; 0 oT; OF 1
A (uF =Y - — (7, F )= 14 I 2.42
[ <un+1>}ijkl 8Fkl 6Fkl <Tp JP ) 8Fk:l Jp +Tp aFkl ( )
Lembre-se ainda que,
FF'=1
consequentemente
OF\ ., OF 1
<8—F>F +F< . ) ~ o
OF ! OF
_ _Ffl = F*l
(%) (5)
entao
OF;)! OF,
Jp — —F-_l ms F*l — _Ffl(sm 53 F*l,
_ Fﬁgl Fzﬁ
assim tem-se o médulo tangente global
A ()] = OTip ot P (2.43)
Uy ijkl - 8Fkl Jip Tip jk “lp :

O célculo do médulo tangente global A requer a determinagao da derivada do tensor tensao

de Kirchoff com relagao ao gradiente da deformacao (F), o qual nao serd feito de forma direta

e sim com o auxilio da regra da cadeia e de algumas manipulacoes tensoriais.
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O tensor tensao rotacionado de Kirchoff 7 é definido como
7=R)'TR (2.44)

logo
r=R7(R)T. (2.45)

Desta forma

oT; 0 _
aFZ:l = 9F (Rimests) )
OR;m _ OT ms 8Rps
msR S R’Lm R S R’Lm ms
OFy Pk OFy " T T OFy
ou tensorialmente
or GR 87‘ 8R
Assim recordando, define-se
0T  OTms N
— = ——— = Dysils 2.4
OF _ OFk ki (2.46)
entao
OTip ORm, _ OR,s
= msdips im Dms s imT ms — - 24
o, OF —T Rp + R; klRp + R;p, T OF ( 7)
or OR _ . 8R

Neste ponto tem-se que a Eq.(2.46) serd desenvolvida a partir da equagao constitutiva para a
configuracao nao rotacionada, restando agora a determinagao do tensor de quarta ordem g—%
que segue de algebrismos sobre a decomposi¢ao polar do tensor F (observar os trabalhos [107],

[106] e [80]).

2.4 O Modelo Viscoelastico

Recordando dos pares conjugados tensao-deformagao (ver [58]), tem-se para a poténcia especifica

(por unidade de massa) W da tensao

Wz%(o’:D)zp%)(’r:D)zp%)(P:F):2%)0(8:@>:... (2.48)

que é invariante sob mudanca dos pares conjugados tensao-deformacao. Entao, pode-se escrever

os tensores tensao de Kirchhoff e de Kirchhoff rotacionado da forma seguinte

7=RTTR LTI = Ri[TinjJ. (2.49)
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No caso de materiais isotrépicos, pode-se derivar a seguinte relagao

%(T:D)-%(?:E). (2.50)

Note que, A : B =tr (ATB) =tr (BAT) =tr (BTA) =tr (ABT). Logo

1 1
—(r:D) = —(R7FR":D);
po(T ) po( ! )

= pitr (RTR'D);

= pitr (TR'DR);

1
= —7:R’DR.
Po

Dos resultados acima pode-se concluir que
. T
E =R DR (2.51)

em que

E =In(U) (2.52)

D (x,,t) = D (x,1)] (2.53)

x=p(xo0,t) *

2.4.1 Forma do Modelo Viscoelastico Linear

Uma proposta de generalizacao do modelo unidimensional para um modelo tridimensional é
apresentada em [43]. A generalizagdo da relacao constitutiva em trés dimensoes consiste apenas
em uma simples substituicao das tensoes e das deformacoes unidimensionais, que sao tensores
de ordem zero, por tensores de ordem dois. O mdédulo de correspondéncia também deve ser
substituido pelo tensor constitutivo de quarta ordem. Entao, pode-se representar a maioria dos

materiais viscoeldsticos pela seguinte forma constitutiva (ver [50]):

gij(t) = Cijra(t — to)om(to) + tCz’jkl(t — &)on(§)de. (2.54)

to

Agora, para campos suficientementes suaves, tem-se

d% {Cijua(t — &ow(§)} = Cijkl(t =& (§) + Cijru(t — &) (E) (2.55)

integrando em & de tg a t,

t g ¢ ¢ .
/to P {Cijra(t = &)ow(§)} d§ = /to Cijr(t — &§)ow(§)dE + /to Ciju(t =& ow(§)ds.  (2.56)
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Porém

t
/t dif {Cijr(t — or(§)}d¢ = Cyult — f)akl(f)ﬁo : (2.57)
= Ciyju(0)om(t) — Ciju(t — to)ow(to)-

0 que permite escrever
t t .
Cijri(t —&)om(€)dé = — | Cijma(t — &)k (£)dé + Cyjr(0)o i (t) — Cijra(t — to)ow(to) (2.58)

to to

substituindo 2.58 em 2.54, obtem-se

t.
gij(t) = Cijri(0)ow(t) — / Cijra(t — §)or(£)dE. (2.59)
to
Analogamente também pode-se escrever para um sélido viscoeldstico linear
t
7i(t) = Digalt — to)eulto) + | Digu(t — en(e)ds (2.60)
to

ou equivalentemente
t

oij(t) = ]D)z'jkl(o)gkl(t)_/ Dy (t — &)er(§)dE.

to

Considerando-se as hipdtesis de isotropia, tem-se
D=2Glje, + K (IRT) (2.61)

em que
1
Tgey = {I[ — §(I ® I)} (2.62)

com I designando o tensor identidade de segunda ordem e I o tensor identidade simétrico de

quarta ordem, i.e.,

I= % (I +1Ir) (2.63)
com
Tijr = dirdji; (2.64)
Ir]ijir = 6ud k. (2.65)
A representacao indicial é dada por
(D], = (K - §G> 0ij0m + G (0irbj1 + dirdj) : (2.66)

e sua forma compacta por

D= (K—%G) A0 +G(I+1Ir). (2.67)
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Note que, para qualquer tensor de segunda ordem A,
(I®I):A=tr(A)I;

I:A=A:I=sym(A);

Ip:A=A:I;,=A",

I:A=A:1=A.

O ddltimo resultado é valido também para qualquer tensor de quarta ordem.

Os médulos G e K podem ser expressos alternativamente por

E
Gzzu+m

¢ E
K=s0=2

em que v é o coeficiente de Poisson e E é o médulo de Young. Assim tem-se que

-1

2
[Clijir = D Hijr = [(K - §G> 0ij0k + G (8ik0 51 + 010 k)
ou
Co (10T + —Tgo:
- 0K 2G devs
ou ainda B 7
C= 5(1 ® I) + E]Idev

cddulos B Lo 7 1
com os médulos B = wedJ= el

Voltando agora para a equacao constitutiva dada em 2.54, tem-se
t .
“(t) = Clt — to)olto) + | €t~ )o(€)de.
to

Substituindo 2.61 em 2.77, deriva-se

e(t) = [J(t 2_ tO)Hdev + B<t9_ to) I® I)] o (to)

A0, BE-9 ]
o[ [P+ 2 S aoe

Definindo

0P (t) = Igeyo(t) como a parte deviatérica da medida de tensio

28

(2.68)

(2.69)

(2.70)

(2.71)

(2.72)

(2.73)

(2.74)

(2.75)

(2.76)

(2.77)

(2.78)

(2.79)
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1
s(t) = gtr [0(t)] como a parte volumétrica da medida de tensao (2.80)

() = %J(t—tg)aD(tg)+%B(t—t0)s(to)1 (2.81)

o {37~ 95" + 380 - Os(6m} e

0

Considerando tg = 0, 2.81 pode ser reescrita como

£(t) = 5T ()0"(0) + 3 BO)s(O)T+ /0 {lJ(t )5 () + SB(t - 5)5(5)1} de. (282)

3 2 3
Denotando ) '
e (1) = 3 B(H)5(0) + /0 LBt - )3(6)ie (2.83)
eP(t) = %J(t)aD(O) + /0 %J(t —g)&D(g)dg. (2.84)

obtem-se a seguinte decomposi¢ao do tensor deformacao,
e(t) = e(t) I+ (1) (2.85)

em que e (t) denota a parte hidrostatica do tensor deformacio e £”(t) é a parte deviatorica.
Neste modelo as funcoes niicleos das convolugdes sao representadas por séries de Prony ([87]),

da seguinte forma:

J&) =Jo+X07 J; (1 - &xp <_§7))

i

e (2.86)
B(§) = Bo+ > B; (1 —exp <_r%>>

no qual tem-se os médulos Jy, J;, By e B;, em que T;] e Tf sao as relaxacoes temporais para

as componentes da série de Prony. Como resultado, a decomposigao do tensor deformacao (t)
pode ser expressa como
e(t) = e (t) I4+P (1), (2.87)

em que

Jo + nZJ J; <1 — exp <—’3T_—J§>>] (;D(g)dg (2.88)
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) = 3

Bo+ ;:ZiBi (1 — exp G%))] 5(0)
+/Ot§ { By + i& <1 — exp <—t—B§>>] é(f)} dg. (2.89)

7
Neste ponto pode-se introduzir a definicdo dos médulos relativos

04;] =Ji/Jo
e (2.90)
aP = B;/Bw

sendo
By := By + Z?fl B;
e (2.91)

Joo :=Jo + Z:L:JI Ji.

Como resultado, as funcoes niicleo podem ser expressas por:

B = B o+ 5208 (10 (-5))]
e (2.92)

J (&) = |:O(0+Zl L O <1—exp( Ti)”

A forma integral da equagao constitutiva (2.87) pode cobrir os comportamentos eldsticos
nos casos limites de carregamento (instantaneo e muito lento). Adicionalmente note que pelas
equagoes 2.88 e 2.89) as partes devitérica e volumétrica da tensdo podem representar compor-
tamentos distintos no que diz respeito a relaxacao, uma vez que o nimero de termos das séries
de Prony np e ny nao sao necessariamente os mesmos nem tao pouco os tempos de relaxacao

B J

2.4.2 Modelo de Viscoelasticidade Finita Geral

Suponha um par conjugado de medidas de tensdo e de deformacao X e ~ respectivamente.
Objetivando generalizar a equagao constitutiva acima para problemas de deformacao finita, se

faz necessdria a apresentacao de algumas definigoes:

Definigao 9 Seja v, A, e A (respectivamente tensores de primeira ordem, sequnda ordem e

quarta ordem), define-se a transformagao "barra" da seguinte forma

v(t) = o) v(); (2.93)
A = @) A O(1);
Aty = em'em AmO1)O()
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Da mecdnica do continuo tem-se ainda que

TF@); (2.94)
D) = e®)'D1)O(),

em que o tensor de sequnda ordem ©(t) é solu¢ao do problema de valor inicial: Dado o tensor

de segunda ordem antisimétrico Z(t), determine ©(t) tal que
Ot) =210 (t) (2.95)
sujeito a condicdo inicial
©(0) =L (2.96)
Consideramos aqui que Z(t) = R(t)R(t)T, sendo R(t) determinado pela decomposicio polar de

F(t), iec, F(t) = REU(®).

O tensor O (t) ¢ usado para definir uma configuragdo conveniente (preservando a objetivi-
dade) para a integragdo do modelo constitutivo. Nestes termos uma medida de deformagao 7

submetida a transformacao acima fica da forma seguinte

(=01 71O (). (2.97)

O (t) = R(t) (2.98)

pode-se mostrar que ‘
3tH)=0®TY 1) O (2.99)

| ~ .
em que 7 denota a taxa de Green-Naghdi do tensor deformacao logaritmica, dado por

5 = R{% (RT'yR)}RT; (2.100)

= 4-Ey+~E

Corolério 10 7 (t)=© ()75 (1) © (1).
Dem. A definicio de 7 (t)= O ()T ~ (t) O (t) permite a diferencia¢io em rela¢io ao tempo,

supondo o0s tensores suaves em rela¢ao ao tempo
FH=0B" yH)OH+O 1) FH)O[H)+O 1) ¥ (1)O (1), (2.101)

porém de 2.95
Ot) =210 (1) (2.102)



CAPITULO 2. TEORIA VISCOELASTICA FINITA 32

e sabendo que © (t) = R (t) e Z'= —Z (antisimetria), tem-se
o = ew)'=w’, (2.103)
= —e@)'z@
substituindo 2.102 e 2.103 em 2.101 pode-se escrever
F(t) = ~OWTEMYNON+O1 (1O 1) +0[H ¥ (H)E®O(): (2.104)
= O {-EMOvO+7O)+vOEWD}O(1);
SCICRIOLEI0

Da introducao desta transformacao "barra", pode-se escrever
- t__ -
() = TR0 + [ Tle-oR(e)as (2.105)

Considerando agora as hipéteses de isotropia do material, tem-se C= C. Lembrando-se que

_B 7

C 9 (I & I) + E]Idev (2106)

com

Ly = {1[ _ %(I ® 1)} (2.107)

logo, substituido 2.106 em 2.105 obtem-se

t . . .
)= | Z e + Z 50+ [ |2 ey + L, S @0
0
Definindo
.D
3 (t) =lgev2(t) parte deviatérica da taxa da medida de tensdo (2.109)
e .
p(t) = %tr [i(t)} parte volumétrica da taxa da medida de tensao, (2.110)
pode-se escrever
t . ) _ . D
() = @p(@)n@i%) +/ {@5(5)1 n J(tz s, (g)} de. (2111)
0

Agora, denotando .
B(t— &) -
() = TP(O) —l—/o <t3 éh)f)(f)dg (2.112)
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_ J(t) = t g —e) P
32t = 250 () / U955 (epae (2.113)
o tensor deformacao pode ser decomposto como
(1) =3 () T+ (8) (2.114)

em que 77 (t) denota a parte hidrostatica do tensor deformacio e ¥ (t) sua parte deviatérica e

as funcoes nucleos das convolugoes acima sdo representadas em termos das séries de Prony:

J() = Jo + i Ji <1 — exp <—T—Z>> : (2.115)

i=1 ?

B(t) :Bﬁga <1—exp (-%)) (2.116)

Desta forma pode-se escrever

FP(t) = % J0+§J,~ <1—exp <_T_t;]>> $P(0)
+/0t{% Jo+§;]i (1—exp (—t;f» E:D(g)}dg (2.117)
() = % Bo+;ZBlBi (1—6Xp<—%>>] p(0)

(2

At

2.4.3 Um Modelo Particular de Viscoelasticidade Finita

Bﬁi& <1 — exp <—tT_—B§>>] f;(g)}df. (2.118)

Observando que a medida de tensao de Kirchhoff rotacionada 7 e a medida de deformagao
logaritmica Lagrangiana E, definida na configuragao de referéncia €2,, formam um par conjugado

e como pode-se ver na equagao 2.50

7 =RT TR, (2.119)
com
T =Jo,; (2.120)
E =1n(U), (2.121)
(§]

D=E, (2.122)
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a equagao constitutiva pode ser reescrita da seguinte forma
E(t) = / C(t — €)d¢, (2.123)
e novamente supondo a isotropia do material (C= C), resulta que

t .
E(t) = C(H)7(0) + /O C(t — E)F(6)de. (2.124)

Assim, tem-se

t i .
Eil) = ?ﬁ(o)l %% )+ /0 { )I+J(t2 5)fD(5)}dg; (2.125)
E(t) = {Bét) (IxI) +—]Ide:| 7(0)
+/0 [B(g BU=9 g4 LU= 5)]1(16@} F()de, (2.126)
.D :
T (t) = Hdev%(t)y (2127)
() = TlaewT(t) (2.128)
plt) = %tr [#—(t)}, (2.129)
pt) = %tr [T(t)], (2.130)
.D _
em que T (t) e p(t) sdo respectivamente as partes deviatérica e volumétrica da taxa da medida
de tensao.
Denotando 5 '
e(t) = %ﬁ(ow/o (tg_ Qja(g)dg (2.131)
’ _J@) PIt—¢) P
B2(1) = "0#0(0) 4 /0 - G (2.132)

o tensor deformacao logaritmica pode ser decomposto como
E(t) = e (t) I+EP (1), (2.133)

em que e (t) denota a parte hidrostética do tensor deformacdo e EP(t) sua parte deviatérica, e

sao dadas por
e(t) =tr [E(t)] (2.134)



CAPITULO 2. TEORIA VISCOELASTICA FINITA 35

EP (1) = L, E(t). (2.135)

Considera-se que os médulos J(t) e B(t) sao representados por suas respectivas expansoes em
séries de Prony, i.e.,

J() = J +§Ji <1 —oxp <—T—Z>> : (2.136)

B(t) = By + iB:Bi <1 _exp (-%)) . (2.137)

i=1 ?

Como resultado, a decomposicao do tensor deformagao logaritmica pode ser representada como

E(t) = e (t) I+EP (1), (2.138)
em que
ED(f) — % Jo+ éj (1 ~exp <-%>)] =D(0)
+/Ot% Jo—l—ng <l—exp (—t;f))] ?D(g)dg (2.139)
c(t) = % Bo + iZiB, (1 —exp <—TLB>>] 5(0)
+/Ot% By + iB:Bi <1 — exp <—t—35>>] p(E)dE. (2.140)
i=1 i

et) = 3

/t 3 { <1 — exp <—t7_;)> }ﬁ(ﬁ)dﬁ (2.141)



CAPITULO 2. TEORIA VISCOELASTICA FINITA 36

Jo + HZJJz (1 —exp (—%))] 7P(0)

/
+
0

7 ()de. (2.142)

Determinacao da medida de deformagao E,,

Supondo uma discretizacao temporal, a medida logaritmica de deformagao E no instante t,,41,
pode ser representada como
Eni1 = ennI+ED, ), (2.143)

com E, 11 = E(t,+1). Deste modo pode-se partir para a determinagao das partes deviatérica

EL ) e volumétrica (e,41):
n—+1 +

e Determinacao da parte deviatérica da deformacao:
L J; t
—D 7 —D
— t)—i—ZE(l—exp(—T—%}))T (0)
t— orP
+Z/ { (1 —exp< Tf))} 5 (€)de. (2.144)

ED(#)© = 207D (2.145)

E”(t)

Neste ponto define-se:

Ji
)
+/Ot {% (1 ~exp < T;)) } %(g)dg (2.146)

EPt) =EP ) +Y EP1)®. (2.147)

como consequéncia,

Logo, no instante t,1,

D(0)
En+1 n+(1 + Z En+1) (2'148)
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em que
D(0 Jo _
BN = ?TD(tn—H);
JO -D
= ?Tn—&-l
€

7 J’L tn —
Eﬂl) = = (1 — exp (— Tj;l)) 7P(0)

fnt1 Jz n - 8_D
of 5 (e () ) T

De;
Note por sua vez que En_(;l) pode ser expresso como

i Ji tn _
B2 = 3 (1-ew(-2)) 70

(L thp1 — & orP
()

it (] tnt1 — & orP
{7 (e () ) e

Definindo At = t,,41 — t,,, tem-se neste momento

thrl = th+ At;

At
by = ot 55
7_-7?—1—1 = 7_-71’3 + A7_-5>

0 que permite escrever:

37

(2.149)

(2.150)

(2.151)

(2.152)

(2.153)
(2.154)
(2.155)
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e Estratégia 1:

i Ji th + ALY _
Efl)_gl) = — <1 — exp (— 7 )) 7P(0)

T

tn . At — =D
o, e (e () ) e
i1 (1 bty + At — ¢ orP ‘
[ (e () s
' T

)
)
(- ) 59
N e

-
At ty — orP
) (-179) 0

deste modo

Enizl) - EE(’) + Ez exp <__7}
i
t

t ) 72(0) <1 — exp (—%))
TS T
tn Jz n 5 8_D At
U e ()| S (e (57)
tnt1 . _ =D
o) {3 (e () T
tnt1 . - =D A
AL e () e (e (5))
A J; tn — tn L _ _
()3 (1 o <— 7 )) (Foies = 7)
‘ tp — 1,1
—i—% exp <_ J”+2> (?EJA — 7_-7?) <1 — exp (—%)) ; método de Euler

_ Eg(z) + EE(Z) (1 — exp (_é;)) + ﬁ (1 — exp (_ Ai)) A’T’E (2.156)
T; 2 27'1-

_l’_

12
=
So
+
eall
SO
N
—_
|
©]
>
o)
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e Estratégia 2:

D(i Ji tn + AL\ _
En_(H) = §<l—exp<— ¥ >>TOD

i

[ o (=)o

+

~ +

2

)

[ (30

~ L ey <_%) p( AJ) §+/Ot" % i; (&)de
_ {/Ot Ji oxp (-t”T; 5) %({)d&} exp (—f—f)
o) 3T { [ g e (-5t) G acfen (-7,

v

[\)

assim

; J; J; J; < ( At J; J;
ES&) =~ 517_'(1)7 + 7D - 317_'0[) — S exp <—7_—> + 2Z 5+1 217_'5

i

i ~ D(i At . At
%TT?H ET?(Z) exp (——J> %AT,? exp <——J> . (2.157)

2
, tn —1 1 At
exp (__J”h) (7-7134_1 — 7‘-5) exp <——J> ; método de Euler
T
T

e Determinacao de E?

- . J: t tn J: g 87_
D@ _— 2 _n ) #D - —
E; > exp( 7_J> To +/0 5 GXP< —J ) o€ ——(§)d¢;

1 J; tno1 — &\ 0T At
L ) ()

= ES(? exp <—£Jt> + ﬁA'T',?_l exp <—ﬁ> . (2.158)

e Determinacao da parte volumétrica da deformagcao:
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e = )+ 2_; L (1 — axp (—iB)) p(0)

2R (e () o

assim define-se:

0 = 35 (1o (~5) )50

i=1 i
> [ {3 =)}
= . . d
+z/{3< e (550 ) fiterae
como consequéncia,
e(t) = e() +> et)®
=1

Deste modo, no instante 1,

np
_ (0 (4)
€ntl = €piq + E €nt1
=1

em que

© _ Bo_
Cnt1 = ?pn-&-l

(i) B; tnt1 ) -
2 - B ( )

e [ By tnp1 — & Ip
ol (e () e

(@)

Note por sua vez que e, pode ser expresso como

91 = B (i)
tn B; tnat1 — op
(3ol )

0
tn+1 B; thrl—g op
of, {5 (e () o

40

(2.159)

(2.160)

(2.161)

(2.162)

(2.163)

(2.164)

(2.165)

(2.166)
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Definindo At = t,,11 — t,, tem-se

tn+1 =
tyyr =
DPnt+1 =
0 que permite escrever:
e Estratégia 1:
(i) B; tn + At
eph1 = 3 1—exp|— 5
i

tn B

—i—/o {?Z <1 — exp (
tn+1 BZ

—|—/ {— <1 — exp
t 3

b + AL

At
tn""_;

Pn + App,

)

B0 | e

T

t+ At — € op, . .
_T>> } 8_§(£)d£’

)

tn \ -
exp ( ——5
p - zB bo

29) o

(2

2))en(59)
(599)}
()7}

~

41

(2.167)

(2.168)
(2.169)

(2.170)
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e deste modo

(1) _ : B; t _ At
Cnt1 = eg‘) + ?Z €xp <—%> Do <1 —€exp <—¥
' ex

[

o
S
+
D¢
==
I/~
—_
|
@
>
o]
/T
ok
S~
N~
+
w|§d
N
—
|
@
>
o]
|

~

3

|

o s+
Jr
~__—
~__—

)

3

+

=

|
k]
:v

; T;

. . At B; At
_ g (1 Aot Difq_ _ Ap,. 2171
ey + é, < exp( T?>>+ 3 ( exp( 27?)) Dn (2.171)

@ _ B Cln+ ALY
a1 = 3 I —exp B Do
K

{5 (e (=) o

t"“B o+ A= VN 9P
S (e () s
B B B; tn
ELGr <__

+

At _
- ) e (-55)
B; 0p tn By tn — &\ 0P At
?a_p [/0 EGXP <— 7_43 ) —p(ﬁ)df} €xp <—¥>

/ 9¢
tnt1 B, 9p tni1 B, ty — Op At
o[ g | [ oo (~5t) G ew (S

n (2

assim
e(l) Bi 5o Bz‘ _ Bi _ é(l) o At 4 Bi Bz‘ _
~ — —Dy, — —Do — xp | ——=
n+l 3 Po 3 DPn 3 Po n b T,LB 3 — Pn+1 — 3 - Pn
B; tn — tn+% B _ At .

—? exp —T (pn+1 —pn) €xp _E ;
B; A B;

= Epn-‘rl - 6511) €xp <—T—;> - E (Apn) €xp <_—fB>

(4)

e Determinagao de é,
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D¢
S
=
|

tn _ tn Bi n f op
<—§> Po + /0 3 exp <— TiB > 8§(§)df,
<_tn—1 + At _

B
T

-1 B, tho1 + At =&\ Op
+/0 5 exp (——B> a—g(ﬁ)dﬁ

p
p bo

T;

In B, b1+ At =&\ Ip
[ e <_—? ) (e)ds

T+
_ W _Aty | B _ At
= en_lexp( T?>+ 3Apn_lexp 2B ) (2.173)

2.4.4 Um Outro Modelo Viscoelastico Linear

Uma outra proposta para o modelo tridimensional é apresentada na configuragdo atual da forma

seguinte:

0ij(t) = Dy (t — to)ew(to) + /t Dijra(t — &)ém(€)dE. (2.174)

to

Novamente, considerando os campos suficientemente suaves, tem-se

d% (Dt — E)er(€)} = Wi (t — e (&) + Dijra(t — €)éri(€) (2.175)

integrando em & de tg a t,

t

t t
/ i {Dijua(t — Qen (€)Y dé = | Dijp(t — em(€)de + / Dijua(t — E)ép(€)de.  (2.176)
to dé— to to

Contudo

| 4 Pontt = 92O} &€ = Digult — Oeule)l, 2.177)

to
= Dijn(0)er(t) — Dijii(t — to)ew(to)

0 que permite escrever
¢ ¢
/ Dy (t — €)ép(§)dE = / D451 (t — &)ert (§)dE + D (0)eri () — Wyjua (t — to)ewi(to). (2.178)
to to
Substituindo 2.178 em 2.174, tem-se

t
() = Dyjr(0)er () —/ Dyt (t — €)e(€)dé. (2.179)

to

Considerando um material isotrépico, temos

D(t) =2 G(t) Lgew + K(t) A1), (2.180)
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em que
1
Lgew = {I[_ g(I®I)} :

Voltando-se a equagao constitutiva dada em 2.174

t

o (t) = D(t — to)e(to) + / D(t — £)2(€)de,

to
substituindo 2.180 em 2.182 tem-se
o(t) = [2G(t —to) Lgew + K(t —to)(IT@I)] e(to)

0

Lembrando que

pode-se escrever

o(t) = 2G(t —to)eP (to) + K(t —to)e¥ (to)I

of {2G(t — &P (&) + K (t — £)éY ()T} dE.

to

Considerando que ty = 0, pode-se entao denotar

t
p(t) = K(t)e (0) + /0 K(t— )¢ (€)de

ol (t) = 2G(t)eP(0) + / t 2G(t — )P (&)de.
0

Desta forma, o tensor tensdo pode ser decomposto como

ot)=pt)I+oP(t)

+/t 2G(t — &) Tgey + K(t — &) (IR T)] &(£)dE.

44

(2.181)

(2.182)

(2.183)

(2.184)

(2.185)

(2.186)

(2.187)

(2.188)

(2.189)

em que p (t) denota a parte hidrostatica do tensor tensio e o”(t) sua parte deviatérica, desig-

nados por .
p(t) = 5tr o (t)

o (t) = Tgevor (t).

(2.190)

(2.191)

Assim, as funcoes micleo das convolugOes anteriores sao apresentadas em termos das séries de
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Prony da seguinte forma:

G(t) = Goo + Y14 Giexp (—)

e (2.192)

em que G e G; sao os médulos de cisalhamento eldstico, Ko, e K; sdo os mdédulos eldsticos e

TiG e TZK sao as relaxacoes temporais para as componentes da série de Prony.

Como resultado da decomposi¢ao do tensor tensao de Cauchy, tem-se
at)=pt)I+aP(t) (2.193)

em que

O'D _ D K
(t) = 2G(1)eP(0) + /O {2

G + f: G exp <_tT_ZG€>] éD(g)} ds (2.194)

i=1

t
p(t) = K(t)e" (0) + /0 {

Koo+ > Kiexp (—tT_—Kg)] éV(g)} de. (2.195)

i=1 (

Analogamente ao que ja havia sido feito em 2.90, pode-se definir

af = G;/Gy
and (2.196)
azK = KZ‘/KO

em que
Go=Goo + .15 G;
e (2.197)
Ko = Koo + 315 K;.

Assim as fungoes niicleos podem ser reescritas da seguinte forma:

7

e (2.198)
K (t) = Ko [afo + YK af exp (—#)]

G (t) = Gy [aoGo + >0 aiG exp (—T%ﬂ

Adicionalmente, os parametros G e K podem ser escritos em termos de outros parametros
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materiais tais como o médulo de Young F e o coeficiente de Poisson v, como segue:

9K G
P = 209 2.1
3K+G’ (2.199)
_ 3K-2G
YT 6 K+2G
E
¢ = 2(1+v)’
2
E = K—=G
3 )

em que K é o mdédulo eldstico e k é o mdédulo volumétrico.

2.4.5 Modelo Viscoelastico Finito

Suponha, novamente, um par conjugado de medidas tensao e de deformagao 3 e ~ respectiva-
mente. Objetivando generalizar a equagao constitutiva anterior para problemas de deformagao

finita define-se a transformacao "barra" (2.93-2.96), como segue:
SH=00)"t)e{). (2.200)

Nestes termos tem-se

t .
B(0) = DE(0) + | Dt = €)3(6)de (2.201)
Sob a hipétese de isotropia do material, tem-se
D(t)= D(t) = 2 G(t) Lgep + K(t) (I®T) (2.202)

e pode-se mostrar ainda que
FH=01)"T1)O() (2.203)

] . ~ .
na qual 7 denota a taxa de Green-Naghdi do tensor tensao de Kirchhoff, que é dado por

dt

= T-EBT74+TE

o _ R{i (RTTR)}RT; (2.204)

sendo que Z () = R () RT (t) e © (t) = R (¢).

Coroldrio 11 7 ()= © ()" 7 () © (¢).
Dem. A definicio de 7 (t) = © ()" 7 (t) © (t) permite a diferenciagio em relagio ao tempo.

Supondo os tensores suaves em relacao ao tempo, temos
=00 OB+ +H)O 1) +00 M) ({). (2.205)

Porém
O@)=E1)O(1). (2.206)
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Sabendo que © (t) = R (t) e E'= —Z (antisimetria), tem-se
o’ = ew)=w’, (2.207)
= —e@)'z@
substituindo 2.206 e 2.207 em 2.205 pode-se escrever
7)) = W ENTHOH+00TFHO1) +0 BT TH)E1)O1); (2.208)
= O {-EW T +F O +THOEWD)}O(1);
- o'?FWe).

Substituindo a equagao 2.202 em 2.201 obtem-se

3(t) = [2G(H)lger + K (1) (T2 D] 7(0) + /Ot [2G(t — ey + K (t— )X @ D] F()dE.  (2.209)
Definindo

.D :
¥ (t) = lgewy(t) parte deviatérica da taxa da medida de deformagao (2.210)

o (t)=1: ’y(t) =tr [’y(t)] parte volumétrica da taxa da medida de deformacao (2.211)

pode-se escrever

. H

£(0) = 26(07°(0) + KO3 01+ [ t {2G<t—wa<f> (-6 <§>I}d§. (2.21)

Denotando

t . H
P (t) = K677 (0) + /0 K(t— 07 (€)de (2.213)

£2(1) = 2G()7°(0) + [ 26(t - 7 (©)de. (2.214)

pode-se decompor o tensor tensao como
Xt)=p" ) I+ X (¢) (2.215)
em que p* (t) denota a parte hidrostatica do tensor tensdo e £ (t) sua parte deviatérica, i.e.

tr [2(¢)] (2.216)

W[

pr(t) =
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(S}
SP(t) = L 2(t). (2.217)
Lembrando-se que:
ng ‘L‘
R (2.218)
ng +
K(t) = Ky K; —— 2.219
=1+ 3 Ko () (2219
tem-se
P = 2 ooJFZ:G exp <—%> 7P(0)
=1 ?
/t 2 |G nzGa ( t_5> 'D(g) de (2.220)
+ o T 1 €XP | ——a ’7 .
0 i—1 o
€

Koo + iK exp <—LK>] 1(0)
n /Ot{

t—&\| -H
0 K; - . 2.221
3 Ko (- >]7 <s>}d5 (2221)
2.4.6 Um Modelo Particular para Viscoelasticidade Finita

=1 ?

Objetivando definir uma equacao constitutiva para problemas de deformagao finita, faz-se neces-
sario modificar a medida de tensdo arbitraria X (f) por alguma medida de tensdo particular,
assim como a taxa de deformacao arbitraria associada '_y por uma taxa de deformagao particular,
a qual forma o par conjugado desta medida de tensdo. Lembrando-se entdo da medida de
tensdo rotacionada de Kirchhoff 7 e de seu par conjugado E (2.50), representando a medida de

deformacao logaritmica (ver [36]), definida na configuracao de referéncia €,, tem-se

7=RT TR, (2.222)
com
T=Jo, (2.223)
€
E =1n(U), (2.224)
em que

D=E. (2.225)



CAPITULO 2. TEORIA VISCOELASTICA FINITA 49

Desta forma, a equagao constitutiva pode ser escrita como

7(t) = D(t)E(0) + /0 t D(t — &)E(¢)dE. (2.226)
considerando que o material seja isotrépico, tem-se D = I, o que resulta em
7(t) = D(t)E(0) + /O t D(t — &)E(€)dE. (2.227)
Assim,
7(t) = 2G()EP(0) + K (t)e(0)I + /Ot {2G(t —OEP() + K(t - §)é(§)1} de, (2.228)
sendo
EP(t) = Ly, E(t), (2.229)
) dwzxuMsz[Emy (2.230)

em que EP(t) e é(t) sdo respectivamente a parte deviatérica e volumétrica da taxa de deformacio

logaritmica Lagrangeana.

Denotando .
P = K(Oe0)+ [ K(t-e(e)ie (2.231)
7D (t) = 2G()EP(0) + / t 2G(t — E)EP (€)de, (2.232)

0

pode-se decompor o tensor tensao como
) =51 + 7P(1), (2.233)

na qual p(t) denota a parte hidrostética do tensor tensdo rotacionado de Kirchhoff e 7 () sua
parte deviatérica, i.e.,

p(t) = =tr [T(t)] (2.234)

W=

7P(t) = Iyeu 7(2). (2.235)

Relembrando-se das séries de Prony (2.218 e 2.219), tem-se
G Gi -——
w3 0o ()

i=1
t

+/ 2
0

D) = 2 EP(0)

G nGG t-¢
oo+z i €Xp _T_-G
7

=1

ED(g)} de (2.236)
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Koo+ nf: K; exp <—TiK>] ¢(0)

Koot S Koexp (—t;—;f)] é(f)} .

=1 ?

50

(2.237)

Supondo agora uma discretizagao temporal, a medida de tensao rotacionada de Kirchhoff 7

no instante t,+1, pode ser expressa como

_ _ _D
Tn+l = Pnt1 T+ T3 01,

(7P.1) e volumétrica (Py11):

e Determinacao da parte deviatérica da tensao:

Z 2G; exp <——>
£\ ) OEP

+Z/ {2G exp <__TG ) } 5 (O

2

2GEP(t) + Z {2Gi exp <_T%> E”(0)

=1 ?

i35 [ () o).

(3

7P(t) = 2GEP(0)

Neste ponto, definimos:
7P (1)) .= 2G EP(t)

Deste modo, no instante t,,41,

na qual

(2.238)

com 7,41 = T(tp+1). Deste modo, pode-se partir para a determinagao das partes deviatérica

EP(0) + 2G.EP(t) — 2G.EP(0)

(2.239)

(2.240)

(2.241)

(2.242)

(2.243)

(2.244)

(2.245)
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. t'n+1 _ D
‘T'ﬂ’l) = 2G; exp ( t:“) EP(0) + /0 {QGi exp <—tn+;c 5)} aaEf (&)d¢.  (2.246)

D(i)

Note por sua vez que T, | pode ser expresso como

7"5}3 = 2G,exp < t:+1> E”(0)

i

tn ) tn-l—l_é 8ED
o] e (20) ) o

o tny1 — & OEP
+/tn {zGiexp <— -G )} 3¢ (§)dE. (2.247)

Definindo At = t,,4.1 — t,,, com o passo fixo de tempo, tem-se

D tn + At tn tn + At — €\ OEP
Tﬂl) = 2G;exp <— e )ED(O)—F/O {ZGieXp <— e 5)} ¢ (€)dg

tnt1 At — D '
+/ {2G exp ( b i; g)} 8;35 (&)d¢;
= 2G;exp < bn ) exp ( ft> EP(0)
tn gl At\) OEP
[ (550 )}
tn . _ D
—i—/t : {QGi exp (—tnTG 5) exp <—%> } %(f)df. (2.248)

Como resultado

D(i
n_s(_l) = exp <—?> 2G; exp (—T—> ED(O)

)

B D
[ oo (25} B o1t

tn+1 _ D
) {2Gi exp <—t” = 5)} agg (©)de,  (2.249)
tn Ti

all

+ exp

+exp

2
7
At
e

Z

i.e.

all

5 = e (2) g0

i

A tn+1 n — b
¢ exp <7§) / {zai exp (—t - 5) } €. (2250

A determinagdo da integral em 2.250 pode ser feita aproximadamente pela aplicagdo da
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regra do ponto médio. Neste caso, temos

tnt1 tn _ 5 aED tn — tn+%
/tn {2Gi exp (— 0 >} 8_5(5)616 ~ 2@G;exp <_T

th —1t .1
= 2G;exp <—w> AED.  (2.251)

tnt1 JEP
/t N (§)d¢

n

em que
AEP =EP | —ED. (2.252)

A aproximagao da ultima integral é feita pelo método de Euler (implicito), entao

‘rnJ(rl) = exp <—$> T,l?( ) + exp (—?> 2G; exp ( T AED

= exp <—%> 7D 126G, exp (—%) AEP. (2.253)
T 2T

%

e Determinacgao da parte hidrostdtica da tensao:

p(t) =

Ky + ZKZ exp <—TLK>] e(0) + Kxe(t) — Kooe(0)

i=1 4

+Z/ {K eXp< 5)} gg(&)dé;
_ +Z{K esp (e ) e+ [ Ko (<) Geceraefazn

Neste ponto, define-se:

(1)) = K ce(t) (2.255)
e , c 5
_ i t t— e
p(t)( ) = K, exp <—¥> e(0) +/0 {KZ exp <—?> } 8—£(§)d§. (2.256)
Como consequéncia,
plt) = p(t)) + 37 p(1)@ (2.257)
Deste modo, no instante t,41,
P = PO + 30 pt) | (2.258)
na qual
ﬁgloj)l Koo€n+1 (2259)
e

i tn fnt tni1 — o)
]51(1)+1 = K, exp (— T?) e(0) +/0 {KZ exp <— HK 5) } 8—2(5)(1{ (2.260)

T;
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(@)

Note por sua vez que p,,; pode ser expresso como

. t in t —
U, = Kiexp <— n?) 6(0)+/ {Kz exp (——
tn+1 t _
[ ()
tn T
Definindo At = t,,11 — t,,, com o passo fixo de tempo, tem-se
tn + At fn
2552_1 K;exp (- nTK > e(0) +/ {KZ exp (—
4 0
tnt1 tn + At —
of e ()
tn Ti
At < At
exp <__K> ]37(;) + exp <__K> K;exp (
T T

At At
= exp <__K> p%) + K;exp ( 2TK> Aey,
i i

Nep = ept1 — €n.

12

em que

2.5 Discretizacao Espacial do Problema

Voltando ao problema 2.33, tem-se

Determine w41 € Kin,(Q,) tal que
F (up41;v) =0 Vv e Vary(Q),

em que

F 1,17~L+17 fQ un+1 V\AfdQO — fQo pob . \AfdQO

by + ANt — &

— Jpi to - VdA,.

53

(2.262)

(2.263)

(2.264)

Para resolver este problema nao linear usa-se o método de Newton, como ji comentado anteri-

ormente.

” O valor inicial da iteragdo para o instante atual é o valor convergido do instante anterior H

” u), | = u,, para k =0.

” Este valor é atualizado da seguinte forma

Bl _
” u, [y =up, +Aup,

” O valor de Aun 41 € encontrado resolvendo a equacao

” an n+1) Vv (AunJr]_) VYV dQ, = —F (uﬁJrl;v) )
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2.5.1 Discretizacao de Elementos Finitos via Galerkin

Objetivando aplicar o método de elementos finitos, é feita uma particao do dominio €2, = ng,

em elementos finitos §2,, e como resultado tem-se

/mP< nﬂ) vordQn

- Z u +1 VA, ; (2.265)

Oe

/ pob - ¥dQ, ~ / p’;bh-vth’g:Z / Pl A, (2.266)
Qo Qh = J Q.
/ t-VdA, / th - ohdAl =) / th . 9hdAR:267)
rt oQhnrt” o JoQo. NIt
/ A(Ups1) V (Atpsq) - VI dQ, / A( Z+1)V(Aun+1)-V\7h dar;
Qo

_ Z / whiy ) V (Auky,) - VO AR, (2.268)

Assim, faz-se uma interpolagdo dos campos u(x,,t) e ¥(X,) no interior de cada elemento

12

/ P (u,11) - VOd,
Qo

12

12

finito €2, , da seguinte forma

Unt1(Xo) = u(Xo,tnt1) U—Z+1(X0) = [N(x,)l g541 (2.269)
e (2.270)

V(%) (%0) = V(%) = [N(x,)] &

em que

T
(quH) = {uy, v, Wi, ... Us, Vg, W }

representa o vetor de deslocamentos nodais do elemento, s o nimero de nés do elemento e
{w;,vi, w;, i = 1..s} as componentes nodais do campo de deslocamento. [N(x,)] é a matriz de
funcoes de interpolacao construidas pelo MEF, que relaciona as componentes do vetor desloca-
mento com o vetor dos deslocamentos nodais do elemento.

O gradiente de u, dada a sua discretizacao espacial, é escrito como

Ju Ju Ju aN(Xo)iu. BN(xo),'u' 6N(Xo)iu‘
x y z s x y z
o on 0 OV, NG, NG,
h __ ov ov ov _ Nxoi. Nxoi, Nxoi‘
Vu" = 9z oy 0= = 9z Vi oy Vi 92 Vi . (2'271)
dw dw Jw i=1 | ONXo)i,  — OINXo)i, — INXo)i,,.
or Oy 0z or Wi dy wy Dz Wi

Entretanto, a implementagao de tal procedimento é inadequada. Deste modo, é proposto um ma-

peamento entre a forma matricial de Vu” e uma forma vetorial conveniente. Este mapeamento
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é tal que ) i}
[ (Vuh)n ] aNa(:o% 0 0
ON (X0);
(Vuh) 12 aN(?y ) 0 0
h Xo)i
(Vu®) 9z 8NO 0
(Vuh)21 s 0 8(20)1 0 Ui
ON (X0);
(Vuh),, | = 0 ; éy ) 0 v |- (2.272)
(Vuh),, | =1 o Wk wi
(Vuh)31 0 0 aNgD)i
(Vu'), 00 Zge
[ (Vu),, | 0 0 ONe
Denotando agora
aNngo)i 8Nf§xo)i 8N[§xo),ﬂ 0 0 O O 0
x Yy x
GT = 0 0 0  hGeh SNl ONGRh g 0
BN(xD),' aN(Xo)i 8N(Xo)i
0 0 0 0 0 0 oz dy 0z
definindo
G =[G1 |Gz - |Gs].
Tem-se
VuZH = Ga,y (2.273)
e (2.274)
vih = G§° (2.275)

Analogamente pode-se escrever o vetor referente ao primeiro tensor tensao de Piola-Kirchhoff,

como

]ST — |: Pll P12 P13 P21 P22 P23 P31 P32 P33 i| . (2276)

Aplicando-se as defini¢oes acima na equagao 2.265 tem-se

/Q P (uz +1> VR,

Oe

[ Pl ciin.

N /Q G"P (df1) - @°d%,;

_ /Q QTP (qfy) dQ, - &,

da qual pode-se definir
Fint _ / GTP (1) A2,
Qo
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A equagao 2.266, correspondente ao termo de forga de corpo, pode ser reescrita como

/ p, bl - 9hdQ, = / oo - NG“dQ, ;

Oe Oe

= [ ANTE g,

e

= / PINTbdQ,, - &,

Oe

na qual b é o vetor correspondente a forca de corpo b” e assim definir

€

F’ = / PINTbdQ,, .

e

O termo de carga, equagao 2.267, pode ser reescrito como

/ th.vdA,, = / t-N§°dA,,;
90, NIt N, NI'L
= / Nt §°dA,,;
8Q0, NI

= / NTidA,, - §°,
09, MTE )

em que t corresponde a forma vetorial da tracio tlg e entao pode-se definir

F! = / NTidA,, .
9, NTE,

Fazendo o mesmo com a equagao 2.268, em que o tensor de quarta ondem A serd mapeado

para um tensor de segunda ordem A, tem-se

/Q OeA(uZH)V(AuZH)-V\?h dQ,, = / A (oS 1) GAG,, - GEEd,,;

%Oe

B Q G'A (dh+1) GAdy 4 - §°d,;

~ o G'A (d741) GAGy 41 d, - &

B /Q G'A (warl) GdQOeAqu-l -q°.

Desta ultima equacao pode-se definir

K = / G'A (g%, 1) GdQ,,.
Qoe
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2.5.2 Montagem do Problema Global

Introduzindo os operadores de montagem U (.), A (.) e A (.) associados a obtencio das matrizes e
[& € €
vetores globais, pela adicao da contribuicao de cada elemento finito, pode-se definir as seguintes

matrizes e vetores globais:

(O} = U{ain} o {0} -U{a} (2.277)

e

{Fm} = A{FM} e [Kr]=A[K]]
F) = AEy e {Fh=d{r)
o que possibilita o rearanjo da discretizacio global das equagoes de equilibrio:
F] . 0-{F'} O~ {F}.O=0 vO.
Assim do método de Newton temos:
Kr]AU,41 - U=—{R}- U VU

em que

{R} _ {Fmt} _ {Fext}

{peery = {F*} 4 {F'}.

O problema discretizado global pode entao ser formulado como:

com

Determine U, 1 € Kin, (QF) tal que
[Fint} — [Feat) =0, ¥V U € Var,. (2h).

Assim, pelo método de Newton temos

” O valor inicial usado é H

” fJ%H =U,, para k = 0. H

” Este valor é atualizado da forma seguinte H
” U, =Upy + AL, H
” O valor de AU* 11 ¢ encontrado resolvendo a equagao H

| (K7 ATE,, = —{R}. [

2.6 Modelo Axisimétrico

O desenvolvimento do modelo axissimétrico faz uso do sistema de coordenadas cilindricas. E
suposto que as propriedades materiais, o carregamento e as condicoes de contorno sejam inde-

pendentes do angulo de rotacao 6,. O tensor gradiente de deformacao é escrito com relagao ao
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sistema cartesiano como

F = I+ Vu
Ouq Juq Ouy
1 O 0 81’01 am(]z 81’03
_ Jus Oua Ous
- 010 + 0zo, 0z, 0Zog
0 0 1 Ousg Ous ous

0o,  O0Toy, OTog

Com a identificacao do sistema de coordenadas cilindricas pode-se escrever

UL > Uy U > Uy U3 > Ug

Loy <> To Loy < 20 Loz ‘907

lembrando que o gradiente de u em coordenadas cilindricas é dado por

Our  Our 1 0ur _ uw
Or, Ozo To 00, To
du ou, 1 du
Vu = B_Tj a—zj 58_9: . (2.278)
Qug  Oug 1 Oug | uy
oro 020 To 00, To

A hipdtese levada em consideracdo com o modelo axissimétrico é que os campos de deslo-
camento, de deformagao e de tensao sao completamente independentes do dngulo 6,. Assim, o

campo de deslocamento é
Ur = Uy (To, Z0) = Ur(T,) Uy = Uy (To, Z0) = Uz(T,) ug =0 (2.279)

0 que implica em

Our  Our ON(r,) ON(r,)

oo 0x no | T U T Tl
— Ou, OJu, ~ h _ ON(r,) ON(r,)
Vu = Oro 0z 0 ~ Vu' = B—n,IuZI a—ZOIuZI 0 (2.280)
I=1 1
0 0 = 0 0 =N (r,) fur,

em que neste caso [N(r,)] é a matriz, de fungoes de interpolagao construidas pelo MEF, que rela-
ciona as componentes do vetor deslocamento com o vetor dos deslocamentos nodais do elemento.
Entretanto, a implementacao de tal procedimento é inadequado e desta forma, é proposto um
mapeamento entre a forma matricial de Vu” e uma forma vetorial conveniente na qual apenas

as componentes nao nulas sao levadas em consideracao. Este mapeamento é tal que

[ (Vuh)u ] 81\?)(:00)1 0
ON(r
(Vuh)12 n T(zoL)L 0
RN R I R 2251)
(V) | T o | Lt
Zo
L (vuh)33 _ i T{,N(ro)l 0 ]
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Denotando agora

ON ON
é}“ _ 8(:00)1 d(:':.)l 6N0 8N0 %N(ro)l
0 0 8(:00 )1 a(zroo )1 0

ff:[l 00 1 1],

é possivel escrever o vetor gradiente de deformagao como
F'=T+G)

com
n

~ ~ u
G=) Gt sendou?=| """ |.
=1 Uz

ou
G=[61[Ge]---|6n].
assim
h =~ € e T
Vup 1 = Gq,q, sendo (q5,1)" = {tr, Usyy oty , Uz, b

Analogamente, pode-se escrever o vetor referente ao primeiro tensor tensao de Piola-Kirchhoff
como

ﬁT:[P11 Py Py Py Pag |- <2'282)

2.7 Procedimento Numérico Global

A cada ponto de integragao da forma fraca discretizada, os célculos realizados para determinacao
do campo de deslocamento e consequentemente do campo de tensoes sao descritos nas tabelas
de procedimentos (tabelas 2.1 e 2.2). A equagao constitutiva permite entao o célculo de 7,41

(T'n+1 = Ppr1l+ ?T?H), da seguinte forma:

Tht1 = Ropp1Tnst Ro1)’
= Onpi1 = %Tn_H; (2.283)
com
J = det(Fpi1);
Py = Jopa FL;

_ Tntl T .
= J = Fo

Assim tem-se o algoritmo global do método de Newton ( tabela 2.1):
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Tabela 2.1: Método de Newton para o problema global

(i) Inicie o contador: k < 0

(i) Inicialize U? = =U,

(iii) Calcule as informagoes da tabela 2.2
(

iv) Calcule o resfduo R = R <Un +1> por RO = Fint (U ) Fert

€ 0 erTo por erro = HROH

(v) Faga enquanto ( f{kH >tol ou k< kmaz)

(1) Monte a matriz de rigidez tangente Ky = Kr (ﬁle)
(2) Resolva o sistema de equagoes para Afjﬁ 1

AUnJrl = _K;lf{‘k
(3) Atualize os deslocamentos

k+1

UL =0, +AUL,
(4) Calcule os novos valores da tabela 2.2
(5) Ccalcule RF*1 ¢ entdo erro = HRI“HH

(6) Atualize R¥ — R¥1 ek — k+1

ﬁk—l—l

fim

Tabela 2.2: Computos requeridos em cada ponto

(i) Dado uy,4; calcule:
Foi1 =14+ Vu,11.
(iii) Determine C,, 41
Cni1 =F]  Fri
(iv) Realize a decomposicao espectral de C,, 11
Cnp1 = Z Ai <l 1 >

(v) Calcule Un+1

Upr1 = (Cpyr) Z)\2 <l ®l>

(vi) Calcule as deforma(;oes logaritmicas
E,r1=In(Uyy1).

(vii) Calcule o tensor inverso (Up;1) "

(viii) Calcule

Rn+1 = Fn+1 (Un+1)_1 .

60
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2.8 Exemplos Numeéricos

Este topico faz referéncia a alguns casos numeéricos abordados com o intuito de verificar a
performance e consisténcia do modelo e cédigo desenvolvidos neste trabalho. O cédigo foi
escrito em Fortran 90/95, orientado a objeto, e utilizou o compilador da Compaq versao 6.5. e
o posprocessamento foi realizado com o uso do software GID 8.0. Os resultados numéricos das

andlises aqui realizadas foram obtidos sob uma tolerancia de convergéncia global de 1076.

e Exemplo 1: Neste exemplo é apresentada a tragdo de um corpo de prova retangular com
dimensoes de altura de 1in e largura de 1in, considerando o estado plano de deformagoes.
Para este problema quase-estdtico, o corpo estd sujeito a um deslocamento prescrito de

w = 0,1t in, para t € [0, 1], e sendo as demais condi¢bes indicadas na figura 2.1. O intuito

1,0

-;‘
‘

L A nAAl

}4
I\
8

Figura 2.1: Teste uniaxial de tragao (exemplo 1)

deste exemplo ¢ verificar a eficiéncia do algoritmo numérico implementado, comparando os
resultados numéricos obtidos com a solugao analitica do problema considerado. A solugao
analitica foi construida de modo a determinar os carregamentos e deslocamentos prescritos
responséveis para que o estiramento exato tenha a forma z(t) = A (£)z, € y(t) = Xa(t)yo.
Tendo em vista as condicoes de contorno e supondo ser o bloco composto por concreto
em que G(t) = 151989¢~0-001¢ 1 877289001 1 677823 (psi) obtem-se, como resultado da
imposicao de um coeficiente de poisson fixo v = 0.3, a fungdo de relaxacao para K dada
por
K(t) = 101330e 2091 4 584860001 1 451880 (psi).

A escala de tempo é tomada em dias, para maiores detalhamentos a respeitos destas
curvas ver [114]. Os resultados coincidiram com a solu¢do exata do problema a cada
instante analisado. Na figura 2.2 tem-se plotada a evolugao da tensao de Cauchy o, para
um dia de observacao, para um ponto tipico do dominio.A figura 2.3 mostra o perfil de
deslocamentos na direcdo = no instante final da andlise, assim como na figura 2.4 tem-se o
campo vetorial nodal de deslocamentos. Nesta andlise , utilizou-se uma malha com dois
elementos triangulares de seis nés. Outras malhas foram testadas mas nenhuma mudanga

nos resultados foi detectada. Neste exemplo utilizou-se a ltima formulagdo apresentada

(F(t) = D)E(0) + [1 D(t — £)E(£)dE).
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Six (psi)

3.01e+05 & =

2.15e+05 =)

1.72e+05 s
m Solugiio Exata

1.20e+05 1 — Solucio Numérica —

8.6e+04 =

Figura 2.2: Evolugao da tens@o de Cauchy 0, (exemplo 1)

X-Displacernent (in)
0.1
0.088891
0.07778
- 0.066669

0.055558
0.044448

0.033337
0.022225
0.011112

0

Figura 2.3: Deslocamento na dire¢ao x (exemplo 1)

L 4

Figura 2.4: Vetores deslocamento nodais (exemplo 1)
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e Exemplo 2: Este exemplo considera uma placa quadrada (2in x 2in) com um furo circular
de raio 0,2in no centro constituido do mesmo material utilizado no problema anterior e
sob as hipéteses de estado plano de deformagoes. O corpo é submetido a uma condigao
de deslocamento prescrito de igual valor em suas laterais esquerda e direita, respectiva-
mente e tendo as demais condigoes de tensao livre. Devido a uma questao de economia
de esfor¢o computacional foram impostas as condigoes de simetria para modelar 1/4 da
placa, como mostra a figura 2.5. Na extremidade direita tem-se o seguinte deslocamento

prescrito @(t) = 0, 1t in, para t € [0,1]. O grafico seguinte mostra a malha utilizada para

1,0

b A Yy el

Figura 2.5: 1/4 da Placa com condicao de simetria (exemplo 2)

este exemplo. Vale ressaltar que outras malhas, mais refinadas, foram analisadas e nao

se observou modificagoes relevantes nos resultados obtidos.Utilizou-se nesta analise 801

e

Figura 2.6: Malha utilizada (exemplo 2)

elementos triangulares de seis nés, totalizando 1682 nés, e quanto & integracao numérica
utilizou-se trés pontos de integracao de Gauss-Legendre em cada elemento. Outros testes
foram feitos com um ntimero maior de pontos de integracdo porém nenhuma alteracao
significativa nos resultados foi percebida. A figura 2.7 mostra o campo de deslocamentos
ao final do periodo de observacao. O gréfico seguinte (fig. 2.8) mostra a tensao o, no
instante final de observacao. Note que os maiores niveis de tensao encontram-se na parte
superior do orificio central da placa, o que estd intuitivamente coerente. A figura 2.9 expoe
a distribuicao da componente de tensao o, em que se nota maiores niveis de tensao tam-
bém na parte inferior do orificio central. Neste exemplo utilizou-se a ultima formulacao
apresentada (7(t) = D(¢)E(0) + fg D(t — &)E(€)dE).
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|Displacement| (in)

- 0.10001
0.089748
0.079486

- 0.069223
0.05896
0.048697
0.038434
0.028171

0.017908
0.0076465

Figura 2.7: Campo de deslocamentos (exemplo 2)

Sxx (psi)

 6.77e+05
I 6.0088e+05

5.231e+05
- 4.4532e+05
3.6754e+05
2.8977e+05
2.1199e+05
1.3421e+05
56430
-21342

Figura 2.8: Componente o, do tensor tensdo de Cauchy (exemplo 2)

Syy (psi)
1.0035e+05
60907

I 14240
--32427
-79094
-1.2576e+05
-1.7243e+05
-2.191e+05

-2.6576e+05
-3.1243e+05

Figura 2.9: Componente o, do tensor tensao de Cauchy (exemplo 2)
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e Exemplo 3: Este exemplo possui uma geometria semelhante & do exemplo anterior. Considerou-
se também as mesmas hipdteses de estado plano de deformagoes. O material constituinte

da placa é um polimero cujas fungoes de relaxacao sao

G(t) = 0,95¢73 40,55 (psi) e
K(t) = 1,4e7% 4 2,34¢ %34 1 0,63333¢ 3 + 4,066 7(psi).

Para maiores detalhes veja [94] e [95]. A placa ¢ submetida a uma condi¢ao de forca
normal prescrita de igual valor em suas laterais esquerda e direita respectivamente e tendo
as demais condigoes de tensao livre. Novamente, devido a uma questao de economia de
esfor¢o computacional foram impostas condigoes de simetria visando modelar apenas 1/4
da placa, como mostra a figura 2.10. Na extremidade direita tem-se uma forga normal
compressiva distribuida uniformemente em toda a face cuja intensidade é de f = —0, 1{b,
e sendo as demais condigoes de tragao livre. O periodo de observagao foi de ¢ € [0, 1]

(tomado em dias).

1,0

IRRARRRARRNI

g

Figura 2.10: 1/4 da Placa com condicao e simetria (exemplo 3)

A malha utilizada para a abordagem deste problema foi a mesma malha anterior, valendo
ressaltar que foram feitas testes com outras malhas mais refinadas e nenhuma modificagao
mais relevante nos resultados foi percebida. Quanto & integracdo numérica, foram usados
trés pontos de integragao de Gauss-Legendre por elemento. Novamente, nao foram perce-
bidas alteracoes nos resultados obtidos para este exemplo com o aumento do nimero de
pontos de integracdo. As figuras seguintes mostram inicialmente a malha sobre a geometria
inicial (fig. 2.11), e na figura seguinte tem-se o campo de deslocamentos ao final do periodo
de observagao (fig. 2.12).0 gréfico seguinte (fig. 2.13) mostra a tensdo o, no instante
final de observacao. Note que os maiores niveis de tensao encontram-se na parte superior
do orificio central da placa. Posteriormente tem-se a figura 2.14, na qual estd disposta a
tensao o, no momento final de observacao, em que se nota os maiores niveis de tensao na
parte inferior do orificio central, havendo também uma considerdvel compressao na regiao
imediatamente acima do orificio central. Neste exemplo utilizou-se a iltima formulagao
apresentada (7(t) = D(¢)E(0) + fg D(t — £)E(£)dE).
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Figura 2.11: Malha sobre a geometria inicial do dominio (exemplo 3)

|Displacement] (in)

- 0.0063671
I 0.0057967

0.0052222
-0.0046478

0.0040733
0.0034988
0.0029244

0.0023499
0.0017755
0.0012011

h .

Figura 2.12: Campo de deslocamento ao final da anélise (exemplo 3)

Sxx (psi)

- 0.00099694
-0.00384
-0.0090622

--0.014284
-0.019507
-0.024729
-0.029951
-0.035174
-0.040396
-0.045618

Figura 2.13: Componente o, do tensor tensao de Cauchy (exemplo 3)
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Syy (psi)

- 0.016041
0.013003
0.009892

- 0.0067809
0.0036697
0.00055857
-0.0025526
-0.0056637

-0.0087749
-0.011886

A.

Figura 2.14: Componente oy, do tensor tensao de Cauchy (exemplo 3)

e Exemplo 4: Este exemplo possui a geometria do seu dominio sendo descrita por um trapézio
reto, cujas faces lateral esquerda e superior medem 1lin e a face direita mede 0,25in.
O material constituinte da placa é um polimero "Maranyl nylon 66", cujas funcoes de

relaxacao sao

G(t) = 73855,4 4 155338, 4¢~ 0006139778 4 173447 600001817198 (14,
344658, 53 + 724912, 53¢~ 000613977 189394, 13¢~0:00018ITIN (i),

g
4~

~—
I

Sob as consideragoes axisimétricas, o problema quase-estdtico tem as seguintes condigoes:
a face esquerda encontra-se engastada (u;(0,y,t) = u,(0,y,t) = 0). Na face direita tem-
se uma forga vertical uniformemente aplicada e dada por f = 1150 lb, sendo as demais
condicoes de tracao livre, para t € [0,1]. Assim tem-se a configuragdo apresentada na

figura (fig. 2.15). A malha utilizada para a abordagem deste problema é composta por

sL'0

A.

Figura 2.15: Problema axisimétrico

505 elementos triangulares de seis nés, totalizando 1074 nds. Vale comentar que foram
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feitos testes com outras malhas mais refinadas e nenhuma modificacao mais relevante nos
resultados foi percebida. Quanto & integracdo numérica, foram usados trés pontos de inte-
gracao de Gauss-Legendre por elemento. Novamente, nao foram percebidas alteragoes nos
resultados obtidos para este exemplo com o aumento do nimero de pontos de integracao.
As figuras seguintes mostram a malha sobre a geometria inicial (fig. 2.16) e o campo de
deslocamentos ao final do periodo de observagao (fig. 2.17).0 grafico seguinte (fig. 2.18)

\\/

SESS

NN
W

\“%NMMAWM

Figura 2.16: Malha sobre a geometria inicial do domfnio (exemplo 4)

|Displacement] (in)

 0.029654
0.026667
0.023333

-0.02

0.016667
0.013333
0.0099998

0.0066664
0.0033331
0

A.

Figura 2.17: Campo de deslocamentos (exemplo 4)

mostra o perfil da tens@o 0., no instante final de observacao. Note que os maiores niveis
de tensao encontram-se nas partes superior e inferior da lateral esquerda da peca. Perceba
também que na parte superior o esfor¢o acaba sendo compressivo enquanto que na parte
inferior tem-se um esforco de tragao. A figura 2.19 apresenta a distribuicao da tensao oy
no instante final da andlise. Observe que neste caso os maiores niveis de tensao encontram-
se préximos da face esquerda da pega, onde esta encontra-se engastada. Posteriormente,
tem-se a figura 2.20, na qual estd disposta a componente o, da tensao de Cauchy, em
que se nota os maiores niveis na extremidade inferior esquerda da pega. Neste exemplo
utilizou-se a tltima formulagao apresentada (7(t) = D(¢)E(0) + f(f D(t — &)E(£)dE).
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SXX (psi)

17578
13942
9608.3

-5274.9

941.52
-3391.9

-7725.2
-12059
-16392

-20725

Figura 2.18: Componente o,, da tensdo de Cauchy no instante final da anélise (exemplo 4)

SxY (psi)

- 26685
24423
21312

- 18200
- 15089

5755.8
26447
-466.16

Figura 2.19: Tensao cisalhante (04,) no final da andlise (exemplo 4)

Syy (psi)

- 20375
I 17732

14955
- 12177

9399.1
6621.3

- 3843.5
1065.6
-1712.2

-4489.7

Figura 2.20: Componente o, da tensdo de Cauchy no instante final da andlise (exemplo 4)
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e Exemplo 5: Neste exemplo é apresentada a tracao de um corpo de prova retangular
com dimensoes de altura igual a lin e largura igual a 1lin, considerando o estado plano
de deformacgoes. Para este problema quase-estético, o corpo estd sujeito a um desloca-
mento prescrito de 4 = 0,1t in, para t € [0,1] e sendo as demais condigdes de con-

torno ilustradas na figura 2.21.0 intuito deste exemplo é verificar a eficiécia do algo-

1,0

I
I
g
0t

-
I\
8

UL

Figura 2.21: Teste uniaxial de tragdo (exemplo 5)

ritmo numérico implementado, comparando os resultados obtidos com a solucao exata

artificial do problema. Projetou-se os carregamentos e deslocamentos para que o es-

tiramento exato tenha a forma z(t) = A (t)zo e y(t) = Aa(t)yo. Tendo em vista as

condigoes de contorno e supondo ser o bloco composto por um outro tipo de concreto
1

em que J(t) = 3.2386 x 1078(1 — e~ 202599 ') +5.8578 x 107 (psi~!), do qual obtem-se, pela

imposicao de um coeficiente de poisson constante, a fungao de relaxacao para B dada por

B(t) = 4.7279 x 1078(1 — ¢~ ™z’ + 8.7867 x 107 (psi ™).

A escala de tempo é tomada em dias, para maiores detalhamentos a respeito destas curvas

Sxx (psi)
3.736e+05 —

3.269e+05 —

2.802e+05 —

2.335e+05 —

1.868e+05 —

u Solucgio Exata

1.401e+05 —

— Solugio Numérica

93400 —

46700 —

0 —

0 ) 02 03 04 05 06 07 08 09 1 (dias)
TIME_ANALYSIS

Figura 2.22: Evolugao da tensdo de Cauchy o,, (exemplo 5)
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X-Displacement (in)
0.1
0.088891
0.07778
- 0.066669
0.055558
I 0.044448
- 0.033337
0.022225

0.011112
0

h.

Figura 2.23: Deslocamento na dire¢ao x (exemplo 5)

ver [114]. Os resultados coincidiram com a solugdo exata do problema a cada instante
analisado. Na figura 2.22 tem-se plotada a evolucao da tensao de Cauchy o4, para um
dia de observagdo, para um ponto tipico do dominio. A figura 2.23 mostra o perfil de
deslocamentos na dire¢do = no instante final da anélise, assim como na figura 2.24 tem-se

o campo vetorial nodal de deslocamentos. Nesta andlise, utilizou-se uma malha com dois

L J

h.

Y

Figura 2.24: Vetores deslocamento nodais (exemplo 5)

elementos triangulares de seis nés. Outras malhas foram testadas mas nenhuma mudanga

nos resultados foi detectada. Neste exemplo utilizou-se a primeira formulacdo apresentada

(E(t) =C@)7(0) + fot C(t — &)T(£)de, estratégia 2).

e Exemplo 6: Este exemplo considera uma placa quadrada (2in x 2in) com um furo circular
de raio 0,2in no centro constituido do mesmo material utilizado no problema anterior e
sob as hipéteses de estado plano de deformagdes. O corpo é submetido a uma condigao de
deslocamento prescrito de igual valor em suas laterais esquerda e direita respectivamente
e tendo as demais condigoes de tensao livre. Devido a uma questdao de economia de es-

forgo computacional foram impostas condigdes de simetria visando modelar apenas 1/4 da
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placa, como mostra a figura 2.25. Na extremidade direita tem-se o seguinte deslocamento

prescrito @(t) = 0,1t in, para t € [0,1]. O grafico seguinte mostra a malha utilizada para

1,0

b P bl

Figura 2.25: 1/4 da Placa com condicao de simetria (exemplo 6)

este exemplo. Vale ressaltar que outras malhas, mais refinadas, foram analisadas e nao

se observou modificagbes relevantes nos resultados obtidos.Utilizou-se nesta andlise 801

Figura 2.26: Malha utilizada (exemplo 6)

elementos triangulares de seis nés, totalizando 1682 nds. Quanto & integracao numérica,
utilizou-se trés pontos de integracao de Gauss-Legendre em cada elemento. Outros testes
foram feitos com um nimero maior de pontos de integragao. Porém nenhuma alteracao
significativa nos resultados foi percebida. A figura 2.27 mostra o campo de deslocamentos
ao final do periodo de observagao, assim como na figura 2.28 estao dispostos os vetores
deslocamento nodais. O grafico seguinte (fig. 2.29) mostra a tensao o,, no instante final
de observagao. Note que os maiores niveis de tensao encontram-se na parte superior do
orificio central da placa, o que estd intuitivamente coerente. Na figura 2.30 encontra-se
a distribuicao da tensao 0.y, em que se nota os maiores niveis préoximos a parte suferior
do orificio central. A figura 2.31 expoe o perfil da tensao o,,, em que se nota os maiores
niveis também na parte inferior do orificio central. Neste exemplo utilizou-se a tltima
formulagao apresentada (E(t) = C(¢)7(0) + fot C(t — &)T(£)de, estratégia 2).
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L.l

Figura 2.27: Campo de deslocamentos (exemplo 6)

|Displacement] (in)
0.10522
0.095742
0.085631
- 0.07552

0.065409
0.055298
0.045186

0.035075
0.024964
0.014854

Figura 2.28: Vetores deslocamento nodais (exemplo 6)

SxX (psi)

9.0936e+05
8.0683e+05
7.0238e+05
- 5.9793e+05

4.9349e+05
3.8904e+05
2.846e+05

1.8015e+05
75707
-28730

. =

A.

Figura 2.29: Componente o4, do tensor tensao de Cauchy (exemplo 6)
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SXY (psi)

63492
37006
2561.2

--31884
-66328
-1.0077e+05
-1.3522e+05
-1.6966e+05
-2.0411e+05
-2.3855e+05

Figura 2.30: Componente o,, do tensor tensao de Cauchy (exemplo 6)

SyY (psi)
1.361e+05
82845

I 26178
--30489
-87156
-1.4382e+05
-2.0049e+05
-2.5716e+05

-3.1383e+05
-3.7049e+05

Figura 2.31: Componente oy, do tensor tensao de Cauchy (exemplo 6)

74
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e Exemplo 7: Este exemplo considera um componente mecénico de geometria mais com-
plexa, o qual é apresentado na figura 2.32 (dimensoées em polegadas). O material consti-
tuinte do componente é o mesmo material utilizado nos casos imediatamente anteriores,
considerando as hipéteses de estado plano de deformagoes. O corpo é submetido a uma
condicao de deslocamento prescrito em suas laterais esquerda e direita, conforme eviden-

ciado na figura seguinte, tendo ainda as demais condigoes de tensao livre. Na extremidade

direita tem-se o seguinte deslocamento prescrito @(t) = —0,3t in, para t € [0, 1].O gréfico
—
I
A —
-
—
=
o «—
= “—— 'u,x=1]
-
=
P
. >
A
0| Y
v km

Figura 2.32: Esquematizagao do problema.

seguinte mostra a malha utilizada para este exemplo. Vale ressaltar que outras malhas,
mais refinadas, foram analisadas e nao se observou modificacoes relevantes nos resulta-

dos obtidos.Utilizou-se nesta andlise 337 elementos triangulares de seis nés, totalizando

Figura 2.33: Malha utilizada (exemplo 7)

755 nés. Quanto a integragdo numérica, utilizou-se trés pontos de integracao de Gauss-

Legendre em cada elemento. Outros testes foram feitos com um niimero maior de pontos de
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|Displacement| (in)
0.81104
' 0.72889
0.83778
0.54666
0.45555
0.36444
+ 0.27333
0.18222
0.091104
0

Figura 2.34: Campo de deslocamentos (exemplo 7)

integracdo. Porém nenhuma alteragao significativa nos resultados foi percebida. A figura
2.34 mostra o campo de deslocamentos ao final do perfodo de observagao, assim como na

figura 2.35 estao dispostos os vetores deslocamento nodais.O gréfico seguinte (fig. 2.36)

Figura 2.35: Vetores deslocamento nodais (exemplo 7)

mostra a tensao o, no instante final de observagao. Note que os maiores niveis de tensao
encontram-se na parte superior direita e inferior esquerda do orificio central da placa, o
que estd intuitivamente coerente. Na figura 2.37 encontra-se o perfil da tensao o, em que
se nota os maiores niveis proximos a parte superior direita e inferior esquerda do orificio.
A figura 2.38 expoe a distribuicao da tensao oy, em que se nota os maiores nfveis também
na parte superior esquerda e inferior direita do orificio central. Neste exemplo utilizou-se
a ultima formulacao apresentada (E(t) = C(¢)7(0) + f(f C(t — f)?(g)df, estratégia 2).
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Sipsi)

5.7492e+05
2 4396e+05
-87158
- -4 1827e+05
~7.493%e+05
-1.0805e+06
-1.4116e+06
=1.7427e+06
-20738e+06
-2.4049e+06

Figura 2.36: Componente o4, do tensor tensao de Cauchy (exemplo 7)

Swyipsid
5.5339e+05
I 4.2004e+05
2.8115e+05
- 1.4226e+05
3368
-1.3552e+05
-2.7441e+05
-4.133e+05

-5.5219e+05
-6.9107e+05

h.

Figura 2.37: Componente o,, do tensor tensao de Cauchy (exemplo 7)

Figura 2.38: Componente oy, do tensor tensao de Cauchy (exemplo 7)



Capitulo 3

Um Modelo para Espumas

Poliméricas

3.1 Introdugao

O propdésito deste tépico é a proposicao de uma equacao constitutiva elastoviscoplastica ade-
quada a deformagoes finitas para uma classe de espumas poliméricas isotrépicas, a qual incorpore
o fendmeno da sensibilidade a taxa de deformagoes na resposta do material. O modelo considera
que o material tem um endurecimento caracterizado por duas curvas: uma para a compactacao
hidrostédtica e uma para o teste de compressao uniaxial, que devem ser determinadas expe-
rimentalmente. Adicionalmente, de acordo com as observacoes experimentais, o modelo deve
incorporar um comportamento diferente sob compressao e sob tracdo, e deve incorporar a de-
pendéncia da densidade relativa do material em sua resposta hipereldstica. Sob compressao a
habilidade do material de se deformar volumetricamente € intensificada pelo processo de empe-
namento das paredes das células como descrito em [48] e [49]. Considera-se que a deformagao
das células da espuma néo sao revertidas imediatamente apds a retirada da carga e desta forma
podem ser vistas como estruturas viscopldsticas. Sob o carregamento trativo, as paredes celu-
lares literalmente quebram, de onde conclui-se que em carregamentos trativos a capacidade de
deformac¢do da espuma pode ser consideravelmente menor do que a capacidade de esmagamento
sob carregamento compressivo.

Espumas poliméricas sdo compostas por uma estrutura de células abertas ou fechadas, que
representa a unidade bésica destes materiais. O comportamento mecéanico das espumas poliméri-
cas depende das caracteristicas geométricas das células, tal como espessura da parede das células,
forma, tamanho, distribuicdo e de propriedades intrinsecas do polimero que compoe a parede
da célula. Objetivando o modelamento de tais materiais complexos, diferentes relagoes consti-
tutivas tém sido propostas na literaura e didaticamente podem ser divididas em dois grandes
grupos: modelos sofisticados que propoem equagoes constitutivas que descrevem o comporta-
mento homogeneizado da espuma e os modelos mais simples que representam as células como
uma composicao de elementos estruturais, veja [48] e [65].

O trabalho aqui presente considera a primeira abordagem acima mencionada e propoe uma
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equagao constitutiva hipereldstica-viscoplastica para modelar o comportamento de uma célula
aberta do material da espuma. Vale ressaltar que baseado em resultados experimentais da litera-
tura, pode-se considerar o comportamento hipereldstico como dependende da densidade relativa
do material, veja [88] e [89]. Entre as mais variadas propostas de equagoes constitutivas, pode-se
destacar o modelo da lei de poténcia descrito em [25], que geralmente fornece bons resultados
para taxas de deformacao baixas. Porém, com o aumento da taxa de deformacao, tal modelo
nao mostrou-se apto a descrever o decréscimo da dependéncia da taxa de deformacgao. Um outro
ponto importante é que no caso limite, com o crescimento da taxa de deformacado, o modelo
deve ser capaz de calcular o ponto de saturagao da reacao do material, como observado experi-
mentalmente. A incorporacao deste comportamento do material em um modelo viscopldstico
unificado, originou outras propostas para as funcoes de escoamento que tem sido apresentadas
na literatura. Exemplos desta abordagem incluem uma fungao seno hiperbdlico, veja [77], uma
funcao exponencial ou a adicao de uma funcao de segunda poténcia na lei de poténcia para a
fungao de escoamento, como proposto por [23] e [24]. Alguns modelos mesclam plasticidade e
viscoplasticidade com o intuito de representar tal comportamento, como visto em [5].

O presente trabalho fard uso da equacao constitutiva para viscoplasticidade proposta por
Benallal, veja [67], a qual pode ser aplicada em alta taxas de deformacao e pode levar em conta
a saturacao da sobre-tensao em que a taxa de deformacao é muito elevada. A concepcao de um
modelo viscopldstico para espumas poliméricas deve levar em conta a incorporacao dos seguintes

fendmenos:

e Fluéncia ou relaxagdo:O fenémeno da fluéncia é ilustrado na figura 3.1, no qual a curva

Time

]
|
@
1

-

Figura 3.1: Comportamento esquemdtico de fluéncia ([33])

(abed) mostra o aumento da deformagdo em funcao do tempo, como resultado de um

carregamento constante aplicado. A resposta (eldstica) instantanea (0 — a) é seguida pela
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fluéncia priméria ou eldstica (a—b) durante a qual, se ocorrer um descarregamento (no ins-
tante 1), havera uma resposta eldstica (1-2) e porteriormente ocorrerd um retardamento
viscoeldstico (2-3), resultando no estado original. Caso o carregamento continue apds b,
a fluéncia secunddria tem inicio, acompanhada de deformagoes permanentes. Havendo
um descarregamento em qualquer instante (entre b — ¢), por exemplo no ponto 4, havera
novamente uma resposta eldstica (4-5) e porteriormente ocorrerd um retardamento vis-
coeldstico (5-6), porém neste caso ocorrera o aparecimento de uma deformagao permanente
(viscopléstica). A fluéncia tercidria (c —d), leva a uma consequente fratura, ocorrida apés
a fluéncia secundédria. Assim, didaticamente, o fenémeno da fluéncia pode ser divido em

trés estagios:

1. Fluéncia priméria, na qual observa-se um decréscimo na taxa de deformacdo devido ao

endurecimento do material;
2. Fluéncia secunddria, na qual a taxa de deformagao é praticamente constante, i.e., & ~cte;

3. Fluéncia tercidria, na qual percebe-se um réapido aumento na taxa de deformacao, devido
a: uma reducdo da drea de seccdo transversal e ao efeito do dano devido & nucleacao,

crescimento e coalescéncia de microvazios.

Vale ressaltar ainda que alguns materiais podem possuir um nivel relevante de fluéncia elds-
tica, enquanto que outros podem ter um comportamento referente a fluéncia predominantemente
viscopldstica. Porém, para alguns materiais ambas as consideracoes podem ser necessarias. Para
estes modelos mais gerais, o comportamento no que diz respeito a fluéncia (excluindo a fluéncia
tercidria) é referenciado como elastoviscopléstico (evp). Aqui neste capitulo o comportamento
a ser explorado serd o elastoviscoplastico (evp) que é amplamente estudado no contexto de pro-
cedimentos numeéricos e tem produzido muitas soluctes satisfatérias para varios problemas em

engenharia.
e Sensibilidade a taxa de deformagao:

O comportamento de grande parte dos materiais em engenharia depende da taxa de carrega-
mento, que é comumente designada como taxa de deformacéo, &, ou taxa de deslocamento. A
figura 3.2 mostra de forma esquemdtica (&1 < £z < £3) tal comportamento sob diferentes taxas
de carregamento monotoénicas. O comportamento designado na figura como estdtico refere-se
a uma baixa taxa de carregamento. Quando esta taxa cresce, o material exibe um comporta-
mento mais resistente até um limite méaximo ou falha. Assim, tem-se ilustrada a influéncia da
taxa de deformagao aplicada na relagdo tensao-deformacao. Nota-se também a existéncia de
um comportamento eldstico linear do material. Todavia, segundo [17], para se ter a existén-
cia de um comportamento eldstico (distengao e retragao), deve-se ter uma taxa de deformagao
¢ > 1073571, O comportamento com taxas ¢ < 1073571 inibe a existéncia de uma funcio de
escoamento. Porém ¢ importante relatar que, ainda segundo [17], se a temperatura do corpo é
muito elevada, a existéncia da funcao de escoamento pode ser também questionada, desde que

o material tenha uma tendéncia a se comportar como um fluido viscoso. O presente trabalho
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Figura 3.2: Sensibilidade & taxa de deformagao do material ([33])

considera baixos niveis de temperatura e taxas de deformagoes suficientemente altas para deste
modo poder-se considerar o comportamento eldstico e a existéncia da superficie de escoamento.
Considerando altas temperaturas, vdrios materiais podem ser modelados como se escoassem sob
qualquer tensao, i.e., a tensao de escoamento é efetivamente zero. Estes casos tem a peculiaridade
de nao necessitarem de uma superficie de escoamento e de um dominio eldstico correspondente
para a formulacao de sua teoria. Modelos viscopldsticos sem superficies de escoamento tém
sido amplamente usados, especialmente em andlises de fluéncia e em operacoes de forjamento de

metal a quente (ver [3] e [9]).

3.2 A Formulacao Adotada

Este capitulo apresenta os aspectos da formulagao adotada para se resolver problemas relaciona-
dos a espumas poliméricas (elastoviscoplasticidade) em grandes deformagoes conjuntamente com

a discretizacao feita pelo MEF. Especificamente, a formulacao adotada considera:
e uma descricao Lagrangeana Total;

e a decomposicao multiplicativa do gradiente de deformacao em uma parte viscopldstica e

uma parte eldstica;

e que as equagoes constitutivas serao dadas em termos da medida logaritmica de deformacgao
e da tensao rotacionada de Kirchhoff. O uso deste par conjugado, definido na configuracao
nao rotacionada, torna possivel a utilizacdo do chamado mapeamento exponencial que, por
sua vez, proporciona o uso dos algoritmos de mapeamento de retorno no mesmo formato

que os encontrados em pequenas deformacoes.

O uso da medida de tensao rotacionada de Kirchhoff e da medida de deformagao logaritmica,

In (U), foi primeiro descrita por [42] e [120]. Os trabalhos citados fazem uso da medida loga-
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ritmica de deformagao juntamente com o mapeamento exponencial para obter o algoritmo de
mapeamento de retorno de forma bastante similar aos encontrados em problemas de pequenas
deformacoes. Estas propostas foram também estudadas por [96], [83] e [8]. Ja nos trabalhos
apresentados por [105] e [84] ¢ utilizada uma descricdo Euleriana baseada na tensao de Kirchhoff
e na medida de deformagao logaritmica In (V).

A fim de avaliar numericamente a performance do cédigo desenvolvido neste trabalho serao

apresentadas algumas aplicagoes sob as hipdteses axissimétrica e de estado plano de deformagoes.

3.3 Decomposicao Multiplicativa

A principal hipétese adotada na formulacao elastoviscoplédstica de grandes deformacoes apresen-
tada aqui é a da decomposicao multiplicativa do tensor gradiente de deformagao, F, em uma

contribuicao viscoplastica e outra eldstica, isto é,
F = F°F"? (3.1)

em que F°¢ e F'P sao respectivamente a parte eldstica e viscopldstica de F. Estd hipétese inclui
a suposicao da existéncia de um estado local nao tencionado, i.e., livre de tensoes, definido por
FP,

Considere que €, representa a configuragdo de referéncia e {2; a configuragdo corrente.
Relembrando-se agora de algumas defini¢ées e fatos, como a fungdo movimento ¢ que leva

um ponto x, € ), a um ponto x € §2; e que é definida por

X = ¢ (Xo, t) (3.2)

em que
@ (X0, t) = X, + U (3.3)

Assim, o gradiente de deformacédo é dado por
F =V (x,,t). (3.4)

Da adocao da decomposicao multiplicativa de F decorrem muitos resultados importantes so-
bre a cinemética da deformagao do corpo. O campo espacial denominado gradiente da velocidade
é, por sua vez, escrito como

L (x,t) = Vu(x,t)

na qual u(x,t) é a descricao Euleriana da velocidade. O tensor gradiente da velocidade pode

ainda ser decomposto em uma parte eldstica e outra viscopldstica da seguinte forma
L (0 (X0 1), £) = B (%0, ) F~ (0 £) = L€ + L7 (3.5)

com L¢ = F¢ (F¢) ™! ¢ LvP = FeFr (Fr) ! (Fe) L,

Desta forma o tensor taxa de deformacao, D, dado pela parte simétrica de L, pode ser
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também decomposto como

D = sym(L)=sym(L®) 4 sym (L")
= D¢+ D". (3.6)

Uma condigdo imposta sobre as deformacoes ¢ que det (F) > 0!, o que implica em det (F*P) >
0, uma vez que supoe-se det (F¢) > 0. Deste modo, cada um dos termos do gradiente da

deformacao admite decomposicao polar, isto é,
F? =R"U"P F¢ = R°U* (3.7)

onde R e R € ort™, isto é, R"’ e R€ sdo tensores ortogonais préprios e UP e U® sio tensores

simétricos positivos definidos. De modo geral, pode-se ainda escrever que

U® =/Ce¢ (3.8)
na qual C é o tensor de Cauchy-Green & direita dado por

Ct= F° Fe. (3.9)

A medida de deformacao adotada é a medida de deformagado logaritmica ou medida de

deformacdo de Hencky a qual, neste capitulo, ¢ designada por E¢, dada por?

E¢ = In (UY). (3.10)

3.4 Pares Conjugados Tensao-Deformacgao

Lembrando que o tensor tensao de Kirchhoff é dado por

T=Jo (3.11)
J = det(F) (3.12)

_ Po

- 5 (3.13)

na qual p, e p sdo as densidades de massa na configuracao de referéncia e na configuracao
corrente respectivamente. Tem-se segundo o trabalho proposto por [58] que os pares de tensao-

deformacao devem ser tais que a taxa de trabalho por unidade de massa W seja invariante, isto

'det (F) = 1 - deformagdes isocéricas.
2E possivel definir a chamada familia Lagrangeana de deformagao dada por

E™ — # (U™ —-1) para m#0
| In(U) para m =0
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.1 1 1. . 1 A
W=-0-D=—7-D=—P.F=—S8.C=—7E, (3.14)
P Po Po 2p, Po

em que P é o primeiro tensor tensao de Piola-Kirchhoff, S é o segundo tensor tensao de Piola-

Kirchhoff e T é o tensor tensao rotacionado de Kirchhoff, dado por
7= (R rRC. (3.15)

Recordando também que o tensor C admite decomposi¢ao espectral, isto é

3
C° = Z A; ((I)z‘ & (I)Z‘) (3.16)
=1

em que A; sdo os autovalores e ®; sdo os autovetores de C¢, é facil verificar ainda que U€ possue

os mesmos autovalores de C¢, i.e.

3

U= VA (2@ ®;). (3.17)

=1

Como In (U€) é uma fungao tensorial isotrépica, veja Apéndice C, tem-se
13
Ef = Zl In (A;) (®; @ B;) . (3.18)
1=

3.5 Lei Constitutiva, Potencial de Energia Livre e de Dissipacao

Dentro do enfoque da termodindmica dos processos irreversiveis, o potencial de energia livre W

é construido de modo a ter a seguinte forma geral
U=V (E° ay) (3.19)

em que o ¢ um conjunto de varidveis internas associadas aos mecanismos dissipativos envolvidos
no processo irreversivel.

A inequagao fundamental de Clausius-Duhem é dada por

o VT
a:D—p(\IJHT)—q-Tzo (3.20)

na qual s é a entropia especifica, T = T'(x,t) é a temperatura absoluta e q é o vetor fluxo de

calor. Agora, considerando eq.(3.6) temos

. ) T
U:(De—i—D”p)—p(\IlesT)—q-vTZO (3.21)

e multiplicando esta tltima inequagao por J (lembre-se J > 0), eq.(3.12), tem-se

. . T
7:(D°+ D) —p, <\II+ST> —Jq-vTZO. (3.22)
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Pela imposicao da conservacao da taxa de trabalho eldstico,

LN &

7:D¢=7:E

obtem-se entao

. . . T
7":E€+T:D”p—po(\II+ST)—Jq-szO. (3.23)

Tomando agora a taxa \il, eq.(3.19), juntamente com a consideragao de que o processo seja

isotérmico, a eq.(3.23) fica

. ov . ov
7. E° : D" — Ef+—-0a > 0.
T:E°+T1 Po <8E€ +8ak ak> >0

Reagrupando os termos, tem-se

_ ov < e v ov
(T—panve>:E +T:Dp_p°87ak'ak20' (3.24)

Ainda supondo que a eq.(3.24) deva ser satisfeita para todos os processos reais, pode-se escrever

_ o
T = po@ (325)
e definir 0w
=p,— 2
IBk Po aak7 (3 6)

na qual 8, é um conjunto de pares associados as varidveis internas oy, chamadas de forgas

termo-dinamicas. Devido a estas defini¢oes a eq.(3.24) fica reescrita como
T:DP -3, & >0. (3.27)

Taxa de Deformacgao Viscoplastica Modificada

E conveniente introduzir, neste ponto, a contribuicao viscopldstica modificada para o gradiente

da velocidade

L = (F°)~'L*F (3.28)
= FP(FEP) (3.29)

em que L? ¢ obtido pelo transporte de LY para a configuracgao local nao tensionada. Pode-

se ainda decompor L% em sua parte simétrica ﬁ”p, associada ao estiramento viscopléstico, e
antissimétrica WP , associada & rotacao viscopldstica, isto é,

L = sym (i”p> + skew (ff’p) (3.30)

= D” 4+ W, (3.31)

Agora, como o sélido elastoviscopldstico é considerado isotrépico em cada configuracao local
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nao tensionada, o termo de rotagao viscopldstica é tomado como nulo, [120] e [107], isto &,
W = 0. (3.32)
Isto implica que a Eq.(3.27) possa ser escrita como
T FD?F) -8, &, >0 (3.33)

ou ainda®
(F) r(Fe) 1. DP -8, - &y > 0. (3.34)
Fazendo uso da decomposicao polar temos
(RU)" 7 (RU)" : DP -8, éy, > 0;
U (R 7R (U°) ™" : D - By -y > 0;
U°F(U9)~" : D — B, dy > 0;
7 . (UH'D™U° -8, - &y, > 0. (3.35)
Como a relagao constitutiva, eqgs.(3.17 e 3.18), é isotrépica a inequagao fundamental de Clausius-
Duhem reduz-se a
7:D — B, - &y > 0. (3.36)
A Funcao de Escoamento

Seguindo a formulagdo adotada neste trabalho, o dominio eldstico é definido por meio de uma
fungao de escoamento a qual depende da tensao rotacionada de Kirchhoff e das forgas termodi-
namicas, i.e.,

F=F(% 6. (3.37)

Desta forma, pode-se definir o chamado conjunto das tensoes admissiveis £ dado por
E={7|F(7,B8) <0}. (3.38)

Potencial de Dissipacao e Leis de Evolugao
A dissipagao associada ao problema puramente mecéanico ¢ definida por

D=7 D7 -3, -&; >0. (3.39)

A fim de obter as leis complementares de evoluc¢do do processo dissipativo, ¢ postulada a

existéncia de um potencial de dissipacao

=11 (7_-7 Bk; ak) ) (340)

SR-ST=STR-T=RT?-S



CAPITULO 3. UM MODELO PARA ESPUMAS POLIMERICAS 87

o qual é um funcional escalar, convexo e nulo na origem, com relagao aos argumentos (7, 3;). E

possivel mostrar que pelo uso da hipétese de dissipacdo normal, o processo evolutivo fica definido

por
_ oIl
vp
D P (3.41)
. on

Vale ressaltar que no caso do modelo de viscoplasticidade ser considerado associativo, o
potencial de dissipagao é tomado como sendo a fungao indicatriz do conjunto £. Neste caso,
como resultado da aplicacao da hipétese de dissipagao normal, obtem-se (]_)”p , o'zk) € 511, ie.,
(]_DUP, dk) pertence ao conjunto dos subgradientes de IT em (7, 3;; ax). A determinacao desta
subdiferencial permite determinar que a evolugao da taxa de deformacao viscoplastica modificada

D"P, pode ser escrita como

— OF
DY = \ = 3.43
or (3.43)
e a evolugao das varidveis internas fica determinada por
. OF
ap = —A—, 3.44
a8, (3.44)

em que A designa a taxa do multiplicador viscopldstico.

3.6 Um Problema de Valor Inicial Elastoviscoplastico

O presente contexto mostra que as varidveis desconhecidas do problema de valor inicial elasto-
viscoplastico sao: o gradiente da deformacao viscopldstica F'P e o vetor de varidveis internas a.
Assim, as condigbes iniciais sdo:
v v
F?(t,) = FP, (3.45)

a(t,) = a,.

O problema estd sujeito a uma histéria do gradiente de deformacao, F (t), t € [t,,t¢], e desta
forma o problema de valor inicial consiste em determinar FYP e a tais que as equactes consti-
tutivas dadas pelas eq.(3.25), eq.(3.43) e eq.(3.44) sejam satisfeitas para t € [t,, t¢].

3.7 Definicao da Superficie de Escoamento

Objetivando definir a fungao de escoamento, deve-se recordar e apresentar algumas definigoes:

1. A parte deviatorica do tensor tensao rotacionado de Kirchhoff, é dada por:

7P tr (7)1 (3.46)

=7 _

Wl =
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2. A tensao efetiva de von Mises em termnos da tensdo rotacionada de Kirchhoff, é dada por:

q= gﬂ_'D : 7D, (3.47)
3. A pressao, aqui é dada por:
1
p= —gtr (7). (3.48)

Entao, de 3.46 e 3.48 pode-se expressar o tensor tensao rotacionado de Kirchhoff como
F=7"—pI (3.49)

ou equivalentemente,
7D = F4pl (3.50)

O trabalho presente considera que a func@o de escoamento para espumas esmagiveis é

definida em termos da medida de tensao de Kirchhoff (ver [37])e ¢ dado por

Fla.p5) = \J@ +a @) (0 — po 1)) — BGw), (3.51)

na qual @ = a (Ex) e po = po (Ex) sao fungbes das varidveis internas & e o potencial de fluxo ¢

G (q,p) =\/® + B*p?. (3.52)

em que F e G podem ser representadas como elipses no plano p—gq, com « (gx) e 3 representando

dado por

o formato da elipse para a funcao de escoamento e para o potencial de fluxo, respectivamente.
Note que p, (Ex) € o centro da elipse para a fungao de escoamento, e B é o comprimento vertical
ao longo do eixo g da mesma elipse. O potencial de fluxo, por sua vez, € uma elipse centrada na

origem. A superficie de escoamento e o potencial de fluxo sdo apresentados na figura 3.3.

Poténcial de

Fluxo -
\ _-

Superficie de
Escoamento

1
i
3

s
= Y

Figura 3.3: Superficie de escoamento e potecial de fluxo
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Superficie

Original Superficie de

Figura 3.4: Endurecimento volumétrico

Os parametros p, e B da elipse de escoamento estdo relacionados com a resisténcia ao

escoamento na compressao hidrostética p. e para resisténcia ao escoamento na tragao hidrostdtica

bt por

po = H (3.53)
€
B=aA (3.54)
com
A= chert (3.55)

em que p. € p; sdo nimeros positivos e A é o comprimento horizontal no eixo p da elipse de
escoamento?.
A evolucao desta elipse é controlada por uma medida de deformacao viscoplastica, £, = &7,

que é a deformacao viscopldstica volumétrica compressiva, definida como
gr=gl=—In(JP) (3.56)

em que

JUP = det (FP) (3.57)

a qual é usada no modelo de endurecimento volumétrico, e a deformagao viscopldstica axial,

Z9 = &4’, cuja definicio em um teste de compressao unilateral é dada por

LP
Eg =g =—In <L—> . (3.58)

-0
- - T
‘Razdo para tensdo de escoamento, k = —(c), com 0 < k<3
Pe

Razao para tensdo de escoamento, k; = T—(c) >0 (5—10%)
Pe
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sendo LP o comprimento do corpo descarregado, apds a carga ter sido aplicada, e L, o compri-
mento inicial do corpo (configuracao de referéncia).
Objetivando definir o comportamento do endurecimento, alguns testes experimentais sao

necessarios. Estes testes incluem:

e Ensaio de compressao uniaxial;
e Ensaio de compressao hidrostético;

e Ensaio de dilatacao hidrostatico.

Estas curvas de endurecimento devem ser avaliadas experimentalmente e dadas como entrada
para o modelo. Considera-se que a resisténcia & tracao hidrostédtica, ps, seja proporcional a

resisténcia a compressao hidrostatica pc, i.e.

bt = Qp Pc (359)
para algum valor constante de oy, o, € [5%,10%)] (ver [56] e [55]) e denota-se

foe = for (o)l
com

L — (F)LwFe)
€

_ 1 /- _
vp _ vp vp
D» = —2(L + [L ]7>.

Todavia, considera-se que a resisténcia & compressao hidrostética, p., evolua como um produto

da compactagao (aumento da densidade) ou dilatagao (reducao da densidade) do material, i.e.
Pe =pe(€)1) - (3.60)

Considera-se ainda que o pardmetro « é dependente da deformacao viscopldstica volumétrica de

compactagio &, e também da deformacio viscopldstica axial 47, i.e.,
a=a(EPEP). (3.61)

Entao, os parametros p. (£,7) e a (2,7, 4" ) sao suficientes para definir o centro e os compri-
mentos dos semi-eixos maior e menor da elipse de escoamento. Estes parametros sao varidveis
que sdo funcoes da deformacdo viscopldstica volumétrica de compactacio &7, que descreve o
chamado fenémeno da consolidagao, ( veja [125] ), e também da deformagao viscoplastica axi-al
ga’. A elipse nao translada somente no eixo p, mas também pode se extender no plano de
tensdes p — ¢, com a consolidagdo dos poros da espuma sob compressao. As duas varidveis
de consolidagao (o, p.) sdo unicamente determinadas pelos testes experimentais anteriormente

mencionados. Logo
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F=Fpaqgel). (3.62)

Exemplos de testes de endurecimento sao apresentados nas figuras 3.5, 3.6 e 3.7 para o teste de

compressao uniaxial e nas figuras 3.8 e 3.9, para o teste de compressao hidrostatico, veja [125].

0.12 : :
—©—2.29 10! m/s
0.10 H{—*—4.00 10° m/s |-
—>—8.00 10° m/s
= .
& 0.07 ;
2
005
(7]
0.02 |
0.00 | :
00 01 02 03 05 06 07 08 0.9

Strain

Figura 3.5: Comportamento tensdo-deformagdo da espuma de poliuretano (densidade 6.9
kgm/m3) sob compressao uniaxial ([125])

2.00 . ! 5
—®—4.45 10° m/s
.56 | —°—2.29 10:: m/s| |
—*—4.00 10 m/s
3 —>—8.00 10° m/s
?w, 070 R N T— i
g
0.50 .
0.00
0.0 0.9

Figura 3.6: Comportamento tensao-deformacao da espuma de polipropileno (densidade 4.9
kgm/m3) sob compressao uniaxial ([125])
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0.80

3 T

0.70
0.60 H
0.50 H

| —=—4.45 10° m/s

—©—2.29 10! m/s
—*—4.00 10> m/s

Stress (MPa)

T R
0.10 |,

0.00

0.40 oo

—©—8.00 10”° m/s

0.0

Figura 3.7: Comportamento tensao-deformacao da espuma

kgm/m3) sob compressao

1.00
£ 0.80
&
@
2 0.60
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&
5 0.40
S
g
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0.00
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uniaxial ([125])
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de polipropileno (densidade 1.6

T

m-
I

]

1.15 10! sec’!

1™ ¢ =2.0010"sec!] ™

0.0 0.2
Volumetric Strain -- dV / Vo

0.4

0.6

0.8

1.0

Figura 3.8: Comportamento tensao-deformagdo da espuma de poliuretano (densidade 6.9

kgm/m3) sob compressao hidrostatica ([125])
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1.20 e 1

17" ¢ =1.15 10" sec’!
1.00 H o
[| ™ & =2.0010" sec

0.80 | —>—¢' =4.00 107 sec’!

0.60 |

¢.40

Hydrostatic Pressure (MPa)

i P

0.0 0.1 0.2 0.3 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Volumetric Strain -- dV / Vo

Figura 3.9: Comportamento tensao-deformacao da espuma de polipropileno (densidade 4.9
kgm/m3) sob compressao hidrostatica ([125])

Neste ponto ¢ importante notar que para determinacao de p. (£,) e a (2,7, 4" ) necessita-se
de dois testes experimentais independentes. Pode-se calcular diretamente, em associagao ao teste
de compressao hidrostético, a lei de endurecimento relacionada com a resisténcia a compressao

hidrostética, p.,

Pe = pe + Hp (8,7) (3.63)

em que pg ¢ resisténcia hidrostdtica de compressao ao escoamento inicial e H), (&) ¢ a lei
de endurecimento para compressao hidrostdtica, dada em termos da deformacdo volumétrica
viscopldstica de compactacao &,°, mostrada nas figuras 3.8 e 3.9.

Objetivando o cdculo de a (g,F,24"), necessita-se de um teste experimental independente,
neste caso um teste uniaxial de compressao, como mostrado nas figuras 3.5, 3.6 e 3.7. Todavia,

outros testes diferentes podem ser considerados como ilustrado nas figuras 3.10 e 3.11.



CAPITULO 3. UM MODELO PARA ESPUMAS POLIMERICAS 94

030 [ T T T T T T ]
| 2.29 10" m/s .
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0.20 SN M) T i

Stress (MPa)
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Figura 3.10: Comportamento tensdo-deformagdo da espuma de poliuretano (densidade 6.9
kegm/m3) sob tracdo uniaxial ([125])
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Figura 3.11: Comportamento tensao-deformagao da espuma de polistireno (densidade 1.6
kgm/m3) sob cisalhamento simples ([125])

E notério que, se o corpo a ser analisado ¢ submetido a um carregamento trativo, entao
para se obter uma melhor representagao do comportamento do corpo, um teste uniaxial de
tragao poderia ser recomendado. E por outro lado, se for aplicado um carregamento cisalhante,
como ilustrado na figura 3.11, a melhor providéncia seria usar um teste de cisalhamento para
determinar a lei de evolucdo para « (8,7,24"). Caso agora se tenha uma solicitacdo do tipo
impacto, o ensaio experimental mais apropriado nao seria nem o uniaxial de tracado nem o de
cisalhamento, seria sim o ensaio uniaxial de compressao para a determinacao de a (g,F,2q").

a
O ensaio uniaxial de compressao fornece

Ty (Ed") =Ty + H (), (3.64)

em que 79 ¢ a tensao de escoamento inicial, H (£5”) ¢ a lei de endurecimento e £;” ¢ a medida

de deformacao viscopldstica axial equivalente. A tensao de escoamento 7, (medida de tensao
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rotacionada de Kirchhoff) estd relacionada, no teste uniaxial de compressao, com o primeiro

tensor tensao de Piola Kirchhoff. Assim, como mostrado na figura 3.12 a curva de endurecimento

é obtida do grafico de 7 versus gl = _In <£—:>

Ti1

I

Ty

Figura 3.12: Curva de endurecimento obtida do gréfico 7 versus g, = —1In <£—:> .

Note que, como a medida de tensao rotacionada de Kirchhoff estd relacionada com o primeiro

tensor tensao de Piola Kirchhoff, entao P;; versus 4@ = —In <£—:> é mostrado na figura 3.13.

P

0
Py’

Figura 3.13: Pj1 versus &5 = —In <£—:>

O teste de compressao uniaxial é ilustrado na figura 3.14.

Lo

do4 d e

Figura 3.14: Compressao uniaxial
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Deste modo a deformacao do corpo pode ser expressa como:

z1(t) = Ai(t)Toy;
22 (t) = Ao (t) Ty
23(t) = A3(t)Tos,

com A\ (t) < 1, representando a compressao no eixo xi, A2 (t) > 1, representando a elongacao no
eixo g, € A3 (t) > 1, representando a elongacao no eixo x3. Sob as consideragoes de isotropia,

tem-se

em que

0 0 (b

Agora, pela aplicagdo de deformagdes homogéneas para o ensaio uniaxial, tem-se

. L
Moo= =
1 Lo’
. d

do = =
2 do’
N = —.

€o

Entao, A; representa taxa de estiramento na direcao do eixo x;.

Obsevagao 12 A taza de estiramento X é wma medida fundamental de deformagcio na abor-
dagem de deformacées finitas. Todavia, conforme jd comentado, no teste de compressao uniaxial

pode-se definir a deformacdo uniaxial logaritimica como

L
€azial = — In (L_>

e a deformagdo volumétrica dada por
Evol =— — In (J)
NG
com J = det [F] = A ()\2> .

Agora, a deformagéao total pode ser decomposta multiplicativamente em uma parte eldstica

e uma parte viscoplastica, i.e.,
F(t) = [F° ()] [F™ @)],
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assim

donde resulta que

Logo

e também,

Evol

M@0 0
F(t) = 0 XN 0
0 0 A (D)

L
Eazial = —In (L_>a
o

I (J);
Cln <x1 (XQ)Q) ;

—In (Xl) +2In (Xg) :

—{m (A) +m (A7) + 2 |m (35) +m (37)] }.

Agora, do teste axial tem-se: T =Jo e

—74 0 0
T = 0O 0 O
0O 00

para 7, > 0. A pressdo p e a parte deviatérica do tensor tensdo 72 & dada por

1tr [T] 1
= —_—— = —Ta
P="3 3

Ta

-]
Il
~]
_|_
3
=]
I
o O
Wl
o
wl—

Ta

97
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Logo,
3
q = §TD : 7D0;
3 1 2
= {5 [973 + 573 + 57’3] } ;
= {Ti 57
= Ta
Entao,

(p.q) =T7a (% 1)

descreve a direcao do carregamento no teste de compressao uniaxial, no plano p — ¢, como
mostrado na figura 3.4, em que 7, € [0, 7,].

Agora, como

pode-se escrever a decomposi¢ao polar
F () = [R" ()] [U° ()]

Como verificado no primeiro capitulo deste trabalho a decomoposi¢ao anterior é tinica, e note

que F€ (t) é diagonal, assim é fécil ver que

R (1) =1

Resulta daf que,
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Analogamente & defini¢do acima, pode-se definir o tensor de deformagao pléstico logaritmico
como

In (X{” (t)) 0 0
EY” — 0 In (X;”” (t)) 0
0 0 In (X;”’ (t))
O que leva a escrever
i
¥ 00
. LvP
P — 3y
0 0
i
B

De fato, considerando-se a definicao

Dv = (F)D7(F)

Neste caso, D" = LvP logo

.vp
~ 3 1 1
Ai 0 0 )\1 gp 0 S\'lep 0 0 5\_(; 0 0
N NS ~ 1 1
D = 0 )\2 0 0 )\2 0 0 S\Tép 0 0 ;\—g 0
€ . Up 1 1
0 0 A o o i 0 0 b 0 0 %
ie. Cop
S 00
_ 1 L P .
D?=| 0 3% 0 |=E7
2 v
0 0 2
P

donde pode-se concluir que de fato D'P pode ser definido com uma taxa de deformacio vis-
copléstica.

3.8 O Potencial de Fluxo

A taxa de deformacdo pldstica para o modelo de endurecimento volumétrico ¢ assumido ser®

396

DY —
or

(3.65)

F—E;, P-4 (fz)y_%ide LR, L-—FF =D+W
Note que F = FCF?, entio F~! = (F*?) ™! (F¢) ' ¢ F = F°F? + F°F'? assim:
L=FF ' = (Few + FeF”p) (For)~ (F) ™" = e (F°) ! 4 Fefr (Fo7) 1 (F°) ! = L¢ + L7,
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complementado com o postulado da nulidade da vorticidade viscopldstica, compativel com a
isotropia pldstica, i.e.,
W' = 0. (3.66)

Aqui, A é o multiplicador viscopldstico, o qual deve satisfazer A > 0. A evolucio da deformacao
viscopldstica é dada por
FP = DPEP, (3.67)

O potecial viscopldstico para este modelo é dado por

G (q,p) =\ ¢* + B°p? (3.68)

em que 3 estd relacionado com o coeficiente de Poisson plastico v, da forma seguinte

3 1-2y,
IRV A

B (3.69)

De fato note que para o cédculo de 3 considera-se a definicao do coeficiente de Poisson plédstico
dado por _

by,

DYy

Vp = —

o qual considera que a direcao de carregamento do teste uniaxial de compressao ocorre ao longo

do eixo z1, e

_ L 0G
D = A=
\or

G(q,p) =\ ¢* + B°p*.

oG

_ _ OTss
l/p = G -
oT11

com

Como resultado, tem-se

Agora, supondo que § nao depende das componentes da tensao, deriva-se

9G (q,p)

1
_ 2 2 213 .
_ 1{q2+52p2}7% 9 [+ 8%}
1 dq 9 3p}
= Q7+ 8¢ -
G (q,p) { 0T j 0T j
Adicionalmente,
op _ 187—'kk_ 1 P 1 -
o7, 307y, 50Ki0k) = ~304
e

dq dq 87"{%

87_'Z'j 37_'7% 67_'Z‘j '
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Porém
) o (3 2
q S_p-p |?
87—.7% - 87—_7%{27-11717-1171} )
1
1(3_p_ 23
= 3 {57'1%7'1%} 527-[?716lr5ms;
3 _
= Q_q'rﬁn(slr(sms;
3 _
e
orh 0 1
— F o T 0 b
87__”‘ 8’7‘@' Trs 3Tkk rs (s

= Opilsj — édkiékj(srs;

1

= 5ri5sj - géijérs-

Substituindo os resultados acima, obtem-se

dq 3_p 1
= - 6ri65' - _5i'(5rs ;
8‘7’@' QQTTS < 737 )
3 _p
Entao 96 (4.0) ) 5 .
q,p =D 2
= —FD S %poij ¢
ori;  Glq.p) {27” 307 j}
Consequentemente,
0G 1 [3_p 1.
g G {ETH ~ 37 p}
‘ oG 1 (3_, 1
Yo _ 12 )2-D 152
OT33 G {2T33 3B p}.
Logo

Note que, no teste de compressao uniaxial,

em que

all

I
o o o
o o o

101
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assim 711 < 0, e desde que 7_'29 = Trs — %?kkém,

2F1 0 0
=1 0 -ir; 0
0 0 —37n
Também,
_ 1_
p=—=tr(T) = —37Tu

Entao, pode-se escrever

i.e.,

o que fornece

1 9 1 2
gl tmlot = 5= gm
1
= 5 [1 — 21/p] .
Consequentemente,
g A=)
2 14wy’
donde tem-se
V2 1+

Todavia, como  deve ser positivo para GG ser convexo, finalmente tem-se

3 [[1—2v)

A T

102

O coeficiente de Poisson pléstico, que é a razao entre as deformacoes pldsticas transversal e

longitudinal sob compressao uniaxial, deve ser um dado de entrada, e deve estar na faixa de —1

a 0.5, i.e., v, € [-1,0.5]. O limite superior, v, = 0.5, corresponte ao escoamento viscopldstico

incompressivel. Para espumas poliméricas, considera—se

vp=0.0

(3.70)
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0 que permite escrever
3
= —. 3.71
T (371

De fato note que, supondo a imcompressibilidade

drody.dz, = dxdydz. (3.72)
Considerando as deformagoes
dx dy dz
. =1 : = In(=2%); . = In(—), 3.73
€ n(dxo) €y n(dyo) € n(dzo) ( )
tem-se
de = dz.e™; (3.74a)
dy = dyoe”;
dz = dz.e”.
Logo

(d$odyodzo) = (dxodyodzo) e(€x+59+6Z);
e(5m+€y+6z) — 1’
.'.6x+€y+62 :O,

S €y = €5 = —Up€y.

Substituindo os resultados da eq.3.78 em eq.3.77 , obtem-se

€x — 2Upey = 0; (3.79)
1
SVUp == 3.80
vy (3.80)
Note que J = det(F) :j—“//o = %" =+/I1lc com p,dV, = pdV. No modelo plastico J2 isocérico o
escoamento viscopldstico é incompressivel, consequentemente J*? = det(F"P) :[% =1.

Supondo o nao conhecimento do coeficiente de Poisson pldstico, a consideracao v, = 0.0 ¢

razodvel, como comentado na literatura e mostrado na figura 3.15
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Figura 3.15: Ensaio de compressao uniaxial. [125]

3.8.1 A Determinacao de « (', EP)

As defini¢Ges anteriores permitem concluir que para completar a definicao do modelo, deve-se

ter o conhecimento das duas leis de endurecimento:

1. A lei de endurecimento volumétrica, Hy (£.7) ;

2. A lei de endurecimento para compressao uniaxial, H (q") .

Lembre-se que a compressao hidrostédtica ja foi utilizada para determinar a evolugao de pe,
entao resta agora fazer uso do teste de compressdo uniaxial. Assim o coeficiente de Poisson
pléstico para um material isotrépico pode ser apresentado, em um teste de compressao
uniaxial, da forma seguinte
vp UD N\ VD
Ey» Ey Dy

Vy) = ——= = = —===.
p vp UD vp
Ell E11 Dll

Logo a deformacao volumétrica viscopléstica, é escrita como
gl = —1In(JP)

com

JU = det [F*7],

e pode ser reescrita como

ar <x7; (xg)j ;
- {m (X’f) +2In (X’;)} .
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Mas, da definicao do coeficiente de Poisson pldstico, tem-se

)
(X))
i.e.
In (M) = —vpIn (AY).
Consequentemente

B = — (1—20,)In (M),

(2

0 que permite escrever

B = (1 — 2u,) &P

ou _op
ggp — (1%,
— 2up)
que é um resultado vilido para o teste uniaxial de tragao ou compressao. Oriundo deste
raciocinio, a lei de endurecimento pode ser escrita como H(g,") = H (i) = HEP).

1-2v,
Deste modo, objetivando a determinacao de « (2,7, 24") considera-se que o material esteja
escoando em um teste de compressao uniaxial, assim

o = Ty ED);

0 que implica em

f(p,q,éip):\/q2+a2(p—po)2—B:0,

e que por sua vez equivale a
2 2 2 2
¢ +a(p—p)” =B
—p° (e}
Todavia, como B = oA, p, = % e A= %, tem-se

¢ +a?(p—po)® = a’A?

e consequentemente

2 C]2
o = 5 35
A _(p_po)
i.e.
a==+ d

—
o
[\
|
—
i
|
s
Q
~—
[\
——
Nl
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No caso particuar de um ensaio de compressao unidimensional, tem-se p = %7"(1 = %?y e

q = Ta = Ty, entao:

) ) 1 s, (1 1 2
A= (p—po)” = Z(pc+pt) - gTy—§(Pc—pt) ;
1 1_ 1_ 1
= Z(pc+pt)2—{575—gTy(Pc—pt)‘Fz(pc—pt)Q};
1_ 1_ 1
= - §r§+§ry(pc—pt)+z{(pc+p?)2—(pc—pt)2};
1., 1_
= — 3Tt 3Ty (Pe — pt) + Pepi;
+ 1 ( ) Ly
PePt 37y DPec — Pt 9w

0 que permite escrever

a= T
{ppe — 37y (Pt — pc) — $72}2

em que
Ty =70+ H(EP) =7+ H(EP).

pe = po + Hy (E7)
Dt = Qp De, Para algum oy, constante.

3.9 A Densidade Relativa (p*)

Almejando fornecer uma melhor visao da formulacao aqui abordada para a fase eldstica, pode-se

neste ponto introduzir a equagao constitutiva, dada por

7 = DE,
em que
1
E°=1n(U°) = 3 In (C?)

com T denotando o tensor tensao rotacionado de Kirchhoff
7 =R [] [R]

e T representando o tensor tensao de Kirchhoff
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em que o denota o tensor tensao de Cauchy. A equagado constitutiva acima deve ser modificada
visando incluir o efeito da densidade relativa, conforme ja comentado em capitulo anterior.

Assim, a equagdo da continuidade, dada por
po = det [F] p

com p, = p, (X,) denotando a densidade inicial, definida na configuragao de referéncia e p =
p (x,,t) a densidade atual, definida na configuracao de referéncia. Dividindo a equagao anterior

pela densidade do material totalmente compacto (polimero) p,,, escreve-se

po = det [F] p",
em que
x« _ Po
Po=—
° pu
e
. P
pr=—
Py
Assim, tem-se D = D (p*)
=D B

em que
D(p*) =2u(p") I+ (ff (p*) = %u (p*)> I®I)

sendo D (p*) um tensor de quarta ordem, I o tensor identidade de quarta ordem, I o tensor
identidade de segunda ordem, x (p*) o médulo volumétrico e p (p*) o coeficiente de Lamé ou o

moédulo de cisalhamento, 1 (p*) = G (p*) = ﬁ Entao,

T=2u(p") E° + <f€ (p*) — %u (p*)> tr (E) L.
Esta tltima equacao pode ser reescrita como
T=2G(p")E°+ K (p*) tr (E®) L.
em que K (p*) = (k (p*) — 31 (p%)).

Aqui, considera-se que

v(p*) =rvy=cte




CAPITULO 3. UM MODELO PARA ESPUMAS POLIMERICAS 108

com vg representando o coeficiente de Poisson do material completamente denso e Ej/% 0o médulo
de Young do material completamente denso. Entéo, vg, Ejs e v devem ser identificados por
testes experimentais. A hipétese de v (p*) ser independente da densidade relativa é observada
experimentalmente (maiores detalhes veja [89] e [88]) e desta maneira a dependéncia da desidade
relativa p* fica fortemente associada ao médulo de Young. Segundo a literatura especializada,
comparacoes precisas ente os resultados tedricos e experimentais sao dificultadas por imprecisoes
envolvendo a estimativa das propriedades Ejs e p;;. Tem-se da literatura que o médulo de Young
tem variagoes de apenas 2% para 0 < vg < 0.5 indicando que todos os valores tém uma validade

razoavel para todos os valores dos coeficientes de Poisson, e assim destas observagoes, pode-se

7= 2 () B+ () - J0() ) or (BT
em que
() = L)
PP = 9+ 1)
¢ o E()
K (p7) = 31— 2u0)"

E(p*) =c(p) En.

Neste ponto, é importante notar que

p" € (0,1]
e que, o processo fisico deve satisfazer
det[F] > 0.
Todavia, como
det [F] = ;’—
pode-se notar que 0 < p* — det[F| = %:l > 0. Logo, o conjunto de densidades fisicamente

admissiveis é dado por
Kp={p" | 0<p* <1}

Objetivando impor fisicamente estas restrigdes, se reescreve-se o médulo de Young como
E(p") =[c(p") + Ix(p")] En
em que Iic(p*) representa uma espécie de fungao caracteristica do conjunto ICp, i.e.,

Te(p") = 0, se p* € Kp;
o +00, se p* & K.

_ _9rmpy
3rm + pyy
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Esta expressao ¢é regularizada pelo uso de uma abordagem via penalidade interior e exterior, i.e.,

considera uma aproximacao diferencidvel ¥, (p*) tal que
lim, {95 (p")} = Tic(p")-
O objetivo é construir Wp(p*) que represente o dominio factivel, K,, pelas inequagoes restritivas:

a1(p") = —p"<0;
G2(p*) = p*—=1<0.

A fungao regularizada ¥y(p*) pode ser escrita como

Uo(p") = 0Py (3 (o)) + %Pz (32 ("))

sendo

= 2
Py (g2 (p") = (0" = 1)")".

Desta forma, P; (§1 (p*)) representa uma penalidade do tipo interior e Py (§o (p*)) representa uma
penalidade do tipo exterior, tais que estas representam no limite a funcao Ic(p*) de IC,. Seguindo
as idéias dispostas anteriormente, pode-se considerar a seguinte expressao para o mdédulo de

Young;:
E(p*) = {c (P*)" + 0P (91 (p")) + %Pa (92 (p*))} Em

E(p) = {c<p*>7 +7‘7% + % (" — 1>+)2} B,

em que, 7) ¢ o parametro de penalidade (assumindo valores da ordem de 107°).

3.10 Leis de Evolucao para a Deformacao Viscoplastica Acumu-
lada (e'?)

Os modelos para materiais viscopldsticos caracterizam-se matematicamente pelo fato do multipli-
cador viscopldstico A ser calculado através da solucao de uma equacao constitutiva de evolucao.
H4 vérias leis de evolugao propostas na literatura (ver [105], [106], [108] e [109]), dentre os quais

pode-se destacar:

1. e A Lei de Norton

. —Up N
e = <—f .2 )> (3.81)

em que F (q,p, Ax) representa a funcao de escoamento €'P a taxa da deformagéo
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viscopldstica acumulada, dada por

D"’ D“P} ; (3.82)

(com A >0), i.e.

MBS
7~ N
'\ﬂ
—
=
R
Q]
(S~
bS]
~—
N——
=

357 T (3.83)

Em que também tem-se a condicao

A:{za_(;_ac:}

F(p,q,&f)=0"20

com o denotando a sobretensao

1
! . N
o =K (er) .

&P = In [(1 - %ﬂv M] (3.84)

e Lei de Benallal

com . )
o {%D”P ; D”P}E Y {gg—f : g}a ,
logo
b NG |
A condicao

f(pa Q7ggp) =o' >0

é representada via a sobretensao ¢ dada por

=K, |1 e
o’ = —ex -
v P M

Pode-se observar o efeito da saturacao do endurecimento devido a deformagao total
aplicada e ao aumento da taxa de deformacao viscopldstica aculmulada. Note que

ov (F) _é{)p

—1—
K, PN Ty
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i.e.
_é’Up O—v (F)
-1
exp T .
logo
. oV <F>
e’ =—MIn |1- ,
v
entao

Note que o modelo elastoviscopldstico tem a seguinte caracteristica

F(p,q,EF) < 0 — comportamento eldstico
e

F(p,q,EF) > 0 — comportamento viscopldstico

A taxa de deformacao viscopldstica é dada por

_ . 0G
vp _
D=5
em que
A>0
(§]
A=S().

Entao, no modelo elastoviscopléstico, a lei de evolucao para a taxa do multiplicador vis-
copléstico A deve ser fornecida. Consequentemente, para F (p,q, &, ) < 0 tem-se A= 0, e

desta maneira pode-se citar os seguintes modelos:

Norton:

20G . ac\—3 [ F(pagl) N _up

35 157 —Fx— ) »se F(p,q,&) = 0;
0, se F(p,q,&") <0,

em que K/ e N sdo parametros do material para o modelo;

Benallal:
20G . G\~ % F(paz’) M _up
397 o7y ‘In|{l-—F— ,se F(p,q,8) > 0;

07 se f(p? q? ggp) < 07

em que K, e M sao pardmetros do material para o modelo.

A=
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Os modelos anteriores estao aptos a reproduzir os fenémenos bésicos de fluéncia e a de-
pendéncia do comportamento do material em relacao a taxa de deformacao. Porém, devido
a uma maior versatilidade, o modelo de Benallal foi o escolhido para o desenvolvimento
deste trabalho. As relagoes anteriores permitem escrever o seguinte sumadrio de procedi-

mentos:

1. Decomposicao do gradiente da funcao deformacao:
F = F°F'P.

2. Equagoes de estado:

7= 2u(p") B + K (p7) tr (B9) 1

em que

E°=1mn[C], C°=(F)"Fe

3. Funcao de escoamento

F(p,q,8") \/q +a? (p— [P Pt])2_a[pc;pt]

na qual
p=—itr[7, q=/3FP:F0, FP=7F4pI e
o= Ty

{ptpe—37y(Pt—pc)— —72}2

com Ty, pe € py definidos na lei de endurecimento.

4. Lei de escoamento viscopldstico

D — AC com v — B Fr, D — (Ue) D (UF)
em que

G(q,p) = V¢ + B°p?
com

_ 3 1-2v, .
B =5\ T

e para o modelo de Benallal, tem-se

_1 —vp 7M
}\_ ggf %} 21n [(1__/7(17}3,61, > ] 7sef<p7q7§gp)20;

07 se f(p7q7§;‘jp) <0
em que K, e M sao parametros do material para o modelo
5. Leis de endurecimento
P
Ty =Ty JrH((l 2u)>3
pe =p° + Hp (5°) com & = —1In(J) e J = det [FP];

(S

Dt = Qp pe para alguma constante o, .

3.11 O Problema de Valor Inicial

O foco bésico, neste tépico, é o problema elastoviscopldstico de valor inicial para o gradiente
da deformacao viscoplastica F'P, definido no intervalo de tempo t € [t,,t,+1] e partindo da
condicao inicial:

F*? (t,) = FP.
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O problema esta sujeito a histéria do gradiente de deformacao F (t), t € [tn,tn+1]. Entdo o
problema de valor inicial da deformagao viscopldstica consiste em determinar FYP tal que as
equagoes constitutivas (e leis de endurecimento) acima sejam satisfeitas para t € [t,, tn41].

3.11.1 A Aproximacao via Operator Split

O uso da metodologia de aproximacao baseada na decomposicao de operadores, operator split
method, tem se mostrado muito conveniente em aplicacoes semelhantes as deste trabalho. A

abordagem via operator split resulta em um algoritmo que consiste em duas etapas bésicas:

1. Predigao eldstica: o problema ¢é considerado como puramente eldstico entre ¢, € t,41;

2. Corregao viscopldstica: um sistema de equagoes discretas considerando

a lei da elasticidade finita;
e o fluxo viscopléstico;

e a evolucao das varidveis internas;

o critério de carregamento/descarregamento.

Tal sistema ¢ resolvido tomando os resultados do estédgio de predicao eldstica como condigoes
iniciais.
3.11.2 O Prognéstico Elastico

Nesta etapa, tem-se
FP = 0.

Entao, a solucao deste problema puramente eldstico, o estado eldstico teste, é obtida como

teste

vp _ |p
Fr, =FP.

O correspondente gradiente de deformacdo eldstico teste & 7

eteste

or1 = Fupn (FP)7 (veja fig. 3.16)

""Strain-driven problem", ie, F,,11 = I + Vu,1.Para cada k-ésima iteracdo, o incremnto de uﬁH 0 que se
tem é um gradinte de deformacao FfH_l. Assim diz-se que o problema ¢é regido pela deformagao.
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Configuragio
conhecida em t,,,,
Configuragdo nio
tensionada em t,,,

Figura 3.16: Espago de configuragoes.

Configuragio
conhecida em t,

F.

Configuragéo
inicial em t,

e a densidade relativa pj, ., ¢ dada por

*

* — pa
Prn+1 = Jet[Frid]”
Devido a lei eldstica ser definida em termos da medida de deformacao logaritmica E€, determina-
eteste eteste T eteste
n+l — n+1 Fn+1 )
e entdo a medida eldstica de deformacao logaritmica teste é caculda por
eteste 1 6teste
n+1 *5111( n+1 )

O correspondente tensor tensao rotacionado de Kirchhoff 7 teste, é dado da por

se

teste teste

_ 2
Pt = 2ulh) B+ (ki) — Gt ) o (B T
Tomando o traco da equagao anterior, tem-se

* teste * 2 * teste
tr [ ffj—tle] = 2p(pp41) tr [ n+1 ] +3 <“(Pn+1) - gM(PnH)) tr < el )
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i.e.
test teste teste .
tr (7] = 2o tr (B | + (3k(ohin) — 20(pii)) o (ESE)
teste
= 3n(pihp) tr B
Todavia
T = AN - el
i.e.
Dteste —t t test
Totl = Tnal tPniil
em que
1
p%errtle — —3tT‘ [ Zerrtle] .
3
teste __ — Dteste  _ Dteste
Init = \/2 Totl “Tn+l -
Logo
teste  __ _ltr [—teste]
Pni1 = T3 [Tnpl
teste
= —r(pnt1) tr{ 1 }
ie.
teste __ ( ) t Eeteste (3 85)
Prir = —k(ppg) tr | By |- .

Retornando a equacao constitutiva

este 2 este
e (e 30 o ()

obtem-se
_ Nteste teste 2 teste
7?+1 fzef/lel =2u(pn1) Enp + </€(PZ+1) - gﬂ(ﬂ;kwl)) tr ( -+l ) I
i.e.
Dte@te * eteste * eteste * 2 * eteste
Thn+l = _R(pn+1) tr{ n+1 ]I+2:U’(pn+1) n+1 + K(pn+1) - gu(pn+1) tI‘( n+1 ) I;
* teste 2 teste
= 2u(pny1) Engy —gﬂ(P:LJrl)tr( fzﬂ) L
Porém

N teste
eteste D

1 teste
ne1 = En +§tr< 1 ) I (3.86)
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0 que permite escrever

_Dteste pteste ]. teste 2 teste
Tn+1 = 24(pps1) {E%H +§tr( -+l ) I} - gM(PZH)tr( -+l ) I
% eDteste
= 2:“’(pn+1) EnJrl
Logo
_ Nteste Dteste
7'7?+1 :2N(P:+1) Er. o (3.87)
(§

teste __ 3 = Dteste = _ Dteste
S \/E"'n+1 “Tony1 -

Lembre-se que

teste teste
zUp — _ vp __ =Up
Conpr = In (Jn—f—l ) = Cup,
com
Upteste Upteste vp
Jn+1 = det Fn+1 = det [Fn ] )
€
_Upteste
7—_teste = 70 + H €Un—+1 .
Ynt+1 ~ 'Y _ )
" (1—2up)
teste __ 0 —vypteste ) |
pcn+1 - pC + Hp <€Un+1 )
teste __ teste
ptn+l - Oép pcn+1 :
Assim
,7—_teste
teste __ Yn+1

Nl

2
teste pteste _ Ll—teste teste _ teste | _ 1 [ =teste
ptn+1 an+1 3Tyn+1 <ptn+1 an+1> 9 <Tyn+1> }

0 que permite a determinacao da funcao de escoamento

2

teste teste teste teste

este __ teste 2 teste) 2 teste Pepiy 7ptn+1 teste Pep iy +ptn+1

n+l — \/(qn+1) + (O‘n+1) <pn+1 - [_ 2 - (an+1) 2 : (3.88)

3.11.3 O Corretor Viscoplastico

O corretor viscopldstico é um procedimento que corresponde & classe dos chamados algoritmos
para mapeamentos de retorno (return mapping algorithms) que foram extensivamente explorados
nos trabalhos [98], [99], [100], [101], [102] entre outros. Todavia, diferentemente dos trabalhos
envolvendo as hipdteses de pequenas deformagoes, que comumente aplicam o método implicito
de Euler, para solucao do problema de valor inicial elastoviscopldstico, neste trabalho usou-se
a aproximagao exponencial implicita. Através da decomposi¢ao multiplicativa (F = F¢F'P) e
da aproximagao exponencial implicita, pode-se determinar um algoritmo para mapeamento de

retorno que mantenha a mesma forma geral do usado em pequenas deformagoes viscopldsticas.
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Tabela 3.1: Verificacao do critério de escoamento

Se (Fiesle < 0) entdo

n

0 passo [tn, tn+1] € inteiramente eldstico entdo o estado em ¢, € atualizado como:

(g1 = (-)fes que implica, por exemplo, que

n+1
teste
vp _ RpVP — |P
Fn+1 - Fn+1 - Fn
(&

= __ =tlest
Tntl = Tpil

sendo (FL1 > 0)

n

0 passo [tn, tht1] € elastoviscopldstico;
V4 para o estdgio do corretor viscopldstico.

fim Se.

O corretor viscopldstico é baseado na lei de escoamento viscopléstica
[FUP — TYVP VP
F% =D"PF"P,

a qual é aproximada pelo método exponencial implicito de Euler, com F;? como condicao inicial
e D = (U¢)"t D (U®) (unstressed configuration). Assim,

FP, = exp <(Ue) ax % (Ue)1> FP
oT n+1
= exp <A)\ G_Cj > Fy?P
OT |41

em que o incremento do multiplicador viscopléstico é estritamente positivo, i.e., AX > 0. Note
que g—g, (Ue)_1 e U* devido a hipétese de isotropia tém os mesmos autovetores, logo comutam
entre si.

A discretizagao acima é complementada pela integracao da lei de evolugdo do multiplicador

viscopldstico, aproximado pelo método de Euler, resultando em

v -M
In [(1 - Zoanal,) ]

2 0G oG
3 07 In+1 " 0T In+1

AN = At.

NIES

Mapeamento Exponencial

Seguindo as hipéteses isotrépicas, o procedimento para atualizacdo do tensor tensao pode ser

escrito na mesma forma que o mapeamento de retorno para a elastoviscoplasticidade infinitesi-
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mal, com todas as operagoes relacionadas a grandes deformagoes, restritas ao nivel cinematico.
De fato, pode -se mostrar que

o oG

nil = €Xp (A)\ 7=

teste 8G
W) FP = BaamBa Mg

i

Agora, como [exp (X)] ! = exp (—=X) VX (tensor de segunda ordem), temos

n+1>

Multiplicando & esquerda de ambas as expressoes por F,, 1 e lembrando-se que F,, ;1 = F, HFZZ_)H,

n+1>

n+1

entao®
v -1 opy—1 oG
(Fnﬁ_l) = (F)P) [exp (A)\ Fr

v -1 oy —1 oG
20 = 0 o (32 2

tem-se: e
i = Foia (F) " oxp (-0 52

em que
—1

Fni1 (Ff)  =Fo

Todavia, como

eteste o upy —1
n+l — Fn+1 (an)

pode— Se escrever

ni1 = Foip exp (AN —=

eteste 5G
or

Porém,

n+1> . (3.89)
oG

T
>:| ( eteste>T
n+1 .
T n+1

(F,,)" = [exp <_m o

Adicionalmente, podemos notar que % é simétrico. Logo exp (—A)\ % ) também o

}nJrl

n+1> (F)" (3.90)

Multiplicando a esquerda a eq.3.89 pela eq.3.90, pode-se escrever
n+1>

eteste T eteste BG
n+1> ( n+1 ) Foi1 exp (_AA or

2 I g

(FfH_l)T = exp <—A)\ 7=

oG
( Z+1)TF2+1 = &Xp (_A)‘ or

8(AB)—1 —B'A!
(AB) (AB) ' =1
(AB)B™'A7' = AA!
ATAT' =1

o 0G  0G

= ——, COMO T4j = Tj; looa—GeSm
07 Oty ij = Tji, 108 oF Y




CAPITULO 3. UM MODELO PARA ESPUMAS POLIMERICAS 119

o que resulta em

> Cf:flte exp <—A)\ % > .
n+1 oT n+1

Porém, devido & isotropia eldstica, U e 7 comutam e também C¢, In (U®) e In (C¢) (estes tém

. oG
C i1 =exp (—A)\ 5

0s mesmos autovetores).

. teste ~ . .
Desta forma, isolando C; | na equagao anterior derivamos

>C;+lexp <A)\8—C_; ) .
n+1 87— n+1

Assim, o algoritmo para o mapeamento de retorno consiste na solucao de um connjunto de

eteste 3G
Cn+1 = exp (AA E

equagoes nao lineares compostas por

eteste 8G

E  ,=E_, —A\ — ; (3.91)
+1 + oF il
0G
F,? | =exp <A)\ — > FP, (3.92)
i or n+1

e também pela solucao incremental da integracao da lei de evolugao do multiplicador viscoplds-

tico

¥

e
n—&—l‘a’?n

2 0G
M{gﬁ

3 F (Pnt1, Gni1, &) -
} —n | |1 D PO At = 0. (3.93)
+1 Ky

Agora, como F* | = exp (A)\ 9 n+1> F,’, pode-se calcular &,",, por

gP = —In(det[F)"4]);

Un+1
det |exp <A)\ 8—? ) Fff’]) :
OT |yt

AN % )] det [sz]> ;
oT n+1

det :exp <AA 9G n+1>]> — In (det [F2]) ;

S )

ZUP = ng —In <det [exp (A/\ 8_C_¥

Untl oT

Neste ponto fez-se uso das seguintes propriedades:
i)
det (exp [X]) = exp (tr [X]) ,

logo
tr [X] = 0 < det (exp [X]) = 1;
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exp [AXA™'] = Aexp [X]A ™Y
exp [~X] = {exp [X]} ';

In (exp [X]) = X
v) Se A e A comutam, i.e., se A4 = AA, entao

exp[A+A] = exp[A]exp|A];
= exp[AJexp[A];

vi)
det [AA] = det [A] det [A] ;
vii) Sejam z e y nimeros reais. i.e. z,y € R. Entao
In[z y] =Infz] +Infy].

Os resultados acima permitem escrever

—v —v oG
Eby = &P —In <exp [tr <A)\ 5

oG )} '
n+1 7

oG ]
n+1

= X —AXtr [—
A equacgao de evolucao do multiplicador viscopldstico € obtida pela aplicagao do método implicito

W)

or
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de Euler, i.e.,

1 F VP
AN 204 Pn+1,4n+1,Ev,,
Grt1 {gpi1 + 8B Ppya}? +Mn {1— ( i “)} At =0

em que

Gpt1 = \/ q%—kl + ﬁgp%_H;

2
=Up — 2 2 Pe 1 Ptpya Pe 1 +pt 1.
./T(pn+17Qn+175vn+1)—\/qn+1+an+1 (Pn+1—[ nt > Wt ]) — Q1 [%]’

€
7_—?/77,+1
Anp+1 = 1
_1- ( _ )_1—2 2
Ptpt1 Pent173Tunt1 \Phpy1 " Peny1) 79Ty
com

_ _ Eor
Tynt1 = TZ +H <(12t/;)> )
Peni1 = Po+ Hp (Egngl)

(S

Dtni1 = CQp Pe,y, Para alguma constante a,.

3.11.4 Formulacao do Mapeamento de Retorno Viscoplastico

O problema do corretor viscoplastico pode ser formulado como: Determine (E% 11 AN g,

= =P = .
Tyni1s Penits Evn+1) solucao de:

( e eteste 8G o .
El— B AN nt+l 0;
1 —vp -M
2 8¢ . G 2 ]:(pn+17qn+178vn+1) A
A/\{gﬁnﬂ- o= n+1} —m[(l— 7, at=0;
1
1= 1-2 2 = N
{ptn+1 Per1 = 3Tynta (ptn+1 _p0n+1) - §Tyn+1} Uil = Typq = 0; (3.94)
ZJP
-~ _ =0 __ Yn+41 _ 0.
Tynsr =Ty — H (1—2up)> =0;

pC'n+1 - pg - Hp (5524»1) = 07
e, —an A (%] ] =0

\

Assim tem-se que:
vp teste ,teste =upi®ste
e Dado Fy, (1, ler Fy," e calcular: F (¢, 7, it Evngr )i

e Checar a existéncia de escoamento viscopldstico:

teste -
se (]-" (qéﬁiﬁe,p%ejﬁe,ézf 1 > < O) entao
0 passo é eldstico;
o teste
10g0 (')n—i—l - (')n-i-l
senao

passo elastoviscopléstico;



CAPITULO 3. UM MODELO PARA ESPUMAS POLIMERICAS 122

resolva o sistema de equagbes nao lineares (sistema local) para (E% 11 AN g,

71)1)
Tyn+1 ’ pcn+1 ’ €Un+1)

/ e teste 8G .
En+1 n+1 A>‘ T n+1 O)
1 _up —M
2 9G . oG F(pn+17Qn+1,5vn+1) A,
A/\{gﬁnﬂ- ﬁnﬂ} —ln[<1— %, At=0;

Nl

]. = 1-2 = —0-
{ptn+1 pcn+1 - § Yn+1 (ptn+1 - pcn+1) - §Tyn+1} an+1 - Tyn+1 - 07
_up

— — =)
__ ~F0 __ n+1 —N-
Tynt1 Ty H (1—2v )> - 0’

Pepyy — pe— H (ggngl) =0;
Bl -+ At %€, | =0

fim se;

e Calcular FffH = exp <A)\ 9G

vp
5= n+1> F;’ e armazenar F.7 ni1 € A

3.12 O Sistema Local

O passo elastoviscoplédstico consiste na solugao do sistema de equagoes seguinte para (Efl 11 AN,

= =Up .
On+1, Tyn+l ) anJrl ’ 6U'n+1) .

Ri=Efy,,, — Bf + A aar?l oy 0
Ry=Es5, ., — B [+ A am i 0
Ry = Efy ,, — Bfy + AN &2 oy =0
Ryi=ES ,, — B + AN 2 oy =0
Rs=A{3 94, %€ n+1}% —In [(1 - f(p”“’q};jl’szi“))_M] At=0;  (3.95)

SIS

— 1= 1=-2 = —N-
RG - {ptn+1 pcn+1 - §Tyn+1 (ptn+1 - pcn+1) - §7_yn+1} O[n+1 - Tyn+1 - 07
EF
— 7 __ 70 __ Unt1 —_—N-
Ry =7y, 4 Ty H (1—2%)) =0;
_ =Up —N-
Rg = DPepin — pg - H (E'UTH»I) =0;
_ =Up _
Ry =&, — &k + AN tr {67_ n+1] =0.

\

A solucao deste sistema nao linear é feita pelo método de Newton, que pode ser descrito
H0) _ ( EC© A0 ) 2 70 (0)  zvp(0)

como: Dada uma estimativa inicial, 7, 7, = (E,}7, Oyt 15 Toimy1s Pen'y1s Evnid ), determine

()

Tp i1 que seja solugao do sistema linear para o i-ésimo passo

[K (ﬁlﬂ {Mfzil} -R (7&11) ; (3.96)
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em que R ¢ definido em 3.95. Assim

+1 7 i
fflil) = fflil + ArnJ)rl
em que'®
OR; OR; OR; ORy OR, OR, OR, OR; OR; ]
8Ef1n+1 8E§2n+1 8Ef2n+1 8E33n+1 OAN  Oan41 87_-yn+1 8pgn+1 Bégf”_l
OR3 OR3 OR2 OR2 OR2 ORy OR2 OR3 OR2
8Ef1n+1 8E§2n+1 8Ef2n+1 8E§3n+1 OAN  Oan41 87_-yn+l 8pcn+1 OEzZJrl
ORs3 ORs3 OR3 OR3 OR3 OR3 OR3 OR3 OR3
8E‘fln+1 8E§2n+1 8Ef2n+l E§3n+1 OAN  Oan41 (97_'yn+1 (9pcn+1 OEZZH
OR4 OR4 OR4 OR4 ORy ORy4 ORy4 OR4 OR4
8E1€1n+1 8E2€2n+1 8E152n+1 33n+1 OAX - Oamtr Oy, iy Opeyyy ‘%szﬂ
[K ( f_»)] _ _ (ZR5 _ BER5 _ aeRs 86R5 ORs ORs _ ?R5 _ ORs ?1;R5
dElanrl dE22n+1 dE12n+1 6E33n+1 OAXN  Oant1  OTy,.;  OPcpiq ae”ZJrl
ORs ORs ORs ORs ORs ORg ORs ORs ORs
8Ef1n+1 8E§2n+1 8Ef2n+1 6E33n+1 OAXN  Oant1 87"yn+1 8pcn+1 855:’#1
OR7 OR7 OR7 OR7 IRy OR7 OR7 ORz7 OR7
8Ef1n+1 8E§2n+1 8Ef2n+1 8E§3n+1 OAXN  Oant1 B‘T'yn+1 aan-H ‘%ZZH
ORg ORg ORsg ORs ORg ORs ORs ORg ORs
0 8E§2n+1 8Ef2n+1 8E§3n+1 OAXN  Oant1 B‘T'ynJrl 8p3n+1 Bégf”_l
ORg ORg ORg ORg ORg ORg ORg ORg ORg
i 8Ef1n+1 8E§2n+1 8Ef2n+1 8E33n+1 OAN  Oan41 87_-yn+1 8pgn+1 OEZZJA i

ou ainda [K (7)],; = %}Z’“. O algoritmo do Método de Newton estd esquematicamente mostrado
na tabela de procedimentos 3.2. Detalhes sobre o algoritmo do Método de Newton utilizado

neste trabalho podem ser vistos no Apéndice B.

3.13 Problema de Valor de Contorno Global

Uma vez definido o modelo constitutivo e a estratégia de atualizagao das varidveis em t,41, 0O
que define o chamado problema local, é possivel resolver o problema de valor de contorno global
associado ao deslocamento u.

A formulacao adotada neste trabalho é a Lagrangeana Total. Assim, dentro deste enfoque,
o problema de valor de contorno, formula¢do forte, e a sua equivalente formulagdo integral,

formulacdo fraca, serao discretizados a seguir.

3.13.1 Conservagao do Momento Linear

Note que u (x,t) = u(p; (x0) ,t) = U (X0,t) em x, € I'Y. A relagao entre os vetores normais nas

superficies de referéncia e atual é dada pela expressao

ndA = det (F) FTn,dAy,

"Note que para haver solucdo K nio pode ser singular. Uma condicfo suficiente para existéncia e unicidade
de solugao é K ser positiva-definida. Porém esta condi¢do ndo é necessaria, jé que o sistema pode ter infinitas
solugbes. O que é indesejdvel € que K tenha autovalor(es) nulo(s), i.e., ela pode ser até indefinida no seguinte
sentido: auto-valores exclusivamente positivos e negativos. Isso garante que o operando representado por K seja
bijetivo resultando na existéncia de um operador inverso o qual serd tnico, resultando na unicidade da solugao.
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Tabela 3.2: Algoritmo de Newton aplicado ao sistema de equagoes do algoritmo de mapeamento
de retorno

i) Inicializar o contador de iteragao: i < 0

G
(ii) Inicializar Fn(_E)l =Ty
(
(

iii) Calcular o residuo RO =R (Fn(f)1> , ErTo =

jA0 H '
v) Faca enquanto (erro >tolerancia)
(1) Determinar a matriz tangente K = K (%@1)
(2) Resolver o sistema linear para AFn(?l
A7 O = K-1RO
(3) Atualize os deslocamentos Fn(flrl)

(5) Computar erro = Hﬁ (i+1)H
(6) Atualizar RO — B+ iy 1

Fim Faga enquanto.

em que n, ¢ a normal unitdria externa a configuracao de referéncia.

Desta forma,

t(x,t)dA = t,(Xo,t)dAy;
o(x,t)n(x,t)dA = P (x,,t)n, (Xo,t) dAo;

p(x,t)dQ = p (@ (X0,1) , 1) J (X0, 1) dp.

Como J (x,,t) = det [F (x,,t)] tem-se entao
p(x,1) dQ% = p (X0, 1) J (X0, ) dQ0 = p, (X0) dS

em que pg (x,) denota a densidade na configuracao de referéncia e p (x,t) a densidade na con-

figuracao atual, definida em termos da configuracao de referéncia.

Po(X0) = p(¢(%0,0),0)J (%0,0) = p (¢ (%0,0),0);

J (x0,0) = 1.
Adicionalmente,
u (X, t) = u(p (XOat) 7t) = U (XOat) ;
ou, @ ox
ox,  0x0x,
logo

Vu, = [V [uo @] F (x,,1).
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A conservagao do momento linear ¢ dada por

/,0 (%, £) b (%, £) +/ /,0 %d0, VY BCQ.  (3.97)

B oB B

Para problemas quase-estéticos, em que o termo ( ) é negligenciado, temos

/p(x,t)b(x,t)th+/t(x,t)dA:0 Y BC Q. (3.98)
B oB

Entretanto

/p (x,t) b (x,t)dQ = /p (@ (X0,1) , 1) b (@ (X0,1) , 1) J (X0, 1) dQp = /po (%0) b (%0,t) dQ,
B B, Bo
(3.99)

/t(x,t)dA:/a(x,t)n(x,t)dA

oB oB

com o (x,t)n (x,t) =t (x,t) em 0B na condi¢ao de tragao prescrita. Adicionalmente,

t(x,t)dA = t,(Xo,t)dAs;
o(x,t)n(x,t)dA = P (xo,t)n,(X0,t) dA,.

Usando
o n dA = [oo | F In,det (F)dA, = P n,dA,,
derivamos
{det (F)[o o] [FT] ' - P} n,dAg=0  Vn, € R3
P —det (F) [0 o ] [FT]
1 T
o 0¥l = G
Assim,

/ t(x,t)dA = / to (Xo,t) dA, = / P (x0,t) 1y (X0,t) dA, = / div (P) d€,. (3.100)
0 21978 08

Qo

Esta relacao permite finalmente escrever a forma forte na configuracao de referéncia, ie, substi-
tuindo as egs.3.99 e 3.100 na eq.3.98:

/ [div P (x0,t) + p, (X0) b (%0, 1)] d, = 0.

o

3.13.2 Formulagao Forte: Configuracao de Referéncia

O problema chamado de formula¢do forte pode ser enunciado como:
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Problema 13 Determine u, (X,,t), para cada t € [0,tf], tal que

divP (x,,t) + p, (Xo) b(x,t) = 0, em Xo € Qo;
P (x0,t) 0, (X0,) = o (%0,1), em x, € T¢;

U, (Xp,t) = T (Xo,t), em X, € Ty
com ¥, € [H2(TH)]3 e b € [La(Q,)]3.

3.13.3 Principio do Trabalho Virtual

O principio do trabalho virtual estabelece que, na auséncia de forgas inerciais:
SWert = gyyint (3.101)
Assim, o trabalho virtual externo é dado por

swert — / pob - du dQ, +/ t, - du dA,;
Qo r

t
o

= / pol;i ou; dSd, +/ Eoi du; dAo;
Qo r

t
o

- Pj; ou;
= / ,Oobi ou; d€d, +/ M dQy;
Qo Qo

0z,
= / [,ool_)i ou; + Méui—l—Pjia((sui)] dQy;
Qo 8(on aa:oj
O(Pji) - ‘ 0(duy)
/Q0 { [ 9z, + pobi} ou; + Pj; D, dQ,.

Consequentemente, na auséncia de forgas inerciais

owert = /Q Pj-aa(ijf) d;

= / P - Viu d,;
Qo
= W
3.13.4 Formulagao Fraca do Problema: Configuracao de Referéncia
Definindo-se, neste ponto, os seguintes conjuntos, para cada t € [0, %]

Kin,(Q,) = {uo Q- R | u, € [HI(QO)]S , U (X0, 1) =Ty (X,) em x, € FZ,‘};

Vary(Qo) = {o 1 Q, = R [ € [H'(2)]°, ¥ (x,) =0 em x, € rg},

a formulacao fraca do problema pode ser descrita do seguinte modo:
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Problema 14 Determine u, (Xo,t) € Kin,(§,), para cada t € [0,t¢], tal que

/ P-V\‘/dQO—/ pob-\7d90+/ t,-VdA,, ¥ ¥ E Vary(Q).
Qo Q0 It

ou denotando, para cada t € [0,ty],

F(uo;v)z/ P-Won—/ pob-ono—/ t, - vdA,
Qo Qo It

o

o problema pode ser reescrito como
Problema 15 Determine u, (Xo,t) € Kin,(§), para cada t € [0,t¢], tal que

F (ue;v) =0 vV Ve Var,(Q).

3.14 Formulacao Incremental

127

(3.102)

(3.103)

Relembrando que na formulagao incremental entre o instante ¢, e t,41, considera-se que:

e A configuracao e as varidveis de estado sejam conhecidas em €2,,;

e As equagodes de equilibrio sejam impostas em 2,4 1.

Assim, o campo de deslocamentos é representado por

U, (X, tn) = Xp—Xo U, = U, (Xo, 1) ;
W (X0, tnt1) = Xnt1 — Xo Up 41 = Uo (X0, tnt1)
sendo
Foi1 = I+Vu,;

F, = I+ Vu,.
Desta forma, em t,41, a forma fraca do problema pode ser formulada como:
Problema 16 Determine u,4+1 € Kin} tal que
F (Wp41;v) =0 vV v eVarg,
em que

f(un+1; \Af) = / P (un+1) . V\AfdQO — /

Qo Qo r

t
o

pb - ¥dQ, — / t - vdA,.

(3.104)

Notando que o problema acima é nao linear em relagdo & uy,11, € proposto o método de

Newton para a sua solucao.
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3.14.1 Linearizagao e Método de Newton

Seja
W =u, k=0 (3.105)

em que k denota a iteragao no processo de Newton, iniciando em k = 0 e supondo que o valor
inicial seja dado pelo tltimo valor convergido da solucao do problema do incremento anterior,

i.e., u,. Logo na k-ésima iteracao tem-se
ub i =uf, A (3.106)
Com o objetivo de determinar Au”_ ; ¢ imposta a condigao
F(ubthiv) =0 ¥ vevary, (3.107)

i.e,

= <Uﬁi;‘7) =F (uﬁﬂ + AUQHQ‘A’) =0 VvV veVar. (3.108)

Considerando F (-,-) como sendo suficientemente regular, e expandindo F (uf_; + Auf ,;¥)

em uma série de Taylor em uﬁ 41, obtemos, para uma aproximagao de primeira ordem,
k S S S k
a <un+1 + Aun+1,v> ~ f (un+1,v> + DF <un+1, v) [Aunﬂ} . (3.109)
Agora, pela Eq.(3.108) é possivel escrever
E .4 k _ E oo a
Dr (un+1vv) [Aunﬂ} =-r (unJrlaV)‘ (3.110)

Determinagao de DF (u%_ ;%) [Auf ]
Pela defini¢ao, tem-se que

k Aur ) — k.
DF <u’fb+1;\7> [AUQH} _ liB%F (un+1+6 un+16,V) F(un+17v);
d ~

e=0 '

Como € ¢é fixo no espaco e supondo que t e by, 41 sejam independentes de u, pode-se escrever

On+1

% {F (ufwfl + €Auﬁ+1;‘7>]620 = % [/QO P (ufwrl + EAUZH) tVY on} )

_ /Q %[P (ubyr +etul))] o vedn,
0 _

Sendo P =P (F (uf,, +eAuF,)), & possivel escrever

D ( (whey +eauk,,)) = [g_;’%F (1 + eAugH)]
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Entretanto,
F (qu+1 + eAuﬁH) =I+Vul, | +eV (AuﬁJrl)

e consequentemente

dF &
@l =V (Aui)
o que finalmente implica em
dpP oP i
|y [8_F} v (aui,)

Assim
DF( uk, v ) [Aunﬂ} - /Q [A (uﬁﬂ)] v (Auflﬂ) LV d

em que A (tensor de quarta ordem) é o médulo tangente global, o qual é dado por

[A (uf”rl)] ijkl g?:;

Porém, tendo em vista a definicao

P=JoF T =7FT,

tem-se L
0P;; 0 oT; oF~
A k — iy F—l Z'wp F— i
[ <un+1>:|ijkl 8Fkl aFkl < Jp) 8Fkl Jp Tip OFM
Lembrando que
FF =1

temos

OF \ __ OF 1 OF 1 1 (OF\ __;
<3Fkl>F +F<3Fkl>_0 :><5F >__F (3_F>F

0 que nos permite derivar

oF; ! OF
P S 1 msF F 5m 55 F _ —F-_lF_l.
( OFy ) IM 9 Fyy Kl gk~ lp

Assim, o médulo tangente global pode ser escrito da seguinte forma

or; 1 1 1
e L T (3.111)
+

oP;,;
[A (ulffb-ﬁ-l)]ijkl = 81?51

3.15 Notas Sobre a Determinacao de A

O célculo de A requer a determinacao da derivada da tensdo de Kirchhoff com relagdo ao

gradiente da deformagao. Porém, é possivel escrever T como funcao da tensao rotacionada de
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Kirchhoff, T
= (R9)T rR°
entao
T=RF(R)".
Como resultado em forma indicial,

OTip __ e\ _ 6R e e OTms pe OR;,
T 8Fkl (RiyTms Rys) = R Tms Ry, + Rf, G R + RS, Trns 5

ou na forma tensorial

aT_aRe— e\T e or e e —8(R6)T
z;i; - 6)1? T (I}, ) +_ (I}, ) E)I? (I{’ ) (I{’ ) T é)]? N
Agora
%ﬁﬂj D:fskl = Dpnski

e sabendo que

em que

temos
7 =20 (p") B + (r (p%) — 3u (p")) tr (E) L.

Pode-se separar ) em duas parcelas. A primeira refere-se a variagdo dos parametros materiais
com relacdo ao gradiente da deformacado. A segunda, tem-se que os parametros materiais sao

conservados fixos com relagdo ao gradiente da deformacéo. Assim:

D =Fpet = (ggffff EZ+1) + (]D(p ) ggiﬁii) ; (3.112)
B = (gg(ﬁfE%H) ; (3.113)
DGH = (D (p*) gpt ) = Lo - Piin  OCki (3.114)
OF 41 3Effiite dc;teste F5)
ie.,
D =B+ DGH

A determinacdo de D decorre de um desenvolvimento a partir da equacgao constitutiva para a

teste

configuracao nao rotacionada aliada ao fato de R = R® , restando agora a determinacao do

tensor de quarta ordem 8& que segue de algebrismos sobre a decomposicao polar do tensor

F. Perceba ainda que a determlnagao de G requer uma derivada do tipo 81;)(( ). Este tipo de

derivada é a derivada de uma funcao isotrépica. Esta classe de derivadas foi investigada em
detalhes por [107], [106] e [80]. Neste trabalho foi implementada a proposta apresentada por
[80].
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O tensor de quarta ordem D é a unica contribui¢do oriunda da relacdo constitutiva do
material, no médulo tangente consistente A. As demais contribuigoes sao todas relacionadas
a parte geométrica ou devido a dependéncia da densidade relativa. De fato, D depende se o
estado é eldstico ou viscopldstico sendo calculado admitindo o pardmetro da densidade relativa

*

constante, i.e., p* = cte. Se F < 0, D é considerado como o médulo eldstico D, e se F > 0
entdao D é o médulo tangente consistente viscoplastico P, que deve ser determinado a partir

da solucao do sistema de equagoes locais.

3.16 Exemplos Numéricos

Nesta secao sao apresentados alguns resultados numeéricos a fim de avaliar os aspectos referentes
a performance do modelo constitutivo para espumas e da sua implementacao utilizando o MEF
em grandes deformagoes. O cédigo foi escrito em Fortran 90/95, orientado a objeto, e utilizou-se
o compilador da Compaq 6.5. O posprocessamento foi realizado com o uso do software GID
8.0. Os resultados numéricos das andlises aqui realizadas foram obtidos sob uma tolerancia de

convergéncia global de 1076,

e Exemplo 1: Considera uma anédlise simples de compressao unidimensional de forma a ve-
rificar a relacao tensao-deformacéao, a qual incorpora uma resposta hipereldstica nao linear
dependente da densidade relativa. As dimensées do corpo de prova sao 50mm de altura
com raio de secgao transversal inicial de 28mm. Este exemplo apresenta a configuracao
de referéncia Q, = {(z,y) € R0 <z < 28 e 0 < y < 50} sob consideragoes axisimétri-

cas. Impondo um deslocamento prescrito de 4 = —30mm na diregao y, tem-se entao:Nas

Uy=1

50

Figura 3.17: Ensaio de compressao uniaxial

figuras seguintes sdo mostrados os graficos comparativos entre os resultados de tensao-
deformacao obtidos experimentalmente por [125] e o resultado numérico da andlise aqui
realizada. Utilizou-se nesta anélise dois elementos triangulares de seis nés isoparamétricos.
Os parametros c e v foram adotados baseados nos estudos de [89] e [88]. Nestes graficos sao

plotadas a tensao de Cauchy versus a deformacao logaritmica com os seguintes parametros



materiais:
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0,10528 M Pa;
0,04047 M Pa;
0,1;
928,09288 M Pa;
0, 049;

0,05

0, 25;

1, 54;

0, 3;

4,0;

0, 005;

1075
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As figuras 3.18 e 3.19 mostram a curva tensao-deformagao para o problema de compressao

0.4

0.3+

0.2+

Tenséo de Cauchy (MPa)

0.1

- Experimental
o Numérico

Figura 3.18: Ensaio de compressao (0,0016 1/s)

0.5 0.6 0.7 0.8

In(L/Lo)

0.9

uniaxial com taxas de deformacao distintas, respectivamente 1,6x1073s7 1 ¢ 8,0x 1072571,

A resposta produzida pelo cédigo aqui desenvolvido, para o modelo de espumas celulares

apresenta boa concordancia com os valores experimentais obtidos por [125] para a espuma

em polipropileno com densidade nominal de 49,0 K g/m?. Os parametros materiais foram
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Figura 3.19: Ensaio de compressao (0,08 1/s)

calibrados tomando por base os dados experimentais descritos em [125]. Segundo os resul-
tados obtidos por [125], nesta aplicagdo nao hd endurecimento hidrostatico, fendmeno este
que também foi desconsiderado aqui para efeito de comparagao dos resultados. Os valores
g =g =0,90196 (taxa: 0,0016 s71) e & = &F = 0,90058 (taxa: 0,08 s~!) foram
os valores da deformacao pldstica volumétrica atingida na configuracao atual, ou seja, no
instante final da andlise quando o processo de deformacao do material ultrapassa o platod
de colapso e atinge o regime de densificacdo, onde o nivel de tensGes cresce bruscamente.
Po6de-se notar também que nessa etapa a deformagao volumétrica mantém-se uniforme em
todo o dominio, como era de se esperar, para o caso de compressao uniaxial pura. A den-
sidade relativa no instante final da andlise atingiu os seguintes valores p* = 0, 1216 (taxa:
0,0016 s71) e p* = 0,1216 (taxa: 0,08 s~1). Vale comentar ainda que neste exemplo o
carregamento implementado é em forma de uma rampa de carregamento linear onde 1000
incrementos foram utilizados. As tensées equivalentes de von Misses no instante final da
andlise sdo dadospor: o, = 0,37324 M Pa (taxa: 0,0016 s71) e 0y = 0,42254 M Pa
(taxa: 0,08 s71).

e Exemplo 2: Este exemplo considera um problema axissimétrico que consiste em um tronco
de cone, com as seguintes dimensoes: r; = 90mm; ro = 45mm e h = 100mm. A analise
consiste num deslocamento prescrito na tampa circular superior, cujo deslocamento to-
tal prescrito foi de @ = —50 mm (& taxas de 0,0016 s~1e0,08 3*1), aplicado em 1000
incrementos. Uma malha de 240 elementos triangulares 77 6 isoparamétricos foi uti-

lizada. Vale ressaltar que outros elementos/malhas (mais refinadas) foram explorados e
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que nenhuma alteracao significativa nos resultados foi notada. Os parametros ultilizados
nesta andlise foram os mesmos do exemplo anterior. A figura (3.20) mostra o problema de

forma esquemdtica na configuracao de referéncia.Os campos de deformagao viscoplédstica

U,=1u

100

Figura 3.20: Tronco de cone

Y-Displacement (in)

0
-4.6667
-10.333

--16
-21.667
-27.334
-33
-38.667
-44.334
-50

Figura 3.21: Deslocamento Y (0,0016s~! e 0,08s7!)

(3.23 e 3.24) e deslocamento na diregao (3.21) demonstram como a resposta do material
varia conforme deforma-se o corpo. Note que devido a uma maior taxa de deformacao
(3.24) ocorre um maior nivel de deformacao pléstica quando comparado com os resulta-
dos obtidos a uma menor taxa de deformacao (3.23). Pode-se também ter uma avaliagao
qualitativa da distribui¢ao de tensao de von Misses em seu interior pela figura 3.25 e 3.26.
Note aqui também que devido a uma maior taxa de deformacao (3.26) ocorre um maior
nivel de tensao quando comparado com os resultados obtidos a uma menor taxa de de-
formacao (3.25), para um mesmo deslocamento prescrito final. Percebe-se a existéncia de
uma concentracao de tensao no canto superior direito do dominio, conforme mostrado nas

figuras 3.27, 3.28, 3.29, 3.30, 3.31 e 3.32. Note aqui também que devido a uma maior taxa



CAPITULO 3. UM MODELO PARA ESPUMAS POLIMERICAS 135

rel dens
0.54118
0.50271
0.46305
- 0.42338

. 0.38371
" 034405

- 0.30438
0.26471
0.22504

0.18538

Figura 3.22: Densidade relativa (0,0016s~1 e 0,08s71)

Ep voln
0094117
I 0.08251
0.069843
- 0.057176
. 0.044509
[ 0031843
0.019176
0.006509
-0.0061578
-0.018823

Figura 3.23: Deformacio volumétrica pléstica (0,0016s1)

Ep voln
- 0.10771
I 0.096679
0.081901
- 0.067123
- 0.052346
| 0.037568
L 0.02279
0.0080118
-0.0067662

-0.021543

Figura 3.24: Deformacio volumétrica plastica (0,08s7!)
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Sig eq (Mpa)

0.1709
0.1529
0.1339

- 0.1149
0.095896
0.076896
0.057895
0.038895
0.019895
0.00089649

Figura 3.25: Tensdo equivalente de von Misses (0,001657!)

Sig eq (Mpa)
0.17285
0.15556
0.13623

- 0.1169
0.097564
0.078231

- 0.058897
0.039564
0.02023
0.00089838

Figura 3.26: Tensdo equivalente de von Misses (0,08s71)

—~

Sxx (Mpa)
0.007717
-0.0048189
-0.02093

--0.037041
-0.053153
-0.069264

- -0.085375
I -0.10149

-0.1176
-0.13371

Figura 3.27: Tensdo de Cauchy na direcdo x (0,0016s71)
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A

Sxoc (Mpa)

0.0076896
-0.0031886
-0.018522
--0.035856
-0.052189
-0.068523
-0.084856
-0.10119
-0.11752
-0.13386

Figura 3.28: Tensao de Cauchy na diregdao = (0,08s1)

Syy (Mpa)
0.0065647
-0.021832
-0.054055

--0.086277
-0.1185
-0.15072
-0.18294
-0.21517
-0.24739
-0.27961

Figura 3.29: Tensdo de Cauchy na diregdo y (0,0016s1)

Syy (Mpa)
0.0065309
-0.020253
-0.05292

--0.085587
. -0.11825
-0.15092
-0.18359
-0.21626
-0.24892
-0.28159

Figura 3.30: Tensdo de Cauchy na direcdo y (0,08s71)



CAPITULO 3. UM MODELO PARA ESPUMAS POLIMERICAS 138

Sxy (Mpa)
0.042787
0.035747
0.024636

- 0.013525
0.0024136
-0.0086976
-0.019809
-0.03092
-0.042031
-0.053142

Figura 3.31: Tensdo cisalhante (0,001657!)

Sxy (Mpa)
0.042719
0.033987
0.023098

- 0.012209
0.0013201
-0.0095689
-0.020458
-0.031347
-0.042236
-0.053124

Figura 3.32: Tensdo cisalhante (0,08s71)
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de deformacao (3.28, 3.30 e 3.32) hd a existéncia de um maior nivel de tensao, na quina
oriunda do patamar superior com a face inclinada do corpo, quando comparado com os
resultados obtidos a uma menor taxa de deformacao (3.27, 3.29 e 3.31). A figura 3.21
mostra que o deslocamento méximo atingido foi de 50 mm na diregao y, i.e., exatamente
100% do valor inicialmente prescrito, o que mostra um cardter robusto ao algoritmo de
solucao dentro do escopo de grandes deformagoes. Vale comentar que para um aumento
no deslocamento prescrito em y, nao se obteve um resultado final com 100% do valor
inicial prescrito. Notou-se que apds este limite ocorre um forte gradiente de deformacao
na regiao de concentragao de tensoes o que acarreta um severo mau condicionamento ao
sistema a ser resolvido, fazendo com que o algoritmo incremental nao falhe em termos de

convergéncia.

e Exemplo 3: Neste exemplo é apresentada a compressao de um corpo de prova retangular
com dimensoes de altura igual a 1mm e largura igual a 0,5mm, sujeito a um estado
plano de deformacéGes. Este corpo estd fixado na face direita, na diregao x, e sujeito a um
deslocamento prescrito de @ = —0,3mm (a uma taxa de 0,0016s~ 1) na face esquerda na
diregao negativa da coordenada x. As demais condigbes de contorno sao de tensao livre.
Devido a uma questao de economia computacional considerou-se apenas a parte superior
do dominio com a respectiva condi¢ao de simetria, como ilustrado na figura seguinte (fig.

3.33).A malha utilizada consta de 98 elementos isoparamétricos triangulares de seis nds

0,5

-;‘
‘

I~
n
g

RERERREREE

Y

‘ -
I\
8

Figura 3.33: Compressao lateral do polipropileno

(Tri6). Vale comentar ainda que neste exemplo o carregamento implementado é em forma
de uma rampa de carregamento linear em que 2000 incrementos foram utilizados. Os
parametros utilizados nesta anélise foram os mesmos do primeiro exemplo.As figuras 3.34
e 3.35 mostram os campos de deslocamento nas dire¢oes x e y respectivamente, no instante
final da anélise. O valor &,/ = &,” = 0, 6687 foi o valor da deformacao pléstica volumétrica
atingida na configuracao atual, ou seja, no instante final da andlise. Pode-se notar também
que nessa etapa a deformacao volumétrica mantém-se uniforme em todo o dominio, como
era de se esperar, para o caso de compressao uniaxial pura. A fig. 3.36 mostra a evolucao
da densidade relativa com o fator de carga durante todo o periodo da andlise, para um
ponto particular do dominio. A densidade relativa atingida no instante final da analise

foi de p* = 0,1128. A tensdo equivalente de von Misses no instante final da anélise foi
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X-Displacement (mm)
0
-0.033334
-0.066667
0.1
-0.13333
-0.16667
-0.2
-0.23333
-0.26667
-0.3
n
k x

Figura 3.34: Deslocamento em z (exemplo 3)

- Y-Displacemnent (mm)

; 0.043005
0.039111
0.034222
-0.029333
0.024444
0.019556
0.014667
0.0097778
0.0048889
0
"
A.

Figura 3.35: Deslocamento em y (exemplo 3)
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Figura 3.36: Densidade relativa p* vs. fator de carga
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da ordem de oy, = 5,992 M Pa. A tensdo de Cauchy no instante final da analise foi de
ozz = —0,405 M Pa. Vale ressaltar ainda que os valores atingidos por p*, oym € 0z a0
longo da evolugao da anélise mantiveram-se uniformes em todo o dominio, como era de se

esperar, para o caso de compressao uniaxial pura.

e Exemplo 4: Neste exemplo é apresentado o esmagamento de uma bucha anelada. O modelo
é considerado axissimétrico e possui as dimensdes mostradas na figura (3.37). Neste caso,
ha a imposicao de um deslocamento prescrito externamente ao anel na direcao radial e
internamente o anel estd montado sobre uma superficie rigida (corpo indeformdvel). Dessa
forma a parte exterior do anel move-se na direcdo negativa da coordenada x com 4 =

—0,3mm (3 uma taxa de 0,0016 s~1). Devido a uma questao de economia computacional,

i [ —
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1 ‘7
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| «
| =
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h —
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1 ‘7
— Y
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Figura 3.37: Anel de polipropileno

utilizou-se as condigoes de simetria para simular somente metade do anel cilindrico (parte
superior). A malha utilizada consta de 98 elementos isoparamétricos triangulares de seis
nés (7ri6). Vale ressaltar que outros elementos/malhas (mais refinadas) foram explorados
e que nenhuma alteragao significativa nos resultados foi notada. O carregamento é efetuado
de forma linear, utilizando-se 3000 incrementos. As figuras 3.38 e 3.39 mostram os campos
de deslocamento nas direcoes x e y respectivamente, no instante final da andlise. As figuras
3.40, 3.41 e 3.42, mostram respectivamente as tensoes de Cauchy 0, 04y € 0yy no instante
final da anélise. Note por sua vez que a figura 3.40 mostra uma concentracao de tensao no
canto superior esquerdo. Perceba também uma concentragao de tensao na componente o,
(fig. 3.42), logo abaixo do topo do anel e préximo da extremidade esquerda. Quanto aos
esforcos cisalhantes (fig. 3.41), observa-se uma concentragao de tensao na parte superior do
anel. A deformagao volumétrica plastica mostrada na figura 3.43 tende a ser a mesma em
todo o corpo. Porém, note que hd uma pequena variacao devido & natureza axissimétrica
da deformacado. A figura seguinte (3.44) mostra a distribuigao de densidade relativa ao

longo de todo o dominio.
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X-Displacement (mm)

0
-0.033334
-0.066667

--0.1
-0.13333
-0.16667
-0.2
-0.23333
-0.26667
-0.3

Figura 3.38: Deslocamento em z (exemplo 4)

Y-Displacement (mm)
 0.060368
0.054222
0.047444

- 0.040667
0.033889
0.027111
0.020333
0.013556

0.0067778
o

Figura 3.39: Deslocamento em y (exemplo 4)

Sxx (MPa)

-10.212
-10.415
-10.618
-10.821

Figura 3.40: Tensao de Cauchy na diregdo x (exemplo 4)
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=

Sxy (MPa)

i 0.023239
0.011524
-0.0011423

--0.013809
-0.026476
-0.039142
-0.051809
-0.064476
-0.077142
-0.089809

Figura 3.41: Tensao de cisalhamento (exemplo 4)

Syy (MPa)

i 0.036268
0.027144
0.017366

- 0.0075885
-0.0021892
-0.011967
-0.021745
-0.031523
-0.0413
-0.051078

Figura 3.42: Tensao de Cauchy na diregao y (exemplo 4)

Ep valn
0.71339
0.71277
0.71122
0.70968

070811
0.70655
0.705

0.70344

070189
070033

Figura 3.43: Deformagao volumétrica plastica (exemplo 4)
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rel dens
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D248l
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0.12445
0.12428
01241

0.12392
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Figura 3.44: Densidade relativa (exemplo 4)
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Conclusao

O trabalho pode ser dividido didaticamente em duas partes. A primeira trata da apresentagao
do modelo viscoeldstico finito e da sua andlise mediante a solucao de alguns problemas de valor
de contorno. Este modelo se mostrou bastante apropriado e eficaz com relagao as aplicagoes
consideradas. A simplicidade de implementacdao do modelo e a sua versatilidade em problemas
cientifico-tecnoldgicos sao as suas principais vantagens. Por outro lado um ponto de relevancia
que nao foi levado em consideragao foi o problema térmico acoplado ao mecénico, que deve ser
considerado em andlises futuras. Um outro ponto relevante é que muito embora computacional-
mente tenha-se feito uma andlise para cada uma das malhas utilizadas nos problemas abordados,
uma estratégia envolvendo estimadores de erro a posteriori seria extremamente 1itil nestes casos.
Porém, formulagoes/propostas neste sentido ainda sao escassas na literatura ([95] e [94]). Pode-
se comentar ainda que o uso das séries de Dirichlet-Prony apesar de agregarem versatilidade e
facilidade de implementacao computacional ao modelo, também geraram uma certa dificuldade
no que diz respeito a obtencao, na literatura, das fungoes de relaxamento para os médulos de
cisalhamento e volumétrico, sendo necessario alguns ajustes de curvas para os trés ultimos casos
do capitulo 3.

A segunda parte do trabalho trata de espumas poliméricas mediante uma abordagem via
elastoviscoplasticidade. Tal modelo mostrou-se eficaz e adequado em descrever a evolucao das
varidveis internas utilizadas para a simulagao numérica do comportamento de sélidos celulares
poliméricos, mais especificamente espumas poliméricas. O uso da descrigao Lagrangeana total
(aliado ao par conjugado tensao rotacionada de Kirchoff e a medida de deformagao logaritmica)
e do mapeamento exponencial facilitou imensamente a implementagao numérica dos algorit-
mos, além de agregarem robustez. O modelo constitutivo monstrou-se capaz de representar a
dependéncia do comportamento mecanico com relacdo a densidade relativa e & taxa de defor-
macao, ao longo de todo o carregamento. Um ajuste de pardmetros materiais foi efetuado, na
simulacao do ensaio de compressao uniaxial, visando calibrar a solucao numérica do modelo com
os resultados experimentais. A solugdo numérica obtida com o ajuste de pardmetros mostrou
uma boa concordancia qualitativa e quantitativa com os resultados experimentais. Deste modo
as propriedades materiais obtidas da calibracao foram utilizadas nos demais exemplos. Vale
ressaltar que uma certa dificuldade foi encontrada na obtencdo de resultados experimentais

detalhados para espumas poliméricas. Um ponto importante é a pequena discordancia dos
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resultados numeéricos e experimentais quando em patamares de deformagdo mais elevados. E
provavel que a incorporacao de uma teoria de dano agregaria mais precisao & formulacao, no que
diz respeito a representacao do comportamento mecénico das espumas poliméricas. Uma outra
questao diz respeito aos ultimos exemplos do capitulo 4. Percebeu-se que para um aumento no
deslocamento prescrito em x e r respectivamente, nao se obteve um resultado final com 100% do
valor inicial prescrito. O que se observou foi um forte gradiente de deformagao o qual contribuiu
para o mau condicionamento do sistema a ser resolvido, acarretando em falha de convergén-
cia do algoritmo para altos valores de deslocamentos prescritos. Embora tenham sido feitas
véarias investigagoes sobre os passos de carga, uma estratégia baseada em arc-length algorithms
acrescentaria uma maior robustez ao cédigo. Um tltimo ponto diz respeito a adaptatividade da
malha que com certeza melhoraria a precisao dos resultados, além de agregar mais versatilidade
ao c6digo, muito embora tenha sido feita uma extensiva andlise das malhas adotadas em cada

problema abordado.
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Sugestoes para Trabalhos Futuros

e Incorporacao de metodologias adaptativas, estimadores de erro e estratégias de refino de

malha aos modelos;

e Incorporagao de uma estratégia do tipo arc-length e algoritmos para superagcao de pontos

limites / patamares;
e Incorporacao de uma teria de dano aos modelos;

e Desenvolvimento e implementacao de um modelo para termouviscoelasticidade.
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Apéndice A
Fundamentacao

O objetivo deste capitulo é apresentar alguns conceitos e resultados importantes que servem
direta ou indiretamente de base tedrica para o desenvolvimento deste trabalho. Algumas demon-
stragoes serao omitidas visando tornar a leitura mais corrente, porém serao devidamente refe-

renciadas.

A.1 O Operador de Boltzmann

O modelo de viscoelasticidade abordado neste trabalho é baseado no principio da superposicdo
de Boltzmann que matematicamente é decrito pelo operador de Boltzmann. Para se chegar a

esta definicdo, inicialmente define-se a continuidade absoluta.

Definicao 17 Seja [a,b] um intervalo fechado e limitado de R. Diz-se que uma fung¢ao f :
[a,b] — C é absolutamente continua em [a,b] se Ve > 0 = 30 > 0 tal que: se (a1,b1), (az2,b2), ..., (an,bn)

¢é uma colegao finita de intervalos abertos e disjuntos em [a,b] tal que

n

> (b —ai) <6, (A1)

=0

entao
n

I (b)) = f(as)] <e. (A.2)

=0

Obsevagao 18 Seja Q2 um conjunto aberto em R. Entdo, denota-se por C*(Q) o conjunto das

fungdes absolutamente continuas em €.

Lema 19 Seja ¢ : R — N (espago de dimensdo finita), entao ¢ € C* é do tipo Heaviside
(o(t) =0, para t < 0) se e somente se existem um elemento ¢° € N e uma fungao localmente

integravel ¢ : Ry — N tal que

B(t) = ¢° + /0 t d(s)ds, t € Ry, (A.3)
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em que o elemento ¢° e a fun¢ao ¢ sdo unicamente determinados por

& = lim o(0) (A9
s = 229, (A5)

para quase todo t € Ry. (ver [117] e [118].)

Definigao 20 Seja ¢ € C* como no lema anterior. Entdo, define-se o operador de Boltzmann

(¢®) como o sequinte mapeamento linear

00 N0 =610+ [ d)1 - s)ds, 1R (A6)
para uma dada fungao f. (ver [117] e [118].)

Uma outra definicdo a ser destacada, embora nao esteja relacionada com o operador de
Boltzmann, é a de subdiferenciabilidade, muito ttil no tratamento de funcionais em andlise

convexra

Definigao 21 Seja N um espago vetorial normado. Diz-se que uma fun¢do f : N —] — 00, +00]
¢ subdiferencidvel em u € N se f(u) < 400 e Ju* € N* (espago dual de N ) tal que:

f(v) > f(u) + (u*,v —u),Vv € N. (A7)

Entdao u* é dito ser um subgradiente de f no ponto u e o conjunto dos subgradientes de f em
u é chamado de subdiferencial de f em u, sendo denotado por Of(w). (ver [75])

A.2 Espacos de Funcoes

O método de Galerkin ¢ uma ferramenta importantissima para a aplicacao do método de e-
lementos finitos. O método de Galerkin permite a obtencao da formulagao fraca do problema
original, a qual exige "menos"regularidade da solugdo. O uso deste método necessita de algumas
propriedades dos espagos de func¢oes continuas, espacos de Banach, espacos de Hilbert e espagos
de Sobolev. Neste sentido as definicoes e resultados mais relevantes para este trabalho encontram-

se a seguir, para maiores detalhes ver [81] e [1].

A.2.1 Espacos das Fungoes Continuas

Seja N o conjunto dos nimeros inteiros positivos. Uma n-tupla a = (g, ag,...,ap) em N ¢
chamado um multi-indice, e |a| = a1 + ag + ... + @, é 0 comprimento de a. Assim define-se
0% =010 ...0 em que 0; = 0/0xj paraj=1,...,n.

Seja  um conjunto aberto em R™ e k € N entdao denota-se:
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1. C*(Q) o conjunto de todas as fungdes u definidas em 2 com valores reais, tal que 9%u é

continua para todo o com |a| < k;
2. C*(Q) = nkzo Ck(Q)§

3. C*(Q) o conjunto de todas as fungdes u € C*(9), tal que 0%u pode ser extendida conti-

nuamente de € para €;
4. Coo(ﬁ) = nkzo Ck(ﬁ)

Assumindo agora que €2 seja limitado em R”, entdo C*(Q) equipado com a norma

lulles @ = max {sup o7t . (A.8)

|l €N

é um espago de Banach.

Definigao 22 Seja u definida em 2 C R™. Define-se o suporte de u como sendo o fecho do
conjunto {x € Qu(zx) # 0}, e denota-se supp(u) para designd-lo. Se este subconjunto de S é

compacto, entdo u é dita ter suporte compacto com respeito a €.

Definigao 23 Seja Q C R"™ um dominio para k = 1,.... C§(Q) denota o conjunto das funcdes
u € C¥(Q) com suporte compacto em Q. No caso k = oo, denota-se C§°(2) = D().

A.2.2 Espacgos das Funcoes Integraveis

Considerando agora fungoes reais definidas sobre um dominio 2 C R" que sao mensurédveis a

Lebesgue, denota-se
/ u(z)dz, (A.9)
Q

a integral de Lebesgue de u sobre (2.

Definigao 24 Sejam @ C R™ um conjunto mensurdvel e 1 < p < oo, define-se o espa¢o L,(£2)
como o conjunto das classes de equivaléncia de todas as fungoes u : Q — R tal que |ul’ é

integrdvel a Lebesgue sobre 2. O espago L,(€2) munido com a norma

ol = ( [, |u<m>|pdx>%, (A.10)

é um espago de Banach. Em particular quando p = 2, o espago Ly(2) é um espago de Hilbert

com o produto interno dado por

(1, 0) () = /Q w(@)o(z)dz, Yu, v € Lo(Q), (A.11)

Teorema 25 C°(Q2) ¢é denso em Ly(2), 1 < p < 400, na norma acima descrita.
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Definigao 26 O supremo essencial de uma fung¢do u é o infimo do conjunto de todos os nimeros

reais M tal que |u(x)] < M quase sempre em (2, e denota-se por

HUHLOO(Q) = supesszeq|u()|; (A.12)

=inf{M € Ry|med{x € Q| |u(z)| > M} =0}. (A.13)

Assim para p = 00, 0 espago Loo(€)) denota o conjunto das classes de equivaléncia das fungoes
definidas sobre ) que sao mensurdveis a Lebesgue e seu mddulo tem supremo essencial finito. O

espago Loo(Q)) equipado com a norma ||u”Loo(Q) definida acima é um espago de Banach.

Obsevagao 27 Pode-se mostrar que para p > q, tem-se
Loo(Q) C...CLy(Q) C ... C Ly(N) C ... C La(2) C L1(Q). (A.14)

A.2.3 Espacos de Sobolev

Definigao 28 Sejam u,v € L1(2) e a um multi-indice. Entdo v é a a-ésima derivada fraca de

u, se e somente se
/ uDpdx = (—1) / vodz, Yo € C(Q), (A.15)
Q 9)

em que
olely

T0vgy ... 0%,

D% (A.16)

Definicao 29 Seja um conjunto aberto 2 C R™, entdo para 1 < p < 00, o espago de Sobolev
k , .
W () ¢ definido como
WEQ) = {u € L,()]0% € Ly(Q), |a] < k}. (A.17)

p

O espaco W;(Q), com a norma

1
P
HUHWIL“(Q) = |z<:k\|8au|]’£p(9) ) (A.18)
o<
para 1 < p < oo, e com a norma
el o = masx 0l (A.19)

para p = oo é um espaco de Banach. Quando p = 2 também é um espaco de Hilbert com o

produto interno dado por

(u, V) g = D (0%, 0%) 1) » Y, v € WH(Q). (A.20)

|| <k

Neste caso designa-se W () por H*(Q).
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Teorema 30 C*®(Q2) é denso em WZ?(Q), 1 < p < +00, na norma anteriormente descrita.

Obsevagao 31 Em muitos problemas na mecdnica dos meios continuos, pode-se definir o espago
(HF Q)™ := HY(Q) x ... x H¥(Q), (n vezes), (A.21)

o que induz a sequinte definicdo de norma

N|=

[all e @yyn = (Z HWH%k(Q)) u = (u)jy € (HH Q)™ (A.22)
i=1
Pode-se também definir de forma andloga wma norma para (Wk(Q))n

A.3 Equacoes de Volterra

Faz-se necessdrio, nesse momento, uma abordagem informal sobre as equacoes de Volterra, que
serao de grande relevancia para o contelddo desta proposta. Suponha, entao, que para um 71" > 0
fixo, tem-se as fungoes f(t) € C([0,T]) e b(s,t) € C({(s,t)|t € [s,T]}), em que b(s,t) satisfaz a
condicao de casualidade

b(s,t) =0, Vs > t. (A.23)

Entao tem-se a equacgao integral de Volterra de sequndo tipo
¢
u(t) = F(t) + / b(s, u(s)ds, ¢ € [0, T, (A.24)
0

em que u ¢ uma fungao deconhecida. Se esta fungao sé aparece sob a integral, entao tem-se uma

equacao integral de Volterra de primeiro tipo
t
£(t) = / b(s, yu(s)ds, ¢ € [0,T]. (A.25)
0

E possivel, também, que derivadas de u estejam presentes nas equacoes acima resultando

entdo na equacdo integrodiferencidvel de Volterra. Podem-se apresentar as seguintes formas
t
au(t) + / b(s, tyu(s)ds = £(1), t € [0,T], (A.26)
0
a equacado eliptica de Volterra para u,
t
pu' (t) + au(t) +/ b(s,t)u(s)ds = f(t), t € [0,T7, (A.27)
0
a equacao parabolica de Volterra para u e

pu” (t) + au(t) + /Ot b(s,t)u(s)ds = f(t), t €[0,T], (A.28)



APENDICE A. FUNDAMENTACAO 163

a equacdo hiperbdlica de Volterra para u.
A consisténcia (existéncia e unicidade de solugao) do problema pode ser entdao atestada
com o uso do teorema de Lax-Milgram e da desigualdade de Gronwall continua, para maiores

exclarecimentos ver [72] e [30].

Lema 32 (Desigualdade de Gronwall Continua) Seja w uma fungdo nao negativa e inte-
gravel em  :=[0,T] e v uma fung¢io ndo negativa e nao decrescente também em . Se existe

uma constante nao negativa C tal que Vt € &

u(t) < o(t) —i—/o u(s)ds, (A.29)

entao
u(t) < v(t)exp (Ct) (A.30)

(ver [72]).
Assim segue o seguinte resultado, que atesta que o problema é bem posto

Teorema 33 Seja U um espago de Hilbert com a norma ||.|| e U’ o seu dual com a norma ||.||.

Para T > 0 seja S :=1[0,T] e para quase todo t €  seja:

1. L(t;.) : U — R uma forma linear continua tal que Yv € U
[L(t;0)| < Cp()||v]], com Cy(t) € Loo(S); (A.31)
2. a(t;.,.) : U x U — R uma forma bilinear continua e coerciciva tal que Yw,v € U et € Y

|a(t; w, v)| < Ce(®)[[w][[[v]], com Ce(t) € Loo(), (A.32)

a(t;v,v) > c.(t)||v]|?, com infess;cgce(t) = & > 0, (A.33)

3. b(t,s;.,.) : UxU — R uma forma bilinear continua e coerciciva tal que Yw,v € U e
t,s e
b(t, s, w,v)| < Cy(t, s)||wl||||v]], com Cp(t,s) € Loo(T X J). (A.34)

Entao existe um unico u € Loo(3;U) que € a solu¢io da equagio de Volterra
t
a(t;u(t),v) = L(t;v) +/ b(t,s;u(s),v)ds, YveUet e (A.35)
0
(ver [72]).

A.4 Nocgoes de Mecanica do Continuo

Faz-se necessdria, neste momento, a introducao de algumas defini¢es preliminares referentes a

mecéanica dos meios continuos.
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Definicao 34 Um corpo simples é um conjunto aberto B € R3. Uma configuracio de B é um

mapeamento @ : B — R3. O conjunto de todas as configuracées do corpo B ¢é denotado por

C(B).

Um corpo do ponto de vista fisico é considerado como um conjunto de particulas, que pode
ser visualizado através de suas configuragoes, i.e., as regioes do espago tridimensional ocupadas
em diferentes instantes. Seja B um corpo, €2, denota a regidao do espaco ocupada pelo corpo no
instante t = 0 e (); denota a regiao do espago ocupada pelo corpo no instante t. Note que, cada
ponto espacial de uma configuracao é ocupado por uma particula. Um corpo consiste sempre
das mesmas particulas e a configuracao destas particulas variam no tempo.

Seja P uma particula de B. Para a determinagao do movimento de um corpo é necessério
seguir a trajetdria de cada particula de BB e com a identificagao de cada particula P de B, aplicada
a uma configuragao de referéncia a qual cada particula estd associada assim como as posigoes

ocupadas pelas particulas nesta configuracao.

A.4.1 Movimento e Deformacao de um Corpo B

Definigao 35 Um movimento de um corpo B é uma curva em C(B), isto é, um mapeamento
teR— ¢, € C(B). Parat fixo escreve-se @, (X,) = ¢(Xo,t), X, € B.

Definicao 36 Um movimento o, é dito ser reqular se cada @, (B) é um aberto e ¢, tem uma

muversa.

O movimento do corpo B é descrito pelo vetor posi¢ao x = ¢ (X,,t) do ponto x,, ocupado

pela particula P de B, a cada instante ¢

X = ¢ (Xo,1) = py (%0) (A.36)

e desde que esta funcao vetorial descreve como o corpo B modifica-se ou deforma-se de uma
configuragao para outra, ela é denotada de fun¢ao deformacgao.
Considere o instante fixo t. Se a posi¢ao x, de uma particula P na configuracao de referéncia

Q, esté especificada, entdo A.36 fornece a posis¢do x de P na configuragao atual €2
Qs = @ (Q0,t) = 0, (). (A.37)

Descricao Lagrangeana ou Material

A descri¢ao do movimento/deformagao de uma particula P de €, que ocupa a posi¢ao x, ¢ uma
varidvel independente denominada de descrigdo material. Aqui supde-se que o mapeamento
X = ¢, (X,), para cada t, € um para um, i.e., que para cada ¢, o mapeamento inverso existe e é
denotado por ¢; ! (+). Entdo,

Xo =@y ' (%) (A.38)
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Descricao Espacial ou Euleriana

A descricao do movimento/deformagao para uma particula P de ; que ocupa a posi¢ao x é

uma varidvel independente, sendo esta descricao associada as seguintes expressoes
v (X> t) =V (Sot (X0),t) = Vo (X07 t) (A'39)

ou
Vo (Xoat) = Vo (Qot_l (X) 7t) =V (X7 t) :
Deformacao Nao Homogénea

Considere um movimento genérico e o conjunto de particulas P e Q do corpo B. Seja x, e X,+dxX,
os vetores posicao de P e Q respectivamente, na configuragao de referéncia. Na configuragao

atual, P e Q ocupam as posigoes X e X+ dx respectivamente. Entao tem-se para estas particulas

X = ¢ (Xo,t) (A.40)

X+ dx = ¢ (X0 + dXo, t) . (A.41)

Considerando que, para cada ¢, o mapeamento ¢, (-) seja suave, pode-se expandir A.41 em uma

série de Taylor e obter

. o i (Xo,t) 2
x; + dz; = ¢; (X0, t) + O, dzo; + O (dzoj) , (A.42)
na qual
@ (d:cgj)
lim ——22 — . (A.43)

dxoj —0 d.%‘oj

Subtraindo A.42 de A.40, e desprezando os termos de ordem mais altas, tem-se

dip; (Xm t)
i = ———"“dx,., A.44
dx Iz, dz,, ( )
que pode ser escrito de forma compacta
dx =F (x,,t) dx,, (A.45)
em que
9o (X0 1)
F (x0,t),, = ——"~ A4
(xart)y = g (4.46)
ou
F (X0,t) = Vx, ¢ (X0) = Vo, (X0) 5 (A.47)

com F denotando o gradiente da fungao deformagao. Formalmente tem-se
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Definigdo 37 Seja ¢, : B — S C R? uma configuracio C*. A tangente de @, ¢ denotada por
F e ¢ chamada de gradiente de deformagdo de ;. Assim F(x,) : Tx,B — Tyx,)S € uma
tranformagao linear para cada X, € B, em que Ty (2) designa o espago tangente a Q em'Y € Q.
Sendo x% e x* denotando sistemas de coordenadas em B e S, respectivamente. Entdo a matriz

F(x,) com respeito as bases e,(X,) € €4(X), em que x = p,(X,), é dado por

oy Ot
F*(xo) = SEE(x,), (A.48)

ou mais concisamente no caso de um movimento ¢ (X,,t) tem-se

F = Vx, ¢ (X0, t) = Vo, (%0) . (A.49)

—>

P
/\;

17
Ny
Sy

=p

\4

Decomposicao da Deformacgao

A deformagao pode ser decomposta como sendo a composi¢ao de uma deformacdo pura seguida

de uma rotacao pura.

e Rotacao Pura: Ocorre quando, no movimento de um corpo, cada linha de um elemento
do corpo nao sofre alteragdo em seu tamanho, somente uma alteracdo na sua orientacao,

como mostra a figura abaixo.

A A
0Q,

(I
N




APENDICE A. FUNDAMENTACAO

O movimento/deformagao representando uma rotagao pura tem a seguinte forma:

x = [R()]x,

Tr; = Rijl'Oj

sendo, R = R(¢), ndo dependente de x,, e tal que :

167

(A.50)

(A51)

Note que det[R] = +1, quando det[R] = 1 a rotagao é dita ser prépria. No caso em que

det[R] = —1 temos uma reflexao, i.e., a deformacao nao representa uma rotagao pura.

e Deformacao Pura: Ocorre quando, no movimento de um corpo, cada linha de um ele-

mento do corpo sofre alteracdo em seu tamanho, sem uma alteracdo na sua orientacao.

A A
£

(Q,

A
N

AL

\'(".
v
v

Um movimento/deformacao homogénea é pura quando tem a seguinte forma:

x = [U{)x,

T; = Uijxoj

sendo, U = U(t), ndo dependente de x,, e tal que :

(A.52)

(A.53)

Note que, como U é simétrico, U & diagonalizavel e det(U) > 0. Esta forma de mapea-
mento de deformacao tem a propriedade de que se existe uma linha de elementos d, em
Q,, a qual é estirada, mas nao rotacionada dentro do estado d na configuragao atual €2,
tem-se,

d = [U]d, = Ad, (A.54)

ie.,

1d, (A.55)
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sendo d,, o vetor préprio e X o valor préprio. Os elementos de linha d, na diregao de um

vetor proprio sao estendidos de X e ndo sofrem rotagao.
Decomposicao Polar da Deformacgao
Um gradiente de deformagao genérica pode ser decomposto como:

a) uma deformagao/estiramento puro seguida de uma rotagao pura:

F = RU (A.56)

b) uma rotagao pura seguida de uma deformacgao/estiramento puro:

F=VR (A.57)

sendo:

R — tensor rotacao;

U e V - tensores elongacao (estiramentos) direito e esquerdo respectivamente.

A nocéao de superposicao de uma rotacao e um estiramento como usado em elasticidade linear

nao é usada em problemas de grandes deformagoes.

Obsevagao 38 Em grandes deformagées, duas deformagoes devem ser combinadas seqiiencial-
mente por composicdo, i.e., tem-se uma decomposicio multiplicativa, jd em pequenas defor-

magoes, as deformagoes sGo combinadas por adi¢do, i.e., tem-se uma decomposi¢do aditiva.
Definicao 39 O tensor deformagio de Green, ou de Cauchy-Green a direita, C é definido por:

C(x,) : Tx, B — Ty B, C(x,) := F(x,)TF(x,), (A.58)
ou mais concisamente C = FTF.,

Definigao 40 Seja @, : B — S C R3 uma configuracio regular C1. O tensor deformagdo de

Finger, ou Cauchy-Green a esquerda, B é definido por:
B(x) : Txpy(B) — Txp,(B), B(x) i= F(x,)F(x,)7, (A.59)
em que X, = @; *(x), ou mais concisamente B = FFT,

Lema 41 Seja V um espago de dimensao finita com produto interno, e seja A :'V — V, uma
transformagdo linear simétrica positiva definida, ou seja, A = AT e (Av,v) > 0, ¥v € V,
v # 0. Entio existe uma unica transformacdo linear simétrica positiva definida B : V — V tal
que B2 = A.

Dem. Seja entdo {®;};; a base ortonormal de autovetores de A, e seja {)\;};; os respectivos
autovalores. Entao A®; = \®;, logo (A®;, ;) = \;||®]|*> > 0. Definindo agora B por
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B®; = )\ ®;, dai B2®; = Ad®; = \;®;, isto mostra a existéncia de B. A unicidade é de fécil

verificacdo. m

Definicao 42 Sejam ¢, regular e C e B como definidos anteriormente. Sejam agora U eV as
inicas transformacoes lineares simétricas positivas definidas tais que U? = C e V2 = B, em que
para cada x € S tem-se V(x) : TxS — TxS e para cada x, € B tem-se U(x,) : Tx,B — Tx,B.

Proposicao 43 Seja ¢, reqular. Para cada X, € B existe uma transformagao ortogonal R(x,) :
Ty, B — TxS, ou seja, R(x,)T R(x,) =1 (identidade em Tx B) e R(x,)R(x,)T = I* (identi-
dade em TxS), tal que

F =RU = F(x,) = Ro U(x,); (A.60)
F = VR = F(x,) = VoR(x,), (A.61)

e cada uma destas decomposicoes é unica.

Dem. Definindo-se R = FU! - RTR = U 'FITFU ! =U'CcU ! = U 'UUU ! =1, por
outro lado RR” = FUT'UFT = FU?FT = FC~'F? = FF'FTFT = I*. Suponha agora
que 3U1, Ry tais que F = RjU; = RU = FTF = U? = U? = U = Uy, pelo lema anterior,
dai conclui-se que R = Ryj. O raciocinio é andlogo para verificar a existéncia e unicidade da
decomposicio F = VR, e de onde tem-se U=RIVR. m

Obsevagao 44 (Algoritmo da Decomposicdo Polar) Seja dado F = U = (FTF)%, e
sejam {®;}I_, seus autovetores e {A;}_; os respectivos autovalores. Assim seja A = ®TC®,
em que ® = [®1, B, ..., Bp], logo A = diag {Ay, As, ..., Ap} = U:=&(A)? T = R := FU
e V:= RUR’.

Os resultados acima a respeito da decomposicao polar permitem dizer que os tensores U
e V sao calculados a partir dos tensores C e B chamados tensores de Cauchy-Green direito e

esquerdo, tem-se:

C = U’=F'F (A.62)
B = V2=FF'

Todavia, desde que ¢, (+) seja inversivel e suave, tem-se

dx, = F (x,t)" ! dx, (A.63)
no qual
_ dp; ! (%, 1)
F1 P i B i A A.64

ou, de um modo compacto,
Fl(x,t)=V[g ' (x)]. (A.65)
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Note ainda que

d d
dv = E{dx} = E{F (X0, 1) dxo} (A.66)
= F(x,,t) dx,,

entao para cada t

v(x+dx,t) = v(xt)+Vv(xt)dx+ O (dx?) (A.67)
= v(x,t)+dv(x,t).

Agora, desprezando os termos de alta ordem, tem-se

dv (x,t) = Vv (x,1) dx. (A.68)
Definindo
L (x,t) = Vv (x,t), (A.69)
pode-se escrever
dv = L dx. (A.70)

Igualando A.70 com A.66 e usando A.63, implica
dv =Ldx=F F dx, (A.71)

i.e.
@-FF*L&:& (A.72)

Como dx ¢ arbitrario, de A.72 obtem-se
L=FF! (A.73)

equivalentemente,

F=LF (A.74)

ou de um outro modo

Lema 45 Seja, entao, o gradiente do vetor velocidade espacial (L(x,t)) definido da seguinte
forma
L(x,t) := Vv(x,t). (A.75)

Entao para ¢, regular tem-se:

L(x,t) = F(x,,t)F(x,t) L. (A.76)
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Dem. Tem-se entao

L(Xat) = VV(X7t)7 X = So(xmt);
g Ox,  0p Ot
0%, Ox ot ox '’

=

tensor nulo

—FF

Pode-se definir agora a taxa de deformagao (D) como:

D(x,t) : = LT;_ L; (A.77)
= sim(L). (A.78)

A.4.2 Leis de Conservagao
Conservagao de massa

Seja a massa de um corpo B dada, na configuracao inicial, por

m = / Po (X0) dS2, (A.79)
Qo

e na configuracao atual por

m= [ p(x,t)d. (A.80)
Q¢

Desde que a massa do corpo seja conservada

/ Po (X0) dQp = / p(x,t) dSy. (A.81)
Qo Q

Todavia, do célculo integral, por uma mudanga de varidveis da forma x = ¢, (X,), obtem-se

dQy = det [F] dS2, (A.82)
e como conseqiiéncia de A.80 tem-se
ottt = [ ol x) 6ot [F (s, t)] (4.83)
¢ 0
Substituindo A.83 em A.81, tem-se
[ poe00a = [ o) ) det [F (.10, (A84)

1.e.

/Q Do (%0) = p (1 (%) , 1) det [F (x,,1)] d2, = 0. (A.85)
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Desde que €, é arbitrério, entao:
P, (X0) = p(p; (X0) ,t) det [F (x,,1)], VX, € £, e instante ¢. (A.86)
Denotando
J = det(F), (A.87)

pode-se reescrever A.86 como
Po (X0) = p (1 (%0) ,t) J (X0,1) . (A.88)

Conservagao do Momento Linear

Um modelo genérico, no método do estado local, é caracterizado pela existéncia de uma energia
livre especifica, da forma:
U:.=V(F,0 g x), (A.89)

em que 0 representa a temperatura e g representa o gradiente de temperatura. Disto seguem

entao as defini¢oes, supondo ¢, regular e ¥ suficientemente suave em seu dominio

Definicao 46 O tensor tensio de Cauchy (o) é definido da sequinte forma:

0T

o FT, (A.90)

0= p,Jd

em que p, é a densidade na configuracao de referéncia

J:=det(F); (A.91)
_Po
=2 (A.92)

sendo p a densidade na configuracao atual.
Obsevacao 47 Note que J > 0, para ¢, reqular.

A forga resultante que atua num corpo B no instante t é igual a taxa do momento linear
deste corpo (segunda lei de Newton), dado neste mesmo instante t. Considere as seguintes forgas

atuantes:

e As forgas de corpo b (x,t) - por unidade de massa
/ p(x,8) b (x,) d (A.93)
Q¢

e As forcas superficiais t (x,¢,n) - devido a tragoes prescritas externamente e suporte de
reacoes
t(x,t,n) =0 (x,t) n(x,t) (A.94)
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com

/ t(x,t,n)dA = o (x,t) n(x,t)dA. (A.95)
o 0

Assim, a lei de conservagao de momento linear pode ser escrita como:

/Q p(x,t) b(x,t) th—i—/ o(x,t) n(x,t)dA p(x,t) x(x,t)dQ. (A.96)

o ~dt g,

Porém, do teorema da divergéncia tem-se

/ o(x,t) n(x,t)dA :/ div [o (x,t)] d€. (A.97)
o Q¢

Entéo, substituindo A.97 em A.96, tem-se

/Qtp(x,t) b (x,t) dQ; +/Qt div [o (x,t)] dQy = %/ p(x,t) x(x,t)d. (A.98)

Qy
Contudo,
d d
J— < Q = _— % QO) A
dt/Qde p Qoprd (A.99)
d
= — X dS)y; Al
7 Jo, P, X dQp; (A.100)
= / P, X dSdy;
Qo
= /pii ds,
Q
logo
/ [p b+ div[o] —p X] dQ = 0. (A.101)
Q

Agora, desde que §2; é arbitraria, entao
pb+divijo]| —p%Xx=0 para V x € 4 e tempo t. (A.102)

Relacao Entre Os Vetores Normais

Considere o movimento de deformacao com o vetor drea dA, = dA,n,, em que dA, = dx, X

dy, = dAyn,, com |n,|| =1 e dA, = ||dx, X dy,||. Note que,

dx = Fdx, (A.103)

dy = Fdy.. (A.104)

Assim, o vetor drea deformada dA ¢é dado por:

dA =dx xdy =n dA (A.105)
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com |n|| =1edA = |dx x dy||.

Seja dz, um vetor arbotririo em €2,. Entao, na configuracao deformada, tem-se:
dz = Fdz,. (A.106)
Porém, o elemento de volume df2,, determinado por
dQ, = dz, - dA, = dz, - dx, X dy,, (A.107)

¢ mapeado para:
dQ =dz - dA = dz - dx x dy. (A.108)

Efetuando uma mudanga de varidveis x = ¢, (x,), tem-se

dQy = det [F] dS,. (A.109)
Consequentemente,
dz - dA = det [F] dz, - dA, (A.110)
Fdz, - n dA = det [F|dz, - n, dA, (A.111)
dz, - {F'n dA — det [F]n, dA,} =0, (A.112)
o que fornece
F'n dA = det [F]n, dA, (A.113)
ou
n dA = det [F]F Tn, dA,. (A.114)

Considere o problema cuja equacao de movimento é definida em A.102 e que estd definida na
configuracao atual, i.e., em ;. Esta equacao de equilibrio pode ser descrita de forma andloga
na configuracao de referéncia pelo uso do primeiro e segundo tensores tensao de Piola-Kirchhoff
PeS.

Definigcao de P e S

O primeiro tensor tensao de Piola-Kirchhoff P fornece a forga atual df em um elemento de drea
deformado dA, que é estimada em um elemento de drea nao deformada dA,, e expressa a forca
em termos da normal n, de dA, em x, em que df ¢é a for¢a atuando em x no instante ¢ na
configuracao atual ;. Entao,

df =P n, dA, = o n dA. (A.115)

O segundo tensor tensao de Piola-Kirchhoff S fornece a forga df relacionada a forca df da
mesma forma que o vetor material dx, em x, estao relacionados pela deformacao com o vetor

espacial correspondente dx em x, i.e.,

df = F~ldf. (A.116)
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Entao
S n, dA, = df, (A.117)
ou
S n, dA, = F 'df = F'P n, dA4, (A.118)
i.e.
[S—F'P] n, dA, =0, (A.119)

que ¢é vélida para qualquer que seja a direcdo n, dA,. Logo
S=F'p (A.120)

ou
P=FS. (A.121)

Usando a relacao entre os vetores normais da configuragao de referéncia e da configuracao atual,
tem-se

n dA = det [F] FTn, dA,. (A.122)

Entao pode-se agora relacionar o primeiro e o segundo tensores tensdo de Piola-Kirchhoff com

o tensor tensao de Cauchy. Assim
S n, dA, =det [F] Flo FTn, dA, (A.123)

i.e.

[S—det[F] F'o F '] n, dA, = 0. (A.124)

Como o resultado acima ¢é vélido para qualquer que seja a dire¢ao n,, pode-se concluir que

S=det[F] Flo F T (A.125)
ou 1
= _—_FSF. A.12
e (A.126)

Porém como det [F] = %, pode-se escrever:

) )
¢)-+)w

Por outro lado df = P n, dA, = o n dA, entao

ou

P n, dA, = det[F] o F~Tn, dA, (A.129)
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i.e.
[P —det[F] o F7] n, dA, =0 (A.130)
que implica em
P =det[F] o F T (A.131)
ou
o= detl[F]P FT. (A.132)

Formalmente tem-se entao

Definigao 48 O primeiro tensor tensao de Piola-Kirchhoff (P) é definido da seguinte forma:

ov

P:.=p,—; Al
Pogp (A.133)
=JoF T, (A.134)

Definicao 49 O segundo tensor tensao de Piola-Kirchhoff (S) é definido como segue:
ov

S:=p,'F—; A135
po 8F ’ ( )
=F'P. (A.136)

Equagao de Equilibrio na Configuracao de Referéncia

A equagdo de movimento definida na configuragao de referéncia é oriunda da condigdo com que
o vetor resultante das forgas externas atua no material em €2, que inicialmente é 2, em t = 0, é

igual & taxa de variagao temporal do momento linear. Entao, na configuragao atual €);, tem-se

/ pbth—i—/ tdA:/ p X dQy, (A.137)
Q4 o0 Q4

em que t = o n é a tragao superficial aplicada na fronteira 0€2;. Note que,

o (x,t) n(x,t) dA = t(x,t) dA (A.138)

p(x,t)dQ = p,(X5)dQp. (A.139)

Porém, a forca de corpo por unidade de massa, pode ser expressa na configuragao de referéncia

como

b (x,t) = b (¢, (X0) ,t) = by (X0, 1) - (A.140)
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O campo de deslocamento é definido por
u (X0,t) =X — Xo = 1 (X0) — X0 (A.141)

e o gradiente do campo de deslocamento por

Vu = Vx — Vx,, (A.142)

ie.
Vu=F -1, (A.143)

ou
F=Vu+L (A.144)

A descricao Euleriana ou espacial do campo de deslocamento ¢ dada por
u(x,t) =u(p; (x0),t) = u(xo,t) (A.145)

ou

u(x,,t) =u(p; ' (x),t) =u(xt). (A.146)

Considerando a mudanga de varidveis x = ¢, (X,), a equacao do momento linear pode ser escrita

na configuracao de referéncia como:

/ Pobo dQ, +/ P n, dA, = / Po X dSD. (A.147)
) 990 0

Aplicando o teorema da divergéncia

/ P n, d4, = / div [P] dQ,, (A.148)
00, Qo

tem-se

/ {p.bo + div [P] — p, %} dQ — 0. (A.149)
Qo
Como este resultado é vdlido para qualquer parte do corpo, entao pode-se escrever

div [P+ p,bo = p, X, ¥V X, € £, no instante ¢, (A.150)

que é a equagao de equilibrio na configuragao inicial (referéncia) escrita em fungdo do primeiro
tensor tensao de Piola-Kirchhoff. Uma outra forma de se escrever esta equagao é em termos do

segundo tensor tensao de Piola-Kirchhoff. Lembrando que P = F'S e X = ii, pode-se escrever

div [FS] + p,bo = p,ii, VYV x, €, no instante ¢. (A.151)
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ou em termos das componentes

0 (FrrSkyJ)

3 + pobo, = poiir , ¥V %, € Q, no instante ¢. (A.152)
Xo,

Obsevacao 50 Note ainda que para o tensor tensio de Cauchy tem-se o = o, e de A.125,

conclui-se que S = ST, porém P # PT.

Em adicdo as definicGes anteriores, tem-se ainda duas outras representacoes de tensoes de

relativa importéancia.

Definicao 51 O tensor tensao de Kirchhoff (1), definido por:

ov

T:= poa—FF*T; (A.153)
=PF 7T, (A.154)
=Jo. (A.155)

Definicao 52 O tensor tensdao rotacionado (7), definido por:
7:=RT7R, (A.156)
associado ao tensor tensao de Kirchhoff.

A.4.3 O Modelo de Hencky

O modelo de Hencky para hiperelasticidade é baseado numa extensao da medida de deformagao
finita do caso linear eldstico padrao. Este modelo foi proposto por Hencky, em 1938, com a
finalidade de modelar borrachas vulcanizadas. O tensor deformacao proposto E, baseado na

formulacao Lagrangeana, pode ser definido como segue:

E(x,,t): = %ln (C(x0,1)); (A.157)
=In (U(x,,1)) . (A.158)

Recordando que U e V sao simétricas positivas definidas, pode-se proceder a decomposicao

espectral das mesmas:
U(xo,t) = > VA (@5 0 ;) ; (A.159)
i=1

Vix,t) =) \/Aj (n; ®@mn;), (A.160)
i=1

~ n
em que {®;};; e {A;}]_, s@o os autopares de C, e {m;}; e {Ai}i:1 sao os autopares de B.
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A.4.4 Pares Conjugados de Tensao-Deformacao

Segundo o trabalho proposto de Hill ([58]), os pares de tensao-deformacao (pares conjugados)

devem ser tais que o trabalho especifico (por unidade de massa) W da tensdo seja invariante

W—%a . D; (A.161)
:iT : Dy (A.162)
Po
~lp. F; (A.163)
Po
1 .
*2_;308 . G, (A.164)

O tensor tensdo rotacionado associado ao tensor tensao de Kirchhoff (7) forma um par conju-
gado tensao-deformagao com a medida de deformacao proposta por Hencky (E), supondo que o

material seja isotrépico ou seja

W= pif B (A.165)
1 )
= <(RT7'R) : a(ln(U))). (A.166)

A.5 Nocgoes Sobre o Método de Elementos Finitos

Este tépico apresenta uma pequena coletdnea de definicoes e observagoes a respeito do método

de elementos finitos.

Definigao 53 Uma forma bilinear a(.,.) em um espago linear normado L é dita ser limitada

(ou continua) se 3C < oo t.q.
|a(u, 0)| < Clull lvllz, Y, v € L.

Defini¢ao 54 Uma forma bilinear a(.,.) em um espago linear normado L é dita ser coerciva
emV C L seda >0 t.gq.
a(v,v) > « Hv||% Vo e L.

Teorema 55 (Laz-Milgram) Dado um espago de Hilbert (V' ), um bolinear continuo e coercivo

a(.,.) e um funcional linear continuo | € V', entao 3lu € V t.q.
a(u,v) =l(v),Yv € V.

Dem. Ver [19]. =

Teorema 56 (Ritz-Galerkin) Seja a(.,.) uma forma bilinear continua em uma espago de Hilbert

L e coerciva em um subespaco fechado V- C L. Entdo dado um subespaco de dimensdo finita
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Vi, €V e um funcional linear continuo | € V', entao luy € Vj, t.q.

a(up,v) = l(v),Yv € Vj,.
Dem. Ver [19]. =

Definicao 57 Uma subdivisio/parti¢io/malha Q" de um dominio Q é uma colecdo finita de

conjuntos abertos, ou subdominios (elementos), {§2,}, tal que

i)Qeierj = O, 861'7&]‘;
i | J% = @

Obsevacgao 58 Uma particio Q" é dita ser reqular se 3C € R, tal que

f;;i < C,¥Q,, € QO

em que

i) he, = diam(,);
ii) h* = sup{diam(B) | B é uma bola contida em €., }.

Supoe-se agora que cada elemento €., € Q" ¢ a imagem de um elemento mestre Qei por
uma aplicacdo afim F,,, i.e., Q. = F..( Qe, ), VQe, € Q", em que Qe, ¢ um cubo canénico (
Qei = (—1,1)"). Sobre o elemento mestre, em R"™, considera-se agora o espaco dos polindmios

de grau m > 0, conforme segue:

Pp(Q) = span{i®0 < a; <m,0<i<n};

span{z®|0 < |a| < m}.

Qm(Qe,)

Obsevagao 59 Note que Pp,(.) é o conjunto de todos os produtos tensoriais de polinémios de

grau menor ou igual a m, definidos sobre o elemento mestre em cada dire¢cdo coordenada.
Agora define-se para u € [Ly(Q)]?

u=ulg ok, € [P ()], se Qe, € Q" & um quadrildtero;

Rm(Qei) = {

u=ul ol € [Qm(Qe)]?, se Qe, € Q" & um triangular.

Assim, considerando a condigao de contorno essencial u (x,t) =t (x,t) emx € ' (I'* UT? = 9

e ' NTI" = @), tem-se neste trabalho os conjuntos

King(Q) = {u:Q—>]R3|u€ [HY(Q)]?, u(x,t) =1 (x,t) emeF“};

Vary(Q) = {V:Q—>]R3|\‘r G[Hl(Q)]g,\“/(x):OemxeP“}.
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Finalmente, introduz-se os seguintes subespagos de dimensao finita:
. 13
King (Qh) = {u eKin, (") | ulq € {Rm(Qei)} LV, € Qh} :

h h A 13 h
Varpa(Qh) = {o eVar, (@) | ¥, € [Rm(Qei)} Y, € 0 }



Apéndice B

Método de Newton

Serd descrito neste apéndice o algoritmo de Newton utilizado na solugao das equacbes nao
lineares envolvidas neste trabalho. A descri¢do apresentada aqui toma como base o procedimento
apresentado em [85] e também em [35].

O método de Newton puro utilizado na solugao de sistemas de equagdes nao lineares tem um
inconveniente, que é a tendéncia de nao convergir caso o ponto inicial nao seja suficientemente
préximo da solugao. Um método global é aquele que para todo ponto inicial converge para a
solucao. O essencial da idéia apresentada neste apéndice, é o de combinar a rédpida convergéncia
local do método de Newton com a estratégia de convergéncia quase global, a qual garantird que
0 processo siga para a solucao em cada interacao.

O passo de Newton para o conjunto de equagoes nao lineares pode ser descrito como procurar
Z tal que

—

F (%) =0, (B.1)

comZ € R" e F : R" — R". Supondo que F seja suficientemente regular pode-se expandi-la

em uma série de Taylor numa vizinhanga de um ponto especifico & = T*

OF B o
55 6z + O (62%). (B.2)

S =

r=x

F (T +67) = F (&) +

Nesta equacao a matriz oriunda das derivadas de F' com relacdo a £ é conhecida como matriz

Jacobiana, isto é,

OF
oF;
Jij = o (B.4)

Assim, pode-se reescrever a expansao em Taylor (eq.B.2) como
F (T +0%) = F(T*) + Iy 67 + O (677 . (B.5)

Desprezando o termo de ordem superior O (5:5'2) na eq.(B.5) e impondo que F (Z* + 62) =0,

182
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obtém-se o conjunto de equagoes lineares que serao responsdveis pela atualizagao & + §&, isto

é o sistema é resolvido para dz. A eq.(B.5) fica entao
Jox = —F, (B.6)

onde o sistema de equagoes lineares algébricas acima é resolvido por decomposicao LU, pro-

duzindo
LUsz = -F B.7
Lég = —F B.8
Uéz = 47 (B.9)

Ty = Tp—1 + 0. (B.10)

Uma forma alternativa para chegar a solu¢ao mostrada na eq.(B.6) é requerer a minimizagao
da seguinte funcao
= %ﬁ .F. (B.11)
Porém, pode haver um minimo local de f que nao seja solugao de F (%) = 0. Deste modo, a
minimizacao de f pelo passo de Newton puro pode causar problemas no processo de solugao.
Antes de apresentar uma estratégia melhor para a minimizacao de f, repare que o passo de

Newton é sempre uma direcao de descida, uma vez que
V67 = (JTﬁ) : (—J—lﬁ) - _F.F<o. (B.12)

Entao, a estratégia serd a seguinte: Sempre se tentard primeiro o passo de Newton puro,
porque uma vez proximo o suficiente da solugdo, tem-se garantida a convergéncia quadritica,
sob certas condicoes. Desta forma, é checado a cada interagao se o passo de Newton puro reduz
f, caso contrario faz-se uma busca linear, backtracking, sobre a dire¢dao do passo de Newton puro,
até que se tenha um passo aceitdvel. Devido ao fato de que a direcdo do passo de Newton puro
é uma direcao de descida para f, tem-se entdao, a garantia de se encontrar um passo aceitdavel
pelo backtracking.

Perceba ainda que este método minimiza f por tomar passos de Newton que levam F para
zero, o que nao equivale a minimizar f com passos de Newton que levem o v f para zero.

Tomando o passo de Newton puro como d = 6% pode-se escrever a atualizacao vista na
eq.(B.10) como

—

e =Th_1+ M, 0<A<1. (B.13)

O procedimento busca encontrar A, tal que faca f <fk,1 + )\cf) decrescer o suficiente. Para

assegurar que este passo seja aceitdvel sao impostas as chamadas condigoes de Wolfe, que sao:

1. Armijo: f () < f (Zae1) + CIAVS - (T — Tu_1) ;
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2. Curvatura: ﬁf (%) - d > C’2§f (Zp—1) - CZ: 0<Ci<(Cy <.

Todavia a segunda condigao de Wolfe, curvatura, na pratica nao foi imposta. A busca linear
aqui utilizada foi baseada em interpolacoes de funcgoes conhecidas e suas derivadas, as quais
fortalecerao a condigdo de Armijo. Tais fung¢oes serao melhor descritas mais adiante. Seguindo
recomendacdes da literatura utilizou-se C; ~ 1074, A estratégia pratica para o backtracking ¢ a
seguinte

gA) =71 (fk_l + Adj (B.14)

logo
g (A) = AV (F-1) - d, (B.15)

onde ¢é necessario encontrar A, o qual minimiza o modelo que serd construido a seguir. Sao
conhecidos os valores de g (0) e ¢’ (0), e como o primeiro passo é o passo de Newton puro, entao
tem-se também g (A, = 1). Inicialmente sera considerado A, = 1, para o qual serd avaliada
a condicdo de Armijo. Caso esta condi¢do ndo seja satisfeita é construido entdo um modelo
quadrético de g (\):

g = | L2 =90 ZXg O 324 1) 4 44 (0). (B.16)

donde se determina o seguinte minimo:

Xog' (0)

A T g (0) g (O]

(B.17)

Em um segundo e subseqiientes backtracks, caso sejam necessdrios, utiliza-se uma aproxi-
magao cibica para g, usando o valor prévio de g ()\,) e um segundo mais recente g (A1). Esta
aproximacgao ¢ dada por

g(\) =aX + b2+ ¢ (0) A+ g(0). (B.18)

Obsevagao 60 Dado um intervalo [c, q] conhecido, para o presente caso [0,1;0,5], que contenha

0s comprimentos dos passos aceitdveis, tem-se que esta fungdo cubica sempre existe e é unica.

Determina-se assim a e b, bem como A2, e deste modo o processo se repete até que a condicao
de Armijo seja satisfeita. Caso A\ seja muito préximo de A;_1, ou muito menor que este, impoe-

se entao que

Ak—
A, = 2 (B.19)
2
Tem-se entao para a minimizacao da cibica
g (M) + 52— s1
A1 = Ap — (A — Mg B.2
1= 2= (= den) 9 (M) — g (Ak—1) + 252 (B.20)
e i) — o )
s1= ¢ (ee1) + g () — 3L 29 (B.21)

Ak—1— Ak
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s2=[s2— g (\-1) g ()] (B.22)

A interpolagdo ciibica é uma estratégia poderosa, jé que pode produzir uma taxa de con-

vergéncia quadritica na iteragao descrita acima, para o processo de minimizacao de A.



Apéndice C
Funcoes Tensoriais Isotropicas

Neste topico sao apresentadas algumas caracteristicas e propriedades das fungbes tensoriais
isotrépicas. A apresentacao se limitard as fungoes tensoriais isotrépicas, de um tensor simétrico,
mais utilizadas durante o texto tais como a raiz quadrada vX, o logaritmo de um tensor
simétrico In (X) e da chamada fungao exponencial tensorial exp (X). Mais detalhes podem ser
encontradas em [54] e [107].

As funcles tensoriais isotrépicas comentadas anteriormente sdo do tipo
Y (X) : Sim (V") — Sim (V") (C.1)
com
QY (X) Q" =Y (QxQ”), vQ e Ort. (C.2)
C.1 Funcgoes Tensoriais Isotépicas de Um Simples Argumento

Considere y como uma fun¢ao de um tnico argumento z. Dada y : R — R, uma clase de fungoes

tensoriais isotrépicas de um tensor simétrico X pode ser construida como:
Y (X) =) y()E (C.3)

onde y (z;) sdo os autovalores de Y (X) e E; sdo os tensores simétricos definidos como autopro-
jecoes de X, dados por

sendo €; os autovetores ortonormais de X.
Como exemplos desta classe de fungoes tensoriais pode-se citar VX, In (X) e exp (X) onde

temos respectivamente

y(z:) = Vi (C.5)
y(x;) = In(x) (C.6)

y(x;) = exp(z;). (C.7)

186
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A determinacao pritica dos autovalores e dos respectivos autovetores de X depende do
procedimento de decomposi¢cao espectral adotado. Uma vez determinados os valores de x; e E;

os valores de Y (X) s@o calculados por:

e Duas dimensoes:
2

Yoy(z) By para zp # x2

Y (X)=< i3 ; (C.8)
y(x1)1 para T1 = T
e Trés dimensoes:
3
>y (i) B para T1 # T3 # T3
i=1
Y (X) Y () Eq +y (2p) (I — Eg) para T, # Tp = Te (C.9)
y(x1)I para ri1 = X9 = T3
Os valores das derivadas,
dY (X)
D (X) = C.10

também sao necessdrias em varios momentos do texto. Os valores das derivadas das fungoes

tensoriais isotrépicas de um tensor simétrico podem ser determinadas por:

e Duas dimensoes:

2
D (X) = %(I—Eﬂgﬂﬂl _E2®E2)+l;y,(l‘i)Ei®Ei para x1 # T2

y' (r1)1 para x1 = T3

(C.11)

?

e Trés dimensoes:

p
ZTq 2
z_:l{m Cf}lLX_@:b"i_mc)I—

_[(xa_xb)+(xa_wc)]Ea®Ea_ (xb_wc)(Eb®Eb_Ec®Ec) ]+
+ y, (xa) E,® E, } para Ty 7é L2 7é z3

81%—821—S3X®X+S4X®I+S5I®X—S5I®I Para Tg # Tp = Xe
[ ¥ (21)1 para x| = T9 = I3

(C.12)
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nestes resultados os indices (a, b, ¢) sdo as permutagoes ciclicas de (1,2,3), ¢/ (z) = d%(;) e
5] = Y ($a) -y (:I:c) . y, (xc)
(l‘a — iL‘c)2 LTag — L
S = 2xcy (wa) — (SC) _ e e ,(:EC)
(.’L‘a — .’L'c) Lag — Le
B / /
o — YT y(;cc) I ACORS (2wc) (C.13)
Lq — -'L'c) (.’L’a - Z‘c)
S4 = S5 = XT:S3
S¢ = $283.

C.2 A Funcao Exponencial Tensorial

A fungao exponencial tensorial tem um importante papel na determinacio dos algoritmos uti-
lizados nos Capitulos 3 e 4 deste trabalho. No contexto de viscoplasticidade em deformagoes
finitas, o seu uso, juntamente com a medida de deformagao In (), permite que os algoritmos de
mapeamento de retorno sejam escritos da mesma forma daqueles encontrados no contexto de
pequenas deformacoes.

Nesta secao deste apéndice, é apresentada a definicdo da fungéo exponencial tensorial jun-
tamente com algumas de suas propriedades mais importantes.

Considere o problema de valor inicial definido pela equagao diferencial ordindria tensorial:

Y (t) = AY (t) (C.14)

com
Y (t,) = Yo, (C.15)
na qual Y = % , e A e Y, sao tensores constantes, em geral nao simétricos. A funcgao

exponencial tensorial, também conhecida como mapeamento exponencial, exp (:), ¢ a unica

solucdo para o problema da Eq.(C.14), a qual é dada por
Y (t) =exp[(t —to) A] Y. (C.16)

Explicitamente, a funcao exponencial tensorial pode ser dada em termos da seguinte represen-

tacao em série

oo 1 .
exp (X) =) —X (C.17)
n=1""
na qual X é um tensor qualquer.

C.2.1 Algumas Propriedades da Funcao Exponencial Tensorial

1. O determinante da fungdo exponencial tensorial satisfaz

det [exp (X)] = exp [tr (X)]. (C.18)



APENDICE C. FUNCOES TENSORIAIS ISOTROPICAS 189
2. Pelo uso da Eq.(C.17) pode-se chegar a
exp (DXD ') =Dexp(X)D ™, (C.19)
isto implica que para qualquer tensor ortogonal Q
exp (QXQ") = Qexp (X) Q7 (C.20)

isto é, a funcao exponencial tensorial é isotrépica.

3. Para qualquer tensor X
exp (—X) = [exp (X)] " . (C.21)

4. Se C e D comutam, isto é, se CD = DC, entao
exp (C+ D) =exp(C)exp (D) =exp(D)exp(C). (C.22)

Esta propriedade implica que para qualquer tensor X e inteiro n temos

exp (nX) = [exp (X)]". (C.23)
5. Seja X um tensor anti-simétrico, X = —X7, entéo
Q =exp(X) (C.24)

é um tensor ortogonal, ou seja uma rotagao.

6. As componentes cartesianas da derivada da funcdo exponencial tensorial, com relacao ao
argumento, tém a seguinte representagao em série:

n

(D exp (X)], 0 = Z% S X, (X (C.25)
n=1 m=1

C.2.2 Integracao via Mapeamento Exponencial

A integragdo numérica do problema de valor inicial apresentado na Eq.(C.14), pode ser feita
utilizando a regra cldssica de integracao de Fuler, ou mesmo pelo uso de uma regra baseada na
chamada regra do ponto intermedidrio, midpoint rule.
Seja um intervalo [t,, t,+1]. Basicamente, o algoritmo que aproxima Y, 1 da solucdo é dado
por
Y, +1 = exp [AtA (tp+0)] Yn (C.26)

com

At = tpi1—tn (C.27)
tnio = to-+0AEL (C.28)
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e A (tn+9) sendo constante dentro do intervalo [t,,t,11]. O parametro 6 satisfaz
0<0<1. (C.29)

A escolha de 8 = 0 produz uma integragao explicita. Com a escolha de 6 = % e 6 = 1 temos
respectivamente a integragao baseada no ponto médio e a integracao implicita. O algoritmo

apresenta precisao de segunda ordem para 6 = % e precisao de primeira ordem para 6 = 1.



Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas



http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1

Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo



http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

