UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA MECANICA

Aplicacao das Formas Discretas da Equacao de

Boltzmann & Termo-hidrodinidmica de Misturas

Tese submetida a
Universidade Federal de Santa Catarina

para obtencao do titulo de Doutor em Engenharia Mecanica

CARLOS ENRIQUE P1cO ORTIZ

Florianépolis, Agosto de 2007.



Livros Gratis

http://www.livrosgratis.com.br

Milhares de livros gratis para download.



UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA MECANICA

Aplicacao das Formas Discretas da Equacao de
Boltzmann a Termo-hidrodindmica de Misturas

CARLOS ENRIQUE PICO ORTIZ

Esta tese foi julgada adequada para obtencao do titulo de
DOUTOR EM ENGENHARIA
ESPECIALIDADE ENGENHARIA MECANICA

sendo aprovada em sua forma final.

Paulo Cesar Philippi, Dr. Ing. - Orientador

Luis Orlando Emerich dos Santos, Dr. Eng. - Co-orientador

Fernando Cabral, Ph. D. - Coordenador do curso

BANCA EXAMINADORA

Paulo Cesar Philippi, Dr. Ing. - Presidente

Liliane Basso Barichello, Dr. Eng. - Relator

Aristeu da Silveira Neto, Dr.

Amir Antonio Martins Oliveira Jr., Ph. D.

Marcelo Krajnc Alves, Ph. D.



A mas padres y hermanos



Agradecimentos

Aos Professores Paulo Cesar Philippi e Luis Orlando Emerich dos Santos pela orien-
tacao, confianca e amizade.

Aos membros da banca examinadora professores Liliane Basso Barichello, Aristeu da
Silveira Neto, Amir Antonio Martins Oliveira Jr., Marcelo Krajnc Alves e Paulo Cesar
Philippi pela participacao e valiosas sugestoes.

Aos colegas de trabalho e amigos Eduardo de Carli, Paulo César Facin, Luiz Adolfo
Hegele, Diogo Siebert, Rodrigo Surmas, Fabiano Wolf, pelo apoio, colaboracao e as inte-
ressantes discussoes sobre os assuntos desta tese.

A todos os membros do Laboratorio de Meios Porosos e Propriedades Termofisicas
(LMPT) entre os que encontrei grandes amigos.

Aos funcionérios e colegas do departamento de Engenharia Mecanica pelo estimulante
ambiente de trabalho, pela amizade e colaboracao.

A minha famfilia pelo apoio nestes anos longe de casa.

A Angela Victoria pela sua amizade e solidariedade, permanentes e desinteressadas.

Ao apoio financeiro da Agéncia Nacional do Petroleo (ANP) e da Financiadora de
Estudos e Projetos (FINEP), através do Programa de Recursos Humanos da ANP para
o setor de petroleo e gas natural (PRH09-ANP/MME/MCT).

il



Sumario

Lista de Figuras vi
Lista de Tabelas X
Lista de Simbolos xi
Resumo XV
Abstract xvi
1 Introducgao 1
1.1 Objetivos . . . . . . o 3
1.2 Organizagao . . . . . .« . . e e 4

2 Meétodo da equacgao de Boltzmann para gases em rede 6
2.1 Automatosde gasemrede . . . . . ... L oo 6
2.2 Modelos para gases simples . . . . . . ..o Lo 8
2.2.1 Condicoes de contorno . . . . . .. ..o 11

2.3 Modelos termo-hidrodinamicos . . . . . . . .. .. ... ... ... 12
2.4 Modelos para fluidos multicomponentes . . . . . . .. .. ... ... ... 14

3 Teoria cinética dos gases 22
3.1 A equacao de transporte de Boltzmann . . . . .. .. ... ... ... .. 22
3.1.1 Propriedades do operador de colisao . . . . . ... ... ... .... 26

3.2 Equacoes macroscopicas ou hidrodinamicas . . . . ... .. ... ... .. 27
3.2.1 Equagoes macroscopicas para um gas ideal simples . . . . . . . .. 28

3.2.2 Equagoes macroscopicas para uma mistura de gases ideais . . . . . 30

3.3 Equilibrioe o teorema H . . . . . . . . ... ... ... .. 33
3.4 Analise multiescala . . . . . . . .. ... 34
3.4.1 Método de Chapman - Enskog para um gas simples . . . . . . ... 35

3.4.2 Método de Chapman - Enskog para uma mistura de gases . . . . . 38

3.5 Modelode colisao BGK . . . . . .. ... ... .. .. 40
3.6 Modelos cinéticos para misturas . . . . . ... .. ... 42

iv



Sumaério v

4 Equacgao de Boltzmann com velocidades discretas 47

4.1 Expansao da equacao de Boltzmann em polinémios de Hermite . . . . . . . 48

4.2 Discretizacao do espaco de velocidades moleculares . . . . ... ... ... 51

4.2.1 Quadraturas em redes cartesianas regulares . . . .. .. ... ... 52

4.2.2 Quadraturas nao-regulares . . . . .. .. .. ... L oL 58

5 Método LBGK para gases ideais simples 61

5.1 Discretizacao espacial e temporal . . . . . . .. ... 62

5.2 Equagoes hidrodinamicas e analise de Chapman - Enskog . . . . . .. .. 63

5.2.1 Equagoes de Euler . . . . . ... ..o oo oo 64

5.2.2 Equagoes de Navier - Stokes . . . . . . . . ... ... ... ... 65

5.2.3 Erros em aproximacoes de baixa ordem . . . . .. ... ... ... 68

5.3 Verificagao e resultados numéricos . . . . . .. ... L oL 70

5.3.1 Propagagao de ondas de choque . . . . . . ... ... .. 70

5.3.2 Difusao de quantidade de movimento . . . . . . ... ... ... .. 74

5.3.3 Transferénciade calor . . . ... .. ... ... ... ... ..., 78

5.3.4 DIiScussao . . . . ... e 79

6 Meétodo LBGK para misturas binarias de gases ideais 83
6.1 Equacoes hidrodinamicas e andlise de Chapman-Enskog para misturas bi-

NATIAS . . . . o o o o e e e e e e 84

6.1.1 Equacoesde Euler . . . .. .. .. ... ... 0. 86

6.1.2 Equacoes de Navier - Stokes . . . . . . .. .. ... 88

6.2 Verificacao e resultados numéricos . . . . . .. ... ... 91

6.2.1 Relaxacao homogénea . . . . . . . . .. . ... L. 91

6.2.2 Indiferenciabilidade de espécies idénticas . . . . . . . .. .. .. .. 91

6.2.3 Difusdiodemassa . . . . . . . . ... 96

6.2.4 Difusao de quantidade de movimento . . . . . . .. ... ... ... 99

6.2.5 Transferéncia decalor . .. .. ... .. ... ... ... ..., 100

6.2.6 DIiScussao . . . . . .. e e 101

7 Solucao da EBVD por diferencas finitas de alta ordem 105

7.1 Discretizacao espacial e temporal . . . . .. ... ... ... ... ... .. 106

7.2 Resultados numéricos e discussao . . . . . . . ..o 108

8 Conclusoes 114

Referéncias Bibliograficas 117

Apéndice A 125



Lista de Figuras

2.1

3.1

4.1
4.2
4.3
4.4

5.1

5.2

2.3

5.4

9.9

5.6

2.7

Etapas de evolucao na configuracao de uma rede hexagonal num passo

de tempo. (a) Estado inicial. (b) Configuragdo apds a propagacao. (c)

Configuragdo ap6s a colisdo. . . . . . . . . .. ..o 7
Detalhes de uma colisao binaria. . . . . . ... ... ... ... ...... 25
Rede de segunda ordem D2Q9 . . . . . . . .. ... 0. 54
Redes de terceira ordem D2V 17a e D2V17b . . . . . . . . . . . ... ... 56
Rede de quarta ordem D2V37 . . . .. .. ... Lo oL 57
Redes tridimensionais de terceira ordem (a) D3V41 e (b) D3V39. . . . .. 58

Diagrama de pressao na propagacao de uma onda num tubo de choque
apos a ruptura da membrana que separa as regioces 1e4. . ... .. ... 71
Resultados da simulacao do tubo de choque, com relacao inicial de densi-
dades 4 : 1, temperatura inicial homogénea 6§ = 0.0 e v = 1.0, usando o
modelo de quarta ordem D2V37. . . . . .. ... L. 73
Velocidade do som vs. # em simulagoes com modelos de terceira e quarta
ordem. D2V17a (O) , D2V37 (%) e D3V39 (A). A linha continua corres-
ponde & expressao analitica. . . . . . . ... .. .. L 73
Decaimento de um perfil sinusoidal de velocidade. n = 1.0, § = 0.0, v =
0.5, t = [0 — 4000], rede D2QQ9 com L =360. . .. ... ... ... .... 75
Viscosidade cinematica vs. v. n = 1.0, 8§ = 0.0, ug = 0.01. Modelos
D2Q9 (+), D2V17a () e D2V 37 (x). As linhas continuas correspondem
as expressoes analiticas. . . . . . . . ... Lo 75
Viscosidade cinematica vs. v. n = 1.0, 8 = 0.0, ug = 0.01. Modelos
D3Q19 (+), D3V39 (O). As linhas continuas correspondem as expressoes
analfticas. . . . . . . . . e 76
Viscosidade cinematica vs. 6. n = 1.0, v = 1.0, ug = 0.01. Modelos
D2Q9 (+), D2V 17a (O) e D2V37 (*). As linhas continuas correspondem

as expressoes analiticas. . . . . . . . ... Lo 76

vi



Lista de Figuras vii

2.8

2.9

5.10

5.11

5.12

5.13

5.14

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

Viscosidade cinematica vs. 6. n = 1.0, v = 1.0, ug = 0.01. Modelos
D3Q19 (+) e D3V39 (O). As linhas continuas correspondem as expressoes
analiticas. . . . . . . . L e 7
Viscosidade cinemaética vs. n. v = 1.0, 8 = 1.0, ug = 0.01. Modelos
D2Q9 (+), D2V17a () e D2V 37 (). As linhas continuas correspondem
as expressoes analiticas. . . . . . . . . ... o 7
Viscosidade cinematica vs. n. v = 1.0, § = 1.0, ug = 0.01. Modelos
D3Q19 (+), D3V39 (O). As linhas continuas correspondem as expressoes
analiticas. . . . . . . . ... 78
Evolucao do perfil de temperatura. n = 0.9, v = 1.5, 0, = 0.0 e A6 = 0.01.
t = [0,100, 500, 1000]. Modelo D2V37. As linhas continuas correspondem
a solugdo analitica, Eq. (5.61). . . . . ... .. ... L. 79
Difusividade térmica vs. v. n = 1.0, 0, = 0.25 e Af = 0.01. Modelos
D2V17a (O), D2V37 (x) e D3V'39 (). As linhas continuas correspondem
as expressoes analiticas. . . . . . . . ... Lo 80
Difusividade térmica vs. 0. n = 1.0, v = 1.0 e A6 = 0.01. Modelos
D2V17a (O), D2V37 (x) e D3V39 (O). As linhas continuas correspondem
as expressoes analiticas. . . . . . . . ... Lo 81
Difusividade térmica vs. n. 6, = 0.0, v = 1.0 e A6 = 0.01. Modelos
D2V17a (O), D2V37(x) e D3V39 (O). As linhas continuas correspondem

as expressoes analiticas. . . . . . . . ... Lo o 81

Relaxacao homogénea de temperatura. v,, = 0.7, vy = 0.75, v, = 1.0,
ne = 0.6, n, = 0.1, 6, = —0.3, 6, = 0.1, pa/pp = 0.7/0.3. Rede D2V'17b
(A), Rede D3V39 (V). Ve = 0.5, vy = 0.8, vy = 0.20, n, = 0.8, np = 0.2,
0, = —0.5, 6, = 0.5, pa/pp = 0.8/0.2. Rede D2V'17b (+), Rede D3V'39
(o). As linhas continuas correspondem a soluc¢do analitica, Eq. (6.60). . . 93
Relaxacao homogénea de velocidade. v,, = 0.7, vy, = 0.75, vy = 1.0,
ne, = 0.5, np, = 0.5, 6, = —0.1, 6, = —0.1, po/pp = 0.7/0.3, tgyo = 0.1,
Ugyo = 0.01, upo = —0.05, upyo = 0.1, Rede D2V17b. Au, (+), Auy, (e).
As linhas continuas correspondem a soluc¢do analitica, Eq. (6.57). . . . .. 94

Velocidade da mistura vs. t. m, = my = 0.5, n, = n, = 0.5, v, = v, =

Vap = 1.0, 0 = 0.0, rede D2V53a. . . . . . . . . .. ... 95
Densidade da mistura vs. t. m, = my = 0.5, n, = ny, = 0.5, v, = 1, =
Vg = 1.0, 0 =0.0, rede D2V53a. . . . . . . .. ... o 96

Energia interna da mistura vs. t. mq, = my = 0.5, n, = np = 0.5, v, =
vy =g = 1.0, 0 =0.0, rede D2V53a. . . . . .. .. ... 97



Lista de Figuras viii

6.6

6.7

6.8

6.9

6.10

6.11

7.1

7.2

7.3

7.4

Difusao de massa em gases mecanicamente idénticos. ¢ = [0, 10, 50, 100, 200],
rede D2V'53a. As linhas continuas correspondem a solucao analitica, Eq.
(6.63). .« o 98
Decaimento de um perfil sinusoidal de concentragao. ¢t = [180, 360, 540, 720, 900],
Vaa = 1.0, vy, = 0.7, vy = e = 1.9, 04y = 04 = 0.0, n, = ny, = 0.25,
wao = 1.0, u, = 0.1, Rede D2V'53a. As linhas continuas correspondem &
solugdo analitica, Eq. (6.65). . . . . . ... .. ... .. 99
Coeficiente de difusao binario vs. 0. v,, = 1.0, vy, = 0.7, Vg = Ve = 1.9,
ng = 1y = 0.25, weo = 1.0, u, = 0.1. Rede D2Q9 (+), Rede D2V17a (Q),
Rede D2V37 (x), Rede D2V'53a (V), Rede D3Q19 (A) e Rede D3V39 (O0).
As linhas continuas correspondem a soluc¢do analitica, Eq. (6.32). . . . .. 100
Decaimento de um perfil sinusoidal de velocidade. ¢ = [0, 180, 360, 540, 720, 900],
Voo = L1, vy, = 0.7, vy = Ve = 1.0, po/ty = 5, ng = 0.5, n, = 0.5,
0, = —2/3, 0, = 2/3, uyo = uyo = 0.1, Rede D3V39. As linhas continuas
correspondem a solucao analitica. . . . . ... .. .. ... ... ..... 101
Decaimento de um degrau de temperatura. ¢ = [0 — 1000], v,, = 0.7,
vy = 0.5, Vgp = e = 0.9, po/py = 1.5, ng = 0.2, n, = 0.3, 6, = —0.2,
0, = 0.2, A0 = 0.02, Rede D2V37. As linhas continuas correspondem a
solucao analitica. . . . . .. .. ..o 102
Decaimento de um perfil sinusoidal de temperatura. ¢ = [0 — 3600], v,, =
1.0, vy = 0.7, vp = o = 1.5, pa/mp = 0.7/0.3, n, = 04, n, = 0.6,
0, =6, =0.0, uyo = 0.05, Rede D2V 37. As linhas continuas correspondem

a solucao analitica. . . . . . .. .. L oL Lo 103

Resultados da simulacao do tubo de choque, com relacao inicial de densi-
dades 10 : 1 apo6s 1000 passos de tempo, temperatura inicial homogénea
0 = 0.0, 7 = 0.00008 e At = 0.0001, usando a rede de quarta ordem
D3V53a. As linhas continuas correspondem a solucao analitica das equa-
coesde Euler. . . . .. ..o 109
Evolucao do perfil de velocidade horizontal num voértice de Taylor. t =
[50 — 450], y = 16, At = 0.1, Az = 1.0, v = 1.0, § = 0.0, n = 1.0,
up = 0.05, Ky = 4n/L,, Ky = 2w/L,, Rede D2V7. As linhas continuas
correspondem a solucao analitica. . . . .. .. .. ... . 0oL, 110
Evolugao do perfil de energia interna. ¢ = [0 — 2000], At = 0.1, Az =
1.0, v = 2.0, Ae = 0.01, n = 1.0, Rede D2V20. As linhas continuas
correspondem a solucao analitica. . . . . . . ... ... .. ... ... .. 111
Evolugao do perfil de concentragao. t = [0 — 3600], At = 0.1, Az = 1.0,
Vap = 2.0, Aw, = 1.0, 8, = 0.1, 6, = 0.1, uy = 0.1, Rede D3V13. As

linhas continuas correspondem a solucao analitica. . . . ... ... .. .. 112



Lista de Figuras ix

7.5 Evolugdo do perfil de energia interna. ¢t = [0 — 3600], At = 0.1, Az = 1.0,
Vo = 1.0, vy = 1.5, vy = 2.0, 0, = —0.9, 6 = 0.9, pta/pty = 0.95/0.05,
uzo = 0.1, Rede D2V'19. As linhas continuas correspondem & solucao

analitica. . . . . . L L 112



Lista de Tabelas

4.1
4.3
4.4
4.5
4.6

5.1

Passo e pesos da rede D2Q)9. . . . . . . . . . ... o 55
Passo e pesos da rede D2V 17a. . . . . . . . . . ... ... o 95
Passo e pesos da rede D2V'17b. . . . . . . . . . .. ... ... 56
Passo e pesos da rede D3V41. . . . . ... ... ... o 58
Passo e pesos da rede D3V'39. . . . . ... ... ... ... 59
Comparagao entre os resultados da simulagao apresentada na Fig. (5.2) e

a solucao tedrica ao problema do tubo de choque. . . . . .. ... ... .. 72



Lista de Simbolos

Alfabeto Latino

a™

b

N

ab

Coeficiente do Tensor de Hermite de ordem (n)

Parametro de impacto, Cap. 3. Numero de velocidades moleculares discretas

c;, Cap. 4

Velocidade molecular

Velocidade molecular discreta

Passo das redes cartesianas regulares

Calor especifico a pressao constante
Velocidade do som

Nimero de Courant

Velocidade peculiar

Operador de colisao dos modelos de gas em rede
Diametro da esfera de colisao

Vetor forca difusiva da espécie a

Dimensao do espaco euclidiano

Coeficiente na equacao de adveccao-difusao
Coeficiente de difusao binario

Densidade de energia

Funcao distribuicao de particulas

Funcao distribuicao de Maxwell-Boltzmann

xi



Lista de Simbolos xii

fe Funcao distribuicao da espécie a

fi Funcao distribuicao na equacao de Boltzmann com velocidades discretas

F.. Forca de corpo por unidade de massa atuando nas particulas da espécie a

g Velocidade relativa numa colisao binaria

G Velocidade do centro de massa numa colisao binaria

™) Polinomio tensorial de Hermite de ordem (n)

Jaa Fluxo maéssico difusivo da espécie a

J Operador de colisao

k Constante de Boltzmann

Kn Nimero de Knudsen

[ Livre percurso médio

L Comprimento macroscopico caracteristico

m Massa molecular

mg Massa molecular de referéncia

n Densidade de niimero de particulas

n; Nimero de ocupagao na direcao ¢ para os modelos de gis em rede

N Ordem de truncamento da expansao da funcao distribuicao em polindmios de
Hermite

N; Nimero de ocupacao na direcao ¢ no LBM

P Pressao termodinamica

Pr Nimero de Prandtl

Qo Vetor fluxo de calor

Re Numero de Reynolds

t Tempo macroscopico caracteristico

T Temperatura

Th Temperatura de referéncia



Lista de Simbolos xiii

U,

w;

Velocidade hidrodinamica
Velocidade hidrodinamica da espécie a
Peso da abscissa c; na integracao por quadratura

Peso da funcao f (x,c;,t) na equacdo de Boltzmann com velocidades discretas

Alfabeto Grego

I

Difusividade térmica
Namero total de colisoes da espécie a
Energia interna

Angulo azimutal numa colisdao binaria. Parametro da expansao de Chapman-

Enskog

Viscosidade dinamica

Desvio de energia interna

Condutividade térmica

Massa reduzida das particulas da espécie a

Viscosidade cinematica, Cap. 2. Freqiiéncia de colisao por nimero de parti-

culas, Cap. 3

Freqiiéncia de colisao por niimero de particulas entre as espécies a e k
Tensor pressao

Densidade de massa

Secao diferencial de choque entre as espécies a e k

Tensor taxa de deformacao

Tempo médio entre colisoes

Propriedade macroscopica genérica

Potencial intermolecular



Lista de Simbolos

xiv

X Angulo de espalhamento numa colisao binaria
(0 Propriedade molecular genérica

w(c) Funcao peso

Wa Concentragao méssica da espécie a

Q; Operador de colisao LBM

Abreviaturas e acronimos

BGK Bathnagar Gross Krook

DdVb/DdQb  Redes de b velocidades em d dimensoes
EBVD Equacao de Boltzmann com Velocidades Discretas
LBE Lattice Boltzmann Fquation

LBM Lattice Boltzmann Method

LGCA Lattice Gas Cellular Automata

MRT Multiple Relaxation Time



Aplicagao das formas discretas da Equacao de Boltzmann & termo-

hidrodindmica de misturas

Resumo

No presente trabalho é apresentado um procedimento de derivacao formal e sistematica de
um conjunto de equagoes diferenciais, no espaco (z, t), a partir da equacdo de transporte
de Boltzmann, no espaco (z, ¢, t), cujas equagdes de transferéncia representam adequa-
damente a termohidrodinamica de um fluido compressivel. Para este proposito, a funcao
distribuicao de particulas foi expandida numa base do espaco de Hilbert, formada pelos
polinémios tensoriais de Hermite, na velocidade molecular ¢, cuja funcao peso pode ser
identificada como uma distribuicdo Maxwelliana global. A ordem de truncamento desta
série é aquela requerida para obter as equacoes de Navier-Stokes-Fourier, através da ana-
lise assintotica de Chapman-Enskog. O espago de velocidades foi discretizado de forma
a garantir que os momentos da aproximacao a funcao distribuicao sejam representados
exatamente através de uma férmula de integracao por quadratura. Solucoes para o pro-
blema de quadratura em duas e trés dimensoes, para varias ordens de aproximacao, sao
apresentadas e discutidas, principalmente a relagao entre as solucoes formadas por redes
cartesianas regulares e o método da equacdo de Boltzmann para gases em rede (LBM).
A solucao temporal explicita do conjunto de equagoes diferencias parciais resultante, nas
funcoes f;(z, t), foi abordada pelo método das diferencas finitas. O método desenvolvido
permite o tratamento consistente das equacoes hidrodinamicas em misturas de gases com
campos de temperatura nao-homogéneos e cujos componentes possuem massas molecula-
res diferentes. O procedimento proposto foi verificado pela implementacao de um modelo
BGK para gases simples e misturas binarias, com um e trés parametros de relaxacao,
respectivamente. Uma analise de Chapman-Fnskog dos modelos implementados foi de-
senvolvida para obter as formas explicitas do fluxo méssico difusivo, o tensor pressao e o
fluxo de calor, e os coeficientes de transporte: coeficiente de difusao binario, viscosidade
dinamica e condutividade térmica. Estes resultados foram comparados satisfatoriamente

com solugoes analiticas da equacao de adveccao-difusao com diversas condicoes iniciais.

Palavras chave: Método de Boltzmann para gases em rede, Equacao de Boltzmann

discreta, Teoria cinética de misturas.
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Application of the discrete forms of the Boltzmann Equation to

the thermo-hydrodynamics of mixtures

Abstract

In this work is shown a formal and systematic derivation procedure of a set of differential
equations, in space (z, t), from the Boltzmann transport equation, in space (z, ¢, t), which
transfer equations represent properly the thermohydrodynamics of a compressible fluid.
For this purpose, the particle distribution function was expanded in a base of the Hilbert
space of functions, spanned by the Hermite polynomial tensors of the molecular velocity
¢, which weight function can be identified as a global Maxwellian distribution function.
The truncation order of this series is the one required to obtain the Navier-Stokes-Fourier
equations, through the asymptotic Chapman-Enskog analysis. The velocity space was
driscretized in order to guarantee that the moments of the approximation to the distri-
bution function can be accurately represented by a quadrature formula. Solutions to the
quadrature problem in two and three dimensions, for several approximation orders, were
shown and discussed, mainly the relation between the regular cartesian solutions and the
Lattice Boltzmann Method (LBM). The solution of the resulting set of partial differential
equations of f;(x, t) was accomplished by explicit finite difference method. The method
allows for a consistent treatment of the hydrodynamics equations of mixtures of gases with
non-homogeneous temperature fields and with different molecular mass components. The
procedure was verified by the implementation of a BGK model for simple gases and binary
mixtures of gases, with one and three relaxation parameters, respectively. A Chapman-
Enskog analysis of the implemented models was developed to obtain the explicit forms of
the diffusive mass flux, the pressure tensor and the heat flux, and the transport coeffici-
ents: binary diffusion coefficient, viscosity and thermal conductivity. These results were
compared satisfactorily against analytical solutions of the advection-diffusion equation

with several initial conditions.

Keywords: Lattice Boltzmann Method, Discrete Boltzmann Equation, Kinetic the-

ory of mixtures.
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Capitulo 1
Introducao

O estudo do escoamento de fluidos é uma area que atrai grande interesse do ponto de
vista cientifico sendo ainda de consideravel importancia tecnolégica. Na maioria dos feno-
menos naturais a complexidade das equagoes diferenciais que descrevem o escoamento
dificulta sua compreensao, mesmo apos diversas simplificacoes. Por outro lado, a abor-
dagem experimental nem sempre é factivel devido ao grande nimero de parametros a
serem controlados, a dificuldade na medicao das variaveis envolvidas e a impossibilidade
de reproduzir em laboratoério as situacoes de interesse, seja pela extensao na escala geo-
métrica, como no estudo dos fendémenos atmosféricos, ou pelas condi¢oes extremas, como
no estudo de fenomenos a altas velocidades.

Um exemplo de fendémeno com alta complexidade fisica e geométrica é o escoamento
em meios porosos, cujo tratamento complica-se ainda mais quando mais de uma fase fluida
e/ou componente se encontram presentes, como no caso do escoamento de misturas ou
de fluidos imisciveis, de interesse no controle da dispersao de poluentes e na industria do
petroleo e gas.

Paralelamente as abordagens puramente analiticas e experimentais, a simulagao nu-
mérica é considerada como um procedimento que proporciona informacoes muito tteis
na construcao de uma teoria sélida do escoamento de fluidos em geometrias complexas.
Atualmente, quando a tecnologia de computadores permite o processamento rapido de
um grande volume de dados, é possivel simular, com um minimo de simplificacoes fisicas
e geométricas, e com grande liberdade na escolha dos parametros, situagoes dificeis de
serem obtidas e reproduzidas no laboratoério.

O método da equacao de Boltzmann para gases em rede (LBM), considerado como
uma aproximagao mesoscopica a mecanica dos fluidos, é uma alternativa as técnicas tra-
dicionais de simulagao baseadas na discretizacao e solucao das equagoes na escala do
continuo® (equagoes de Navier-Stokes-Fourier) ou na solugao das equagoes do movimento

simplificadas, para todas as moléculas que constituem o fluido?.

L Computational Fluid Dynamics (CFD), Tannehill et al. [1997]
2 Molecular Dynamics (MD), Rapaport [1995]
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Diferentemente dos métodos de solucao das equagoes de Navier-Stokes, os métodos
baseados na teoria cinética dos gases descrevem o comportamento de um fluido no nivel
mesoscopico, ou seja, pela evolucao da funcao distribuicao de particulas. Esta funcao
determina o nimero esperado de particulas de fluido presentes numa determinada posicao
e instante de tempo, com uma dada velocidade molecular. A equacgdo que rege a evolugao
da funcao distribuicao num gas rarefeito ¢ a equacao de Boltzmann que, uma vez resolvida,
fornece uma descricao macroscopica do comportamento do gas através dos seus momentos
no espaco de velocidades moleculares.

Dependendo da relacao entre a escala espacial macroscopica caracteristica de um es-
coamento L, estimada localmente em funcao da propriedade macroscopica genérica ¢,

como "
L=— (1.1)
, .
Vo
e o livre percurso médio das particulas [, ou seja, a distancia percorrida por uma molécula
entre duas colisoes sucessivas, identificam-se varios regimes, caracterizados pelo numero

de Knudsen, definido como

Kn=1/L. (1.2)

A equacao de Boltzmann é valida na totalidade de ntimeros de Knudsen, enquanto as
equacoes de Euler e de Navier-Stokes, derivadas dela através da expansao de Chapman-
Enskog, sao validas apenas numa faixa de baixos niimeros de Knudsen [Hirschfelder et al.,
1964]. Os escoamentos compreendidos nesta faixa, limitada aproximadamente pelos va-
lores Kn < 0.1, pertencem ao regime hidrodinamico. Os escoamentos com numero de
Knudsen intermediério, nos quais o livre percurso médio ¢ de ordem de grandeza com-
paravel ao comprimento macroscopico caracteristico, pertencem ao regime de transigao e
os escoamentos a numero de Knudsen elevado pertencem ao chamado regime molecular
livre. Os métodos apresentados neste trabalho tratam exclusivamente da aplicacao da
Equagao de Boltzmann a solugao de problemas dentro do regime hidrodinamico, ou seja,
aquele descrito pelas equagoes de Navier-Stokes-Fourier.

Comparado com os métodos tradicionais de simulacao, o LBM oferece algumas van-
tagens como: eliminacao da solucao da equacao de Poisson na simulagao de escoamentos
quase-incompressiveis e facilidade de implementacao, particularmente em plataformas pa-
ralelas, mesmo quando aplicado a problemas envolvendo geometrias complexas. Também
oferece a possibilidade de incorporacao direta de modelos para interacdes na escala me-
soscopica (dificilmente acessiveis aos métodos baseados na hipotese do continuo), que
permitem a simulacao de escoamentos complexos como misturas, escoamentos bifasicos
e de fluidos imisciveis [Rothman e Zaleski, 1997, Chen e Doolen, 1998, Chopard e Droz,
1998, Succi, 2001].

Devido a estas caracteristicas especiais, o método foi aplicado com sucesso em proble-
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mas como escoamento monofasico e bifiasico em meios porosos, determinagao da permeabi-
lidade intrinseca e relativa de meios porosos [Gunstensen e Rothman, 1993, van Genabeek
e Rothman, 1996, Martys et al., 1999, Pan et al., 2004, Pico et al., 2005, dos Santos et al.,
2005a] e problemas envolvendo molhamento de superficies e fenomenos capilares [Hazlett
et al., 1998, dos Santos et al., 2005b]. Contudo, o método falha na tentativa de prever
o comportamento de um fluido quando os aspectos térmicos sao relevantes. Esta defici-
éncia se deve a instabilidade numeérica e a algumas inconsisténcias no seu procedimento
de derivacao a partir da teoria cinética. Por esta razao, atualmente suas aplicacoes se
centram na simulagao de diversos escoamentos complexos, no limite quase isotérmico e
quase incompreensivel.

Recentemente, uma ligacao formal e sistematica entre o método de Boltzmann para
gases em rede e a teoria cinética foi desenvolvida [Philippi et al., 2006]. Esta relagao
se baseia na aproximacao da funcao distribuicao por uma série infinita em polinomios
tensoriais de Hermite. A aproximacao por polinémios de Hermite permite a representacao
dos momentos macroscopicos da funcao distribuicao com uma precisao arbitraria, dada
pela ordem de truncamento dos termos da série.

A descri¢ao hidrodinamica (equagoes de Navier-Stokes-Fourier) precisa da represen-
tacao exata dos primeiros momentos da funcao distribuicao. FEspecificamente, no caso
do operador de colisao BGK ¢é necessario calcular o momento de quarta ordem da fun-
cao distribuicao de ordem zero numa expansao assintotica em poténcias do nimero de
Knudsen para, através da andlise multiescala de Chapman-Enskog, expressar os fluxos
nao-convectivos de quantidade de movimento e energia como func¢ao das derivadas espaci-
ais dos momentos dos chamados invariantes de colisao: densidade, velocidade hidrodina-
mica e energia. A satisfacao desta condicao estabelece um critério para a discretizacao do
espaco de velocidades, de forma que as integrais que definem tais momentos sejam resol-
vidas exatamente por um método de quadratura. Este procedimento se aplica igualmente
a misturas de gases, com a vantagem de fornecer apenas um conjunto de abscissas como
solucao ao problema de quadratura, independente da temperatura e da relacao de massas
moleculares dos constituintes [Pico et al., 2007].

O método de discretizacao proposto esta baseado nestas aproximacoes e permite con-
tornar as inconsisténcias presentes nos modelos anteriores, cujo procedimento heuristico
de derivagao nao leva em conta todas as condicoes necessarias para a total equivaléncia
com a teoria cinética e que, conseqiientemente, tem a sua faixa de aplicacao consideravel-

mente limitada.

1.1 Objetivos

O principal foco deste trabalho ¢ estabelecer um vinculo formal entre a teoria cinética

dos gases e o sistema de equacoes diferenciais conhecido como equagao de Boltzmann com
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velocidades discretas ou equacgao de Boltzmann discreta.

Com base nesta equagao é derivado o método de solucao das grandezas hidrodinamicas,
conhecido como método de Boltzmann para gases em rede (LBM), com total consisténcia
no caso de fenémenos envolvendo gradientes elevados de temperatura e densidade.

O segundo dos objetivos é a adaptacao dos procedimentos desenvolvidos para a simu-
lacao de misturas de gases ideais com massas moleculares diferentes, envolvendo simulta-
neamente o transporte difusivo de massa, quantidade de movimento e energia. O modelo
utilizado para descrever a interacao entre moléculas é do tipo BGK, com os parametros
que reproduzem a transferéncia de quantidade de movimento e energia entre moléculas
com potencial de interacao inversamente proporcional & quinta poténcia da separacao
entre particulas, conhecidas como moléculas de Maxwell.

O trabalho também orienta-se no sentido de desenvolver um esquema alternativo de
discretizacao com o intuito de eliminar os problemas mais severos do LBM. Estes pro-
blemas sao: a instabilidade numérica, que aparece como conseqiiéncia do acoplamento
entre a discretizacao espacial e temporal, e o elevado niimero de velocidades moleculares

necessarias para representar a equacgao de balanco da energia.

1.2 Organizacao

O trabalho esta organizado em 8 capitulos. No capitulo 2 é apresentada uma revisao dos
métodos relacionados com a solucao numérica da equacgao de transporte de Boltzmann
usando velocidades moleculares discretas. As principais vantagens e limitacoes dos mé-
todos existentes sao apresentadas e discutidas, em particular as que tratam do estudo de
escoamentos compressiveis e de fluidos multicomponentes.

No capitulo 3 é apresentado um resumo dos conceitos mais importantes da teoria
cinética dos gases, utilizados nos desenvolvimentos posteriores, principalmente o método
de anéalise multiescala de Chapman-Enskog, e uma revisao dos modelos cinéticos para
gases simples e misturas binarias.

A aproximacao da equacao de transporte de Boltzmann por uma projecao no subespaco
de Hilbert, gerado pelos polindmios tensoriais de Hermite, e a discretizagao deste espago
pela solucao a um problema de integracao por quadratura sao discutidos no capitulo 4.

O capitulo 5 resume o desenvolvimento de modelos de Boltzmann para gases em rede
baseado na discretizacao formal da equacao de Boltzmann com modelo de colisao BGK,
a andlise multiescala de Chapman-Enskog e a verificacao das equagoes hidrodinamicas e
os coeficientes de transporte para um gas simples.

A extensao a uma mistura binaria de gases ideais usando o modelo de colisao BGK
para moléculas de Maxwell é abordada no capitulo 5.

Uma discretizacao alternativa de equagao de Boltzmann com velocidades discretas,

baseada no método das diferencas finitas é apresentada e discutida no capitulo 7.
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O capitulo 8 apresenta as conclusoes e enumera alguns dos possiveis aspectos a serem
desenvolvidos futuramente.
Por tltimo, um conjunto das solucoes ao problema de quadratura, em duas e trés

dimensoes, e para varias ordens de precisao, é apresentado como apéndice.



Capitulo 2

Método da equacao de Boltzmann para

gases em rede

Este capitulo apresenta uma revisao do método de Boltzmann para gases em rede, sua
evolucao e as principais variantes utilizadas da simulacao de escoamentos complexos. Os
modelos de Boltzmann para gases em rede foram desenvolvidos a partir dos autématos
celulares de gas em rede na década de 90 e desde entao tem sido aplicados a uma grande
variedade de problemas. A revisao se limita a aqueles modelos destinados a simulacao de
escoamentos onde os efeitos térmicos sao relevantes e a simulacao de fluidos com véarios
componentes, sendo que, em alguns deles, cada componente é considerado como um fluido
nao-ideal, no intuito de simular fluidos imisciveis. Outros modelos multicomponentes
citados aqui se baseiam em modelos cinéticos de misturas ideais. Embora tenham origem
na teoria cinética, sua implementacao nao é completamente consistente, por varios motivos

que serao discutidos na se¢ao 2.4.

2.1 Automatos de gas em rede

Embora o método da equacao de Boltzmann para gases em rede seja independente dos
automatos celulares de gas em rede, eles estao ligados historicamente e possuem algumas
caracteristicas em comum. Os modelos de gas em rede (LGCA), um tipo de automa-
tos celulares, propostos por Frisch et al. [1987] e Wolfram [1986], sao considerados os
predecessores dos métodos de Boltzmann para gases em rede. Tais modelos se valem
do fato de que a dinamica macroscopica de um sistema de particulas nao é sensivel aos
detalhes da dindmica microscopica, desde que determinadas grandezas e simetrias sejam
conservadas. O modelo LGCA é uma analogia entre a dindmica de um fluido real e a
dindmica de um sistema ficticio de particulas, contidas em pontos de uma rede (sitios),
para o qual o tempo e a velocidade sao discretos. Desta forma, as particulas podem se

movimentar, em passos de tempo discretos, com velocidades cujas orientagoes restringem
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(a) > (b) (c)

Figura 2.1: FEtapas de evolucao na configuracao de uma rede hexagonal num passo de
tempo. (a) Estado inicial. (b) Configuracao apos a propagacgao. (c¢) Configuracao apos a
colisao.

o movimento aos canais que ligam um sitio aos seus vizinhos. Nos sitios, um operador de
colisao relaciona, de forma relativamente simples, o estado pré-colisional com os possiveis
estados pos-colisionais, que possuem a mesma massa, quantidade de movimento e, em al-
guns modelos, energia. Por simplicidade o nimero méximo de particulas presentes numa
determinada direcao ou canal esti restrito, comumente a uma particula, assim, o estado
do sitio pode ser descrito usando-se variaveis booleanas.

O estado de um sitio, na posicao x, na direcao da velocidade c;, é descrito pelo niimero
de ocupacao n; € {0,1}. Durante a etapa de colisao o estado do sitio é modificado por
um operador C; ({n;}) € {—1,0,1} e, posteriormente, o valor do nimero de ocupacdo
resultante é transferido aos sitios vizinhos. A dindmica do LGCA se resume ao esquema

conhecido como colisdo-propagacao, representado na Fig. (2.1), e descrito pela equacao
ni(x+c;, t+1)=n;(x,t)+C ({n;}), (1,7 =1,2,..b), (2.1)

onde {n;} representa o conjunto de nimeros de ocupacao em todas as direcoes e b indica
o numero total de velocidades c;.
As grandezas macroscopicas, densidade de massa e de quantidade de movimento, sao

obtidas como momentos do niimero de ocupagao da seguinte forma

p(x,t) = Zni(x, t), (2.2)

b
pu(x,t) = Zm(X,t)Cz. (2.3)

Embora seja possivel obter uma representacao aproximada da energia interna, os modelos
LGCA convencionais nao possuem o nimero suficiente de velocidades ou suas regras de
colisao nao conservam a energia, pelo que sao chamados de modelos atérmicos. Além da
conservacao das grandezas elementares, as redes ou vetores c; devem ser escolhidas de
forma a garantir a isotropia do tensor tensao nas equacoes hidrodinamicas do modelo.

As equagoes da continuidade e de Navier-Stokes sao derivadas da média de ensemble da
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equagao (2.1) mediante a expansdo de Chapman-Enskog, com coeficientes de transporte
que dependem dos parametros de cada rede. Esta analise é efetuada sobre a média de
ensemble das equacgoes dos autéomatos celulares, conhecida como equagao de Boltzmann
para gases em rede (LBE). Através de uma anélise estatistica é possivel mostrar que
os modelos de gas em rede possuem um teorema H, i.e., existe uma func¢do, para cada
configuracao da rede, que nunca cresce com o tempo e cujo valor minimo é atingido quando
o valor médio da configuracao de cada sitio é descrito pela distribuicao de equilibrio de
Fermi-Dirac.

Apesar das vantagens citadas anteriormente, a dinamica dos modelos de gas em rede
nao é completamente equivalente & de um fluido, o que, somado a outros inconvenientes,
limita sua aplicacao a simulagao de escoamentos incompressiveis a baixos nimeros de
Reynolds. Algumas caracteristicas dos LGCAs, nao proprias da dinamica de um fluido,
sao: caréncia de invariancia galileana, dependéncia anémala entre a pressao e a velocidade
na equagao de estado e conservagao de grandezas nao-fisicas (invariantes espurios). Além
destas deficiéncias, os modelos também apresentam viscosidade elevada e ruido estatistico.
Para obter valores significativos das grandezas macroscopicas, a partir dos resultados de
uma simulagao, é preciso fazer médias temporais ou espaciais, com elevadas demandas de
espaco em memoria e tempo de computacao. Uma revisao mais extensa destes fatores

pode ser encontrada em Succi [2001].

2.2 Modelos para gases simples

Os primeiros Modelos de Boltzmann para gases em rede surgiram como uma tentativa
de resolver o principal defeito dos automatos celulares; o ruido estatistico. McNamara e
Zanetti [1988] propuseram substituir os nimeros de ocupacao booleanos pelas médias de
ensemble correspondentes, assim, a dinamica do sistema passa a ser descrita pela equacao

de Boltzmann para gases em rede
N; (X+CZ‘, t+1) =N; (X, t)‘f‘QZ, (’L: 1,2,b), (24)

onde N; = (n;) e Q; = (C;) sdo as médias de ensemble do nimero de ocupagio e do
operador de colisao, respectivamente. Embora simples, o procedimento elimina o ruido,
ao custo da representagao exata dos estados, mantendo algumas das caracteristicas im-
portantes dos LGCAs, como foi demonstrado nas simulacoes realizadas pelos autores para
obter os coeficientes de transporte em redes hexagonais. O método de McNamara e Za-
netti herda caracteristicas dos modelos de gas em rede como a caréncia de invariancia
galileana, equagao de estado incorreta, viscosidade elevada e a complexidade do operador
de colisao. Este ultimo ponto, em particular, transforma o modelo num método pouco

viavel para a solucao de escoamentos em trés dimensoes, onde o operador de colisao ja nao
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pode ser implementado usando tabelas de colisdo ou algebra booleana, e sim funcoes de
poténcias de nimeros reais. A contribuicao mais importante do trabalho de McNamara
e Zanetti foi descobrir o uso da equacao de Boltzmann para gases em rede (LBE) como
ferramenta de simulacao e nao exclusivamente de analise teorica.

O seguinte modelo na evolucao do método de Boltzmann para gases em rede foi pro-
posto por Higuera e Jimenez [1989|. Estes autores expandiram o operador de colisdo em
torno do equilibrio global, com velocidade hidrodinamica nula, o que leva a equacao de

Boltzmann com operador de colisao quase linear
Ni(x+¢;, t+1) = Ni(x, t) + Ay; (N; — N, (2.5)

onde

0%);
i = <8Nj)zv¢q0' (26)

Este operador corresponde & agao de uma matriz de espalhamento, derivada diretamente
do operador de colisao LGCA, sobre o desvio local da funcao distribuicao de equilibrio. O
modelo reduz o nimero de operacoes de ponto flutuante por passo de tempo e permite o
uso da equacao de Boltzmann para gases em rede, de forma competitiva, na simulagao de
escoamentos em duas e trés dimensoes [Higuera e Succi, 1989, Foti e Succi, 1989]. Embora
os problemas de ruido e complexidade tenham sido removidos, os obstaculos restantes so
foram contornados apos se abandonar a microdinamica booleana, com colisoes multiplas,
como ponto de partida na construcao do modelo de colisao.

Tendo em vista que a andlise multi-escala da equacao de Boltzmann com operador
de colisao quase-linear leva a equacao de Navier-Stokes, sempre que determinadas restri-
¢oes sejam obedecidas, Higuera et al. |[1989] propuseram utilizar esta equa¢ao como um
método independente da dinadmica dos modelos de gés em rede e substituir os valores da
matriz de espalhamento por parametros livres, que garantam uma evolugao macroscopica
apropriada. Os elementos da matriz de espalhamento estao restritos pelas equacoes da
conservacao da massa, quantidade de movimento, isotropia do tensor tensao, equacao de
estado e invariancia galileana. A vantagem desta aproximacao ¢ a diminuicao da visco-
sidade, que é proporcional a um dos autovalores da matriz de espalhamento. No artigo
original a func¢ao distribuicao de equilibrio empregada é a mesma dos modelos anteriores,
embora possa ser escrita como um polindémio na velocidade hidrodinamica, com a mesma,

forma que a distribuicdo de equilibrio dos gases em rede,
N{" = p (A; + BiuaCia + Cittauscincig + Eiu?) (2.7)

e seus coeficientes determinados a posteriori, de forma a eliminar a caréncia de invariancia
galileana e as anomalias na equacao de estado. As novas formas do operador de colisao e

da funcao distribuicao de equilibrio desvinculam a LBE da equacgao obtida na anélise dos
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automatos de gés em rede e, portanto, seu teorema H nao é mais aplicavel.

A equagao de Boltzmann para gases em rede, com operador de colisao quase-linear,
pode ser vista como um método de relaxacao com multiplos parametros, enquanto so6
um deles controla a viscosidade. Esta caracteristica foi notada por varios autores [Qian
et al., 1992, Chen et al., 1992] que propuseram utilizar a forma mais simples da matriz

de espalhamento e relaxar as distribuicoes através de um tinico parametro;

1
25, 2.
3 28)

Esta forma de relaxacao ¢ analoga a conhecida na teoria cinética dos gases como modelo
de Bathnagar, Gross e Krook (BGK). Neste ponto, o método de Boltzmann adquire uma
forma simples e econdmica em termos de implementacao, podendo resolver os inconveni-
entes citados, ao custo da representacao exata dos estados e da existéncia de um teorema
H. Qian et al. [1992] introduziram uma nomenclatura para as redes, da forma DdQb, na
qual a dimensao espacial é representada por d e o nimero de vetores c; por b, e apresenta-
ram os valores da fungao distribuigdo de equilibrio, Eq. (2.7), como uma fung¢ao genérica
que depende da rede utilizada através de pesos estabelecidos para cada direcao.

O modelo com o operador de colisao BGK é atualmente o mais utilizado embora possua
limitacoes devido a que um tnico pardmetro determina a taxa de transferéncia de massa,
quantidade de movimento e, em alguns modelos, energia. Por outro lado, uma versao da
LBE, conhecida como equagao de Boltzmann generalizada, foi proposta por d’Humiéres
[1992|. Nesta formulagao é aplicada uma transformagao que projeta a fun¢ao N; no espaco
gerado pelos seus momentos. Neste espaco, o operador de colisao relaxa os momentos da
funcao distribuicao com freqiiéncias diferentes, o que permite escolher os coeficientes de
transporte de forma independente, por esta razao é conhecido como modelo com miltiplos
tempos de relaxagdo (MRT). O uso de multiplos tempos de relaxagio confere ao método
maior estabilidade numérica, devido a separacao dos modos hidrodinamicos, e a mesma
precisao do modelo LBGK com um incremento no custo computacional relativamente
baixo |[Lallemand e Luo, 2000].

Embora o método LBGK tenha evoluido dos modelos de gis em rede, como foi visto até
aqui, é possivel deriva-lo completamente a partir da equacao de transporte de Boltzmann
com modelo de colisao BGK

of fON — f

e V=i —— (2.9)

como foi proposto por He e Luo [1997a] e Abe [1997]. Considerando baixos nimeros de
Mach é possivel representar a distribuicio de Maxwell-Boltzmann f*) em poténcias da

velocidade hidrodinamica, até segunda ordem, na forma
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D/2 m m m? m
(]W)%<m> (__2)1_ ) a2 2
s ) U)Wt oume Y
(2.10)
A equacao de Boltzmann, discretizada usando um método de primeira ordem, que resulta
na forma da LBE, e avaliada num conjunto de velocidades moleculares c;, satisfaz as

equagoes macroscopicas para escoamento incompressivel

dp
- = 2.11
5 TV (pu) =0, (2.11)
ou 9
g (u-V)u=—-Vp+rvVu, (2.12)

com a pressao p x p e a viscosidade cinemética v o< (1 — 1/2), se as solugoes das distri-

buigoes f; = f (x, ¢;, t) obedecem as equagoes

b oo
Zwifi(M)Cm TGy = / fM(x, ¢, t)ey - exde, (2.13)

para momentos de ¢, - - - ¢\ até quinta ordem.
Para obter os valores dos pesos, He e Luo [1997a] empregaram uma quadratura de
Gauss-Hermite, cujas solugoes coincidem com as redes apresentadas por Qian et al. [1992].
O método de discretizacao apresentado por He e Luo [1997a| e Abe [1997] estabelece
um vinculo formal, e independente, entre o LBM e a teoria cinética dos gases. Embora esta
formulacao nao seja completamente consistente, por assumir que a temperatura permanece
constante em todos os casos, esta derivacao elimina parte do carater heuristico atribuido

a equacao de Boltzmann para gases em rede.

2.2.1 Condicoes de contorno

Em geral, os modelos LGCA e LBM atraem muita atencao devido a aparente facilidade
com que as condicoes de contorno sao implementadas mesmo em geometrias tao complexas
COMO 0S Meios POrosos.

Véarios tipos de condigoes de contorno tém sido propostos (Chen e Doolen, 1998),
a mais comum e simples delas ¢ a condigdo de reflexdo a 180° (ou bounce-back). As
distribuicoes que entram a um sitio localizado na fronteira com o so6lido sdao as mesmas
que saem no passo de tempo seguinte. A massa e a quantidade de movimento sao mantidas
e a velocidade média normal no sitio é zero, ja que cada fracdo de particulas entrando no
sitio, com uma determinada velocidade, sai dele na direcao oposta. Esta condigao gera
uma velocidade de escorregamento e é de primeira ordem em termos de precisao numérica,

enquanto que o método tem precisao de segunda ordem (Ziegler, 1993 e He et al., 1997).
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Para corrigir a precisao foram propostos os métodos de reflexdo modificado (He et al.,
1997) e de reflexdo na metade da distancia entre sitios (halfway bounce-back, Cornubert
et al., 1991). No primeiro deles as distribui¢oes desconhecidas, vindas do interior do
solido, sao iguais as suas opostas, vindas do fluido, e uma colisao do mesmo tipo que nos
sitios com fluido é aplicada na fronteira. A segunda alternativa pode ser implementada
facilmente invertendo o sentido da velocidade durante a propagacao para as distribuicoes
que apontam para a fronteira soélida. Assim, pode-se considerar que a colisdao com o
solido acontece na metade da separacao entre sitios, no instante ¢ + 1/2. Embora esteja
provado que esta condicao restaura a segunda ordem de precisao do método em geometrias
simples e alinhadas com as direcoes da rede, sua precisao em configuracoes arbitrarias é
desconhecida.

Na literatura existem outras estratégias para lidar com fronteiras solidas, como a de
Skordos [1993|, que propos incluir gradientes da velocidade macroscopica na distribuigao
de equilibrio nas fronteiras, a de Chen et al. [1996], que propos usar esquemas simples de
extrapolagao dos campos no interior do fluido e, a de Maier et al. [1996], que sugeriu mo-
dificar a reflexao de particulas para anular a quantidade de movimento liquida tangente
a parede e preservar a normal. Todos estes algoritmos buscam obter os valores desco-
nhecidos das distribuicoes, nas direcoes que apontam para fora da superficie solida, para
fronteiras que nao cortam as ligacoes entre sitios. Porém, a relativa complexidade dos
métodos para obté-las, em comparacao com a condicao de reflexao, diminui a eficiéncia
do método em configuracoes nas quais a relagdo entre sitios em contato com a fronteira
sOlida e os sitios interiores ¢ elevada.

Em escoamentos com fronteiras mais complexas (curvas e desalinhadas com as diregoes
da rede) é preciso empregar aproximagoes, como a representagio das fronteiras por séries
de degraus, com a conseqiiente perda de precisdo ou, usar métodos de interpolagao (Chen
et al., 1996, Filippova e Haenel, 1998 e Mei et al., 1999).

Todos os modelos de condicao de contorno hidrodinamica mencionados estao restritos
as redes que comunicam um sitio apenas com seus primeiros vizinhos e, em geral, sao

dificeis de formular e implementar em redes com multiplas velocidades.

2.3 Modelos termo-hidrodinamicos

Existem dois tipos principais de modelos para a simulacgao de escoamentos com efeitos
térmicos. O primeiro deles explora apenas marginalmente a relacao da LBE com a teoria
cinética dos gases e trata de representar os efeitos da temperatura pelo transporte de um
escalar passivo, pela evolucao de uma distribuicdo com efeitos analogos aos da energia
interna |[He et al., 1998], ou pelo uso de técnicas hibridas, nas quais as equagoes da
continuidade e de balanco da quantidade de movimento sao resolvidas pelo método de

Boltzmann para gases em rede, e a equacao de balanco da energia por um método numérico
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diferente [Lallemand e Luo, 2003].

No segundo tipo de modelos térmicos, a energia interna é representada como um mo-
mento de alta ordem da funcao distribuicao. Para este proposito é necessario incluir
termos de ordem superior na velocidade molecular dentro da funcao distribuicao de equi-
librio. Alguns dos modelos mais importantes baseiam-se na equacao LBGK, como é o
caso do modelo proposto por Alexander et al. [1993]. Estes autores utilizaram uma rede
bidimensional, composta pela sobreposicao de duas redes hexagonais, para incorporar os
efeitos térmicos e conseguir representar a energia interna como um momento de segunda

ordem da forma

b
1
pe=> S Nilei - ul’. (2.14)

A equacao de Boltzmann empregada satisfaz a conservacao da energia e incorpora ter-
mos de terceira ordem na velocidade c; dentro da funcao distribuicao de equilibrio. A
analise multiescala indica que o modelo reproduz as equagcoes de Navier-Stokes para esco-
amentos compressiveis, como foi verificado pela simulacao dos escoamentos de Poiseuille
e de Couette com paredes a diferentes temperaturas. O modelo apresenta duas limitacoes
importantes; por causa do operador de colisao utilizado, o niimero de Prandtl é fixo e,
apresenta instabilidades numéricas quando as diferencas de temperatura se encontram
fora de uma pequena faixa de valores. Chen et al. [1994] estenderam o modelo pela
adicao de velocidades moleculares, mas mantendo a derivacao heuristica da distribuicao
de equilibrio, através do ajuste dos coeficientes, de acordo com o requerido pela analise
de Chapman-Enskog. O truncamento da expansao da funcao distribuicao de equilibrio
em poténcias mais elevadas da velocidade macroscopica permitiu a eliminacao de erros
de terceira ordem nas equagoes de balango da quantidade de movimento e da energia,
presentes nos modelos anteriores. Modelos similares, no ambito da solucao da equacao
de Boltzmann discreta por diferencas finitas, foram propostos por Watari e Tsutahara
[2006], com distribuigoes de equilibrio com formas escolhidas heuristicamente e ajustadas
a posteriori, de acordo com os resultados da analise multiescala.

Uma abordagem similar, com o operador de colisao linearizado, e a determinacao
das condi¢oes necessarias para a representacao da termo-hidrodinamica pelos modelos da
equacao de Boltzmann para gases em rede foram apresentados por McNamara e Alder
[1993|. As solugbes aproximadas obtidas por estes autores apresentam fortes problemas
de estabilidade.

Mais recentemente, Shan et al. [2006] e Philippi et al. [2006] propuseram um método
formal de obtencao de uma aproximacao da funcao distribuicao de equilibrio pela expansao
da funcao distribuicdo em polindémios de Hermite. A partir deste ponto o LBM adquire
consisténcia total com a teoria cinética dos gases. O formalismo apresentado por estes
autores sera discutido em detalhe no capitulo 4, e utilizado em todos os desenvolvimentos
deste trabalho.
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2.4 Modelos para fluidos multicomponentes

Existem varios modelos LBE para a simulacao de fluidos multicomponentes, que podem
ser classificados em dois grupos principais: modelos para gases com comportamento de
fluido nao-ideal, mesmo na auséncia de outro componente, baseados em forcas de interagao
ou na energia livre, e modelos para fluidos que se comportam como gases ideais quando se
encontram puros, inspirados na teoria cinética. Sao apresentados aqui apenas os trabalhos
mais relevantes em cada caso em ordem cronologica aproximada.

O primeiro dos modelos para escoamento de fluidos multicomponentes, proposto por
Gunstensen et al. [1991], est4 baseado no modelo de Rothman e Keller [1988], desenvolvido
no ambito dos autématos de gas em rede. Posteriormente Holme e Rothman [1992]
aplicaram um operador de colisao similar para diminuir o valor do coeficiente de difusao
de uma mistura binéaria.

Para representar a configuragao de um sitio é preciso distinguir o tipo de fluido e por
isto sao usadas duas distribuicoes para particulas ditas azuis e vermelhas. Os dois fluidos,
com cores diferentes (kK = b azul ou k = r vermelho), seguem a equagdo de Boltzmann

para gases em rede

NF(x+c;, t+1) = NF(x, t) — QF(x, 1), (2.15)

onde NF(x, t) é a distribui¢ao do fluido k na diregao i. A densidade local do fluido k é
calculada usando p, = >, NF e, a densidade total e velocidade local por p = >, . NF
epu=73 3, cN

O processo de colisao esta dividido em trés etapas. A primeira parte é igual a uma coli-
sao LBGK e envolve s6 valores locais das particulas com k-ésima cor, com as distribuicoes

de equilibrio usuais e um tempo de relaxacao proprio de cada cor

4 1 e
(O — (Nf ~ NM ‘”) . (2.16)
Tk
A segunda etapa do operador de colisao é utilizada para criar a tensao interfacial.

Apo6s o calculo do gradiente de cor local

fx, £) = ¢ Y (N/(x+ei,t)— Ni(x+c;,t)), (2.17)

uma perturbacao é acrescentada na direcao ¢, da forma

(QF)° = Alf(x, t)| (% - %) : (2.18)

onde A é um parametro ajustavel, proporcional & tensao interfacial. Na seguinte etapa
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é feita a re-coloracao das particulas de forma tal que particulas da mesma cor tendam a
aglomerar-se, assim o modelo forca os fluidos a serem imisciveis. O procedimento de re-
coloragao consiste em atribuir as distribuicoes valores tais que a difusao de um componente

no outro seja minima, alinhando o fluxo de particulas vermelhas com o gradiente de cor

b
max [f : Zcizv;”’"] : (2.19)

enquanto que a massa das particulas vermelhas e a massa total sao conservadas
b b
pr:ZNir:ZNi " Nir—i_Nib:Nir—i_Ni ’, (2.20)
i i

Nas fases puras as distribuicoes satisfazem as equacoes de Navier-Stokes com uma
equagao de estado de gas ideal e viscosidade na forma da Eq. (2.12), com o tempo de
relaxacao correspondente a cada fase.

Embora o método tenha sido aprimorado por Grunau et al. [1993], com a inclusao
de outros parametros e a correcao do tempo de relaxacao, como fun¢ao da concentracao
na proximidade da interface, para permitir o tratamento de fluidos com viscosidades
diferentes e massas diferentes, o modelo é menos eficiente que seus concorrentes, devido
a consulta aos sitios vizinhos durante o calculo do gradiente de cor e, principalmente, ao
processo de otimizacao na etapa de re-coloracao. Além disso, a forma heuristica com que
é tratada a pseudo-interacao entre espécies dificulta sua anélise teérica e quantitativa.

Flekkoy [1993] propés um modelo para misturas binarias com duas populagoes, R; e

B;, cuja evolucao é governada pela equacao LBGK nas varidveis
N; = R + B, (2.21)

A; = R; — B.. (2.22)

A escolha destas varidveis permite desacoplar o transporte de massa total da difusao de
massa entre componentes. Desta forma a andlise de Chapman-Enskog das equacoes per-
mite obter a equacao de continuidade e de balanco da quantidade de movimento para a
mistura e uma equacao de adveccao-difusao para a diferenca de densidades. Os coefici-
entes de transporte, viscosidade da mistura e coeficiente de difusao, sao independentes
e funcao dos parametros de relaxacao A\, e A\p, usados nas equacdes LBGK de N; e A;,
respectivamente. FEste modelo é relativamente simples, mas apresenta varias limitacoes.
Por ter apenas dois parametros de relaxacao independentes nao é possivel ajustar as vis-
cosidades dos componentes separadamente e a mistura tem viscosidade constante. Além
disso, a analise de Chapman-Enskog mostra que a equacao de adveccao-difusao possui um

termo nao-fisico, proporcional ao quadrado da velocidade hidrodinamica.
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O primeiro e mais importante dos modelos para fluidos nao-ideais foi proposto por
Shan e Chen [1993]. Este modelo usa uma regra de interacao de longa distancia para
simular fluidos nao-ideais e suas misturas. Por esta razao os operadores de colisao nao
conservam a quantidade de movimento local. O modelo de Shan e Chen admite a existén-
cia de um nimero S de espécies diferentes, rotuladas pelo indice k, cada uma com massa

molecular my, cuja densidade p; e velocidade local uy estao dadas por

b
pe =myi Y NE, (2.23)

b

As distribuigoes de cada componente evoluem de acordo com a equagao de Boltzmann
para gases em rede com um operador de colisao BGK que modela as interacoes com os S

tipos de particula

Nik(x +c,t+1)= Nf(x, t) — Qf(x, t), (2.25)

com .
g (Nf - Nf“”) . (2.26)

Tk

As interacoes de longa distancia sao introduzidas pela definicdo de um potencial de inte-

racao com a forma

V(x, xX)=> ) Gulx, X)(x)er(x), (2.27)
k Kk

onde G;(x, X') € uma fungao de Green, que satisfaz a relacdo Gz (x/, x) = Gii(x, xX'), e
Ur(pr(x)) € a funcao massa efetiva, escolhida de forma a permitir a transicao de fases de
cada componente e/ou a separacao de fases de componentes diferentes. A quantidade de
movimento acrescentada a cada componente devida a interacao de longo alcance entre as

moléculas de todos os componentes, em todas as direcoes, é dada por

dt

x/

P _ () > Z Grr(x, X ) (x) (x" —x). (2.28)

As distribuigoes de equilibrio Nik(eq) (pr, up?) sao entao calculadas de acordo com a Eq.

(2.7), com a velocidade u;? obtida pela relagao

. d
pkukq = pru -+ Tk% + 1 Fs + L8, (229)

onde g é a forca de corpo, Fy, é a forca de interacao entre o componente k e o sblido e a
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velocidade u é calculada como

(2.30)

Do anterior pode-se concluir que a quantidade de movimento nao é conservada local-
mente durante a colisdo, porém, devido a simetria da matriz G;(x, x'), a quantidade de
movimento total é mantida.

O modelo para a interagao dos componentes com o solido foi proposto por Martys e
Chen [1996]. Com a densidade como fungao massa especifica, a for¢a de interagao entre

o fluido & e o s6lido é

b
Fro = —pp Y Gras(x + ¢;)cs, (2.31)

onde s(x 4 ¢;) é nulo se o sitio apontado pelo vetor ¢; é fluido, ou 1 se é solido. O
parametro Gy, é usado para ajustar a intensidade da interacao entre o componente k e o
s6lido, e assim determinar a molhabilidade da superficie pelo componente k.

As equacoes de continuidade e de Navier-Stokes para este modelo sdo obtidas atra-

vés da andlise de Chapman-FEnskog, com a equacao de estado de um gas nao-ideal e a

1
v P (2.32)
PR 2

A andlise multiescala deste modelo, quando aplicado a misturas, foi desenvolvida por

viscosidade cinemética da forma

Shan e Doolen [1995] e Shan e Doolen [1996]. As equacoes de continuidade e os coeficien-
tes de difusao foram determinados como fungoes dos tempos de relaxacao e a intensidade
de interacao entre componentes. Mesmo sendo o mais conhecido e utilizado dos modelos
para fluidos multicomponentes, o modelo com potencial de interagao possui algumas in-
consisténcias que limitam sua aplicacdo. Como resultado da Eq. (2.29), e da conservagao
da quantidade de movimento local, na auséncia de forcas de interagao, todos os compo-
nentes sao relaxados a uma distribuicao de equilibrio local com velocidade dependente
dos tempos de relaxacao. Esta caracteristica tem como conseqiiéncia que o coeficiente
de difusao binéario nao possa ser ajustado independentemente do valor da viscosidade dos
componentes.

O primeiro modelo de Boltzmann baseado na energia livre foi proposto por Swift et al.
[1995| para simular um sistema com duas fases de um tnico componente, e depois esten-
dido & simulagdo de sistemas binarios por Swift et al. [1996]. Sua motivagao foi eliminar
a inconsisténcia termodinamica dos modelos anteriores. Um modelo isotérmico termodi-
namicamente consistente é aquele que, partindo de uma teoria de nao-equilibrio, recupera
a teoria termodinamica correta para um estado de equilibrio, ou seja, incorpora correta-

mente as grandezas termodinamicas: energia livre, potencial quimico, etc. O modelo de
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Swift et al. esta inspirado na teoria de transicao de fase em ligas binarias de Cahn-Hilliard
(Rowlinson e Widom, 2002).

Num sistema binario as funcoes de distribuicao f; e g; sao escolhidas de forma que

b b
n = Z fi> nua = Z fici7 (233)

b
An = Zgi, (2.34)

onde u é a velocidade media, n = n; + ny é a densidade total do fluido, e An =n; —ny é
a diferenca de densidade entre componentes. Estas distribuicoes evoluem de acordo com

equacoes LBGK com tempos de relaxacao diferentes

gi(x+c,t+1)—gi(x,t)= —% (gz- — g?) , (2.36)

cujas distribuigoes de equilibrio f? e ¢? satisfazem as restrigoes

b
Y o f=n, > flei=mu, (2.37)

b
> o) =An. (2.38)

Além disto, os momentos superiores de f e g? sao escolhidos para que as equagoes ma-

croscopicas resultantes descrevam corretamente a dindmica de uma mistura binéria

b
Z flciacis = Uap + nugug, (2.39)
b
> glcia = Anu,, (2.40)
b
Zg?cmcig =T'Apdop + Anugug, (2.41)

onde I3 é o tensor pressao, e I' e Ap sao a mobilidade e a diferenca de potencial quimico,
respectivamente.

A analise multi-escala das Eqs. (2.35) e (2.36) fornece as equagdes de continuidade
e de Navier-Stokes da mistura e uma equacao de advecgao-difusao para a diferenca de

densidades. Seguindo a descri¢ao de nao-equilibrio de Cahn-Hilliard, as funcoes Il,5 e
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Ap sao calculadas a partir da energia livre de equilibrio, como fungoes da intensidade da
interacao e um parametro relacionado com a temperatura. Finalmente, é possivel escrever

explicitamente as distribuicoes de equilibrio como

I = A+ Buncia + Cu® + Duguscincis + GagCiaCis, i >0, (2.42)
3 = Ao + Cou, (2.43)

g? = H —+ Kuacia + JU2 + Quozuﬁciocciﬂa 1> Oa (244)

g8 = Hy + Jou?. (2.45)

As constantes nas distribuigoes f? e ¢ sio determinadas através da defini¢ao da densidade
e quantidade de movimento e das Eqgs. (2.39), (2.40) e (2.41).

Para incluir o efeito da interacao entre as fases e o solido é possivel introduzir um
potencial quimico externo ., nos sitios solidos. Os gradientes deste potencial quimico
criam uma forca

F, o< —pOapies, (2.46)

que pode ser incluida como um termo fonte na equacgao LBGK. Modificando o valor de
lex Para cada fase pode-se controlar a afinidade do so6lido pelas fases e obter diferentes
angulos de contato estaticos.

O termo correspondente & tensao viscosa na equagao de Navier-Stokes contém gra-
dientes da densidade e portanto o modelo carece de invaridncia galileana. Este efeito é
minimizado consideravelmente nas simulagoes de misturas binarias, para as quais a den-
sidade total é aproximadamente constante em todo o dominio. Além disso, a escolha das
distribuicoes f; e g; dificulta o ajuste das viscosidades de cada componente. Por estas
razoes, atualmente o método é pouco utilizado.

Um modelo para fluidos bicomponentes, com trés parametros de relaxacao, foi pro-
posto por Facin et al. [2004] e estendido ao tratamento de fluidos imisciveis por Santos
et al. [2003]. O modelo esta baseado em duas idéias: a decomposicao do operador de
colisao em duas parcelas, correspondentes a colisoes entre particulas da mesma espécie e
particulas de espécies diferentes e, no caso de fluidos imisciveis, a incorporacao de uma
forca anti-difusiva na direcao do vetor gradiente de concentracao.

A equacao de Boltzmann BGK para as particulas r, de um sistema de dois componentes

(r e b), & a seguinte

NI(x+c;, t+1)— N'(x, t) = Q" +Qr°, (2.47)
com
T b
O+ = =2 (N7 = NG w)) = 2 (VD= NP h), (248)
7—7’ Tm
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onde w”* & a concentracdo da espécie k, 7F e 7™ sdo os parametros de relaxacdo das

colisdes entre particulas da mesma espécie e particulas diferentes, respectivamente, e v* é
a velocidade da espécie b, modificada pelo termo anti-difusivo. Este termo esté relacionado

com o gradiente de concentracao através do vetor unitario

. s m£0
g ) W WA (2.49)
0 u” =0
b
u” = Zwr(x + ¢, t)c, (2.50)

b conservando a quantidade de movimento

utilizado para modificar as velocidades u” e u
da seguinte forma:

v’ =u’ — Aum, (2.51)
v =u" + Aum. (2.52)

Nas duas expressoes anteriores A é o fator que regula a tensao interfacial. Com isso, o
operador Q7° na Eq. (2.47), e analogamente o operador Q% tem como efeito orientar o
fluxo de particulas do tipo k na direcao oposta ao seu fluxo difusivo enquanto satisfaz,

localmente, a conservacao da massa e da quantidade de movimento total
b b
>+ =o, >4 =o, (2.53)

b
T+ + QP+ Q)e; = 0. (2.54)
i

Utilizando uma expansao de Chapman-Enskog no interior da regiao de transicao, as-
sumindo o fator de interacdo A pequeno o suficiente para considerar que produz apenas
pequenos desvios em relagao ao equilibrio e que a espessura da interface é larga o su-
ficiente, Santos et al. determinaram as equacoes de balanco de massa e quantidade de
movimento para fluidos completamente misciveis e imisciveis. Outros resultados apresen-
tados pelos autores sao a deducao analitica dos coeficientes de difusao, a viscosidade, a
tensao interfacial e a largura da interface.

A interacao entre as espécies r e b e interfaces solidas pode ser incluida no modelo
assumindo que os sitios solidos possuem uma propriedade analoga a concentragao, que
determina a afinidade do sélido por cada espécie e permite a variagao do angulo de contato
estatico. Outra vantagem deste modelo é a existéncia de trés parametros de relaxagao
independentes, o que possibilita ajustar independentemente o coeficiente de difusao e as
viscosidades dos componentes de forma simples.

Os modelos apresentados até aqui foram desenvolvidos diretamente no contexto da
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equacgao de Boltzmann para gases em rede, com pouca ou nenhuma relagao com os modelos
existentes na teoria cinética dos gases. Apods a derivagao formal da LBE proposta por He
e Luo [1997b]|, varios autores incorporaram os modelos de colisao baseados em teorias
fisicas consolidadas.

Luo e Girimaji [2003] desenvolveram um modelo baseado na teoria proposta por Siro-
vich [1962| para misturas binarias de gases com potencial de interagao de Maxwell. Neste
modelo as colisoes entre particulas da mesma espécie sao tratadas com um termo BGK,
com parametro de relaxacao constante, e as colisoes entre particulas de espécies diferentes
com uma linearizagao do operador BGK em torno da velocidade local da mistura. Esta
escolha introduz erros de primeira ordem na diferenca de velocidades dos componentes
nas equacoes de continuidade por espécie, mas mantém a conservacao da massa total. Na
implementacao proposta por estes autores os efeitos térmicos nao sao considerados e os
termos da linearizagao proporcionais as diferencas de temperatura sao excluidos. Por esta
razao, a velocidade do som dos componentes é a mesma, independente da relacao de suas
massas. Para corrigir esta deficiéncia e simular misturas de particulas diferentes usando
o mesmo conjunto de velocidades moleculares, McCracken e Abraham [2005| propuseram
um método de realocagao das distribuicoes apds a etapa de propagacao.

Um modelo similar, com operador de colisdo linearizado, foi proposto por Xu [2005].
Nas linearizacoes do operador de colisao entre espécies diferentes, usadas por este autor,
sao adotadas como velocidade hidrodinamica de referéncia a velocidade do componente
com média espacial da concentragdo maior e como temperatura de referéncia a do com-
ponente com a média espacial da temperatura maior. As distribui¢oes utilizadas neste
modelo foram obtidas pelo ajuste das constantes numa expansao de alta ordem na velo-
cidade molecular, necessarias para obter as equacoes de Euler e Navier-Stokes, em redes
sobrepostas do tipo D20Q9, iguais para cada componente.

Recentemente Asinari [2005] propos um modelo baseado na teoria de Hamel [1965] e
Morse [1964|. Embora inspirado num modelo para dois fluidos, com dois operadores de
colisao BGK, utiliza a velocidade da mistura como parametro nas distribuicoes Maxwel-
lianas dos operadores de colisao entre particulas de espécies diferentes e desconsidera os
efeitos térmicos e a relacao entre as massas moleculares dos componentes. Por esta razao
possui as mesmas inconsisténcias que os modelos propostos por Luo e Girimaji e Xu.

Em resumo, atualmente nao existe uma formulacao completamente consistente de
um modelo cinético para fluidos multicomponentes no ambito do método da equacao de
Boltzmann para gases em rede, que permita a descricao da transferéncia simultanea de

quantidade de movimento, calor e massa.



Capitulo 3
Teoria cinética dos gases

Este capitulo expoe alguns dos conceitos fundamentais da teoria cinética dos gases, que
serao empregados no desenvolvimento dos modelos LBGK para gases simples e misturas.
Deduz-se primeiramente a equacao de transporte de Boltzmann. A seguir sao apresentadas
as simetrias e propriedades do operador de colisao e as equacoes de transferéncia e balanco
de massa, quantidade de movimento e energia. A andlise multiescala de Chapman-Enskog,
utilizada para obter a solucao da equacao de Boltzmann e as expressoes para os coefici-
entes de transporte, é descrita na secao seguinte, numa forma resumida. Os detalhes se
encontram nas referéncias Chapman e Cowling [1970] e Ferziger e Kaper [1972]. A expan-
sao de Chapman-Enskog é utilizada, numa forma simplificada, na derivacao das equacoes
hidrodinamicas a partir da equacao de Boltzmann para gases em rede, nos capitulos 5
e 6. No final sao apresentados os modelos cinéticos de tipo BGK, para o tratamento de
gases simples e misturas, junto com uma discussao sobre suas variantes e caracteristicas

mais importantes.

3.1 A equacao de transporte de Boltzmann

Na teoria cinética dos gases a descricao do comportamento de um fluido é abordada em
termos de variaveis estatisticas. Considere-se um gés composto por moléculas, possivel-
mente de espécies diferentes, ocupando um volume V' no espaco de D dimensoes. O estado
deste gas pode ser descrito pela posicao e velocidade de todas as moléculas ou, estatisti-
camente, pela funcao distribuicao de particulas ou simplesmente funcao distribuicao f¢,
definida tal que f(x,c,t)dxdc é o numero esperado de moléculas do tipo a, no tempo ¢,
contidas no volume dx em torno de x, com velocidades moleculares entre c e ¢ + dc.
Assumindo que as moléculas deste gis nao possuem estrutura, se movimentam inde-
pendentemente umas das outras e seu movimento livre é interrompido apenas brevemente
por colisoes com outras particulas, pode se dizer que este gés é diluido ou rarefeito se a
energia potencial entre suas moléculas, devida a forgas intermoleculares de curto alcance

(que s6 agem no instante da colisdo) é muito pequena comparada com sua energia cinética.

22
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Na auséncia de colisoes, as moléculas do tipo a, contidas num elemento de volume
no espaco de fase dxdc, em torno de (x,c), sujeitas a uma forca externa por unidade
de massa F,, estardo, apés um instante dt, no elemento de volume dx’'dc’, em torno de
(x+cdt,c+ F,dt). O efeito das colisdes ocorridas no intervalo dt ¢ a mudanga liquida na
funcao distribuicao, ou seja o balango entre o niimero de particulas que entram e saem do
volume dxdc por causa das colisoes, representado por (%)wl dxdecdt. Apos expandir o
balanco de ntumero de particulas em séries de Taylor e tomando s6 os termos de primeira

ordem em dt, tem-se [Chapman e Cowling, 1970]

afe
ot

rovr ek v () (3.1)
col

O lado direito da Eq. (3.1) foi determinado originalmente por Boltzmann usando as

seguintes hipoteses:

e No gas rarefeito s6 sao consideradas as colisdes entre duas particulas.
e Os efeitos da forca externa F, na colisao sao despreziveis.

e Num intervalo de tempo 7% muito maior que o tempo de colisao 7. e muito pequeno
em comparacao ao tempo médio entre duas colisoes 7, a funcao distribuicao nao
muda apreciavelmente e pode ser considerada constante ao longo de uma distancia

da ordem do didmetro das moléculas.

e N3ao existe correlacao entre as velocidades das particulas antes da colisdo (Hipdtese
do Caos Molecular).

De acordo com a sua defini¢ao, o termo (%)col dxdcdt pode ser dividido em duas partes;
T ! dxdcdt, que representa o niimero esperado de colisdes com particulas de tipo k para
as quais o estado final da particula a se encontra dentro do elemento de volume dxdc em
torno de (x,c) e, T, dxdcdt, que representa o nimero esperado de colisbes com particulas
de tipo k para as quais o estado inicial da particula a se encontra no elemento de volume

dxdc em torno de (x,c). Assim,

ofe _
( o )col dxdcdt = g (TS, —T,,) dxdedt. (3.2)

A forma explicita dos termos Y, e T, pode ser obtida examinando as caracteristicas
de uma colisao binaria entre particulas de espécies a e k [Chapman e Cowling, 1970,
Ferziger e Kaper, 1972, Kremer, 2005].

Assumindo que o efeito do potencial de interacao entre as moléculas s6 é apreciavel

numa determinada distancia, alem da qual ¢ e ¢; sao as velocidades moleculares das
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espécies a e k antes da colisao, respectivamente, e que ¢’ e c¢| correspondem as veloci-
dades destas particulas apos a colisao, pode-se mostrar, usando a lei de conservacao da

quantidade de movimento, que a velocidade do centro de massa

G = j,C + ppcy, (3.3)

Ma

—Ma 6 3 massa reduzida da espécie a, permanece constante.
Ma-+mMp

onde p, =

De forma similar, é possivel mostrar, usando a lei da conservacao da energia, que o
modulo da velocidade relativa, g = ¢ — c¢1, € o mesmo antes e depois da colisao, ou seja
9=y

Do anterior se conclui que a colisao muda apenas a orientacao da velocidade relativa,
numa dire¢ao que depende do potencial de interagao entre as moléculas. Esta direcao estéa
determinada pelos angulos de espalhamento y e azimutal e.

As velocidades pos-colisionais podem ser escritas como funcao da velocidade relativa

e do vetor unitario «, na direcao da diferenca de velocidades relativas g’ — g, da forma

c=ctala-g), (3.4a)
ci=c—ala-g). (3.4b)

Estas expressoes estabelecem uma transformacao linear entre as velocidades pré e pos-
colisionais, com Jacobiano unitario, para cada combinacao de parametros G, g, x e €
[Ferziger e Kaper, 1972, Kremer, 2005|.

Considerando a particula de tipo a como fixa na origem de um sistema de coordenadas,
o numero esperado de moléculas de tipo k contidas dentro de um cilindro de colisao,
representado na Fig. (3.1), é f*(x, cy,t) gbdbdedc,dt, onde b é o parametro de impacto,
ou seja a distancia entre um eixo paralelo a g que passa pela origem e a assintota da
trajetoria.

Admitindo que nao existe correlacao entre as velocidades das moléculas dos tipos a e

k, antes da colisao, o nimero esperado de colisdes é dado por
f*(x,c,t) f*(x,c1,t) gbdbdede;dedxdt. (3.5)

Para calcular o nimero de moléculas que adquirem a velocidade c apo6s o tempo dt,
considera-se a colisdao inversa ou restitutiva, ou seja aquela cujas velocidades iniciais sao ¢’
e ¢ e cujas velocidades finais sdo ¢ e ¢;. Se admitimos que neste caso tampouco existem
correlagoes entre as velocidades das particulas, o ntimero esperado de colisoes que tem
como estado final uma particula de tipo a, no elemento de volume dcdx em torno de

(x,c¢), é dado por
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Figura 3.1: Detalhes de uma colisao binéria.

f*(x,c,t) f¥(x, ¢, t) gbdbdede,dcdxdt. (3.6)

Na equacao anterior foi utilizado o fato do Jacobiano da transformacgao das velocidades pré
e pos colisionais ser unitario, por tanto dedc; = dc’dc. O valor da taxa de mudanca na
funcao distribuicao é obtido apds integrar em todas as possiveis velocidades da particula
incidente, angulos azimutais e parametros de impacto. A equacao resultante é a equacao

de transporte de Boltzmann para misturas de gases rarefeitos®,

aflz a a __ > o ¢ la plk a rk
N i A _;/m/o /O (1™ = fof*) ghdbdede,,  (3.7)

tendo como caso particular a equacao de Boltzmann para um géas simples

a %) 27 d

a—{+c-Vf+F.vcf:/ / / (F'f — F1) gbdbdedey, (3.8)
—o0 J0 0

onde a identificacao do tipo de molécula foi omitida e o subindice 1 se usa para distinguir

as propriedades da molécula incidente. Estas equacoes se encontram escritas, freqiiente-

mente, em funcao da secao diferencial de choque 0., que relaciona o fluxo de moléculas

incidentes com o ntimero de moléculas espalhadas na direcao do elemento diferencial de

angulo solido df2. Desta forma, as equagoes (3.7) e (3.8) podem ser expressadas alterna-

'Por comodidade foram usadas as seguintes abreviagoes f* = f%(x, c, t), f'* = f*(x,c', t), fF =
fF(x, e, t)e fF=fF(x,ch, t)
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tivamente como

a a la £/ a
6{;+c.vfa+Fa.vcfa:Zk ///(f P ) o dQder, (3.9)
0
a—f%—c-Vf%—F-ch:///(f’f{—ffl)gadﬂdcl. (3.10)

3.1.1 Propriedades do operador de colisao

Nesta secao sao apresentadas as simetrias do operador de colisao que serao usadas na
derivacao das equacoes macroscopicas e na prova do teorema H. Considerando que 1, =
Y, (x,¢,t) seja uma propriedade definida para cada componente da mistura, a taxa de
variacao da propriedade v,, devida as colisoes, é obtida multiplicando o operador de
colisao J* =), J% por 1), e integrando em todas as possiveis velocidades da molécula

da espécie a,

Z/J(f“,f’“) Py de = Z/(f’af’k — f*f*) gbip, dbdede; de. (3.11)
k k

Nesta expressao é possivel trocar as variaveis pré-colisionais pelas poés-colisionais e
vice-versa sem mudar o valor das integrais, ja que, pelas propriedades da colisao binaria,

os diferenciais nas duas integrais sao equivalentes. Assim,

Z/J(fa,fk) Y, de = Z/ (Ff" = ff™) gby, dbdedc)dc’. (3.12)
k k

Somando as expressoes equivalentes, Eqs. (3.11) e (3.12), e promediando, tem-se

Z/J (£, 1*) Yade = %Z/ (Ff™ — f2f*) gb (g — ) dbdedeide.  (3.13)
k k

A taxa de variacao total da propriedade ¢, devida as colisoes, é a soma das taxas de
variacao das propriedades 1, de todas as espécies da mistura. Usando a Eq. (3.13) esta

taxa de variagao é dada por

Z/J (f% f*) 1o de = %Z/ (ff™ = f*f*) gb (e — 1)) dbdedeide, (3.14)
a,k a,k

onde a troca das propriedades da espécie a pelas da espécie k e vice-versa nao mudam o

valor da expressao, por serem estes indices livres. Assim,
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1
Z/J (£, f") Yade = 5 Z/ (ff" = £f*) gb (Y — ¥}) dbdederde  (3.15)
a,k a,k
e, somando as duas expressoes anteriores e promediando,

S [0 vade = 30 [ (o0t = ) gb v~ 0) dbdedede,
a,k a,k
(3.16)

Isolando o termo J“, que representa as colisoes entre particulas do mesmo tipo, no
operador de colisao na Eq. (3.13) e transformando as velocidades ¢; — c e ¢} — ¢/, ou
seja, trocando a identidade das moléculas alvo e incidente, o que nao muda o valor da

integral, tem-se

[ e =5 (g8 = g7 gbta — vly) dbdedende, (37

[ revade =3 [ (g = 1250 gb Wt b = v vly) dbdedende. (38)

As equagoes (3.16) e (3.18) sao nulas, independentemente dos valores das distribui¢oes f¢

e f*, quando a relacdo

Vo + Vi = V), + P}, (3.19)

é valida para todas as colisoes.

As fungoes que satisfazem a Eq. (3.19) para todas as combinagdes de moléculas a

1

2 . ~
; 3MaC } e suas combinacoes

e k sao os chamados invariantes de colisao v, = {ma, m,C

lineares.

3.2 Equacoes macroscopicas ou hidrodinamicas

Para conhecer as equagoes de transporte das grandezas macroscopicas, que dependem
apenas da posi¢ao e do tempo, é necessario realizar uma integracao em todo o dominio
de velocidades moleculares. Se a equacao de transporte de Boltzmann, Eq. (3.7), é
multiplicada por uma grandeza 1 (x,c,t), que representa uma propriedade microscopica
definida para cada espécie, e integrada em todo o espaco de velocidades ¢, obtém-se ap6s

alguns arranjos a equacao de transferéncia para 1,

v, o
ot 0T,

(Vo tge + Poo) = Supr, + Prod,, (3.20)
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onde ¥, é a densidade da grandeza transportada, ®,, sua densidade de fluxo na direcao

a, Supr, a densidade de suprimento devido & forca externa e Prod, o termo de producao?;

\pa_/wadc, (3.21)
&, — / b Clo fodc, (3.22)
Supr, = /Faag%fadc, (3.23)

0 0
Prod, = / (8_1? + Ca &Z’i) f@de+ zk:/ (f’“f’k - f“fk) ag9bdbdedcdc. (3.24)

Nas expressoes anteriores C, é a velocidade peculiar, definida como C, = ¢ — u,, onde

u, ¢ a velocidade hidrodinamica da espécie a, definida na secao 3.2.2.

3.2.1 Equagoes macroscépicas para um gas ideal simples

As equacoes de transferéncia dos invariantes de colisdo sao as equacoes de balanco dos
momentos macroscopicos (nos quais foi omitida a identificacdo do tipo de molécula);
densidade de massa p, velocidade hidrodinamica u e densidade de energia F, definidos da

seguinte forma:

p(x, 1) = / mf(x,c,t)de, (3.25)

p(x, E)u(x, t) = / mef(x, ¢, 1) de, (3.26)
(3, D E(x, 1) = / %mc2 F(x,c.t)de = %mﬂ + pe, (3.27)
p(x, D)e(x, 1) = / %mC’Q F(x,c,1) de, (3.28)

onde C = c — u é a velocidade peculiar e € é a energia interna. Os momentos de ordem
superior da velocidade peculiar, que aparecem no desenvolvimento do termo ®,, sao o

tensor pressao

Mop(x,t) = /mC’aC’gf(x,c,t) de, (3.29)

2A convencao de soma nos indices repetidos é utilizada apenas para os subindices em letras gregas. A
notacgao vetorial é empregada conjuntamente com a indicial onde permitam maior clareza.
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e o vetor fluxo nao-convectivo de energia

Jo(X,1) = %/mC’QC’af(r,c,t) de. (3.30)

Substituindo ¢ pelos invariantes de colisdo na equacao (3.20), obtém-se, ap6s mani-
pulacoes algébricas, as seguintes equacgoes:
e ) = m: continuidade
dp  O0pug
ot 0w,

=0, (3.31)

e 1) = mc,: balango de quantidade de movimento

Opu, 0
. a Ha - Fa = U, 3.32
5 ar; (puaus +1ag) — p 0 (3.32)

e ) = 2mc?: balanco de energia

0 1, 0 1,
il z — - o+ qo + 11, — pFu, =0. (3.33
2B 1) bl b))t
Estas expressoes podem ser manipuladas para obter equacoes de transporte para a veloci-
dade e a energia interna. Utilizando a equagao da continuidade (3.31) é possivel escrever

a equagao (3.32) como

Ou,, o %+ 0l
at p ﬂ&l’ﬂ 8135

p — pF, = 0. (3.34)

De forma analoga, utilizando a equacao (3.32), multiplicada por u,, e a equacao da
continuidade, para simplificar termos na equagao (3.33), obtém-se as equagoes

Ope Oua

0
W + a—% (psua + ch) + Ha/g 8375 =0, (3.35)
e Je  0q, Oty
— —t — + I, 3— =0. .
Pot Pt 0z, * 0xq T Hos Oxg 0 (3:36)

Nas equagoes (3.32) e (3.33) o tensor pressao Il,5 e o vetor fluxo nao-convectivo de
energia g, podem ser identificados, por comparacao direta com as equagoes de movimento,
derivadas das teorias fenomenologicas, com o tensor tensao viscosa e o vetor fluxo de calor,
respectivamente [Batchelor, 1967]. A energia interna de um gas ideal monoatomico esta
relacionada com a temperatura através da equacao de estado térmica, que para o caso do
gas ideal cléssico tem a seguinte forma
DkT
e=5 (3.37)

onde k é a constante de Boltzmann e T a temperatura.
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3.2.2 Equagoes macroscOpicas para uma mistura de gases ideais

No caso de misturas de gases ideais sao usadas duas formas para escrever as equacoes de
transferéncia dos invariantes de colisao, dependendo da velocidade hidrodinamica utili-
zada para calcular a velocidade peculiar. A primeira utiliza a velocidade peculiar C, para
calcular os termos da equacao de transferéncia por espécie, cujos momentos hidrodinami-
cos, densidade de massa, velocidade hidrodinamica da espécie e densidade de energia da

espécie, sao

Pa(X, 1) = /maf“(x, c,t)dc, (3.38)
Pa(X, t)u,(x, 1) = /macfa(x,c,t) dc, (3.39)
1 2 ra 1 2
Pa(X, 1) Eq(x,1) = 5/MaC fi(x,c,t)dc = 5Palla + PaCas (3.40)
respectivamente, com
1 2 ra
Pa(X,1)eq (X, 1) = §maCaf (x,c,t)dc. (3.41)

A energia interna da espécie a estd relacionada com uma temperatura efetiva T,

definida como

2 My,
T, = —= , 3.42
Dk (3.42)
e com a pressao efetiva p,, de acordo com
2 (3.43)
a = = Paka- .
p DF
O tensor pressao da espécie a esta definido como
Hoap(x,t) = /maCaaCagfa(x,c,t) de, (3.44)
e o vetor fluxo nao-convectivo de energia da espécie a como
1 2 a
Qoo (X, 1) = 3 maCsC0 f4(r, c,t) de. (3.45)

A formulagao anterior, sugerida por Goldman e Sirovich [1967], é util quando é preciso
obter propriedades macroscopicas da mistura a partir das propriedades dos componentes,
como no capitulo 6.

Substituindo ¢ pelos invariantes de colisdao, na equacgao de transferéncia, obtém-se a
equagao da continuidade da mistura e, para as grandezas nao conservadas por espécie,

quantidade de movimento e energia, as equacoes de balanco por espécie:
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e ) = m,: continuidade

0pa . Opaliaa
+ =0, 3.46

ot 0x, ( )

Somando as equacoes de todas as espécies obtém-se a equacao de continuidade da mistura?

@ Opug,
ot 0%,

=0, (3.47)

onde
p= Z Pa e Pl = Z Pallaa- (3.48)
® ) = myc,: balanco de quantidade de movimento

a a*rax a
Pat + — (Patiaatiap + Hoap) — paFua = Z / J%*mgc, de, (3.49)
k

(?t 81:/3

e 1) = 3muc*: balanco de energia

0 ot 224+ 2 S + (oo + 11
a a SU a a SU Uga ao aaBUq

1
— paFoatian = E /Jak;mac2 de. (3.50)
k

Por simplicidade sera considerada apenas uma mistura binaria. Para este sistema, so-

mando as equacoes de balanco da quantidade de movimento dos componentes a e b,

tem-se 9 9
s
a9 e ap) = patoa Fon 3.51
onde
_ PaPb
Hag = Haaﬁ + Hba,@ + (uaa — uba) (Uag — Ubg) . (352)

No caso da soma das equagoes de balanco da energia obtém-se a expressao

0 1 0 1
5 {p (5 + §u2>} —|—% {p (8 + §u2> U + Qo + Uoptis| = paFuatian+ poFoative, (3.53)

onde

PE = PuEa + PrEp + p;zb (u, — ub)2 , (3.54)

3No restante do texto, quando uma grandeza microscopica apareca sem a identificacdo da espécie,
deve-se entender que tal grandeza se refere a um gés simples ou entdo a uma mistura de gases.
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do = Gaa + Qba + (%Haaﬁ - %nakTaéaﬂ - %Hbaﬁ + %nkab(sOéﬁ) (uaﬁ - ubﬂ)

D +2 a D +2)n,
+( ;— )an o (mb - ma) (Uaa - uba) + %%k’ (Ta — Tb) (uaa — Uba)
2 2
PaPb [ Po — Pp (D + 2) NaNp 9
_I_ 2p ( p2 o D np (mb - ma) (ua - Ub) (uaa - uba) . <355>

Em geral, os termos de fluxo podem ser calculados fazendo a equivaléncia entre os
termos nas Eqs. (3.33) e (3.32) e as somas dos termos dos componentes, por se tratarem
de equacoes lineares.

A segunda forma, e mais freqiientemente usada, de expressar as equacoes de balanco da
mistura usa a velocidade peculiar com referéncia a velocidade hidrodinamica da mistura,
Eq. (3.48), para calcular o tensor pressao e o fluxo ndo-convectivo de energia [Chapman

e Cowling, 1970, Ferziger e Kaper, 1972]. A equacao de balango da massa é, neste caso,

aa aauOé 8.(1&
P, Opatla _ 0]

= 3.56
o " om,  on. (3.56)

onde j,o ¢ 0 fluxo massico difusivo da espécie a
jaa = Pa (uaa - ua) s (357)

que satisfaz a relacao

> Jaa = 0. (3.58)

As equacoes de balanco da quantidade de movimento e de energia sao idénticas as Eqgs.
(3.51) e (3.53), com a energia interna da mistura, o tensor pressao e o fluxo ndo-convectivo

de energia dados por

1
pe = Z / faéman dc, (3.59)
Mg = » / f¥maCyCjdc, (3.60)

1
o = Z/faﬁmaCQCa dc, (3.61)

respectivamente. A relacoes anteriores serdao usadas no calculo dos coeficientes de trans-

porte na analise de Chapman-Enskog da secao 3.4 e do capitulo 6.



Teoria cinética dos gases 33

3.3 Equilibrio e o teorema H

O teorema H de Boltzmann estabelece que, a funcdo H definida como
=> / f%In f* dedx (3.62)

é sempre decrescente no tempo, 4 LS 0, e que = (0 se eso6se f*éa funcao distribuicao

v dt

de Maxwell-Boltzmann com a velocidade hldrodmamlca e a temperatura da mistura.
Assumindo uma mistura de gases rarefeitos, contida num recipiente de paredes per-

feitamente lisas, na auséncia de forcas de corpo, a equacgao de transferéncia (3.20) para a

grandeza ¥, = In f* + 1 é:

i /(lnfa+1)f“cadc:

(e}

%/(Inf“rl)fachr

afe  of
/ (5; Cas )d +Z / (Ff™ = £f%) (n £ 4 1) gbdbdedcyde.  (3.63)

Somando as equacoes de transferéncia de todas as espécies, e levando em conta que

as constantes sao invariantes de colisao, tem-se

H H, 1a £1k
837 ax =——Z/ (fef* = fof") n J;ﬁkgbdbdedcldc (3.64)

onde a Eq. (3.16) foi usada para escrever a integral no termo de producao,

H= Z/f“ In f*dc (3.65)

Hy=>_ / f%In fec, dc. (3.66)

Integrando a expressao (3.64) na regido R, limitada pela superficie do recipiente OR,

obtém-se, pela aplicacao dos teoremas de Reynolds e da divergéncia,

dH
+ (Ha — HUOa) dSa =
dt OR

- —Z / (ff* =) n e bdbdede;dedx < 0, (3.67)
Fa fk g 1
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onde ug ¢é a velocidade do contorno e dS, é um elemento diferencial de superficie apon-
tando para fora. Num recipiente de paredes lisas, a fun¢ao distribuicao, perto da parede,
satisfaz a relacao f¢ (CH, c J_) = f¢ (c”, —c J_), ou seja, por causa da reflexdo especular,
a particula muda apenas o sentido da componente da sua velocidade perpendicular a pa-
rede, o que anula a integral (3.66). Assumindo também um recipiente estatico, o segundo
termo do lado esquerdo da Eq. (3.67) é nulo. Os integrandos no lado direto da equagao

(3.67) sao sempre positivos, e nulos apenas quando
f/af/k o fafk: — O, (368)

ou, o que é equivalente
In 4 1n f% = In f* + In f*. (3.69)

O resultado anterior indica que H é uma funcdo que nio se incrementa com o tempo e
que tende a um valor finito para o qual % = 0. Isto acontece quando a quantidade In f é
preservada pelas colisoes, e pode ser escrita como uma combinacao linear dos invariantes
de colisao: massa, quantidade de movimento e energia cinética. A funcao distribuicao que
satisfaz a Eq. (3.69) para todas as combinagOes de espécies, sujeita as relagoes (3.48) e

(3.59), é a funcdo de equilibrio de Maxwell-Boltzmann

e = p, (QZZT)DH exp <—2ﬂ;—% (c— u)2> . (3.70)

Um gas diluido, inicialmente em condicoes arbitrarias, evoluird de forma a atingir um
estado descrito pela distribuicao de Maxwell-Boltzmann, ap6s um tempo suficientemente
longo. Fungbes com a forma da Eq. (3.70) sdo chamadas de Maxwellianas. A fungao
distribuicao de Maxwell-Boltzmann anula cada um dos operadores de colisao J% e cor-
responde a solucao da equagao de ordem zero na expansao de Enskog-Chapman, como

serd visto na secao seguinte.

3.4 Analise multiescala

Para completar o desenvolvimento explicito das equacoes de balanco apresentadas na
secao 3.2 é necessario relacionar o fluxo nao-convectivo de energia e o tensor pressao com
as variaveis hidrodinamicas ou, mais especificamente, com os seus gradientes, na forma
das chamadas equacoes constitutivas. Esta relacao é estabelecida através do método de
Chapman-Enskog [Chapman e Cowling, 1970].

O proposito da expansao de Chapman-Enskog é obter um tipo particular de solucao
por aproximacoes sucessivas para a equacgao de transporte de Boltzmann, que depende
do tempo apenas através da densidade, velocidade e temperatura (varidveis macrosco-

picas ou hidrodinamicas) e cuja integracao fornece formas explicitas dos coeficientes de
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transporte (coeficiente de difusao, viscosidade e condutividade térmica), como func¢do das
propriedades termodinamicas e moleculares.

A solucdo das equacdes hierarquicas fornecidas pelas aproximacoes estabelece uma
ponte entre a equagao de transporte de Boltzmann e a hidrodinamica descrita pelas equa-
coes de Navier-Stokes-Fourier. Embora a solucao das equagoes de baixa ordem seja su-
ficiente para obter a descricao termohidrodinamica de um gas rarefeito, a seguir sera
apresentado o procedimento genérico de derivagao, primeiro para um gas simples e depois

para uma mistura de gases.

3.4.1 Meétodo de Chapman - Enskog para um gas simples

Para simplificar a nomenclatura pode-se reescrever a equagao de transporte de Boltzmann

como
of
En +Df=J(f, f) (3.71)
onde
Df=(c-V+F-V,)f, (3.72)

J(f, 9) / / / #'d, — fa1) gbdbdede,. (3.73)

Antes de expandir a solucdo da equacao é necessario conhecer a ordem de grandeza
de cada um dos seus termos. Se ¢ ¢ o tempo caracteristico da variacdo das grandezas
macroscopicas, L é o comprimento macroscopico caracteristico, tal que L ~ O(¢/ |V o),
onde ¢ é uma propriedade macroscopica do escoamento, e ¢ é a velocidade molecular
media, os termos do lado esquerdo da equacao de Boltzmann sao das ordens

8f of
ot~ (27, Ca 0,

~ O(feL™). (3.74)

A integral do lado direito da equacao envolve fatores das seguintes ordens; f bdb ~ O(d?),
onde d é o diametro molecular, [ fdec ~ O(n) e g ~ O(¢). Usando a estimativa da

freqiiéncia de colisao para esferas rigidas para relacionar o diametro molecular com o livre

T -1 : .y -
percurso médio [ ~ O (d?n)”" e definindo o tempo médio entre colisdes como 7 = L a

¢’

equagao de transporte de Boltzmann (sem o termo de forga) passa a ser, em variaveis

adimensionais,

of
E+——c Vf= J(f, f). (3.75)

Assumindo que os fatores % e % sao da mesma ordem de grandeza e que o termo de
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forca é da mesma ordem dos termos a esquerda [Cercignani, 1990], tem-se

of

S eDf=2I( f) (3.76)

onde o parametro €, proporcional ao nimero de Knudsen (Kn = [/L), servira para iden-
tificar a ordem de grandeza relativa dos termos das séries utilizadas no desenvolvimento

do método. A funcao distribuicao é aproximada pela expansao

F=fO L efW) 4 2p@ 4 35®) L (3.77)

sujeita as restricoes

/ FO de = n, (3.78)

%/f(o)c dec = u, (3.79)

% / f<0>%02 de = kT, (3.80)
1

/f(” c pdc=0, (VI#0). (3.81)
2
C

Como foi assumido no comeco, a funcao distribuicao depende do tempo através dos

momentos hidrodindmicos e suas derivadas espaciais. Assim,

of 0fdp | Of dus  OfOT

ot Opot  Ou, Ot 9T o’ (3:82)
of af© afm B
8_X - ( X + € OX + - ) X = (p>ua7T)' (383)

Substituindo f na equacao de transporte de Boltzmann, obtém-se as seguintes equacoes

de transferéncia para a massa, quantidade de movimento e energia:

dp | O(pua)
ot + 0x,

Ouy, Oug\ i
(8t T, >_ ZO

KT — ORT\ 2=, (04  ou, 0
p (W—i_uﬁ@_xﬁ) = —EX;E ((%a &Eﬁﬂ (3.86)

=

=0, (3.84)

)

(3.85)
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onde

1), = m / fOC.Code e ) = % / F0C,C2 de. (3.87)

Para agrupar os termos na expansdo de forma que a aproximacao de ordem (n) dependa
unicamente de aproximagoes de ordem inferior e eliminar a dependéncia entre as derivadas
temporais da velocidade e da temperatura e os fluxos Il,3 e g,, que s6 poderiam ser
calculados quando f fosse conhecida, define-se o operador 2 5; como a série infinita de
operadores

Oy O 50
8_+6§+ 8t+ (3.88)

0
ot
que aplicado & expansao de f |

Of (9, O 50 0 4 ) o 242
§_<8t+ €5 T € 8t+ )(f +ef+eEfB 4., (3.89)

conduz a um conjunto de equacoes, sujeitas a

dop  O(pua) p

o ¢ a0 (20 (3.90)
Dol Oy, 1 31_[(0 Oug, 1 6‘Hﬁf}3
ot “ﬁaxﬁ Tl ) 8:1:5 ¢ ot p Oxg (t>0), (3:91)
kT OkT QJiMO 2 1 9ug (o)
=y s 220 2 0 92
ot e drs Dpdr, Dpdzy o (3.92)

okT 21 (0¢V  Ou,
_ =21 ey .
ot <8xa " oz, (1>0)

O termo de colisao definido na equacio (3.73) pode ser escrito como:

f)= 3 fj fj IO, ), (3.93)

=0 m=0

JOGFO O 0y = Z J(FO, FO, (3.94)

r4s=I

e, substituindo as expressoes anteriores na equagdo de transporte de Boltzmann (3.71),

obtém-se 9 5 0,
I - 1 O L ¢ fD) 4 2p@) o ...
Kat+ 8t+68t+ >+D} (fO+efM+ef® ...

_1 [J(O)(f(0)> + EJ(l)(f(O),f(l)) + €2J(2)(f(0),f(1), f(2)> T } -0 (3.95)

€
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As funcoes fU sio definidas de forma que os coeficientes de cada poténcia de € na

equagao (3.95) se anulem por separado. O conjunto destas equagoes é:

Q JO(f0), f0) =g

(1) b+ DfO = JO(FO, )
(3.96)

2 B4 D (o o o)

A enésima equagdo envolve apenas termos com super-indices menores ou iguais a (n),
por tanto é possivel resolver estas equacoes sucessivamente, partindo da solucao de ordem
zero. Na pratica a aproximacao de primeira ordem prediz adequadamente os resultados
experimentais [Chapman e Cowling, 1970].

A solucgao de ordem zero é, de acordo com as conclusoes obtidas na secao 3.3,
FO = (n,w, T, (3.97)

e as equacoes de transferéncia dos seus momentos equivalem as equagoes da continuidade
e de FEuler da mecanica do continuo.

Assumindo f) = O g equacio de primeira ordem é uma equacdo integral ndo-
homogénea em &), cuja solucio depende do potencial de interacao entre as moléculas. O
operador do lado esquerdo desta equagao pode ser escrito, usando as rela¢oes Eqs. (3.82),
(3.90), (3.91) e (3.92), como

0o f© mC? D42 olnT m 1 Oug
DO _ O _ m e
o TP =TT\ T T ) Ceran, T \GeGr T 0 ) 5|

(3.98)
o que determina a forma geral de ®(). Solucdes aproximadas desta equacdo, para va-
rios tipos de potenciais de interagao, e detalhes dos métodos empregados para obté-las,

encontram-se em Chapman e Cowling [1970] e Ferziger e Kaper [1972].

3.4.2 Método de Chapman - Enskog para uma mistura de gases

Uma analise de ordem de grandeza, analoga a apresentada na se¢ao anterior, para uma

mistura binaria de gases ideais fornece

afa a_i a fra i a rb
S+ D= (" )+ = ), (3.99)
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onde os parametros €,, € €4, representam a relacao entre as freqiiéncias de colisao de mo-
léculas da espécie a com moléculas das espécies a e b, respectivamente, e uma escala de
tempo caracteristica das variacoes das propriedades macroscopicas. Dependendo da rela-
cao entre as massas dos componentes e das concentragoes, um dos operadores de colisao
serd, dominante e seu efeito considerado como de ordem zero na analise por aproximacoes
sucessivas. Tal é o caso de misturas de gases com massas muito diferentes. Por outro lado,
se as massas e as concentragoes sao similares, os parametros possuem a mesma ordem de
grandeza, €,, ~ €4 ~ €, como é assumido no método de Chapman-Enskog convencional.
Neste trabalho estamos interessados apenas na modelagem de fendmenos com misturas
com diferencas de massas moleculares de uma ordem de grandeza ou inferiores, em condi-
¢oes moderadas, pelo qual o método de Chapman-Enskog sera utilizado na derivagao dos
coeficientes de transporte.

Escrevendo as fungoes distribuicao em expansoes analogas a Eq. (3.77) e o operador

derivada temporal na forma da Eq. (3.88), obtém-se, nas duas primeiras ordens,

(0) JO(fe0), pa(0)) 4 JOI(fa© 20y =
(1) 0/°0 | P pal0) = JA)(fa(O) fald)) (3.100)

_|_J(1)(fa(1)7 fa(U)) + J(U(fa(o)’ fb(l)) + j(l)(fa(l), fb(0)>.

A solucao da equacao de ordem zero é a distribuicao Maxwelliana com as propriedades

locais da mistura, ou seja,
/f“(o) de = /f“ de = ng, (3.101)
Z / f“(o)mac de = Z / f*mgcdc = pu, (3.102)
> / FOm,C?de =Y / f%m,C? de = DnkT, (3.103)
/fa“) de=0 (VI#£0), (3.104)

Z/fam{ m“; } de=0  (VI#0). (3.105)

De maneira anéloga a como foram obtidas as equacoes de balanco para o géas simples,

é possivel obter um conjunto de equagdes na forma das Eqs. (3.56), (3.51) e (3.53), onde

Joo = Y € /maf“(”Ca dc, (3.106)
=0
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Mo =» €Y / maf Y C,C5dc, (3.107)
=0 a

= 1
Gou =) € Z/f“imaOQCa de. (3.108)
=0 a

Usando a decomposi¢ao do operador derivada temporal, Eq. (3.88), e estas restri-
coes, obtém-se uma expressao para o termo advectivo na equagao de primeira ordem de

Knudsen, dado por

0o f0) mC?  D+2 oOlnT m 1 ou n
D a(0) — © = a4~ e « - A 2504 = _daa
ot +Df / 2kT 2 ¢ 0T + kT CaCs DC p 0z + Ng ’
(3.109)
onde p = nkT e o vetor forca difusiva é
0 [ng Ng  pPa\ Olnp

P M) (Ma _ Pa , 11

“ axa(n)+(n p) 0z, (3:110)

As equagoes integrais (3.100) podem ser resolvidas usando técnicas similares as em-
pregadas no caso do gas simples. O resultado deste processo sao as equagoes de balanco
de massa, de quantidade de movimento e de energia, com seus coeficientes de transporte

[Chapman e Cowling, 1970, Ferziger e Kaper, 1972].

3.5 Modelo de colisao BGK

Dada a enorme dificuldade introduzida na solucao da equacao de transporte de Boltzmann
por causa do operador de colisao integral, foram desenvolvidos alguns modelos cinéticos
relativamente simples para este operador. Estes modelos devem possuir as caracteristicas
mais relevantes do operador de colisao integral, tais como, a conservagao dos invariantes
de colisao e, em alguns casos, a existéncia de um teorema H. O mais conhecido dos
modelos é o modelo de colisato BGK, proposto por Bhatnagar, Gross, e Krook [1954].
O operador de colisao BGK expressa a mudanca liquida no nimero de particulas como
sendo proporcional & freqiiéncia de colisao e a diferenca entre a funcao distribuicao e a
distribuicao Maxwelliana local. Para derivar o modelo, o operador de colisao é dividido
nas integrais T~ e T, definidas na secao 3.1. Na primeira delas, a fun¢ao distribuicao
das particulas alvo nao depende do processo de integracao e, conhecendo a lei de interacao

entre as moléculas, a freqiiéncia de colisao poderia ser calculada. Assim,

—f/flgbdbdedcl = —fny, (3.111)
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onde v é uma funcao que, em geral, depende da temperatura.

O modelo assume que as moléculas que entram no elemento diferencial de volume
no espaco de fase o fazem com uma distribuicao Maxwelliana com os valores locais da
densidade, velocidade e temperatura, de modo a satisfazer a conservagao dos invariantes
de colisao. O resultado da segunda integral é entao substituido pela freqiiéncia de colisao,

multiplicada pela distribuicao Maxwelliana local

/f’f{gbdbdedcl ~ nvfUD, (3.112)

para obter o modelo
Jpar = nv (fM — f). (3.113)

De acordo com as teorias dos fendmenos de transporte baseadas no livre percurso médio
e de célculos aproximados para varias leis de interacao, v é uma funcao da temperatura T’
e, em particular, é constante para potenciais de interacao de Maxwell, ou seja, aquele com
D ~ %4, sendo r a separagao entre as moléculas [Ferziger e Kaper, 1972, Morse, 1963].
Levando-se em conta que em alguns problemas os gradientes de densidade de ntimero
de particulas e de temperatura nao sao apreciaveis, a freqiiéncia de colisao nv pode ser
assumida como constante.

O modelo BGK possui um teorema H local, facilmente verificdvel. A condicao

/ Jpar In fde = nv ln% (f™ — f) de + / JparIn fM de <0, (3.114)

é satisfeita sempre dado que a segunda integral é nula, posto que In f*) é uma combinacio
dos invariantes de colisao e a expressao In i(y — x) é ndo-positiva e nula apenas quando
T =1y.

O método descrito na secao 3.4 se aplica igualmente as equagoes de Boltzmann com
modelos cinéticos. No caso do modelo BGK, a solucao da equagao de primeira ordem
em Knudsen é consideravelmente simplificada, ja que na aproximacdo f = f© 4+ ef() a

correcao de primeira ordem pode ser escrita explicitamente como

1 mC? D+2\0lnT m 1 ou

m_of; L _ m Ll o
= {1 » {C“(QkT 2 ) ore KT <C“Oﬂ p¢ 5“5) axﬁ”‘
(3115)

Usando esta expressao para calcular o tensor pressao e o vetor fluxo nao-convectivo

de energia, de acordo com a suas defini¢oes, tem-se

v

B B ET (Oun Oug 2 Ou,
Haﬁ(X, t) = /mC’anf(X,c,t) dC = péaﬁ (8xﬁ + axa Dax,y 5aﬁ> s (3116)
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(D +2) K*T 0T
2 mv Oz,

Ga(x,t) = %/mCQCaf(r,c,t) de = — (3.117)

respectivamente, onde os coeficientes de transporte, viscosidade e condutividade térmica,

estao dados por

kT
D +2) kT
k= %’:n—y (3.119)

O modelo BGK fornece resultados aproximados, adequados para muitos tipos de pro-
blemas, embora o valor da constante v, ajustado com base em dados experimentais, nao
permita a escolha independente da viscosidade e da condutividade térmica. Esta carac-
teristica faz com que o modelo possua um nimero de Prandtl, Pr = ne,/k = 1, fixo e
diferente daquele obtido através da andlise de Chapman-Enskog para o operador de coli-
sao original; Pr = 2/3. Apesar destes inconvenientes e de ser altamente ndo-linear, por
causa da dependéncia entre a funcio f™) e os momentos de f, o modelo BGK & muito
utilizado, devido a que facilita a solucao analitica de problemas em configuragoes simples
e também constitui a base da grande maioria das abordagens numeéricas para solucao da
equacao de transporte de Boltzmann.

Além do BGK existem outros modelos cinéticos mais elaborados, baseados na lineari-

zagao da equacao de Boltzmann, como o proposto por Gross e Jackson [1959]

3.6 Modelos cinéticos para misturas

A modelagem de processos dinamicos em misturas é consideravelmente mais complicada
que a de gases simples, pelo fato de envolver diversos processos de equilibrio acontecendo
simultaneamente. Estes processos podem ser classificados em dois tipos: a aproximacao
da funcao distribuicao de cada espécie a uma distribuicao Maxwelliana local e o equilibrio
das propriedades macroscopicas de todas as espécies.

Dependendo da relacao entre as massas, os processos podem acontecer em escalas de
tempo muito diferentes, comecando pela Maxwellizacao da espécie mais leve e, em deter-
minadas circunstancias, podem nao acontecer completamente, como no caso de misturas
de fons e elétrons. Uma estimativa da escala da Maxwellizagao é dada pelo tempo reque-
rido para tornar isotropico o tensor tensao ou nulo o vetor fluxo de calor de cada espécie.
Ja a escala representativa do processo de equilibrio pode ser estimada através do problema
de relaxacao homogénea, ¢ dizer, a diminuicao com o tempo da diferenca de velocidades e
temperaturas, numa mistura homogénea. A maioria dos modelos cinéticos para misturas
se baseia na descricao qualitativa destes processos.

O primeiro modelo para misturas foi proposto por Gross e Krook [1956]|. Neste modelo,

cada integral de colisao é aproximada por um operador BGK com uma funcao distribuicao
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Maxwelliana

Fo0) To) ma )7 Mo (€ — Ua)” (3.120)
abs Waby Lagb) = MNg, € - 5 .
flaby Hab b \ or kT, *P 2% T,

cujos parametros macroscopicos, que por compatibilidade com a literatura sao chamados
de densidade, velocidade e temperatura, sao obtidos como combinacoes lineares das pro-
priedades de cada espécie, restritas pelas equagoes de conservacao e a solucao do problema

de relaxacao homogénea, quando t — co. A equagao para a espécie a é

ofe
ot

+e- VI = Jiek + Tpar (3.121)
com

JgaGK = NglVaa (fa(]V[) (nam Ugq, Taa) - fa) € ngGK = NpVap (fa(M) (naba Ugp, Tab) - fa) .
(3.122)

Para satisfazer a equacao de conservacao da massa, o nimero de colisoes entre espécies
deve ser igual e portanto v,, = vp,. Os parametros do operador de colisao entre moléculas
da mesma espécie correspondem as propriedades macroscopicas dessa espécie, ngg = N,
Uy, = u, e Ty, = T,. A velocidade ugy, é a media das velocidades das espécies, ponderadas

pelas massas moleculares reduzidas,
Ugp = HgUq + HpUyp, (3123)

a densidade de nimero de moléculas n,, é a mesma da espécie a e a temperatura Ty, é

iy (Mg + myp)

i (u, —w)*|,  (3.124)

Tab = Ta + Lafby 2004 (Tb - Ta) + Qgp (2 - Oéab>
onde p, = mg/ (Mg + my) € g é um parametro livre.
Posteriormente, Sirovich [1962] prop6s um modelo linearizado para moléculas de Maxwell,

com cinco parametros ajustaveis, da forma

a(M)
JgIR = Qg1 (fCL(M) - fa) _'_ (6%} na/{jTa (ua - U.b> : Ca
fa(M) Mg 2 D fa(M) My, 2 D 2
2 - Z\(T, - T 02— ) (u, —w)?, (3.125
o \ e ") o)t g Ce — g ) e m )T, (3129)
onde feM) = falM)(n, u, T,) e os parametros o; sdo funcoes das densidades e das
temperaturas.

O tensor tensao e o fluxo de calor foram determinados pelo autor usando um pro-
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cedimento iterativo, diferente da expansao de Chapman-Enskog. Suas expressoes sao as

seguintes:

a b U, auﬁ 2 Ou,
Map = plap — KT (Oéa1 oz_bl> (8@3 i dro D Oz, ap

209 ( Pa, o
p Qg1 Oy

) (AuaAub - BAu ) (3.126)

D+2 D +2 o T )
o = — DA pop(Pa o) DE2) (e o ) O + O(AWP),
2 Qg1 1 2 Ma1  Mpp1 ) 04
(3.127)

onde Au = u, — uy.

Independentemente, Morse [1964| e Hamel [1965] propuseram um modelo do tipo BGK
no qual, além das equacoes de conservacao, foi estabelecido que as transferéncias de quan-
tidade de movimento e energia entre espécies sejam as mesmas que as das moléculas de
Maxwell ou entao, o que é equivalente, que a solugao ao problema de relaxagao homoge-
nea seja igual ao das moléculas de Maxwell. Dado que o modelo reproduz exatamente o
problema de relaxacao homogénea, pode considerar-se como uma aproximacao razoavel
ao processo de equilibrio, enquanto que sua descricao do processo de Maxwellizacao é
apenas qualitativa porque, como todos os modelos de tipo BGK, a aproximacao de todos
os momentos aqueles da distribuicao Maxwelliana acontece a uma taxa regulada por um
inico parametro.

A forma geral das equagoes é a mesma do modelo de Gross e Krook, com apenas a
temperatura na distribuicao Maxwelliana do operador de colisao cruzado diferente e dada

por
iy (Mg + myp)

B (ug — )’ . (3.128)

Tab - Ta + Hallo 2 (Tb - Ta) +

Hamel [1965| discute as possiveis linearizagdes do modelo nos casos de misturas quase
homogéneas e muito proximas do equilibrio global, misturas em que os componentes tém
propriedades macroscopicas similares e misturas de moléculas com massas moleculares
muito diferentes. Em particular, a segunda das linearizagoes anteriores é equivalente ao
modelo de Sirovich, desde que os parametros «; na Eq. (3.125) néo sejam independentes.

Neste trabalho utilizou-se uma outra expressao, que permite realizar uma anéalise con-
vencional de Chapman-Enskog do modelo BGK, na qual a aproximacao de ordem zero
a funcao distribuicao de cada espécie é uma distribuicao Maxwelliana com as proprie-
dades locais: densidade da espécie, velocidade baricéntrica e temperatura da mistura.
Esta aproximacao se aplica as misturas cujos componentes tenham relacoes de massas

moderadas e momentos macroscopicos proximos dos valores locais da mistura.
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O operador de colisao J® é escrito como:

J%bGKL = NylVap (fa(M) - fa)

Mg

kT

+ nbyabfa(M) (Ca - ua) (uaba - ua) +

T 2kT

Tab =T Mg
2

(Coa —ua)® — 2)} (3.129)

com foM) = falM) (n  u,T). O operador J* ¢ expandido de forma anéloga.

Seguindo o procedimento apresentado na segao (3.4) obtiveram-se as relagoes consti-
tutivas da difusao de massa, quantidade de movimento e calor, com coeficientes de trans-
porte; coeficiente de difusao binario, viscosidade da mistura e condutividade da mistura,

dadas por:
kT

n(mg + mp) fafisVay

5(x,t) = pdas — kKT ( Ng n np ) (aua n Oug 2 8%6 ) |

_Z "
NaVaa + MVap  NMuVeh + Nalba Org  0Oxo DOz,

-@ab =

(3.130)

(3.131)
(D+2) , Na N orT
W(x, 1) = — 2 "2 ey
4a(%,1) 2 Ma(NaVaa + MpVap) + my(NpVep + Nalba) ) OT4
D 2 .(l(l . (e}
ICALIIY (]— + &) . (3.132)
2 Mg My

Por serem modelos para moléculas de Maxwell, nenhum dos anteriores possui o termo
de difusao de massa por gradiente de temperatura ou difusao térmica. Esta aproximacgao,
conhecida como diagonal, ¢ suficiente dado que os efeitos do gradiente de temperatura
no transporte de massa so sdo consideraveis em condi¢oes extremas [Goldman e Sirovich,
1967].

Os modelos BGK para misturas e suas linearizacoes possuem as mesmas limitagoes
que o modelo para um fluido simples no que se refere a dependéncia entre a viscosidade e
a condutividade térmica, o que se traduz num nimero de Prandtl fixo. Além disso, estes
modelos nao seguem o principio da indiferenciabilidade, ou seja, quando as massas m,
dos componentes e suas secoes de choque forem todas iguais, a somas das distribuicoes
devem obedecer a equagao de transporte para uma tunica espécie. Este fato é facilmente
verificavel na implementacao numérica, por exemplo, observando a evolugao de um sistema,
bindrio de moléculas mecanicamente idénticas com as mesmas condig¢oes iniciais, mas com
distribuicao espacial nao-homogénea.

Outros modelos para misturas baseados no operador de colisao BGK foram propostos
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por Sofonea e Sekerka [2001]. Nestes modelos, o efeito de todas as colisoes é aproximado
por um operador BGK, cuja distribui¢ao Maxwelliana usa uma temperatura constante e a
velocidade hidrodinamica da mistura como parametros. Por suas limitacoes no ajuste das
propriedades de transporte de cada espécie e a auséncia de efeitos térmicos, estes modelos

nao sao considerados nos capitulos seguintes.



Capitulo 4

Equacao de Boltzmann com velocidades

discretas

Neste capitulo é apresentado um processo de derivacao da equacao de Boltzmann com ve-
locidades discretas (EBVD) ou simplesmente equagao de Boltzmann discreta, ou seja, uma,
aproximacao a equacao de transporte de Boltzmann, com um modelo para o operador de
colisao, composta por um conjunto de equagoes diferenciais parciais nas variaveis f;(x, t),
cujos momentos macroscopicos sao idénticos aqueles da funcao distribuigao original, até
uma determinada ordem [Wolf-Gladrow, 2000].

Para este proposito ird explorar-se o fato, apontado por Grad [1949b], de que a solu-
¢ao da equagao de Boltzmann f(x, c, t) é equivalente ao conjunto infinito formado por
seus momentos macroscopicos. A func¢ao distribuicao é expandida numa série infinita de
polinémios tensoriais de Hermite, tendo como funcao peso uma distribuicao de equilibrio
global [Shan e He, 1998, Philippi et al., 2006]. Esta série pode ser truncada, sem afetar os
momentos macroscopicos de baixa ordem, para representar apenas a hidrodinamica. Para
este efeito, a escolha da ordem de truncamento da série é feita de acordo com aquela re-
querida, na analise de Chapman-Enskog, para obter as equacoes de Navier-Stokes-Fourier.
Os coeficientes da expansao correspondem aos momentos macroscopicos de f(x, c, t) e
podem ser calculados exatamente através de uma integracao por quadratura. Desta forma,
a evolucao da aproximacao para f(x, ¢, t) em polinomios de Hermite, truncada na ordem
apropriada e avaliada no conjunto finito de abscissas, dadas pela solucao do problema de
quadratura, é equivalente as equacoes hidrodinamicas.

A derivacao apresentada nao estd limitada ao regime hidrodinamico e pode ser utili-
zada para resolver os regimes de escoamento livre e de transicao, desde que as restricoes
apropriadas sejam empregadas para determinar a ordem de precisao do problema de qua-
dratura.

Para simplificar a andlise, na equacao de Boltzmann

of

47
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o operador de adveccao é adimensionalizado usando como referéncia o comprimento [ e o
tempo ¢, tais que satisfagam a relagao [/t = ¢, onde ¢ é a velocidade molecular de referéncia
definida, em funcao da temperatura de referéncia 7Ty e da massa molecular de referéncia
Mo, como & = (kTp/mg)"/*. A funcdo distribuicdo por sua vez ¢ adimensionalizada usando
o fator ngé~"), onde ng ¢ a densidade de nimero de particulas de referéncia. O operador

de colisao J sera substituido por um modelo cinético, do tipo BGK, proporcional ao fator

(700 1),

4.1 Expansao da equacao de Boltzmann em polindmios

de Hermite

Como foi proposto por Grad [1949b|, a funcdo distribui¢do pode ser desenvolvida como
uma série infinita de polindmios tensoriais de Hermite. Os polinémios tensoriais de Her-
mite formam uma base ortogonal do espaco de Hilbert, com o produto interno definido

como

o= [ " (o) fgde, (42)

o0

onde w (c) é a fungao peso

2

w(c) = S (4.3)

(2m)P/?

Os polinémios tensoriais de Hermite sao definidos através da féormula

1"
A = (=1) VW (c), (4.4)
w (c)
onde (n) é a ordem do tensor e V(™ = m. Os cinco primeiros polindémios

tensoriais sao:

A =1, (4.5a)
2V =, (4.5b)
AP = (2 -9), (4.5¢)
A = (c® —cd), (4.5d)
AW = (c* =6+ 467, (4.5e)
A = (c” — 6+ cd?), (4.5f)

onde, por comodidade, foi utilizada a notacao sugerida por Grad [1949a]. Nesta nota¢ao
compacta, o tensor delta de Kronecker é representado em negrito sem subindices e o

tensor 8°, de ordem 2s, esté definido como a soma dos produtos de s ds, que resultam das
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(2s)!

28!

o tensor 8° corresponde & soma §° = (00,86~5 + 0ar085 + Gas0py)-

permutacoes dos 2s subindices. Esta soma contém elementos. Assim, por exemplo,

A enésima poténcia de um vetor, c”, representa o tensor c41Ca2 * * * Can, € 0 produto de
tensores c"d° representa o tensor de ordem r +2s, formado pela soma de % elementos,
que correspondem ao produto de r cs e s ds, para todas as permutacoes de subindices. Por
exemplo, o termo c28, que aparece no polinémio tensorial de quarta ordem, corresponde
a soma de seis termos; €8 = (¢5¢40,5 + €500y + C5C00p + C5Ca0r5 + C1Ca005 + CalyOps)-
Em geral, a multiplicacao de dois tensores ab representa a soma de todas as possiveis
permutacoes de seus indices.

Empregando a velocidade molecular como varidvel na expansao polinomial [Shan e

He, 1998, Philippi et al., 2006], a func¢ao distribuicao pode ser escrita como

o0

e, t) = w(e) S =a™ (x, )2 (c), (4.6)
n=0
onde o produto de tensores a™.#™ ¢ uma contraciio em todos os subindices. Os coefi-

cientes da série podem ser calculados, usando a ortogonalidade dos tensores, como

o) = [ 1 e (4.7)

onde 7, representa a seqiiéncia de indices r,, = {ajay - - ay }.

Esta expansdo ¢ analoga a empregada por Grad [1949b|, com a diferenca de que
a apresentada aqui é feita em torno da distribuicao de equilibrio global, com velocidade
hidrodinamica e desvio da energia interna nulos. A conveniéncia desta escolha com relagao
a discretizacao do espaco de velocidades sera discutida mais adiante.

A descricao hidrodindmica do comportamento de um gas precisa da representacao
exata dos coeficientes de baixa ordem, que contém as grandezas densidade e velocidade
hidrodinamica

ma® = p, (4.8)

maV) = pu, (4.9)

a energia interna, calculada a partir do trago do tensor pressao II,
ma® =TI+ p (u*-4), (4.10)
e o vetor fluxo de calor, que corresponde & contragao do tensor de terceira ordem Q,
ma® = Q+p (u® — ud) + ull. (4.11)

Além disso, o truncamento da série numa ordem N, nao afeta diretamente os mo-

mentos de ordem inferior, por tanto, para obter uma representacao adequada da termo-
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hidrodinamica é suficiente manter a expansao até a ordem requerida na analise de Chapman-
Enskog.

As equacoes constitutivas, que relacionam o tensor tensao e o vetor fluxo de calor com
as derivadas dos momentos macroscopicos de baixa ordem, nas equacoes de Navier-Stokes-
Fourier, sao o resultado das contribuicoes da correcao de primeira ordem em Knudsen na
expansao Eq. (3.77). Esta corre¢ao pode ser calculada explicitamente no caso do modelo
BGK, de acordo com a Eq. (3.96), como

1 (aof(O) af© )

=
/ nv ot TG oz,

(4.12)

e suas contribuicoes ao tensor pressao e ao vetor fluxo de calor como

)
u H B—an _C Ca
1 /0 CoC CoC3C
——<8(;/ f(o{ccﬂ}dan—/mf {_szg}dc). (4.13)
« =y

Da expressao anterior se conclui que, para obter as relagoes constitutivas consistentes
é necessario manter na expansao os termos dos polinémios de Hermite de ordem N < 4,
no caso do operador de colisao BGK.

Em modelos que utilizam o operador de colisao linearizado e o procedimento de de-
dugao de Gross e Jackson [1959], termos adicionais, envolvendo a velocidade molecular,
aparecem no lado direito da Eq. (4.12) e expansdes truncadas em ordens superiores sao
necessarias.

A funcao distribuicao Maxwelliana local presente no operador de colisdo, em varidveis

adimensionais, tem a forma

00 _ n 1\ _1(c—u)2 (4.14)
“empr\or1) P\T20+n ) '
onde
) g— LMo (4.15)
n TO m .

é o desvio da energia interna do seu valor de referéncia, definido de acordo com a Eq.

(3.37) como ¢ = g”:go Esta funcao é um caso particular de f e pode ser desenvolvida
0

de acordo com as Eqs. (4.6) e (4.7). Os coeficientes desta série, em notacdo abreviada,

até quinta ordem, sao:
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a O =y (4.16a)
a(l)(M) _ u (4.16D)
=n ( +69), (4.16¢)

=n (v’ + fud) (4.16d)
=n(u'+60u’s + 6°6°) (4.16¢)

=n (0’ 4 0u®s + 0°ud”) . (4.16f)

Desta forma, a aproximacao a funcao distribuicao Maxwelliana local, até quinta ordem, é

FON :w(c)n{1+u~c+%{(U'C)Q—UQ—F@(CQ—D)}

1
—i—gu-c[(u-c)z—3u2+3«9(62—2—D)}

1
+ﬂ{(u-c)4—6(u-c)2u2+3u4

+30° (D (D +2) —2¢* (D +2) +c?)

FO8 (00 (2= D= 1) + 2 (D +2- &)

L Ot £ 156%4 — 10 (u- ¢)? 2
+ o c[(u )"+ 156*c* =10 (u-c)” (6 (D +6) + u?)

+15 (0* (D +2) (D + 4) + 26u® (D + 4) + u*)

—100¢* (3 (0 (D +4) +u*) — (u- 0)2)] } (4.17)

4.2 Discretizacao do espaco de velocidades moleculares

Tendo uma representacao aproximada da funcao distribuicao, até ordem N, é possivel
estabelecer um conjunto de equacoes de balanco para os seus momentos. Os invariantes
de colisao 1, e em geral os tensores ¢, que aparecem nas equagoes de Chapman-Enskog,
fazem parte dos polinémios tensoriais de Hermite de ordem (n). Substituindo a expansao

truncada da funcao distribuicao

N
f(x,c,t) Z% 2™ (c), (4.18)
n=0
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na Eq. (4.7) e, dado que os coeficientes a&’;) sao independentes da velocidade molecular,

uma condicao suficiente para a representacao dos momentos hidrodinamicos é o céalculo

exato do produto interno entre polinomios de Hermite até ordem N, através da quadratura

/ w(€) A™ (c) A dc—ZWjﬂ" ) A (), (4.19)

onde b é o numero de velocidades moleculares discretas e W; = w;w(c;).

Devido & escolha da funcao distribuicao de equilibrio global como funcao peso na
expansao em polindémios de Hermite, o conjunto de pesos e abscissas que formam a solucao
do problema de quadratura é independente do estado local do fluido, o que permite
avaliar os momentos macroscopicos de gases com massas moleculares diferentes e campos
de temperatura nao-homogéneos, usando o mesmo conjunto de velocidades c;. Assim,
o calculo dos momentos da velocidade conclui a construgao da equacgao de Boltzmann

discreta, composta pelas b equacoes diferenciais parciais

afi
ot

onde f; (x,t) =W, f (x,¢;,t).

4.2.1 Quadraturas em redes cartesianas regulares

Existem varios métodos para a determinacao das abscissas c; e dos pesos w; para qua-
draturas em espacos de D dimensoes [Stroud, 1971|. Em particular, sdo de interesse as
quadraturas cujas abscissas sao vetores que ligam um ponto aos vértices de uma rede carte-
siana regular. Estas abscissas permitem a solu¢ao da equacao de transporte de Boltzmann
através de uma seqiiéncia exata de colisao e propagac¢ao; base do método de Boltzmann
para gases em rede (LBM), que sera descrito no capitulo seguinte.

A quadratura gaussiana é um método de integracao no qual é possivel escolher as
abscissas em que o integrando serd avaliado, e os pesos correspondentes a estas abscissas,
que permitem a representacao exata da integral Eq. (4.19). Em uma dimensao, a solugao
da quadratura gaussiana para integrais de polinémios ortogonais é obtida através de uma
teoria geral bem desenvolvida [Stroud, 1971]. A solugdo para integrais de polindémios
ortogonais com a fungao peso, Eq. (4.3), é conhecida como formula de Gauss-Hermite.
Estas formulas permitem o calculo exato de integrais de polinomios ortogonais de grau
2b — 1 usando b pesos e abscissas. Porém, no caso de integrais em espacos de duas ou
mais dimensoes nao existe uma teoria geral de solucao da quadratura gaussiana.

Para integrais em vérias dimensoes pode ser utilizada uma generalizacao da féormula
de Gauss-Hermite conhecida como férmula do produto [Stroud, 1971|. Esta formula é

construida como o produto de formulas para dimensées menores. A integral no espaco de
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D dimensodes, de um mondémio do polinomio de grau d, da forma

/w(c) H ' de, (4.21)

a=ay

com My, + Mgy, + -~ My, < d, poder ser escrita como o produto de integrais

/w (Cay) Cart deg, /w (Cay) Con deg, - ~-/w (Cap) Can® dcay,. (4.22)

Usando a formula de quadratura de Gauss-Hermite unidimensional

b
1 e

— [ e 2c"de = w;c”, 4.23

V2 / Z ( )

com precisao d, para resolver cada uma das integrais, obtém-se a solucao em D dimensoes,

D 2
agl \/%/6_(362%‘ dey = 1;a<b Wiy Wiy =+ Wi, Gy C™ =+ (4.24)
a=12,...D

com bPabscissas.

Redes regulares deste tipo foram obtidas por He e Luo [1997b] usando a férmula do
produto da quadratura de Gauss-Hermite para polindmios de quinta ordem. Estas redes
correspondem aquelas conhecidas anteriormente como D2Q9 e D3Q27. Shan et al. [2006|
estenderam a aplicacao da formula do produto para obter as redes D3Q15 e D3Q19.

A formula de Gauss-Hermite para o produto de polindémios de terceira ordem e su-
periores nao possui abscissas que sejam miltiplos inteiros de uma constante, portanto, é
preciso usar um nimero nao-6timo de vetores para obter uma solucao cartesiana regular.
A formula do produto da solugao unidimensional nao-6tima, mas regular, permite calcular
redes regulares em duas e trés dimensoes que, em geral, possuem um grande ntimero de
vetores com relacao as obtidas por outros métodos.

Recentemente, Philippi et al. [2006] obtiveram solugoes para redes cartesianas regu-
lares, com varias ordens de precisao, usando quadraturas com abscissas prescritas. Este
método consiste em escolher um conjunto de abscissas com vetores de m modulos dife-
rentes, da forma c; = (z;, yi, 2;) ¢z, onde x;, y; e z; 840 niumeros inteiros e ¢y é 0 passo
da rede, para logo resolver as (m + 1) equagoes lineares independentes, resultantes da
avaliagao da Eq. (4.19), e obter os m pesos W; e o passo c;. Em geral, a escolha das abs-
cissas ¢ feita de maneira que cada vetor tenha um vetor oposto de igual modulo e as redes
sejam invariantes com rela¢ao a uma rotagao de m/2. Estas condi¢oes permitem satisfazer
trivialmente a ortogonalidade dos mondémios quando o seu ntimero de componentes ¢, for

impar. No caso de monoémios com expoentes pares, os autores demonstraram que o pro-
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duto interno de polindémios ortogonais depende do quadrado das normas dos polinémios
de ordem inferior e, portanto, a representacao exata do quadrado das normas é o tnico
sistema de equacoes independentes. Por causa da estabilidade numérica dos métodos de
solugdo da Eq. (4.20) serdo escolhidas apenas as solugdes que possuam todos os pesos
positivos.

Para calcular a solugao da Eq. (4.19) para polinomios de segunda ordem em duas
dimensdes, o conjunto de abscissas representadas na Fig. (4.1), com modulos 0, ¢, e
V2¢p e pesos Wy, Wi_yq € Ws_s, é usado para obter um sistema de quatro equacoes e

quatro incognitas, que correspondem ao cdlculo do quadrado das normas dos polinémios

A0, A (), AL (A) e A (A

/w(c)lec =1=Wy+4(Wy+Ws), (4.25a)
/w(c)czzdc =1=2c; (W, + 2W), (4.25b)
/w(c) (- 1)2de=2=Wy+2(ct —2¢2 +2) W, +4( —1)°Ws,  (4.250)
/w(c) (cpcy)’de =1 = 4ct W (4.25d)

A solucao do sistema é conhecida como rede D29, e seu passo e pesos estao resumidos
na Tabela 4.1.

Figura 4.1: Rede de segunda ordem D2Q)9

Para obter solu¢oes do produto de polindmios de ordens superiores, Philippi et al.
[2006] acrescentaram a rede D2Q)9 conjuntos de vetores nas dire¢oes principais e diagonais
para obter as redes D2Q)13, D2Q17 e D2Q21. Os sistemas de equacoes construidos usando
as duas primeiras redes nao possuem solucoes reais positivas. No caso da rede D2Q)21, o
ntimero de incognitas é maior que o nimero de equagoes, o que permite obter as solucoes

as equacoes do quadrado das normas dos polinémios (), %(1)7 A2 , %5,2) , AL e
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Tabela 4.1: Passo e pesos da rede D2Q)9.

1
—+
Wi_4 —%
W5 -8 | 3¢

%&2, em funcao do parametro cy, e utilizar este grau de liberdade adicional para eliminar
o maior nimero de abscissas possivel. Tal é o caso da rede D2V17a, para polindbmios
de terceira ordem, apresentada em Philippi et al. [2006]. Esta é nomeada assim para
diferencia-la de outras redes com o mesmo nimero de vetores.

As expressoes para os pesos da rede D2()21 sao ntmeros reais positivos desde que o

passo da rede se encontre nos limites

>1 /1 _ 4571 - 1/3 '
cr > 6\/ 5 (98 Crnesmionamoms) ™ (—27163 + 162v/3667295) "), (4.26)

e < 35 (25 + VI93), (4.27)

que sao as raizes dos pesos Wy e Wy_19, dos vetores com modulo nulo e 2¢y, respec-

tivamente. Escolhendo eliminar os vetores com moédulo 2c¢y, obtém-se a rede D2V17a,

mostrada na Fig. (4.2a).

Tabela 4.3: Passo e pesos da rede D2V 17a.

e = 14/3 (25 + V/193)

W 575+193v/193
0 8100
W 3355—91/193
1-4 18000
W 655+171/193
5-8 27000
W 685—491/193
9-12 54000
1445—101/193
Wis—16 162000

Como foi apontado no caso da rede D2@Q9, pelo produto de formulas é possivel cons-
truir uma solucao em dimensdes superiores. Este fato pode ser explorado, de forma
inversa, aplicando a metodologia de Philippi et al. [2006] as redes bidimensionais, com o
niimero minimo de vetores, cuja projecao corresponda a solugao cartesiana regular unidi-

mensional.
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A solugao cartesiana regular para normas de polindémios de terceira ordem em uma
dimensao possui quatro grupos de vetores, com modulos 0, ¢z, 2¢y, e 3¢y, sendo que o peso
correspondente ao terceiro grupo se anula para os valores do passo ¢, = % (5 + \/1_0)
Uma rede como a D2V17b, mostrada na Fig. (4.2b), tem projecdo em uma dimensao
da forma descrita, enquanto que o nimero de equagoes independentes para o calculo das
normas ¢é igual ao niimero de incognitas. A Tabela 4.4 apresenta a solucao, cujos pesos e

passo de rede sao positivos.
Tabela 4.4: Passo e pesos da rede D2V 17b.

¢, = /4 (5+ VI0)

190—8+/10
Wo 505
—154+12/10
Wiy 200
150—39+/10
Ws_s 800
130—41/10
Wo_12 64800
295—921/10
Wis—16 16200
A A
- - » »
Y
y (a) (b)

Figura 4.2: Redes de terceira ordem D2V'17a e D2V 17b

A quadratura unidimensional para produtos de polindmios de quarta ordem, usando
uma rede cartesiana regular, com modulos de velocidade 0, cp, 2c; e 3cr, possui uma
tnica solucao com todos os pesos e o passo positivos. Porém, nao é possivel construir
uma rede bidimensional para obter o quadrado das normas dos polinémios de quarta or-
dem usando apenas vetores nas diregoes principais e diagonais. Tomando como exemplo
os monomios de quarta ordem c,c,c ¢y € c;c,C5Cy, cujas normas sao diferentes, observa-se
que, em redes formadas por vetores nas direcoes principais e nas diagonais, os termos
nao-nulos do lado direito da Eq. (4.19) correspondem apenas as diagonais e portanto
CizCizCiyCiy = CizCizCizCiy, iMpossibilitando a constru¢ao de um sistema de equagoes inde-

pendentes. Assim, as redes para quadraturas de quarta ordem devem ser construidas com
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vetores que ligam um ponto da rede aos seus vizinhos, explorando progressivamente cada
modulo de velocidade.

Uma rede deste tipo é mostrada na Fig. (4.3)!. Esta rede foi obtida por Philippi et al.
[2006| e permitiu, pela primeira vez, a simula¢ao consistente de problemas termohidrodi-

namicos usando o método da equagao de Boltzmann para gases em rede.

A
A
— —7
<« —>
el >
Y
¥

Figura 4.3: Rede de quarta ordem D2V 37

Posteriormente, Philippi et al. [2007] obtiveram, pelo método acima exposto, as redes
para produtos de polinémios de quinta e sexta ordem, D2V'53 e D2V 81, respectivamente.
Estas redes sao as requeridas pela andlise de Chapman-Enskog de equacdes de Boltz-
mann com modelos de colisao com multiplos parametros de relaxacao, deduzidos pelo
procedimento de Gross e Jackson [1959]. O aumento na ordem de precisao da quadra-
tura se justifica pela escolha independente dos coeficientes de viscosidade e condutividade
térmica, e pelo aumento na estabilidade do LBM. Estes modelos sao uma formulagao
termodinamicamente consistente para o tratamento de escoamentos compressiveis e nao-
isotérmicos, de fluidos com viscosidade determinada pelo primeiro parametro de relaxacao
e com nimero de Prandtl ajustado independentemente, pela escolha do segundo parame-
tro de relaxacao, possibilitando a simulagao de escoamentos com combinacoes de nimeros
de Reynolds e Prandtl arbitrarias.

Em trés dimensoes as redes regulares para polinomios de segunda ordem sao conhecidas
como D3Q15, D3Q19 e D3Q27 |Qian et al., 1992, He e Luo, 1997b|. No caso de polinémios
de terceira ordem, a rede tridimensional D3V41, com moédulos 0, ¢z, vV2¢r, v/3cr, 3cr e
V12¢y, e cuja projecio em duas dimensdes é a rede D2V 17a, fornece um sistema fechado
de equacoes cujas solucoes positivas sao apresentadas na Tabela 4.5.

Para esta ordem é possivel também construir uma rede com um sistema fechado de
equacoes, cuja projecao em duas dimensoes é a rede D2(Q)21. Esta rede é a D3V 39

apresentada na Fig. (4.4) e na Tabela 4.6.

1Os pesos e abscissas das redes que ndo aparecem neste capitulo se encontram compilados no Apéndice
A.
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Tabela 4.5: Passo e pesos da rede D3V 41.

cL = g\/g (25 + v/193)

955—59+/193
Wo 500
W —50135+38631/193
1-6 54000
7525—517+/193
Wr_1s 13500
—14395+1051+/193
Wio—26 54000
W 1445—101/193
27-32 162000
W 685—491/193
33-40 108000

Figura 4.4: Redes tridimensionais de terceira ordem (a) D3V41 e (b) D3V 39.

Com o aumento da ordem dos polinémios e da dimensao espacial, o nimero de veto-
res necessarios para resolver o problema de quadratura se torna excessivamente grande
levando em conta que o estado de um sitio precisa ser representado pelas b distribuicoes
fi e sua evolugdo pela solu¢ao de b equagoes diferenciais, Eq. (4.20). Para contornar esta
limitagao serao exploradas quadraturas com solu¢oes nao-regulares e métodos alternativos

de discretizacao da equacao de Boltzmann com velocidades discretas, diferentes do LBM.

4.2.2 Quadraturas nao-regulares

Em geral, para uma determinada ordem existem férmulas de quadratura com um ntimero
de abscissas menor do que o das obtidas restringindo as solucoes aos vértices de uma rede
cartesiana regular. Algumas destas solugoes se encontram compiladas por Stroud [1971].

Usando o procedimento descrito na secao anterior, solugoes nao-regulares foram ob-
tidas prescrevendo as direcoes dos vetores, pela sobreposicao de poligonos e poliedros,

circunscritos em circulos e esferas com centro na origem e com pares de vértices diame-
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Tabela 4.6: Passo e pesos da rede D3V 39.

C, = 5
W <
Wise | 3
Wi | 5
Wis—20 | 15
Wor—s2 | 155
Wis_ss | o35

tralmente opostos. Esta escolha garante que as conclusoes obtidas na se¢ao anterior com
relacao a ortogonalidade dos monémios com componentes de ordem impar, & dependéncia
entre as equacoes de ortogonalidade e do quadrado da norma e a impossibilidade de cons-
truir sistemas de equacoes independentes para as normas dos polindmios de quarta ordem,
usando apenas vetores nas diregoes principais e diagonais, continuem sendo validas.

Por exemplo, a rede D2V'12 que representa exatamente o produto interno de polino-
mios de Hermite de terceira ordem é formada por um conjunto de quatro vetores de
modulo 71, nas diregoes principais e dois conjuntos de vetores nas direcoes diagonais,
com comprimentos v/2ry € v/2r5. A avaliacdo da Eq. (4.19) fornece um sistema com seis
equacoes independentes para o quadrado das normas de (), %’;(1), %’é,;(g) , j%(yz) , x&?’ﬁ
e %&3, com seis incognitas: os raios ri, ro € r3 € 0s pesos correspondentes.

Em trés dimensoes uma rede para polinémios de terceira ordem, D3V27, é com-
posta pelo vetor nulo e pela sobreposicao de um octaedro, formado pelos seis vetores
de comprimento r; nas direcoes principais, um icosaedro, formado pelas permutacoes
das coordenadas (£ry, £, 0), e um cubo, formado pelas permutacoes das coordenadas
(:]:T‘g, :t?”g, :|:T3>.

Como foi mostrado na secao anterior, as redes para polindmios de quarta ordem nao
podem ser construidas com vetores cujas componentes nao-nulas sejam iguais. Em duas di-
mensoes, a adigdo de um octagono formado pelas permutacoes das coordenadas (£ry, +r5)
arede D2V'12 permite obter um sistema fechado de equagoes com solucoes reais positivas;
rede D2V 20.

Em trés dimensoes, a rede D3V'52, formada por dois octaedros, dois cubos e um ico-
saedro em duas posicoes, resulta também num sistema fechado de equagoes com solucoes
positivas.

O produto interno de polindmios de quinta ordem é representado exatamente através
da rede D2V 28a, composta pela sobreposicao de trés grupos de vetores nas direcoes
principais, com moédulos r1, 75 e r3, e por dois octagonos formados pelas permutacoes das
coordenadas (try, £75) e (£rg, £r7).

Uma outra rede da mesma ordem pode ser calculada com trés conjuntos de vetores nas
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dire¢oes principais, dois nas diagonais e um octagono. A avaliagdo da Eq. (4.19) usando
estes vetores fornece um sistema com doze equacoes independentes, para o quadrado das
normas dos polinémios 2, %(1)7 2 , %%2) , 1(52, %SZ, %(fgm, %(;23/, t%’éc(fz)y,
%@m %@yy e %’?E%yy, e treze incognitas, entao, uma equagao adicional pode ser usada
para estabelecer uma relacao entre as componentes dos vetores que formam o octédgono
para, por exemplo, impor que seja regular ou, como no caso da rede D2V 28b, tenham
uma relagao de dois a um.

Uma estratégia similar pode ser usada com as redes para produtos de polindmios de
quarta ordem, D2V20 e D3V52, nas quais a adicao de um vetor nulo permite acres-
centar uma equacgao que relacione as componentes dos vetores para obter solucoes mais
homogéneas ou compactas, como no caso da rede D3V 53.

As quadraturas nao-regulares podem ser usadas junto com o esquema de colisdao e
propagacao do LBM, implementando uma etapa de re-alocagao por extrapolacao a rede
cartesiana, logo apds a propagacao como, por exemplo, no esquema proposto por He et al.
[1996], ou na solucdo da Eq. (4.20) por diferengas finitas, como sera visto no capitulo 7.

No apéndice A sao apresentadas solucoes adicionais, para varias ordens de trunca-

mento, em duas e trés dimensoes.



Capitulo 5

Método LBGK para gases i1deais

simples

Neste capitulo é apresentado o desenvolvimento do método da equacao de Boltzmann
para gases em rede com modelo de colisao BGK. A derivagao é feita de acordo com o
procedimento de discretizacao do espacgo de velocidades desenvolvido no capitulo anterior
e com base no método das diferencas finitas. A forma particularmente simples do sistema
de equagoes algébricas obtidas permite uma implementagao direta e muito vantajosa em
computadores paralelos.

A equagao de Boltzmann para gases em rede (LBE) é uma discretizacao particular
da equacao de Boltzmann com velocidades discretas, Eq. (4.20), que usa o esquema de
Euler na derivada temporal e diferencas a montante de primeira ordem para a derivada
espacial. Nesta discretizacao, o espaco e o tempo se encontram acoplados através da

relacao Ax;, = ;o At , 0 que se traduz no nimero de Courant

_ cil

At (5.1)

unitario |Tannehill et al., 1997|. A equagao de Boltzmann para gases em rede satisfaz o
critério de estabilidade do método explicito de solucao de equacoes lineares hiperbolicas
homogéneas conhecido como critério de Courant-Friedrichs-Lewy, dado por C' < 1. Esta
condi¢ao implica que nenhuma informagao relativa & configuracao de um sitio podera
propagar-se com velocidade maior do que a maior velocidade disponivel na rede. Embora a
satisfacao marginal da condicao de estabilidade seja suficiente, em muitos casos esta ¢ uma
condi¢ao conservativa e, quando gradientes elevados da func¢ao distribuicao introduzem
perturbacoes de grande amplitude, como no caso de escoamento compressivel, o método
de solucao diverge [Sterling e Chen, 1996].

As caracteristicas particulares da LBE permitem a absorcao dos erros temporais e
espaciais pelos coeficientes de transporte, transformando esta equacao num esquema de

solugdo de segunda ordem para as equacdes hidrodinamicas [Cao et al., 1997]. Embora a

61
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incorporacao dos erros nos coeficientes de transporte introduza uma dependéncia anémala
destes com a densidade local, em muitas aplicacoes estes efeitos sao despreziveis e o método

é comparavel a solucao das equacoes de Navier-Stokes.

5.1 Discretizacao espacial e temporal

Partindo da equacao de Boltzmann com velocidades discretas, o termo advectivo é dis-
cretizado usando o esquema de Euler de primeira ordem no tempo'
(x, t+AL) — fi(x, t 1
O, f; = fi(x, t+ Ai fiet) SO0 ikt + O (At (5.2)

e uma discretizacao espacial de primeira ordem a montante, com relacao a direcao 7,

fx, t+At) — f(x—Ax;, t +At) 1

CiaOafi = ¢i o + e Aripdadafi + O (Aa?) . (5.3)

Juntando os termos tem-se

fi (X, t+ At) — fz (X, t) 4 C<fi (X, t) — fz (X — AXi, t)
At ’ AJIZ

— % (8t8tflAt — cmaaﬁgfiAxw) == Jz (X, t) s (54)

Como ja foi mencionado, no LBM c¢; = Ax;/At . Usando esta condi¢do, a equagao

anterior se transforma em
1
fz’ (X, t+ At) = fz (X — CiAt, t) + J,L (X, t) At -+ 5 (&ﬁtﬁ — cmcigaa@gfi) AtZ (55)

Expandindo as fungbes f (x,t + At) em torno de f(z, + Az, t + At) e f (x4 — Az, t)

em torno de f (x,t), na expressao anterior, tem-se, até segunda ordem no passo de tempo

fi(x+ At t4+ At) = f; (x, t) + J; (x, t) At

+ % (0004 fi + 2€ia000 fi + CiaCigOaOp fi) At (5.6)

Finalmente, avaliando explicitamente o operador de colisao BGK e desprezando os

termos de segunda ordem e superiores no passo de tempo na Eq. (5.6), obtém-se o

I Neste capitulo serd empregada a notacio 0, = % e 0y = 82 .
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esquema de colisao-propagacao e a equacao LBGK

fi(x+ AL, t+ At) = fi (x, t) + nv (fi(M) - fi> At. (5.7)

A expressao possui a mesma forma daquela derivada dos modelos de gés em rede, e é
diferente da equagdo LBGK de Qian et al. [1992] apenas na freqiiéncia de colisao, que

nesses modelos ¢ assumida como constante [Chen e Doolen, 1998] .

5.2 Equacoes hidrodinamicas e analise de Chapman -

Enskog

Nesta secao serd apresentada uma analise multiescala da equacao LBGK, que conduz as
equacoes de balanco macroscopicas. A anélise se baseia no procedimento de Chapman-
Enskog, descrito na se¢ao (3.4), embora ele seja aplicado a uma equagao diferencial dife-
rente, que inclui os erros das discretizagoes espacial e temporal. Como na analise original,
a funcao distribuicao é assumida como uma funcao do tempo apenas através das variaveis
hidrodindmicas p, u e T. A divisao do operador de adveccao é feita de maneira analoga,
de forma que os momentos da equacao diferencial com a solugao em ordem zero sejam as
equacoes de Euler.

Com o proposito de elaborar um procedimento genérico, a expansao do operador deri-
vada temporal, Eq. (3.82), ndo sera avaliada explicitamente e, no seu lugar, serdo avaliados
os momentos de um conjunto de equagoes, andlogo as Eqs. (3.96), para estabelecer uma
relacao entre a correcao de primeira ordem e as equagoes da hidrodinamica.

Define-se o modelo como a combinagao de uma expansao da funcao distribuicao
Maxwelliana, usada no operador BGK, truncada numa determinada ordem, e a rede de
velocidades moleculares que permite calcular a quadratura, Eq. (4.19), para polinémios
até a ordem de truncamento. No desenvolvimento da andlise serd assumido que cada
momento macroscopico, na forma das Eqs. (3.25) a (3.28), é representado exatamente
pela quadratura. Os efeitos dos erros na representacao dos momentos macroscoOpicos em
solucoes de baixa ordem sao abordados separadamente.

A equacao LBGK representa uma equagao diferencial de segunda ordem, diferente da
equacao de transporte de Boltzmann, devido a inclusao dos erros advindos das discretiza-
coes espacial e temporal, até segunda ordem no passo de tempo. Esta equacao, apds ser
adimensionalizada usando as grandezas de referéncia, descritas na se¢do (3.4), apresenta

a seguinte forma:

At 1
O fi + CiaOafi + 67 (00 fi + 2¢i00a01fi + CiaCip0uOpfi) = Ejz', (5.8)

onde o parametro €, que representa o nimero de Knudsen, esta definido como ¢ = 7/t =
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/L e o passo de tempo foi adimensionalizado com o tempo médio entre colisdes 7.

A substituicao da fungao distribuicdao por uma expansao em poténcias do parametro €

=10 vefV e 4 (5.9)

e da expansao analoga da derivada temporal

0t:80+681+---, (510)

fornecem as seguintes equacdes nas trés primeiras ordens de e:

JO =0, (5.11)

At
IE = 001+ 0 + cialal” + 500 (00 + ciadaf”)

At
+ 701'7@8& (80f1(0) -+ ciﬁaﬁffo)) . (513)

A solugao da Eq. (5.11) é a mesma que, de acordo com o Teorema H da se¢do (3.3), é a
solucao da equacao de transporte de Boltzmann homogénea. Segundo a teoria de Enskog,
0s parametros macroscopicos presentes na distribuicao Maxwelliana correspondem aos
valores locais das grandezas densidade de ntimero de particulas, densidade de quantidade
de movimento e densidade de energia. De acordo com estas definicoes as solucoes de

ordem superior estao restritas pelas seguintes relagoes:

p=my £, D V=0 vz, (5.14)

Pl = mz fi(O)Ciom Z fi(l)cioz =0 Vi 7& Oa (515)
L, _ L o) 2 02 _

Py +p8—m;§fi 2, ;fi =0 VIi#0. (5.16)

5.2.1 Equacoes de Euler

Os momentos da equacao em primeira ordem de Knudsen fornecem as equagoes hidro-

dinamicas de Euler, que descrevem o escoamento de fluidos sem transferéncia de calor e
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sem efeitos viscosos,

Oop + Oapieq =0, (5.17)
Doptiy + Oupinty + OaPday = 0, (5.18)
L Lo
0o | pe + SPu + 0, | peuq + SPU Ua + pu, | = 0. (5.19)

A partir das equacoes anteriores é possivel derivar as equacoes de balanco em primeira
ordem de Knudsen para a velocidade hidrodinamica, a energia interna ¢ = DkT'/2m e a

pressao p = nkT,

1
Doty + UaOptty + —0yp = 0, (5.20)
p
0o + UnOat + Eaaua =0, (5.21)
p
2
Oop + Oppuig + Epaaua =0. (5.22)

Através da manipulacdo das equactes para a pressao ou a energia interna determina-se
a relacao entre as variaveis pressao e densidade num processo adiabatico e reversivel. Esta

relagao é

D+2

d
0 <pp—¥) = Qupp~ B 4 uadupp B = 0. (5.23)

dt
5.2.2 Equacoes de Navier - Stokes

O momento de m, na equacao de segunda ordem de Knudsen fornece:

81p = 0. (5.24)

Como era previsto pela restrigao Eq. (5.14), a equagdo em primeira ordem de Knudsen
ndo introduz termos espurios na equagao de balanco de massa. Assim, usando a Eq. (5.10)
e a definicao do parametro €, para retornar as variaveis originais, obtém-se a equacao de

continuidade

Oip + Oaptia = 0. (5.25)

Multiplicando a equagao de segunda ordem de Knudsen por mc;,, somando em todas

as direcoes e usando a Eq. (5.15), tem-se

At
O1puy + 911 + = 0aA =0, (5.26)
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onde a expressao A depende dos momentos de segunda e terceira ordem da distribuicao

fi(o) da seguinte forma:

A= 80 Z mifi(o)cmcm + 35 Z mfi(o)cmcwcw, (527)

A = 0y (pugy + pday) + 0 (paupty + p (Uadpy + Ugday + Uyag)) - (5.28)

As derivadas temporais na expressao anterior sao eliminadas, com ajuda das expressoes
Eqgs. (5.18), (5.20) e (5.22), para escrevé-la explicitamente como fungdo do tensor taxa de

deformacao, assim,

2
A= P <8wua + 60111,7 - Eaﬁu/@(sa,y) . (529)
A Equacao (5.27) é também equivalente ao momento de segunda ordem do operador
de colisao Ji(l) = —nyfi(l), entao, pela definicao do tensor pressao,
m__P 2
I, = - OyUe + Ontly — Eaﬁuﬁéav . (5.30)

A soma das equacoes de primeira e segunda ordem de Knudsen, junto com a Eq.
(5.10) e a definigdo do parametro €, estabelecem a equacdo de balango da densidade de

quantidade de movimento
0Pty + Op ity + 8041_[;7 =0, (5.31)

e n* é a viscosidade dinamica aparente, dada por

r=p (i - ﬁ) | (5.33)

nv 2

2

O momento de %mci em segunda ordem de Knudsen é

1 At
0 (,05 + ipu2) + Ou (uaHSﬁ) + q((xl)) + 78043 =0, (5.34)

com

1 0 o
B = 5 (a() mez( )Ciacifyci»y + 85 XZ:mfZ( )Ciaciﬁci'Yci’Y> , (535)



Método LBGK para gases simples 67

1
B = 0yu, (pe + §pu2 + p)

1
+ 053 (Pu?ua% +p (D +4) ugug + pudap + g (D+2) M) - (39

que, com ajuda das equagoes de balango em ordem zero, Eqs. (5.17) a (5.22), pode ser
escrito como

k(D +2)

2
B = ugp ((%ua + aaUg — Bﬁwuwéaf;) + p o,T. (537)

2m

A expressao anterior é equivalente a0 momento do operador de colisao de primeira ordem,

5, S0 yme:

2

pk (D +2)
2m

2
B=—nv <ugHS[; + (]&1)) = Upp ((’)gua + 8au5 - Bayuw(sag) + C%T. (538)
Substituindo as expressoes de B na equagao de primeira ordem de Knudsen, agrupando
os termos e retornando as variaveis originais, obtém-se a equacao de balango da densidade

de energia

1 1
Oy <p5 + §pu2) + 0, (peua + §pu2ua—|—u51'[;ﬁ + q;}) =0, (5.39)

onde g* é o fluxo nao-convectivo de energia aparente, dado por

@ = —K0,T, (5.40)

. (1 At) pk (D + 2)

. 5.41
nv 2 2m ( )

Como foi mencionado, os termos de segunda ordem no passo de tempo, resultantes
da discretizacao espacial e temporal, contribuem ao transporte difusivo de quantidade de
movimento e energia através dos termos espurios, proporcionais a %, na viscosidade e na
condutividade térmica aparentes. Desta forma, os coeficientes de transporte diferem da-
queles da teoria cinética nao sé no valor como na dependéncia anémala na densidade local.
Os termos espiirios aparecem apenas nas expressoes do tensor pressao e do vetor fluxo de
calor aparentes, portanto as equacoes de Euler e a equacao de estado sao corretamente

representadas.
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Com a equacao de estado de gas ideal, calculada como o momento da funcao distri-

buicao de ordem zero, obtém-se o calor especifico a pressao constante

(D+2) k
Cp = TE’ (542)

e o nimero de Prandtl que, como no modelo BGK original, é

= 1. (5.43)

A velocidade do som no gas monoatomico rarefeito calcula-se pelo balanco de massa
e quantidade de movimento na descontinuidade produzida por uma pequena perturbacao
de pressao [Anderson Jr., 2003|. Realizando este balango sobre um volume de controle que
se movimenta com a velocidade da perturbacao e assumindo que todo o processo acontece

sem mudancas apreciaveis na entropia, ou seja, num processo descrito pela relacao Eq.

(5.23), obtém-se
dp D+ 2)kT

5.2.3 Erros em aproximacoes de baixa ordem

Na derivagao das equagoes hidrodinamicas de Euler, Eqgs. (5.17) a (5.19), e de Navier-
Stokes-Fourier, Eqgs. (5.25), (5.31) e (5.39), foi assumido que os momentos de f; sdo
exatamente representados pela equacao de quadratura e pela aproximacao a funcao dis-
tribuicao por polindémios de Hermite. De acordo com a Eq. (4.13), os momentos da
distribuicao Maxwelliana local até quarta ordem sao necessarios para obter as expressoes
do fluxo de calor e do tensor pressao na escala hidrodinamica. O erro introduzido pelo
truncamento da expansao da funcao distribuicao Maxwelliana em ordens inferiores se ma-
nifesta pelo acréscimo de termos espirios nas equacoes de balanco que, dependendo das
condicoes do escoamento, podem ser desconsiderados. Por exemplo, os modelos D2Q)9 e

D319 possuem momentos da distribuicao Maxwelliana de terceira ordem da forma

b
Z M fiCiaCipCiv = Do (Uadgy + Uglday + Uy0as) (5.45)

(2

onde py = nkTy. Esta expressao aplicada ao célculo da equacao de energia em primeira

ordem de Knudsen fornece

u? D +2
o (ps + pE) + 04 5 Pola = 0, (5.46)
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que, usando as expressoes Eqgs. (5.20) e (5.17), pode ser escrita como

2 2 u?
Oop + OapPotia + 5]900@% ) (puaum%ua + a0y (p — po) + ?Oﬁpua =0. (5.47)

Na equacgao anterior aparecem termos com ordem de grandeza proporcional ao nimero de
Mach ao cubo. A contribuicao destes termos é desprezivel em situacoes onde a velocidade
hidrodinamica seja baixa. Porem, mesmo a baixas velocidades, o fator pg, que aparece
no lugar da pressao local e que ¢ independente da temperatura, faz com que os modelos
de segunda ordem nao consigam representar a equacao de balanco da energia mesmo na
mais baixa ordem de Knudsen. Como conseqiiéncia desta inconsisténcia nas equacoes
hidrodinamicas de Euler, a Eq. (5.23) nao é mais satisfeita e, mesmo possuindo uma
equagao de estado correta, a velocidade do som é diferente da expressao Eq. (5.44).

O momento de terceira ordem também aparece no desenvolvimento da equacao de
balanco de quantidade de movimento em segunda ordem de Knudsen e no calculo da
correcao de primeira ordem do tensor pressao. A expressao envolvendo o momento de

terceira ordem é
Asga = 0o (puatiy + Pdary) + 0apo (Uadsy + Uadary + Uy0as) - (5.48)

Usando a Eq. (5.47) para eliminar a derivada temporal da pressao, e arranjando os

termos na forma da Eq. (5.29), da equacao anterior obtém-se a expressao

Asdga = Do <87ua + Optly — %%uﬂéa«,) +ua0y (po — P) + 104 (Po — P) +uds (Do — P) Oarys

(5.49)
na qual foram omitidos termos da ordem do nimero de Mach ao cubo, proporcionais a
DpPuaUpty, pustugdausdo, € u*dspugds.. Desconsiderando estes termos de alta ordem, e
assumindo que as diferencas py — p sao despreziveis, a equagao de balanco da densidade

de quantidade de movimento de um modelo de segunda ordem é
N 2
Orpy + On iy + 04D + OaMig, (&Yua + Oquy — BagUg(SM) ~ 0, (5.50)

com viscosidade dinamica aparente dada por

) 1 At
N2da = Po (— — —> : (5.51)

nv 2

A pesar destas limitacoes os modelos de segunda ordem podem ser aplicados a problemas
com pequenos gradientes de pressao e nos quais os efeitos térmicos nao sejam apreciaveis.
No caso dos modelos de terceira ordem, D2V 17a/b, D3V 39 e D3V 41, os erros devidos

ao truncamento aparecem no calculo do momento %mcf da equagao de segunda ordem em
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Knudsen, especificamente no desenvolvimento do termo B. O momento de quarta ordem,

nas redes citadas, é

b

1 ) (D + 2)? (D +2) (D+2)
Z §mficiaciﬁci = p€oT5aﬂ + p0€0T5aﬁ 1 - T

%

D+4 u?
+p0uauﬁ% + p035a3 + Uy Oap- (5.52)

Apos simplificagoes, o termo B pode ser escrito como

Bia = ugp (awua + Oty — %aﬁuﬁaw) + %%%T, (5.53)
onde termos proporcionais a Oy pugta®, Oup (T)To — 1) u?, dsp (T/Ty — 1) ugug e
Ty/T (T)Ty — 1)* d,p foram excluidos.

Usando a expressao Bs,., na analise multiescala obtém-se uma equacao de balanco de
densidade de energia aplicavel a escoamentos a baixo nimero de Mach, com pequenas
variacoes de pressao e temperatura, cujo coeficiente de condutividade térmica aparente é

dado por

(5.54)

sra = \py 2 om T

. (1 A\ (D+2)pk Ty
nvo 2 '

5.3 Verificacao e resultados numeéricos

Para verificar os resultados da analise de Chapman-Enskog foram realizadas simulagoes
de problemas governados pelas equacoes de Euler e pela equacao de adveccgao-difusao,
com diferentes condicoes iniciais. Para manter a compatibilidade com a nomenclatura ja
utilizada em outras publicacoes, nas simulagoes apresentadas neste capitulo serd assumida
a escolha das grandezas de referéncia e da separacao entre sitios de forma tal que o passo
de tempo seja unitario e a massa molecular igual a massa de referéncia. Pelos mesmos
motivos, os comprimentos e velocidades serao normalizados usando o passo da rede cy,.
As verificacoes foram realizadas em todas as redes regulares de segunda, terceira e
quarta ordens e os resultados sao apresentados apenas para as redes mais referenciadas na
literatura, com menor niimero de velocidades ou as que apresentam alguma caracteristica

particular com relacao a estabilidade, como no caso da rede D2V 17a.

5.3.1 Propagacao de ondas de choque

Para testar as capacidades do modelo de capturar corretamente fenémenos compressiveis
foi simulado um problema bem conhecido na dinamica dos gases, a propagacao de ondas

de choque normais.
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Um tubo de choque esta formado por dois compartimentos separados por uma mem-
brana adiabatica na posicao x = 0, inicialmente preenchidos com gases com diferentes
densidades e temperaturas e, conseqlientemente, a pressoes diferentes. A regiao ocupada
pelo gis & esquerda da membrana adiabética (z < 0) sera designada com o ntimero 4 e a
regiao a direita com o nimero 1. No instante inicial a membrana é retirada e é permitido
a porcao do gas a alta pressao expandir-se na regiao de baixa pressao. Assumindo que o
gas na regiao 4 tem a maior pressao, a onda de compressao se desloca a direita criando
uma regiao de alta temperatura, designada com o niimero 2, e induzindo ao gas atras dela
a se movimentar com velocidade us. Esta ¢ também a velocidade da interface que separa
as massas de gas inicialmente a pressoes diferentes, chamada de superficie de contato.
Simultaneamente, uma onda de expansao se propaga no sentido oposto, diminuindo a
pressao do gés inicialmente & pressao ps. A regiao compreendida entre a superficie de
contato e o final da onda de expansao é designada com o ntmero 3. Assumindo que o
gas confinado no tubo de choque é um gas ideal, com velocidade do som dada pela Eq.
(5.44), é possivel calcular as relacdo entre suas propriedades termodinamicas nas diferen-
tes regides, a partir da relagdo de pressao inicial p,/p;, utilizando os balangos de massa,

quantidade de movimento e energia, e o método das linhas caracteristicas [Anderson Jr.,
2003).

t=0
® ®
t>0
@ G © ®
‘é \ p3 =p2
£ |

Figura 5.1: Diagrama de pressao na propagacao de uma onda num tubo de choque apoés
a ruptura da membrana que separa as regioes 1 e 4.

As simulac¢oes do problema da propagacao de ondas de choque, com modelos de terceira
ordem e superiores, forneceram resultados satisfatorios, mesmo para altas relagoes de
pressao e temperatura.

Os modelos de terceira ordem representam corretamente as equacoes de continuidade e
balanco da quantidade de movimento e energia em primeira ordem de Knudsen, portanto

sao suficientes para obter uma solucao satisfatoria as equacoes hidrodinamicas de Euler.
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A Figura (5.2) mostra a configuragdo do tubo de choque apo6s 140 passos de tempo numa,
simulacao usando o modelo de quarta ordem D2V 37. As comparacoes entre os resultados
teoricos e esta simulagao sao apresentados na Tabela 5.1.

Como se percebe na Fig. (5.2), as interfaces entre as regioes do escoamento possuem
espessura finita devido aos fendomenos de difusao, que nao podem ser eliminados total-
mente, anulando os coeficientes de transporte, por causa da instabilidade numérica. Em
alguns casos as instabilidades numéricas aparecem devido a diferenca entre as freqiiéncias
de colisao nas diferentes regioes e, em conseqiiéncia, dos valores diferentes dos coeficien-

tes de transporte. Este efeito pode ser minimizado adotando uma freqiiéncia de colisao

1
nov

Em geral, os resultados obtidos com as redes de terceira e quarta ordem sao satisfa-

constante e empregando o parametro de relaxacao 7o = no operador de colisao.

torios em varias combinagoes de configuracoes iniciais, mas estao limitados pela estabili-
dade numérica do método. Em particular, as simulagoes com o modelo de terceira ordem
D2V 17a tornam-se instaveis para valores negativos do desvio de temperatura ¢, sendo que
a amplitude da faixa estavel diminui com a relacao inicial de densidades. Especificamente,
no caso de uma relacao inicial de densidades 4 : 1, como a da Fig. (5.2), as simulagoes
com o modelo de terceira ordem D2V 17a divergem para valores do desvio da temperatura
0 < —0.2. O modelo de terceira ordem D2V 17b apresenta uma sensibilidade aos desvios

de temperatura ligeiramente menor, para uma mesma razao de densidades.

Tabela 5.1: Comparagao entre os resultados da simulacao apresentada na Fig. (5.2) e a
solucao tedrica ao problema do tubo de choque.

Propriedade ‘ Sol. Analitica ‘ Simulacao ‘ Erro

ns 2.745717947 | 2.74170458 | 0.15%
No 1.362247097 | 1.36245593 | 0.02%
€3 0.479095726 | 0.47991180 | 0.17%
€9 0.965655743 | 0.96598190 | 0.03%
D3 1.315461732 | 1.316107768 | 0.05%
D2 1.315461732 | 1.315776380 | 0.02%
Us 0.405224745 | 0.405392000 | 0.04%
Uy 0.405224745 | 0.405581200 | 0.09%

A Figura (5.3) mostra a dependéncia da velocidade do som com a temperatura, dada
pela equacao (5.44), em simulagoes da propagacao de uma pequena perturbagio de pres-
sao, num meio com temperatura homogénea, usando os modelos de terceira e quarta
ordem D2V17a/b, D3V39 e D2V 37. Pelo mesmo método verificou-se que a velocidade

do som em modelos de segunda ordem ¢ independente da temperatura.
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Figura 5.2: Resultados da simulacao do tubo de choque, com relacao inicial de densidades

4 : 1, temperatura inicial homogénea # = 0.0 e v = 1.0, usando o modelo de quarta ordem
D2V 37.

046.5 -0.25 0.25 0.5

DO}

Figura 5.3: Velocidade do som vs. 6 em simulagoes com modelos de terceira e quarta
ordem. D2V17a (O), D2V 37 (%) e D3V39 (A). A linha continua corresponde & expressao
analitica.
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5.3.2 Difusao de quantidade de movimento

A evolucao de um sistema com densidade e temperatura homogéneas, com condicoes de
contorno periddicas em todas as direcoes, inicialmente com um perfil sinusoidal de veloci-
dade dado por u, = 0 e uy(z, t =0) = upsin Kz, onde K = 27 /L e L & o comprimento do
dominio, é regido pela Eq. (5.31). Considerando que a velocidade maxima ug é pequena,
de maneira que os campos de densidade e temperatura, e por tanto de pressao, permane-
cam homogéneos e constantes, a equacao de balanco da quantidade de movimento pode

ser simplificada como?

Oruy — (n/p)020,uy = 0. (5.55)

A solugdo da Eq. (5.55), sujeita as condicoes iniciais e de contorno ja mencionadas, é

uy (z, t) = ugsin (Ky) exp (—(n/p)K*t), (5.56)

e pode ser usada para determinar o valor da viscosidade cineméatica n/p através da equagao

Uy (ZL’, t= O)
uy (z, t)

n/p=—=;log (5.57)

K2t
onde, para minimizar o efeito dos erros de arredondamento, os valores da velocidade wu,
sao tomados nas cristas ou, alternativamente, a viscosidade cinematica é avaliada usando

uma relacao de integrais dos perfis de velocidade,

L/2
, to) d

n/p= tog o, f0) 7

K?t fL/2

0

(5.58)

uy (x, t1) do

A Figura (5.4) mostra o decaimento do perfil sinusoidal com amplitude uy = 0.01 num
dominio de L = 360 passos de rede. A viscosidade cinemética foi determinada a cada 1000
passos de tempo, pelos dois métodos sugeridos com, praticamente, os mesmos resultados.

A dependéncia da viscosidade com o parametro v, a temperatura e a densidade foi
verificada por simulacoes com diferentes amplitudes do perfil de velocidade inicial, e da
mesma ordem de grandeza daquela utilizada na simulacao da Fig. (5.4), usando redes
com diferentes ordens de aproximacao, em duas e trés dimensoes. Estes resultados coin-
cidem com as expressoes obtidas pela anélise de Chapman-Enskog, Egs. (5.33) e (5.51),
com erros inferiores a 0.05%, em todos os casos. Quando a amplitude do perfil inicial de
velocidade é de ordem superior a 0.1 as discrepancias aumentam, devido a que os efeitos
de compressibilidade se tornam significativos e a Eq. (5.55) deixa de ser uma aproxima-
¢ao valida para a dinamica do escoamento. As Figuras (5.5) a (5.10) apresentam estas

comparagoes.

2No restante do capitulo os coeficientes de transporte referidos correspondem aos valores aparentes,
obtidos nas se¢io (5.2), e serd omitida a distingdo na notagao.
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Figura 5.4: Decaimento de um perfil sinusoidal de velocidade. n = 1.0, § = 0.0, v = 0.5,
t = [0 — 4000], rede D2Q9 com L = 360.

Da mesma forma que na simulagao da propagacao de ondas de choque, o modelo de
terceira ordem D2V 17a mostrou-se mais sensivel aos desvios de temperatura do que o
modelo D2V 17b, também de terceira ordem, e instavel para valores de # < —0.25, mesmo

em simulacoes com pequenas perturbacoes de velocidade.

25

Figura 5.5: Viscosidade cinematica vs. v. n = 1.0, § = 0.0, ug = 0.01. Modelos
D2Q9 (+), D2V 17a (O) e D2V 37 (). As linhas continuas correspondem as expressoes
analiticas.
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Figura 5.6: Viscosidade cinemaética vs. v. n = 1.0, 8 = 0.0, ug = 0.01. Modelos D3Q19

(+), D3V39 (O). As linhas continuas correspondem as expressoes analiticas.

Figura 5.7: Viscosidade cinematica vs. 6. n = 1.0, v = 1.0, uy = 0.01.

0.7

0.1

-04 -0.2 0 5 0.2 0.4 0.6 0.75

Modelos

D2Q9 (+), D2V17a (O) e D2V37 (x). As linhas continuas correspondem as expressoes

analiticas.
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Figura 5.8: Viscosidade cinemética vs. 6. n = 1.0, v = 1.0, ug = 0.01. Modelos D3Q19
(+) e D3V39 (0). As linhas continuas correspondem as expressoes analiticas.

8.5 0.75 1 1.25 1.5

Figura 5.9: Viscosidade cinematica vs. n. v = 1.0, § = 1.0, ug = 0.01. Modelos
D2Q9 (+), D2V17a (O) e D2V37 (). As linhas continuas correspondem as expressoes
analiticas.
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Figura 5.10: Viscosidade cinematica vs. n. v = 1.0, § = 1.0, up = 0.01. Modelos D3Q19
(+), D3V39 (O). As linhas continuas correspondem as expressdes analiticas.

5.3.3 Transferéncia de calor

Para verificar as expressoes da condutividade térmica na equacao de balango da energia, foi
simulado um problema de transferéncia de calor num meio infinito, tendo como condicao

inicial um degrau de temperatura, da forma

Tw+AT x<0

5.59
T x>0 ( )

O fluido se encontra inicialmente em repouso e com uma distribuicao de pressao homo-
génea. A escolha destas condi¢oes garante que no transcurso da simulacdo, os campos
de velocidade tenham valores despreziveis e os termos convectivos e de dissipagao viscosa
possam ser anulados. A diferenca de temperaturas AT é considerada pequena o sufici-
ente para assumir a condutividade térmica constante em todo o dominio. Desta forma o
problema se reduz a conducao de calor num meio gasoso, analoga ao problema de contato
de corpos semi-infinitos com diferentes temperaturas. A evolucao deste sistema é regida
pela equacao de difusao

T — 0,0, T =0, (5.60)

onde o = p% ¢ a difusividade térmica, e cuja solugao, sujeita as condicoes iniciais e de
D

contorno descritas, é:

1 T
T (x,t) =Ty + §ATerfc (QM) , (5.61)

A Figura (5.11) mostra a evolugdo no campo de temperatura para uma diferenga ini-

cial de temperatura de 0.017,,. As linhas continuas correspondem & solucdo analitica
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calculada com a condutividade térmica aparente Eq. (5.41), usando os valores das pro-
priedades iniciais no intervalo x > 0. Por esta razao observa-se uma ligeira assimetria no
perfil de temperatura das duas regioes e uma maior discrepancia com a solucao analitica
a esquerda da descontinuidade inicial. Verificou-se também que as hipoteses sobre os

campos de pressao e velocidade sao vélidas, inclusive nos instantes iniciais.

x 10~

20 40 60

—-60 -40 -20

XO

Figura 5.11: Evolucao do perfil de temperatura. n = 0.9, v = 1.5, 6, = 0.0 e A6 = 0.01.
t = [0,100,500,1000]. Modelo D2V37. As linhas continuas correspondem a solugao
analitica, Eq. (5.61).

As Figuras (5.12) a (5.14) apresentam a comparacao das expressoes analiticas, Eqs.
(5.41) e (5.54), com os resultados da simulagao, usando o modelo de quarta ordem D2V 37
e os modelos de terceira ordem D2V 17a e D3V 39, para diferentes valores da freqiiéncia de
colisao v, temperatura inicial T, e densidade inicial n. Como nas simulagoes anteriores
os erros sao inferiores a 0.1% em todos os casos.

As simulagoes foram reproduzidas com o modelo D2V 17b com idénticos resultados,
mas com uma faixa mais ampla de desvios de temperatura realizaveis, com relacao ao mo-
delo D2V 17a. Este aumento na estabilidade permite, por exemplo, realizar uma simulacao
com os mesmos valores de densidade, freqiiéncia de colisao e diferenca de temperatura da

Fig. (5.11) com desvios de temperatura 6, = —0.5.

5.3.4 Discussao

Além dos experimentos numéricos especificamente projetados para verificar a velocidade
do som, as equagoes macroscopicas e os coeficientes de transporte, diversas simulacoes
foram realizadas para testar a isotropia das solucoes, pela propagacao de ondas sonoras e

pela difusao de perturbacgoes de densidade e temperatura em meios homogéneos.
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2.5

Figura 5.12: Difusividade térmica vs. v. n = 1.0, 6, = 0.25 ¢ A = 0.01. Modelos
D2V 17a (O), D2V37 (x) e D3V39 (O). As linhas continuas correspondem as expressoes

analiticas.

Inicialmente, o ponto central de um dominio bidimensional possui um valor de den-
sidade ou temperatura maior que suas vizinhancas, nas quais o fluido se encontra em
repouso e com temperatura e pressao uniformes. Tanto a perturbacao de densidade como
de temperatura tem uma evolugao temporal dada pela solucao da equagao de difusao.
Durante este processo de evolugao verificou-se que os contornos de propriedades constan-
tes praticamente coincidem com a solucao analitica e a distribuicao do erro é simétrica
com relacao ao ponto central, evidenciando a isotropia do método de solucao.

Como foi observado nas secoes anteriores, o método de Boltzmann para gases em rede
com operador de colisao BGK consegue simular corretamente escoamentos compressiveis
nao-isotérmicos desde que sejam empregados modelos de quarta ordem ou superiores para
a funcao distribuicao Maxwelliana local e para as redes formadas pelos vetores de velo-
cidade molecular. Em outros casos a total consisténcia com as equacoes hidrodinamicas
nao esta garantida e depende das condigoes particulares de cada escoamento.

Nos modelos de segunda ordem as equacoes de balango da quantidade de movimento e
de energia nao sao corretamente representadas, porém, tais modelos podem ser emprega-
dos na simulagao de escoamentos a baixo nimero de Mach, nos quais os efeitos térmicos
nao sejam relevantes e tenham apenas mudancas despreziveis de pressao. Sob estas con-
digoes ¢ possivel considerar a densidade quase constante e o escoamento regido pelas
equacoes de Navier-Stokes para escoamentos incompressiveis. Este é o casso do modelo
D2@Q9 apresentado e de sua versao convencional (atérmica), extensamente explorada na
literatura [Chen e Doolen, 1998, Succi, 2001], cuja funcdo distribuigdo de equilibrio nao

possui termos envolvendo o desvio de temperatura 6.
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Figura 5.13: Difusividade térmica vs. 0,. n = 1.0, v = 1.0 e A8 = 0.01. Modelos
D2V17a (), D2V37 (%) e D3V39 (). As linhas continuas correspondem as expressoes
analiticas.
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Figura 5.14: Difusividade térmica vs. n. 6, = 0.0, v = 1.0 e A = 0.01. Modelos
D2V17a (O), D2V37(x) e D3V39 (O). As linhas continuas correspondem as expressoes
analiticas.
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Modelos de terceira ordem com redes como as D2V17a/b , D3V39 e D3V41 repre-
sentam adequadamente a equacao de balanco da quantidade de movimento e podem ser
aplicados, com pequenos erros, na equacao de balanco da energia, na simulacao de esco-
amentos a baixo nimero de Mach e com pequenas variacoes de pressao e temperatura.

O modelo de quarta ordem com rede D2V37 é, de acordo com o conhecimento do
autor, o tinico modelo que usa a equacao de Boltzmann para gases em rede, totalmente
consistente e capaz de resolver escoamentos compressiveis com mudancas de tempera-
tura consideraveis. Em contraste com outros modelos LBE, nos quais a energia e o fluxo
de calor sao calculados como momentos de uma funcao distribuicao, determinada heu-
risticamente, a forma da funcao distribuicao de equilibrio empregada no operador de
colisao BGK foi determinada mediante um processo de aproximacao que leva em conta
suas caracteristicas fisicas e matematicas de forma mais rigorosa. Conseqiientemente esta
aproximacao ¢ menos suscetivel, desde o ponto de vista da estabilidade numérica, aos
gradientes de densidade e a amplitude dos desvios de temperatura. O modelo incorpora
também a dissipacao viscosa e o trabalho de compressao na equacao da energia, diferen-
temente das abordagens em que a energia interna é tratada como um escalar passivo e
que possuem estabilidade numérica comparavel.

Nas diversas simulacoes observou-se que a estabilidade depende fortemente da ordem
de aproximacao a funcao distribuicao e a rede utilizadas e das condi¢oes do escoamento
dadas pelos valores da densidade, velocidade e temperatura e pela magnitude dos seus
gradientes. Em geral verificou-se que, para uma dada configuracao inicial, a estabilidade
do método diminui com a freqiiéncia de colisao e com o valor absoluto do desvio de
temperatura, sendo o modelo D2V 17a o mais sensivel a estes parametros.

A clara desvantagem dos modelos de alta ordem é o niimero elevado de vetores de rede
necessarios para avaliar os momentos da funcao distribuicao. Tal exigéncia torna pouco

competitiva a implementacao de modelos de quarta ordem em trés dimensoes.



Capitulo 6

Método LBGK para misturas binarias

de gases 1deais

A derivacao de uma equacao de Boltzmann para gases em rede, partindo da equacao de
transporte de Boltzmann com velocidades discretas para uma mistura de gases ideais, é
apresentada neste capitulo. O modelo cinético proposto por Morse [1964] e Hamel [1965|
é utilizado para representar as colisoes entre moléculas de espécies diferentes, por causa
da sua relativa simplicidade e facilidade de implementacao.

Usando um procedimento de discretizagao da equagao de Boltzmann com velocidades
discretas com o modelo de colisao BGK para misturas binarias, analogo ao desenvolvido

no capitulo 5, obtém-se para a espécie a a equacao

FO(xX+ GAL t+ At) = £ (X, £) + NoVaa ( fFoa@n _ ff) At + v, ( ForOn _ f;’) At,
(6.1)
onde as funcoes distribuicao Maxwellianas, fiaa(M) e fi' P Hossuem a mesma forma que
as dos gases simples.

De acordo com o exposto no capitulo anterior, a discretizacao temporal deve estar
acoplada com a discretizagao espacial através da relacao c; = Ax;/At para obter a forma
simples da equacao de Boltzmann para gases em rede. Assim, se dois gases de massas
moleculares diferentes se encontram a mesma temperatura estes irdo possuir velocidades
do som diferentes e, portanto, no mesmo passo de tempo as particulas serao propagadas a
distancias diferentes, sendo que a particula mais leve se deslocara a uma distancia maior.
Este inconveniente pode ser resolvido de varias formas.

A primeira delas consiste em utilizar redes diferentes para cada espécie, cujas re-
lacoes de comprimento sejam iguais & raiz quadrada do inverso da relacao de massas,
Az;o/Azip = /mp/m,. Com uma discretizacao deste tipo as duas populacoes seguem
um esquema de colisao-propagacao exato, mas sua aplicacao esta limitada a pequenas

relacoes de massa devido a que de outra forma seria necessaria a utilizacao de redes muito
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finas. Esta discretizacao também esta limitada aos casos em que é factivel aproximar a
raiz quadrada da relacao de massas por nimeros inteiros.

A segunda alternativa consiste em utilizar velocidades moleculares diferentes e a
mesma discretizacao espacial e temporal para as duas espécies e redistribuir a massa do
componente mais leve apos a etapa de propagagao, por um procedimento de interpolacao
conservativo [McCracken e Abraham, 2005].

Durante o processo de derivacao da equacao de Boltzmann com velocidades discretas os
parametros 0,, e 0, sao utilizados para expressar os desvios da relagao entre a temperatura
e a massa molecular, da forma

Oy = %@ —1, (6.2)

0 Mg
onde Ty e mg sao a temperatura e a massa molecular de referéncia. Assumindo que a
massa de referéncia mg foi escolhida de maneira a limitar o valor de 6,, ¢ satisfazer a

relacao
(eaa + 1) - E Mo

O+ 1) Ty o’

é factivel usar a mesma discretizacao espacial e temporal para os dois gases.

(6.3)

Esta terceira alternativa de discretizacao mantém as vantagens relativas a facilidade
de paralelizacao, a simplicidade e economia computacional do algoritmo e a exatidao na
conservacao da quantidade de massa, caracteristicas do LBM para gases simples. Por
estas razoes, a mesma discretizacao espacial para os dois gases serd assumida nos desen-
volvimentos deste capitulo.

A relacao de massas ﬁ praticavel esta limitada pela estabilidade numérica do método
que, como foi visto no capitulo anterior para gases simples, depende também dos coe-
ficientes de transporte, da magnitude dos desvios 6, e dos gradientes das propriedades

macroscopicas.

6.1 Equacoes hidrodinamicas e anilise de Chapman-

Enskog para misturas binarias

Com o proposito de obter as expressoes gerais para o fluxo massico difusivo, o tensor
pressao e o vetor fluxo de calor nas equagoes macroscopicas da mistura, a analise multies-
cala do modelo serd feita sobre a discretizacao de uma equagao com operadores de colisao
aproximados, na forma da Eq. (3.129), que permitem a obtencao de uma aproximagao
a funcao distribuicao de ordem zero independente das freqiiéncias de colisao e, por con-
seguinte, a aplicacio do método de Chapman-Enskog convencional [Facin et al., 2004].
Esta aproximacao ¢ uma expansao em séries de Taylor das distribuicoes de velocidade

M) _ f_a(M)

7 (g, u, T), valida para

Maxwellianas nos operadores de colisao em torno de f;' (

sistemas proximos do equilibrio, que satisfazem as relagoes
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To — T lu, — uy|

— 1 — < 1. 6.4
7 < e al < (6.4)

Cabe notar que o modelo dado pela Eq. (3.129) nao satisfaz o balango de energia da

k2 das equagoes para cada espécie possui um erro,

mistura. A soma dos momentos
na forma de um termo fonte, proporcional ao quadrado da diferenca de velocidades das
espécies.

Uma analise de ordem de grandeza dos termos na equagao de Boltzmann para gases

em rede da mistura, similar & apresentada na secao 3.4, conduz a

At 1
i + ciaOu [ + € (OO + 2€i0 000 f{ + CinCig0a0sfi) = = J7, (6.5)

€

onde J* = J + J® e assumiu-se que as relagoes dos tempos médios entre colisoes aa e
ab e o tempo caracteristico macroscopico sao da mesma ordem de grandeza e por sua vez
da mesma ordem de grandeza que o nimero de Knudsen da mistura, €,, ~ €45 ~ € ~ Kn.

Expandindo a funcao distribuicao para cada componente e o operador derivada tem-

poral da forma

fia — fza(O) + Efia(l) + €2fia(2) + ... , (66)
3t:ao+631+"‘7 (67)

e isolando os termos da mesma ordem em €, na Eq. (6.5), obtém-se as equagoes até

segunda ordem de Knudsen:

T+ g0 =0, (6.8)

Jf“(l) N Jiab(l) _ aOfia(o) " ci,aﬁaff(o), (6.9)

At

T I = G+ o0 f + ciada fi Y+ S0 (0051 + ciada £

+%Cz‘,a&a (aOfia(O) + Ci,ﬂaﬁfia(0)> ) (610)

com o operador de colisio em primeira ordem J* = J*M 1 7%M) qado por

a a a Ma
Jr = k_zb NeVak (—fi R [k_T (Cia = o) (Uaka — Ua)

. TakT— T <2TZT (o — ) g)] ) (6.11)
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Como conseqiiéncia da equacao de ordem zero de Knudsen as correcoes da funcgao

distribuicao de cada espécie estao restritas por

pa=mq »_ f1, V=0 wiz1, (6.12)
38 = pa () = wa) =ma Y f1Vci, (6.13)
paetl) = Dok (T —T) =my » acles) (6.14)

Nas sec¢oes seguintes assumir-se-a que as correcoes de primeira ordem ao fluxo massico
difusivo, o tensor pressao e o vetor fluxo de calor sao suficientes para descrever a ter-
mohidrodinamica da mistura. No desenvolvimento também sera assumido que o modelo
para a distribuicao Maxwelliana e as redes empregadas permitem calcular exatamente os

momentos hidrodinamicos requeridos.

6.1.1 Equacoes de Euler

A solucao das equacoes em ordem zero é a distribuicao Maxwelliana com as propriedades
locais da mistura, fia(M) (ng, u, T). Calculando o momento m, da equac¢do em primeira
ordem de Knudsen obtém-se a equacao de balanco de massa de primeira ordem para a

espécie a

Oopa + Oapatia = 0. (6.15)

Somando as equacoes de balanco de massa das duas espécies obtém-se a equacao de
balanco de massa da mistura
Oop + Oupue = 0. (6.16)

O momento m,c;, da equacao de primeira ordem de Knudsen fornece a equacao de

balango da quantidade de movimento da espécie a

Vb .
b PJacs (6.17)

OoPatla + 0patias + Oun kT = —
Map

que somada & equacao anéloga para a espécie b resulta na equagao de balanco da quanti-
dade de movimento da mistura em primeira ordem de Knudsen ou equacao de Euler
Oppua + Oppugug + OunkT = 0, (6.18)

onde Mg, = mg+my e arelacio p (Uga — Ua) = Po (Uaa — Upa) fol utilizada para expressar o

fluxo maéssico difusivo em funcao da diferenca de velocidades hidrodinamicas das espécies.
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Das equacoes de balanco de massa e de quantidade de movimento da mistura obtém-se
1
Ooe + ug0pty + ;&ka =0, (6.19)

que, junto com as equagoes de balanco de massa e quantidade de movimento da espécie

a, permite obter a relacao

OoPatia + 0ppatiats + OangkT = Oun kT — &%nkT. (6.20)
p

Como conseqiiéncia das restricoes impostas as distribuigoes de ordem zero, as equagoes
de estado dos componentes e da mistura sao as de gases ideais, ou seja, a pressao dos
componentes nas equacoes em primeira ordem de Knudsen é a pressao parcial p, = n kT,
de acordo com a lei de Dalton, e a pressao da mistura é p = nkl’ = %nakT. Usando

estas relacoes pode-se escrever
Ng
logn kT = logp + log —, (6.21)
n
0 que permite expressar a derivada espacial da pressao parcial como
Ng Ng
OangkT = —0up + pOy—. (6.22)
n n

Substituindo a expressdo anterior no lado direito da Eq. (6.20) obtém-se,

Vab

OoPatia + 0ppatiatis + OanokT = pdoe = ———PJaas (6.23)
Meap
onde
Aoy = aa@ + <% + &) Oq logp = 8aﬁ + Hall (my, — myg) Oy logp (6.24)
n n P n np

é a forca difusiva da espécie a.

O momento %macf da equacao de primeira ordem de Knudsen é

D 2 D+2 2
B (5nakT n %pa) + 0, ((—;)nakTua + %paua> =G, (6.25)

J{l(l) 1

. C s b .
onde o termo G é o momento do operador de colisao ) $MaC; que, apos escrever

Ta explicitamente segundo a Eq. (3.128), reduz-se a

Vap

G = paps

Mab

o (T =T) 4 % (uy — ua)2> . (6.26)

Dk
((Uw3—'ua6)uﬁ'+

Somando as equacoes de balanco de energia dos componentes em primeira ordem de

Knudsen obtém-se a equacao de balanco de energia para a mistura
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Vab

2
— . 2

D (2nkT + u—2p) + Oa <(D +2) nkTuq + u—2pua> = Papb
2 2 2 2
Assumindo que o termo do lado direito da equacao, proporcional ao quadrado da diferenca
das velocidades, é de ordem desprezivel, e utilizando as Egs. (6.16) e (6.19) para eliminar
as derivadas temporais, obtém-se a equacao de transporte para a temperatura em primeira
ordem de Knudsen

2
T +1aaT + 5T Oatia 0. (6.28)

6.1.2 Equagoes de Navier - Stokes

Em segunda ordem de Knudsen a equagao de balanco da massa da espécie a é

At .
O pa + 0ajt) + =0, (— Vab pjm) = 0. (6.29)
2 Map

- . . (1 .
Somando as equagoes em primeira e segunda ordens e fatorando j,, ~ ]C(La) obtém-se a

equacao de difusao da massa para a espécie a

81?/0(1 + aapauoc = _8aj;av (630)
onde o fluxo massico difusivo aparente ¢ dado pela expressao

n2
jza = __mamb@;bdaay (631)
p

e o coeficiente de difusao binario aparente esta dado por

w At
b= et (mb——>. (6.32)

n2memy \ Plap 2

A Equacao (6.30) é exata até segunda ordem de Knudsen e, com exce¢ao dos termos
espurios introduzidos pela discretizacao, corresponde & aproximacao para moléculas de
Maxwell [Chapman e Cowling, 1970].

O momento m,c;g da equacao em segunda ordem de Knudsen ¢
At At
(1 1 a(2
80‘76(1,3) + 31pau5 + 80!Hgogﬁ + 780pda/3 + 7804] = Z Jl ( )maczﬂ, (633)
com a expressao I dada por

[ = 80 Z ff(o)cmcw + 07 Z fiq(O)CmCigCi,y. (634)

Avaliando os momentos de segunda e terceira ordem e utilizando as equacoes de Euler
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para eliminar as derivadas temporais tem-se

2

I =n,kT (0, Ogig —
n ( ug + dgu D

87%6&5) + uapdag + ngdm. (6.35)

A funcao I é também o momento de segunda ordem do operador de colisao Jf(l), assim
a(l . . 1
I = Z J; ( )maCiaCz’ﬁ =TI, (ua]aﬁ + UBJaa — Hga)ﬁ)

Va
+ papr— (g — Uan) (Uadpy + Updar) + Y Mivarnak (Tup — T) dag, (6.36)
Mo k=a.b

com
'y = nalVaq + MpVap. (6.37)

Usando a relacao anterior pode-se escrever, apos algebra,

nakT nak

Ly

Hgﬁ = Z NiVak (Lo — T') 00

2 . .
(&ﬂiﬁ + 85’&0[ — 587U75a5> FUaJapTUBI a0
k=a,b

(6.38)
Somando as equagoes de balanco de quantidade de movimento para a espécie a em

primeira e segunda ordem de Knudsen tem-se

At vy .
8tpaua6 + aa (pauauﬁ + nakT(saB + H5125> - _aO ’ Plaa
2 Map
At . . 1 Vap . .
+78a (Fa (ua]aﬁ + UBJaa — HEw?B) - m bp (Ua]aﬁ + uﬁ]aa)

Vab . a(2)
ao J; oCig.  (6.39
g P+ Z i macig. (6.39)

+ Z nkyaknak (Tak — T) 5a5> = —

k=a,b

Somando a equacao anterior com a versao analoga para a espécie b e eliminando os

fluxos maéssicos difusivos, com o auxilio da relagdo Eq. (6.23), obtém-se a equagao de
balanco da quantidade de movimento da mistura

Orpup + Oapuats = —0,11 4, (6.40)

com o tensor pressao aparente dado por

* * 2
Il 5 = pdas — N (8au5 + Oty — Eavuydag) , (6.41)
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e a viscosidade dinamica aparente por
A o L N At (6.42)
TEMAL T 2 r,, '

Na equacdo (6.40) foram omitidos os termos proporcionais a

( Z nkvakna ak — T —|— e Z nkl/bknbk; (Tblc — T)) s (643)

kab kab

~ 2 . o~
que sao da ordem de p,pp (1, —up)°, como pode ser demonstrado usando as defini¢oes
das temperaturas Ty, e Ty, € da temperatura da mistura, de acordo com a Eq. (3.54).
Nas regioes onde a concentracao da espécie b é nula a expressao anterior se reduz a

viscosidade dinamica aparente de um gés simples

e = nakT ( L g) : (6.44)

NaVaa 2

A equacao de balango de energia para a espécie a de segunda ordem de Knudsen é

2

D .
(st i) 00 (kT + G ) 0 (qm + pueg + gLy

w ) m At
+?Jaa+u51_laaﬁ —80 Z J macl, (6.45)

onde a funcao M esta dada por

M=% ff(m%ciacz +0, % ff(o)%cmcwcf, (6.46)

que, com o auxilio das equacgoes de balanco das propriedades da mistura em primeira

ordem Knudsen, pode ser escrita como

(D +2)
2my,

D +2 2
( Sy )kT—I— %) + pugugdas, (6.47)

M = kT 0T + 1nokTUs0 408 + Pdaa <

com g0 = (atig + Ogtta — 50,Us0ug).

O termo M é também o momento do operador de colisao de primeira ordem Z J m“ CiaC.
Utilizando as definicoes do tensor pressao aparente e o fluxo massico difusivo aparente
e eliminando os termos proporcionais a (u, — ub)2 obtém-se as equacgoes de balanco de
energia das espécies. Somando estas duas equagoes obtém-se a equagao de balanco da

energia da mistura

D 2 D u?
O, (EnkT + %p) + 0, (5nk:Tua 5 Plia + uplly 5 + qa) 0, (6.48)
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onde o fluxo nao-convectivo de energia aparente é dado por

D 2 . s %
&= -wa,7+ L3 pp (‘7—6“ + *“—a) , (6.49)

2 myg my
cujo primeiro termo é a difusao de energia regida pela lei de Fourier, com condutividade
térmica aparente dada por
(D+2)

K= AT (
2

Ng Ng Ty

At + - ﬂAt) , (6.50)
myl's  2m, mpl'y  2my

e o segundo representa o transporte de entalpia pelas correntes difusivas de cada espécie,
com relacao a velocidade baricéntrica da mistura.

Como resultado desta analise temos os coeficientes de transporte da mistura, que com
excecao dos termos espiirios, proporcionais a %, correspondem a anélise das equacoes de
Boltzmann apresentada no capitulo 3.

No desenvolvimento da equacao de difusao da massa foram calculados momentos de
até terceira ordem. No caso da equacao de balanco da quantidade de movimento e de
balanco de energia foram necessarios os calculos de momentos de quarta e quinta ordem
respectivamente. Devido ao intrincado das expressoes algébricas que resultam da avali-
acao dos momentos com aproximacoes de baixa ordem, os erros introduzidos por estas
aproximacoes serao estabelecidos experimentalmente, levando em conta também que nao

h& uma equivaléncia total entre as Eqs. (3.121), (3.122) e (3.129).

6.2 Verificacao e resultados numéricos

Para verificar os resultados da analise de Chapman-Enskog foram realizadas simulagoes do
processo de relaxacao homogénea, cuja solugao ¢ a base dos modelos BGK para misturas,
e de problemas governados pela equacao de adveccao-difusao, com diferentes condicoes
iniciais. Também serd abordada a avaliacao dos erros introduzidos na solugao da equacao
de difusdao de massa por causa da nao-indiferenciabilidade de componentes idénticos.
Como no capitulo 5, o passo de tempo serd considerado unitario e as velocidades
e comprimentos serao normalizados usando o passo da rede c;. A escolha da massa
molecular de referéncia, utilizada na definicao das grandezas 0,;, serd aquela que permita
satisfazer a relagao Eq. (6.3) mantendo os valores de 6,, e 0y, separados simetricamente
com relacao ao desvio nulo. De forma semelhante, as massas moleculares adimensionais

dos componentes correspondem aos seus valores reduzidos i, e fip.

6.2.1 Relaxacao homogénea

Em uma mistura de gases cujas fungoes distribuicao sao espacialmente homogéneas, mas

com diferentes propriedades macroscopicas, as diferencas entre a velocidade hidrodina-
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mica das espécies e as temperaturas dos componentes diminuem enquanto o sistema se
aproxima do estado de equilibrio global. Este processo é representativo da ultima etapa
de relaxacao e foi utilizado por Morse [1964] e Hamel [1965] para determinar as expressoes
dos parametros uy, e T,, no caso de moléculas de Maxwell. A capacidade do esquema
LBE de reproduzir fielmente este processo foi testada em diversas configuracoes inici-
ais, em sistemas com massas moleculares diferentes e amplas variagoes nas propriedades
macroscopicas das espécies.

A dinamica do processo de relaxacao homogénea no modelo escolhido é governada pela
solugdo da Eq. (6.5). Durante o processo de relaxagao os gradientes da fungao distribuigao

sao nulos, portanto as equacgoes de balanco em primeira e segunda ordem de Knudsen sao
Ao fH0 = g, (6.51)

a a At a a
o f; Rt oLf; © 4 730 <30fi (0)) =J @, (6.52)

Os momentos m,c;, destas equacoes sao equivalentes a

Va .
aOpauoz = _pm_bb]aay (653)
JAN Vab .
00jSY) + 01 patie + 780 <—pm—bb]aa) = 0. (6.54)

Somando as equacoes das duas ordens, considerando que Oypatiaa = OopPatia + 0o j&)

e Oipa = Oppa + 01p, = 0, a derivada temporal da velocidade do componente a pode ser

escrita explicitamente como

At I/a . I/a -
aouaa + 81Ua + a0 <_ P ° jaoe) = - P ° Jaa- (655)
2 Pa Mab

Subtraindo a expressao analoga para a derivada temporal da velocidade do componente

b obtém-se a equacao

At Vab Vab
O ace — Upa 1—p— = - ace — Wha) 5 6.56
b (Uaa — up )( P mab> P (tac = ko) (6.56)
cuja solucao é
Au = Augexp (—ayt), (6.57)

onde Au = (u, —uy) e

Mgy JAN?
=1 -— . .
g =1/ (pyab . ) (6.58)

O decaimento exponencial da diferenca de temperaturas dos componentes obtém-se

de forma similar. Para simplificar as expressoes pode-se assumir que inicialmente os
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componentes da mistura possuem a mesma velocidade hidrodinamica ou entao que o
sistema se encontra em repouso. Desta forma, somando as equacoes de balanco da energia
de cada espécie em primeira e segunda ordem de Knudsen e assumindo que 60§nakT 0=

o (%nakT + paa(ll)), a equacao de evolugao da diferenca de temperaturas é dada por

0o (T, — Ty) (1 — npapipvapAt) = —2npg ey (Ty — Tp) , (6.59)

cuja solucao é
AT = ATyexp (—art), (6.60)

ar =1/ <; ﬁ) | (6.61)

2nﬁbouubyab a 2

onde AT = (T, —Ty) e

As equagoes (6.57) e (6.60) foram verificadas em simulac¢oes com diferentes combina-
coes de parametros. Como predito pela andlise, as constantes de decaimento oy, e ar nao
dependem das freqiiéncias de colisao entre particulas da mesma espécie, da velocidade
hidrodindmica ou da temperatura da mistura. Exemplos da relaxacao de temperaturas e
velocidades sdo apresentados nas Figs. (6.1) e (6.2). Nestas simulagoes foram usados os
modelos com redes de terceira ordem D2V 17b e D3V 39.

Figura 6.1: Relaxacao homogénea de temperatura. v,, = 0.7, v = 0.75, vy = 1.0,
ne = 0.6, n, = 0.1, 6, = —0.3, 6, = 0.1, p,/ppy = 0.7/0.3. Rede D2V17b (A), Rede
D3V39 (V). Vea = 0.5, vy = 0.8, vy = 0.20, n, = 0.8, n, = 0.2, , = —0.5, 6, = 0.5,
ta/ iy = 0.8/0.2. Rede D2V'17b (+), Rede D3V'39 (o). As linhas continuas correspondem
a solugao analitica, Eq. (6.60).

Todos os modelos testados, de segunda a quinta ordem, em duas e trés dimensoes,
apresentaram boa concordancia com as Eqgs. (6.57) e (6.60), com discrepancias que au-

mentam conforme as constantes de decaimento aumentam.
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Figura 6.2: Relaxacao homogénea de velocidade. v,, = 0.7, v, = 0.75, v, = 1.0, n, = 0.5,
ny = 0.5, 6, = —0.1, 6, = —0.1, po/pp = 0.7/0.3, tgzo = 0.1, tgyo = 0.01, upyo = —0.05,
upyo = 0.1, Rede D2V17b. Au, (+), Au, (e). Aslinhas continuas correspondem & solugao
analitica, Eq. (6.57).

6.2.2 Indiferenciabilidade de espécies idénticas

Como ja foi apontado no capitulo 3, os modelos com operador de colisao BGK nao obe-
decem ao principio de indiferenciabilidade, portanto, uma mistura de componentes meca-
nicamente idénticos nao se comporta como um gas simples em todas as circunstancias.

Para avaliar os efeitos desta inconsisténcia, foram realizadas simulacoes na situacao
limite em que as duas por¢oes de gds com moléculas idénticas se encontram em repouso,
a mesma temperatura e densidade e inicialmente separadas. Em ¢t > 0 é permitido
as duas espécies misturar-se, provocando gradientes espiirios na densidade, velocidade e
temperatura da mistura.

Nas simulacoes em que um degrau unitario de concentracao foi empregado como con-
di¢ao inicial, instabilidades numéricas apareceram durante os primeiros passos, com quase
todas as combinacoes de parametros testadas e em redes de todas as ordens. Esta ins-
tabilidade inicial pode ser corrigida acrescentando particulas da espécie a nas regioes de
maior concentracao de b e vice-versa. Por esta razao as simulacoes apresentadas foram
realizadas utilizando um pequeno traco de contaminante, com concentracao da ordem de
5 x 1074, nas regides quase puras.

As Figuras (6.3) a (6.5) mostram a evolucdo, a cada 10 passos de tempo, da veloci-
dade hidrodinamica da mistura, da densidade total e da energia interna da mistura, em
simulagoes usando o modelo de quinta ordem D2V 53a.

Os picos de densidade total, velocidade e energia interna da mistura tém amplitude

méaxima nos primeiros estagios do processo e diminuem conforme a perturbacao se pro-
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Figura 6.3: Velocidade da mistura vs. t. mg, =mp = 0.5, ng =np = 0.5, vy = 1) = Vg =
1.0, 6 = 0.0, rede D2V'53a.

paga, com velocidade proxima a velocidade do som, na dire¢ao das regioes de componentes
quase puros.

A velocidade e, portanto, o nimero de Mach maximo da mistura, atingida no comeco
da simulacao, é da ordem de 0.02. A amplitude das perturbacoes de densidade e energia
interna é da ordem de 5% dos valores iniciais quando a concentracdo do contaminante
¢ a minima necessaria para manter a estabilidade numérica. Estas perturbacoes sao
proporcionais a diferenca inicial de concentragoes, decaem rapidamente, e por isto espera-
se que nao tenham um efeito consideravel sobre o processo difusivo apos os instantes
iniciais.

Assumindo temperatura e pressao homogéneas e constantes, a equacao da difusao de

massa do componente a pode ser escrita como®
Owq — DOOpw, = 0, (6.62)

onde w, = p,/p e D & o coeficiente de difusao calculado segundo as Egs. (6.31) e (6.32),
com as propriedades iniciais da mistura. A Figura (6.6) mostra uma comparagao entre a
simulacao de um degrau de concentracao, com os mesmos parametros utilizados nas Figs.

(6.3) a (6.5), e a solugao analitica da equacao de difusdo de massa, para esta configuragao,

1 T
we = =Aw, erfc | ——— | + wqo, 6.63
2 (2\/Dt) ’ (6.63)

onde w,o € a concentracao inicial do componente a no intervalo x > 0.

INo restante do capitulo os coeficientes de transporte referidos correspondem aos valores aparentes,
obtidos na secdo (6.1.2), e serd omitida a distingdo na notagao.
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Figura 6.4: Densidade da mistura vs. t. m, = my = 0.5, ng =np = 0.5, v, = 1 = Vg =
1.0, # = 0.0, rede D2V 53a.

Mesmo nas condigoes limite de estabilidade numérica, com as maiores perturbacoes
na velocidade e na temperatura da mistura, os resultados da simulagao apresentam erros
consideraveis apenas nos primeiros 100 passos de tempo, apos os quais hd uma boa con-
cordancia com a solucdo analitica. A diferenca se deve, em parte, a que o coeficiente de
difusdo nas regides proxima de x = 0 é menor do que o calculado com as propriedades ini-
ciais da mistura, ja que depende diretamente da energia interna que, como mostra a Fig.
(6.5), decai nos primeiros estagios. Esta tendéncia é a mesma independentemente do valor
da temperatura inicial. Também se verificou que as simulacoes com menores diferencas

inicias de concentracao apresentam menores discrepancias com a solucao analitica.

6.2.3 Difusao de massa

O problema de difusao de massa num degrau de concentragao é um tipo de configuracao
cuja simulacao nao corresponde exatamente a solucao da equacao de difusao com coefici-
ente constante e também muito propensa a instabilidades numéricas, como foi apontado
na secao anterior. Por isto, na determinacao do coeficiente de difusao binario foi em-
pregada uma outra configuragdo, com gradientes de concentraciao continuos, na qual os
efeitos das caracteristicas do modelo BGK com relacao a indiferenciabilidade de gases
idénticos tém ordem de grandeza desprezivel.

A continuidade no gradiente de concentracao diminui consideravelmente a instabili-
dade numérica do método, sendo factivel obter solugoes em faixas de temperatura mais
amplas.

No caso de um sistema composto por dois gases com a mesma massa molecular e

com uma distribuicao sinusoidal de concentragao na direcao x de um meio infinito, com
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Figura 6.5: Energia interna da mistura vs. t. m, = my = 0.5, n, =ny, = 0.5, v, = v, =
Vg = 1.0, 8 = 0.0, rede D2V 53a.

temperatura e pressao uniformes e com velocidade inicial uniforme wu,, a equacao de

difusdo da massa, Eq. (6.30), pode ser escrita como

Ow, + Uy Opw, — DO,Oyw, = 0. (6.64)
A solucao da equacao anterior é

Wy = %wao (e’kQDt sin(Kz — Kugot) + 1) , (6.65)
onde K é ntimero de onda e w,y é a concentragao maxima da espécie a.

Uma simulacao com as condicoes acima descritas, num meio com condigoes periodicas
em todas as direcoes, é apresentada na Fig. (6.7). Neste caso foi empregada a maxima
amplitude de concentragao como condicao inicial e uma velocidade inicial elevada, u,, =
0.1. A figura mostra o decaimento do perfil, a cada 180 passos de tempo, desde o instante
inicial até o momento em que a onda percorreu a metade do dominio.

Neste problema o coeficiente de difusao pode ser medido, como uma relacao de in-
tegrais, empregando o perfil de concentracdo num instante arbitrario. Se a fungao A(t)
representa a area limitada pelo perfil de concentracao no instante ¢, normalizada pelo

valor maximo da concentracao,

-

pela mudanca de varidveis y = x — u,ot obtém-se a integral

1
we(z, t) — §wa0

1 <1 2
dz = / §e_K Ptlsin(Kx — Kugot)| dz,  (6.66)

Wao

o0

1 2 o 2
At) = 56_K Dt/ |sin(Ky)| dy = e 7P A(0), (6.67)

[e.o]
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Figura 6.6: Difusdo de massa em gases mecanicamente idénticos. ¢t = [0, 10, 50, 100, 200],
rede D2V 53a. As linhas continuas correspondem & solugdo analitica, Eq. (6.63).

a qual é usada para escrever o coeficiente de difusao de maneira explicita como

_ ! 1 A) 6.68
= %% nm. (6.68)

Os valores de A(t) foram obtidos pela integragdo da solu¢do numeérica em todo o
dominio através da regra do trapézio. As comparacoes entre o resultado da anéalise de
Chapman-Enskog, Eq. (6.32), e as simulagdes mostram boa concordancia, com erros
maximos inferiores a 0.5%, mesmo nas simulacoes com concentra¢do maxima unitaria e
velocidade inicial com componentes da ordem de 0.1.

A dependéncia entre coeficiente de difusao e a temperatura inicial foi verificada usando
modelos de segunda até quinta ordem, em duas dimensoes, e modelos de segunda e terceira
ordem, em trés dimensoes, para diferentes combinacoes de parametros iniciais. Como
exemplo desta comparacao, os resultados para um sistema com os parametros da simulacao
da Fig. (6.7), com os coeficientes medidos pelos perfis de concentracdo nos instantes inicial
e final da referida simulagdo, sdo apresentados na Fig. (6.8).

Em todas as simulacoes realizadas os erros nao excederam 0.5%, mesmo com as redes
de segunda ordem D2Q9 e D3V'19. As simulacoes com a rede de terceira ordem D2V 17a
divergem para valores do desvio de temperatura inferiores a —0.2 na maioria dos casos,
sendo mais sensiveis a este parametro conforme o valor do coeficiente de difusao binério
decresce.

Simulacoes similares foram efetuadas para estabelecer a dependéncia do coeficiente

de difusao com os restantes parametros. Através destas simulacdes verificou-se que o
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Figura 6.7: Decaimento de um perﬁl sinusoidal de concentragao t =
[180, 360, 540, 720, 900], V4 = 1.0, vy = 0.7, Vo = Vpe = 1.9, 040 = O = OO
ne = ny = 0.25, wee = 1.0, u, = 0.1, Rede D2V53a. As linhas continuas correspon-
dem a solucao analitica, Eq. (6.65).

coeficiente de difusao binario é independente do valor das freqiiéncias de colisao v,, e vy,.

As combinagoes de densidades de nimero de particulas e freqiiéncias de colisao devem
ser escolhidas de maneira a garantir a positividade das viscosidades e das condutividades
térmicas por espécie e da mistura, de outra forma instabilidades numeéricas aparecem,

particularmente quando os desvios de temperatura sao elevados.

6.2.4 Difusao de quantidade de movimento

A simulagdo de um caso similar ao empregado na determinacgao da viscosidade dinamica
de gases simples foi utilizada para averiguar a dependéncia da viscosidade dindmica da
mistura com as freqiiéncias de colisao, as densidades dos componentes e a temperatura da
mistura. Diferentemente das simulacoes para o calculo do coeficiente de difusao binério
onde a relacao de massas moleculares fica restrita & unidade, de forma a manter a pressao e
a densidade total uniformes em todo o dominio, na simulacao da difusao de quantidade de
movimento numa mistura de concentracao homogénea ¢é possivel utilizar gases de massas
moleculares diferentes, mantendo quase constante o coeficiente de difusao na Eq. (5.55).

Um exemplo deste tipo de simulagao, cuja evolucao esta governada pela equacao de
advec¢ao-difusao, na forma da Eq. (6.64), com o modelo tridimensional de terceira ordem
D3V39, & apresentado na Fig. (6.9). Neste caso foi possivel atingir uma relagdo de
massas [i,/iy = 5 com todas as redes disponiveis, de terceira a quinta ordem, em duas e
trés dimensoes, com excecao da rede D2V17a.

Experimentos similares foram realizados com diferentes combinacoes de parametros

com excelente concordancia com a solucao analitica em todos os casos, incluindo os mo-
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Figura 6.8: Coeficiente de difusao binario vs. 0. v,, = 1.0, vy = 0.7, Ve = Ve = 1.9,
ne = np = 0.25, wee = 1.0, u, = 0.1. Rede D2Q9 (+), Rede D2V17a (O), Rede
D2V'37 (%), Rede D2V'53a (V), Rede D3Q19 (A) e Rede D3V39 (). As linhas continuas
correspondem a solugdo analitica, Eq. (6.32).

delos de terceira ordem em simulagoes com velocidade até 0.1. Verificou-se também que a
viscosidade nos modelos de segunda ordem ¢é independente da temperatura e corresponde
a calculada com a temperatura 7y em sistemas com massas moleculares iguais. Nos ou-
tros casos a diferenca entre a viscosidade medida e a expressao Eq. (6.42), calculada
usando Ty, se incrementa com a diferenca de temperaturas T — Tj e a relacao de massas

moleculares.

6.2.5 Transferéncia de calor

O problema do degrau de temperatura foi simulado para verificar a expressao da condu-
tividade térmica da mistura. A evolucao da temperatura do sistema é regida pela Eq.
(5.61), sempre que as distribui¢oes de concentracao e pressao sejam uniformes. O pro-
blema permite estudar a dependéncia da condutividade térmica com a relagao de massas
j& que, na auséncia de gradientes de pressao e concentracao, a velocidade da mistura e
os fluxos massicos difusivos sao nulos. A Figura (6.10) mostra um exemplo deste tipo de
simulacao com um modelo de quarta ordem em duas dimensoes.

O coeficiente de difusao pode ser considerado constante em todo o dominio quando
a diferenca inicial de temperatura ¢ uma pequena porcentagem do valor médio, assim,
0S erros na comparacao entre a solucao analitica, com o calor especifico da mistura dado
por ¢, = Y, WiCpk, € 0s resultados das simulacoes com modelos de quarta e quinta ordem
sao inferiores a 0.5%. As simulagoes foram repetidas usando modelos de quarta e quinta
ordem, com resultados satisfatorios, para varias combinacoes de parametros, com erros

da mesma ordem de grandeza em todos os casos.
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Figura 6.9: Decaimento de wum perfil sinusoidal de velocidade. t =

[0, 180, 360, 540, 720, 900], v4q = 1.1, v = 0.7, vy = Vpe = 1.0, o/ = 5, ng, = 0.5,
ny = 0.5, 8, = —2/3, 0, = 2/3, uyo = uyo = 0.1, Rede D3V39. As linhas continuas
correspondem a solucao analitica.

Problemas similares, com composicao inicial e pressao uniformes, mas com temperatu-
ras dos componentes ligeiramente diferentes, foram resolvidos com resultados igualmente
satisfatorios. Uma simulagao deste tipo, cuja evolucao estd governada pela equagao de
adveccao-difusao, é apresentada na Fig. (6.11). Nesta simulacdo em particular, a tem-
peratura de gases com massas moleculares diferentes foi imposta inicialmente usando o
mesmo valor para o desvio de energia interna 6y = 0. De acordo com a Eq. (6.3) esta es-
colha estabelece que as componentes possuam temperaturas diferentes cuja relagao é igual
ao inverso da relacdo de massas. A figura mostra a evolugao do sistema, com velocidade
uzo = 0.05, a cada 900 passos de tempo.

A condutividade térmica nas simulacées com modelos de terceira ordem coincide com
a Eq. (6.50) apenas em sistemas de massas moleculares simétricas com desvio de energia
interna nulo. Nos outros casos o erro aumenta com o aumento da relagao de massas

moleculares e com o desvio de energia interna inicial.

6.2.6 Discussao

As simulacoes realizadas permitem concluir que o modelo de Boltzmann para misturas,
implementado através da equacao de Boltzmann para gases em rede, possibilita simu-
lar corretamente processos de difusao de massa, quantidade de movimento e energia, de
acordo com as equacoes macroscopicas obtidas pela anélise de Chapman-FEnskog no con-
tinuo, com a adicao de termos espurios cuja forma explicita é conhecida e que, portanto,

podem ser incluidos nos coeficientes de transporte. Estas caracteristicas particulares
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Figura 6.10: Decaimento de um degrau de temperatura. ¢ = [0 — 1000], v,, = 0.7,
Vpp = 057 Vab = Vpg — 09, Ma/ﬂb = 15, Ng = 02, ny = 03, 9(1 = —0.2, Gb = 02,
A0 = 0.02, Rede D2V 37. As linhas continuas correspondem a solucao analitica.

transformam a Eq. (6.1) num esquema de solugdo de segunda ordem para a termohidro-
dindmica de misturas.

A anéalise de Chapman-Enskog mostrou que o modelo representa corretamente o trans-
porte de massa, com difusdao promovida pelo gradiente de concentracao molar, e pelo
gradiente de pressao em gases com massas moleculares diferentes. Igualmente, o tensor
pressao e o vetor fluxo nao-convectivo de energia possuem as mesmas formas dos obtidos
pela analise multiescala com o operador integral de colisdo completo [Chapman e Co-
wling, 1970|. Por ser um modelo para moléculas de Maxwell, os termos que correspondem
a difusao térmica nao aparecem nas equacoes de balanco de massa das espécies e nao hé
fluxo nao-convectivo de energia associado a forca difusiva. O modelo BGK implementado
permite ajustar o coeficiente de difusao binario independentemente das viscosidades e
das condutividades térmicas dos componentes, possibilitando assim escolher o ntamero de
Reynolds independentemente do niimero de Schmidt ou do nimero de Lewis, dependendo
de sua importancia no tipo de problema.

Por sua relativa simplicidade no tratamento das interacoes entre particulas, o modelo
pode ser tomado como base para o desenvolvimento de modelos para fluidos imisciveis
[Santos et al., 2003| ou para escoamentos com reagoes quimicas [Succi, 2001].

Verificou-se que os efeitos esptrios devidos a nao-indiferenciabilidade de gases com
propriedades mecanicas idénticas tem um efeito minimo na solucao da equacgao de difusao
e que tal influéncia se reduz consideravelmente nas situagoes em que os gradientes das
propriedades macroscopicas sao continuos.

A estabilidade do método numérico depende da ordem do modelo e da rede utilizada
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Figura 6.11: Decaimento de um perfil sinusoidal de temperatura. ¢ = [0—3600], v,, = 1.0,
Vpp = 07, Vap = Vpg = 15, ,ua/,ub = 07/03, Ng = 04, ny = 06, 9(1 = 91) = 0.0 , Ugpp = 005,
Rede D2V 37. As linhas continuas correspondem a solucao analitica.

e esta limitada pelos valores dos coeficientes de transporte, os desvios de temperatura, os
gradientes das propriedades macroscopicas e a relacao de massas moleculares. Observou-se
que em simulacoes como as apresentadas, onde os gradientes das propriedades macroscopi-
cas sao continuos, a estabilidade esta condicionada fortemente pela amplitude dos desvios
de energia interna. A amplitude da faixa de valores de 0 que preservam a estabilidade
do método decresce com os coeficientes de transporte e, com excecao da rede de terceira
ordem D2V'17a, esta ¢ dificil de manter em problemas com desvios de energia interna fora
do intervalo 6, € [-0.5 0.5].

A influéncia dos erros nas equacoes de balanco introduzidos pelas aproximacoes de
baixa ordem foi verificada experimentalmente obtendo as seguintes conclusées. A evolucao
de distribuicao da densidade num sistema formado por gases com massas moleculares
iguais, na forma da Eq. (6.30), é representada sem erros aprecidveis pelos modelos de
segunda ordem e superiores. Na solucao dos problemas de adveccao-difusao estudados,
nao se observou relacao entre o desvio inicial de temperatura, a magnitude da velocidade
da mistura e o erro em relacao a solucao analitica. Isto se deve a que, nos modelos de
segunda ordem, os termos acrescentados a equacao de difusao da massa, da ordem do
namero de Mach ao cubo, sdo proporcionais ao fator (T, — T) /T, que s6 é apreciavel
quando os gases possuem temperaturas ou velocidades hidrodinamicas muito diferentes.

A equacao de balanco da quantidade de movimento é representada adequadamente por
modelos de terceira ordem e superiores, sendo que os modelos de segunda ordem apresen-
tam discrepancias com relagao a Eq. (6.40) e a expressdo para a viscosidade dindmica Eq.

(6.42), que dependem do desvio de temperatura e da relacdo de massas moleculares. Em
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sistemas de massas moleculares simétricas, a viscosidade dos modelos de segunda ordem
corresponde a aquela calculada com a temperatura de referéncia 7y, como no caso dos
gases ideais simples. Em sistemas de massas moleculares assimétricas, a comparacao entre
as solugoes analitica da equagao de difusao e os resultados das simulacoes apresenta erros
que aumentam conforme a diferencia entre a temperatura da mistura e a temperatura de
referéncia, T' — Ty, aumenta. Os erros introduzidos pelos modelos de terceira ordem nao
aparecem nas simulacoes realizadas devido a que sao proporcionais ao fator (T, — T) /T
e, possivelmente, de alta ordem no ntimero de Mach.

Os modelos de quarta ordem e superiores satisfazem a equacao de balanco da energia
na forma da Eq. (6.48), como foi verificado pela simulacao de degraus de temperatura
em sistemas com massas moleculares diferentes. A condutividade térmica nas simulacoes
com redes de terceira ordem, D2V17a/b e D3V 39, coincide com a Eq. (6.50) apenas em
sistemas de massas moleculares simétricas com desvio nulo de energia interna.

Embora na deducao da expressao para a condutividade térmica da mistura tenha
sido avaliado o momento de quinta ordem, o modelo de quarta ordem com rede D2V 37
apresenta apenas pequenos erros, da mesma ordem de grandeza dos apresentados pelo
modelo de quinta ordem, na comparacao entre as simulacoes e a Eq. (6.48). Estes erros
sao pouco sensiveis a diferenca de temperaturas dos componentes ou a velocidade inicial
da mistura, indicando que sao proporcionais a potencias elevadas do nimero de Mach.
Aparentemente, sempre que a diferenca de temperaturas dos componentes seja pequena,
as aproximacoes de baixa ordem aplicam-se os mesmos critérios que aos modelos para
gases simples. Isto é, a equagao de conservacao da massa é representada pelos modelos
de segunda ordem, a equacao de balanco da quantidade de movimento pelos modelos de

terceira ordem e a equacao de balanco da energia pelos de quarta ordem e superiores.



Capitulo 7

Solucao da EBVD por diferencas finitas

de alta ordem

Nos capitulos anteriores foi apresentado um esquema de discretizagao espacial e tempo-
ral da equagao de Boltzmann com velocidades discretas, para gases simples e misturas
binarias, conhecido como LBE. Embora simples de implementar, econdmico em termos
computacionais e com resolugao espacial e temporal de segunda ordem na solucao da hi-
drodinamica, o método possui algumas caracteristicas que limitam a sua aplicacao quando
se requer simular escoamentos com baixas viscosidades e com gradientes pronunciados das
propriedades macroscopicas. Além disso, o ntimero de vetores necessarios para represen-
tar exatamente as equacoes de Navier-Stokes-Fourier é elevado, por utilizar apenas redes
formadas por poligonos cujos vértices correspondem a uma malha cartesiana regular. A
primeira destas limitacoes pode ser contornada utilizando outros esquemas de discreti-
zagao espacial e temporal, que permitam modificar o nimero de Courant de maneira a
garantir a estabilidade numérica e a convergéncia e aumentar a resolucao espacial e tem-
poral da solugao [Cao et al., 1997, Sofonea e Sekerka, 2003]. A segunda limita¢ao pode ser
parcialmente amenizada utilizando as solugoes ao problema de quadratura, Eq. (4.19),
que nao satisfazem as condicoes particulares necesséarias na LBE.

Neste capitulo sao apresentados e discutidos brevemente alguns exemplos de solucao da
Eq. (4.20) que empregam conjuntamente as duas técnicas mencionadas. Utilizando uma
discretizacao na qual o espaco e a velocidade nao estejam acoplados é possivel: diminuir o
numero de Courant de acordo com as exigéncias do problema, resolver numericamente a
equacao de Boltzmann com velocidades discretas com ordens de truncamento superiores
e, o que é muito importante para reduzir o custo computacional, utilizar solugoes ao
problema de quadratura com um nimero reduzido de elementos para a mesma ordem de
aproximacao.

Apenas esquemas que preservem as caracteristicas explicitas do LBE sao apresentados.
Isto devido a que com algoritmos deste tipo a solucao das equagoes de evolugao para

fi depende apenas dos valores desta funcao nos locais mais proximos e portanto sua
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implementacao em paralelo é relativamente simples. Igualmente, por simplicidade, s sao
discutidas as discretizacoes em malhas cartesianas uniformes, esclarecendo que esta nao
¢ uma limitacao do método, que pode ser utilizado igualmente em outros sistemas de
coordenadas e com espagamentos nao-uniformes, com o mesmo conjunto de abscissas no

espaco de velocidades moleculares.

7.1 Discretizacao espacial e temporal

Os esquemas de discretizagao empregados no método de Boltzmann para gases em rede

sao o de Euler de primeira ordem

% _ fz(xvt+At) _fi(x7t)

7.1
ot At ’ (7.1)
e as diferencas espaciais a montante de primeira ordem

i i (%,1) = fi(x — Axg, t

0r, Az, ’

cujos erros de truncamento podem ser incorporados na anélise multiescala e absorvidos
pelos coeficientes de transporte. Esta possibilidade foi explorada por Sofonea e Sekerka
[2003] usando o modelo de segunda ordem D2@Q9. Na formulagao destes autores, a discre-
tizacao espacial é feita sobre as direcoes dos vetores de velocidade, o que permite escrever
expressoes similares & Eq. (5.4) e, apés a analise de Chapman-Enskog, determinar a
viscosidade como funcao do passo de tempo e da separacao entre sitios. Nas redes nao-
regulares as projegoes das velocidades moleculares nao passam pelos sitios vizinhos mais
proximos, razao pela qual nao é possivel adotar esta estratégia e, por isto, o produto
da velocidade molecular com o gradiente da funcao distribuicao serd avaliado explicita-
mente num sistema de coordenadas cartesianas. A forma dos erros de truncamento na
andalise multiescala nao permite a obtencao de uma expressao simples para os coeficien-
tes de transporte e, portanto, para manter a ordem de precisao do LBM sera necessario
empregar esquemas de discretizacao espaciais e temporais de segunda ordem.

O esquema de segunda ordem por diferencgas centrais no tempo

% _ fi(xa t_'_At)_fi(Xa t_At)
ot 2At ’

(7.3)

nao acrescenta termos esptrios a analise multiescala em segunda ordem de Knudsen, mas,
pelo fato da funcdo f; (x, t + At) estar parcialmente desacoplada de f; (x, t), dependendo
do esquema de discretizacao espacial, podem desenvolver-se duas solucoes independentes,
o que resulta em oscilagoes temporais das grandezas macroscopicas.

No esquema de Runge-Kutta de segunda ordem a funcao f; é calculada como
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usando a estimativa do valor de f; no meio do intervalo At

fz' (X, t+ %) = fz (X, t) - %Rz (X, t), (75)

e a funcao R;, que corresponde & discretizagao dos termos restantes na equacao de Boltz-

mann com velocidades discretas

Rl’ (X, t) = Cia g—i)x t — J,L (X, t) . (76)

Como na LBE, o operador de colisao sera avaliado localmente. Para a discretizagao
das derivadas espaciais podem ser utilizados os esquemas de diferencas a montante de

segunda ordem , dado por

8.](1 _ ?)fz (X, t) — 4.][‘z (X — Al’a, t) + f, (X — QA[L’Q, t)

7.7
0T, Az, ’ (7.7)
quando ¢;, > 0 e
Ofi  =3fi(x,t) +4f; (x + Axy, t) — fi (x + 2Ax,, 1)
= : (7.8)
0T, Az,
quando ¢;, < 0, e o de diferencas centrais, dado por,

8$a QA,CL'Q

Estes dois esquemas possuem caracteristicas dispersivas, isto é, acrescentam oscilagoes
artificiais a solu¢ao em regioes com gradientes pronunciados [Tannehill et al., 1997|. Em
condigoes como estas, como no caso da simulagao do tubo de choque, a derivada espacial

serd discretizada usando o esquema de diferencas a montante de terceira ordem, dado por

Ofi  2fi(x+Ax,) +3fi (x) — 6f; (x — Az,) + fi (x — 2Az,)
or, 6Ax,, ’

quando ¢;, > 0 e

(7.10)

Ofi  —2fi(x — Azy) — 3fi (x) +6fi (x + Azy) — fi (x + 2Az,)
O, B 6Ax, ’

quando ¢;, < 0.

(7.11)
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7.2 Resultados numéricos e discussao

As simulacoes de teste realizadas nos capitulos 5 e 6 foram repetidas para verificar a
implementacao e estabelecer as vantagens do método de solucao por diferencas finitas de
alta ordem. A ampliacao dos limites de estabilidade foi testada pela simulacao do tubo
de choque, com diferencas iniciais de pressao e temperatura elevadas. Por exemplo, a Fig.
(7.1) mostra a comparagao entre uma simula¢do com o modelo tridimensional de quarta
ordem D3V'53 e a solu¢ao analitica das equa¢oes de Euler [Anderson Jr., 2003].

Da mesma forma que no capitulo 5, utilizou-se uma freqiiéncia de colisao constante em
todo o dominio. As discrepancias nos valores da densidade, a temperatura e a velocidade,
particularmente nas proximidades da superficie de contato, se devem ao valor finito dos
coeficientes de transporte: viscosidade, coeficiente de autodifusao e condutividade térmica.
Imediatamente apds a ruptura da membrana que separa as massas de gas a diferentes
pressoes, se estabelece uma diferenca de temperatura entre as regides 2 e 3 e, como
conseqiiéncia do valor nao-nulo da condutividade térmica, a transferéncia de calor através
da superficie de contato'. Sendo a pressao igual nos dois lados desta interface, a densidade
na regiao 3 diminui, promovendo o fluxo méssico no sentido positivo do eixo x, como se
observa no grafico de velocidade u,. Esta hipotese se verifica facilmente pela comparacao
do perfil de temperatura, nas proximidades da superficie de contato, com a solugao ao
problema do degrau de temperatura, apresentado na se¢ao 5.3.3. Com a condutividade
térmica calculada usando a temperatura média das duas regioes, 0s erros na comparagao
dos perfis foram inferiores a 1%.

Por outro lado, as oscilacoes na frente da onda de choque sao devidas aos efeitos parci-
almente dispersivos do esquema de diferenciacao espacial. Mesmo com pequenas relacoes
de pressao, o esquema de diferencas centrais mostrou-se instavel. O esquema de diferen-
cas a montante permitiu simular problemas com relacoes de pressao ligeiramente maiores,
diminuindo o nimero de Courant, calculado com o maior modulo dos vetores da rede cor-
respondente. Embora as simulagoes permanecam estaveis, as oscilacoes introduzidas pela
discretizacao de segunda ordem, nas proximidades das descontinuidades, alteram conside-
ravelmente a solucao. O esquema de diferencas a montante de terceira ordem mostrou-se
o mais apropriado nestas condicoes, permitindo atingir relacoes de pressao de 10 : 1.

Por ser uma rede com vetores de comprimento menor, a rede D3V'53, empregada na
simulagdo da Fig. (7.1), possui limites de estabilidade mais amplos do que a rede da
mesma ordem com 52 velocidades, e comparaveis com os das redes bidimensionais de
quarta ordem D2V'19/20.

As caracteristicas hidrodinamicas foram avaliadas pela simulacao de problemas de
advecgao-difusao. Os erros introduzidos na Eq. (4.20) pelas discretizagdes espaciais e

temporais de segunda ordem e superiores nao tem influéncia sobre a anélise de Chapman-

' A nomenclatura para as regides do tubo de choque é mesma empregada na secio 5.3.1
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Figura 7.1: Resultados da simulacao do tubo de choque, com relagao inicial de densidades
10 : 1 ap6s 1000 passos de tempo, temperatura inicial homogénea 6 = 0.0, 7 = 0.00008 e
At = 0.0001, usando a rede de quarta ordem D3V 53a. As linhas continuas correspondem
a solucao analitica das equacoes de Euler.

Enskog em primeira e segunda ordem de Knudsen, razao pela qual os coeficientes de
transporte para gases simples correspondem aproximadamente as expressoes Eqs. (3.118)
e (3.119). Da mesma forma, o coeficiente de difusdo binario, a viscosidade da mistura e
a condutividade térmica da mistura estdao dadas pelas Eqs. (3.130), (3.131) e (3.132). A
correspondéncia entre o modelo e estas expressoes foi verificada nos casos de difusao de
quantidade de movimento e energia. A Figura (7.2) mostra a comparagao entre a simula-
¢ao com os esquemas de diferencas centrais e Runge-Kutta de segunda ordem e a solugao
analitica do problema bidimensional, similar aos discutidos no capitulo 5, conhecido como

vortices de Taylor, cuja evolucao é dada pelas expressoes
Uy (x, t) = —ugexp (=D (K7 + K3) t) cos (K1) sin (Kay) (7.12)

uy (x, t) = ugexp (—D (K7 + K3) t) sin (K1) cos (Kay) (7.13)

onde K e K5 sao os numeros de onda e D a viscosidade cinematica, calculada com os



Solucao da EBVD por diferencas finitas de alta ordem 110

valores iniciais das propriedades do fluido. Em todos os casos, os erros maximos, com
diferencgas centrais e a montante de segunda ordem e aproximacoes de terceira ordem
e superiores a funcao distribuicdo Maxwelliana, foram inferiores a 1%. Nas simulacoes
com modelos de segunda ordem, como a da figura citada anteriormente, a viscosidade é

independente da temperatura e corresponde & calculada com a temperatura 7j.

0.05

=0}

~0.05 32 64 9 128

Figura 7.2: FEvolucao do perfil de velocidade horizontal num vortice de Taylor. ¢ =
[50 —450], y = 16, At = 0.1, Az = 1.0, v = 1.0, 6 = 0.0, n = 1.0, ug = 0.05, Ky = 47/ L,,
Ky =2n/L,, Rede D2V'7. As linhas continuas correspondem a solucdo analitica.

A Figura (7.3) apresenta a comparacao entre a solugao analitica ao problema do degrau
de temperatura, Eq. (5.61), e o resultado de uma simulagdo com o modelo de quarta
ordem e a rede D2V20, usando diferencas a montante de segunda ordem. Neste tipo
de simulagoes observaram-se oscilagoes durante os estagios iniciais, nas proximidades da
descontinuidade de densidade e temperatura. Estas oscilacoes, embora de amplitude
muito menor, também aparecem nas simulagoes com o LBM e se explicam em parte pelo
carater dispersivo dos esquemas de discretizacao espacial, como foi verificado pelo testes
em idénticas condicoes e o esquema de diferencas a montante de terceira ordem. As
comparagcoes entre a solucao analitica e as simulacdes com o modelo de terceira ordem
com as redes D2V12 e D3V 27 foram igualmente satisfatorias quando a condutividade
térmica foi calculada usando a expressao Eq. (5.54) sem os termos proporcionais a At/2.

O modelo para misturas binarias com operador de colisao BGK foi verificado pela
simulacao do problema de relaxacdo homogénea, com diferentes combinacdes de parame-
tros. As constantes de decaimento correspondem as expressoes calculadas na secao 6.2.1,
sem os termos proporcionais a At/2. Nos problemas de misturas de gases com moléculas
idénticas e no mesmo estado termodinamico, os trés esquemas de ordem superior apresen-
taram oscilagoes de amplitude maior do que as observadas com o LBM, portanto, com os

restantes parametros constantes, é necessario aumentar a fracao de particulas da espécie
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Figura 7.3: Evolugdo do perfil de energia interna. ¢ = [0 — 2000], At = 0.1, Az = 1.0,
v =20, Ae = 0.01, n = 1.0, Rede D2V20. As linhas continuas correspondem & solucao
analitica.

a nas regioes de maior concentracao da espécie b, e vice-versa, para manter a estabilidade
numeérica do método, mesmo com pequenos passos de tempo.

Os problemas de difusao de massa, quantidade de movimento e energia em misturas
foram repetidos com excelente concordancia com as solugoes analiticas da equacao de
adveccao-difusao. As conclusbes obtidas no capitulo anterior com relagao & validade das
expressoes para os coeficientes de transporte em modelos de baixas ordens de aproxima-
cao sao igualmente validas. Os modelos de segunda ordem representam apropriadamente
a equacao de difusdo de massa com pequenos erros, como mostra a Fig. (7.4). Esta
simulacao corresponde a evolucao do perfil de concentracao num sistema de massas idén-
ticas e desvio de temperatura nulo, ap6s quatro intervalos de tempo, nos quais o perfil de
concentragao percorreu todo o dominio. O coeficiente de difusdao binério foi calculado de
acordo com a Eq. (3.130).

Da mesma forma, simulacoes do decaimento de perfis de velocidade sinusoidais e vor-
tices de Taylor foram realizadas com boa concordancia com as solugoes analiticas em
modelos de terceira ordem e superiores. A viscosidade nos modelos de segunda ordem
coincide com a expressao obtida pela analise multiescala apenas nos casos de massas
moleculares iguais e desvio nulo de temperatura.

Resultados igualmente satisfatérios foram obtidos nos casos de difusao de energia, em
misturas de gases com massas moleculares diferentes, com o modelo de quarta ordem
e as redes D2V'19/20 e D3V'52/53 e com o modelo de quinta ordem e a rede D2V28b,
com apenas pequenas diferencas entre eles. A Figura (7.5) apresenta um exemplo das
simulagoes deste tipo, usando a rede D2V'19, num sistema de particulas com relacoes de

massas moleculares de 19 : 1 e o esquema de diferencas a montante de terceira ordem.
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Figura 7.4: Evolucdo do perfil de concentragdo. ¢t = [0 — 3600], At = 0.1, Az = 1.0,
Vap = 2.0, Aw, = 1.0, 0, = 0.1, 8, = 0.1, uzg = 0.1, Rede D3V13. As linhas continuas
correspondem a solucao analitica.

As vantagens dos esquemas de diferencas finitas apresentados aqui, em relacdo ao mé-
todo de Boltzmann para gases em rede, consistem em aumentar a estabilidade numérica
pelo ajuste do nimero de Courant e a diminuicao do nimero de vetores de rede e distri-
buicoes de velocidade f; necessirias para representar o estado de um sitio. Esta tltima
vantagem ¢ mais clara em duas dimensoes onde o numero de vetores das redes para mo-
delos de quarta e quinta ordens é quase a metade das equivalentes utilizadas no LBM.

A liberdade na escolha do passo de tempo permite simular gases com relacoes de massas
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Figura 7.5: Evolugdo do perfil de energia interna. ¢ = [0 — 3600], At = 0.1, Az = 1.0,
Vao = 1.0, vy, = 1.5, vgp = 2.0, 0, = —0.9, 0, = 0.9, py/pp = 0.95/0.05, u,o = 0.1, Rede
D2V'19. As linhas continuas correspondem a solugao analitica.
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superiores a 20, como foi verificado nas simulacoes, ao custo de um maior ntimero de
operagoes requeridas pelo esquema de discretizacao espacial e do temporal de trés niveis.

A consisténcia com a hidrodinamica nos modelos para gases simples é completa, dado
que os modelos com redes D2V'19/20/21 e D3V 52/53 representam exatamente os momen-
tos de quarta ordem requeridos na anélise multiescala de Chapman-Enskog, a diferenca
de outros modelos como os propostos por Watari e Tsutahara [2006], cujas distribui¢oes
de equilibrio sao ajustadas heuristicamente e cujas redes possuem um ntmero maior de

velocidades.



Capitulo 8
Conclusoes

Neste trabalho foi desenvolvido um procedimento de discretizacao da equacao de trans-
porte de Boltzmann que permite resolver numericamente, mediante a técnica das diferen-
cas finitas, as equacoes da hidrodinamica, em gases simples e misturas binarias de gases
ideais. O procedimento esta baseado na aproximacao da fungao distribuicao de particulas
por uma expansao em polinémios tensoriais de Hermite, em torno do equilibrio global. A
ordem de truncamento minima na expansao polinomial, requerida para obter as equacoes
de Navier-Stokes-Fourier, foi determinada com base na andlise de Chapman-Enskog.

A expansao em torno do equilibrio global permite a discretizacao do espaco de velo-
cidades através do calculo exato dos momentos hidrodinamicos de baixa ordem por uma
quadratura, cujas abscissas sao constantes com relagao ao estado macroscopico local do
gas, e por isto podem ser usadas na solucao de problemas com efeitos térmicos e em
misturas de gases com massas moleculares diferentes. O resultado desta discretizagao é
o conjunto de equacoes diferenciais chamado de equagao de Boltzmann com velocidades
discretas.

Solucoes do problema de quadratura, em duas e trés dimensoes, foram apresentadas.
Dois tipos principais de solugoes foram discutidos: as solugoes formadas por poligonos cu-
jos vértices pertencem a uma rede cartesiana regular, utilizadas na construcao do método
de Boltzmann para gases em rede (LBM), e as solu¢oes nao-regulares, com um ndimero
menor de elementos, para uma determinada ordem de precisao, utilizadas na construcao
de um esquema de solucao da equacao de Boltzmann discreta pelo método das diferencas
finitas.

Os dois métodos foram aplicados a simulagao de escoamentos de gases simples e mis-
turas binarias, empregando o modelo BGK para o operador de colisao. Os modelos de
colisao implementados permitem a escolha independente das viscosidades ou das conduti-
vidades térmicas das espécies e do coeficiente de difusao binario através de trés parametros
de relaxacao. A discretizacao proposta foi verificada satisfatoriamente pela simulacao do
problema de relaxacao homogénea e do decaimento dos perfis de concentragao, velocidade

e temperatura, regidos pela equacao de adveccao-difusao. As caracteristicas térmicas e
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compressiveis do modelo foram testadas pela simulacao da propagacao de ondas de pressao
e pela simulacao do tubo de choque. Os resultados destas simulagoes foram comparados
com a solucao analitica das equacoes de Euler, para gases ideais monoatdémicos, com
excelente concordancia.

A principal limitacao do método de Boltzmann para redes, com aproximacoes de
alta ordem da funcao distribuicao Maxwelliana, é a estabilidade numérica, determinada
principalmente pelo valor dos coeficientes de transporte e da magnitude dos gradientes
das propriedades macroscopicas. Esta restrigao tem origem no valor fixo do nimero de
Courant e se torna mais pronunciada no tratamento de misturas de gases com massas
moleculares muito diferentes.

A solucao da equacao de Boltzmann discreta usando esquemas de diferencas finitas
de segunda ordem ou superiores incrementa consideravelmente os limites de estabilidade,
como foi demonstrado pela simulacao do tubo de choque, com altas relacoes de pressao, e
de fenomenos difusivos em misturas de gases com relacoes de massas moleculares elevadas.
Além disso, o menor ntimero de velocidades moleculares das solugoes do problema de
integracao por quadratura, sem as restricoes impostas pelo método de Boltzmann para
gases em rede, reduz os custos de memoria computacional.

O incremento na amplitude das faixas de estabilidade, produzido pelo desacoplamento
das discretizacoes espacial e temporal, permite reduzir o valor dos coeficientes de trans-
porte. Esta caracteristica ¢ particularmente til na simulacao de escoamentos com elevado
nimero de Reynolds.

A simplicidade dos algoritmos envolvidos e a equivaléncia entre os modelos propostos e
as equacgoes macroscopicas para o escoamento de gases no regime hidrodinamico, expostas
nos casos abordados nesta tese, mostram que a equacao de Boltzmann discreta é uma
ferramenta promissora para a simulacao do transporte simultaneo de massa, quantidade
de movimento e energia em escoamentos transientes de gases multicomponentes, em duas
e trés dimensoes. A capacidade dos procedimentos de discretizacdo apresentados nao se
limita aos casos expostos e podem ser utilizados na formulacao de outros tipos de modelos,
ou na adaptacao dos ja existentes no ambito do método LBM.

Varios aspectos precisam ser abordados futuramente para ampliar a capacidade do

método e viabilizar a sua aplicacao em problemas de engenharia. Os mais relevantes sao:

e A adaptacdo de modelos cinéticos linearizados, com multiplos parametros de relaxa-
¢ao, que permitam a simulacao de escoamentos de fluidos com ntmeros de Prandtl,

Lewis e Schmidt ajustaveis.

e O desenvolvimento de condicoes de contorno independentes do processo de discre-
tizacao espacial e consistentes com a hidrodinamica, particularmente nos modelos

com grande nimero de velocidades moleculares.

e A inclusao consistente do termo de forca de corpo.



Conclusoes 116

e A anilise linear de estabilidade e de convergéncia dos esquemas empregados, para
estabelecer seus limites e sua conexao com os parametros de relaxacao e a relacao

de massas moleculares.
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Apéndice A

Neste apéndice sdo apresentadas solu¢oes ao problema de quadratura, Eq. (4.19), em duas
e trés dimensoes e para varias ordens de precisao. Nos casos em que ha varias solucoes
foram escolhidas aquelas com menor nimero de elementos e pesos positivos ou as que
possuem algum aspecto conveniente, o qual sera justificado em cada caso. As quadraturas
conhecidas e utilizadas na literatura foram omitidas, tal é o caso das redes de segunda
ordem D3Q15/19/27 e de algumas das solugbes compiladas por Philippi et al. [2006],
que nao foram empregadas no corpo da tese. Nos casos em que o sistema de equagoes
resultante foi resolvido numericamente os valores sao apresentados com 32 digitos de

precisao.

Quadraturas em duas dimensoes

D2V7

Nao-regular - Segunda ordem. Formada por um hexagono regular e o vetor nulo.

{ci} No | W;
(0,0) 2
Hexagonor =2 | 6 1—12

D2V12

Nao-regular - Terceira ordem

{c;} | No W;
(r1,0), | 4 =
(royra), | 4 | & (5—2V5)
(r3,r3), | 4 | = (5+2V5)

r = V6, r2=%\/3<3—\/5>, 703:%\/3(34_\/5).
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ot
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D2V19

Nao-regular - Quarta ordem. Esta solugao é formada pelo vetor nulo e por trés hexagonos

regulares sobrepostos, o primeiro deles rotacionado 7/2 com relagao aos outros.

{ci}

No

Wi

(0,0)

31
96

Hexagono r; = 22

L
128

605+151V/15
11520

1
6
Hexagono ry = 2\/% (6 — \/ﬁ) 6
Hexagono r3 = 2\/% (6 + \/1_5) 6

605—151/15
11520

D2V20

Nao-regular - Quarta ordem.

{c;} | No W;
(r,0), | 4 | (—1)0.39382009868262702896028392743289
(ro,m2), | 4 | (—1)0.20833333333333333333333333333333
(r3,r3), | 4 0.18892584528420164740373906347949
(ra,m5), | 8 | (—3)0.42940575710115818344960522194572

r1 = 2.1753277471610748737674013649555,
ro = 1.7320508075688772935274463415059,
r3 = 0.68125003863321328038878848807566,
ry = 1.3665853545597369214798450552448,
rs = 3.6873494659227232937243935011173.

D2V21

Esta variante da rede D2V20 adiciona o vetor de comprimento nulo e uma relacao entre as

componentes dos vetores de maior comprimento, para obter um conjunto mais homogéneo.

{c;} No Wi
(0,0) 1 0.20566000683378301033266850724441
(r1,0), 4 | (—1)0.43822642670139261249956299002834
(g, 7"2)8 4 | (—1)0.12409539677626979379552619018852
(r3,73), 4 0.14050966217146588876554808468231
(rg,3r4), | 8 | (—3)0.92157688616105901088793524244909
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r; = 2.0681360611211866542982387592838,
ro = 1.8616199350188947262170687752153,
r3 = 0.84919384990874735429339064621937,
ry = 1.1386549808474148993413927742791.

D2V37

Cartesiana regular - Quarta ordem.

{ci} No W;

(0,0) 1 0.2331506691323525022865067040668499509961
(cr, 0), 4 0.1073060915422190024124642871831399358510
(cr, cr), 4 (—1)0.5766785988879488203006921539333941471077
(2c,0), | 4 | (—1)0.1420821615845075026469894234413445497342

(2cr, c1), 8 (—2)0.5353049000513775232731501662188493535094
(2¢r, 2¢1), | 4 (—2)0.1011937592673575475410908506639114714701
(3cr, 0), 4 | (=3)0.24530102775771734546591664326784446388389
(3cp, cr), | 8 | (—3)0.28341425209419821740052529419488023347919

cr, = 1.19697977039307435897238846385327

D2V28a

Nao-regular - Quinta ordem.

{c;} | No W
(r1,0), | 4 | (—3)0.26027071995894302263952482664246
(r2,0), | 4 | (—1)0.13888833888888338888888888888889
(r3,0), | 4 0.17103602557633735327365677146965
(ra,rs), | 8 | (=2)0.11574074074074074074074074074074
(re,77), | 8 | (—1)0.31250000000000000000000000000000

r1 = 3.9001413501215540670370404836388,
ro = 2.4494897427831780981972840747059,
r3 = 0.88819899182110166013876361675375,
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ry = 1.7320508075688772935274463415059,
r5 = 3.0000000000000000000000000000000,
r¢ = 1.0000000000000000000000000000000,
r7 = 1.7320508075688772935274463415059.

D2V28b

Nao-regular - Quinta ordem.

{ci} No W;
(r,0), | 4 | (—3)0.2612571678894167243833401154922689135008
(12,0), 4 1 (—1)0.2976042660419563066883476729634239269198
(r3,0), 4 0.1642649323895311142229435087497815000107
(ra,ra), | 4 | (—4)0.5515665541418465543418684025469391586258
(rs,75), | 4 | (—1)0.5044989384963632039507086366479581113464
(r6,2r6), | 8 | (—2)0.2604166666666666666666666666666666666667

r1 = 3.919286766346392159957087833757942559516,
ro = 2.170414645371934621809193565408716277436,
rs = 0.8614237240353660046044964438140918284271,
ry = 3.034485004666826735438868035563424130007,
rs = 1.338618973588888185546998064445784547188,
re = 1.414213562373095048801688724209698078570.

D2V53a

Cartesiana regular - QQuinta ordem.

{ci} No W
(0,0) 1 0.18565364146698907180347493836711
(cr, 0), 4 | (—1)0.97352669528269151302924 766383645
(cr, cL), 4 | (—1)0.61847372249008781284575822247094
(2¢r, 0), 4 | (=1)0.20747944992214939485697462734101
(2cp, cp), | 8 | (—2)0.91614718643103960026276047252004
(2cp, 2c1). | 4 | (—2)0.26310424652478921117066476567128
(3cr, 0), 4 | (—3)0.82852638871825116358194150623174
(3cr, cr), 8 | (—3)0.88832345365049175224278542219877
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(4er, cr),

(_

4)0.23735924329952816934380784505459

(3CL, 3CL)S

(_

4)0.31364487158941339647312653960533

(5CL, 0)3

(_

6)0.60703805309421738777036266574888

cr, = 1.062013780610965089020397898531013447236

D2V53b

Cartesiana regular - Quinta ordem.

{c;} No W;

(0,0) 1 0.18955634713466447806134485803699
(cr, 0), 4 | (=1)0.99132557804898790867662698168848
(cr,cr), | 4 | (=1)0.61164169930980878676174788754267
(2¢r, 0), 4 | (—1)0.19853784336793138563012961549256
(2¢r, cr), | 8 | (—2)0.88600413008550070333117374853297

(2cr, 2¢c1), | 4 | (—2)0.23585015800464102029131393204335
(3cr, 0), 4 | (—3)0.75464903458927344850925039010995
(3cr, cr), | 8 | (—3)0.78235933218962830011659737674253
(deg, cz), | 8 | (—4)0.18144218942954916795103414850186
(3cr, 3cr), | 4 | (—4)0.25588405362935827478621646113851
(5c1,0), | 4 | (—6)0.57241967827239846544910788019279

cr, = 1.07598402152652819203148177110914.

D2V81

Cartesiana regular - Sexta ordem.

{c;} No W;

(0,0) 1 0.15381368561993327480016393281047
(cr, 0), 4 | (—1)0.90384577224030353970110793990574
(cr, cL), 4 | (—1)0.60915016936039058587330050442833
(2¢r, 0), 4 | (—1)0.24220944974510589141089950751189
(2cp, cr), | 8 | (—1)0.13146486542344190495356324906071

(2cr, 2¢c1), | 4 | (—2)0.39625069477690272922236887885447
(3cr, 0), 4 | (—2)0.185426344505752027094 75751515719
(3cr, ), 8 | (—2)0.16035095499280095678252396104990
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(3cr, 2c1), | 8 | (—3)0.22249142091157323504661073542771
(41, 0), | 4 | (—3)0.10005397521768470189938663937331
(dep, cr), | 8 | (—4)0.34398327658314507198424339434788
(3cr, 3cp), | 4 | (—4)0.54494804327695595496419138458347
(4cr, 2cp), | 8 | (—4)0.18837067344235864954995520362633
(5¢z, 0), | 4 | (—5)0.24044498210975877359724801422179
(5cr, 2c1), | 8 | (—6)0.43501093550340618099459555348285

cr, = 0.97000849873939472756690119064088.

Quadraturas em trés dimensoes

D3V13

Nao-regular - Segunda ordem.

{ci} No | W;

(0, 0, O) 1 %

(£r1,£r2,0) | 12 | 5
(0, :t?”l, :]:7’2)
(j:r% 07 irl)

r =

(5-v5).  nm=1/5(5+V5).

N | —
N

D3V27

Nao-regular - Terceira ordem.

{ci} No W;
(0 0 O) 1 8(90:|:\/ﬁ)
) 2205
2(135%23V/15)
(r;0,0), | 6 | 5 —

162441115
(7’2,7’2,0)8 12 6174

7833202/15
(rs,rs,13), | 8 21696

1 — .
’["1:\/5 (15:t 15>, TQZ 6:F\/1_57 7/‘3: 9:&2@
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D3V52

Nao-regular - Quarta ordem. Esta solucao é formada pela superposicao de 2 octaedros, 2

hexaedros e um icosaedro em duas posicoes.

{ci} No W
(r1,0, 0)5 6 (—3)0.13396328411554715819343900565630
(r2,0,0), 6 0.11897414255926717878460218002074
(r3,73,73), 8 | (—6)0.211251050125327341012185425910911
(14, 74,74), 8 (—1)0.23323030354067151203216594532434
(£r5, £76,0)
(0, £75, £76) 12 | (—2)0.41152263374485596707818930041152
(£7r¢, 0, £75)
(frg, £75,0)
(0, £rg, £r5) | 12
(£75,0, £76)

r1 = 3.9686018616042420070444156354776,
ro = 1.2602433217164873796927821906668,
r3 = 5.4701527781812974908729728265315,
rq = 1.3127046003483395961563956868375,
r; = 2.6642215019313457864822937892544,
re = 1.3791025301429491829329020297135.

D3V53

Nao-regular - Quarta ordem. Esta variante da solucao anterior utiliza o vetor de com-
primento nulo e uma relacao entre as componentes de um octaedro e um hexaedro para

obter um conjunto de vetores mais homogéneo e compacto, com elementos de menor

comprimento.
{c;} No W
(0,0,0) 1 0.1604535473439741616518245597548714233661
(11,0,0), 6 | (—4)0.2610831279157132807406170157709466736349
(12,0,0), 6 | (—1)0.7174934857267238907082160091715666723467
% (r1,71,71),4 8 | (—3)0.2449589724438005243798616502219997140917
(ra,7a,74), 8 | (—1)0.3852107593311577995762464240402307192628
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12 | (—2)0.4115226337448559670781893004115226337449

12

r1 = 4.817887162654899300006953315132177111404,
ro = 1.452391666954027804949791054821548185498,
ry = 1.122678018690520302079501161609284563438,
rs = 2.664221501931345786482293789254365412035,
re = 1.379102530142949182932902029713485900373.
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