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SIMBOLOGIA
Funcbdes e Operadores:
Simbolo Significado
V() Gradiente
vV, () Gradiente em termos da variavel material
d () Derivada total
div(s) Divergente.
0 () Derivada parcial
F Funcgao gradiente de deformagao lagrangiano
x() Descri¢ao lagrangiana, ou material, da fungao posicéo.
Produto escalar.
% Produto vetorial.
® Produto tensorial.
Alfabeto Romano
Simbolo Significado
A Matriz de estado.
[A] Matriz de rigidez em membrana do laminado.
B Matriz de estado.
[]},] Matriz de acoplamento membrana-flexdo do laminado.
[]Bg] Matriz de interpolagao das deformagdes.
[é] Tensor de elasticidade mecénica corrigido.
[C] Tensor de elasticidade mecanica.
C Capacitancia.
C Matriz de estado.

Matriz de amortecimento

O,

Matriz de elasticidade corrigida.

—— L |
o O

Matriz de constantes piezelétricas.

—_

Vetor de deslocamento elétrico de cargas.

(]!

Vetor de deformagdes mecanicas generalizadas.
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Matriz de estado.
Matriz de rigidez em flexdo do laminado.

Base ortogonal no sistema local.

Matriz de constantes piezelétricas.

Matriz de constantes piezelétricas corrigidas.
Campo elétrico inicial entre placas paralelas.
Vetor de campo elétrico.

Tensor de Green-Lagrange

Vetor de forgas.

Matriz de rigidez em cisalhamento transverso do laminado.

Vetor de gravidade.

Matriz de constantes piezelétricas.

Funcéo de transferéncia do sistema.

Matriz de rigidez piezelétrica em membrana do laminado.
Espessura da placa estrutural.

Espessura da placa de piezelétrico.

Espessura do laminado sanduiche.

Espessura de uma lamina.

Momento estatico de uma lamina

Momento de inércia de uma lamina

Matriz de constantes piezelétricas.

Entalpia.

Funcéao de transferéncia do controle.

Matriz de rigidez piezelétrica em flexdo do laminado.
Corrente elétrica.

Massa linear de uma lamina

Momento estatico de massa linear de uma lamina.
Momento de inércia de massa linear de uma lamina.
Matriz identidade.

Matriz com propriedades de massa 1, 1,,1,.

Matriz de rigidez piezelétrica em cisalhamento transverso do laminado.
Funcéo de custo.

Matriz Jacobiano.

Matriz de permissividade piezelétrica do laminado.
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Matriz de ganho de realimentacao.

Matriz de rigidez mecénica global.

Matriz de acoplamento eletro-mecénico global.
Matriz de acoplamento mecénico-elétrico global.
Matriz dielétrica global.

Matriz de rigidez mecénica elementar.

Matriz de acoplamento eletro-mecéanico elementar.
Matriz de acoplamento mecéanico-elétrico elementar.
Matriz dielétrica elementar.

Comprimento.

Lagrangiano

Momento fletor.

Matriz de massa global.

Matriz de massa elementar.

Forcas normais.

Func¢ao de interpolagédo de Lagrange.

Matriz de interpolagao.

Polarizagao elétrica.

Solucao de Riccati.

Carga elétrica pontual.

Vetor de deslocamentos mecénicos nodais.
Vetor de potenciais elétricos elementares.
Cargas elétricas.

Coeficientes de ponderacgdo do LQR.

Cargas elétricas livres em um capacitor.
Cargas elétricas ligadas em um capacitor.
Vetor de Forgas cortantes.

Matriz de ponderacao do LQR.

Posigcdo de uma particula.

Resisténcia elétrica.

Coeficientes de ponderagéo do LQR.

Vetor de carregamento modal.

Matriz de ponderacéao do LQR.

Tensor de rigidez mecénica.

Tempo.
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t, Constante de tempo inicial.

T Vetor de tragéo prescrita.
[T] Matriz de transformacao.

] Deslocamento de uma particula.

{u,v,w} Componentes do deslocamento U .

U Vetor de deslocamentos global
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RESUMO

O presente trabalho investiga o uso de material piezelétrico acoplado a estruturas i-
nertes como método de controle ativo de vibragdes. Uma revisdo em piezeletricidade, inclu-
indo assuntos de elétrica, eletrostatica, aspectos materiais e equipamentos externos de atu-
acao e sensoriamento sdo realizados. Esta revisdo possibilita uma melhor compreensao
fisica do problema visando o lado pratico experimental e auxiliando na interpretagdo mate-
matica da modelagem. E realizada também uma revis&o bibliografica especifica em traba-
Ihos de piezeletricidade que utilizam o método dos elementos finitos para modelagem de
estruturas com piezelétricos. O modelo dindmico para placas com piezelétricos colados na
superficie sao obtidas na forma fraca do problema. A Teoria de Deformacdes Cisalhante de
Primeira Ordem (FSDT) é usada na formulagdo e as propriedades do modelo s&do obtidas
pela teoria de laminado em Camada Equivalente Unica (ESL). O modelo obtido na forma
fraca é discretizado pelo Método dos Elementos Finitos (MEF) utilizando funcbes de La-
grange para um elemento plano biquadratico de nove nds. A partir do modelo discreto € ini-
ciado o estudo em analise modal preparando o caminho para o controle do sistema. Duas
formas de se ver o problema modal sdo abordadas, sistemas conectados a um circuito fe-
chado e sistemas piezelétricos em circuito aberto. Mostra-se, de uma forma ainda nao vista,
que as constantes piezelétricas nao afetam as freqliéncias naturais obtidas pela analise mo-
dal para um sistema conectado em circuito fechado. Por fim, foi aplicado um controle LQR
para averiguar as potencialidades das formulagdes desenvolvidas na atenuacao das vibra-
¢bes. Resultados promissores foram encontrados. Testes de controle sdo realizados e os
resultados apresentados para uma viga espessa com varias configuragdes de piezelétrico e

para uma placa fina com trés pastilhas piezelétricas distribuidas.

Palavras chave: Piezeletricidade; Método dos Elementos Finitos; Analise Modal; Controle

Ativo de Vibracao.
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ABSTRACT

The present work investigates the use of piezoelectric material attached to an inert
structure as a method of active vibration control. A review in piezoelectricity including as-
pects of electric, electrostatic, material constitutive properties and external equipment for
sensing and actuation is done. This review enhances a better physical understanding of the
problem, focusing on the practice experimental side and helping on the mathematical model-
ing interpretation. Also it is done a specific bibliography review on piezoelectric works which
uses finite element methods to model structures with piezoelectric patches attached. The
dynamic model for plates with surface bonded piezoelectric is derived in its weak form. The
First-order Shear Deformation Theory (FSDT) and the Equivalent Single Layer (ESL) are
used in the formulation as displacement and material hypothesis, respectively. Discretization
of the weak form is further active by Finite Element Method (FEM) using Langrage functions
for a bi-quadratics nine nodes element. From the discrete model a Modal Analysis study is
initiated as a preparation for an upcoming control system. Two approaches for the modal
problem are observed: systems connected to closed circuit and systems in open circuit. It is
shown, in a way not seen before, that the piezoelectric constants do not affect natural fre-
quencies when the system is connected in closed circuit. In the end, LQR control is applied
to verify the potentials of vibrations suppression using the developed formulation. Promising
results are founding. Tests for the control are realized and the results presented for a thick
beam with various piezoelectric configuration and for a thin plate with three piezoelectric

patches distributed.

Key Words: Piezoelectricity; Finite Element Method; Modal Analysis; Active Vibration Control.



CAPITULO 1
INTRODUCAO

Vibragao mecanica € um importante foco de estudo na engenharia, seja por ques-
tdes relativas a propria integridade fisica do sistema ou devido ao desconforto proporciona-
do aos usuarios dos equipamentos e das estruturas. O desempenho de um sistema com
relacdo ao nivel de vibracdo aceitavel pode ser obtido por diferentes métodos. Um desses
meétodos consiste em isolar a fonte de vibragdo do sistema de interesse, o projeto de isola-
dores visa minimizar a transmissdo do movimento de vibracdo da fonte para o sistema de
interesse. O outro método consiste no projeto de absorvedores de vibragao que, diferente-
mente dos isoladores, tentam reduzir a vibragcado da fonte absorvendo parte da energia do
movimento. Tradicionalmente, estes projetos visam alterar parametros de massa, rigidez e
amortecimento, técnica conhecida como controle passivo de vibracoes.

Com algumas excec¢des, o projeto em vibragdes mecéanicas via controle passivo é
eventualmente comprometido e/ou limitado por razdes geométricas, parametros de resistén-
cia dos materiais, ou outros fatores que possam interferir no funcionamento e na estabilida-
de do sistema. Neste ambito, sistemas de controle ativo tornam-se uma alternativa de proje-
to. Um sistema de controle ativo possui quatro elementos principais: o controlador, o atua-
dor, o sensor e a estrutura. O sensor é usado para monitorar a estrutura fornecendo sinais
medidos para o controlador. O controlador, por sua vez, possui leis de controle baseadas no
sistema da estrutura, tendo por finalidade determinar um sinal capaz de atenuar as vibra-
¢bes indesejadas. O atuador é o dispositivo que recebe o sinal do controlador e é responsa-
vel em converter este sinal em energia a ser imposta na estrutura a ser controlada.

Neste contexto os piezelétricos apresentam-se como materiais ideais para constru-
¢ao de atuadores e sensores devido a sua capacidade de acoplamento eletro-mecanico. Por
serem esses materiais usados tanto como sensores quanto como atuadores, os piezelétri-
cos sdo incluidos na classe de smart materials. E possivel ainda distinguir uma classe mais
sofisticada de materiais, denominada intelligent materials, que se diferenciam dos smart ma-
terials basicamente por serem capazes de responder dinamicamente a mudangas nas con-
dicdes de trabalho (BARRAULT, 2006). Este pode ser o caso do piezelétrico se o sistema
for ajustado para trabalhar sob certa variacdo de freqiiéncia. Assim, os materiais piezelétri-
cos favorecem projetos de elementos multifuncionais, inteligentes e compactos. Essas ca-
racteristicas vao ao encontro do crescente aumento de pesquisas e desenvolvimentos no
assunto. Esta dissertacado faz o uso de materiais piezelétricos aplicados a estruturas, visan-

do a construcéo de sistemas de controle ativo de vibragao.



O projeto do sistema de controle das vibracdes é fortemente influenciado pelas ca-
racteristicas dinamicas do sistema, i.e., conhecer a resposta do sistema devido a agdes ex-
ternas torna-se importante para antecipar os niveis de vibragdo e determinar as acdes a
serem tomadas. Assim, o modelo do sistema é fundamental para um projeto eficiente de
controladores. O Método dos Elementos Finitos (MEF) tem se mostrado uma ferramenta
robusta e eficiente na modelagem de sistemas, em especial devido aos avangos tecnoldgi-
cos dos computadores digitais nas décadas recentes. Neste trabalho, o MEF € usado para
modelar as estruturas piezelétricas, tanto no que concerne ao campo elétrico, quanto ao
campo mecanico do material.

O MEF gera um modelo de multiplos graus de liberdade do sistema. As equacoes di-
namicas do modelo podem tomar diversas formas, dependendo da escolha do sistema de
coordenadas usado, e, quase que invariavelmente, coordenadas fisicas levam a equacoes
dindmicas acopladas entre si. Em muitos casos é possivel desacoplar o sistema de equa-
¢des colocando-o no chamado sistema de coordenadas natural. Na dindmica esse sistema
de coordenadas é conhecido como modos de vibragdo mecéanica. Os sistemas de equagdes
desacopladas sao evidentemente mais faceis de obter solugdes que os sistemas de equa-
¢bes acopladas. No projeto de controladores, Barrault (2006) ressalta que sistemas desaco-
plados em geral levam a esquemas de controle mais simples que os de sistemas acoplados,
razao pela qual este estudo faz uso do método de analise modal para desacoplar o sistema
de equacoes obtido via MEF.

O Capitulo 2 parte de um contexto histérico da piezeletricidade seguido de uma revi-
sdo bibliografica em ordem cronoldgica dos principais trabalhos (relacionados a piezeletrici-
dade, vibragdo e MEF) que guiaram esta dissertagdo. Na seqiiéncia do capitulo é apresen-
tado um conjunto de assuntos relacionados ao material piezelétrico tais como particularida-
des fenomenoldgicas, cristalografia, caracteristicas elétricas, modos de constru¢cdo de sen-
sores e atuadores.

O Capitulo 3 reune as formulagbes matematicas da piezeletricidade e modelagem
em elementos finitos. Este capitulo apresenta as equagdes cinematicas, as equacodes consti-
tutivas e as equacdes dindmicas do meio piezelétrico. O principio variacional concernente
ao meio piezelétrico é resolvido para placa sanduiche com piezelétricos colados na superfi-
cie. Em seguida particiona-se esta equacgao dinamica usando MEF. Como resultado é obtido
um sistema de multiplos graus de liberdade acoplados tanto no que concerne ao sistema de
equacgodes quanto a interdependéncia eletro-mecéanica.

O Capitulo 4 desacopla o sistema de multiplos graus de liberdade pelo método de
analise modal. As particularizagdes ocasionadas pelo acoplamento eletro-mecanico sao
analisadas. Uma nova forma de escrever as equagdes sob o ponto de vista de entradas e

saidas do sistema é proposta. O amortecimento proporcional € incluido nas equacdes desa-
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copladas. A solugdo tradicional para equac¢ao dindmica diferencial de segunda ordem é bre-
vemente exposta.

O Capitulo 5 trata do controle ativo de vibracdes. E iniciado escrevendo-se o sistema
dindmico desacoplado na forma de espacgo de estados. A estrutura de controle feedback é
apresentada e uma viga sanduiche com piezelétricos € usada como exemplo. Duas técnicas
de controle s&o introduzidas, o controle 6timo e o controle modal.

O Capitulo 6 traz os resultados obtidos no desenvolvimento do presente trabalho,
que sao divididos em trés partes principais: MEF, analise modal e projeto de controle, sendo
que cada modelo apresentado complementa os modelos estudados anteriormente.

Por fim, as consideracgbes finais sdo apresentadas no Capitulo 7 juntamente com

propostas de continuidade do trabalho.






CAPITULO 2
REVISAO BIBLIOGRAFICA

Elementos estruturais dotados de atuadores e sensores piezelétricos estdo, gradati-
vamente, sendo usados em maiores aplicagdes na area de controle estatico, dindmico e de
vibragbes. Dentro deste dmbito, destacam-se trés grandes frentes de estudo: modelagem
estrutural, especialmente no que tange ao método de elementos finitos; otimizagao, tanto no
que diz respeito a localizagdo quanto a forma dos elementos e, por fim; técnicas de controle.
Este trabalho abrange a area de controle ativo de vibragbes com énfase na modelagem es-
trutural por elementos finitos. Técnicas de controle sdo usadas para fins de mensurar e tes-
tar os resultados do modelo desenvolvido.

Uma breve revisao bibliografica é apresentada para situar esta dissertagao no con-
texto cientifico da atualidade. Apresenta-se aqui um resumo dos principais trabalhos que
guiaram o desenvolvimento desta dissertagéo.

Torna-se pertinente iniciar esta revisdo com um histérico cientifico de materiais pie-
zelétricos. Os principais trabalhos que guiaram esta introdugdo num contexto histérico como
introducao foram Gautschi (2002), Manson (1981) e Cady (1964). Gautschi apresenta um
importante resumo sobre a descoberta do efeito da piezeletricidade desde antes de sua pro-
pagacao pela Europa, tratando de forma minuciosa, com referéncia aos principais trabalhos
historicos. Uma lista quase completa de trabalhos publicados sobre sensores piezelétricos é
tratada por Gautschi até inicio da década de 1930. J& Manson, em 1981, langa um artigo
dedicado a histéria da piezeletricidade em decorréncia da comemorag¢ao dos cem anos dos
estudos dos irmaos Pierre e Jacques Curie. Apesar de nao ser tdo minucioso como Gauts-
chi, Manson traz informacdes importantes sobre trabalhos relacionados ao desenvolvimento
do material em si, alem de apresentar outras aplicagbes nido mencionadas por Gautschi.
Cady, por sua vez, apresenta uma obra de extrema importancia no estudo da piezeletricida-
de. Mencionada em uma grande maioria dos resumos e trabalhos sobre o assunto; sua o-
bra, dividida em dois volumes, traz em sua introdug¢ao o contexto histérico da piezeletricida-

de incluindo inclusive trechos e citacbes de importantes obras historicas.

2.1 Historia da Piezeletricidade

O efeito da piezeletricidade teve origem na observacao dos cristais de turmalina, fa-
cilmente encontrados no Ceildo e na india. Os nativos dessa regido notavam que estes cris-
tais, quando jogados em cinzas quentes, se atraiam momentaneamente e depois se repeli-

am. Os cristais de turmalina foram importados para a Europa no inicio do século XVIII por



mercadores holandeses, onde ficou conhecido como magneto de Ceildo. Em 1756, o fisico
alemao Aepinus demonstrou a natureza elétrica deste magneto na Europa, entretanto, so-
mente em 1824, o fisico escocés D. Brewster, introduziu o termo piroeletricidade, pelo qual o
fendmeno é conhecido até os dias atuais. O efeito da piroeletricidade ficou definido como a
polarizagdo devido a absorcao de energia térmica (PIEFORT, 2001; GAUTSCHI, 2002).

Influenciado pelo estudo da piroeletricidade, o primeiro a observar a presenca de
cargas elétricas no cristal da turmalina quando submetida a tensdo mecanica foi René Just
Haly, um mineralogista francés, em 1817. No entanto, segundo Gautschi (2002), seu estudo
foi incompleto ao tentar estabelecer uma relagao entre tensdo mecéanica e cargas elétricas.

A demonstragcao experimental dessa relacdo eletromecanica foi realizada pelos ir-
maos Pierre e Jacques Curie em 1880, resultando na primeira teoria e dedugdo matematica
deste efeito em 1881, por G. Lippman. No mesmo ano, o termo piezeletricidade foi introdu-
zido por W.G. Hankel, sendo amplamente aceito pela comunidade cientifica. A relagdo entre
piezeletricidade e estrutura cristalina, iniciada nos trabalhos dos irmaos Curie, foi tratada de
maneira minuciosa por Woldemar Voigt, em 1894, que analisou as 32 classes cristalinas
existentes (MANSON, 1981; GAUTSCHI, 2002).

A primeira aplicagdo pratica da piezeletricidade ocorreu durante a Primeira Guerra
Mundial. Incentivado pela grande perda de navios aliados por submarinos alemaes, o fisico
francés Paul Langevin, discipulo de Pierre Curie, inventou o sonar usando cristais de quart-
zo como elemento transdutor. Terminado em 1917, pouco antes do fim da guerra, o experi-
mento de Langevin se mostrou um importante instrumento para medi¢cao de profundidade
submarina (CADY, 1964).

Apoés a Primeira Grande Guerra, mais aplicagbes foram desenvolvidas usando cris-
tais de quartzo como transdutor. G. W. Pierce, inventor do interferémetro ultrasénico, e Wo-
od e Loomis, com as primeiras aplica¢gdes de ultra-sons em experiéncias biolégicas, sao
citados por Manson (1981).

Gautschi (2002), por sua vez, enfatiza trabalhos relacionados a medi¢gdes de pressao
feitas por Thomson, Hull, Keys, Karcher, Tschappat e Okochi entre 1919 e 1925, e sensores
de vibragéo, realizados por Wood em 1921, Okochi em 1928, seguido por Miyamoto, Yama-
guchi e Kato em anos seguintes.

Antes dominado por cientistas franceses e aleméaes, o estudo da piezeletricidade
passou a ser amplamente difundido no Japéao, por Masatosi Okochi, e nos Estados Unidos,
por W. G. Cady. De fato, um dos grandes estudiosos e referéncia da piezeletricidade mo-
derna foi o Dr. Walter Guyton Cady, fisico e engenheiro eletricista norte americano. Na dé-
cada de 1920, Cady usou cristais de quartzo em osciladores de frequéncia e filtros eletroni-

cos, inventando o ressonador de freqiéncia. Por ocasido da Segunda Guerra Mundial, os
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circuitos piezelétricos se multiplicaram aos milhdes, sendo usados em sonares, sistemas de
comunicagao, radares, entre outros.

Ainda na Segunda Guerra Mundial, os cristais de quartzo foram substituidos por sal
de Rochelle nos sonares e transdutores subaquaticos. O sal de Rochelle foi o primeiro mate-
rial ferroelétrico conhecido, que se caracteriza por apresentar uma polarizagcdo espontanea,
resultando em um elevado acoplamento eletromecéanico e alta sensibilidade piezelétrica.
Manson em 1981 cita que mais de cem materiais ferroelétricos sao conhecidos até em en-
tao.

No final dos anos 40, Von Hippel, nos Estados Unidos, e Goldman, na Unido Soviéti-
ca, desenvolveram materiais ferroelétricos policristalinos conhecidos como ceramicas pieze-
létricas (MASON, 1981), sendo que ambos usaram o titanato de bario como solugcéo base
da textura. Hoje, a mais conhecida e comercialmente disponivel ceramica piezelétrica con-
siste da solug&o solida de zirconato de chumbo (PbZrO;) e titanato de chumbo (PbTiO3),
denominado comumente por PZT'. As ceramicas desenvolvidas possuem propriedades pie-
zelétricas até cem vezes maiores que as observadas nos cristais simples como o quartzo e
a turmalina.

Entretanto, um dos motivos que alavancou as aplicagbes e a comercializagao das
ceramicas foi o processo de fabricacdo que permite producido quase ilimitada de formas a
um baixo custo. Desde entdo, as aplicagdes de materiais piezelétricos multiplicaram-se sig-
nificativamente, englobando as areas de eletronica, mecénica e bioldgica. Diversos sdo os
trabalhos publicados que possuem como foco principal essas diversas linhas de atuacao.

Este trabalho objetiva a aplicacdo de ceramicas piezelétricas, na engenharia meca-
nica, como forma de amortecimento estrutural. Para obter o referido amortecimento, sdo
necessarios conhecimentos de eletricidade, em que é possivel usar técnicas de controle
passivo (por dissipacdo de energia elétrica em componentes eletrénicos) ou ativo (pelo uso
de um controlador para contrapor o sinal elétrico da ceramica).

Durante este estudo foram necessarios conhecimentos em piezeletricidade, vibra-
¢des mecanicas, modelagem, método de elementos finitos, eletromagnetismo e controle.
Uma revisao bibliogréfica dos principais trabalhos e avancos em piezeletricidade sera reali-
zada a seguir, apresentando-se essas matérias sob o ponto de vista da engenharia mecani-

ca.

' Acrénimo para Plumbus Zirconate Titanate



2.2 Método dos Elementos Finitos e Piezeletricidade

Tiersten (1967) apresenta a formulagao variacional de Hamilton para piezeletricidade
linear de meios continuos. O principal resultado consiste em demonstrar que o Lagrangiano
para o caso piezelétrico resulta da diferenga entre a energia cinética e a entalpia piezelétri-
ca; desta forma, as equacdes diferenciais e condi¢gdes de contorno sdo condizentes com a
teoria linear. Por fim, Tiersten, finaliza o artigo com uma breve discussao sobre as aplica-
¢des do principio variacional para busca de solugdes aproximadas, preparando assim o ca-
minho para modelagem computacional.

Dentre os métodos de modelagem matematica e computacional, o MEF se destaca
em diversas areas da engenharia. No que concerne a piezeletricidade, Allik e Hughes em
1970, citados por Piefort (2001) e Abreu (2003), foram os primeiros a descrever o compor-
tamento dos materiais piezelétricos em elementos finitos. Um elemento sdlido tetraedro de
quatro nos é formulado, em que cada n6 contém 3 graus de liberdade (GL) de deslocamento
e 1 grau de liberdade elétrico.

Tzou e Tseng (1990) formularam um elemento solido hexaedro para material piezelé-
trico usando o principio variacional de Hamilton. O elemento formulado é usado para mode-
lar placas piezelétricas finas. Para evitar os problemas de shear locking e matriz mal-
condicionada, causado em decorréncia da espessura reduzida da placa, s&do introduzidos
nos internos para dissipar o excesso de energia de cisalhamento. O elemento contém 8 nds
com 4 GL (3 de deslocamento e 1 elétrico) e 3 nds internos. Derivado o sistema de equa-
¢bes, o procedimento de reducdo de Guyan é usado em duas etapas: (1) nos graus de li-
berdade referentes aos nds internos, e (2) nos graus de liberdade elétricos. O modelo dina-
mico reduzido é entdo usado na analise modal e distribuicdo de potencial elétrico de uma
placa simplesmente apoiada. Um sistema com realimentacao negativa de ganho constante é
usado no controle de vibrag&o da placa.

Hwang e Park (1993) deduziram um elemento finito quadrilateral contendo piezelétri-
cos nas camadas superiores e inferiores de laminados compostos. A Teoria Classica de
Placas Laminadas (CLPT) é usada no modelo, e somente as parcelas de flexao sao consi-
deradas. O elemento possui 3 GL mecanicos por n6é e 1 GL elétrico por elemento, em um
total de 13 GL no elemento. Um uUnico grau de liberdade elétrico no elemento ¢ justificavel,
visto que as variaveis elétricas sado integradas na superficie do piezelétrico que contém o
eletrodo. O sistema discreto gerado via MEF é validado para uma viga bimorfa (duas placa
piezelétricas opostas uma a outra) sujeita a carregamento estatico. O efeito de vibragao livre
€ analisado para um controle de velocidade com realimentagcdo negativa. As respostas séo
obtidas pelo método de integracao direta de Newmark e as razées de amortecimento modal

sao determinadas via equacgao de espacgo de estados.
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Zhang e Sun (1996) derivaram equagbes analiticas para solugdo estatica de viga
sanduiche com piezelétrico. O sanduiche é composto de uma alma de piezelétrico coberta
com faces de aluminio. O piezelétrico é posicionado de forma a atuar no deslocamento da
viga usando a propriedade piezelétrica de cisalhamento quando um potencial elétrico é apli-
cado. E assumida como hipétese de deslocamento a teoria de Euler-Bernoulli, para as faces
de aluminio, e a teoria de Timoshenko, para a alma de piezelétrico. O uso de diferentes teo-
rias ao longo da espessura da viga impde uma condigdo de continuidade do deslocamento
nas interfaces das laminas. A formulagdo desenvolvida é adaptada para o caso de viga san-
duiche em que as faces sao constituidas de piezelétricos e a alma de aluminio, caso em que
os piezelétricos trabalham com a constante piezelétrica de deformacgéao axial. As duas formu-
lagdes sao testadas para uma viga engastada, sujeita a um potencial elétrico constante. Os
resultados sdo comparados com modelos numéricos desenvolvidos no programa comercial
ANSYS®, e apresentam boa convergéncia. Por fim, os autores concluem que o uso de atu-
adores piezelétricos no meio do sanduiche, quando possivel, apresenta o beneficio de nao
possuir tensdes axiais significativas em relagdo aos piezelétricos montados na superficie.

Han e Lee (1998) apresentam um modelo de elementos finitos para placa laminada
de material composto contendo atuadores piezelétricos fixados na superficie externa do la-
minado. O modelo desenvolvido usa como hipétese de deslocamento a Teoria de Placas em
Camadas Discretas (LWPT), que permite uma descricdo mais refinada da deformacéo no
laminado. Sendo os piezelétricos quase impossiveis de serem engastados em um experi-
mento real, os GL de deslocamento do modelo LWPT séo liberados para as camadas pieze-
létricas, e o novo modelo com Condi¢cdes de Contorno Realistas (RBC) é denominado por
LWPT com RBC. Uma viga laminada coberta por piezelétricos na superficie inferior e supe-
rior, modelada como placa e usando a Teoria de Primeira ordem com Deformagao Cisalhan-
te (FSDT); sendo esta, usada como exemplo de comparacao para a mesma viga modelada
por LWPT e por LWPT/RBC. Os resultados de frequiéncia natural e amortecimento modal
sdo confrontados para os trés modelos considerados. Os modelos que consideram o pieze-
létrico engastado, FSDT e LWPT, apresentam resultados semelhantes sem diferenca signi-
ficativa. O modelo em que o piezelétrico ndo faz parte do engaste, LWPT com RBC, mostrou
que ocorre uma reducao constante na freqiiéncia natural e no amortecimento modal para
todas as configuragdes de laminado simétrico.

Reddy (1999) apresenta solugdes analiticas para placa compésita laminada integra-
da a atuadores e sensores piezelétricos. Duas teorias sdo usadas como hipoétese de deslo-
camento, a saber, CLPT e Teoria de Deformacao Cisalhante de Terceira-ordem para Lami-
nados (TODL). Nao-linearidade geométrica € levada em consideracgao incluindo o termo de
deformacdo de von Karman no tensor de deformagado. As parcelas de piezeletricidade sao

incluidas nas equagdes dindmicas de placa via vetor cargas, hipotese esta valida quando o
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potencial elétrico é conhecido. As propriedades do laminado sdao determinadas usando a
teoria de camada equivalente unica. As equagdes dindamicas para placa sio resolvidas pro-
pondo-se 0 método de solugdo de Navier. Resolugao detalhada é apresentada, consideran-
do somente a hipétese linear, i.e. excluindo a parcela de von Karman na solugdo. Em adicao
a solucéo analitica proposta, o método dos elementos finitos também é apresentado, partin-
do-se da forma fraca do problema. Somente o caso linear é apresentado na formulagao
MEF. Resultados das teorias formuladas ndo sao apresentados.

Piefort (2001) apresenta uma breve revisdo sobre smart materials enfatizando as ca-
racteristicas, propriedades, vantagens e desvantagens de materiais piezelétricos neste con-
texto. Uma revisdo sobre modos de operagao para atuador/sensor aplicado a placas lami-
nadas é realizada. Efeitos fenomenoldgicos e equagao unidimensional do ponto de vista
eletromagnético para equacao constitutiva sdo apresentados, em sequéncia equagdes cons-
titutivas mais gerais sao derivadas partindo-se do principio termodindmico. Uma formulagao
com aproximacao por MEF é resolvida para placa sob hipétese cinematica de Kirchhoff para
elemento multi-laminado, i.e CLPT. A formulagao anterior é estendida para o caso de placas
sob a hipétese de Mindlin, que para o caso de placas multi-laminadas resulta na FSDT. As
formulagdes desenvolvidas sdo implementadas no programa comercial SAMCEF®, e infor-
magdes mais detalhadas sobre o elemento sdo suprimidas. Um método de extrair o modelo
em espaco de estados usando o sistema modal discretizado por MEF € apresentado, em
que atencao especial é dada as condicdes de contorno elétricas. Varias aplicagcdes sao de-
senvolvidas; cita-se, aqui, a investigacao sobre os efeitos localizados de sensores e atuado-
res colocados proximos uns dos outros. Resultados experimentais e numéricos mostraram
que os zeros das funcgdes de transferéncia podem ser muito afetados pelo efeito de proximi-
dade dos sensores e atuadores.

Fernandes e Pouget (2001) usaram o principio variacional de Hamilton para derivar
as equacgodes dinamicas de placas piezelétricas com acoplamento eletro-mecanico. O mode-
lo de aproximag&o cinematica para o deslocamento na espessura, causado pelo cisalha-
mento transverso, assume a forma senoidal; e, para o modelo do potencial elétrico, é inclui-
da uma parcela quadratica e uma trigonométrica, além do termo linear. A solugdo do pro-
blema é apresentada sob a forma de expansao em séries de Fourier. Um exemplo de placa,
simplesmente apoiada e sujeita a flexao cilindrica € modelado. Foram investigados trés ca-
sos de condigbes de contorno para o problema: (1) forga distribuida na superficie da placa,
em circuito fechado e em circuito aberto; (2) potencial elétrico aplicado; e (3) carga elétrica
aplicada. Os casos estudados na modelagem apresentada sdo comparados a resultados de
modelos de elementos finitos do programa comercial ABAQUS® com um elemento biquadra-
tico de 8 nés em condigao de deformacgao plana. Os resultados apresentam boa convergén-

cia com a teoria apresentada.
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Sunar, Hyder e Yilbas (2001) investigaram a determinag&o de parametros relativa ao
projeto robusto de atuadores piezelétricos para controle estrutural. A metodologia de Tagu-
chi é usada para determinar os efeitos das variaveis de projeto no desempenho do controle.
Um exemplo de viga engastada contendo pares de atuadores é modelado usando MEF. Os
resultados indicam varios aspectos importantes no dimensionamento de atuadores, dos
quais se citam: (1) o aumento na espessura do atuador possui um maior efeito no controle
da viga comparando-se com o aumento na largura, (2) os atuadores colocados préximo ao
engaste apresentam melhor eficiéncia de controle em vigas engastadas.

Lee, Yuen, Ng e Cheng (2002) apresentaram uma formulagéo aproximada por MEF
para um modelo de placa flexivel contendo material piezelétrico. CLPT é usada nas relagbes
deformacao-deslocamento, acrescido do termo nao linear de von Karman para representar
grandes deslocamentos da placa flexivel. E investigado o controle de vibragdo randémica
para placas isotropicas. Uma transformagao modal no sistema discreto nao linear é realiza-
da usando os modos de vibragdo do problema linear. O sistema reduzido na forma modal é

re-escrito na forma de espacgo de estados para as simulagdes de controle. Os parametros de

um controlador H_ sao ajustados baseados no sistema linear do modelo reduzido na forma

modal. O desempenho do controle aplicado a sistemas com grande deslocamento nao se
mostra satisfatorio.

Benjeddou, Del e Letombe (2002) propdem uma solugéo analitica exata para vibra-
cao livre de placas piezelétricas simplesmente apoiadas. O campo de deslocamento & ba-
seado na teoria LWPT e o potencial elétrico é descrito por uma fungédo quadratica na espes-
sura da placa. A solugdo na forma de séries de Fourier condizente com as condicbes de
contorno é assumida considerando o movimento harménico da vibragdo. As equacdes di-
namicas, acopladas via equacao constitutivas, s&o obtidas partindo-se do principio do traba-
Iho virtual. As equagdes dinamicas eletro-mecanica sdo acopladas via equagéo constitutiva
generalizada, sendo esta ultima obtida pela vez para piezeletricidade 2D. O problema de
vibracado livre é resolvido pelo método modal usando a redugdo de Guyan nos graus de li-
berdade elétricos, 0 que leva a uma alteragdo da rigidez no problema modal.

Ng, He e Liew (2002) investigam o uso de functionally graded material (FGM) como
alma de placas sanduiche cobertas por piezelétrico. O modelo assume a hipotese cinemati-
ca de primeira ordem, FSDT, para o deslocamento mecanico, e potencial elétrico linear para
o0 campo elétrico. O modelo é implementado por MEF usando um elemento bilinear (4 nés)
com 6 GL por né (5 deslocamentos, 1 elétrico). Obtido o sistema de equacgdes, uma lei de
controle por ganho constante de deslocamento e velocidade é usado para controlar o poten-
cial do atuador, sendo que, a realimentacao é feita pelo potencial gerado no sensor. O resul-
tado da técnica de controle insere uma parcela de rigidez e amortecimento no sistema di-

namico, melhorando as caracteristicas de atenuagao do sistema.
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Abreu (2003) investiga o projeto de controlador robusto H_ para vigas e placas con-

tendo pastilhas piezelétricas fixadas na superficie. A primeira parte do trabalho consiste na
obtencdo de modelos dindmicos para o projeto do controlador. Abreu usa 3 formas de mo-
delagem: formulagdo continua por modos assumidos, formulagao discreta por MEF e, ob-
tencdo do modelo de elementos finitos via programa comercial ANSYS®. As hipéteses de
deslocamento, tanto na formulagao continua quanto na formulagao por MEF, usam CLPT. A
descontinuidade das pastilhas piezelétricas ao longo da viga/placa na formulagéo continua é
representada pela fungdo de Heaviside. O modelo discreto para placa formulado por MEF
usa um elemento quadrilateral bilinear (4 nés) com 3 GL de flexdo por nd, e 2
GL elétrico por elemento (1 para o sensor e 1 para o atuador). O modelo via programa co-
mercial usa um elemento hexaédrico de 8 nés com 3 GL de deslocamento e 1 GL elétrico
por n6. A analise dos resultados estaticos mostra uma boa concordancia para o desloca-
mento entre o modelo MEF e o do ANSYS®, entretanto o potencial elétrico no sensor n&o
apresenta o mesmo resultado.

Até o momento, foram expostos varios trabalhos relacionados a simulagao numérica
de estruturas piezelétricas. No que diz respeito a trabalhos praticos de laboratério, Baillar-
geon e Vel (2005) confrontaram resultados de controle entre analises nhuméricas e experi-
mentais para uma viga sanduiche engastada. O sanduiche é composto por faces de alumi-
nio, e a alma contém duas pastilhas de piezelétrico préximas ao engaste sendo o resto pre-
enchido com espuma. O piezelétrico trabalha com a propriedade de cisalhamento proposta
por Zhang e Sun em 1996. O modelo numérico utiliza o programa comercial de elementos
finitos ABAQUS?®, utilizando elementos quadraticos (8 nés), quadrilateral. A fungéo resposta
em frequéncia (FRF) da analise numérica é comparada com a experimental, sem controle.
Em seguida, dois sistemas de controle sao projetados: Positive Position Feedback (PPF) e
Strain Rate Feedback (SRF). A analise paramétrica para determinar os valores de ganho
dos controladores ¢é feita no modelo numérico. As FRF do sistema controlado experimental e
numérico mostram boa concordancia. O controle mostra-se efetivo para o controle em tran-
siente devido a disturbios na viga.

Ahmad, Upadhyay e Venkatesan (2006) desenvolveram as equacdes para o modelo
eletro-termo-elastico de um material piezelétrico. As equagdes constitutivas sao obtidas apli-
cando-se a segunda lei da termodinédmica, enquanto que o principio de conservagéo da e-
nergia é usado para obter as equagdes da dindmica do sistema. Baseado nestas equacoes
uma formulagéo variacional e um modelo em elementos finitos sdo desenvolvidos. Foi usa-
do um polinémio cubico como base de aproximag¢ao do deslocamento axial e um polinbmio
quadratico para aproximacao do potencial elétrico. Os resultados do modelo gerado sao

comparados com a literatura de referéncia mostrando resultados coerentes.
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2.3 Fendbmeno da Piezeletricidade

2.3.1 Efeito da Piezeletricidade

A piezeletricidade pode ser vista como uma interagdo entre o estado mecénico e o
estado elétrico de um material. De fato, a piezeletricidade envolve dois amplos campos da
engenharia: a mecanica e a elétrica. Essa interagdo ocorre de duas formas reciprocas,

chamadas efeito direto e efeito inverso da piezeletricidade, conforme representado na Figura

2.1 a seguir.
-F
R J _________
I
I
I
I
I
I
I
1
I
UAF
Efeito direto da piezeletricidade Efeito inverso da piezeletricidade

Figura 2.1: Efeitos, direto e inverso, da piezeletricidade.

O efeito direto da piezeletricidade ocorre quando uma deformagao mecanica no ma-
terial piezelétrico proporciona uma polarizagéo elétrica; isto €, cargas elétricas aparecem em
faces opostas do material quando este esta sob carregamento mecéanico. O efeito inverso da
piezeletricidade ocorre quando o material, imerso em um campo elétrico, apresenta uma
deformacédo e/ou tensdo mecanica condizente com a restricido mecanica; isto é, ao se apli-
car uma diferenca de potencial elétrico em faces opostas do material este reage com uma
deformacao mecéanica.

A primeira vista pode ser induzido que, do ponto de vista mecanico, o efeito direto e
inverso da piezeletricidade representam respectivamente o uso do dispositivo como sensor
e como atuador. Contudo, cautela deve ser tomada nesta comparagao. Gautschi (2002) a-
presenta um fluxograma de aplicagbes piezelétricas classificadas pelo efeito, representado
na Figura 2.2. Vale notar que os geradores de fagulhas (acendedores), na condigdo de atu-
adores, usam do efeito direto piezelétrico, assim como os sensores ressonantes utiliza do

efeito inverso da piezeletricidade. Pode-se citar também, o uso de materiais piezelétricos em
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componentes eletrénicos n&o transdutores, como € o caso de osciladores, filtros, geradores

de frequiéncia, dentre outros.

‘ Efeito Piezelétrico ‘

‘ Efeito Direto ‘ ‘ Efeito Inverso ‘

Sensores Atuadores =
A P Ressonantes N&ao Ressonantes
Mecanicos Elétricos

Forca Geradores de voltagem Atuadores
Torque Ignitores Mecénicos

Deformacéo

Presséo
Acelerdbmetros
Emissdes Acusticas

Motores piezelétricos
Sistemas de posicionamento
Impressoras jato de tinta

Ultrasénicos Eletronicos Sensores Ressonantes
Geradores de ondas Osciladores Medigéo de
ultrasénicas Filtros mensurandos fisicos

pela mudancga de fase
Controle de tempo de uma freqiéncia

Controle de ressonante
Frequéncia

Figura 2.2: Aplicagdes do efeito piezelétrico.

2.3.2 Polarizagao Elétrica

A interacdo entre mecanica e elétrica somente é possivel se o material for constitui-
do de particulas capazes de serem polarizadas sob efeito de um campo elétrico (PIEFORT,
2001). Isto se torna possivel em materiais cuja estrutura cristalina ndo apresenta centro de
simetria. De certa maneira, os materiais piezelétricos se comportam similarmente a capaci-
tores elétricos.

Um capacitor constitui-se de duas placas condutoras separadas por um dielétrico.
Para explicar seu funcionamento, consideram-se duas placas condutoras® separadas por

uma distancia h. Ao aplicar-se um potencial elétrico ¢, uma quantidade de cargas elétricas

2 Considere-se que as placas condutoras possuem espessura desprezivel em relagao as demais
dimensbes. Nos piezelétricos essas placas sao referidas como eletrodos.
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+Q ==+pQ) aparece nas placas, sendo ¢ a quantidade de cargas por area da placae Q2 o
dominio de area da placa. As cargas elétricas geradas, por sua vez, induzem um campo
elétrico E; que flui de uma placa & outra, conforme Figura 2.3 (a).

Introduzindo um dielétrico entre as placas, e mantendo o potencial elétrico aplicado,
a quantidade de cargas total permanece inalterada. Contudo, o campo elétrico total E, fica
enfraquecido devido a reorientacdo dos dipolos presentes no dielétrico, que formam um
campo elétrico oposto ao campo inicial, como mostra a Figura 2.3 (b). Como resultado, &

obtido o campo elétrico externo E .

Eo E

+ [ > ;7 _ -+ [ > >7 —
+ > > | - - T
+ > > | _ + > > | —
+ > > Enfraquecimento | | -
+ > > | — docampo T > >

+ > > | — elétrico + 5 - +

+ > > | — \ + > > | —
+ > > - = =

7& /
Eletrodos Dielétrico

(a) (b)

Figura 2.3: Campo elétrico entre placas paralelas de um capacitor (a) sem dielétrico e (b)
com dielétrico.

/

Tipler (1991) apresenta algumas relagdes da eletrostatica linear considerando a hipo-
tese de duas placas paralelas infinitas®. Nessa linha, tem-se que o campo elétrico gerado
devido a diferenca de potencial aplicado é inversamente proporcional a distancia h que se-

para as placas de acordo com a relacgao,
4
E,=— 2.1
i (2.1)

Quando um dielétrico é inserido entre as placas, o campo elétrico inicial E é enfra-

quecido por uma constante x, resultando em um campo elétrico externo E, dado por:

A hipotese de placas paralelas infinitas é véalida desde que a distancia entre placas h seja muito
pequena se comparada as dimensodes de largura e comprimento da placa.
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E,

E=— (2.2)
K

em que x € a constante dielétrica do material — ou permissividade relativa — e é dado como

a relacdo entre a permissividade absoluta do material, ¢, e permissividade do vacuo,

€, = 8.854 pF/m :

K=— (2.3)

Aplicando-se a lei de Gauss para meios dielétricos, e resolvendo para a hipoétese de

placas paralelas infinitas, é obtida a relacdo entre carga elétrica total Q e a diferenca de

potencial elétrico ¢ na forma:

(2.4)

oo

em que a capacitancia C é uma fungao da propriedade dielétrica e da geometria da placa.

0
0

©
0 1
ONS

G IGEIGE I GE IO

G IGEVIGEIO

dielétrico

CBEHEHEHOHW

m
HEPEHARAHGD
(®
clala)

e
e
e

+

Figura 2.4: Distribuicdo de cargas em um capacitor de placas paralelas com dielétrico.

Seja a distribuicdo de cargas em um capacitor de placas paralelas com dielétrico i-

lustrado na Figura 2.4. A carga total na placa é dada pela quantidade de cargas livres, Q,, e
quantidade de cargas ligadas, Q,. Nota-se que somente as cargas livres sdo responsaveis

pelo campo elétrico externo E . A carga total Q em termos da permissividade relativa é da-

da por:

Q=Q+%=Q+Q@—% (2.9)

K K
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sendo

X |O

L Q=1-+ (2.6)

K

Q=

De forma analoga, a densidade de cargas o, definida como carga por unidade de

area, pode ser escrita como:

Q=£+Q(1—£] (2.7)

K K

Sejam apresentadas as definigbes:

e Deslocamento elétrico (Cb/m?) D=o (2.8)
L 2 1
e Polarizagéo (Cb/m") P=p|1-— (2.9)
K
e Campo elétrico (V/m) =2 (2.10)
€

Levando as Egs. (2.10) e (2.9) a Eq. (2.7), o deslocamento elétrico, Eq. (2.8), pode ser obti-

do em termos do campo elétrico e da polarizagdo na forma:

D=¢E+P (2.11)

e, ainda, combinando as Egs. (2.9) e (2.10), chega-se a equacao da polarizagdo em termos

do campo elétrico externo:

P=(c—¢)E (2.12)

Substituindo adequadamente a Eq. (2.12) na Eq. (2.11) chega-se finalmente a,

D=¢E (2.13)

que é a equacéo constitutiva para meios dielétricos. Para meios piezelétricos, esta relacéo é
acrescida do termo de acoplamento eletro-mecanico. No capitulo seguinte, a equagéo cons-
titutiva piezelétrica sera formalizada de maneira mais consistente na forma completa. Neste
momento, a relagdo derivada na Eq. (2.13) é suficiente para compreender a relagdo entre

polarizagao e campo elétrico.
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2.3.3 Cristalografia de Materiais Piezelétricos

Preliminarmente, cumpre tecer breves consideragdes acerca da mecéanica dos mate-
riais, que é de fundamental importancia na classificagdo e determinagao das propriedades
dos materiais piezelétricos.

Em sua grande maioria, materiais piezelétricos sao sélidos cristalinos. O termo cris-
tal é aplicado aos sodlidos cuja estrutura atdmica possui um unico padrao de arranjo molecu-
lar (células unitarias) repetido ao longo de seu corpo. Estes podem ser monocristais (natu-
rais ou sintéticos) ou policristalinos (como as ceramicas ferroelétricas). Os cristais apresen-
tam propriedades em termos do sistema de coordenadas naturais, inerente ao préprio cristal
(CALLISTER Jr., 2002).

O segmento da ciéncia que estuda as propriedades dos materiais sob o ponto de vis-
ta da estrutura cristalina é a cristalografia. Ao tornar possivel a aplicacédo dos conceitos e
propriedades do sistema cristalino, apresentando-os em termos do sistema Cartesiano de
coordenadas, a cristalografia torna-se essencial ao estudo da mecanica do continuo.

A cristalografia dispde de uma nomenclatura sofisticada e de um rico acervo de da-
dos para caracterizar o material. De acordo com o grau de simetria, os cristais s&o classifi-
cados em sete sistemas (IEEE, 1988): triclinico (menos simétrico), monoclinico, ortorrdombi-
co, romboédrico ou trigonal, tetragonal, hexagonal e cubico. Por sua vez, estes sete siste-
mas sao subdivididos em 32 (trinta e duas) classes. Conforme visto na Sec¢éo 2.3.2, para
que um material apresente caracteristicas piezelétricas, este ndo deve possuir estrutura
cristalina centro-simétrica. Piefort (2001) salienta que das 32 (trinta e duas) classes cristali-
nas, 21 (vinte e uma) apresentam estrutura ndo-simétrica; destas, apenas uma nao apresen-
ta comportamento piezelétrico. Assim, tem-se 20 (vinte) classes cristalinas com caracteristi-
cas piezelétricas. Importante notar que todos os sistemas cristalinos contém ao menos uma
classe piezelétrica.

Outros materiais piezelétricos, além dos sdlidos cristalinos, sdo os polimeros ferroe-
létricos e alguns materiais biolégicos (SETTER, 2002). Dos polimeros ferroelétricos citam-se
materiais da familia polyvinylidene fluorine (PVDF) e polyvinylidene di-fluorine (PVF,). Estes
possuem a vantagem da facil aplicagdo em areas extensas. As aplicagbes dos polimeros
piezelétricos sdo possiveis tanto como atuador quanto como sensor, sendo a ultima prefe-
rencial na literatura devido a baixa sensibilidade piezelétrica destes polimeros. Com o avan-
¢o da ciéncia dos materiais, a polarizagao destes polimeros sob o efeito de microondas tem
se mostrado efetiva em aumentar a sensibilidade piezelétrica.

De fato, a cristalografia e o estudo da estrutura molecular dos elementos piezelétri-

cos sao de fundamental importancia no desenvolvimento e aperfeicoamento das caracteris-
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ticas e propriedades da piezeletricidade. Constitui-se, ainda, em uma importante fonte de

dados destas caracteristicas e propriedades na forma utilizada pela mecanica dos solidos.

2.4 Materiais Piezelétricos

Da secgao anterior pode-se dizer que os materiais piezelétricos, em sua maior parte,
podem ser cristais ou polimeros capazes de serem polarizados sob uma acdo mecéanica.
Um grande numero de materiais possui propriedades piezelétricas; entretanto, apenas al-
guns poucos materiais possuem caracteristicas expressivas, tornando-os comercialmente
viaveis. Alguns exemplos de materiais piezelétricos comerciais sdo apresentados Tabela 1 a

seqguir.

Tabela 1 - Exemplos de materiais piezelétricos classificados por grupo de material.

Monocristais naturais Turmalina
Quartzo SiO,
Berlinita AIPO,
Niobato de litio LiNbO;
Tantalato de litio LiTaO3
Monocristais sintéticos Quartzo SiO,
Ortofostato de Gaélio GaPO,
Grupo CGG Ca;Ga,Ges014
Estruturas policristalinas  PZT Pb(Zr,Ti)O;
(ceramicas ferroelétricas) PMN Pb(Mg,Nb)O;
PZN Pb(Zn,Nb)O;
Titanato de bismuto Bi4Ti3012
Polimeros ferroelétricos PVDF (CH.CF»),
PVF, (CH2F2)n
KYNAR

Gautschi (2002) enumera algumas caracteristicas almejadas para transdutores pie-

zelétricos:

e Sensibilidade piezelétrica elevada,

e Resisténcia mecanica,

o Rigidez,

e Resistividade elétrica,

e Ampla faixa linear de trabalho,
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e Estabilidade,
e Facil usinagem,

e Baixo custo.

Em contrapartida, deseja-se evitar materiais cujos efeitos sao influenciados por:
e Histerese,
e Propriedades dependentes da temperatura,

¢ Anisotropia.

2.4.1 Ceramicas Piezelétricas

Dos materiais piezelétricos citados, as ceramicas piezelétricas se mostraram particu-
larmente importantes durante as ultimas décadas. Inumeros sdo os estudos de piezeletrici-
dade em que a ceramica ferroelétrica* é foco de estudo, inclusive no que diz respeito a este
trabalho. Para compreender o motivo desta popularidade, seguem alguns comentéarios sobre

as caracteristicas das ceramicas ferroelétricas.

(a) (b)

Figura 2.5: Dominios de dipolos elétricos em graos de ceramicas ferroelétricas (a) antes da
polarizacao e, (b) apds a polarizagao.

No que concerne ao processo de fabricagdo, as ceramicas ferroelétricas sdo com-
postas por uma mistura de oxidos ferroelétricos comprimidos a alta temperatura. O resultado
dessa mistura sdo ceramicas constituidas de uma grande quantidade de grdos ferroelétri-
cos, cujos dominios de dipolos elétricos estdo randomicamente orientados, como visto na
Figura 2.5 (a). Nesta fase, a cerdmica nao possui uma dire¢do de polarizagao preferencial

e, portanto, é destituida da caracteristica piezelétrica como um todo.

* A nomenclatura ceramica ferroelétrica é usada para ceramicas piezelétricas antes de estas possui-
rem uma diregcao de polarizagao preferencial. Definigdo material de ferroeletricidade pode ser encon-
trada em Setter (2002).
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O surgimento da propriedade piezelétrica ocorre quando a ceramica ferroelétrica é
polarizada. Isto pode ser obtido sob alta temperatura e mediante a aplicagdo de um campo
elétrico forte, capaz de reorientar os dominios de graos ferroelétricos na diregcao do campo
aplicado.

A influéncia da temperatura em uma célula unitaria de um grao ferroelétrico pode ser
acompanhada na Figura 2.6. Acima de certa temperatura, denominada de temperatura de

Curie T_, a estrutura cristalina de uma ceramica é centro-simétrica, abaixo desta temperatu-

ra uma mudanca de fase ocorre, modificando a estrutura para nao-simétrica e apresentando

um dipolo elétrico natural. Quando os cristais passam de uma temperatura proxima a tempe-

ratura de Curie T, para uma temperatura ambiente T <T_ sob a agdo de um campo elétrico,

os dominios de gréos tendem a se alinhar na diregdo do campo elétrico, como na Figura 2.5
(b). Mesmo apds o desligamento do campo os dominios permanecem alinhados e a cerami-
ca, como um todo, passa a ter o comportamento piezelétrico (PHYSIK INSTRUMENTE,
2005).

A 2 Y

-

° © o*
SEFF| o

®Ti Zr

B v

C C
(a) (b)

Figura 2.6: Unidade cristalina do PZT (a) Cubico centrado acima de T, e, (b) Tetragonal ndo
simétrico apds a aplicagéo de um campo elétrico e temperatura abaixo de T_.

As ceramicas piezelétricas podem ser fabricadas e polarizadas em praticamente
qualquer formato — planos, anéis, cilindros, cones, meia esfera, etc. — com um minimo de
usinagem. Ao passo que cristais sintéticos, como exemplo, demandam semanas de cresci-
mento em autoclaves e um dispendioso processo de usinagem em sua fabricagdo. Por outro
lado, a temperatura de Curie limita seriamente a utilizagdo de ceramicas piezelétricas em
temperaturas elevadas, podendo variar de 200 a 800 °C.

Em termos de sensibilidade piezelétrica, as ceramicas também trazem grande vanta-
gem em relagdo aos polimeros e cristais simples. Algumas ceramicas piezelétricas — como
PZT — possuem sensibilidade até cem vezes maior que os cristais simples e os polimeros,

em ampla faixa linear de trabalho. A Tabela 2 mostra comparagdes entre as propriedades de
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PZTs, Quartzo e Polimero. A contrapartida deste ganho em sensibilidade é a dependéncia
das propriedades piezelétricas da temperatura, bem como o fato de que todas as ceramicas
ferroelétricas também apresentam o efeito da piroeletricidade.

Em se tratando de estabilidade, a cerdmica piezelétrica apresenta uma desvantagem
em relacdo aos cristais simples. A polarizagao das ceramicas tende a diminuir com o passar
do tempo, reduzindo a sensibilidade do material. Este fenbmeno é denominado aging (enve-
Ihecimento), sendo que os sensores sdo mais afetados que os atuadores. O aumento da
temperatura também pode acelerar o processo. Este fenbmeno n&o ocorre em cristais sim-

ples naturais (como o quartzo) pelo fato de serem naturalmente polarizados.

Tabela 2 — Comparativo de algumas propriedades para diferentes materiais piezelétricos.

Propriedades do material PZT-5A" PZT-5H Quartzo-a  PVDF '
Temperatura de Curie °C 350 260 265 * 90 *
Densidade *¥/; 7700 7700 2650 1800
Modulo de elasticidade (GPa)

E, 69 63 86 3
E,, 69 63 86
(= 55 50 105 10

Coeficiente Piezelétrico

x107 (%) ou (%)

d, - - 2,30 -
d, -179 -285 - 3
d, 350 550 - -25
Permissividade dielétrica relati-
Tk 4,5
Ky 1800 3250 4.6 12

* Valores extraidos de Gautshi (2002), T Piefort (2001). * Mudanca de fase. * Fus&o.

2.5 Transdutores Piezelétricos

Os transdutores piezelétricos podem ser usados tanto como sensores quanto como
atuadores. Aqui se define sensor como o instrumento capaz de gerar um sinal elétrico quan-
do estimulado mecanicamente, atuador como o instrumento que gera um estimulo mecanico
quando excitado eletricamente, e transdutor como um termo para designar tanto sensor
quanto atuador.

O uso do transdutor como sensor ou atuador, pode ser matematicamente descrito

pelas condicbes de contorno aplicadas na equacédo de equilibrio do sistema. Entretanto,
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deixando os formalismos matematicos para o capitulo posterior, como introducao inicial esta
relagdo sera descrita de maneira discursiva.

Contudo, antes de discorrer sobre o sensor e o atuador, é importante identificar os
modos de atuacao do elemento piezelétrico que estao diretamente relacionados as proprie-
dades constitutivas do material e a orientacao do sistema de coordenadas locais do elemen-
to. De maneira geral, o modo de atuacao esta relacionado a forma construtiva do elemento

transdutor.

2.5.1 Modos de Atuacao de Ceramicas Piezelétricas

As propriedades de acoplamento eletro-mecéanico dos materiais piezelétricos os tor-
nam ideais para construcdo de transdutores. A forma como o elemento sensor/atuador tira
proveito das propriedades da matriz de acoplamento eletro-mecéanico € aqui denominada
como modo de atuacdo da cerdmica piezelétrica. O modo de atuagdo requer uma forma

construtiva do elemento transdutor a qual sera chamada de configuragéo do elemento.

X3

s

Figura 2.7: Sistema de coordenadas local do elemento piezelétrico.

A Figura 2.7 define um sistema de coordenadas ortotrépico local definido no elemen-
to piezelétrico. E convencionado que a polarizagdo P do elemento esteja orientada parale-

lamente a diregéo X, do sistema apresentado, podendo estar no mesmo sentido ou em sen-

tido oposto.
Como exemplo neste trabalho, para os cristais pertencentes ao grupo cristalografico
tetragonal 4mm, como é o caso do PZT, tem-se a matriz de coeficientes de acoplamento das

ceramicas piezelétricas na forma:

0 0 0 0 dg 0
[d]=f0 0 0 d, 0 O emque, d,,=d, ed,, =d,;. (2.14)
dy, d, dj; 0 0 O



Os trés modos de atuacdo identificados, relacionados a matriz (2.14) sdo: modo

transversal (d,, e d,, ), modo paralelo (d,,), e modo cisalhante (d,; oud,, ). Os trés modos

indicados sao detalhados na seqliéncia.

eletrodo
AC\_,_\ X3 A i}
— o AP /&sz ih
|
[

L AL

Figura 2.8: Modo de atuagao transversal. Configuragdo laminar.

O modo transversal de atuacdo € obtido a partir de uma lamina de piezelétrico, de-
nominado assim de configuracao laminar (ver Figura 2.8). Nesta configuracao, a espessura

da ldmina na diregéo X; € muito menor que as outras dimensées. As deformagdes predomi-
nantes ocorrem no plano perpendicular a dire¢do de polarizagéo, diregées X, e X,. O alon-

gamento da lamina é aproximado por AL = d3l%, em que h é a espessura da lamina, e ¢ o

potencial elétrico aplicado.

eletrodos

Figura 2.9: Modo de atuagao paralelo. Configuracao em pilha.

A configuragcado em pilha define 0 modo de atuacéao paralelo (ver Figura 2.9) e é cons-
tituida de discos de piezelétricos empilhados na diregdo de polarizagéo, diregédo X,. Nesta
configuracao a deformacgao predominante tem a mesma dire¢cao do potencial elétrico e coin-
cide com a diregao de polarizacdo. O alongamento depende do numero de elementos na

pilha e pode ser aproximado por AL = d,;ng$, em que n é o numero de discos.
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O terceiro modo de atuagdo, modo cisalhante, apresenta uma configuragdo em que

o piezelétrico faz uso da propriedade de cisalhamento (ver Figura 2.10). Note que a diregao

de polarizagéo X;se encontra paralela ao plano da lamina, e o potencial elétrico € medi-

do/aplicado na direcao perpendicular a diregdo de polarizacdo. Os eletrodos, diferentemente

das outras configuragdes, sao fixados em faces paralelas a diregdo de polarizagao. O des-

locamento obtido pode ser aproximado por A =d, % L.

ﬁ‘/\ eletrodo L
¢ N

__| ;~;;;-;;;;;;;;>;;->;;-»;;» P

Figura 2.10: Modo de atuagéao cisalhante. Configuragao cisalhante.

A partir dos trés conceitos de atuagao apresentados podem-se construir transdutores
em qualquer formato que se utilize de um destes modos. O projeto construtivo dos transdu-
tores pode ser feito em anel, placas, cilindros, etc. desde que se tenha em mente a proprie-
dade relacionada ao modo de atuacdo. E possivel, ainda, ser feita uma combinacdo dos
modos para uma funcio determinada, como é o caso dos atuadores biformos que une duas
laminas piezelétricas promovendo a flambagem destas quando acionadas.

Neste trabalho, 0 modo de atuagdo empregado é o modo de atuagao transversal a-
plicando a configuragédo laminar. Com as deformagdes planares desta configuragdo deseja-

se atuar sobre as vibragdes de uma placa.

2.5.2 Sensor

O sensor piezelétrico esta dentro da classe de sensores ativos, isto, porque o sensor
gera uma carga elétrica em fungcdo da unidade mensurada. Por sua vez, a carga gerada
pode ser convertida em sinal de tens&o ou de corrente. Pelo fato de o sensor piezelétrico ser
um elemento ativo, ndo ha necessidade de uma fonte de alimentagédo externa para seu fun-
cionamento.

Contudo, apesar do sensor fornecer um sinal ativo que pode ser mensurado por um
sistema de aquisicdo, muitas vezes é imprescindivel o uso de um condicionador de sinal,
especialmente no que diz respeito a medidas estaticas usando piezelétricos. Apds o advento

do amplificador de carga por Kistler na década de 50, o sensoriamento estatico usando sen-
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sores piezelétricos se tornou mais facil. Com os amplificadores atuais é possivel fazer medi-
das estaticas usando piezelétrico por um longo periodo com um baixo erro.

Para se projetar, estudar ou determinar as caracteristicas de um elemento sensor &
importante conhecer o estimulo mecanico que age sobre ele e o modelo eletro-mecéanico de
resposta do elemento quando estimulado. Neste ponto interessa, sobretudo, conhecer as
limitacbes, faixa de operacao linear, sensibilidade, entre outras caracteristicas do sensor.
Um quesito importante em relagdo a limitacdo do sensor, no caso das vibragdes mecanicas,
refere-se a freqUiéncia de corte inferior, ou seja, a menor frequiéncia que o sensor é capaz de
ler e qual a atenuacgao do sinal nesta freqiéncia.

Estas e outras consideragdes estdo expostas a seguir. Em virtude de o conteudo
deste tépico ser bastante vinculado a area da engenharia elétrica, é possivel que os profis-
sionais da engenharia mecanica nao estejam familiarizados com os temas versados, raz&o
pela qual este serdao apresentados de forma sucintos sem maiores aprofundamentos técni-
CcOS.

O sensor pode ser modelado eletronicamente de duas formas equivalentes: fonte de
tensdo com capacitor em série ou fonte de carga com capacitor em paralelo. Tradicional-
mente, na literatura de eletrénica, usam-se unidades de tenséo e de corrente para modelar e
equacionar sistemas, o que pode ocasionar certa dificuldade na pesquisa de modelos de
equacionamento para fonte de carga. Uma boa fonte literaria para introdugdo a modelos de
transdutores € Wilson (1991). Ambos os modelos elétricos sdo mostrados na Figura 2.11

com suas respectivas equagdes na seqiéncia do texto.

Gy
AP u—

(a) (b)

Figura 2.11: Modelo elétrico do sensor piezelétrico (a) como fonte de tensao, (b) como fonte
de carga.

No caso da fonte de tensao as equacgoes elétricas do modelo sao dadas por:
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Q(t)carga = Cpr (1_e Zcp)

V(e =V,e > (2.15)

carga

1), = og
carga 7

em que Quas Vearga © learga S80 respectivamente a carga elétrica, tenséo elétrica e corrente
elétrica no tempo t medidas sobre a carga de impedancia Z . A capacitancia do piezelétri-
coé Cp e a tenséo inicial no piezelétrico provocado pelo estimulo mecénico é Vp.

Para o caso da fonte de carga as equacgdes elétricas do modelo sdo dadas por:

Q (t)carga = Qpeiﬂ

V() = %e (2.16)
p
Q &
'Ocara =€ ™

em que Qp € a carga elétrica inicial provocada pelo estimulo mecanico.

Como resultado, ambos os modelos apresentam equagdes na forma de descarga de
um capacitor, com valores iniciais dados pela equagao constitutiva em fungédo do estimulo
mecéanico induzido no sensor. A forma geral do grafico para a carga elétrica em funcao do
tempo ¢ ilustrado na Figura 2.12, em que a impedancia do sistema de medi¢cédo é puramente

resistiva (Z =R).

Qo

0,37Qq

RC t

Figura 2.12: Curva de descarga tipica para um sensor piezelétrico.

A constante de tempo definida no grafico por RC, determina o tempo que o piezelé-

trico levaria para descarregar totalmente a partir de uma carga inicial Qp a uma taxa cons-
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tante. Entretanto no decaimento exponencial esta constante representa aproximadamente
37% do valor inicial.

Para medigdes contidas na faixa de 0 <t <0,1RC, a reta determinada pela constante

de tempo é uma boa aproximagao linear da curva de descarga do piezelétrico (GAUTSCHI,
2002). Dessa forma, € possivel determinar o erro para um determinado tempo de medicao.
Por exemplo: para um erro maximo de 2%, o tempo de medigdo nao deve ultrapassar

0,02RC . Assim, para um tempo de medigdo de 100s, a constante de tempo deve ser no

minimo 5000s.

Nesta linha de raciocinio, a constante de tempo tem por caracteristica limitar a fre-
qléncia de corte inferior do circuito em medicbes dindmicas. Somente com constantes de
tempo infinitamente longas, a frequéncia de corte se aproxima de zero, tornando possiveis
medigdes puramente estaticas. Isto depende, porém, de uma resisténcia infinitamente gran-
de.

Para sistemas com oscilacdes senoidais a frequiéncia de corte é dada por:

1
° 2zRC

(2.17)

Nesta freqliéncia ha uma atenuacdo em 3 dB na amplitude do sinal, representando
os aproximados 37 % de queda em amplitude mencionada, além de uma mudanca de fase
em 45° entre o sinal de entrada e de saida. Em geral, essas caracteristicas, atenuagéo e
mudanca de fase, ndo sao aceitaveis para sistemas de controle, portanto, usualmente sao
realizadas medi¢cdes de sinais com freqiéncias de 5 a 10 vezes superior a freqliéncia de
corte (GAUTSCHI, 2002). A plotagem de um diagrama de Bode para o sistema ajuda a de-
terminar essas caracteristicas.

Assim, a frequéncia de corte, e conseqiientemente a freqiéncia do sistema dinamico
capaz de ser controlado, depende da capacitancia C e da resisténcia R do circuito elétrico.

A capacitancia do circuito é dada pela capacitancia do piezelétrico somada com a do
cabo coaxial. Contudo, a capacitancia do cabo depende diretamente de seu comprimento,
que é da ordem de 70 pF/m — cerca de 300 vezes menor que a capacitancia do piezelétrico.
Sendo assim, para cabos curtos, a capacitancia do conjunto € predominantemente dada

pelo piezelétrico, C ~C .

A resisténcia R é o segundo parametro que determina a frequéncia de corte. En-
quanto que a capacitancia é representada quase que unicamente pelo elemento sensor, a
resisténcia esta relacionada ao instrumento de aquisicdo do sinal: cabos, amplificadores e

sistema de medicao.
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O sistema de medigdo esta representado no modelo elétrico pela impedancia Z . A

parte resistiva desta impedancia junto com a resisténcia interna do piezelétrico, Rp, deter-

mina a resisténcia R da constante de tempo.

Para o elemento piezelétrico, Rp é da ordem de 100 TQ. Como regra geral, a resis-
téncia de isolamento do sistema de medigdo na ordem de 1 a 10 TQ proporciona um limite
em baixa frequiiéncia razoavel para uma medida quase estatica. Para medidas dinamicas,
resisténcias da ordem de 10 GQ ja sao suficientes. A Tabela 3, a seguir, da uma idéia de

valores de resisténcia para os componentes eletrénicos de medigao.

Tabela 3 — Resisténcia elétrica para alguns sistemas de medigéo.

Componente Resisténcia
Multimetro <1 MQ
Osciloscopio <50 MQ
Placa de aquisicao de dados <0,1TQ
Amplificadores operacionais comuns <1TQ
Amplificadores de instrumentacao 1a1000 TQ
Cabos isolamento de PTFE >1000 TQ

Pela Tabela 3 é possivel perceber que sistemas de medigcdo comuns nao satisfazem
aos valores de resisténcia referidos anteriormente. No passado, componentes eletronicos
que satisfaziam a essa exigéncia eram de dificil obtencao, o que levou a considerar siste-
mas piezelétricos inaptos a medi¢gdes quase-estaticas. Atualmente, com os amplificadores
MOS-FET, J-FET e diodos Varicap, com alta impedancia de entrada e baixa corrente de
leakage (corrente de fuga) (BOYLESTAD e NASHELSKY,1999), é possivel realizar medi-
¢Oes estaticas por um longo periodo de tempo com baixo erro, sobretudo apds o advento do

amplificador de carga na década de 50.

2.5.3 Atuador

A forma de acdo de um atuador piezelétrico em uma estrutura consiste em induzir
uma forga proporcional a tensao elétrica aplicada nos eletrodos do transdutor. Um importan-
te meio para se especificar um atuador piezelétrico consiste do grafico de desempenho do
atuador. Estes graficos sao obtidos a partir da equagao constitutiva do material, sendo as-
sim, independe da geometria do elemento transdutor. Um exemplo do grafico de desempe-

nho para um piezelétrico € mostrado no grafico da Figura 2.13 a seguir.
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Figura 2.13: Grafico de desempenho para um atuador piezelétrico.

O grafico de desempenho mostra as linhas de isotensdes (elétricas) para condicdes
de contorno mecanico variavel. Note que estas linhas, para o exemplo em questdo, chegam
a 100 Volts. Em alguns casos, o potencial elétrico aplicado no atuador piezelétrico pode
chegar a mais de 1000 Volts de tensao, sendo limitado tdo somente pela polarizagao elétrica
e limite de ruptura do dielétrico. Apesar da elevada tensao elétrica a poténcia elétrica total
do sistema é baixa — menos que 1 watt — devido ao baixo consumo de corrente.

De fato a corrente de consumo do atuador somente ocorre durante a variacao de de-
formacéo. Isto torna o atuador piezelétrico extremamente eficiente por suportar cargas me-
canicas elevadas a um baixissimo consumo energético®.

Apesar da baixa poténcia elétrica requerida pelo atuador, um amplificador de potén-
cia para o acionamento do piezelétrico nao € tao trivial de se projetar. O projeto deve levar
em consideracao a freqliéncia de acionamento do atuador — em que a resisténcia de saida
do amplificador é importante. Em especial circuitos de protecdo para o amplificador devem
ser devidamente projetados, pois o piezelétrico, como sistema capacitivo, é capaz de arma-
zenar grande quantidade de energia, podendo descarregar uma tensao reversa destruindo o

amplificador.

® O consumo do atuador piezelétrico para cargas estaticas se resume a corrente de leakage inversa-
mente proporcional a sua resisténcia interna.
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Das caracteristicas geométricas do atuador, estas irdo influenciar no desempenho
do transdutor de duas formas. No quesito amplitude de deslocamento, quanto maior o com-
primento do transdutor, maior sera o deslocamento para uma mesma deformacao e tensao
elétrica aplicada. Quanto ao quesito forca, este pode ser aumentado pelo acréscimo na area
da secéo transversal. Vale registrar que, aumentando a espessura do atuador para elevar a
forca, diminui-se a capacidade de deformagao devido ao aumento da rigidez. Contudo, Su-
nar, Hyder e Yilbas (2001) mostram que o aumento na espessura apresenta melhor eficién-
cia no controle de vibragao que o aumento na largura do atuador.

Visto isto, a questao passa a ser a seguinte: qual a regido de trabalho do atuador pa-
ra o experimento proposto? Especificamente, qual sera o potencial elétrico maximo aplica-
do? Para responder a estas questdes é preciso olhar mais para o comportamento mecénico
da estrutura. Em especial deve-se fazer uma aproximacao da forca e do deslocamento, a
ser imposto pelo piezelétrico na estrutura, para contrapor um disturbio mecanico.

Como exemplo, tem-se uma viga em balango com um atuador piezelétrico colado na
parte inferior e proximo ao engaste da viga (ver Figura 2.14). Submetida a uma forga trans-
versal na extremidade livre da viga, esta se deforma comprimindo a parte inferior e alongan-
do a parte superior da viga. A compressdo da superficie inferior & transmitida ao elemento

piezelétrico resultando em uma compressdo AL deste elemento.

| piezelétrico | |

Figura 2.14: Deflexao da viga sob uma forga. Detalhe do atuador piezelétrico

E de se imaginar que, como visto para o sensor, uma compressdo do elemento gera
uma diferenga de potencial equivalente. Entretanto, estando o piezelétrico com um potencial
elétrico prescrito, a deformacéo imposta pela viga ao piezelétrico € convertida em carga elé-
trica suprida pelo amplificador de poténcia, i.e. 0 excedente de carga elétrica é suprido pela
fonte de corrente do amplificador, mantendo o potencial elétrico constante. O tempo de es-
tabilizacado para este transiente depende da capacitancia do sensor e da impedancia de sai-
da do amplificador. Dessa maneira, esta configuragcdo deformada passa a ser o novo “zero”
do atuador piezelétrico no que se refere a carga elétrica e a diferenca de potencial.

Como exemplo de controle de deflexao da viga; deseja-se, por exemplo, recuperar

esta deformacao causada pela forga transversal forgando a viga a retornar a sua posi¢cao
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original. Dessa forma, o atuador precisa vencer a resisténcia da viga causada pela forga de
disturbio F . Essa resisténcia é equivalente a uma mola de torgdo, relacionada ao momento
fletor da viga na regido do atuador, e causada pela for¢ca de disturbio. O grafico de momento
para uma forga concentrada na extremidade livre de uma viga engastada é ilustrado na

Figura 2.15 abaixo:

A
Mmax=FL
Mar,=F(L-Lat) Momento
el Fletor
Z
=
- 1 >
Law comprimento [m] L

Figura 2.15: Grafico de momento para uma viga sob uma carga transversal.

Deseja-se determinar a forga P que o atuador deve gerar para contrapor o momento
fletor no ponto em que o atuador age na viga. Objetiva-se, pois, anular o momento fletor na

regido do atuador. A Figura 2.16 a seguir mostra o diagrama de forcas e momentos na regi-

a0 em que o atuador age.

7

atuador

Figura 2.16: Diagrama de esfor¢cos na sec¢ao de corte do atuador piezelétrico.

Calculados estes valores é possivel encontrar no mercado atuadores que satisfagcam
os requisitos de projeto. Como resultado final plota-se a curva de operagao do atuador no

grafico de desempenho em que é possivel verificar a faixa de trabalho do transdutor sob

condi¢bes de variagdo da carga.

Este capitulo foi dedicado a apresentagao dos materiais piezelétricos, desde sua
constituicao fisica até as formas de utilizacido, dentro dos limites deste texto. Questbes rela-

tivas a eletrostatica, ao modelo elétrico e aos equipamentos elétricos envolvidos sao abor-
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dadas de forma sucinta visando uma melhor compreenséo dos sistemas envolvidos. Objeti-
va-se que tal conhecimento facilite a modelagem matematica e definicdo dos conceitos e
variaveis piezelétricas. Com relagdo ao modelo matematico, foi apresentado um resumo dos
principais trabalhos concernentes a piezeletricidade e ao método dos elementos finitos cons-
tantes na literatura e usados como referéncia nesta dissertacdo. As formulagcdes matemati-
cas e a modelagem do sistema serdo apresentadas no capitulo seguinte com todo rigor e

formalismo.
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CAPITULO 3
MODELAGEM MATEMATICA EM MECANICA DOS SOLIDOS E PIEZELETRICIDADE

3.1 Equacdes Cineméticas

3.1.1 Elasticidade 3D

Seja uma particula P € Q, definida na configuragdo de referéncia do dominio Q_,
mostrado na Figura 3.1. A particula € localizada em relagao a base {él,éz,és} pelo vetor X .
Sendo o corpo representado pelo dominio €2, sujeito a uma deformagéo, este passa a ocu-
par uma configuragdo atual €, . O ponto P pode ser mapeado no ponto P'e (), pela fungéo

deformacdo X =X ( )Z) :

Figura 3.1: Deformagao de um ponto no dominio de um corpo arbitrario.

E possivel definir a funcdo deslocamento da particula em funcéo do vetor de posicéo
inicial X da particula P por:
=X—-X

u
u(X)=x(X 1)

- X

S—

em que U é definido em termos das componentes U = u€, + v€, + weE;.

Uma fibra de material definida pelos pontos P e Q na configuragéo inicial &€ mostra-

da na Figura 3.2 a seguir.



36

Figura 3.2: Deformacao de uma fibra definida por PQ no dominio de um corpo arbitrario.

Para as particulas P' e Q' na configuragdo deformada tém-se as medidas de defor-

magao,

>*<=x(>2) (3.2)

X+d>?=x()?+d)?) (3.3)

Supondo que a fung¢ao deformacéao x() seja suave, pode-se expandir a Eq. (3.3)

em série de Taylor truncada obtendo, na notagao indicial:

oX, ()Z)
% dX; (3.4)

]

X, +dx. :xi()Z)+

em que na notacdo utilizada, somam-se os indices repetidos — a menos que seja negado
explicitamente. Na Eq. (3.4) os termos de ordem superior foram negligenciados. Subtraindo
(3.2) de (3.4) obtém-se:

axi()Z)
dx, = ———LdX. (3.5)
oX.

]

a qual pode ser escrita de forma compacta como:

dx = FdX (3.6)

em que,
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—— J-v.x (3.7)

denota o gradiente da fungédo deformacéo.
E possivel também definir o gradiente da funcédo deformacdo em termos da funcéo
deslocamento. Para isto toma-se o gradiente do campo de deslocamento definido em (3.1)

e, substituindo F obtido em (3.7), chega-se a:
F=V, i+I (3.8)

em que I representa o tensor identidade.

Contudo é necessario observar que o gradiente da fungao deformacao contém em si
0 movimento de corpo rigido de rotagao e, portanto, ndo pode ser prontamente usado como
medida de deformacao/estiramento puro. Para este fim, é necessario definir uma nova me-
dida de deformacéo resultante da variagdo do quadrado do comprimento de arco de uma
fibra material (MARINHO, 2007; HOLLISTER, [200-]). Como resultado é obtida uma medida

de deformagao conhecida por tensor de Green-Lagrange E(X) o qual é definido na confi-

guragéo de referéncia Q por:

1o
E=E(F F-I) (3.9)

Substituindo (3.8) e resolvendo chega-se a:

E:E(vxm[vxuf +[v, ] [v,u]) (3.10)

Para sistemas de pequenas deformacdes e pequenos deslocamentos a parcela nao
linear do tensor de Green-Lagrange € desprezivel em relagao as parcelas lineares, chegan-

do-se finalmente a:

Ez%(VXU+[VXU]T)Eg (3.11)

Assim fica definido o tensor de deformacéao infinitesimal, &, usualmente conhecido
na engenharia em se tratando de pequenas deformacgoes lineares. Operando a Eq. (3.11), 0

tensor de deformacéo infinitesimal é escrito como:
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ou  Lfou o 1(6_6_w)
OX 2loy ox) 2\ oz ox
[g]: 1 %+@ @ 1 @+6_w (3.12)
2\ oy  ox oy 2\ oz oy
1(6_8_w] Lov, ow) 2w
|2\oz ox) 2(oz oy 0z |

No tensor acima foi utilizada uma notagdo mais usual, definida por:

U={uv,w} e X={xy,z} (3.13)

Fazendo a analise do tensor de deformagdes tém-se na diagonal principal as defor-
macbes normais do elemento material. Os tridngulos superior e inferior, simétricos, repre-
sentam a distor¢cdo do elemento devido as deformacgdes cisalhantes. Seja o angulo total de

distor¢ao definido por y =2¢, em que y é a chamada deformagéo cisalhante de engenhari-

a. Assim o tensor deformacao infinitesimal pode ser escrito como:

Exx %yxy %7xz
[e]l=|%rn &, 274 (3.14)

1 1
2V 27y &y

Dado a simetria do tensor é possivel reduzir a ordem da matriz escrevendo-a de for-

ma vetorial como segue.

ou
XX OX u,x
ov
gyy oy ’U,y
ow
& - w
- 24 oz 'z
£= =1, Tt (3.15)
j/yz E"'E Uy, +U),y
7xz %+%_l; u’z +w’x
j/xy %4‘% u7y+/U’x

em que a virgula denota a derivada em relacao a variavel subseqiiente.
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3.1.2 Placa 2D: Hipotese Cinematica de Reissner-Mindlin

Seja uma estrutura, representada na Figura 3.3, em que uma de suas dimensoes &
muito menor quando comparada as outras. Esta estrutura pode, entéo, ser considerada uma

placa e é representada pelo plano médio definido pela metade da espessura da placa.

V4

h

Figura 3.3: Dominio estrutural de uma placa.

Reissner e Mindlin desenvolveram uma hipé6tese cinematica para placas com o obje-
tivo de reduzir o problema da elasticidade 3D para um sistema 2D. Em relacéo a teoria clas-
sica de Kirchhoff, a hipétese de Reissner-Mindlin considera os efeitos das deformacgdes de

cisalhamento transversal. Esta hipotese pode ser escrita como:

Seja um corte plano e normal a linha da superficie média de uma placa antes da soli-
citacdo. ApoOs a deformacdo este corte permanece plano, mas ndo mais perpendicu-

lar & linha tangente ao plano médio da placa deformada.

A rotacdo da fibra normal a superficie média possibilita incluir os efeitos de cisalha-
mento transversal da placa, o que torna esta hipotese adequada para representar placas
finas e semi-espessas, além de aproximar melhor o comportamento dindmico estrutural.
Outra consideracao a ser feita, que também esta presente na teoria classica, € que, por tra-

tar-se de uma placa em que a espessura € muito menor que as outras dimensoes, a tensao

normal transversal é desprezivel se comparada as demais tensdes, isto implica em o,, 0.

Graficamente, esta hipétese pode ser representada pela Figura 3.4.
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Wy

Ug

Figura 3.4: Hipbtese cinematica de Reissner-Mindlin para uma placa deformada.

Para o plano yz tem-se uma figura andloga ao exposto graficamente na Figura 3.4.

Do ponto de vista matematico, observando a figura acima, o campo de deslocamento para a

placa baseada na hipétese de Reissner-Mindlin é aproximado por:

U, (X,y,2) = uo (X, ¥) =26, (X, y)
u, (X, Y,2) =0, (%, y) =26, (X,Y) (3.16)
u, (X, y,2) =w(x,y)

em que u, e v, estdo relacionados ao comportamento de membrana devido ao carregamen-
to axial no plano da placa, enquanto que 6, e Hy sao relacionados ao carregamento trans-

versal. Em se tratando da elasticidade linear para pequenas deformacdes e deslocamentos,
estes efeitos podem ser desacoplados, tratados separadamente e por fim adicionados por
superposicao.

Assim, o gradiente do campo de deslocamentos (3.16), é obtido:

du, 00, ou, 29, .
ox  ox oy oy
00 00
vie| Lo, %% %, %% -6, (3.17)
ox ox oy oy
w w 0
i OX oy ]
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E o tensor de deformacao infinitesimal obtido pela Eq. (3.11) é escrito:

(3.18)
o 3%+ ) -s2(%+ ) (-4,
- HF )5 ) Sy 3(%-0,)
H%-4,) H%-9,) 0

Donde se podem definir os termos de deformacao, na Eq. (3.18), de forma a ser pos-
sivel identificar as parcelas de deformacgao resultantes dos esforgcos de membrana, flexao e

cisalhamento transverso, fornecendo:

83)( + ZKxx yfy + Zny Vxa
. _1T
(o] = ([va)+ [a] ) =| s 42, oy 42w, 7 @19
Vx 7/zy 0

emque y =2¢.
Devido a simetria do tensor de deformacéo infinitesimal, é possivel reduzir a ordem

do tensor escrevendo-o na forma vetorial:

0
Exx Exx + ZK'XX
0
e N N A
&= - =1V (T Yy 2Ky, (3.20)
Ve
Yy Vv
7/)(2 }/XZ

Os termos apresentados nas Egs. (3.19) e (3.20) s&o: &, representando as deforma-

¢bes devido ao esforco de membrana, zx sendo as deformacgdes devido aos esforgos de

flexdo, sendo x as curvaturas e 77C as deformacbes devido ao cisalhamento transverso.

Comparando (3.19) com (3.18) pode-se identificar as seguintes relagdes:
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Enl U 1y

Gy =16 1 =1 gy (3.21)
7/Sy U sy + Vg
Ky -0,

K=4Kk,t=1 —0,, (3.22)
K -0,,,—0,,

W —6
7—/-0 _ {7}/2} — {U} y Y} (323)
Vv Wy _Hx

Nas Secgdes 3.1.1e 3.1.2foram vistas as formulagdes para o comportamento cinemati-
co da elasticidade 3D e a hipotese reduzida para o comportamento de placa de primeira
ordem, chamada de placa de Mindlin. A seguir serdo tratadas as formulagbes cinematicas
para uma particula de carga elétrica, primeiro sob o ponto de vista de um corpo sélido 3D;

em seguida uma hipétese simplificadora para placas em duas dimensoes.

3.1.3 Eletrostatica 3D

Na secédo anterior foram definidas as equacdes cinematicas que exprimem a relagao

entre a deformagdo mecanica £ e o deslocamento U de uma particula sélida. Seguindo

este mesmo raciocinio, & desejavel determinar a relagdo entre o campo elétrico E e a dife-

renga de potencial elétrico ¢ de uma particula acerca de um sélido polarizado.

2
e €2
r
drd F
/
N\
.

€3
1
E 9

Figura 3.5: Trabalho de um campo elétrico sobre uma carga de prova.
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Um corpo sélido carregado com uma quantidade de cargas Q = J.diV € mostrado

na Figura 3.5. O campo elétrico é denominado como a for¢ca de agédo destas cargas sobre

uma carga de prova g, no exterior deste solido,

—

F=0q,E (3.24)

Isto € semelhante a forga de corpo dado pelo campo gravitacional. Se a carga de
prova for deslocada de um ponto 1 a um ponto 2, o trabalho realizado por um campo de for-

¢a conservativo é:

W = j F.df (3.25)

O trabalho realizado por um campo conservativo € o negativo da variagao de energia

potencial:
dW, =-dU =-VU -dr (3.26)

A energia potencial por unidade de carga é definida como diferenga de potencial elé-

trico ¢, expresso em volts, e é escrita como:
¢=— (3.27)

De posse das equacoes (3.24) a (3.27), operando e substituindo adequadamente, fi-

nalmente, obtém-se:

E=-V¢ (3.28)

3.1.4 Placa 2D: Hipo6tese de Campo e Potencial Elétrico

Uma lamina de piezelétrico coberta com eletrodos nas faces perpendiculares a dire-
¢ao de polarizacao e, perfeitamente colada na superficie superior de uma placa é mostrada

na Figura 3.6 abaixo.
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Figura 3.6: Distribui¢cdo do potencial elétrico em uma lamina de piezelétrico.

Estando os dois eletrodos da lamina piezelétrica com uma diferenga de potencial elé-
trico, e considerando que o eletrodo em contado com a estrutura esteja perfeitamente ater-

rado assegurando um potencial nulo, e ainda que o eletrodo livre apresente um potencial
prescrito ¢, , é assumido como hipétese que a distribuicdo de potencial ao longo da espes-

sura do piezelétrico seja linear, i.e.:

z

#(2) = h_%czﬁo (3.29)

pzt

Outra consideragao importante se refere ao potencial elétrico constante no plano da
placa i.e., ¢(X,y,z) =#(z) . Em verdade, o campo elétrico E nos arredores da borda da pla-

ca sofre uma distor¢do. Entretanto, para superficies paralelas com uma distancia muito pe-
quena entre elas, como € o caso, é adequado usar a hipétese de plano “infinito” de cargas,
resultando em um campo elétrico constante no plano da placa.

Usando a hipétese definida na Eq. (3.29), pode-se calcular o campo elétrico para 1a-

mina piezelétrica pela Eq. (3.28), como segue,

E 2
1 X
E=<E ;=- % #(2) (3.30)
E, Z
em que o unico resultado é:
E,=- %, (3.31)
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Conclui-se entdo que a configuragdo laminar apresenta um unico campo elétrico

constante gerado/aplicado a partir de um potencial elétrico ¢, na face da lamina, o qual é

paralelo a direcao de polarizagao.

Com isto concluem-se as relagdes cinematicas, tanto no que tange ao comportamen-
to mecanico quanto ao eletrostatico. As formulagdes apresentadas para a placa 2D serao
usadas posteriormente na formulagao do funcional a partir do qual serao obtidas as equacéao
dindmica para um corpo/meio sujeito a carregamentos eletro-mecanico. Antes, contudo, faz-

se necessario introduzir das relagdes constitutivas do material.

3.2 Relagdes Constitutivas

3.2.1 Piezeletricidade 3D

O efeito do acoplamento eletro-mecanico induz a equagdes constitutivas em que as
equacbes da elasticidade linear sdo relacionadas a equacéo de carga da eletrostatica atra-
vés de constantes piezelétricas.

Usando os principios da termodindmica, em especifico o balango de energia (primei-
ra lei da termodindmica) e a taxa de variacdo de entalpia (segunda lei da termodinamica),
chega-se a forma geral das equacdes constitutivas termo-piezelétricas de um meio continuo,
conforme encontrado em Piefort (2001) e Ahmad et al. (2006). Simplificando as parcelas
térmicas, as equacodes constitutivas da piezeletricidade na forma tensorial s&o escritas co-

mo:

Oj = CinEklgkI —€4Ey (3.32)

D, =€, +6,E, (3.33)

Nas equagdes acima, o, ¢, D e E, sdo respectivamente os tensores de tensdo

mecénica, deformagdo mecanica, deslocamento elétrico de cargas e campo elétrico. As
propriedades constitutivas ¢, e e ¢° sdo os tensores, de elasticidade, de constantes pie-
zelétricas, e permissividade dielétrica, respectivamente. Os sobrescritos (+) e (+)° denomi-

nam propriedades, a campo elétrico constante e a deformagao constante, respectivamente.

Em Piefort (2001) estas propriedades sao definidas pela termodindmica na forma:
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80'” c 60'”-
—~— = Ciju = €k
Oy % (3.34)
oD, oD, s
2. =8 o T
&y OE,

Em decorréncia da simetria dos tensores mecanicos, € possivel reduzir a ordem ten-

sorial destas equacbes. Sendo assim, torna-se possivel re-escrever a equacgdes constituti-
vas do material piezelétrico de forma mais compacta:

_ nE _
O-p_cpng ekak

S (3.35)
D, = €&y T 6k E,

Escrevendo as equacgbes (3.35) na forma matricial, tem-se:

e Forma(o-D):

(3.36)
{D}=[e]{e}+[ < {E)

Outros formatos também usados destas equagdes sao (PIEFORT, 2001; SETTER
2002),

e Forma(e—-D):

(3.37)
{D}=[d]{o} + [ |{E}

e Forma(e—E):

(3.38)
{E}=—[a]{o}+ A" ]{D}

e Forma(o-E):

(3.39)
{E}=—[n]{e}+[ £° ]{D}
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em que [c] e [s] s@o as matrizes de elasticidade e rigidez; [¢] e [S] s&o as matrizes de
constantes dielétricas; e [e], [d], [g] e [h]e sAo matrizes de constantes piezelétricas. Os

sobrescritos ()5, (+)°, (+)" e (+)° determinam as propriedades a campo elétrico constante,

deslocamento elétrico constante, tensdo mecéanica constante e a deformagado constante.

Sao validas as seguintes relagdes entre as matrizes de propriedade do material:

GIGECI R »
)] ]
EEGIETT
)= (4T o) (3.41)
(][] [T e
ARVAROIS
[e]=[d][ "]
[d]:[ET][g] (3.42)
[a]=[h][s" ]
[h]

As matrizes de propriedades do material piezelétrico possuem apenas alguns ele-
mentos nao zeros. A disposicdo dos elementos ndo zeros depende fundamentalmente do
material, tipo de cristal e ceramica, de acordo com a classificagao cristalografica apresenta-
da na Secao 2.3.3. Uma tabela completa para as classes cristalograficas dos materiais Pie-
zelétricos é apresentada na normatizacao |IEEE (1988) 176-1987, Standard on Piezoelectri-
city. Outras fontes para tabelas cristalograficas em piezeletricidade sdo: Cady (1946) e Nye
(1957).

No caso desta dissertacao, os sensores e atuadores sao baseados no sistema crista-
lografico tetragonal classe 4mm. Este é o caso para uma variedade de ceramicas piezelétri-
cas, incluindo os PZT-5A e PZT-5H. As matrizes de propriedades do material de acordo com

esta classe de simetria sdo mostradas a seguir.

A matriz de elasticidade piezelétrica, [C"], tem a forma:
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¢ ¢t ¢ 0 0 O
c; ¢ cc 0 0 O
[cF]= c, ¢, ¢ 0 0 O
“lo 0 0 cE 0 o0 (3.43)
0 0 0 0 ¢ O
0 0 0 0 0 cg
As matrizes de constantes piezelétricas sio:
0 0 O 0 e O
[e]=|0 0O 0 e 0 O (3.44)
€y €; €, 0 0 O

[d]=f0 0o o0 d, 0 0 (3.45)

elsl 0 O
[e]=|0 & O (3.46)
0 0 e

em que nota-se um comportamento transversalmente isotropico da ceramica piezelétrica,

ie. Ch=C,, Ch=C;, C, =C5, €, =6, 6,=6, € ¢, =¢,, para a classe de simetria apre-

sentada do PZT.

A forma matricial da equagao constitutiva 3D para o material piezelétrico da classe
4mm tem a forma:
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oy, co C Ci 0 0 0 |(g 0 0 e,
Oy Co C. Cci 0 0 0|l 0 0 e, e
On| |G € oci 0 0 O0lje| |0 0 e El
ox[ |0 0 0 cE 0 Olyul |0 e O E2
O 0 0 0 0 c& O||pl| e 0 0] °
oy, 0 0 0 0 0 cEily,) |O 0O O

L . - - (3.47)

€33 s
D,r;=|0 0 0 e O + 0 ¢, 0 [KE
D,| e, e, e 0 0 0|/ |0 0o &|lE

V13

V12

Para o caso especial do arranjo molecular hexagonal classe 6mm tem-se que

E

Coe = %(Cfl - sz) na equagao (3.47).

3.2.2 Placa 2D: Lamina Piezelétricas

Seja uma placa de material piezelétrico em que a espessura h da placa é fina o sufi-
ciente para ser considerado que a tensao na dire¢cado normal a placa é desprezivel se com-

parado as demais tensdes, assim impde-se que:
0y, =0 (3.48)

Inserindo esta condi¢cao na relagdo constitutiva 3D dada pela eq. (3.47) tem-se, da

primeira equagao:

o, |ci ¢ ¢ 0 0 0 |[g 0 0 e,

op| |Co Ch ¢k 0 0 0 |ley 0 0 e, e

0| _ C; € Ci 0 0 0 |jeg| [0 0 ey El (3.49)
o 0 0 0 c& 0 Ollys|l |0 &, O E2 '
o 0 0 0 0 c& 0|yl |6 0O 0] °

oy, 0 0 0 0 0 ci|lym) LO O O
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A partir da linha correspondente a tensdo mecanica nula, o,; =0, pode-se determi-

nar a influéncia das deformacdes transversais na espessura da placa. Desta forma, a rela-

¢ao para &,, € obtida,

l E E e33
£y = ——(Clau + Cfn ) + 2 E, (3.50)
C33 33

Com o objetivo de reduzir o grau da matriz constitutiva reescreve-se a parcela relati-

vaa o,, e 0, daequagéo (3.49):

E AE E
O C, Cy & Cis e
{ 11}:{ . EH “}{ E}g—{ 31}53 (3.51)
O Co Cz | (&2 C €y

em que, substituindo (3.50) em (3.51) e seguindo uma algebra direta chega-se as matrizes
constitutivas equivalentes para placas (BENJEDDOU, DEU e LETOMBE, 2002):

(3.52)

Da mesma forma, tem-se para D,, da segunda equacéo da relagéo (3.47) a equa-

&
D, =[e, &,] {gn}+[e33]533 +[ & |E, (3.53)
22

Novamente, substituindo (3.50) em (3.53), chega-se a:

~ ~ €
[esl esz]:[e31 832]—C—3E3|:C1E3 Cfs]
. % (3.54)
€ _63?3 + CzE:

Assim, a equacdo constitutiva 2D para placas finas e semi-espessas pode ser ex-

pressa na forma a seguir:
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oy, ¢, € 0 0 0 |[eg 0 0 &
02 C, € 0 0 0 ||&y 0 0 &,|[F
op,r=l0 0 ¢, 0 O0Ry,r—{0 0 O0E,
Oy 0 0 0 c, Oy, 0 e, O]|E
o] |0 0 0 0 ci5lrs) |8 O 0] (3.55)
) &y
D, 0 0 0 0 el|ey & 0 0 |(E
D,r=|0 0 0 e, O |\yn¢+/ 0 €, O0|<E,
D, _é31 &, 0 0 0 |(rs 0 0 & |lE
713

Note que a tensé&o cisalhante o;, tomou o lugar da tens&o normal o,,, reorganizan-
do a equacao e eliminando o termo da tensao normal transversa. Dos termos constitutivos
~ E . . ] . .
tem-se C,; =C, € os demais termos com circunflexo denotam coeficientes constitutivos cor-

rigidos pelas equacgdes (3.52) e (3.54).

3.2.3 Placa Sanduiche: Carregamento Generalizado

Seja uma estrutura composta de duas laminas piezelétricas separadas por um mate-
rial estrutural no meio, conforme a Figura 3.7. As laminas de piezelétrico sdo coladas na

superficie da placa estrutural por epoxi ou resina.

Z4

Py 2 piezelétrico  (3)
h estrutura (2) x
22
Py piezelétrico (1)

Z]

Figura 3.7: Placa sanduiche de piezelétrico.

Na estrutura sanduiche mostrada na figura acima sao feitas as seguintes hipéteses
simplificadoras:
o O material viscoelastico da cola e os eletrodos do piezelétrico possuem es-

pessura desprezivel, e suas propriedades ndo sao levadas em consideracgao.
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o As laminas estao perfeitamente coladas, de tal maneira que nao ocorre des-
lizamento relativo entre elas, proporcionando uma deformacéo continua do
laminado sanduiche.

e As tensbes normais mecanicas sao continuas na lamina, porém, ocorre uma
descontinuidade entre as laminas, sendo descontinua no laminado sandui-

che.

As duas ultimas hipoteses sao representadas graficamente pela Figura 3.8. A flexao

causada por um momento M aplicado na placa causa uma tensao descontinua no lamina-

do, representado na k-ésima lamina por o .

(@) (b)

Figura 3.8: Diagrama de flexao da placa sanduiche (a) tensdes descontinuas e (b) deforma-
¢des continuas.

Em virtude do exposto, torna-se necessario definir um vetor de carregamento gene-
ralizado, Cg , Cuja caracteristica € a integracido das tensbes na espessura do laminado san-

duiche. A Figura 3.9 mostra um laminado sanduiche com seus carregamentos nas faces

~ —~ —\T
expostas. O vetor de carregamento generalizado, C, = {N M ,Q} , € dividido em: carrega-

XX ! xx !

mento de membrana N = {N N,y ny}, carregamento de flexdo M = {M M, Mxy} e

carregamento transversal Q = {QXZ,QYZ} , € sao definidos por unidade de largura do sandui-

che.
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Figura 3.9: Diagrama de carregamentos generalizados em um laminado sanduiche.

Os carregamentos podem ser escritos como a integral das tensbes correspondentes,

na espessura da placa laminada que, a saber, sdo descontinuas em cada lamina. Assim
pode-se escrever:

Xy Xy Xy Oy (3 . 56)

Q.
Il
f—Aﬁ
O O
RS
\_ﬂf_J
Il
ol I
f_j%
Q9 Q
5%
%,_J
o
N

As definicdes expostas em (3.56) sdo usadas na seqliéncia para expressar a equa-
¢ao constitutiva em termos do carregamento generalizado para o laminado e posterior-

mente na determinagao da equagao de equilibrio do laminado.

3.2.4 Placa Sanduiche: Equacéo Constitutiva Generalizada

A equacéo constitutiva dada por (3.55) é reescrita aqui para a k-ésima lamina devido
a hipétese de descontinuidade das tensoes:
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® r 2 (k) & r 1)

o, ¢, &, 0]0 079e, 0 0 &,

o, ¢, & 00 0| lg, o o0 &, (E ¥

oyt =|0 0 & |0 0| iyt |0 0 0| {E

o, 0 0 0c, O |7, 0 e, 0| |E

o, 0 0 0|0 cul |7 ) e, 0 0| 5.5)
gXX

DY [o o o]0 e]"]e, e o o]Y(g "

D,t =0 0 0|e, 0| {y,f +0 ¢ 0| {E,

D, & & 0|0 0] |z, 0 0 &/ |E
Vxa

Agrupando os blocos em termos dos esfor¢os no plano da Iamina e dos esforgos ci-

salhantes transversos, podem-se escrever as relagées em (3.57) de forma compacta:

{0} €1 @] { z«} )"
s ) L] [C] 7, [5.]

Ll (3.58)
5 <[] ]| e e

c

em que o subscrito p denomina tensdes, deformacdes e propriedades no plano da placa
(membrana e flexao), e o subscrito C refere-se as tensoes, deformacgdes e propriedades de
cisalhamento transverso.

Na equagao matricial acima, pode-se trabalhar separadamente as tensbes planares

e as tensdes cisalhantes. Assim, as equagdes das tensdes no plano da placa e a equagéao

das tensodes cisalhantes transversas séo:

&, =[C,1¥ &, +2[C,1“ & -[g,]“ EW (3.59)

O—:C(k) _ [CC](k) 7, - [gc](k) E®) (3.60)

Retomando os conceitos de esforgos generalizados definidos pelas equagdes em
(3.56) e expandindo em termos da k-ésima lamina:
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k=1
h 3
M=['6zdz=>[""6%9zdz 3.61
J.—%O-p éj‘zk Gp ( )
= % _ 3 L
Q:'[_% Cdz:kz_;J.zk &% dz

Substituindo as equacgobes (3.59) e (3.60) em (3.61) e integrando na espessura do

laminado, obtém-se:

k=1

:[i(zm )IC ](k)jeo (i % [C ]‘k)] (i(zkﬂ_zk)[gp](k)}g(k)\

M :i [**(IC,1&, +2IC,1V & ~[5,1V E® ) zdz =

k:13 ( 2 2) _ 3 ( I ) 3 (2 2 (362)
— [Z k+12 K [Cp](k)jgo +(Z [C ](k)j (Z ka1 "%k [ep](k)jE(k)
k=1 k=1 k=1
3 Z
Q=3[ "IC1"7 ~[e]VEVdz =
k=1" K
_ 3 (k) 3 ® |E® _
- Z(Zk+1 [C ] 7/0 Z Zk+1 [e ] E
k=1 k=1
Definindo-se os termos:
(22k+1_22k) (Z k+1 Zsk)
hk,l = (Zk+l - Zk)' hk,z = f1 hk,s = 3 (3.63)
as expressdes em (3.62) podem ser escritas na forma,
. 8 _ . 3 _ R _ B
N = th,l[Cp]‘k) & + th,z[Cp]‘k)K—th,l[ep]‘k) E®
M = Z hk 2[C ](k)go + Z hk 3[C ](k) Zh [e ]‘k) E® (3.64)

Q= Z h,[C1“7, - Z h,[€ 1Y EY
k=1 k=1
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Dessa forma, é possivel definir as matrizes constitutivas generalizadas, na equagao

(3.62), para o laminado na seguinte forma

~ 3 —_—
F|=>h,[CI¥ (3.65)
k=

Usando as definicbes acima, finalmente é possivel obter a primeira equacgao da rela-
¢ao constitutiva descrita em (3.57), integrada na espessura e expressa em termos do carre-
gamento generalizado na forma matricial, na forma:

N A B 0 g, G
M\=|B D ¢\—|H|E (3.66)
Q 0 0 oF 7] |1

E necessario observar que a teoria de placas de Reissner-Mindlin representa ten-
sdes de cisalhamento transverso constantes na espessura da placa. Contudo, sabe-se que
estas tensdes possuem distribuicdes quadraticas ao longo da espessura. A introdugédo do
termo de corregdao a na Eq. (3.66) busca corrigir a energia de deformagédo associada ao

cisalhamento transversal. O valor de % para « é amplamente utilizado como corregdo

para placas isotrépicas, este valor serd usado no presente modelo. Entretanto, investiga-
¢cbes sao freqlientemente feitas para determinar outros valores de correcdo quando se trata
de placas sanduiches (BIRMAN e BERT, 2002)

Faz-se agora necessaria a obtengao da segunda equacao descrita pela relagao

constitutiva em (3.57), integrada na espessura, como:
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% —
D j D® dz
e (3.67)
% (k) E K) 2
= [[l&] &1 47+ [ EW a2
5 Ve
fornecendo:
~ ~ A 4'0 ~
[3:[(; H I} K +[J]E (3.68)
Ve
sendo:
[.ﬂ - 23: R (3.69)
k=1

Note que o vetor cinematico usado nas equagdes constitutivas generalizadas em
(3.66) e (3.68) é ligeiramente diferente do apresentado no vetor de deformagdes pura em

(3.20) e usado na equacgao constitutiva (3.49). Este novo vetor cinematico € chamado aqui

de deformacdes generalizadas, Eg , € é constituido das deformagdes de membrana, curvatu-

ras de flexdo e deformagdes cisalhantes transversais:

0

By = {0,657 K Ky Koy T V| (3.70)

Assim, colocam-se as equagodes constitutivas generalizadas (3.66) e (3.68), na forma

compacta usando as definicdes de carregamento e deformagdes generalizados:

{69 }8><1 - [D]sxa {gg }8)(1 B [E]Tgxs {E}le (3.71)

(B}, =[EL,{&},, +[I],.{E},, (3.72)

3.2.5 Discretizacao para Sensor e Atuador

Eletricamente o sensor é desacoplado do atuador. Ambos possuem circuitos elétri-
cos diferentes que impdem as respectivas condi¢des de contorno elétricas a lamina piezelé-

trica, ver Figura 3.10.
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,,,,,,,,,,,,,,, NS
} Sinal de
| A d controle
I mp. de
z atuador ¢a ‘ poténcia
estrutura I

1amina (3) T P

lamina (2) X

1amina (1) ¢ P |

¢=0 -
sensor
D

Sinal do

Am p- de sensor

carga

Figura 3.10: Sanduiche piezelétrico com os circuitos elétricos para atuador e sensor.

Dessa forma, o sensor e o atuador sdo especificados em camadas individuais pré-

definidas. Assim sendo, pode-se separar o vetor de campo elétrico como:

E®
EG

m
I

(3.73)

isto €, o campo elétrico é discretizado por camada de lamina. Cada camada pode assumir o
papel de atuador ou sensor dependendo da condi¢cao de contorno associada. No presente
trabalho, em que os eletrodos estdo dispostos no plano perpendicular a direcdo de polariza-

¢ao, as componentes E, e E, sdo nulas, e o vetor de campo elétrico € dado por:

E®

m
Il
I
|
I
|

(3.74)
E®

Usando a discretizacdo em camadas proposta em (3.73), as relagdes constitutivas
em (3.66) e (3.68) sdo também representadas em camadas de sensor e de atuador, na for-

ma:
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N1 (A B oz [60 ¢
. ~ 4 0 - - E®
M:=[B D 0 {x}-|H® H® {4(3)} (3.75)
Q] |0 0 oF|l7]) [1® 1©
D GO HO© Ef J9 0 E®
{5(3)}: é(s) 1 i(s)} i( +[ 0 j(3)HE(3)} (3.76)

em que as matrizes de propriedades piezelétricas e dielétricas sédo integradas nas camadas

inferior e superior, na forma,

- A

(A9 ]=h,[e,1°,
:i(l)] _ h1,1[§c](1)1 }
(i0]=hule1®, [39]=n,, [0

:(A}(l)} = h1,1[€p](1), [é(?:)} _ h3,1[€p ](3)
]

% (3.77)

A forma compacta para as equagdes constitutivas generalizadas e discretizada por
camadas (3.75) e (3.76) sao,

1}y, =[Pl tés )y, (Bl {E),, (3.78)
(D}, =[Bl.o {2 ), + [T ] {E},, (3.79)

Assim, concluem-se as relagbes constitutivas para um material piezelétrico. Neste
tépico foi apresentada a equacgao constitutiva da piezeletricidade 3D e sua redugdo para
sistemas bidimensionais de placa. Em seguida foi derivada a equacgao constitutiva generali-
zada para placas sanduiches constituida de uma estrutura e de materiais piezelétricos. Por
fim, as variaveis elétricas da equacado constitutiva generalizada sdo postas em camadas

discretas para representar adequadamente o sensor e o atuador.
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3.3 Equacéo de Equilibrio Dindmica Eletro-Mecénica

3.3.1 Equacgdes da Eletrostatica

Seja um corpo piezelétrico (2, apresentado na Figura 3.11, sujeito a uma densidade

de polarizacdo P e um campo elétrico E .

Figura 3.11: Polarizagao e campo elétrico em um corpo piezelétrico.

A forca de corpo e 0 momento de dipolo elétrico devido a interagao entre a polariza-

¢ao e o campo elétrico sdo respectivamente,
(3.80)

Pela lei de Gauss deriva-se a conservagao das cargas em um meio polarizado sem

cargas livres,

jgdiv(f))dgzo (3.81)



Capitulo 3 - Modelagem Matematica em Mecanica dos Sélidos e Piezeletricidade 61

3.3.2 Conservagao do Momento Linear
As forcas atuantes em um elemento de volume piezelétrico sdo (AHMAD et al.,
2006):
e Forca de polarizacdo devido ao campo elétrico: F = (I5 . ?) E
e Forca de corpo devido a gravidade: B= yols]

e Forca mecéanica interna devido a tragao prescrita: F = div(O')

Na auséncia de cargas livres, 0 momentum linear de um corpo na configuragao de-

formada pode ser escrito na forma:
= = = d -
_[QFmdQ+jQ(B+Fp)dQ:anpudQ (3.82)
Substituindo as forgas relacionadas chega-se a,
. [ d -
jﬂduv(a)dQJer(pg +(P-V)E)dQ=anpu d0 (3.83)

Sendo esta a equacao de equilibrio em termo volumétrico resultante do momento li-
near. Note que a diferenca desta para meios n&o dielétricos € a inclusao do termo nao-linear
relacionado a forca de polarizacdo. Sendo o potencial elétrico aproximado por uma fungéo
linear ao longo da espessura, resulta em um campo elétrico constante e, por fim, o efeito

desta parcela é nulo para o caso em questao.

Assim, para E =constante, VE=0 e a equacao (3.83) escreve,

. _ d -
deuv(a)dQ+jng do =Ej9pu do (3.84)

3.3.3 Formulacéao Forte

Face ao exposto a formulagcado forte associada ao problema acoplado mecénico-
piezelétrico é escrito.

Determinar U(X,t) e ¢(X,t) solugdo do problema:
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div(c)+ pg = pu (3.85)
div(D)=0 (3.86)
sujeito as condi¢des de contorno:
=0 em T,
= (3.87)
o-n=t em T,
e
p=¢ em T
. ’ (3.88)
D-n=po em

e sujeito as condigdes iniciais:

U(X,0) =V,(X) (3.89)

U(X,0) = U, (X)
X
#(X,0) = ¢, (X)

E importante salientar que a busca das solugdes devem satisfazer ao conjunto dos

deslocamentos cinematicamente admissiveis e, representado por:

K., = {u(X) : continuo,diferenciavel e u(0) = U} (3.90)

3.4 Principio Variacional

As equacbes de equilibrio dindmico podem ser derivadas do principio variacional de
Hamilton.

5]2]9ch dt+tjzéw dt=0 (3.91)
t t

em que o Lagrangiano e dado por,

D
Il
N~

!
.
<

|
I

(3.92)
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Note que no problema estendido para um sistema eletromecanico, veja (TIERSTEN,
1967), o funcional Lagrangiano € uma fungéo da energia cinética e da entalpia H do siste-
ma. Para o meio piezelétrico, a entalpia inclui uma parcela devido a energia potencial mecéa-

nica e outra devido a energia potencial elétrica, sendo escrita na forma:

I
Il
N
Qi
My
|
N~
O
m

(3.93)

Voltando a equagéo (3.91) o total de trabalho virtual 6W realizado pelas forgas ex-

ternas atuantes na superficie do corpo é

SW = jgpg-au dQ+LQtt:~5U dr, +F, m-j@gg 059 dT, —Qd¢ (3.94)

em que, sendo o efeito eletromagnético no corpo do dielétrico desprezivel, a unica for¢ca de

corpo atuante é a da gravidade §. Na superficie tém-se a tragdo prescrita t em I' ea

densidade de cargas elétricas ¢ em I',. E como cargas concentradas tém-se F e Q res-

pectivamente para forga mecanica e carga elétrica pontual.
Substituindo a Eq. (3.93) em (3.92) e levando em (3.91) pode-se trabalhar a parcela

referente ao Lagrangiano do Hamiltoniano na Eq. (3.91).

I\Jll—‘

5” £dO dt—5” (pl-i-16-+1D-E)dQ dt (3.95)

Obtidas as relagdes constitutivas para o e D na Segao 3.2 usando apropriadamen-

te na Eq. (3.95), chega-se a:

5” £dO dt_5” (% G-G-4([c* 16 —[e] E)-&+4 ([e]§+[e€]E)-E)dQ dt
. (3.96)
=5[]9(%p*-ﬁ—%[cE]§-§+[e]TE-m%[e&]é-é)dg dt

Sendo a operagdo de variagdo designada pelo operador linear ¢, é possivel inter-

cambiar a operagao de variagdo com as integrais resolvendo na forma:
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t t,
5ij,ch dt :jjﬂ(pd-(sd—[cE]g-csm[e]T E-0¢ +[e]e - 0E +[']E-0E)dQ dt  (3.97)
t t

Integrando a variagdo da energia cinética por partes sobre o intervalo de tempo ob-
tém,

t

t, t
IpU-éUdtszﬁUt —jpu-audt (3.98)
4 Yoy

em que o primeiro termo é nulo pois oU =0nas extremidades em t=t, e t=t,. Isto porque

as variagdes dos deslocamentos admissiveis devem pertencer ao conjunto definido por:
Var, = {u(X) : continuo,diferenciavel e u(0) = 0} (3.99)

Levando a equacgéo (3.98) em (3.97) o Lagrangiano toma a forma:
t; t, . ~ ~ _ ~
5ijde dt = —”Q(pu-am[cE]é-ag—[e]T E- 0z -[e]e - 0E ~[¢]E-SE)dQ dt (3.100)
4 4

De posse do Lagrangiano escrito na forma da equacao (3.100) e do trabalho virtual

derivado na equacao (3.94) o principio variacional de Hamilton é escrito:

Oz—IQ(pﬁ-5U+[CE]§-5E—[e]T E- 6% —[e]é - 5E —[¢°]E - 5E)dQ
_ ) (3.101)
+[ pg-oudQ+| T.oUdr +F,-6u-[ 05pdl,—Qdp

A identidade da equagéo (3.101) deve valer para quaisquer Sl e Var, e ope Var,, e

ainda, sabendo que J¢ =¢(d0U) e O0E = E(d¢), a equagdo (3.101) pode ser satisfeitas por

duas equacdes de equilibrio com os termos independentes oU e d¢,

jQ(pﬁ-5a+[cE]5~55—[e]T E~§§)dQ=jng-5UdQ+LQtt:-5UdFt +F,-ou
3.102
IQ([e]aaE +[68]E-5E)d9:jmg 05¢dT, +Qdp (3:102)
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3.4.1 Formulacéao Fraca

Com base no exposto do problema variacional, pode-se escrever o problema dinami-

co piezelétrico em sua forma fraca como: Para cada te[O,tf] determinar U(X,t) eICu e

#(X,1) € K, para quaisquer ol e Var, e dge Var, tal que,

Jo(pi-60+6-2@u))dQ=| pg-sudQ+[ T-60dT,+F,-ou

Lo (3.103)
jQ(D E(59))dQ = LQQ 05¢dT, +Q5¢
sujeito as condigdes iniciais:
jQU(X,O)-audQ = jgao(xwum
jgﬁ(i,O)-dUdQ=IQJO(>"<)-5UdQ (3.104)
IQ¢(X,O)-5¢dQ = jg¢0(i)-§¢dQ
sendo as solugdes encontradas dentro dos conjuntos de solugbes admissiveis:
Kr, = {u(i) : continuo,diferenciavel por partes e G (0) = ﬁ}
_ (3.105)
Ky = {¢(7<) : continuo,diferencidvel por partes e ¢(0) = ¢5}
e suas variagoes:
Var, ={u(X) : continuo,diferenciavel por partes e G(0) =0
. ={u(®) por p (0) =0} (3.106)

Var, = {4(X) : continuo,diferenciavel por partes e ¢(0) = 0}

3.4.2 Resolucao da Formulagao Fraca para Placa Sanduiche

Em uma estrutura homogénea e continua, de posse das relagdes constitutivas e ci-

nematicas, faz-se a substituicao direta no Hamiltoniano para determinar o problema na for-

mulagao fraca em termos do vetor de graus de liberdade {U,¢} . Contudo em uma estrutura

sanduiche, devido a descontinuidade das tensoes, faz-se necessario o uso do vetor de car-
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regamentos generalizados, Cg, para resolver a formulagao fraca em termos dos graus de

liberdade do sistema.
Para resolver a primeira equagao da formulagido descrita em (3.103) reescrevem-se
aqui as relagcdes cinematicas determinada na Sec¢ao 3.1.2.

O vetor de deslocamento U, definido pelas equagdes em (3.16), € expresso aqui na

forma:
Uy 0,
(X, Y,2) =Uy(X,y) = 20(X,y) =< v,  — 246, (3.107)
w 0
O vetor de deformacgodes, como definido em (3.20), é:
e+ 1K,
0
£, + LK Ery T 2Ky
£(x,Y,2) ={ ° }: Ve + 2K, (3.20)
: Yy
]/XZ
O potencial elétrico para a lamina piezelétrica inferior e superior é constante no plano
Xy,
_ é ()
o(X,y) = ¢°(3) (3.108)
(0]

O campo elétrico de acordo com a relagao (3.31) para o potencial acima, exposto no

formato de camadas discretas de acordo com (3.74), é

0 0
E(l) 0 0
E = B oy I O 3.109
N 1o 0 [|g@ (3.109)
= (3) 0
E 0 0
O h(3)
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Note que 0, 6,, &,, & e 7. séo fungdes de (x,y) somente e, E®, E®, 4@ e

¢O(3) sdo constantes no plano Xy . Assim, revisto estas rela¢des, podem-se numerar as par-

celas da forma fraca definida na equacao de (3.103) na forma,

jgpﬁ-éUdQ+jQ&-5§dQ:J.ng-éﬁdQ+LQ!t:-§UdFt +F, -5

%/_J
1 2 3 4 5
L (3.110)
jQD-aEdgz:LQ 05¢dT, +Qdg
T =

A seguir cada parcela da equacao (3.110) é desenvolvida individualmente.

1 - Resolvendo a parcela dinamica:

Usando a hipétese de deslocamento (3.107), a parcela dindmica pode ser aberta na

forma,
- noog? ~ ~
IQpU oudQ = HjﬁpF(UO —26)-5(1, — 26) dzdA
. ) (3.111)
= [[*, p(d, - 20) - 5(t, - 26) dz dA
22
Realizando a operacéo escalar entre os termos de aceleragéo e deslocamento virtu-

al, obtém-se:

[ pli-sudQ= [, pli, 50, - p2(, -60 +6-50,) + pz°6 - 56 dzdQ  (3.112)
A 2

Integrando a expressao (3.112) na espessura, notando que a integral deve ser dis-

cretizada para a k —ésima lamina, cuja espessura é dada pelas coordenadas (z,,z, ,)e a

densidade de cada lamina é p*,
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n

pli-oudQ = jZ{p h,, }(d, - 50, ) dA

Ii{p hkz}(u .50 +6 - 5U,) dA (3.113)
A k=

+Ii{p hk3}(0 56)dA

em que, h ., h, e h, sdo as mesmas fungdes dadas pelas expressdes em (3.63). O

somatoérios na expressao (3.113) podem ser definidos como constantes de inércia de massa
como:

n

I, :kz_;,{pkhk,l}v I, :Zn:{pkhk,z}’ I :Zn:{pkhk,s}

k=1 k=1

(3.114)

Dessa forma, é possivel escrever a parcela de inércia na forma fraca do problema
por,

[ pii-sudQ=[1,({,-50,) - 1,(, 56 +0-5U,)+1,(0-58)dA (3.115)
A

2 - Resolvendo a parcela das forgas internas:

jﬂ&-agdgzjfﬁ{*p (5, +26%) + 6, - 67, | dz dA
2

NES

(3.116)
=|| 10, 9& +20, 0K+, -0y, ;dz dA
A 2

As relagdes definidas em (3.61) permitem integrar a expressao (3.116) na espessura
colocando os termos em fun¢do do carregamento generalizado, na forma

[ 6-08dQ=[{N-05+M 5c+Q-57} dA

A
N| (&5 (3.117)
= [{M {4 5 ¢+ dA
A Q 577

Substituindo a equacgao constitutiva generalizada (3.66),
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jg&-agdgz:j{(“go +B#—GE) - 62, + (B, + D — HE) - 5k + (aF7, — IE) - 67, }dA
A

P
%>
(—J

o)

2| |G 5%, (3.118)
=J.BDO”—HI§ Sk b dA
Mo o0 oF|7]) |1 57

em que o é o fator de corregédo da energia de cisalhamento.
Usando a matriz constitutiva na forma compacta como definida em (3.71), e realizan-

do a operacéao escalar, é obtido,

A o (3.119)

3 - Resolvendo a parcela da for¢a de corpo gravitacional:

Sendo a unica forga de corpo atuante na estrutura aquela devido a aceleracao gravi-

tacional de componentes § = {gx, gy gz} operando com o deslocamento virtual com a hipo-

tese deslocamento (3.107), a parcela de energia devida a forga gravitacional &,
[.pg-sudQ={[* pg-(50, - 256) dzdA (3.120)
A 2

Integrando a expressao (3.120) acima na espessura sob o mesmo procedimento u-
sado para a parcela de inércia (3.113) em que a estrutura é discretizada em k laminas tem-

se:

jgpg-aadg=jll(g-auo)dA—jlz(g-aé)dA (3.121)
A A

emque |, e |, sdo dados pelas expressdes em (3.114).

4 - Resolvendo a parcela do carregamento prescrito no contorno:

O contorno da placa pode ser dividido em duas regides, ver Figura 3.12.
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Figura 3.12: Contorno da placa dividido em duas regides S, e A.

A borda da placa é representada pela regido S, =C, x[—%,%]. Nesta, o carrega-

mento prescrito € integrado na espessura da placa e aplicado da linha média do contorno. A

segunda regido é a definida pela superficie superior e inferior da placa A, o carregamento

nesta superficie é aplicado sobre a area das mesmas. Neste trabalho o carregamento apli-
cado na segunda regiao € simplificado para uma distribuicdo na superficie média da placa
como em Teles, (2007). Assim a parcela do carregamento prescrito no contorno é dividida

nestas duas regides na forma:

INES

3
r—|-| |
%
<
o
!
Il

J.

Lt:-&]dz ds, +IAtt:~5UdA (3.122)

Na borda da placa a tracéo prescrita possui as direcoes {én,és,éz}definidas na su-

perficie de contorno mostrado na Figura 3.13.

€
€n

Figura 3.13: Vetores diretores para tragao prescrita no contorno da placa.
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A transformacao do vetor de tragcido para coordenadas cartesianas é feita pela matriz
de rotacao na forma:

r—l-“

" cos(a) —sen(a) O t:n
t= t:y =|sen(a) cos(a) O i (3.123)
t:Z 0 0 1 t:z

em que « é o angulo entre os vetores diretores €, e €,. Seja a matriz de rotagdo denotada

por [R] Usando esta notacao e levando (3.123) na primeira integral da parcela direita da

equacao (3.122) tem-se,

J‘ct jggt:'&j dzds, = Lt I [RIS T, {- (00, —206) dzdS, (3.124)

_h
2

N T o TR T

Definindo o carregamento prescrito por espessura da placa, na forma,

N, £ M, T
N= N t=[" 1T dz, M= M, =] zdz (3.125)
N, i M, i

Usando estas definicbes pode-se escrever a Eq. (3.124) em termos dos carregamen-
tos aplicados na espessura da placa, obtendo-se:

.[ct Egt: -oudzds, = Jct [R]N - 50, ~[R]M -8 ds, (3.126)

Tratando agora da segunda regido, se o unico carregamento prescrito é normal a

superficie, a segunda parcela da equagéo (3.122) pode ser escrita em z =0 como:

L\t:-csudA =jj-(5uo)d/\ (3.127)
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Considerando a = {O,O,c_]}T normal a superficie, a operagéo escalar em (3.127) sim-
plifica para,

L‘t:-audA =qu~5wdA (3.128)

Combinando os resultados obtidos em (3.126) e (3.128), a integral do carregamento

prescrito no contorno finalmente é escrita na forma,
J.,, £-oudr, = [ [RIN -0, ~[R]M -6 dS, + [ q-SwdA (3.129)

5 - Resolvendo a parcela do carregamento prescrito pontual:

FX
F,-SU=<F, t-ou (3.130)
FZ
Substituindo a hipotese de deslocamento é obtido,
FX
F, o0 =1F, t-{5d, 250
K (3.131)
FX M X .
=<F, ol —<M, 50
F, 0

6 - Resolvendo a parcela de campo elétrico:

Usando a equagao constitutiva (3.58) para a lamina, o termo de energia devido a

parcela de campo elétrico é

jQDaE dQ =£fg[[[€p] [e—c]]{é0 ;CZ’?}JF[E]EJ.&? dzdA (3.132)

Operando os termos matriciais e integrando na espessura para a k-ésima lamina é
obtido,
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Nz

jQ D-SE dQ =”7%([§p]§0 +17[¢, 1< +[8,17, +[¢]E)- 5E dzdA

" ; ; ; (3.133)

=] [Z ho (8108 + 2 D [8 1%+ > h [8g17, + X h,[]Y Ej .0E dA
A k=1 k=1 k=1 k=1

em que se identificam as relagdes definidas em (3.65) e (3.69). Assim, a expressao € escrita

de forma simplificada, na forma,

D-SEdQ=[(GZ, + Hi +17, +JE)-SEdQ (3.134)
J.Q .[( 0 ¢ )

A

Escrevendo de forma matricial, como em (3.68), e realizando o produto escalar, ob-

tém-se

jgf)ﬁédgz:j[é H i} & .§E+m|§~5|§dA (3.135)

que pode ser escrito no formato compacto em termos da deformagao generalizada como,

[ B-sEdQ= [([E]Z, +[J]E)- SE dA (3.136)

7 - Resolvendo a parcela de carga elétrica prescrita:

A carga elétrica deve ser prescrita independentemente para a lamina superior e para lamina
inferior, conforme a Secdo 3.2.5. Assim, a parcela de carga elétrica prescrita pode ser posta

da seguinte forma,

@ So®
ng 00¢(x,y.z) dI', = fmg {§<3>}'{5Z<3> Z z 2} dr, (3.137)

A hipotese cinematica para um campo eletrostatico constante na Segao 3.1.4 exige
uma distribuicéo linear do potencial elétrico ao longo da espessura, conforme a Eq. (3.29).

Assim, na superficie superior e inferior, tem-se:
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(6] @
_[ )@ op
LQQ 00¢(z,y,2)dl’, = aA{Q(S)}'{(%@} dA, (3.138)

Com isto conclui-se a resolugao da formulagao fraca para placas sanduiches piezelé-
tricas coladas a superficie. Reunindo todas as equacodes dos Itens de 1 a 7 tem-se a formu-
lacao fraca para placas sanduiches com piezelétricos. Esta formulagao sera resolvida usan-

do o método dos elementos finitos a seguir.

3.5 Método dos Elementos Finitos para o Problema Acoplado

O método dos elementos finitos (MEF) € uma poderosa ferramenta de discretizagao
numérica. Este método pode ser usado para resolver os mais variados problemas, como por
exemplo: analise de tensbes, transferéncia de calor, campo eletromagnético, dindmica e
vibracdes, etc. A abrangéncia do método vai além dos problemas tradicionais da fisica. O
MEF também é usado na simulacao de problemas de meteorologia, areas médicas e biolo-
gicas. A maior vantagem do método, contudo, resume-se na capacidade de fornecer solu-
¢bes aproximadas para geometrias de formas gerais. Solugdes analiticas exatas, por sua
vez, s&o impossiveis de serem obtidas para tais geometrias.

No MEF as integrais da forma fraca sao resolvidas para dominios de forma geométri-
ca simples, denominado elementos. Assim, os elementos sdo usados para discretizar uma
geometria complexa em dominios simplificados. Uma representacdo deste procedimento
pode ser visto na Figura 3.14 abaixo. O conjunto de elementos que formam a dominio Q é
chamado de malha e, para que haja continuidade do dominio, os elementos devem estar

conectados uns aos outro por nos.

discretizacéao

Figura 3.14: Discretizagdo de um corpo em elementos finitos.



Capitulo 3 - Modelagem Matematica em Mecanica dos Sélidos e Piezeletricidade 75

No que concerne ao dominio dos elementos, estes devem conter todas as variaveis
incégnitas, presentes na formulacao fraca seja de forma direta ou por seus gradientes (vari-
aveis de campo). O conjunto de variaveis incégnitas presentes no elemento € denominado

graus de liberdade (GL). Na mecéanica dos solidos, os GL presentes no elemento sao discre-
tizados nos noés e supde-se que a variagdo destas incognitas no dominio do elementar, Q_,
se comportam conforme fungdes de aproximacao previamente estabelecidas.

No problema piezelétrico, além das tradicionais variaveis de deslocamento mecani-
co, tém-se também as variaveis elétricas resultantes do acoplamento eletro-mecénico. A

Figura 3.15 mostra um elemento piezelétrico de placa com suas variaveis incognitas, pre-

sentes na forma fraca, estas s&o: variaveis mecanicas v, v, w, 6,, Hy e; variaveis elétricas

¢(k). As variaveis de campo correspondentes sdo as deformagdes £, K, ¥ e 0 campo

elétrico E® .

=)
2
=

elemento A

Figura 3.15: Elemento da placa sanduiche piezelétrica e os graus de liberdade envolvidos.

Os elementos planos mais simples sdo os elementos retangulares, como aquele
mostrado na Figura 3.15, e os elementos triangulares. Os elementos retangulares desenvol-
vidos a partir de um referencial particular nao sdo aptos a serem usados em discretizacdes
de dominios irregulares e graduacdes de malha (SORIANO, 2003). Contudo esta desvanta-
gem aparente pode facilmente ser resolvida mediante a parametrizagdo do elemento, que

sera tratado a sequir.

3.5.1 Elemento Isoparamétrico

Elementos sofisticados podem ser classificados de acordo com suas caracteristicas
em duas familias, a saber, familia Serendipity e familia Lagrange. Na familia Lagrange as
funcdes de aproximacgio usadas para interpolar as variaveis incégnitas sdo obtidas pela
multiplicagdo de polinbmios em coordenadas distintas (SORIANO, 2003). Por exemplo, o

elemento biquadratico, a ser usado nesta dissertagao, é obtido pelo produto de duas fun-
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¢Oes quadraticas completas do tridngulo de pascal. Para representar estas fungdes em ter-
mos de coordenadas nodais € necessario que o elemento tenha 9 nds, por isso o elemento
também é conhecido como Q9 (designando quadratico de nove nds), ver Figura 3.16. A van-
tagem dos elementos quadraticos em relagdo aos elementos lineares, é que o primeiro nao
apresenta o problema da tensado de cisalhamento parasita quando o elemento esta sob fle-
xao (COOK et al, 2002). Uma segunda vantagem € a possibilidade de obter contornos curvi-

lineos, aproximando melhor um dominio de geometria curva.

4 7 3
n
¢ 8 I_,& o6
9
1 5 2

Figura 3.16: Elemento de Lagrange biquadratico de 9 nés definido em coordenadas naturais.

A parametrizacdo dos elementos em coordenadas naturais permite que os elemen-
tos usados na discretizacdo espacial possam ser distorcidos, apresentando formas nao re-
tangulares. O elemento em coordenadas fisicas € entdo mapeado para a forma retangular
no espaco de coordenadas naturais (£,7). Uma representagdo desta transformagéo para-
métrica é idealizada por Cook et al (2002) na Figura 3.17. A formulagdo paramétrica permite
a construgdo de malhas de transicdo para um refino de detalhes da geometria ou uma me-

Ihor representacéo do contorno.

(b)

Figura 3.17: (a) Elemento plano Q9 distorcido no espago de coordenada fisico. (b) O mesmo
elemento parametrizado no espago de coordenadas naturais &7 .

O elemento ¢ dito ser isoparamétrico quando as mesmas fungdes utilizadas para a

aproximacao das variaveis de deslocamento (no caso da elasticidade linear) sdo usadas
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para interpolar um ponto de coordenada dentro do elemento em funcdo das coordenadas

nodais. Assim tém-se:

9

X(f 77) ZNi(f’n)Xi
’ } = (3.139)

y(&.m)

9

?e(f,n)={ =
¢ ZNi(e‘,n)yi

em que N,, sdo as fun¢des de forma que interpolam as coordenadas do elemento em fun-
¢do das coordenadas dos nés i =1,...,9. Estas funcdes sdo dadas numa formulagéo para-

métrica por N.(&,7):

N, =%(&-¢)(n*-n)  Ng=1(1-&)(n* -n)
e ) M= )
Ny =3(&+&)(n*+n) N, =3(1-&)(n*+n) (3.140)
I =

A placa sanduiche com material piezelétrico usando FSDT possui as variaveis in-
cognitas de deslocamento mecanico, U, (X, Y) = {u(x, y),v(x, y), w(X, ¥), 6, (x,Y),0, (X, y)} , e
de potencial elétrico, @, = {¢(l),¢(3)} sendo as Ultimas constantes no plano da placa. Na
formulagao isoparamétrica as varidveis mecanicas sao interpoladas em termos dos deslo-

w,, 6,

Xi?

camentos nodais, v, v,

Hyi, usando as mesmas funcdes (3.140) usadas para in-

terpolar a geometria, isto &,
o) = SN,
HEm =N G
() = YN, G (3.141)
0.6 = XN,

0,6 = YN,
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Alguns autores incluem o potencial elétrico como variavel nodal na discretizagao por
elementos finitos (TZOU e TSENG, 1990; FERNANDES e POUGET, 2001; NG et al. 2002).
Contudo, conforme a eletrostatica, o potencial elétrico em placas paralelas é assumido cons-
tante no plano da placa. Neste caso, definir potenciais elétricos nodais resulta em GL extras
que devem ser reduzidos a um unico GL mestre. Este método pode ocasionar interpreta-
¢bes nao adequadas da condicdo de potencial elétrico. Este motivo nos leva a definir GL
elétricos vinculados ao elemento, e ndo aos nos. Este método vem sendo utilizado por auto-
res mais recentes (LEE et al. 2002; ABREU 2004; AHMAD et al. 2006). Assim, para placa

sanduiche tem-se ¢, e ¢ os potenciais elétricos na face inferior e superior do elemento

e, como os potenciais elétricos na superficie sdo constantes, podem ser definidos,

o0 (Em) =4,"

(3.142)
¢ (&) = 4,°

Montando o vetor mecanico de deslocamentos nodais e o vetor elétrico de potenci-

ais elétricos elementar,

=T

?UT = {ul(,l')l)l, U(]:), exl y 93’1 ' uz ) /UZ Yoo .wQ y 9)(9 ) eyg }45><1 (3143)
4 = {¢° 12 }2><l
as relagdes em (3.141) e (3.142) podem ser expostas na forma matricial,
Ue (é’ 77) = I:Nu (f’ 77):|5><45 {qu }45><1
. - (3.144)
¢e = I:Nr/ﬁ :szz {q¢}2xl
em que as matrizes de interpolacdo sdo assim definidas,
N , =[N, | N -« | N
u(éc n) [ 1 | 2 | | 9 ]5><45 (3.145)
Nq) = IZ><2

sendo I uma matriz identidade de segunda ordem e N, definida, pelas fungdes de forma

(3.140), como:
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,para i=1...9 (3.146)

Z
Il
o o o o <Z
o o o Z2 o
o o Z o o
o Z o o o
Z o o o o

3.5.2 Variaveis de Campo Mecanico em Coordenadas Paramétricas

O vetor de deformacgdes generalizadas € definido em termos das derivadas parciais

do deslocamento em relacdo as coordenadas X e VY, i.e.

oy [2 0 0 0 0]
O 0o 2 0 0 0
0 0o £
P oy
éy o 8 u(X, y)
0 0 0
I v(X, Y)
= Kxx 0 0 O _% 0
89 = = 0 0 O 0 8 'LU(X, y) (3147)
o 7116,(y)
K 000 0 -2 2
Xy oy OX Hy(x’y)
Yy 002 0 -1
Vo) |0 0 £ -1 0

Contudo, usando a parametrizagao, a fungdo N — f (&,7) ndo pode ser derivada di-
retamente, sendo necessario usar a regra da cadeia para obter as derivadas em termos de

¢ e n. Dessa forma, é introduzido o conceito de Jacobiano [J]

{zy} -1 {Eﬂ} (3.148)

-l v B B

sendo [J] dado por,

Usando o Jacobiano e derivando as fungbes de forma nas coordenadas paramétri-

cas é possivel chegar a B, — f(&,77), matriz de interpolagédo das deformagdes em fungao
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das coordenadas paramétricas. Detalhes da obtengéo de B, podem ser encontrados em

Cook et al (2002). O resultado obtido para B (&,7) é:

B, 0 O 0 0
0 B, 0 0 0
B, B 0 0 0
[B, (& n)]= 0 0 0 ~(B) o (3.150)
I 0 00 0 (B '
0 0 0 _(Bz) _(Bl)
0 0 B, 0 -N,
|0 0 B, -N, 0 |
em que sao definidos os termos,
1
= J,N..—-J N
1 det(J)( 227 7i,¢ 12 |,z7) (3 151)
1 .

2 (_‘]21Ni,§ +J11Ni,f7)

" det(d)

em que Jij € componente da matriz jacobiano J .

Dessa forma, o vetor de deformagdes generalizadas passa a ser representado pelos

deslocamentos nodais, na forma:

£, (Em) =B, (E,7)]y s (G0} 4ss (3.152)

3.5.3 Variaveis de Campo Elétrico em Coordenadas Paramétricas

A variavel elétrica, interpolada linearmente em fungéo da coordenada z, é considera-
da na Secao 3.1.4, resultando na hipétese (3.29). Como o potencial elétrico é constante no
plano do elemento, a relagdo entre o campo elétrico e o potencial elétrico ndo contém as

derivadas parciais de Xy, tornando desnecessario o uso do jacobiano para representar o

campo elétrico em coordenadas paramétricas. A relagao cinematica do campo elétrico defi-

nida em (3.30), e exposta no formato de camadas discretas de acordo com (3.74), é:
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0 0
0 0
= (1)
~ E _h(_l]i)t 0 ¢ (O]
e M " (3.153)
6 0 0 |4
0 0
0 -

~ O O

h@

[]B%(ﬁ] = o

(3.154)

o

o
~ O O o O o

o

(3)
L Azt Jd6x2

€ 0 campo elétrico é interpolado como,
E=-[B,]d, (3.155)

A definicao entre atuador e sensor é estabelecida pelas condi¢cdes de contorno im-

postas no elemento.

3.5.4 Determinacgao das Matrizes de Equilibrio Elementares

A formulagao fraca para o problema piezelétrico foi obtida na Secéo 3.4.1. A equa-
¢ao constitutiva do problema piezelétrico foi usada na Secao 3.4.2 para deixar a forma fraca
em fungcao das variaveis de deslocamento, potencial elétrico e as respectivas variaveis de
campo. Ainda na Secéao 3.4.2, o dominio de integragédo do problema foi reduzido ao dominio
de area da placa.

Nesta secgdo, as integrais de 1 a 8 obtidas na Secio 3.4.2 serao resolvidas usando

as definicdes isoparamétricas relacionadas acima. Deseja-se com isto expressar as integrais
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em termos dos graus de liberdade nodais e resolver as integrais no dominio de integracao
elementar.

As duas equacgdes obtidas na forma fraca sdo agora determinadas no dominio do e-

lemento Q. apds a discretizagéo:

er pli-50dQ, +er&-5EdQe :J.ergﬁl]dﬂe +Lglet:'5‘jdrte +F,-60

. ? : 4 i (3.156)
er( - 5E)dQ, =L% 06pdT", +Qdy
- 8

6 7
1 -Termo da parcela dindmica:

O resultado obtido com a parcela dindmica na Sec¢ao 3.4.2 foi,

[ pli-s0do, = [ 1,(,50,)dA — [ 1,(, 66 +6-51,) dA, + [ 15(4-68) dA, (3.157)
) A A A

Seja o vetor de deslocamentos axiais U, e o vetor de rotagdes €& resultantes da

transformacgéo no vetor de deslocamentos mecénicos nodais do elemento,

LTO = [TU]Ue (‘5’77) = [Tu ]3><5 [Nu (é:’ﬂ):ISXAE {q” }45x1

- - - (3.158)

0= [Tﬁ]ue (Sm) = [TH ]3><5 I:Nu (96’77)]5“5 {qu }45><1

em que as matrizes de transformagao sdo dadas por

1 00 0O 0 00 0O
[T.]=/0 1. 0 0 0|, [T,]=(0 0 0 1 0 (3.159)

0 0100 0 00 01

Usando (3.158) em (3.157) e operando adequadamente, obtém-se:
[Tu ]T Il[TU]_

J, pii-oude, = [N | [T,] L[T]-[T] L[T,]+ [N,]d, - 5q,dA (3.160)

S AN A
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Concatenando todos os termos de transformacgao e inércia em (3.160) tem-se,

[Im]:[Tu]T |1[Tu]_[T9]T Iz[Tu]_[Tu]T Iz[Te]+[T0]T |3[Te] (3.161)

E, resolvendo, obtém-se:

1, 0 0 -1, 0]
o IL 0 0 -l
[M,J={ 0 0 1, 0 0 (3.162)
-1, 0 0 I, O
0 -1, 0 0 I

Assim, conclui-se a parcela de inércia na seguinte forma,
J, P0-80d0, = [[N][1,][N,] dA {d, |- {sa,} (3.163)
’ A

O que permite escrever a matriz de massa elementar na equacao (3.163) na forma

matricial como:

M = [[N,] [1,][N,] dA (3.164)

€ a parcela dindmica pode ser escrita em fungao dos graus de liberdade nodal por,

[M]{d,}-{oq,} (3.165)

2 -Termo das forgas de equilibrio interno:

O termo relacionado as forcas de corpo conservativas € definido na Secéo 3.4.2 co-

mo,

[ &-65dQ, = [[D]z, - 08, - [B] E- o7, dA (3.166)
) A

Usando a interpolagao,

J, &-6eda, = [[B,] [D][B,]4, -5q, +[B,] [E] [B,]q, 66,dA  (3.167)
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em que, pode-se definir as matrizes de rigidez mecéanica e eletro-mecanica na forma,

A (3.168)
(K, ] = [[B.] [B] [B,]dA
A
e a parcela de forcas de corpo interna é escrita como,
(K J{a,} +[K,, ]g,)-{00,) (3.169)
3 -Termo da forga de corpo gravitacional:
Tem-se:
jg pg-SGdQ, = j 1,(§ - 54, ) dA, —j 1,(§-50)dA, (3.170)
) A A
e, usando novamente as definigdes (3.158) e (3.159), chega-se a:
J, p3-0udQ, = [1,g-[T,][N,]od, - 1,§-[T, ][N, ]&q, dA
LN [T 6-1, [N [T,] g dA -{5q,) (3.171)

Il
F— P P

[Nu ]T (Il[TU ]T -1, [Te]T )g d& '{5qu}

em que se pode concatenar o termo da matriz de transformacao incluindo as constantes de

inércia, na forma:

I 0 0
0 I, 0
[Ig]:(ll[TU]T_Iz[Te]T): 0 0o 1 (3.172)
-1, 0 O
0 -1, 0]

Considerando a aceleragao gravitacional, tem-se o vetor de forga gravitacional:
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1,9,
9y
Ifg = [Ig} g=1 19,
_Izgx
_Izgy

e, assim, o vetor de forga gravitacional elementar é escrito na forma:
. _—
A :J.[Nu] Fy dA,
A

sendo que a parcela devida as forgas gravitacionais é:

em que se identifica,

N

R =], [T [R]{M}dst +],[N,] ddA

Assim, coloca-se a parcela de forgas mecanicas na forma,

85

(3.173)

(3.174)

(3.175)

(3.177)

(3.178)

(3.179)
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Sendo a forga aplicada nos pontos nodais, pode-se colocar (3.179) na forma,

il

<

50 (3.180)

<

< Zim

<

6 - Termo da forga exercida pelo campo elétrico:

Na parcela relativa ao campo elétrico, Eq. (3.156), usa-se a aproximagao dada pela

forma (3.154). Assim, resolve-se a equagao como:

A (3.182)

colocando a equacéo na forma,

(3.183)

——

(_[Kw]qu +[ K, 6, ) {44,

7 - Resolvendo a parcela de carga elétrica prescrita:
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@ @
1 Jo %,
LQO Q5¢($, Y, Z) dFQ - I@A{Q@ } ’ 5{¢ 3) } dA@

o]

(3.184)
r [o®
- I&A [N¢] o® dA, - 44,
Assim posto, define-se os vetores de carga elétrica no contorno na forma:
®
_.g _ T Q
2= [N, ] {Q@)}dp\% (3.185)
e a parcela de forga na formulagao devido a carga elétrica pode ser escrita como:
Fe-{od,) (3.186)

Concluida a resolugao de todos os termos da formulagao fraca, o sistema dinamico

pode ser escrito somando-se os resultados de 1 a 7 anteriores resultando em,

((M]d, +[K,,]q, +[K,, ]6,)-{0a,} = (FS 3.187)

A equacao (3.187) deve ser valida para toda variacdo pertencente ao conjunto das

variagdes, Var , definido em (3.106), o que leva a:

[M]d, +[K,, g, +[K,, |6, =F° +F
~ (3.188)
-[K, Ja, +[K, Jd, = F

Assim, tem-se um sistema de equacgdes diferenciais em que as matrizes desse sis-

tema sado definidas na forma integral em termos do dominio de area do elemento. Calcula-
das todas as matrizes elementares, é realizado um procedimento de montagem do sistema
global, este, representando todo o dominio da estrutura. Os calculos das matrizes elementa-
res sao feitos de forma computacional em coordenadas paramétricas através da integracao

numérica (ver Apéndice A).
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3.5.5 Montagem do Sistema Global

Uma vez determinadas as matrizes elementares do sistema, torna-se necessaria a
montagem dessas matrizes no sistema global de equacdes. Os graus de liberdade, qu(k) e
q¢<k>, do elemento Kk estdo relacionados aos graus de liberdade globais U e @ através

das matrizes de transformagéo [T, ](k) e [TCD](k):

(3.189)

O elemento ij da matriz [T, ](k) é 1 para o todo i—ésimo grau de liberdade mecanico

do elemento k correspondente ao j—ésimo grau de liberdade mecanico global. O elemento

ij da matriz [Tq)](k) é 1 para o todo i—ésimo grau de liberdade elétrico do elemento k cor-

respondente ao j—ésimo grau de liberdade elétrico global. Dessa forma permite-se montar

as matrizes globais:

[M]= Zk:[TU(k) ]T [I\\/JI“‘) ] [Tu (k) ]
[Ku]=2[" ] [®.2 0]

k

[ K]

(K ] = Zk:[quk) T [Ke©[T%] (3.190)
[ Kus]

{

Finalmente tem-se o sistema global de equagéo para o sistema acoplado piezelétri-

SR S e

CO,
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Esta secao propde o uso do método dos elementos finitos para montar o problema
dinamico para placas estruturais com piezelétricos colados na superficie na forma discreta.
A equacao (3.191) representa este sistema discreto. O problema pode ser considerado esta-
tico no que se refere a parte elétrica do sistema e dindmico na parcela mecanica, contudo, a
parcela dindmica da equacéao deve levar em consideragcido o acoplamento piezelétrico.

A solucdo dindmica pode usar os métodos de integracao direta, o método de super-
posicao modal, ou uma combinagado dos dois. O método de superposicao é escolhido nesta
dissertacao e sera tratado no préoximo capitulo.

E importante notar que, excluindo-se a matriz de massa da Eq. (3.191), chega-se a
equacao estatica do problema. A equacao resultante pode ser resolvida por qualquer méto-
do de solucao de sistemas lineares (por exemplo, método de Gauss), desde que as condi-
¢des de contorno sejam adequadamente postas, tal que a matriz de rigidez seja nao singu-
lar. Procedimentos de solugdo podem ser encontrados em qualquer literatura de método dos
elementos finitos, independente de tratar do problema acoplado ou nido. Sugere-se Bathe e
Wilson (1976), Cook et al. (2002), Soriano (2003) e Alves Filho (2000).
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CAPITULO 4
SOLUCAO DINAMICA DO PROBLEMA ACOPLADO

Quando uma carga aplicada a uma estrutura € variante no tempo, a resposta da es-
trutura também se torna variante no tempo. O deslocamento, ou resposta, da estrutura sujei-
ta a um carregamento dindmico pode ser maior ou menor que a resposta obtida para um
carregamento estatico de mesma magnitude. O estudo de uma estrutura com resposta vari-
ante no tempo é realizado pela dindmica. Em termos gerais, podem-se determinar duas li-
nhas de estudo da dindmica com relagao as vibracbes mecanicas, estas sdo: Sistemas de-
terministicos e sistemas probabilisticos (Aleatérios). Os sistemas deterministicos ramificam-
se em duas vertentes, a de excitagao periddica e a nao periddica. Pode-se dizer que o prin-
cipal exemplo de carregamento periodico sdo as fungdes harmdnicas, ao passo que para 0s
carregamentos nao periddicos sao as respostas transitérias devidas as condigdes iniciais

Este capitulo visa determinar a resposta de um sistema dindmico para carregamen-
tos harménicos sujeito a transitério devido a condigdes iniciais. Para tal, faz-se o uso do mé-
todo de analise modal do sistema.

A analise modal consiste em determinar as frequéncias e formas modais de vibragao
natural de uma estrutura. A determinacido destes pardmetros consiste na solugdao de um
problema de autovalor, proveniente da equacdo de movimento livre e ndo amortecida da
estrutura. No que diz respeito ao projeto de uma estrutura, é desejavel obter as frequéncias
naturais adequadamente espagadas e longe das frequéncias das fontes de perturbagéao.
Posto isto, o conhecimento das caracteristicas modais torna-se um importante instrumento
de projeto do sistema.

Um carregamento periddico pode ser decomposto na forma harménica de senos e
cossenos usando, por exemplo, a técnica de séries de Fourier. Realizada a decomposicao
da forca de excitacdo, busca-se a solugao harménica para cada frequéncia de entrada do
sistema. A resposta global do sistema é resultante da superposi¢cao das respostas, desde
que o sistema seja linear. O método de superposicdo modal € o método proposto aqui para
resolver o sistema de equagdes diferenciais acopladas, Eq. (3.191), tanto no que se refere

ao regime permanente quanto ao transitério devido as condigdes iniciais.

4.1 Anélise modal

Neste tépico, a equagao dindmica na forma discreta, equacéao (3.191), sera transfor-
mada do espaco de coordenadas fisico para o espagco modal. Com esta transformacéao pre-

tende-se eliminar a interdependéncia das equagdes no sistema.
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O objetivo final consiste ndo somente em obter a solugdo dindmica do problema,
mas também apresentar um modelo que seja adequado ao projeto de controladores. Neste
ambito, cumpre-se tecer uma breve consideragdo sobre as condigdes de contorno elétricas

e suas relagbes com um projeto experimental real.

4.1.1 Condicao de Contorno Elétrica

No que se refere as condigbes de contorno elétricas, Piefort (2001) descreve trés
classes possiveis, estas sao: eletrodos controlados por voltagem (circuito-fechado), eletro-
dos controlados por carga (circuito-aberto) e, eletrodos conectados a um circuito elétrico
passivo.

Na primeira condigdo tem-se um potencial elétrico prescrito, i.e. ¢ €é conhecido. Este

€ o caso dos sensores, quando conectados a um amplificador de carga, e também dos atu-
adores, quando ligados a um amplificador de poténcia.

Na segunda condicdo, as cargas elétricas aplicadas no sistema sao prescritas. Na
pratica sistemas elétricos que controlam cargas s&o desconhecidos pelo autor. Contudo esta

situacao é possivel quando os eletrodos estdo em circuito aberto, ou seja, ndo conectados a

um sistema. Em circuito aberto as cargas elétricas livres no sistema sdo nulas (Q = 0) e um

potencial elétrico aparente é gerado no piezelétrico.
A terceira condigdo diz respeito a um piezelétrico ligado a um circuito passivo de im-

pedancia Z , neste caso a condi¢gao de contorno é dependente do tempo visto que a corren-

te do sistema é escrita pela derivada da carga, | =Q.

Neste trabalho serdo considerados os sistemas ligados em curto circuito e circuito
aberto em que serdo avaliadas as freqliéncias de ressonancia e modos de vibragdo para
cada tipo de sistema. Como estratégia de solugao inicialmente deve-se identificar as varia-
veis de entrada e saida do sistema de controle; o que pode ser visto na Tabela 4. Nota-se
que a variavel elétrica assume diferente papel, do ponto de vista do controle, para o sistema

elétrico em circuito aberto e em circuito fechado.

Tabela 4 — Relacao de entradas e saidas para cada tipo de circuito.

Variaveis de entrada Variaveis de saida
Circuito fechado o, F Q.U

Circuito Aberto Q,F ¢, U
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Em circuito aberto, o sistema pode ser representado pela Eq. (3.191), repetida a

CR

Em circuito fechado, o sistema é obtido pela manipulagao algébrica da Eq. (4.1).

seqguir:

Dessa forma é possivel obter as variaveis de saida U e Q no lado esquerdo da equacao e

as variaveis de saida F e ® do lado direito, o que resulta em,

|:M 0:|{U}+ (Kuu + Ku¢K¢¢_1K¢U) KU¢K¢¢_1 {U}:{F} (42)
0 0]Q Ky K Ky |[IQ (@

No item a seguir sera analisado o sistema em circuito aberto, Eq. (4.1). Posterior-

mente sera analisado o sistema em circuito fechado, Eq. (4.2).

4.1.2 Andlise Modal para o Sistema em Circuito Aberto

A analise modal consiste no problema de autovalor aplicado ao sistema dinamico de
vibracdo mecanica. Varios outros problemas fisicos fazem uso do processo de autovalor
como solugdo, como por exemplo, na transferéncia de calor ou na flambagem de vigas. As-
sim sendo, seja a equacao diferencial do sistema piezelétrico em circuito aberto, ndo amor-

tecido, e livre é escrito abaixo na forma:

CRCTER A B

Este sistema pode ser imediatamente comparado a um sistema puramente mecénico
(ver Apéndice B) quando agrupados os graus de liberdade elétricos e mecanicos da Eq.

(4.3) em um unico vetor,

(MU} [k Ut} = {0} (4.4)

Duas observacdes devem ser feitas em relagao as propriedades das matrizes. A pri-
meira é com relagdo a matriz de massa no sistema (4.3) devido aos seus elementos nulos
na diagonal principal, o que torna a matriz de massa semidefinida positiva. A segunda ob-

servagao é com relagdo a matriz de rigidez que passa a ser assimétrica devido ao negativo
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na parcela de acoplamento. Contudo, antes de discutir sobre estas duas observagdes, a

discretizacado do problema no espaco modal é rapidamente posta a seguir,

wel _JUO [0 |2
{u (t)}—{q)(t)}{(p }{cf(t)} (4.5)

¢
Note-se que cada vetor modal na matriz de modos possui uma parte devida aos des-
locamentos e outra devida ao grau de liberdade elétrico. Desta forma o vetor de potencial

elétrico passa a fazer parte da variavel de estado do sistema de forma intrinseca. A matriz

de transformacao pode ser identificada por n vetores modais no formato,

e E {2 - B

Assim o problema de autovalor do sistema (4.3) é escrito como: determinar os auto-

vetores, @ e os autovalores, A = diag({/il,ﬂ,z,...ln}), tal que a relacéo,
K K M 0
|: uu u¢:||:(pu:|:A|: :||:(puj| (47)
K Ky ]l 0y 0 0]l

Posto o problema de autovalor, volta-se a tratar das duas observacgoes feitas anteri-

seja satisfeita.

ormente sobre o sistema em (4.4), e agora exposto na forma de auto-problema em (4.7). De
imediato, pode-se dizer que 4, =0 é uma das solugdes para o k—esimo elemento nulo da

diagonal principal da matriz de massa generalizada representado no problema de autovalor

definido em (4.7). O autovetor correspondente a este autovalor € o vetor normal
o, = {0 -0 1 0-- O}T, em que a unidade ocupa o lugar correspondente a k—ésima linha
do vetor. O problema gerado é que a matriz de autovetores ¢ nado pode ser determinada
usando a condicdo de ortonormalidade pela massa (BATHE e WILSON, 1976). Isto exige
que os graus de liberdade com elementos de massa nulos, i.e. graus de liberdade elétricos,
sejam eliminados do problema de autovalor. Um procedimento muito conhecido € o proces-

so de condensacgao estatica (ou redugdo de Guyan), usada pra reduzir o numero de graus

de liberdade do sistema. O procedimento é descrito a seguir.
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A condensacgao estética consiste em por os graus de liberdade principais, neste caso

¢, , em funcéo dos graus de liberdade a serem reduzidos, ou seja, @,. Assim, operando a

segunda linha da matriz de rigidez no sistema (4.7) tem-se a relagéo,
0, =K, 'K,0, (4.8)

Levando a relagdo (4.8) a Eq. (4.7), e realizando a operagao matricial, as parcelas
relativas ao grau de liberdade elétrico s&o incorporadas na matriz de rigidez eliminando-se

os termos nulos da matriz de massa,

(K + KKKy, ), =2Me, (4.9)

Definindo o termo de rigidez global,

-1
K, =K, + K, KK, (4.10)

nota-se que a rigidez da estrutura € aumentada pela rigidez piezelétrica. O capitulo de resul-
tados avalia este acréscimo de rigidez. Contudo, de anteméao, adianta-se que este acrésci-
mo é pouco significativo devido aos valores muito pequenos das constantes de piezeletrici-
dade em comparagédo com o modulo de elasticidade.

Usando (4.9) e (4.10) o problema de autovalor para o sistema piezelétrico em circuito

aberto é escrito como,

(K, —2M)g, =0 (4.11)

O problema é entao resolvido seguindo o procedimento e as propriedades descritos
no Apéndice A. Os resultados sdo os autopares (xl,,(pi) e a solugao completa inclui os au-
topares (oo,(pk) correspondentes ao k —€ésimo elemento nulo na diagonal principal da ma-

triz de massa. Nota-se ainda que o problema da ndo simetria da matriz de rigidez é automa-

ticamente resolvido na condensacgao estatica, visto que o produto Ku¢ K;; K¢u € simétrico.

4.1.3 Analise Modal para o Sistema em Circuito Fechado

A equacao dinamica livre do sistema, para piezelétricos em circuito fechado, é assim

escrita:
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{M O}U .\ (Kuu+Ku¢K¢¢_lK¢U) KusKos {U}:{O} (4.12)
0 o] K, 'K, Ky J1Q) 10

O vetor de graus liberdade do sistema pode ser discretizado no espago modal na

forma:
. U (t) D, | (=
U (t) :{ }: 40) (4.13)
Observa-se que nesta nova representacdo a saida do sistema, i.e. carga elétrica,

passa a fazer parte do sistema de coordenadas modal. O problema de autovalor pode entéo

ser escrito da seguinte maneira:

{(Kuu + KKy K ) Ky, KWlH%} - A{M O}F“} (4.14)

-1 -1
K¢¢ K¢U K¢¢

Usando o processo de condensacgéao estatica obtém-se a relacao
0, =-K,0, (4.15)
Levando esta relagao a Eq. (4.14),

-1 -1
(K + KKy 'Ky, o, - K, K, K0, = AMg, (4.16)

que simplifica para o problema de autovalor mecanico puro,
(Kyw —AM)g, =0 (4.17)

Conclui-se que o sistema piezelétrico em circuito fechado nao interfere nos modos
de vibragao e freqliéncias naturais do sistema mecanico.
4.1.4 Equacao Dindmica para Circuito Fechado em Coordenadas Modais

O foco de interesse consiste dos sistemas em circuito fechado, em que é possivel o

controle ativo do sistema usando circuitos eletrénicos. Assim sendo, a equagdo dinamica
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(4.2), reescrita no sistema de coordenada modal e multiplicada em toda a extens&o pela

transposta dos modos de vibracéo, fornece:

Ml

+[(p} (K + Ky Ky Ky ) O { }{g(t)} [U}T{F(t)}
Py Ky Ky Ky ? ] (20

em que os modos de vibragdo ¢, s&o determinados pelo problema exposto em (4.17) e a

(4.18)

condensacao estatica impde a condigdo (4.15) para Q- Os graus de liberdade generaliza-

dos, £(t), contém intrinsecamente os valores de deslocamento mecanico e cargas elétricas,

pela relagao (4.13). Definidos todos os termos, realizando a operagao matricial (4.18) obtém-

se,

I: M(Pu}{f(t)} |: uu(Pu T0, (KU¢K¢¢71K¢U(‘)U +KU¢K¢¢ (P¢)+

(4.19)
o, (+K, Ko, + K0, )}{f(t)} =9, F(t)+9, D)

Em decorréncia da condigdo imposta pela condensacao estatica, os termos entre pa-

rénteses na matriz de rigidez em (4.19) se anulam, resultando em,

(0. Mo, |E® +[ 0, Koo, |E®) =0,/ F(t) + 9,7 d(t) (4.20)

Sendo possivel a transformacao de similaridade, tal que os autovetores obtidos no
espaco modal sejam normais com relacdo a matriz de massa, tém-se as condi¢cdes de orto-

normalidade e ortogonalidade,
T
(pu M(Pu = é‘l
: (4.21)
(puT Kuu(l)u = 215“

em que o; € o delta de Kronecker. Assim, finalmente, o sistema dindmico piezelétrico em

circuito fechado pode ser escrito na forma canoénica,

E(t) +diag (4)E(t) = R, (©) + R, (1) (4.22)
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O sistema (4.22) constitui uma série de equagdes desacopladas, em que, cada auto-

valor 1 = @’ esté associado ao quadrado da freqliéncia de vibragdo do modo i .

4.2 Consideracdes sobre Amortecimento

A maioria dos materiais e estruturas possui amortecimento do tipo histerético ou es-
trutural. O amortecimento histerético ndo é dependente da freqliiéncia; o processo de forma-
¢ao depende das deformagdes elasticas do material independentemente da velocidade de
deformacao (CLOUGH e PENZIEN, 1975). Contudo, as complicagbes matematicas decor-
rem da nao dependéncia da freqliéncia no amortecimento histerético. Felizmente, o amorte-
cimento estrutural € normalmente pequeno o suficiente para que seja representado por um
amortecimento viscoso proporcional. O amortecimento viscoso proporcional é caracterizado

pela forma abaixo:

[C]l=a[M]+B[K] (4.23)

em que o e [ sdo constantes de proporcionalidade que interpolam a matriz de amorteci-

mento usando para tal as matrizes de massa e rigidez.
O procedimento para calcular as constantes de proporcionalidade prossegue da se-
guinte forma apresentada por Bathe e Wilson (1976). O coeficiente de amortecimento visco-

SO para a equacao dindmica amortecida para um sistema de um grau de liberdade fornece

%n =20, e, % =0’ (4.24)

em que, { = Cc € a razgo de amortecimento, C, € o amortecimento critico, e @, ¢é a fre-

C

gléncia natural. Assim o0 amortecimento proporcional pode ser escrito como,
2w, =a+n’p (4.25)

Os valores de o e S sédo entdo determinados escolhendo no sistema de mdltiplos
graus de liberdade dois valores para { e @, da estrutura dentro da faixa de interesse do

problema. Apds determinados estes valores, a equacgao dindmica (4.20), incluindo o amorte-

cimento, é dada por:

(0. Mo, JEM) +[0, Co, JEM) +[ 0,7 K0, |EO) =0, FO) + 0, DO (4.26)
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sujeita as condi¢des de ortogonalidade,

(PUT M(pu = ij
0, Co, = 25,05, (4.27)
(PuT Kuu(l)u = a)izé‘ij
resultando no sistema candnico,
E(t) + diag (2¢,m,)E(t) + diag(0?)E(t) = R, (t) + R, (t) (4.28)

4.3 Solugéao Harmonica

Na Secédo 4.1.3 o sistema dindmico estrutural com elementos piezelétricos foi mode-
lado usando o espago modal para representacdo. O amortecimento proporcional foi acres-
centado na Secdo 4.2. Como resultado um sistema de equacgbes diferenciais linearmente
independentes é gerado, e as coordenadas generalizadas possuem informagdes intrinsecas
do deslocamento mecénico e carga elétrica. A vantagem desse método resulta no fato de
que agora é possivel resolver cada equacgdo separadamente, como sistemas de um grau de
liberdade. Assim, a solugdo dindmica para um sistema harmonico sera brevemente resumi-

da a seguir. Seja o sistema dindamico amortecido de um grau de liberdade abaixo:

E(t) + 2w () + w*&(t) = R(t) (4.29)

A solugédo da equacgéao diferencial acima é a superposi¢cao da solugdo homogénea

com a solugao particular, esta sendo o resultado da excitacido forcada. Portanto tem-se:

gty =& () +&" (1) (4.30)

Seja cada caso analisado separadamente, em que, adianta-se, é de interesse a bus-

ca da solugdo para o sistema subamortecido, isto €, 0 < ¢ <1. Neste caso a solu¢gdo homo-

génea é dada na forma fechada por (MEIROVITCH, 1975)

M (1) = Ae " cos(w,t — ) (4.31)
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em que A e y, sdo constantes determinadas pelas condigdes iniciais, o, é a freqliéncia

natural do sistema e @, = w,/1-¢? a freqiiéncia amortecida.

Resta agora determinar a solucao particular devido a excitagéo forgcada do sistema.
Como hipotese basica para derivar a solugao € assumida que o movimento da coordenada
generalizada segue a forma harménica da excitagdo de entrada, com o incremento de uma

mudanca de fase e amplitude. Assim, seja uma excitagao harménica na forma
R(t) = Rcos(wt) (4.32)
A resposta assume a forma (MEIROVITCH, 1975),
EP(t) = X cos(wt —y,) (4.33)

em que,

X = R e, w,=tan™

\/(1—(a)/a)n )2)2 +(2¢ 0/ o, )2

24 oo,

(1—(w/a)n )2)

(4.34)

As equacodes (4.31) e (4.33) representam a solugcao exata no dominio do tempo para
a equacao diferencial para cada modo de vibragéo obtido pelo método de analise modal. A
solugao global consiste na soma das solugdes homogénea e particular e na transformacao
inversa para coordenadas fisicas usando a relacédo modal (4.5).

Neste capitulo o problema de vibragdo mecanica foi resolvido pelo método da analise
modal. A questdo do acoplamento piezelétrico é analisada sob o ponto de vista das condi-
¢des de contorno elétricas. Verificou-se que para o controle ativo de vibragdes, situagdo em
que o piezelétrico esta conectado em circuito fechado, o acoplamento piezelétrico ndo influ-
encia nos modos de vibragao e freqliéncias naturais do sistema mecanica. As equacobes
dinAmicas da piezeletricidade sao escritas em fungcdo das variaveis de entrada e saida e
desacopladas pelos modos de vibragao. Esta forma torna-se interessante no projeto de con-

trole que sera visto no capitulo seguinte.



CAPITULO 5
CONTROLE ATIVO DE VIBRAGOES

A reducdo dos niveis de ruido e vibragbes a um nivel aceitavel de projeto é um dos
principais focos de estudo em vibragbes mecanicas. Neste ambito, os materiais piezelétricos
acoplados a estruturas tém mostrado ser um meio efetivo para a redugédo da vibracdo. O
controle de vibragdo pode ser dividido em duas vertentes principais: controle passivo e con-
trole ativo. No que ao controle passivo com materiais piezelétricos, este consiste na conexao
do piezelétrico a um circuito elétrico passivo, denominado circuito shunt, brevemente co-
mentado no item 4.1.1. Os circuitos shunts, acoplados a piezelétricos, produzem um amor-
tecimento similar aos materiais viscoelasticos, com a vantagem de poder ser ajustado de
forma a obter um melhor desempenho na dissipacao de energia vibratéria através do circuito
elétrico (SANTANA, 2005). Por sua vez, o controle ativo, tema dessa dissertagao, visa con-
trolar a vibragéo do sistema inserindo mais energia ao sistema. Esta energia extra é chama-
da de energia de controle e tenta contrapor as vibragdes causadas pela energia de pertur-
bacao, suprimindo assim as vibragbes. A energia a ser fornecida ao sistema é quantificada
pelo controlador e é introduzida no sistema através do atuador piezelétrico.

Com relagdo a estratégia de controle, as duas formas mais importantes na teoria de
controle sdo chamadas feedback e feedforward. Colla e Morita (2002) classificam estas du-
as estratégias de controle segundo a localizagdo do sensor no sistema. Na estratégia feed-
forward o sensor esta posicionado préximo a fonte de perturbagao e é destinado a detectar
todo o sinal de perturbagao, contudo nenhuma monitoracédo do efeito do controle no sistema
€ observada. Na estratégia de controle feedback o sensor esta posicionado no sistema de
forma a detectar somente a resposta do sistema ao sinal de perturbacao. Na grande maioria
dos casos de controle de vibracdo, o sinal de perturbagdo nem sempre pode ser mensura-
vel, o que torna a estratégia de controle feedback a opc¢éo viavel. Esta € a opcao tratada
nesta dissertacdo e sera exposta a posteriori. Contudo, cabe comentar que a estratégia fe-
edforward pode trazer melhora de desempenho do sistema (COLLA e MORITA, 2002).

No projeto do controle € imprescindivel o modelo do comportamento do sistema a ser
controlado. O modelo tedrico, desenvolvido nos capitulos anteriores, torna-se especialmente
importante por evitar os elevados custos na obtencdo de um modelo por meios experimen-
tais. Na teoria de controle moderno a representagao do modelo é feita no dominio do tempo,
em se tratando de sistemas discretos com elevado numero de graus de liberdade a repre-
sentacao por espaco de estados € uma forma eficiente de tratar o modelo. Esta representa-

¢ao é, em verdade, uma manipulacido matematica do sistema de equacdes que tem por ob-
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jetivo a reducédo de um sistema diferencial de segunda ordem para sistemas diferenciais de

primeira ordem.

5.1 Representacdo por Espaco de Estados

Um sistema montado na forma de estado de espagos, mostrado na Figura 5.1, é es-
pecialmente importante na teoria de controle moderno. Constituindo uma das bases para
formulagdo de métodos de controle no dominio do tempo, o projeto de sistemas de controle
utilizando a abordagem de espago de estados € viabilizado com o enorme avango tecnologi-
co no processamento digital de sinais. A vantagem do sistema digital em relagdo ao analdgi-
co é devido ao facil ajuste dos parédmetros do sistema e ainda por permitir tratar sistemas e
algoritmos nao lineares (COLLA e MORITA, 2002).

» D
a) | X(t) XM y(t)
Entrada B j( ) " C Saida
A <

Figura 5.1: Diagrama de bloco do sistema em espago de estados.

As equagbes em espaco de estado referente ao sistema apresentado na Figura 5.1

X(t) = AX(t) + B (t) (5.1)
y(t) = CX(t) + Du(t) '

Na equagéo (5.1) e no diagrama de blocos da Figura 5.1 o sinal de entrada U(t) é a-
limentado no sistema através da matriz de entrada B . O sinal do bloco de entrada é soma-
do ao termo de realimentacado da matriz de sistema A, e alimentado ao bloco do integrador.
A entrada é ainda transmitida diretamente para saida, via matriz de transmissao direta D.
O sinal de saida y(t) constitui da soma do sinal transmitido pela matriz D com o sinal da
matriz de saida C. Os termos matriciais de cada bloco serdo definidos posteriormente. O
vetor X(t) s&o as variaveis de estado do sistema e serdo consideradas a seguir.

O sistema de equagdes dindmicas de segunda ordem em (4.28) é bem conhecido na

literatura de controle (DORF e BISHOP, 2001), para este sistema o vetor de estado é defini-
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do por X(t) = {Xl(t) X, (t)}T , em que as variaveis de estado sdo definidas em termo das

coordenadas generalizadas, E(t), no espago modal por,

% (t) = £(t)

: - (5.2)
X, (1) =X (1) = £ (1)

Concerne agora tecer dois breves comentarios em relagcdo ao sistema piezelétrico.
Primeiro, a entrada do sistema resulta de uma parcela de perturbacdo mecanica If(t) e de
um potencial elétrico aplicado &)(t) . Estes entram no sistema de equacoes (4.28) através da

transformacao modal (pI e (p;, respectivamente. Segundo, na saida do sistema, é deseja-

vel obter os resultados de deslocamento mecanico U (t) e carga elétrica Q(t) em coorde-
nadas fisicas, estas estéo relacionadas a variavel modal pela relagdo (4.13) usando ¢, e
@,, respectivamente. Assim o sistema em espago de estados exposto em (5.1) pode ser

modificado para o sistema atual na forma,

X(t) = AX(t)+B,F (t) + B,D(t)
U(t) = C, X(t) (5.3)
Q(t) =C, X(t) + D,d(t)

As matrizes de entrada B, e B, referem-se respectivamente as variaveis mecanicas

e elétricas, bem como as matrizes de saidas C, e C,. A matriz de transmiss&o direta D,

na equacao de saida elétrica justifica-se dada a auséncia de dinamica elétrica na presente
formulagao. O novo sistema pode ser representado em diagrama de blocos na Figura 5.2 a

sequir.

4
=

, Q)

v
@

(1) > B

X(t) j() (1)

Ft)—>B » U(t)

\ 4
@)

A

A

Figura 5.2: Diagrama de bloco do sistema em espago de estados.
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As matrizes da equacao de espaco de estado (5.3) sao escritas na seguinte forma:

Ao = Opycny T
2Nx2N _diag(a)iz,,,,,(()Nz) —2diag(§iwi|~--1§NwN)

B B 0[N><Nu]

- o (5.4)

em que N é o numero de coordenadas modais do sistemae, N, e N¢ sao respectivamente

0 numero de graus de liberdade de deslocamento e potencial elétrico em coordenadas fisi-
cas.

O sistema descrito em espacgo de estado nesta sec¢do facilita o projeto de sistemas
de controle de vibracao através do enorme ferramental para controle e simulagao disponivel
no programa comercial MATLAB® (HATCH, 2001; INMAN, 2006).

5.2 Sistema de Controle e a Estratégia Feedback

Um exemplo de controle de uma viga com sensores e atuadores piezelétricos pode
ser visto na Figura 5.3. O sistema mostrado consiste de uma viga engastada em uma das
extremidades e sujeita a um disturbio (perturbagao) na extremidade livre. As vibragdes indu-
zidas na viga sao captadas pelo sensor piezelétrico. O sinal deste sensor passa por um
conversor de sinal (basicamente um amplificador de carga) e é transmitido ao sistema de
aquisicao e controle. O sistema de controle determina o ganho necessario para que seja
possivel atenuar as vibragdes. O sinal de saida determinado pelo controlador é amplificado
na poténcia necessaria e transmitido ao atuador que, por fim, age sobre a viga atenuando as

vibragdes induzidas pela fonte de disturbio.
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—>

Amp. Poténcia

Engaste

Atuador

Sistema de
controle Sensor

Amp Carga Fonte de
disturbio

Figura 5.3. Sistema de controle em uma viga engastada.

E importante observar que as equacdes de estado (5.3) para o sistema montado na
Figura 5.3 incluem tanto o atuador quanto o sensor, i.e., ambos fazem parte da estrutura a
ser controlada. O sinal mecanico produzido pela fonte de disturbio € uma perturbagao nao
mensuravel pelo sistema, assim somente a resposta do sistema a este sinal é captada pelo
sensor. A resposta medida pelo sensor, por sua vez, é realimentada no algoritmo de contro-
le através do amplificador de carga. Dessa forma, a estrutura de controle para este sistema
pode ser classificada como uma estratégia feedback. A Figura 5.4, a seguir mostra o dia-

grama de blocos para este sistema controlado por realimentagao negativa.

F(t)

\ 4

o0 G Q.

Referéncia

A

H

Figura 5.4: Diagrama de blocos de um sistema de controle realimentado.

No diagrama da Figura 5.4 o bloco denominado por G representa o sistema a ser
controlado, este bloco concatena todo o sistema representado em espago de estado no dia-
grama da Figura 5.2. Este sistema difere dos sistemas realimentados comumente encontra-

dos na literatura pelo fato de que os sensores e os atuadores estarem incorporados no bloco
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do sistema a ser controlado. O controlador é representado pelo bloco H e inclui o sistema
de controle e os periféricos tais como amplificador de poténcia e amplificador de carga. Para
o caso especifico de rejeicdo de perturbacao, objetivo do trabalho, a referéncia para o con-

trole € sempre nula.

5.3 Técnica de Controle Otimo

O controlador pode ser compreendido como uma dindmica introduzida com o objetivo
de alterar o sistema para obter um melhor resultado. E possivel que mais de uma arquitetura
de projeto de controle alcance tal objetivo.

Independente da estratégia de controle adotada é imprescindivel definir técnicas pa-
ra se determinarem os parametros do controlador, ou seja, ganhos, podlos, zeros, e outros
parametros que venham definir o comportamento dindmico do controle. A metodologia de
aproximacgao usada para determinar os parametros de controle é chamada de técnicas de
controle, das quais se podem citar algumas classes tais como: aloca¢ao de pdlos, controle
6timo, controle robusto. A técnica de alocacao de poélos consiste em selecionar os poélos do
sistema em malha fechada de forma garantir a dindmica desejada, como por exemplo, o
tempo de estabilizacdo do sistema. Somente apds a definicao desses podlos é que os ga-
nhos sio calculados a partir da dindmica correspondente ao sistema gerado pela pré-
alocagao dos polos. A alocagédo de podlos pode nao ser trivial para alguns sistemas, o que
pode nao levar a obten¢do do melhor desempenho. A técnica de controle 6timo busca atingir
o melhor desempenho do sistema pelo critério de minimizagao de uma fungdo de custo. O
processo de minimizagao reduz para a chamada equacao de Riccati, de onde sio calcula-
dos os ganhos do controlador (MEIROVITCH, 1985; FULLER et al., 1997; KWON e BANG,
1997). E interessante observar que o projeto de controle 6timo resulta em um sistema as-
sintoticamente estavel em malha fechada e de certa forma robusto com relagao a incertezas
do processo (HESPANHA, 2007). Contudo, o controle 6timo nao garante robustez absoluta
do sistema; neste ambito surgem as técnicas de controle robusto, cuja teoria vai além do
€escopo aqui apresentado.

Uma fungao de custo (ou indice de desempenho) comumente usada na técnica de
controle 6timo é conhecida como Regulador Linear-Quadratico (LQR). Este consiste em um
critério de minimizacao energética, buscando ponderar entre a energia do sinal a ser contro-
lado mantendo um compromisso com a energia gasta pelo sinal de controle. Na versao de
realimentagdo de estados (sendo este o sinal a ser controlado) o problema LQR pode ser

formulado pela fungao custo a seguir,
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o

Jige = Min [[ X)) Qo X(t) + D(t) R, (1) ]dit (5.5)

D(t) 0

em que Q, e R, sdo matrizes de ponderacéo, simétrica e positiva definida, dos estados e
da acao de controle, respectivamente. O sinal de entrada para o problema em questao sao

os potenciais elétricos (T)(t) dos atuadores, que representam a acao de controle. A equacao

de estado para X(t) foi previamente definida na Eq. (5.3) e suas matrizes A, B,, B,, C, e

C, foram definidas em (5.4).

Na funcao de custo, Eq. (5.5), € importante observar que quanto maior a ponderagao
da energia dos estados, mais oscilatorio € o sistema e o tempo de estabilizacéo fica com-
prometido. Por outro lado, quanto maior a energia do sinal de controle, maior é a solicitagao
dos atuadores (TROFINO NETO, 2007), o que eventualmente pode levar a saturacéo ou
sinal demasiadamente elevado para os atuadores.

Em esséncia, projeto de controle 6timo resulta em um método interativo de tentativa

e erro para a escolha dos termos de ponderagado. Hespanha (2007) apresenta a regra de

Bryson como uma primeira aproximagdo, em que se escolhe Q, e R, diagonais com ter-

mos definidos por,

3 1

~ méximo valor aceitavel para x?
B 1

~ méximo valor aceitavel para u’

(5.6)

normalizando os termos de energia a unidade.
A lei de controle que satisfaz a funcao de custo (5.5) para um sistema linear invarian-
te no tempo definido em (5.3) é encontrada em Fuller et al. (1997) e Hespanha (2007), esta

€ definida na forma:
O =-KX (5.7)
em que a matriz de ganho de realimentacdo K 6tima é dada pela expresséao:

K=R,"B,/'P (5.8)

sendo P a solugdo unica, positiva definida, da equacéo algébrica de Riccati descrita abaixo:
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A"P+PA+C,Q,C, -PB,R;'B,P =0 (5.9)

Assim encontrando-se o conjunto de solu¢cées P volta-se a equagao (5.8) para de-

terminar os ganhos do controlador LQR.

5.4 Técnica de Controle Modal

Em se tratando de controle ativo de vibragdes, tém-se o controle modal como uma
nova abordagem, em que, duas leis de controle se destacam de forma diferenciada: O Con-
trole Acoplado (CA) e o Controle de Espaco-Modal Independente (IMSC). Essa diferenca
pode ficar mais clara mostrando-se as leis de controle para cada abordagem (MEIROVITCH,
1985).

Lei de controle para CA:

N

HOESN RAGENRAGY (5.10)

s=1

Lei de controle para IMSC:

R () =-9,& 1) -hs (1) (5.11)

Em que R, e £ sao, respectivamente, o vetor de forca modal e o vetor de coorde-
nada modal definidos na Eq. (4.28), g e h os ganhos de deslocamento e velocidade a se-

rem determinados e N é o nimero de modos. E possivel verificar que uma simplificagdo
substancial é feita da lei de controle em (5.10) para a lei de controle do IMSC em (5.11) re-
duzindo assim o esforgo de projeto em se determinar os ganhos do controlador. Outra ob-
servacao a ser feita é que a forma IMSC de abordar o controle mantém o sistema (4.28)
desacoplado, ao passo que levando (5.10) em (4.28) o sistema volta a ser acoplado por rea-

limentagcao dos modos no vetor de carga.



CAPITULO 6
RESULTADOS OBTIDOS

Nos capitulos anteriores a teoria do problema dindmico em piezeletricidade foi apre-
sentada. As equagdes dindmicas e a forma fraca sado obtidas, em seguida o problema é re-
solvido usando o método dos elementos finitos, por fim a solugdo dindmica é obtida usando-
se o método de analise modal. Neste capitulo os resultados dos programas gerados a partir
da teoria desenvolvida sao apresentados. A validagdo dos resultados ¢ feita por compara-
¢ao com a literatura ou por comparagdo com o modelo piezelétrico 3D do programa comer-
cial Ansys®.

Os resultados sao apresentados em trés etapas. Primeiro o programa de elementos
finitos é testado para sistemas estaticos. Placas e vigas sdo testadas para forca e tensdo
elétrica constantes, e os resultados para deslocamento e potencial elétrico do sensor séo
comparados a literatura. A segunda etapa ¢ a validagdo dindmica da analise modal. Neste
ambito sao realizados testes numéricos tanto em circuito aberto como em circuito fechado.
Por fim a terceira etapa mostra resultados no dominio do tempo e da freqliéncia para o con-

trole de uma viga e de uma placa vibrando devido a uma perturbagdo mecéanica.

6.1 Validacao Estatica

6.1.1 Teste para Placa Isotrépica Pura

O primeiro exemplo é para uma placa isotrépica simplesmente apoiada sob a agao
de uma forga concentrada no meio da placa, ver Figura 6.1. Pode-se identificar os planos de
simetria tal que apenas Y4 da placa é modelada, reduzindo assim o custo computacional do
modelo. As propriedades do material e geometria da placa sdo dadas na Tabela 5. Os testes
sdo realizados para diferentes relagcdes largura-espessura. Os resultados das deflexdes ma-
ximas sdo comparados com o exemplo resolvido 10.7.1 em Kwon e Bang (1997). Como ba-

se de comparagéao foi usado um modelo desenvolvido no programa ANSYS com uma malha

de 25x25 elementos quadraticos de 8 nds cada. Para o caso da placa fina, Lh =100, a

solucao analitica também é fornecida.
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6 6 &6 &6 &6 &6 &6 &6 &

Figura 6.1: Placa Isotrépica simplesmente apoiada sob agdo de uma forga concentrada.

Tabela 5 — Dados para placa isotrépica da Figura 6.1.

Propriedade Valor
Comprimento (L) 10 pol
Largura (b) 10 pol
Modulo de Young (Y) 30e6 psi
Coef. de Poisson (v) 0,3
Carga Aplicada (F) 401b

Tabela 6 — Comparacao de resultados de deflexdo maxima (em polegadas) para a placa
simplesmente apoiada submetida a uma forga concentrada.

Relagéo L/h Malha Kwon e Bang Presente
FSDT - Q4 FSDT - Q9
2x2 0,00001953 91,1% 0,00002027 94,6%
10 3x3 0,00002003 93,5% 0,00002084 97,2%
4x4 0,00002044 95,4% 0,00002123 99,1%
ANSYS (SHELL93) 50 x 50 0,000021430
2x2 0,00013960 97,4% 0,00014172 98,9%
50 3x3 0,00014064 98,2% 0,00014292 99,7%
4 x4 0,00014167 98,9% 0,00014374 100,3%
ANSYS (SHELL93) 25 x 25 0,00014328
2x2 0,01678521 99,1% 0,01689260 99,8%
100 3x3 0,01679541 99,2% 0,01691359 99,9%
4 x4 0,01683598 99,4% 0,01692444 100,0%
Solugao Analitica (classica) 0,016900 (99,8%)
ANSYS (SHELL93) 25 x 25 0,016931

Os resultados da Tabela 6 mostram-se satisfatorios. Pode-se notar que o modelo

com elementos Q9 apresentam uma convergéncia mais rapida para o resultado final que o
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modelo com elementos Q4. Os elementos Q4 possuem uma rigidez parasita, denominada
na literatura por shear locking, que torna o elemento menos flexivel que os elementos qua-

draticos Q9 e Q8 (ANSYS). Isto é perceptivel nos resultados apresentados. Também é pos-

sivel verificar que o modelo de placa espessa, h/L =10 precisa de um maior numero de
elementos para convergir que o modelo de placa fina, h/L =100.

A seguir a verificagdo da formulagao isoparamétrica sera analisada usando-se a ma-
Iha 3x3 para as trés espessuras de placa estudadas acima. A distorcido dos elementos da

malha pode ser vista na Figura 6.2 a seguir, e os resultados logo em seguida na Tabela 7.

y (polegadas)

o

O \_/I A\ ! A\ ! O O
1 2 3 4 5
X (polegadas)

o

Figura 6.2: Malha de V2 da placa com elementos distorcidos.

Tabela 7 — Comparacgao dos resultados de deflexdo para uma malha distorcida.

Relacéo L/h Malha N&o-Distorcido Distorcido
10 0,00002084 0,00002113 (101,4%)
50 3x3 0,00014292 0,00014349 (100,4%)
100 0,01691359 0,01690805 (100,0%)

Percebe-se pela Tabela 7 que a distor¢do do elemento altera a rigidez do elemento
(neste caso houve uma reducgao da rigidez, favorecendo o deslocamento da placa). No ge-
ral, sabe-se que a distorgdo do elemento eleva-se o erro do modelo.

Validado o caso mecanico estatico, passe-se agora para o caso piezelétrico visto a
seguir.
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6.1.2 Teste do Bimorfo Piezelétrico

A validacdo do modelo de elemento piezelétrico é feita primeiramente com uma viga
bimorfa constituida de duas laminas piezelétricas perfeitamente coladas e engastada em
uma das extremidades (ver Figura 6.3). Trata-se de um teste classico para validacao de

modelos piezelétricos. A viga é feita de PVDF e possui comprimento L =100 mm, largura

b=5mm e espessura h=1mm. As propriedades do PVDF sdo mostradas na Tabela 8.

PVDF
+0,5V
z
y !
-
- Pt \{/\é I h
! Pl /+
T T b
= L
-05V
Figura 6.3: Viga bimorfo de PVDF.
Tabela 8 — Propriedades do PVDF Kynar.
Permissividade
Elasticidade (GPa) Piezeletricidade (%2)
Relativa
ClEl ClEZ C1E3 C3I,E3 C4E4 €31 €33 €15 K151 Ke?s
2,2 0,775 - - 0,775 | -0,046 - - - 12

Dois casos sao apresentados. O primeiro caso visa verificar a deflexdo do bimorfo

quando este é usado como atuador. Uma diferenca de potencial ¢ =1V é aplicado no bi-

morfo e as deflexdes ao longo da viga sdo comparadas com o resultado analitico (teoria de

Euler-Bernoulli) segundo a férmula abaixo, apresentada por Piefort (2001).
3d;¢
wW(X) = ———— 6.1
(x) >7h (6.1)

Os resultados sao apresentados na Figura 6.4 a seguir.
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Figura 6.4: Deflexao estatica do bimorfo sujeito a um potencial elétrico de 1 Volt.
Os resultados da formulagao presente sdo comparados numericamente na Tabela 9
a seguir. A comparacgao € feita com os resultados da teoria classica dados pela Eq. (6.1) e

com a teoria de terceira ordem em camada discretas apresentados por Chee (2000).

Tabela 9 — Comparacao do deslocamento w do bimorfo piezelétrico em fungdo do comprimento.

Posicao Analitico Presente Chee
X (m) CLPT FSPT TODL
0,00 0,0 0,0 0,0
0,02 0,0138 0,0138 0,0138
0,04 0,0552 0,0552 0,0552
0,06 0,1242 0,1242 0,1242
0,08 0,2208 0,2208 0,2208
0,1 0,3450 0,3450 0,3450

Nota-se na tabela comparativa que os resultados apresentam uma perfeita sintonia
até a quarta casa decimal. Os resultados da teoria de primeira ordem e da teoria de terceira

ordem ndo apresentam uma melhora na precisao dos resultados em relagdo aos resultados

analiticos da teoria classica, isto se deve a alta relacao % do bimorfo. Neste caso, o cisa-

Ihamento transverso € quase nulo e ndo afeta a deflexado da viga.

O segundo caso visa verificar o potencial elétrico gerado nos eletrodos quando um
deslocamento transversal de 10 mm é imposto na ponta do bimorfo. Duas configuragbes séo

apresentadas: (1) um par de eletrodos cobrindo a superficie superior e inferior da viga; (2)
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cinco pares de eletrodos distribuidos ao longo a superficie superior e inferior da viga. Os

resultados s&o mostrados na Figura 6.5 e Figura 6.6 a seguir.
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Figura 6.5: Distribuicdo do potencial elétrico para o bimorfo com cinco pares de eletrodos
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Figura 6.6: Distribuigcdo do potencial elétrico no bimorfo para um e cinco pares de eletrodos.

Na Tabela 10 a seguir sdo comparados os valores numéricos com os resultados ob-

tidos por Hwang e Park (1993) e Piefort (2001). Na falta de valores tabelados, os dados fo-

ram extraidos por inspegao grafica, sendo a ultima casa numérica a incerteza da medicao.
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Tabela 10— Distribuigéo do potencial elétrico (em Volts) no bimorfo.

Eletrodos El E2 E3 E4 E5
Presente (FSPT) 292,9 227,8 162,7 97,6 32,5
Piefort (FSPT) * 285 225 160 95 30
Hwang e Park (CLPT) * 275 200 150 90 30

* Valores extraidos por inspecgao grafica do artigo.

A Tabela 10 apresenta resultados satisfatérios para o potencial elétrico gerado
quando comparado a literatura. Divergéncias maiores sdo encontradas préximas a regiao do
engaste, isto porque esta regiao apresenta um maior gradiente de deformacdes. Os resulta-
dos de Hwang e Park (1993) convergem para os valores da tabela quando usados 2 ele-
mentos por eletrodo, num total de 10 elementos. Testes usando um maior do numero de
elementos no modelo presente nao apresentaram melhora significativa no potencial elétrico
desenvolvido. Piefort (2001) usa 1 elemento por eletrodo e o teoria FSPT, contudo nao in-

forma que tipo de elemento é usado (quadratico ou linear).

6.1.3 Viga Espessa Coberta com Piezelétricos

Este teste consiste de uma viga de aluminio engastada em uma das pontas, coberta
por um par de piezelétrico PZT-5H na superficie superior e inferior (ver Figura 6.7). Este é o
mesmo teste usado por Zhang e Sun (1996) e Ahmad et al. (2006). As propriedades do a-

luminio sdo: médulo de elasticidade E =70,3 GPa e Poisson v =0,345. As propriedades
do PZT-5H sdo dadas na Tabela 11. As dimensdes da viga sdo: comprimento L =100 mm,

largura b =10mm, espessura do aluminio h, =16 mm, e espessura de cada camada de

piezelétrico h, =1mm. A espessura total do sanduiche é h=h, +2h_.

Atuadores

+10V piezelétricos
1 7
AP h
Aluminio
vp 4
| =
10V L

Figura 6.7: Viga sanduiche contendo piezelétricos nas superficies superior e inferior.
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Tabela 11 — Propriedades de material para o PZT-5H.

Permissividade

Elasticidade (GPa) Piezeletricidade (%2)
Relativa
E E E E E S S
Ch Cp Cs Ca Cu €31 €33 €5 K K33

126 795 841 117 23 -6,5 23,3 17,0 1700 1480

O atuador piezelétrico superior é polarizado na dire¢do positiva de z e é aplicado um
potencial elétrico de 10 Volts na superficie livre. O atuador piezelétrico inferior é polarizado
na direcido reversa e € aplicado um potencial elétrico de -10 V na superficie livre. O resulta-

do da deflexdo em funcdo do comprimento da viga é apresentado na Figura 6.8.

)

o
o

o
N
T

Deslocamento (um)
e »©o
N w

0 C | | | I
0 20 40 60 80 100
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Figura 6.8: Deflexao da viga sanduiche para um potencial elétrico aplicado.

A Tabela 12 a seguir compara os valores de deflexdo na ponta da viga com os resul-
tados obtidos por Zhang e Sun (1996) e Ahmad et al. (2006). Os dados da literatura foram

extraidos por inspecgéao grafica, sendo a ultima casa decimal a incerteza da medigao.

Tabela 12 — Comparagao do deslocamento maximo da ponta da viga sanduiche para um
potencial elétrico de 10 V aplicado em cada lamina.

Posicéo Presente Zhang’ Ahmad’
x (m) FSDT CLPT/FSDT HSDT
0,1 0,538 0,54 0,60

* Valores extraidos por inspecéao grafica do artigo.

Os resultados na Tabela 12 mostram uma boa aproximagao da deflexdo com o mo-

delo de Zhang e Sun (1996) ao passo que uma diferencga significativa € encontrada se com-
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parado com Ahmad et al. (2006). Tal diferenca pode ser devido ao fato de Ahmad et al. usar
uma teoria de ordem superior como hipétese de deslocamento, e uma fungdo quadratica
como hipotese de potencial elétrico, além de desenvolver 0 modelo em teoria de camadas
discretas. Todas estas consideracdes usadas por Ahmad et al. contribuem para deixar o

modelo mais flexivel, o que justifica valores maiores de deslocamento.

6.1.4 Placa Fina com Pastilhas Piezelétricas

A Figura 6.9 mostra uma placa simplesmente apoiada com sensores/atuadores dis-
tribuidos. Este € o mesmo sistema proposto por Abreu (2003) em que as dimensdes da pla-

ca sdo: comprimento L =600 mm, largura b =400 mm e espessura h=1mm. As dimen-
s6es dos piezelétricos sdo: L, =100 mm, b, =100 mm. Os sensores (PVDF) s&o postos

na superficie inferior da placa e possuem espessura h =0,0205 mm, e os atuadores (PZT)

na superficie superior possuem espessura h =0,0254 mm.

| 0,6 m

O ., LT
a8
con O

& &
Figura 6.9: Placa de Abreu (2003) com trés pastilhas piezelétricos.

-~

Os pares sensores/atuadores sdo posicionados pelo canto inferior esquerdo confor-

me a Tabela 13 a seguir.

Tabela 13 — Posicionamento dos pares Sensor/Atuador na placa.

. Sensor/Atuador
Posicao (mm)
1 2 3
X; 250 150 350
Y; 50 250 250

A placa de material isotropico possui médulo de elasticidade E = 207 GPa e Poisson
v =0,29. O sensor de PVDF Kynar € o mesmo usado no teste do bimorfo com proprieda-

des dadas na Tabela 8. O Atuador possui propriedades dadas na Tabela 14 a seguir.
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Tabela 14 — Propriedade para o atuador PZT (Abreu).

Elasticidade (GPa) Piezeletricidade (72) Perm|33|y|dade
m Relativa
ClEl ClEZ C1E3 C3I,E3 C4E4 €3 €33 €5 K151 Kass
75,8 227 - - 26,5 | -12,35 - - - 1800

A polarizagdo das pastilhas piezelétricas esta na dire¢cado positiva de z, enquanto
que no trabalho de Abreu (2003) a polarizagao esta na diregdo oposta. Por isso o potencial
elétrico aplicado nos atuadores do presente trabalho tem a seqiéncia 1V, -1V e -1V para os
atuadores 1, 2 e 3, respectivamente. O resultado para as deflexdes devidas ao potencial
elétrico aplicado pode ser visto na Figura 6.10 na préxima pagina.

Os resultados sao condizentes com a teoria de deformacgdes de piezelétricos. Segue
que, sendo um potencial elétrico positivo aplicado a pastilha 1, esta se contrai na direcéao
transversal, e estando a pastilha colada na superficie superior da placa é gerado um mo-
mento que causa as deflexdes negativas na regiao da pastilha 1. O inverso ocorre na regiao

das pastilhas 2 e 3, em que um potencial elétrico negativo foi aplicado.

400
300

100 2%y (mm)

600 O

Figura 6.10: Deflexao estatica para potencial elétrico aplicado (336 elementos).

Um corte longitudinal e outro transversal sdo usados para comparar as deflexées do
presente modelo com um modelo realizado no programa comercial ANSYS®. O modelo do

ANSYS® foi desenvolvido usando elementos sélidos, tanto para modelar a placa, quanto
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para modelar as pastilhas piezelétricas. Inicialmente o modelo do ANSYS® possui 750 ele-
mentos solidos hexaedros lineares com 3 GL mecanico por nd, comparando com o presente
modelo de placa com 336 elementos planos quadraticos com 5 GL mecanico por né. Os

resultados s&do mostrados na Figura 6.11 a seguir.

(@) (b)

0,8 ; ; ] 0.6
07 ] 04 |
0,6 1
—_ 1 =027
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=) , 1=
%0’4 3 0
2 03] g
B ] -0,2
0,2 1
0.1} Presente ] 0.4/ Presente
ANSYS ANSYS | |
0 200 400 600 0 100 200 300 400
x (mm) y (mm)

Figura 6.11: Resultados da deflexao do presente modelo (336 elementos) com o modelo do
Ansys (750 elementos). (a) corte longitudinal em y=300mm e (b) corte transversal em
x=300mm.

Apesar de o modelo sélido do ANSYS® possuir elementos muito alongados devido a
fina espessura da placa, este forneceu resultados coerentes com o presente modelo, apesar
do elevado custo computacional. Elementos sdlidos muito alongados podem apresentar o
problema de locking de cisalhamento, degradando o resultado final do modelo. Para verificar
isto o nimero de elementos do modelo do ANSYS® foi aumentado para 3000 elementos,
elevando-se mais ainda o custo computacional. Os resultados s&do mostrados na Figura 6.12

em que nota-se a melhora dos resultados, aproximando-se do presente modelo de placa.
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Figura 6.12: Resultados da deflexao do presente modelo (336 elementos) com o modelo do
Ansys (3.000 elementos). (a) corte longitudinal em y=300mm e (b) corte transversal em
x=300mm.

Na Tabela 15 sdo comparados os valores do potencial elétrico desenvolvido nos
sensores de PVDF colados na superficie inferior da placa. Comparando os resultados com o
presente modelo, os resultados de Abreu (2003), usando CLPT, estdo muito distantes do
modelo aqui apresentado. O resultado do ANSYS® com 750 elementos também apresenta
uma diferenca significativa. Discretizando o modelo do ANSYS® com até 12.000 elementos
sélidos o resultado tende a convergir para o presente modelo. Enfatiza-se que o elemento
so6lido, usado neste exemplo, possui elevada razdo de aspecto; o que contribui o problema

de locking de cisalhamento, degradando os resultados do modelo executado no ANSYS®.

Tabela 15 — Comparacgao do potencial elétrico (V) nos sensores da placa de Abreu.

Abreu Ansys Ansys Ansys Presente
Sensor (336 elem.) (750 elem.) (3.000 elem.) (12.000 elem.) (336 elem.)
1 0,0162 0,0075 0,0117 0,0122 0,0125
2 -0,0162 -0,0074 -0,0116 -0,0121 -0,0129
3 -0,0162 -0,0074 -0,0116 -0,0121 -0,0129

Neste item foi apresentada uma analise estatica como forma de validar o modelo de
elementos finitos e teorias apresentadas nesta dissertacdo. Os resultados foram bastante
satisfatérios, mostrando-se coerentes com os ja existentes na literatura. Segue-se agora

para o procedimento de analise modal do sistema.
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6.2 Andalise Modal

Nesta etapa pretende-se validar o modelo dindmico apresentado. A analise modal de
alguns sistemas ¢é realizada. Um comparativo das freqliéncias de ressonancia para o siste-
ma sem piezelétrico e com piezelétrico € realizado. A diferencga entre as freqiéncias naturais

do sistema em circuito aberto e circuito fechado sdo observadas com mais detalhe.

6.2.1 Viga Espessa Coberta com Piezelétricos

Uma analise dindmica € agora realizada na viga espessa engastada analisada esta-

ticamente no item 6.1.3acima. A densidade de massa para alma de aluminio é
P =2700 Kg/m®, e para as placas piezelétricas é Pox = 1750 Kg/m®. Antes de prosseguir
com os testes da viga com piezelétrico, uma analise de convergéncia para o modelo da viga
de aluminio puro é realizada. Trés modelos sio testados, cada um contendo 10, 20 e 30

elementos longitudinais, respectivamente. Os resultados das quatro primeiras frequéncias

de vibracao de flexao para viga sdo mostrados na Tabela 16 a seguir.

Tabela 16 — Convergéncia da freqliéncia de vibragao para viga em flexao.

N° de Modo 1 Modo 2 Modo 3 Modo 4
Elementos (Hz) (Hz) (Hz) (Hz2)
10x1 1373,9 7666,1 18753,5 31842,2
20x1 1373,9 7665,5 187441 31791,2
30x1 1373,9 7665,5 18743,6 31788,4

Nota-se que 20 elementos s&o suficientes para determinar até a quarta freqténcia
natural de flexdo com precisdo na casa das dezenas, até a terceira freqliéncia com precisao
na unidade e, a segunda e a primeira com precisdo em décimos. Os modos de flexdo da

viga para o modelo com vinte elementos sao ilustrados na Figura 6.13 a seguir.
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Figura 6.13: Modos de flexdo para viga sem piezelétricos, usando 20 elementos.

Assim o modelo com 20 elementos é selecionado para continuar os testes. O préxi-
mo teste visa determinar a alteragao sofrida no sistema pelo acréscimo das laminas piezelé-
tricas. Estas modificam o sistema tanto mecanicamente, pelo acréscimo de massa e rigidez,
quanto eletricamente, estando o sistema em circuito aberto ou em circuito fechado. Os resul-

tados s&o vistos a seguir.

Tabela 17 — Alteragao das frequéncias naturais da viga devido ao sanduiche piezelétrico.

A Viga de Viga Sanduiche
Frequéncia (Hz) .
Aluminio Circuito fechado  Circuito aberto
Modo 1 1373,9 1359,6 1459,3
Modo 2 7665,5 7373,7 7804,3
Modo 3 18744 17647 18483
Modo 4 31790 29430 30560

Pode-se observar na Tabela 17 que as laminas piezelétricas, em circuito fechado,
reduzem ligeiramente as frequéncias naturais da viga de aluminio. Isto ocorre devido a baixa
relacéo rigidez-massa do piezelétrico em relagdo ao aluminio. Vale ressaltar que os modos
de vibracdo e freqiiéncias naturais em circuito fechado nao sofrem nenhuma influéncia do
acoplamento piezelétrico. Contudo, em circuito aberto vé-se a influéncia do acoplamento
piezelétrico, elevando as frequéncias naturais do sistema por um acréscimo de rigidez de
origem piezelétrica.

Considere agora a mesma viga contendo eletrodos distribuidos na lamina piezelétri-

ca. A Figura 6.14 mostra um exemplo para 10 eletrodos. Cada eletrodo pode ser posto em



Capitulo 6 - Resultados Obtidos 123

curto-circuito individualmente. Pretende-se analisar a influéncia da percentagem de piezelé-

trico em circuito aberto ou fechado ao longo da viga na freqiiéncia natural do sistema.

CH10

-~ |

CH1 T CH2 CH3 CH4 1 CH5 1 CHeé 1 CH7 CH8 T CH9

| —
Vo ol ol ol =T 2T~

PR E—

Figura 6.14: Viga sanduiche com eletrodos distribuidos. Chave fechada curto-circuita os
piezelétricos.

O grafico da Figura 6.15 mostra a variagao da freqiiéncia natural da viga pondo os
eletrodos em curto-circuito um por vez, do engaste para a ponta livre. Ou seja, fechando-se
as chaves na Figura 6.14 de CH1 a CH10 tal que ao final do processo 100% dos eletrodos

estdao em curto-circuito.

8% ‘

Modo 1
Modo 2
Modo 3 |
Modo 4
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Variagao da Freq. Natural
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PZT em Curto Circuito

Figura 6.15: Efeito do enrijecimento da viga devido ao acoplamento piezelétrico. O fecha-
mento do circuito ocorre do engaste para ponta livre.

E possivel notar na Figura 6.15 que as maiores variacdes na freqliéncia fundamental
ocorrem préximo ao engate, enquanto que piezelétricos proximos a ponta livre ndo possuem
quase nenhuma influéncia na freqiéncia fundamental. Na segunda frequéncia de vibragao
as maiores variagdes ocorrem aproximadamente no meio da viga. E nas demais frequiéncias

as variagbes caem de forma oscilante, do engaste a ponta da viga.
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Na Figura 6.16 abaixo é realizada a analise reversa com fins de verificar se a ordem
de fechamento do circuito tem alguma influéncia na dinamica do problema. Assim os eletro-
dos sao postos em curto-circuito da ponta livre para o engaste (fechando-se as chaves na
Figura 6.14 de CH10 a CH1).
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Figura 6.16: Efeito do enrijecimento da viga devido ao acoplamento piezelétrico. O fecha-
mento do circuito ocorre da ponta livre para o engaste.

E possivel verificar, na Figura 6.16, o mesmo padrao ocorrido anteriormente; donde
as maiores variagcdes na freqliiéncia fundamental ocorrem quando as chaves proximas ao
engaste sdo acionadas. Uma analise com critério pode demonstrar que a posi¢cédo do pieze-
létrico na viga afeta a freqiiéncia de vibragdo de forma mais significativa que a quantidade

de laminas cobrindo a viga.

6.2.2 Placa Fina com Pastilhas Piezelétricas

A analise modal para a placa fina modelada por Abreu (2003), testada estaticamente
no item 6.2.2, é realizada a seguir. Um esquema da placa pode ser visto na Figura 6.9. As

propriedades dos materiais foram anteriormente citadas e podem ser vistas nas Tabelas

Tabela 8 e Tabela 14, excluindo-se as densidades de massa que sdo: p,,.,, = 7870 Kg/m®,

Pozr = TT00Kg/M® e pp e =1780Kg/m?, para a placa, o PZT e o PVDF respectivamente.

Uma analise de convergéncia, ndo mostrada, verifica que a discretizagdo da placa
em oito por doze divisbes é suficiente para representar as quatro primeiras frequéncias natu-
rais. Entretanto, uma discretizacdo mais refinada, dezesseis por vinte e quatro, é usada para
representar melhor as deformagbes nos atuadores e sensores. As duas malhas sdo mostra-

das a seguir.
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Figura 6.17: Malhas para a placa de Abreu (a) 8x12 (b) 16x24 elementos. Os trés pares de
atuador/sensor estio pintados na cor azul em linhas espessas.

Os resultados das quatro primeiras frequéncias naturais para a placa, a placa inclu-
indo os transdutores em circuito fechado e a placa com os transdutores em circuito aberto,

sdo mostrados na Tabela 18.

Tabela 18 — Alteragdes das freqliéncias naturais da placa devidas as pastilhas piezelétricas.

. Placa com Transdutores
Frequéncia (Hz) Placa
Circuito fechado Circuito aberto
Modo 1/1 21,9370 21,8762 (-2,8 %0) 21,9403 (3,0 %o) (0,2 %o)
Modo 2/1 42,1861 42,3441 (3,7 %0) 42,4150 (1,7 %o) (5,4 %o)
Modo 1/2 67,4990 67,7988 (4,4 %0) 68,1647 (5,5 %o) (9,9 %o)
Modo 2/2 87,7460 87,6548 (1,0 %0) 87,9202 (1,0 %o) (2,0 %o)

Com relagao aos resultados, em primeiro lugar ha de se observar que as freqiéncias
naturais ndo sofreram variagdes significativas como as observadas na viga sanduiche do

caso anterior. Em relacéo a isto, deve-se notar que as pastilhas de piezelétricos nesta placa
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cobrem apenas 12 % da superficie da placa, e ainda, que a massa total das pastilhas repre-
senta um acréscimo de 0,37 % na massa da placa.

Contudo, ainda que pequeno, é possivel observar que o0 modo 2/1 sofreu 0 maior a-
créscimo na freqUéncia natural que os demais. Isto porque as pastilhas estdo posicionadas
proximas aos picos da forma modal, de tal forma que contribui para este modo mais que
para os outros.

Na seqiiéncia o modo 1/2 sofreu a segunda maior influéncia na freqiiéncia natural. E
possivel observar que duas das pastilhas estdo posicionadas proximo aos picos da forma
modal, enquanto que a terceira pastilha encontra-se na linha neutra da forma modal.

Um fato interessante ocorre com o modo 1/1. Nota-se que, em relagdo ao sistema
em circuito fechado, este apresenta um acréscimo na frequéncia natural maior que o0 modo
2/2. Contudo quando a influéncia da massa das pastilhas é analisada percebe-se que ocorre
uma reducdo na freqiiéncia natural do modo 1/1 e a influéncia total dos piezelétricos acaba
sendo reduzida para este modo.

As formas modais da placa com transdutores em circuito aberto sdo mostradas na

Figura 6.18 na pagina seguinte.
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Figura 6.18: Modos de vibrag&o para placa com trés pares de transdutores.
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6.3 Analise da Resposta Dindmica do Sistema Com e Sem Controle

Nesta ultima etapa serdo analisadas as respostas dindmicas para dois sistemas a-
presentados anteriormente. O primeiro sistema é a viga engastada livre proposta por Ahmad
et al. (2006), cuja razdo de aspecto induz ao uso da teoria de primeira ordem para cisalha-
mento da viga. O segundo sistema consiste da placa fina proposta por Abreu (2003) sim-
plesmente apoiada nos quatro lados. Ambos os sistemas foram previamente estudados e

detalhados nas se¢des anteriores, tanto na validagao estatica quanto na analise modal.

6.3.1 Viga Espessa Coberta com Piezelétricos

Para esta viga serdo estudadas trés configuragdes de piezelétricos, a saber: (a) viga
totalmente coberta por um par de piezelétricos; (b) viga com uma unica pastilha de piezelé-
tricos proxima ao engaste; e (c) viga coberta por cinco pastilhas piezelétricas igualmente
distribuidas por toda a viga (ver Figura 6.19). Para todas essas configuragdes o piezelétrico

inferior € usado como sensor e o piezelétrico superior como atuador.

ds 2
(b)

A~ @~ @6~ @~ (5)@

(@)

()

Figura 6.19: Vigas de teste. (a) Coberta com um par de atuador/sensor; (b) coberta com
uma pastilha de atuador/sensor préximo ao engaste; (c) viga com cinco pastilhas de atua-
dor/sensor distribuidas.

Primeiro sera estudada a resposta do sistema sob uma forga de perturbagdo harmé-
nica, de 1 N a 500 Hz, imposta na ponta da viga. A perturbacao perdura por um periodo de
50 ms quando entdo é desligada para que a viga seja deixada em movimento harmonico
livre.

Todos os graficos a serem apresentados mostram comparagdes entre os sistemas
controlados e os sistemas nao controlados. As matrizes de ganhos para o controlador é de-
terminado pela técnica LQR e as matrizes de ponderacdo sdo obtidas pela regra de Bryson.

Neste caso foi posto como critério de controle que os atuadores trabalhem a 50 V e que o
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desempenho desejado fosse um deslocamento inferior a 1 nm em qualquer ponto da viga.
Note que estes valores representam apenas critérios de projeto, nao significa que os mes-
mos serao atingidos; tal afirmacgao ficara evidente na analise dos graficos que seguem. O

amortecimento proporcional foi incluido e os parametros de « e £ calculados para os valo-
res o, =10Hz, & =0,45x10" e w, =200Hz, &, =0,7x107.

Nas paginas seguintes, a Figura 6.20, a Figura 6.21 e a Figura 6.22 mostram os re-
sultados no dominio do tempo para o caso da perturbagdo harménica estudado nas trés
configuragdes. As figuras mostram o grafico do deslocamento na ponta da viga seguido do
grafico da agdo de controle (potencial elétrico nos atuadores). No detalhe dos graficos da
acao de controle, na Figura 6.20 e Figura 6.21, € mostrado o potencial elétrico para suprimir
a vibragao no regime harmoénico livre. Na Figura 6.22 o detalhe mostra o potencial elétrico
para os cinco atuadores no regime forgado.

Verifica-se nas figuras que € possivel atenuar a vibragdo em todas as configuragdes
propostas. Na Figura 6.20 e na Figura 6.21 observa-se que as componentes de vibragéo
propria da viga foram totalmente suprimidas, sobrando apenas a componente da forgca de
perturbagdo harmdnica (apesar desta ter sido bastante atenuada). Ainda nestas figuras, ha
de se notar que a acao de controle no atuador da viga (b) dobrou em relacéo a viga (a), mas
a atenuacgao nao foi tdo eficiente. Contudo a viga (b) possui 80% menos piezelétrico. Con-
clui-se que mesmo com um piezelétrico pequeno é possivel atenuar vibragdes a niveis de-
sejados desde que seja possivel providenciar a energia necessaria. Nos detalhes a vibragao
harménica livre é atenuada a “zero” em 0,5 milisegundos.

Na Figura 6.22 tanto as componentes de vibragdo prépria quanto a perturbagao har-
monica foram totalmente atenuados. No detalhe da agcado de controle é possivel observar
que os atuadores proximos ao engaste tém maior acdo de controle que os da ponta livre. A

parte de vibracéo livre € imediatamente controlada, ndo sendo visivel no grafico mostrado.
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Figura 6.21: Resposta no tempo para viga com um unico par de pastilhas piezelétricas proé-
Ximo ao engaste.
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brindo toda viga.
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Outra forma de se analisar um sistema vibrante e/ou um sistema de controle é atra-
vés dos graficos de resposta em frequiéncia do sistema. Dessa forma é possivel analisar a
resposta do sistema para uma faixa de frequéncia especifica. Nos graficos a seguir sdo
mostrados os diagramas de Bode (Magnitude) para as trés configuracées estudadas. As
respostas sdo obtidas através da funcao de transferéncia entre o deslocamento e a forga de
perturbacido, ambos na ponta da viga. Sao avaliados os sistemas com e sem controle.

No caso em que o atuador cobre toda a viga, Figura 6.23, nota-se uma reducédo de
aproximadamente 30 dB nas baixas frequéncias (abaixo da freqiéncia fundamental). No
caso em que se tem apenas uma pastilha de atuador préximo ao engaste, Figura 6.24, a
atenuacéo cai para aproximadamente 15 dB. E interessante observar que, mesmo com um
atuador, é possivel “anular” todas as freqiiéncias de ressonancia da viga. A contrapartida é
que, em altas frequiéncias ocorre uma amplificacdo da perturbacio. Este problema pode ser

balanceado pelo ajuste dos pardmetros de ponderac¢ao do LQR.
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Figura 6.23: Reposta em frequiéncia para viga totalmente coberta por um Unico par de pieze-
|étricos.

No caso da viga com cinco atuadores piezelétricos, Figura 6.25, uma extraordinaria
atenuacao de aproximadamente 140 dB foi obtida em ampla faixa de freqiiéncia. Nota-se
que os cinco atuadores anularam efetivamente todas as frequéncias naturais da viga. Outra
vantagem deste sistema € que o mesmo nao apresenta o efeito de amplificagdo em altas
freqliéncias, e as altas frequéncias sdo atenuadas a 60 dB/dec. A contrapartida deste siste-

ma € o alto custo tecnolégico em equipamentos.
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Figura 6.25: Resposta em frequiéncia para viga com cinco pares de pastilhas piezelétricas
cobrindo toda viga.
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Nos graficos acima foram analisados o comportamento do sistema a sinais harmoni-
cos bem comportados. Contudo sistemas reais sao sujeitos a perturbagdes mecanicas di-
versas. Assim o desempenho do sistema de controle € analisado sob a agdo de uma pertur-
bagao do tipo ruido branco. Para tal, € usado o bloco de ruido branco com banda limitada
presente no Simulink® em que os dados de entrada s&o: tempo de amostragem do sinal de
20KHz e, poténcia do ruido em 0,0001 dB. Para este caso sera analisado somente a viga
com cinco atuadores distribuidos.

Na primeira analise, Figura 6.26 na pagina 136, os parametros de projeto para o con-
trolador desenvolvido nos testes acima foram mantidos, e apenas foi acrescentado um limite
de corte para a acéo de controle a 100 V, simulando um limite fisico do amplificador de po-
téncia usado no sistema. A resposta do deslocamento do sistema com controle pode ser
comparado com o sistema sem controle no grafico da proxima pagina. No grafico da agao
de controle, observa-se que para a banda de poténcia do sinal de perturbacao e critério de
desempenho desejado, os atuadores trabalharam quase 100% do tempo na zona de corte.
No detalhe é possivel observar os sinais de cada atuador no limite de corte. Apesar de os
atuadores trabalharem na zona de corte, os mesmos mostram-se efetivos no controle da
vibragdo, atenuando significativamente o ruido de perturbacao.

Para verificar o desempenho do sistema trabalhando fora da regido de saturacdo do
amplificador foi realizada uma segunda analise, donde os resultados podem ser vistos na
Figura 6.27 na pagina 137. Neste caso o limite de corte do potencial elétrico fornecido Pelo
amplificador de poténcia para os atuadores foi aumentado para 150 V. Nota-se que ocorre
um melhor controle na regido onde a poténcia do ruido € menor. Nesta regido, percebe-se
pelo grafico da agao de controle que o atuador préximo ao engaste (atuador 1) € o mais so-
licitado que os atuadores proximos a extremidade livre. Quando a poténcia fornecida ao atu-
ador 1 nao é suficiente para atenuar o ruido, entrando em saturacdo, rapidamente os de-
mais atuadores sao forcados a numa tentativa de balancear o sistema e também entram na
regido de corte.

Em muitos casos nao é desejavel alterar o nivel de saturagdo dos atuadores, princi-
palmente devido aumento dos custos de equipamento e de operagdo. Na terceira analise,
Figura 6.28, é proposto um novo critério de controle para manter o limite de saturacéo a 100
V. O parametro alterado é o desempenho do deslocamento que foi “relaxado” de 1 nm para
1 um. Novas matrizes de ponderacado sao calculadas a partir do novo critério de desempe-
nho e um novo controlador LQR é projetado. Os resultados s&o vistos na pagina 138. Per-
cebe-se, na Figura 6.28, uma incrivel melhora no desempenho do sistema controlado so-
mente devido a alteracio do critério de desempenho do controlador LQR. Note que o atua-

dor 1 e o atuador 2 trabalham em boa parte do tempo na regido de saturacgéo.
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No grafico da Figura 6.29, a seguir, € mostrado a FRF do novo sistema projetado na
terceira analise mostrada na Figura 6.28. As caracteristicas do sistema s&o analogas as do
sistema anterior (Figura 6.25), com a diferenga que neste novo sistema a atenuagdo em

baixas frequiéncias é de aproximadamente 25 dB.
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Figura 6.29: Resposta em freqliéncia da viga devido a alteragao dos parametros do contro-
lador.

Assim, conclui-se que a imposi¢cao de um critério de desempenho menos rigido para
o deslocamento exigiu menos esforgo dos atuadores, possibilitando uma melhora significati-

va de desempenho em relag&o ao projeto anterior.

6.3.2 Placa Fina com Pastilhas Piezelétricas

Um projeto de controle é apresentado para a placa fina com trés pares de pastilhas
piezelétricas proposta por Abreu (2003). A técnica de controle LQR é usada no projeto do
controlador, e as matrizes de ponderagao sao determinadas pela regra de Bryson. Os crité-
rios de desempenho para o calculo das matrizes de ponderacao sado: amplitude de desloca-

mento no centro da placa u(t) <1 um; e potencial elétrico de 100 V nos atuadores.

Primeiro o sistema de controle é testado para uma forga de perturbagao harmoénica

de 1 N a 10 Hz. A forga é aplica em x =450 mme y =150 mm conforme a Figura 6.30. Na

figura também é mostrada a malha usada, sendo esta a mesma discretizacdo do item de
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analise modal. O sistema é truncado com 6 modos de vibracdo, usados tanto no projeto do

controlador quanto para a simulagao do sistema.

Figura 6.30: Placa fina de Abreu (2003) com os trés pares de atuador/sensor, (1), (2) e (3); e
o local da perturbacdo mecanica, F(t).

Os gréficos da Figura 6.31, na pagina seguinte, mostram os resultados no dominio
do tempo para a excitagdo harmdnica. Assim como no caso da viga é possivel observar que
os atuadores foram capazes de atenuar as vibragdes da placa, tanto em seus modos proé-
prios como na frequéncia de perturbagédo. Nota-se que apenas 12,5% da placa estao cober-
ta por piezelétricos. Na agao de controle o atuador 1 e o atuador 3 obtiveram maior partici-
pacdo na atenuacdo da vibragdo. E importante observar que o posicionamento destes atua-
dores foi escolhido de maneira arbitraria e, portanto, pode ndo ser um ponto 6timo de con-
trole. Estudos especificos de otimizacdo devem ser levados em conta para uma boa locali-

zacao dos atuadores, tais estudos sao propostos como trabalhos futuros.
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Figura 6.31: Resposta no dominio do tempo para um perturbagéo harmdnica na placa fina
com trés pares de atuador/sensor.



142

A seguir € mostrada a FRF para a placa. Apesar de terem sido usados 6 modos de
vibracdo para representar o sistema, apenas quatro freqiiéncias de ressonancia aparecem
no grafico. Isto acontece porque duas frequéncias de ressonancias, polos do sistema, séo
canceladas por zeros da funcéo de transferéncia do sistema. Isto acontece para a relagcao
de entrada e saida escolhida, outra escolha de referencial pode obter diferentes graficos de
FRF. Com relagdo ao sistema controlado, observa-se que todas as freqliéncias de resso-
nancias foram atenuadas, e que, o controle ainda proporciona uma boa atenuacgio estatica
do sistema.
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Figura 6.32: Resposta em freqliéncia para a placa fina com trés pares de atuador/sensor.

Para concluir foi avaliada a capacidade de atenuacgao da vibragao em todas as faixas
de frequéncias. Para isto foi simulado um ruido branco com um periodo de amostragem de
0,005 segundos. O resultado do deslocamento no dominio do tempo é mostrado no primeiro
grafico da Figura 6.33 e a agdo de controle no segundo grafico da mesma figura. E observa-
do que o Atuador 3 foi o que mais contribuiu na atenuacédo das vibracbes. Nota-se, ainda,
que o Atuador 3 trabalha na regido de saturacdo sem comprometer o desempenho do sis-
tema.
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Figura 6.33: Placa fina sujeita a um ruido branco.
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Este capitulo propbs a aplicacdo da teoria desenvolvida nesta dissertacdo em trés
etapas. Primeiro foi realizada uma validacdo da formulagcao de elementos finitos, em que o
programa foi realizado no MATLAB®. Os resultados para deformagéo estatica e potencial
elétrico em circuito aberto foram validados por comparagdo com a literatura. Foram avalia-
das uma viga piezelétrica bimorfa, uma viga espessa com pastilhas piezelétricas e uma pla-
ca fina com pastilhas piezelétricas. Os resultados de deslocamento mostram boa conver-
géncia com a literatura. O potencial elétrico apresenta maiores variagcbes comparando com a
literatura, em especial na placa fina modelada por Abreu (2003).

A segunda etapa foi a realizagdo da transformag¢ao modal do sistema. Foram compa-
rados os modos de vibracdo do sistema em circuito aberto e em circuito fechado. A influén-
cia do piezelétrico nas freqiiéncias naturais do sistema foi avaliada. Os testes foram realiza-
dos para a viga espessa e para a placa fina.

A terceira etapa foi obtencdo dos resultados dindmicos do sistema, em que, foram
avaliadas a viga espessa e a placa fina. Os modelos foram obtidos usando-se os modos de
vibracdo em circuito fechado. Um controle usando a técnica LQR foi projetado para cada
sistema. Foram comparados os sistemas controlados e n&o controlados usado as ferramen-

tas do MATLAB® e SIMULINK®. O controle mostrou-se eficaz para os sistemas propostos.



CAPITULO 7
CONSIDERACOES FINAIS

A presente dissertacdo tentou englobar amplamente as areas da engenharia no que
tange a piezeletricidade, método dos elementos finitos, vibracdes mecéanicas, e métodos de
controle. Por vezes alguns assuntos foram apresentados de maneira breve e sucinta sem,
contudo, comprometer o contexto global da dissertacdo. Uma énfase maior foi dada a mode-
lagem do sistema estrutura/piezelétrico usando o método dos elementos finitos e a analise
modal. O objetivo foi fornecer modelos adequados ao projeto de controladores.

Uma reviséo bibliografica com trabalhos especificos sobre o assunto norteou o esco-
po do trabalho. Na seqliéncia, os materiais piezelétricos foram apresentados, onde varios
aspectos descritivos foram abordados, tais como: principio fenomenolégico, cristalografia do
material, aplicagcdes correntes, aspectos elétricos e, equipamentos eletrbnicos para o pieze-
Iétrico. Ao fim desta descrigdo € esperado que o leitor tenha uma visdo geral de piezeletrici-
dade e suas aplicagbes antes que fossem apresentadas as formulagdes matematicas.

O método dos elementos finitos, em conjunto com a analise modal, mostrou-se uma
ferramenta eficiente capaz de gerar modelos factiveis a simulagdo dindmica e ao projeto de
controladores. O modelo gerado inclui na sua formulagdo os transdutores piezelétricos, re-
sultando em modelos eletromecanicamente acoplados.

A teoria de primeira ordem para deformagdes cisalhantes foi usada para descrever o
comportamento cinematico de placas. Esta formulagdo permite a obtengcao de modelos cuja
razao espessura/comprimento da estrutura seja tal que o cisalhamento transverso nao se
torna desprezivel. Um modelo de viga espessa usando esta formulagao foi elaborado para
avaliar os resultados de controle. Ainda que o piezelétrico seja fino comparado com a es-
pessura da viga, o controle mostrou-se eficiente para atenuar as vibragdes estruturais. As
atenuacdes ocorreram tanto nos modos proprios de vibracdo quanto na freqtiéncia da per-
turbacgao.

O comportamento constitutivo para placa sanduiche, no que concerne aos termos
mecanicos, foi obtido usando a teoria de camada equivalente. Da outra parte, os termos
constitutivos para as parcelas elétricas foram discretizadas nas faces superior e inferior do
sanduiche. A influéncia mecanica e elétrica dos piezelétricos na dindmica do sanduiche foi
avaliada na analise modal, sendo que a parcela elétrica depende da conexado do circuito
elétrico do piezelétrico.

Construiu-se uma formulacido de analise modal para o sistema eletromecéanico aco-
plado, resultado da piezeletricidade. Duas hipoteses foram avaliadas. Primeiro foi conside-

rado o piezelétrico sem estar conectado a nenhum tipo de circuito externo (sistema em cir-
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cuito aberto). Neste caso o efeito elétrico da piezeletricidade interfere na rigidez estrutural
reduzindo a freqiiéncia de vibragado. A segunda hipétese considera o piezelétrico conectado
a um circuito externo, a saber, amplificadores de carga ou poténcia. Neste caso prova-se
que os efeitos elétricos da piezeletricidade nao interferem na rigidez do problema dinémico.
O modelo dindmico do sistema no espago modal foi usado para o projeto de contro-
ladores LQR. O modelo foi truncado para apenas alguns modos de vibragdo no projeto de
controle. A técnica de Bryson foi usada para determinar as matrizes de ponderacao da fun-
c¢ao de custo do LQR. Esta técnica mostrou-se eficiente para determinar as matrizes de
ponderacao por um critério de desempenho entre o deslocamento e a solicitacdo dos atua-
dores. Apesar do método de controle utilizado obter bons resultados para as aplicagoes
propostas, estudos mais aprofundados em estabilidade e robustez do sistema de controle

necessitam ser realizados.

7.1 Propostas para Futuros Trabalhos

Algumas propostas de trabalhos futuros sao:

e Avaliacédo experimental da metodologia empregada.

e Uso de néo linearidade geométrica para controle de vibracdo em estruturas
flexiveis.

e Avaliacdo do efeito nao linear das constantes piezelétricas quando submeti-
das a campos elétricos elevados.

¢ Uso de fungdes de maior grau na hipotese de potencial elétrico na espessura
da placa, comparando com a hipotese linear usada.

e Uso dos transdutores piezelétricos no controle de ondas estruturais.

e Construcao de painéis acusticos com material piezelétrico.

e Estudo de falha e fadiga em transdutores piezelétricos.

¢ Controle de dano estrutural por transdutores piezelétricos.

e Projeto de controle robusto para estruturas com piezelétricos.

e Abordagem de controle por métodos de inteligéncia artificial.

e Construgdo de FGM (Functionally Graded Material) usando piezelétricos co-
mo um dos materiais.

e Modelagem microscépica de piezelétricos.

e Uso de métodos de otimizacdo de elementos piezelétricos com abordagem

em controle.
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APENDICE A
INTEGRACAO NUMERICA

Como procedimento mais geral e facilmente aplicado a métodos computacionais, a
integracao numérica é utilizada em detrimento da integracao analitica. Contudo, antes se faz

necessaria a transformagao da integral no espago de coordenadas retangulares Xy para o

espago paramétrico &7, na seguinte forma:

jpb f(x,y)dxdy = [ [ f(£n)det[3]d&dn (A1)

-1-1

Apoés esta transformacgao é realizada a integracdo numérica por meio da quadratura
de Gauss.

Mot Npt

[ [ f&n)det[I]ddn=D">" F(&,n,)WW, det[J] (A.2)

-1-1 i=1 j=1

Os valores do coeficiente de ponderagéo e a posi¢cao do né sao relacionados na ta-

bela a seguir, em fungao do nimero de pontos de integragao utilizados.

Tabela A1 - Dados para integracdo numérica.

Pts. de integracéo Posicdo do né Coef. de ponderacao
npt ‘fl Wi
1 8
2 T— -
V3 9
5
3 +4/0.6 9

A integracdo numérica conforme definida na Eq. (A.2) é utilizada para a integragao

das matrizes elementares do sistema, para o vetor de forga gravitacional F.’ e o vetor de

carga elétrica F. O vetor de forca mecanica F," exige um procedimento algébrico diferen-

ciado, visto que este é definido no contorno do elemento. Considera-se aqui que a forca
mecanica é aplicada somente nas faces (ou borda) do elemento.
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Figura A.1: Numeracéao de nés e faces do elemento Q9.

O carregamento de contorno deve ser discretizado nas quatro faces do elemento e

distribuidos nos respectivos nés que compdem estas faces. A Figura A.1 mostra as quatro

faces de um elemento pelos niumeros circulados. A Tabela A2 mostra os nds corresponden-

tes a cada face e a respectiva representagdo parameétrica.

Tabela A2 - Tabela de numeracao das faces de um elemento.

Face Nos Coord. (£,77)
1 1-5-2 (-1, 77)
2 2-6-3 (¢.1)
3 3-7-4 (1, 1)
4 4-8-1 (&,-1)

O detalhamento deste calculo pode ser encontrado em Cook et al (2002). Nesta dis-

sertacdo somente serdo consideradas as cargas aplicadas sobre a area do elemento, forgas

de corpo e carregamentos pontuais. Assim, as matrizes e vetores integrados numericamente

sado resumidos a seguir:
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Apéndice A - Integracdo Numeérica

[B,] [D][B, W, det(3)

([T [0, 1IN, ] i, det(9)

j=1

npt
J

[, ] [E][B, ]}wiwj det(J)

([, ] (3102, Jpw, det(2)

}wiwj det(J)

Fg

a}wiwj det(J)

[T

(A.3)

}wiwj det(J)

1
3

T
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APENDICE B
AUTOVALORES E AUTOVETORES

O Problema de Autovalor e Analise Modal

O problema de autovalor pode ser definido como um método matematico cujas ca-
racteristicas podem ser usadas na solucao de problemas diferenciais.

O método consiste em eliminar a dependéncia espacial das equagdes diferenciais
parciais (EDP) reduzindo-as as equagdes diferenciais ordinarias (EDO). Para tanto é assu-
mido que a solugdo do deslocamento pode ser decomposta em fungcdes temporais associa-

das a um conjunto de fungdes bases no dominio espacial como segue:
u(x,t) =2 &0 (%) (B.1)
i=1

em que as fungdes temporais £(t) sdo chamadas de coordenadas generalizadas e, as fun-
coes bases ¢(X) podem assumir qualquer forma, escolhidas arbitrariamente, desde que

sejam compativeis com as condi¢des de contorno essenciais do problema e constituam um
conjunto linearmente independente.
Uma importante caracteristica da solugao acima € que se pode reduzir o numero de

bases que formam o problema,

UKD = Y5 0nR) 82)

em que N é o numero de bases ¢(X) usadas e U (X,t) é a resposta aproximada de u(X,t).

Segundo Bathe e Wilson (1976), uma maneira pratica e eficiente de se construir as
funcdes bases é obtida através da substituicdo da solugéo (B.1) na EDP do sistema livre e
sem amortecimento. Como resultado, um problema de autovalor é formado. A solucéo deste
problema é constituida pelas autofungbes (ou autovetor no caso discreto), que representam

os modos de vibragdo da estrutura, e formam a base ¢(X) para o conjunto de solugdes. O

sistema mecanico livre ndo-amortecido possui a equacgao diferencial,

MU +KU =0 (B.3)
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A solugao proposta em (B.2) pode ser posta na forma harmdnica,

U =¢[Aseno(t—t,)] (B.4)

O método assume que o sistema seja harménico, note que a parcela temporal assu-

me a forma:

E(t) = [A sena, (t—t, )], sem soma em i. (B.5)

em que @ é a freqiiéncia em regime permanente da onda gerada pelo vetor componente ¢,
da base ¢ :[gﬁl,qﬁz,...,qﬁn]; t é a variavel de tempo; e tOi e A sdo respectivamente as

constantes de tempo e as amplitudes a serem determinadas a posteriori na solugado harmé-
nica pelas condigdes iniciais.

Levando (B.4) em (B.3) e operando a diferencial no tempo adequadamente tem-se,
(K([)—Mq)a)iz)[A1 sena, (t—t,)] =0 (B.6)

A exigéncia da solugao nao trivial para & #0, remete a formulagéo do problema de

autovalor generalizado, assumindo a forma

(K=AM )@ =0 (B.7)

em que A =@’ . A solugdo da equagao de autovalor (B.7) fornece n—pares (ﬂ,, , O, ) O con-

junto de @ constitui uma matriz de vetores ortogonais linearmente independentes, base

para a solugdo. As solugbes do problema de autovalor podem ser postas na forma,

A
O=[P. 0y 0n]; A= - (B.8)

Na vibragdo mecanica os vetores colunas ¢, sdo chamados de modos de vibragéo,

e w = \/Z a correspondente frequéncia de vibragao.

Problema de Autovalor na Forma Padrao
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Apos esta introducao inicial, torna-se relevante neste ponto, tratar da transformacao

do problema de autovalor generalizado para sua forma padrao retratada por,
(K-41)$=0 (B.9)

Esta transformacéo é interessante pelo fato de que muitos algoritmos de solugéo pa-
ra o problema de autovalor sdo baseados na forma padrao, e de forma geral a eficiéncia do
processamento € amplamente afetada pela escolha da transformagao. Contudo a importan-
cia matematica desta transformacao é que, sendo possivel a sua realizagao, as proprieda-
des da solugéo obtida no problema generalizado sdo deduzidas pelas propriedades da solu-
¢ao do problema padrao (Bathe & Wilson, 1976). Assim sendo, algumas propriedades do
problema de autovalores na forma (B.9) que sdo importantes para o problema da dinamica
em questao sao reunidas por (Cook et.al., 2002 apéndice C) e transcritas a seguir. As pro-
vas e deducgdes destas propriedades podem ser obtidas com a ajuda de qualquer literatura

de algebra matricial e problemas de autovalores.

Propriedades:

1. Se [K] é real e simétrico, A & real.

2. Se [K] é real, simétrico, e positivo semidefinido, ndo ha A negativo. O

numero de elementos A diferente de zero é igual ao posto de [K].

3. Se [K] é real, simétrico, e positivo definido, A é positivo.

4. Se [K] é real e positivo definido, mas assimétrico, a matriz [K]+[K]'
possui autovalores positivos.

5. A somade A é igual ao trago de [K], e o produto de A é igual ao de-

1 1
terminante de [K].
6. Se {¢}, éum autovetor, entdo c{p}. também é um autovetor, em que C

€ um escalar arbitrario diferente de zero.

7. Se todos os A sdo distintos, todos os autovetores sao distintos e line-

armente independentes.

8. Seum A é repetido k vezes, os autovetores associados ndo sdo Uni-

1
cos, contudo, um conjunto de k autovetores mutuamente ortogonais

pode ser construido.
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9. Seja [S] uma matriz quadrada, ndo singular, e da mesma ordem de
[K], mas de outra forma arbitraria, uma matriz [A] obtida pela trans-
formacao de similaridade [A] =[S]*[K][S], possui os mesmos autova-
lores de [K]. Se {p,} é autovetor de [A], o correspondente autovetor
de [K] & [SHp,},-

10. Se [K] é real e simétrico, seus autovetores sdo ortogonais, isto &,
{#Y{p}; =0, parai=j.

11. Se um fator de escala é usado tal que {@} {@} =1, entdo
(A KK = 4.

12. Se um fator de escala é usado para cada autovetor tal que {@} {@} =1

e [K] ¢é simétrico positivo definido de ordem n, entdo

K=" A{o3{a} e [KT' =3 L{}{a} .

A reducao do problema de autovalor generalizado para sua forma padrao pode ser

obtida por varios métodos diferentes. Assim, pode-se optar por multiplicar a Eq. (B.7) por
M ™, obtendo:
(MK -A1)p=0 (B.10)

A primeira vista a obtencéo de K=M"K pode parecer simples, entretanto esta o-
peracao usualmente pode gerar K assimétrico, o que resulta em autovalores fora da diago-
nal principal da matriz de autovalores A, e o um processo de obtengéo destes autovalores é
invariavelmente mais complexo. Contudo, sem perda de generalidade, os autovalores da
diagonal deste sistema podem ser obtidos da parte simétrica (K + KT)/Z usando as pro-
priedades (4), (6).

Um segundo método, mais interessante, consiste no fato de que a matriz de massa

M é positiva definida. Neste caso é possivel fazer a decomposicdo de Cholesky®:

M=S'S (B.11)

cA decomposic¢ao pode ser feita por variagbes do método de Cholesky para casos mais gerais.
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em que S é uma matriz triangular superior e n&o singular. A transformagéo do problema de
autovalor é feita na forma descrita por Bathe e Wilson (1976) em que, usando as proprieda-

des (6) e (9), define-se 0 novo autovetor por:
§=S¢ e ¢=S"¢ (B.12)

Substituindo a Eq. (B.12) no problema generalizado e pré-multiplicando S~ obtém-

se a matriz de rigidez transformada na forma,
K=S7KS™ (B.13)

A matriz de rigidez transformado na Eq. (B.10) difere da obtida na Eq. (B.13), pois

nesta ultima forma é garantida a simetria da matriz.
Ortogonalidade do Autovetor

No que se refere a ortogonalidade do autovetor definida pela propriedade (10), tem-

se que:

~T ~

3 =0 o
ff' fpi parai# j (B.14)
% K§0j =0

Nota-se que nada pode ser dito sobre os valores das relagbes em (B.14) quando

I = j. Contudo é relevante notar que existe um subespaco de autovetores tal que a normali-
zacao seja possivel através da propriedade (11). Nestes casos o autovetor é dito ser orto-

normal e a relagao (B.14) pode ser expressa na forma,

(B.15)

em que §; € o delta de Kronecker e o conjunto de autovetores ¢, # @ € o autovetor norma-

lizado.
Com relagao ao problema de autovalor generalizado, € facil provar a existéncia das

relagdes (B.15), na forma:
(plw M(Pm = 5ij

B.16
o1 Ke, = A5, (8:19)
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Nestas relagées a matriz de autovetor ¢, € dita ser M-ortonormal (ou normalizada

pelas massas) e é K-ortogonal em relagdo a matriz de rigidez K .

Nota-se que nas transformacgodes (B.14), (B.15) e (B.16), qualquer conjunto de auto-

vetor ¢, # @, #, ¢, satisfaz a equagéo de autovalor para mesmo autovalor A . Vislumbra-se

entdo a existéncia de um subespacgo que possui um conjunto de k matrizes de autovetores

¢, correspondente a A.

Equacao da Dindmica em Coordenadas Modais

Determinado os autovalores e autovetores a equacgdo diferencial dindmica na Eq.

(B.3) pode ser escrita em termos modais:
Mo&(t) + Ko (t) = F (1) (B-17)

Pré-multiplicando a equacgao por q)T :

0" MoZ(t) + 9" Ko&(t) = o' F(t) (B.18)

e usando as propriedades descritas em (B.16), em que os autovetores sao M-ortonormais, a

equacao dindmica finalmente pode ser escrita na forma:

& (1) +diag(4)g (t) = 9" F (1) (B.19)

A transformacao no espaco de coordenadas pelo uso dos modos de vibragao possi-
bilitou a obtencdo da equacéao (B.19), esta transformacao torna-se interessante, visto que a

nova equagao constitui um conjunto de equacgdes diferenciais desacopladas, isto &,

E(t)+AE M) =g F (1)

622 t) +ﬂ’zfzft) =p,F (1) (B.20)

E M)+ A5 M) =p,F@)

em que as coordenadas generalizadas £ passam a constituir o conjunto de variaveis, graus

de liberdade, a ser determinado. A solucao da Eq. (B.19) é facilitada, ja que se torna possi-
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vel a resolugédo das equagdes em (B.20) de forma independente. O niumero de variaveis n
neste novo problema depende do numero de autopares (/?,,,(pi) determinados pelo proble-

ma de autovalor (B.7). No que concerne ao problema de elementos finitos, o nimero de au-

topares possiveis de serem determinados é igual ao numero de nds no sistema, entretanto

guanto maior a freqiiéncia natural determinada por 4 menor é a precisdo do autopar encon-

1
trado no problema de autovalor. De fato, Cook et al. (2002) menciona que ndo mais do que
metade do autopares possui precisao suficiente para ser usado na solugdo harmoénica.
Contudo a limitagao anterior pouco interfere na solugao do problema. De modo prati-
co, a grande vantagem do método € que apenas alguns modos de vibragao sdo necessarios
para resolver o problema. Em geral usam-se os primeiros modos até alguns poucos apos a

freqiéncia de excitagdo da forca F(t). A escolha exata de quantos modos deve ser usada

na analise ndo é trivial; esta tarefa de limitar o nimero de modos cabe ao analista, em de-
trimento a fidelidade da resposta desejada.

Como conclusado do método vé-se que ha uma drastica redu¢do no niumero de graus
de liberdade usados para representar o modelo, além de desacoplar as equagdes diferenci-
ais a serem resolvidas. A contrapartida resulta em determinar alguns modos e frequéncias
de vibracdo pelo problema de autovalores, o que demanda grande custo computacional.
Contudo este custo é viabilizado, visto que, em geral é desejavel conhecer estas caracteris-

ticas do sistema.
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