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Resumo

Neste trabalho apresentamos alguns resultados de existéncia de superficies de
curvatura média constante em R? com bordo prescrito em planos paralelos, topo-
logicamente um anel, que sao obtidos através da resolugao de problemas de Dirichlet
para a equacao das superficies de curvatura média constante para graficos ou para

graficos radiais.

Abstract

In this work we presented some existence results about constant mean curvature
surfaces in R?® with prescribed boundary in parallel planes, topologically an annulus,
that are obtained by solving Dirichlet’s problems for the constant mean curvature

surfaces equation for graphs or for radial graphs.
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Introducao

Este trabalho foi motivado pela seguinte questao:

Dadas duas curvas de Jordan v, e 7, em planos paralelos distintos m; e 79
respectivamente, existe uma superficie de curvatura média constante,

topologicamente um anel, que tem por bordo tais curvas?

Antonio Ros e Harold Rosenberg em [14] conjecturaram que, para 7y, e 7y, con-
vexas, a resposta seria afirmativa. Ressaltamos que, no entanto, tal questao continua
em aberto mesmo para o caso onde 7; e 7, sao convexas.

A existéncia de superficies com curvatura média constante, tendo como bordo
duas curvas dadas 7; e 7., contidas em planos paralelos distintos vem sendo objeto
de varios estudos ha muito tempo, especialmente o caso H = 0. Os catendides e,
mais geralmente, as superficies minimas de Riemann, sao exemplos famosos nos quais
7 e 72 sdo circulos. Shiffman em [15] provou que a intersecgao de um anel minimo
cujo bordo sao duas curvas convexas 7y; € 72, com um plano paralelo ao plano que
contém 7, e o, € uma curva convexa. No caso particular onde v, e 75 sao circulos,
Shiffman provou que a intersec¢ao também sao circulos, mostrando que os exemplos
de Riemann sao tnicos. Meeks e White em [12] provaram que ou 3 U7 néo é o bordo
de nenhuma superficie minima conexa compacta ou v; U~ é o bordo de exatamente
um anel minimo ou 7; U7, é o bordo de exatamente dois anéis minimos.

Nesta dissertacao exploramos uma série de resultados que estabelecem condicoes
sob as quais podemos esperar uma resposta positiva para a questao levantada acima.

De modo geral, os teoremas principais desta dissertacao tratam de resultados
de existéncia de superficies de curvatura média constante em R3, topologicamente

um anel, com bordo prescrito e em planos paralelos, obtidos através de aplicacgoes



de técnicas de Equagoes Diferenciais Parciais Elipticas, quase sempre através da
resolucao de problemas de Dirichlet para a equacao das superficies de curvatura
média constante para graficos euclidianos ou para graficos radiais.

Veremos que as hipoteses envolvidas estao relacionadas com a geometria das
curvas dadas e a distancia entre os planos. Além disso, a escolha da técnica adequada
estd diretamente relacionada a configuragao das curvas 7, e ;. Lidaremos com 3
situacoes distintas: quando a projecao ortogonal 77 de 7; sobre o plano que contém
72 esta contida na regiao limitada do plano limitada por ~,, atacamos a questao via
resolucao de um problema de Dirichlet para a equagao das superficies de curvatura
média constante para graficos euclidianos; quando < coincide com ~,, ou quando
v intercepta o interior da regiao limitada do plano limitada por 7, mas nao esta
contida nesse interior, atacaremos a questao resolvendo um problema de Dirichlet
para a equacao das supeficies de curvatura média constante para graficos radiais. O
caso onde 7] esta contida no exterior da regiao limitada do plano limitada por .
nao sera explorado.

Dividimos esta dissertacao em 4 capitulos. Durante o Capitulo 1 exibimos os
operadores curvatura média constante para graficos euclidianos e para graficos radiais
e apresentamos um resumo da teoria relativa a estes operadores necessaria para o
restante do texto, e que tem [10] e [9] como principais referéncias. No Capitulo
2 tratamos de alguns resultados tteis para a construcao de barreiras relativas aos
operadores acima citados. No Capitulo 3 exploramos alguns teoremas de existéncia
de superficies minimas, topologicamente um anel, com bordo prescrito em planos
paralelos, e que tem por referéncias principais os trabalhos [6] e [9]. J4 no Capitulo
4, lidamos com superficies de curvatura média constante H > 0: dadas como gréficos
radiais, na Sec¢ao 4.1, cujas principais referéncias sao os artigos [3], [2]; dadas como

graficos euclidianos, na Sec¢ao 4.2, cuja referéncia é [6].



Capitulo 1

Preliminares

O estudo de problemas envolvendo existéncia e unicidade de superficies com cur-
vatura média constante em R3 com bordo prescrito, dadas como gréficos euclidianos
verticais ou graficos radiais, requer o conhecimento de uma série de resultados rela-
cionados a teoria de operadores diferenciais parciais de segunda ordem. Trataremos
desta teoria neste capitulo, onde exploraremos com especial interesse o Método de
Perron e o Método da Continuidade, devido a sua aplicabilidade as demonstragoes

dos principais resultados envolvidos neste trabalho.

1.1 Graficos de Curvatura Média Constante

Seja S C R? uma superficie regular e N um campo de vetores unitdrios
normais a S. Dado p € S, seja ® : Q C R? — S uma parametrizacio local de S em

torno de p. Pondo ¢ = @71 (p) e

= (D, () NPy (q))
N =75, @) Ad, (@)
1) = g ) (11)

onde £ = (®,,9,), FF = (9,,9,), G = (9,,D,), e = (N,P,,), [ = (N,P,,) €

g=(N,®,,), é chamado curvatura média de S em p, relativo a normal N.



Dado H € R, dizemos que S tem curvatura média constante (cmc) igual a H se,
e somente se, H (p) = H para todo p € S.
Dados © C R? um dominio (subconjunto aberto e conexo), e uma fungao u : Q C
R? — R de classe C?, que denotaremos por u € C? (2), o grafico (vertical) de u dado
por
graf (u) = {(z,9,2) €R* | (r,y) € Qe z = u(w,)}

¢ uma superficie regular contida no R3.

Proposigao 1.1.1. Dado H € R e u € C?(Q), onde Q é um dominio limitado, as
sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

(1) graf (u) tem curvatura média constante H com relagio a N, onde (N, e3) <0,
€3 = (O, 0, 1) )

y 3\2

(ii) Qp (u) = (1 + uz) Uy — 2UptyUyy + (1 + u2) uy, + 2H (1 + ]Vu]Q) V_ 0;

(111) div (\/TTF) +2H =0.
Demonstragao. Basta supor H constante em (1.1.1), considerar a parametrizagao
®: Q C R? - R3 do grifico de v dada por @ (z,y) = (x,y,u(z,y)) e desenvolver
(1.1.1) usando estes dados. O

Nos resultados que estamos interessados, para dado H, nao nos basta encontrar
u € C?(Q) que satisfaca a equagao (iii) da Proposi¢ao 1.1.1, ja que a fungao u deve
assumir um valor prescrito em 0f2, isto é, estamos interessados na solugao do seguinte

sistema
we C? ()N (@)
N Vu —
Qn (u) = div (—W) +2H=0 , (1.1.2)

ulaq =
onde p € C°(99Q) é dada a priori.
O problema de determinar a existéncia e unicidade de (1.1.2) é conhecido como
problema de Dirichlet para equacao das superficies de curvatura média constante.
Ressaltamos que na maioria dos resultados relacionados com graficos euclidianos

com que trabalharemos, lidaremos com problema (1.1.2) em dominios e dados no



bordo bem comportados (no minimo de classe C%“, onde o € (0,1) é o coeficiente
de Hélder).

1.1.1 O Método de Perron

Uma técnica usualmente aplicada a situa¢do em (1.1.2) chama-se Método de
Perron, cujo desenvolvimento consiste principalmente em determinar a existéncia de

funcoes conhecidas como sub e supersolucoes, cuja definicao segue:

Definigao 1.1.2. Seja Q C R? um dominio. Uma fungio s € C°(Q) é uma
subsolugdo (supersolugio) de Qg se, dado qualquer subdominio D CC €, se v €
C?(D) N C° (D) satisfaz Qu (v) = 0 em D e vlop > slop (v|op < slop), entdo

vlp = slp (v[p < s[p).

A importancia dada a obtencao dessas fungoes (sub-super) justitifica-se devido ao
fato que uma possivel solug¢ao para (1.1.2) pode ser vislumbrada através do teorema

abaixo.

Teorema 1.1.3. Sejam Q C R? um dominio, o € C°(99) e seja u : Q — R dada

por

u(z) = sup{v(z)|veC”(Q) € subsolugio (1.1.3)
de Qu evlon < ¢},

entao u € C*(Q) e Qg (u) = 0.
Demonstragao. Ver Teorema 4.1 de [7]. O

Observe que u estara bem definida se o conjunto formado pelas subsolugoes v €
O (ﬁ) de Qg tais que v|sq < ¢ for ndo vazio e, além disso, limitado superiormente,
0 que é possivel garantir através da exibicao de sub e supersolucoes para Qy. A
solucao proposta pelo Teorema 1.1.3 nao fornece o comportamento da funcao u em
0f), mas ¢é possivel obté-la através da técnica de barreiras, fundamentada também

na nog¢ao de sub e supersolugoes, de acordo com a seguinte defini¢ao:



Definigao 1.1.4. Seja Q) C R? um dominio e seja p € 9. Dizemos que p € C° (0N)
¢ reqular em p (ou que ¢ admite barreiras em p) relativamente ao operador Qp, se

existem super e subsolugées S, s, € C° (Q) de Qg tais que
sp << S,

em OS) e

Dizemos que ¢ € C?(99Q) é regular relativamente a Q se é regular em p para
todo p € 0f).

Segue-se entao um critério de forma a estabelecer o comportamento de (1.1.3)
em Of).

Lema 1.1.5. Seja Q C R? um dominio. Se ¢ € C°(99Q) € regular e se u € C°(Q) ¢é
dada por (1.1.3) entio u € C° () e ulpo = .

Demonstrac¢ao. Veja Lema 1.4 de [5]. O
Como consequéncia do Teorema 1.1.3 e do Lema 1.1.5, obtemos:

Teorema 1.1.6. Sejam Q um dominio limitado de classe C° em R?, ¢ € C° (0Q) e
H > 0. Suponha que ¢ seja regular relativamente a Qg. Entdo u dada por (1.1.3)
satisfaz u € C? (Q) N C° (Q), Qu (u) =0 em Q € ulsq = .

O método dado pelo Teorema 1.1.6, é conhecido por Método de Perron.
Quanto a aplicabilidade de tal método ao problema (1.1.2), duas condigoes se

fazem necessdrias:

i. Dado z € €, existe um aberto U C Q com z € § tal que dada o € C° (9U),
existe uma solucdo v € C*(U)NC® (U) de Qu =0 em U tal que v|gy =0

ii. Se v, € C*(U) é uma sequéncia de solugoes de Qg = 0 em U uniformemente
limitada, entao existe uma subsequéncia de v, convergido uniformemente em

compactos de U a uma solugao u € C? (U) de Qy = 0.



Observamos que a primeira condi¢ao acima ¢ satisfeita devido ao Teorema 16.11
e a segunda o ¢ através do Corolario 16.7, ambos de [10].

Portanto, o trabalho maior quando se trata da resolugao de sistemas como em
(1.1.2), aparece no momento de garantir a regularidade de ¢ € CY (0Q) através da
construcao de barreiras.

O papel desempenhado pelos resultados abaixo, é o de garantir se uma determi-

nada funcao, sob certas condicoes, pode ser definida como sub ou supersolugao.

Teorema 1.1.7. Suponhamos que u,v € C*(Q) N C°(Q) sdo tais que Qi (u) >

Qg (v) no dominio 2, entdo

sup (u — v) = sup (u — v),
Q o0

em particular, se u < v em 0S) temos u < v em §2.
Demonstracgao. Veja [4] p. 20, 27, 28 e também p. 33, 34 de [10]. [

Lema 1.1.8. Dado H € R ndo negativo, para toda solugio v € C? (2) N C° (ﬁ) de
Qn =0 com h € [0, H], temos Qg (v) >0 em €.

Demonstra¢ao. Como @y, (v) = 0, entao
Qn () =div | ———= ] +2h =0,

logo

Por outro lado

Qu (v) = div Vv +2H =
1+|Vo)?

= —2h+2H=-2(h—H),

e como h < H entdao Qg (v) > 0. O



O resultado especifico que segue também é muito utilizado na construgao de

barreiras.

Lema 1.1.9. Seja K C R® um cone com vértice V = (0,0,a), a > 0 e base circular

C C {z =0} cuwjo raio ér. Sejav:Q CR?* — R a funcdo cujo grdfico é a parte do

cone K situada acima do plano z=0, onde §2 representa o disco aberto limitado por
C. Dado H >0, se a > 2Hr? entio Qg (v) <0 em Q—{(0,0,0)}, onde Qy é dado

por

Qu = div Vv +2H.

\/ 14 |Vo)?

Demonstracao. A funcao v : Q C R?2 — R é escrita da seguinte forma:

ot =[G () v

Logo
—az —ay
Ve = 2T2 2 O T ;2 2’
VG () VE) ()
portanto
a
Substituindo os resultados acima em (1.1.4) temos
Qu(v) = 2 div r Y +2H =
S\
—a . T y
= S .div , +2H =
L+ () (\/x2+y2 W“FZ/Q)

_ 1
- a4 1 2H.

Va2 +12 /22 42

Agora, observe que

—a 1 —a

1oH< ——% 19,

TVEre JErg Rty

8

Qu (v)

(1.1.4)



e como x2 + y2 < r?, entdo

- - —2H7?
QH(v)<—a+2H§—2a+2H§ :

RRRVZZERT r r?

+2H = 0.

]

Outro resultado sobre sub e supersolugoes que ira colaborar nas demonstracoes

posteriores é o seguinte:

Lema 1.1.10. Seja Q@ C R? um dominio limitado. Dada f € C°(0R) defina o
conjunto das subsolucdes relativas a Qp definidas em Q tais que s < f, por Sf (ﬁ)

e sejam sy, Sz, ..., S, funcgoes pertencentes a sf (Q), entdo s = max {s1, Sg, ..., Sp} €

Sf (Q) .
Demonstragao. Ver Lema 4.2 de [7]. O

Com estes resultados completamos alguns dos pré-requisitos necessarios de forma
a atacar o sistema (1.1.2) especialmente via Método de Perron.

Voltaremos a falar mais sobre o Método de Perron quando tratarmos do caso es-
pecifico desta dissertacao para graficos com bordo em planos paralelos, nos capitulos
3ed.

1.2 Graficos radiais de curvatura média constante

Os resultados principais deste trabalho tratam de problemas sobre existéncia e
unicidade de superficies com curvatura média constante com bordo prescrito con-
sistindo da uniao de duas curvas de Jordan em planos paralelos distintos, obtidos
através da aplicacao de técnicas de EDPs elipticas.

Observamos que exemplos muito simples da posicao relativa entre essas curvas,
podem gerar grandes complicagoes do ponto de vista da teoria que temos até entao,
como por exemplo, o caso onde sdo dadas y; e 72 (curvas de Jordan) posicionadas
em planos paralelos distintos 7; e m com v, C w1 € 9 C 7o, de tal forma que 5 seja
a projecao ortogonal de v, no plano my. Nesta situagao a superficie M cujo bordo é

~v1 U 72, nao pode ser dada como gréfico euclidiano no sentido usual. Uma maneira



de contornar essa questao é considerar M como grafico sobre uma regiao contida em
uma esfera unitaria, posicionada adequadamente com relagao aos dois planos, o que
nos remete ao estudo de objetos chamados graficos radiais, e de toda uma teoria

envolvendo estes.

1.2.1 O operador curvatura média constante para graficos
radiais

No desenvolvimento desta secao, faremos principalmente a adaptacao da teoria
classica referente ao Problema de Dirichlet para equagoes das superficies com cur-
vatura média constante, para o caso onde estas superficies sao dadas como graficos

radiais.

Definigao 1.2.1. (Grificos radiais) Uma superficie G C R3 é um grdfico radial

sobre um dominio € contido na esfera
S? = {(x,y,z) ER | 2? + 92+ 22 = 1},
se existe uma funcao positiva f: € — R tal que

G=A{(f(p)plpecf}.

Supondo G' C R? gréfico radial, observe que, de acordo com a definicao acima, tem
sentido falarmos a respeito de curvatura média de G' desde que G seja suficientemente
regular.

Assim, devemos primeiramente obter uma maneira de parametrizarmos local-
mente estas superficies. Para isso é necessario caracterizarmos os pontos do dominio
Q) da funcao f que, como para nossos propésitos o dominio 2 nao é todo S?, podemos
supor sem perda de generalidade 2 contido em S*—{(0,0, —1)} (neste texto, quando
nos referimos a um dominio 2 C S?, estd subentendido Q C S* — {(0,0,—1)}).

Definimos entao a seguinte projecao estereografica P : R? — S? como

P(zy)=p <= peS*ni—{(0,0,—1)}, (1.2.5)

10



onde [ é a reta determinada pelos pontos (x,y,1) e (0,0, —1). Apéds alguns célculos

obtemos

P(xay)=<

Portanto, podemos caracterizar os pontos de {2 como imagens pela aplicacao P

2z 2y 1— a2 —q?
1+$2+y2’1+$2+y2’1+$2+y2 ’

de um subconjunto A C R2.

Denotando u (z,y) = f (P (z,y)), obtemos o grafico radial G como

G = grafr (u) = {[u(z,y)] .P(z,y) | (z,y) € P71 (Q) =A}.

Conseguimos entao uma parametrizacao para a superficie G através de uma
fungdo u (z,y) definida em um dominio A C R% Logo podemos associar a regu-
laridade de G, ao comportamento da fungao u (z,y). Para o caso onde u é de classe

C? temos o seguinte resultado:

Proposigao 1.2.2. Sejam A C R?, u € C*(A), u > 0. Entio M = grafgp (u) é
uma superficie reqular. Além disso, se N € o campo unitdrio normal a M tal que
(N (p),p) <0Vp e M, dado H € R, M tem curvatura média constante H se, e

somente se Q% (u) =0 onde

v 2u [ 2
= (u) = div (Bl—@) - A—Z (m - H) , (1.2.6)

com 3 = 4u? + \? |Vu|2, A=14+22+y?, onde V e div sdo o0s usuais na métrica do

R2.
Demonstragao. Ver [8]. O

O problema de Dirichlet associado a (1.2.6) é

Qf () =0
ue C*(A)NC*(A),u>0 , (1.2.7)
ulga = ¢, p >0

onde ¢ € C°(9A) é dada a priori.

11



Observe que a segunda linha do sistema acima, exige que u estenda-se contin-
uamente até o fecho de A. No entanto, na continuacao deste trabalho passamos
a procurar solugoes de Q7 (u) = 0 com hipéteses mais ”fortes” como por exemplo
u e C? (K), ou ainda u € C*¢ (K), ou seja, onde até mesmo as derivadas parciais de
segunda ordem estendem-se continuamente & A (aqui, a € (0, 1) e indica o coeficiente

de Hoélder). Em geral estamos interessados de fato no sistema

Qj (u) =0
ueC* (A),u>0, (1.2.8)
ulon =, >0

onde ¢ € C%(9A) é dada a priori e A C R? um dominio de classe C%.

1.2.2 Alguns teoremas basicos para graficos radiais de cmc

e o0 método da continuidade

Observamos inicialmente que dizer que um dominio Q é de classe % em S?,
significa que sua fronteira O (relativamente a S?) é localmente grafico de fungao de
classe C%.

No que segue, para simplificar a notagao, parav € C%° (Q2) com 2 C S?, usaremos
a expressio "v é solugao de Q%3 = 0 em 7, para indicar que u = vo P € C% (K) é
solugao de Q3 =0 em P71 (Q) = A.

Para a situagdo descrita em (1.2.8), temos trés resultados de fundamental im-
portancia nesta dissertacao. Antes de enuncia-los precisamos de algumas defini¢oes

que serao usadas no contexto.

Definigao 1.2.3. Seja Q um dominio em S*. Dada ¢ € C**(99), dizemos que ¢
admite barreiras locais relativas a Q3 em p € 0L, se existem uma vizinhanga €2, de

p em S? e fungoes 8;'[ c " (Qp N Q), diferencidveis em p, que satisfazem



onde v € C? (Q) N C° (Q) € uma solugio de Q5 =0 com v|pg = ¢. Dizemos que ¢
é H — regular se ¢ admite barreiras locais em todo ponto p € 92 relativas a Q5 e
existe K tal que }Vs;t (p)| < K para todo p € 0S2.

Definigao 1.2.4. Seja Q um dominio em S*. Dado H > 0, dizemos que ¢, ¢ €
C?(09Q) sio H regularmente homotdpicas se existem uma constante C' > 0 e uma
aplicagio continua i : [0,1] — C** (99Q) tal que, pondo ¢; = i (t), tenhamos ¢y = ¢,
1 =1 e, dadop € 00 et € (0,1], existam uma vizinhanga Q, de p em S* e funcoes
s;t e (Y (m), diferencidveis em p, que satisfazem s, (p) = ¢, (p) = s}, (p),
Vs (p)] < C e sy <vlgaa < spy (p) para cada v, € C*(Q) N C° (Q) solugdo de

* — —
Q3 =0 em Q com vi|pg = Pr.
Os teoremas chaves a que nos referimos acima sao os que seguem:

Teorema 1.2.5. Sejam H > 0 e Q um dominio de classe C*“ em S?. Assuma que
eriste v € C%° (ﬁ), v > 0, tal que o grdfico radial de v € uma superficie de curvatura
média constante H. Se 1 € C**(0Q) é H regularmente homotdpica a ¢ = vlsq,
entdo existe uma superficie com curvatura média constante H que € um grdfico radial

de uma funcao w € C** (ﬁ) com w|aq = 1.

Teorema 1.2.6. Sejam Q um dominio de classe C*® em S?> e H € R com H > 0.

Dada p € C**(99), assuma que 1) é H — regular. Se existe uma solugdo vy €

C? (ﬁ) de Qo = 0 tal que vylaq = ¢, entdo existe uma solugdo v € C** (ﬁ), de
=0 em Q tal que v]go = 1.

Teorema 1.2.7. Sejam Hy, Hy > 0 com Hy > H,, e Q um dominio de classe
C** em S%. Dada ¢ € C**(09), assuma que ¢ é Hy — regular e que existe uma
solugao v € C** (ﬁ) de Q3 = 0 tal que v|pg = V. Se Hy > 0 entdo existe uma
solucdo w € C%° (ﬁ) de Qy, = 0 em Q tal que wlog = . Se Hy = 0 e existe
feC?* (ﬁ) cujo grdfico radial tem curvatura média ndao positiva, entdo existe uma
solugdo w € C* (ﬁ) de Q5 =0 em Q tal que w|an = 1.

As demonstragoes dos trés tultimos teoremas acima serao feitas na sequéncia,
apos apresentarmos de maneira resumida e ja particularizada para os mesmos, uma

técnica chamada Método da Continuidade.
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Para nosso contexto, ela consiste primeiramente na definicao conveniente de de-
terminados conjuntos como fazemos na sequéncia.

No caso do Teorema (1.2.5), consideramos o conjunto
B = {t € [0,1];3v, € C** (ﬁ) com Q7 (v;) =0, vy > 0 e vy|gq = z(t)} ,

onde i : [0,1] — C%*(9Q) é uma fungao de classe C** com i (0) = ¢ e i (1) = .

Para o Teorema 1.2.6, consideramos o conjunto
C = {t € [0,1];3v, € C** (ﬁ) com Qi (v) =0, v, >0 e vfgn = w} ,

J& para o Teorema 1.2.7, tomamos

H. _
D = {t € [f, 1] ;Jvy € C**(Q) com Qfy, (v) =0, v, > 0 e vy|og = 1/)} :
1

Definidos B, C' e D, se pudermos mostrar que eles sao nao-vazios, B e C' abertos
e fechados em [0,1] e D aberto e fechado em [fl—f, 1}, teremos B = C = [0,1] e

D = [%, 1}, o que garante a existéncia das solucoes desejadas para cada situacao
descrita nos ultimos trés teoremas acima referidos, respectivamente.

No contexto dos teoremas referidos, mostrar que B, C' e D sao nao-vazios nao é
algo complicado. Ja quanto a abertura desses conjuntos é necessaria a utilizacao do
Teorema da Funcao Implicita em Espacos de Banach, juntamente com a teoria de
Schauder para operadores lineares elipticos, a qual torna-se imediata (como veremos
da demonstracao dos respecivos teoremas) apds considerarmos a mudanga funcional

dada pelo lema a seguir.

Lema 1.2.8. Sejam Q C S%, w € C*(P71(Q)), com w > 0. Defina Ty (w) como

Ty (w) = div (Vw) 4 2He

S1\2 _/\251\2+ A2

onde § = 4+ N2 |Vw|®. Se u > 0 pertencente o C*(P~1(Q)) ¢ tal que Qg (u) = 0
entdo Ty (In(u)) = 0 em P~1(Q). Além disso, se v = In(u) e Ty (v) = 0 temos
Qi (e?) =0, em P71 (Q).
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Demonstragao. Seja u > 0. Entao, pondo v = In (u), e de acordo com a hipdtese se

Qp (u) = 0 temos

. Vu
div 2
(4u® + N2 ]Vu|2)

Vu
u (a4 e)e)™

div

Yu
div o
(a4 2 ze)

o ( V(In (u)) )
(44 X2 |V (In (u))]?) "

Ty (In (u))

Por outro lado, com v = In (u)

Ty (v)

div ( Vo
(44 22 |vo?)
o ( V(In ()
(4 + A2 |V(In (u))|2)

1\2

. Ve?
div v
(4e2 + N2 |Ve’“|2)
Qu (e")

4u _ 2Hu N
A2 <(4u2 + A2 |Vu|2)1\2> A2
4u _ 2Hu N
2
)\2’U,<(4—|—)\2|%‘2>1\2) A
4 B 2Hu N
(T
4 B 2Hu N
2 ((4 +A2|V(In (u))\Q)l\z) A
0.
0=
4 B 2He" N
(a4 wop)) A
4 B 2Hu N
2 ((4 +A2|V(In (u))|2)1\2> A
4e” 2He"
=

A2 ((462” + A2 |V6”|2)1\2> N
0.

]

A importancia de tal mudanga aparece quando analisamos a derivada de Frechét

do operador )};. Tendo em vista as dificuldades que aparecem, torna-se muito
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mais simples analisar a derivada do operador Ty do que de Q7. Entao tratamos
de analisar a derivada para Ty e utilizamos a correspondéncia existente entre as
solugoes de Ty = 0 e 3; = 0 para obtermos as informacoes desejadas para Q)j;.

Quanto ao fechamento dos conjuntos B, C' e D, dificuldades ainda maiores apare-
cem neste momento. Diretamente ligados a questao do fechamento destes conjuntos
estd a nocao de barreiras locais apresentadas na Definigao 1.2.3, que por sua vez en-
volve os bem conhecidos Principio da Tangéncia e Principio da Comparacao. Antes
de apresenta-los, precisamos definir alguns conjuntos relacionados a um dominio
Q C S?, sao eles:

DQ)={tp:teR, t>0,peQ},

C(Q) ={tp:teR, t>0,pe 0},

onde a; = C (Q) N'S? (note que 9N = U;C (o). Seja v C C (a;) uma curva fechada
simples. Entao C (a;) \7y tem duas componentes conexas. Denotamos por [ () a

componente limitada.

Proposicao 1.2.9. Sejam M, e M, superficies orientadas em R3, H, e Hy suas
respectivas curvaturas médias, com Hy, Hy > 0. Seja p € My N My um ponto
de tangéncia (T,M, = T,Ms) e N o vetor unitirio normal a My em p. Assuma
que as curvaturas médias de My, e My calculadas com relagao a N sao Hi e Hy
respectivamente. Se My estd do mesmo lado de T, M, para o qual o vetor normal N
aponta, em uma vizinhanca de p, entao Hy > Hq e vale Hy = H; se, e somente se,

existem vizinhancgas Uy e Uy de p em My e My tais que Uy = Us.

Uma observacao importante é que o resultado acima é também valido quando
o ponto de tangéncia das superficies M; e My é um ponto do bordo (Principio da

Tangéncia no Bordo).

Teorema 1.2.10. Seja Q C S? um dominio, M, e My superficies compactas mer-
gulhadas em D (Q) de curvatura média constante Hy e Hs, respectivamente. Se
oMy, C I(0M,y), OMy < OMy e Hy < Hy <0, entao My C I (M), onde I (M) =
{tp:t € (0,1), p € M}.
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Demonstragao. Assuma que existe p € €2 tal que p € My — I (M,). Dado t > 1, seja

Mt:{tppEMQ}

to=sup{t>1: M;NM, # @}.

Entao 1 < tg < oo. Como OM; < My < OM,,, My e M;, sao tangentes em um
ponto ¢ interior a ambas M; e My,. Como OM; C I (0Ms), My C I (M,,). Seja Ny
o vetor unitario normal a M; em ¢ que aponta para I (M;) e Ny, o vetor unitério
normal a M, apontando para I (M;,). Logo Ny = Ny,. A curvatura média de M, é

%HQ. Pela Proposi¢ao 1.2.9 (Principio da Tangéncia) devemos ter
1
—Hy < Hy
to
em uma vizinhanca de q. Mas por hipdtese, H; < Hy < 0 ety > 1, logo

1
H, < —H,.
to
Sendo assim deveriamos ter M; = M;, em uma vizinhanca de ¢, o que nao acontece,

obtendo entao uma contradigao. Portanto M; C I (Ms). O

Um resultado bem semelhante, porém com hipoteses menos restritas quanto a
curvatura, pode ser obtido para o caso onde as superficies sao dadas como gréficos

radiais.

Teorema 1.2.11. Seja Q C S* um dominio, M, e My grificos radiais em Q de

fungoes curvatura média Hy; e Hs, respectivamente. Suponha que My, e My sao
grdficos de fungoes fi, fo 1 Q@ — R. Se filaa < faoloo, Hio fi <0 e Hio fi < Hyo
J2, entao f1 < fa.

Demonstracao. A demontracao é praticamante idéntica a anterior. Il

Decorre do Teorema 1.2.11 o seguinte resultado de unicidade.
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Corolario 1.2.12. Seja Q um dominio em S?, M, e My grdficos radiais em 2 com
curvatura média constante H tais que OM; = OMy. Se H > 0, entdo M, = Ms.

Cabe também citar que, de acordo com a técnica utilizada para o fechamento
dos conjuntos B, C' e D, é muito importante ter em maos estimativas a respeito da
norma do gradiente de solugoes u € C** (A), A = P~1(Q), de Ty = 0, para isso,

serao muito uteis os seguintes lemas, cujas demosntracoes podem ser encontradas em
[3].

Lema 1.2.13. Sejam A C R%, um dominio limitado de classe C* e u € C3(A) N
ok (K) solucao de Ty = 0. Suponha que

sup |u| < Cy e sup [Vu| < Gy
A oA
para uma certa constante Cy. Entao existe C; = Cy (A, Cy) tal que

sup |Vu| < C}.
A
Lema 1.2.14. Sejam Q C S?, f: Q — R de classe C*

M = {(ef(P))p; pE 9}7

N (p) normal a M em p, P : A — Q a projecao estereogrdfica definida em (1.2.5).
Entao

IV (f o P) (u,)] = 5 tana (p) < tana (o)

onde P = P (u,v), a(p) € o angulo entre N (p) e p e A = 1+ 22 + y? (lembrando que
V denota o gradiente de (f o P) na métrica usual do R?).

Ainda falando sobre resultados a serem usados no fechamento de B, C e D, tém-
se mais dois, estes trazem informacoes sobre o comportamento de solugoe da equacao

Ty = 0 quanto a sua extensao ao fecho, e também tem suas demonstragoes em [8].

Lema 1.2.15. Sejam A C R? é um dominio limitado e de classe C** e u € C? (A)N
C° (K) solu¢iao de Ty = 0 em A, com sup, |Vu| < oo e ulgpa = @loar, sendo ¢ €
o2 (K) Entao v € C%° (K)
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Lema 1.2.16. Sejam A C R* um dominio limitado de classe C** e u € C** (A)
solugio de Ty = 0 em A com ulgn = @|on, com ¢ € C** (A). Entdo u € C= (A)N
Ct (7).

Tendo em vista que os principais resultados a serem utilizados durante as demon-

stragoes dos Teoremas 1.2.5, 1.2.6 e 1.2.7, ja foram apresentados, passamos a elas.

Demonstragdo. (Teorema 1.2.5) Seja v € C** (ﬁ),v > 0, solucao de Qy = 0 em
Q com ¢ := vlsq, e seja i : [0,1] — C?*(9Q) uma fungio continua com i (0) = ¢
e i(1) = ¢. Como i é continua, existem ¥, € C** (ﬁ), e uma constante Cy nao
dependendo de t, tal que Wifon = i(t) e [y, o < Co. Seja ¢ = In(¥,0P) e
considere o conjunto B definido anteriormente. Temos que B # & poist = 0 € B.
Vamos provar que B é aberto. Seja tg € B e seja vy, € C*° (ﬁ) uma fungao positiva
tal que Ty (In (vy, 0 P)) = 0 (que ocorre pela Lema 1.2.8) e vy, |oq = i(ty). Seja
uy, = In(vy, o P). Entéo w, € C**(A), onde A = P71 (Q), e é tal que uylon =

In (i (t9) o P). Usando a definigdo da derivada de Fréchet, podemos mostrar que
Ty : 0> (R) — C° ()

é de classe C' e sua derivada d (Ty), (k) é da forma

d . V (u+ sh)
d—dw T
§ 4+ 2|V (u+sh)))* )
d 4 L 2He )

/\2

N

s \ X2 (44 22|V (u+ sh)]?)

2 2
= Z a;j () D“h+2bj (z) Dih — 2=,
=1

,j=1

(1.2.10)
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Como —2He" < 0 se H > 0, segue da teoria de Schauder para operadores lineares
elipticos que
d (TH)u (h) |C§,a(x) : Og’a (K) — C“ (K)

é um isomorfismo linear, onde C3* (A) = {¢ € C**(A);&|oa = 0}. Defina S :
R x 037“ (K) — C“ (K) por S (t,€) =Ty (§ + ¢¢). Temos que

fto = Uty — ¢to S C(%a (K)

S(t07§t0) =Ty (5750 + Cbto) =Ty (Uto) =0.

Por outro lado, para h € Cg’o‘ (K),

D»S (to, &) (h) = lim S (to, &, +rh) — S (to, &) _

r—0 r
— lim TH (fto +rh + ¢t0) B TH (gto + ¢t0) _
r—0 r
T h)—T,
= 111% =l <Ut0 tr ) a (Ut()) =d (TH)uto <h) :
r— T

Agora o Teorema da Fungao Implicita aplicado a S mostra que a equacao S (¢,£) =0
tem solugdo em uma vizinhanga de (to,&;,), e isto mostra que B é aberto. Para
provar que B ¢é fechado, considere {¢,}, . C B tal que t, — 1. Seja v, € c%e (ﬁ),
vy, > 0, solugao de Ty = 0 em ) tal que vy, |9gq =i (¢,). Como i : [0,1] — C% (9N)

é continua e v > 0, existem constantes C e Cs, sendo 0 < C] < 1 < (5 e tais que
0 < Civlan < i(tn) < Covlan

para todo n € N. Como 0 < H (Cyv) < H (v,,) < H (Cyv), entdo pelo Teorema
1.2.10 temos
0 < Civ <y, <Chv,

e entao supg, |In (v, )| < K para alguma constante K; que nao depende de n. Seja

u, = In(vy, o P). Entao supy |ug,| < K e, por definicdo de homotopia regular,

n

temos supy, |Vu, | < Ky para alguma constante K. Pelo Lema 1.2.16 temos u, €
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C3 (ANt (K), e segue entdo do Lema 1.2.13 que sup, |Vuy, | < K3 para alguma
costante K3. Podemos fazer reducoes apropriadas para um problema linear eliptico,
aplicando as Estimativas de Holder para o gradiente (§12.2 de [10] - Global Estimates)
e 0 Teorema 6.6 de [10], para obter a estimativa uniforme [Vuy, |, , , < Ky Segue do
teorema de Arzeld-Ascoli que uy, contém uma subsequéncia convergindo uniforme-
mente para uma solu¢io u € C? (A) de Ty = 0 em A, com ulpy = In(i(to) o P)
e sup, |Vu| < K,. segue do Lema 1.2.15 que u € C** (K) Deste modo tg € B,

provando que B ¢ fechado. Isto mostra que B = [0, 1] e conclui a prova. O]

Demonstracao. (Teorema 1.2.6) Como a demonstragao deste resultado difere muito

pouco da anterior, iremos omiti-la. Il

Demonstragao. (Teorema 1.2.7) Seja v € C** (ﬁ), v > 0, solugao de Q%, = 0 com
v|sa = . Seja i : [0,1] — C**(99Q) uma fungao constante i(t) = ¢. Suponha
H, > H, (se Hy = H; é evidente) e considere o conjunto D. Note que D # () pois
t =1 € D. Como feito na demonstracao do Teorema 1.2.5, aplicamos o Teorema
da Funcao Implicita para concluir que D é aberto. Para mostrar que D é fechado,
considere a sequéncia {t,},.y C D tal que t, — to. Seja v, € C** (ﬁ), vy, > 0,
solucdo de Ty, g, = 0 em €2 tal que v, |sgo = ¥. Vejamos separadamente os casos

Hy >0e Hy = 0. Para Hy > 0, como v € C** (ﬁ), v > 0, é uma solucao de

Hy
Hy>’

0 <CiH, <t,H, < H; e (1\C})v é uma superficie com curvatura média constante
C1 H, tal que ¢ < (1\CY) v|sq. Pelo Teorema 1.2.10, como

Ry, = 0 com v|so = ¢, dada uma constante C tal que 0 < C} < entao

U, loa = v]aa =¥ < (1\C1) v|an
e 0 < CiH, <t,H; < Hp, temos
0<wv<uw, <(I\C})w.
Para H, = 0, se existe f € C* (ﬁ) cujo grafico radial tem curvatura média Ky nao

positiva, entao
Ky <0=H,; < Hy,
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e novamente pelo Principio da Comparagao (Teorema 1.2.10)
0<ov<uy, <f.

Entao, podemos proceder em ambos os casos conforme feito na demostracao do

Teorema 1.2.5, para concluir que D é fechado, encerrando assim a prova. Il

Observe que no teorema acima nao sao necessarias informagoes a respeito do
comportamento de f € C* (ﬁ) em 0f2, pois caso seja conveniente, podemos fazer
alteragoes do tipo (Af), com A > 0 e mesmo assim nao alterar o sinal de sua curvatura
média.

Note que as hipéteses dos Teoremas 1.2.5, 1.2.6 e 1.2.7 estao relacionadas as
definicoes 1.2.3 e 1.2.4, sendo ébvio que, para que possamos aplicar estes teore-
mas, devemos garantir que as hipoteses requeridas em seus enunciados sejam satis-
feitas, isto é, devemos mostrar que determinadas funcoes admitem barreiras locais.
Este serd o objetivo de alguns resultados dos capitulos que seguem. J& no préximo
capitulo, apresentaremos algumas fungoes que aparecem como candidatas a essas

barreiras.
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Capitulo 2
Construcao de barreiras

A técnica utilizada nas demonstragoes dos principais resultados desta dissertacao
consiste, principalmente, do uso adequado de ”pedacos”de determinadas superficies
(barreiras locais), tanto para o caso onde aplicaremos o Método de Perron quanto
para o caso onde utilizaremos os resultados descritos nos Teoremas 1.2.5, 1.2.6 e
1.2.7 do capitulo anterior. Esses ”pedacos”sao tomados de maneira conveniente, em
geral dados como restrigoes de superficies rotacionais com curvatura média constante.
Como as hipdteses da maioria dos teoremas a serem explorados estao relacionadas
a geometria do dominio (curvatura do bordo do dominio, condigao do circulo inte-
rior e exterior, por exemplo), e a distancia entre os planos paralelos que contém o
bordo prescrito, entao levando-se isto em conta, consideramos especialmente para
esta questao de barreiras locais superficies cujos bordos sejam formados por dois
circulos em planos paralelos, para que assim possamos relacionar esses ” pedagos” com

as hipoteses apresentadas. Os resultados deste capitulo tratam dessas demandas.

2.1 O catenodide

Comecamos falando sobre o catendide, superficie que sera usada principalmente
para a demonstracao de resultados relativos a superficies minimas com bordo pre-

scrito em planos paralelos, tema contemplado por esta dissertacao.

Definicao 2.1.1. Seja K C R® um catendide e seja r seu eizo de rotacdo. Sejam

Iy e IIy planos perpendiculares a reta r. Sejam ¢ = K N1y, ¢ = K N1y, Sp,
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o semi-espaco fechado determinado por 11, e que contém Ily e Sp, o semi espago
fechado determinado por 1y e que contém I1;. Se 11y e Ily forem tais que c¢; e co

sejam circulos de mesmo raio, chamamos a superficie do R3
J =K NSy, NS,

de tronco do catendide K de bases circulares c; e ca.

O resultado abaixo estabelece condigoes sobre a altura e o raio de um tronco de

cilindro circular reto para que seu bordo seja o bordo de um tronco de catendide.

Lema 2.1.2. Seja C' um tronco de cilindro circular reto de raio R > 0 e altura 2h.
Se R/h > ag, ag = sinh xg, onde xy € a Unica raiz positiva de coshx — zsinhz = 0,
entdo existe um tronco de catendide J, cuja interseccao com C' sao os circulos das
bases de C'.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, podemos supor que o plano 7, equidis-
tante dos planos m; e 7y das bases de C, seja o plano {z = 0}, e que os circulos das

bases sejam ¢; C 7y, com centro em (0,0,h) e co C m com centro em (0,0, —h).

Lembramos que

Q@
no dominio Q = R?\ {(z,y) € R? 2% + y* < a?} é a equagao da parte nao negativa do
catendide cujo eixo de rotagao é o eixo z e cuja cintura € a circunferéncia de raio o com
centro na origem do R®. Assim se existe um tronco de catendide cujas interseccoes
com 7, € Ty sejam c¢; e o respectivamente, entao a cintura de tal catendide é um

circulo de raio r, 0 < r < R, com centro em (0,0,0), onde r é tal que

h
R = cosh —. (2.1.1)
r r

A relacao acima é estabelecida através da andlise da parte nao negativa da equacao
do tronco de catendide. Vamos analisar quais condicoes sobre R e h para que a

equacao acima tenha solucao. Tomando x = ’;l, temos % = cosh (%) se, e somente
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se,

2 = coshu.
hﬂf cosnx

Consideramos as funcoes
fo(x) =azx, a €]0,+0) e g(x) = coshx

Entao é claro que se a é suficientemente grande, os gréficos de f, (z) e de g tem dois
pontos em comum. Seja ag o menor a > 0 tal que os graficos das funcoes f, e g tém

a0 menos um ponto em comum. Seja entao xy > 0 tal que
apro = cosh zg.
Segue-se que, para a > ag existem duas solugoes para a equacao

axr = coshz, (2.1.2)

e que fq, () = apx é reta tangente ao grafico de g no ponto (xg, g (zg)). Decorre daf
que

sinhzg = ¢’ (z0) = f. (z0) = ao.

Como g (z9) = fa, (z0), segue que
cosh xg = apxg
e, portanto, cosh xy = xysinh xy. Logo xy ¢ a Unica raiz positiva da equacao
coshx — zsinhx =0 (2.1.3)
Uma aproximacao numérica nos da
ro ~ 1,1997

de modo que
ag = sinh xg ~ 1, 5089.

25



Assim, como para a € [0, ag) evidentemente (2.1.2) ndo tem solucdo, concluimos que

(2.1.1) tem solugao se, e somente se % > ag, e isto prova o lema. ]

Como neste trabalho sera tratado também de superficies minimas com bordo
prescrito em planos paralelos, dadas como graficos radiais, é importante estabelecer-
mos um critério para determinar que ”pedago”de um catendide, situado entre planos
paralelos, pode ser dado como grafico sobre uma esfera unitaria.

Sejam m;, ¢ = 1, 2, planos paralelos distintos, e d a distancia entre m e .
Assuma que o plano equidistante de 7, e 7 é plano {z = 0}. Seja U a regiao do R?

entre m e m. Dado o > 0 e um ponto C' no plano z = 0, defina
v 0 v 0
Koo = {(acosh—cos —, aecosh — sin —, v> +C € R3} ,
Q « a o«

onde 6 € [0,27a] e v € [—g, g] Entdo K, ¢ é uma parte de um catendide em U

com 0K, ¢ = cUc" C m Umg, onde
d o d 0 d
¢ =14 | acosh— cos —, acosh —sin—, = | + C € R*: 6 € [0, 27q)
2c o 2c a 2
e c* é a projecao ortogonal de ¢ em .

Dizemos que K, ¢ ¢ radial se K, ¢ é um grafico radial sobre uma esfera unitaria
centrada em C'. Usando a notacao acima, o Lema 2.1.3 abaixo exibe o critério
procurado para que K, seja um gréafico radial em termos da distancia entre os
planos, lembrando que xg é a Unica raiz positiva de cosh x—z sinhx = 0 (o ~ 1, 1997)

e b = sinh .

Lema 2.1.3. Se r € raio de ¢, entao r > %d. Portanto, se % < xy entao K,c €

radial.

Demonstra¢ao. Sem perda de generalidade assuma que C' = (0,0,0) e defina K, =
K, c. Entao

r = o cosh —
200

é o raio de ¢. Considere a fungao f (z) = coshx — zsinh z, cuja derivada é f' (z) =

sinh x — sinh z, e sendo assim xy é um ponto critico. Como f”(x) = coshz > 0
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para todo x, entdo xy ¢ um ponto de minimo. Portanto f(x) > f(zo) = 0, logo

coshz — xsinh xy > 0 para todo x € R, o que nos leva a

d db
o8 200 T 2« SHRTo 2

b >db
r = acosh — > —.
200 7 2

Se q € K, é dado por

v 0 v . 0
q = | acosh — cos —, acosh —sin —, v
« a a o«

entdao podemos escolher N (¢) como a normal a K, em ¢ de forma que

(N (q),q) = a — vtanh .
a

Segue que K, ¢é radial se (N (q),q) > 0, ou a —vtanh? > 0, que é equivalente

d d
T 202
prova. [

a cosh 2 — Zsinh 2 > 0. E isto ocorre se % <zrpewv € [ ], o que conclui a

2.2 A superficie de Delaunay

Para o caso onde procuramos solugoes de Q3 =0 ( Qu = 0), para H > 0, cujos
graficos radiais (verticais) possuem bordo em planos paralelos, é frequente o uso de
barreiras locais dadas através de Superficies de Delaunay. No que segue veremos
alguns resultados que nos permitem garantir a existéncia de ”pedagos”muito tuteis
contidos nessas superficies.

Observamos que o nome Superficie de Delaunay é devido a um astronomo e
matematico chamado Charles Delaunay, que no ano de 1841 provou que toda su-
perficie de revolucao com curvatura média constante é dada como rotacao de um
curva descrita pelo foco de uma conica que rola (sem escorregar) ao longo do eixo de

rotacao.
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Lema 2.2.1. Dadosr >0 e H > 0. Entao, para qualquer R tal que
<R<r+ !
r <r+o

existe um anel rotacional com curvatura média constante H, dado como o grifico de
uma funcao real u definida em um anel no plano z = 0 cujo bordo consiste de dois
circulos concéntricos ¢, e Cg de raios r e R respectivamente, e tal que ul|., = 0 e
ule, = h(R), onde

R
d
h(R) —/ — (2.2.4)
\/(r(l—i—rﬁ)—Hﬂ:Q) —1

se

r(1+rH)

<4

r<R< 7 ,
e

q r(l1+rH)
H

h(R) = / d - /qR do (2.2.5)

r 2 r(1+rH) 2
<r(1+rl§)fo2> —1 " (r(lJrrI-?)foQ) —1

Se

Demonstragio. E bem conhecida a existéncia de uma curva N, (nodéria) no plano
{y = 0}, = > 0, gerando por rotagao ao redor do eixo z uma superficie de cmc H
(com auto-intersecc¢ao) imersa, completa mas nao mergulhada, cuja distancia ao eixo
z é r. Conforme mostram as figuras na sequéncia. Assuma A = (r,0,0) como sendo
um ponto de N,. Se N, é dada pelas equagdes paramétricas z = x (t) e z = z (t),

entao essas fungoes satisfazem o seguinte sistema de equagoes:

{ (&)* =1 - (He — 2)? (2.2.6)

onde a é uma constante. Observe que r é um valor de minimo para = x (t). Se

X denota o valor maximo de x = z (t), entao segue que dado r < R < X existe
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i} iy +

PEDACO DA
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uma superficie com cme H (pedago de um noddide) tendo como bordo os circulos
¢, de raio r no plano z = 0 e Cr de raio R em um plano a alguma altura h com

relacao a z = 0. Provaremos que X = r + % e que h & dada por (2.2.4) ou (2.2.5).

Através da primeira linha de (2.2.6) temos que % = ( se, e somente se x =T; =71

ouxr =71y =X, onde

—1+vV1+4aH = 1++/1+4aH
, Lo = .
2H 2H

T =

De fato,

implica



resolvendo as duas equagoes e desconsiderando as raizes negativas obtemos 77 e 73
como acima. Segue que X —r =Ty —77 = % Considerando os pontos onde x = z (2)

e utilizando (2.2.6) temos
dr  dx dz

dt — dzdt

o que implica que
dr\? _(de) (=N ()
) — \dz) "\dt) \dz) dt B
B d_x 2 (Ha? —a\’
- z) T
d_.ZIZ‘ 2_ I’2 d_ﬂ? 2
dz) — (Ha?—a)* \dt) "’

e substituindo (%)2 por 1 — (H:E — %)2 segue que

da\®_ (= N
dz) \Hz?-—a '

Seja xy = x (t1) o primeiro valor maior que r tal que 2/ (t;) = 0. Podemos determinar,

Logo

explicitamente, z; em termos de r e H. De fato, de

dz B dz dx
dt  dx dt
vem que
Z 2 XL 2
(@)2 (@) _1-(%F) _ H—a
dr (%) (%) 22— (Ha*—a)
Logo
dz (Ha?—a)® 1 B 1
dx o 22— (Hx2—a)? 2 ’
\/9”2 — (Ha* —a)” (H(x2—a)2) (ar—ap |
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e, portanto

2l (x) = 21 para r <z < xy, (2.2.7)
ET
e
2l (x) = — 21 para x1 <z < X, (2.2.8)
(Hz:g—a)2 -1

onde z; € (r, X) é tal que 2/ (z1) = 0. Como z/(r) = oo, segue que

7”2

— = 1.
(Hr? —a)?

Apés efetuar alguns calculos temos a = r (Hr 4+ 1) ou a = r (Hr — 1). No caso dos

noddides, sabemos que 2/ (21) = oo, onde z; = z (71). Logo, a = Hz? j4 que

T 2 1
e — — =0
Hz? —a

Assim a = Hx? > Hr? donde a = r (Hr + 1). Obtemos entao que

/ [r 1+TH
I =

Integrando ambos os lados da derivada de z (z) no intervalo [r, R], com r < R <

\/ M e substituindo a = r (Hr + 1) tem-se
dz

R
T) :/ - )
\/(r(l—i—rkg;)—H:L‘z) -1

Agora, integrando a derivada de z (z) em [r, R], para r < U R

temos
[z (z1) = 2 (r)] + [z (R) — 2 (21)] =

q—
r(l1+rH) R

B H dz B
= i ) - q
<r(1+rH)fH:1:2) —1
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onde devemos considerar duas integrais, pois a definicdo da derivada de z (x) em

1+rH - .
ro< /i) < B < p 4+ L muda conforme a posicao de R com relagao a .

H Ho
Lembrando que z (1) = 0 segue os resultado desejados, bastando em ambos os casos
definir A (R) como z (R). O

2.3 Alguns lemas basicos

Um ponto importante com relacao ao Lema 2.2.1, é que através de uma restricao
da superficie obtida nele, podemos obter uma outra, cujo bordo é formado por dois
circulos de mesmo raio em planos paralelos distintos, um sendo a projegao ortogonal
do outro.

Esse por sua vez, é o conteido do Lema 2.3.2 abaixo, mas antes vejamos um

outro resultado:

Lema 2.3.1. Dados r e R dois nimeros reais positivos tais que

0<r<R<\r(r+1), (2.3.9)

entdo definindo

(a) k= —Vf_ﬁl, temos k < 1;

(b) D = VR;R_TZ, obtemos D < 1;.

Demonstragao. Para (a) basta notar que caso tivéssemos k > 1 entéao

V2r+1 S

r+1

logo
U +1>r2+2r+1

que implica r* < 0, o que é uma contradi¢ao pois r > 0. A prova de (b) j4 é um
pouco mais complicada pois, antes de tudo devemos mostrar que R < r 4+ 1. Para
isso, suponha por absurdo que, com as hip6teses de (2.3.9) tenhamos R > r + 1.
Logo

R*>(r+172=r4+r+r+1
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mas
r’+r> R?,

portanto
RE>r?4+r+r+1>R+r+1

o que é uma contradicao. Feita esta observacao, note que

R 1
R<r4l— <t
r r
mas
r+1 1 1 B 1
o ” o — 1.2
r o \/(m)2 V1—k

onde k é dado por (a). Logo

R r+1 R 1
— < = — e —
- r 1 — k2

. . = RV1-k2<r = R*1-K*) <%

IN

e desenvolvendo o restante dos cédlculos temos

2 __ 2
Dz—%g,

como queriamos. O

Passamos agora ao lema citado.

Lema 2.3.2. Dado r > 0, seja R tal quer < R < \/r(r+1). Sejam m e s planos

paralelos e assuma que a distancia d entre m e mo € dada por

X _ 2 o2
g9 14+ (r+1)k*sin® «

2 2
do+ —=+/((r+1)" = R?) (R? — r?).
0 1— k2sin®« R\/( )

Seja ¢; um circulo de raio R contido no plano m;, 1 = 1,2, e assuma que ¢y € a
projecao ortogonal de c¢; em . Entao existe um anel rotacional mergulhado A, r de

curvatura média constante 1 tal que
8Ar, R—=—C U Co
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Demonstracao. Considere aqui, uma nodaria N, como aquela do Lema 2.2.1. Seja
Dyin 0 conjunto dos pontos de N, tais que a distancia de N, ao eixo z seja r.
Considere P € Dy, e faga com que N, N (e;) = P. Logo P = (r,0,0). Observe
que é possivel considerar um trecho da curva N, de forma que z = z(x), com
z > 0. Considere este trecho iniciando em P. De acordo com o Lema 2.2.1, para

r <z <4/r(r+1), o trecho citado é o gréafico da funcao:

x)—/x dt )
" Ge) -

Deste modo, para r < R < /7 (r + 1), temos

R dt
T t 2
W -1
(r+1)—t
/ ) dt
VE=r2)[(r+1)2 -
A sequéncia da demonstacao consiste em analisar a derivada da seguinte fungao:

gy VA1 7]

t

(2.3.10)

z(r,R) =

donde
r2(r+1)> = (2 +7r) 2

VP17 =@ =)

E'(t) =
que pode ser escrita como

7‘2(r+1)2—(7“2+7“)t2 B t2—(r+1)r
AT - A E-m JE- s -

E(t) =
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Note que a segunda parcela é igual ao integrando de (2.3.10), logo

B r2(r4+17% = (242 R B
z(r,R) = / 2T —t2](t2—r2)dt+/r E'(t)dt =
B R 7“2(7"—1—1 (r?2 +r)t? B =
N /t2\/[ —tZ](tZ’—r?)dHE(R) =
B R r2 (7"—1—1 (7“2—1—7“) 2 \/(RZ—TQ) [(T+1)2—R2]
_ / N _t2]<t2-r2)dt+ - .
Note que
B B2 (r 1) = (r2+1) 12 i@t
J e/l + 12 =21/ =)
¢ igual a

dt.

/R k62 (2 +r) —r? (7“—1—1)2} r\/m
r riv/2r + 1 kt\/ 7a + 1) _ t2]

Considerando entao a mudanca de variavel
) 1
a = aresin | — 2—r2),r<t<+r(r+1),

temos

) I ET
th/[(r + D2 — & (2 — 12)

e, além disso, a =0set =1r e a = x se t = R. Usando agora que

RZ _ 12
X = arcsin <T)

obtemos

/Xk[t2(7“2+r)—r2(7'+1)2]da_/x1—(1—|—7")k23in2ada
0 rtyv2r + 1 0 V1= Ek2sin?«
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Segue entao que

X—1+(r+1)k2:sin2ada+ V(B2 —1?) [(r+1)2—R2]'

0 1 — k2sin’ R

2(r R) = (2.3.11)

Claramente, o pedago N, 4 de N, dado por
Noa={(t,0,z(r,t):r <t < R}U{(t,0,—2(r,t)) :r <t <R}

gera, ap6s uma rotacao em torno do eixo z, um anel A, p com curvatura média con-
stante H = 1 (onde usamos novamente (2.2.1)) cujo bordo consiste de dois circulos

c1 e co de raio R contidos em planos paralelos cuja distancia d entre esses planos é
d=2z(r,R).

E isto prova o Lema. O]

Analisando a construcao abaixo,

e tendo em vista o comportamento da curva que gera a superficie obtida no Lema
2.3.2, note que é possivel considerar um trecho N, r dessa curva de forma que existam
semi-retas partindo da origem e contidas no mesmo plano que a curva, interceptando
N, r em um tnico ponto. Consequentemente a rotacao de N, p serd uma parte de
A, g, que pode ser dada como grafico radial sobre um dominio contido em uma

esfera. Como o raio dos circulos que determinam o bordo esta diretamente ligado ao
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trecho considerado da curva, veremos no Lema 2.3.4 abaixo, que hipdteses devemos
ter sobre o raio desses circulos para garantir que a superficie obtida seja um grafico

radial. Primeiramente precisamos garantir mais duas desigualdades:

Lema 2.3.3. Assuma quer < R < \/r(r+1) e que 0 < a <y, onde

m)‘

2.3.12
Tk (2.3.12)

X = arcsin (

Entao

_ 2 2
O§1 (1+7)k*sin®«
V11— k?sin® o

X1+ (r+1)k*sin®«

< cosa (2.3.13)

—siny < da <0 (2.3.14)

0 1 — k2sin’ o

onde, como antes, k € dado por —Vf_’:l

Demonstragao. Para a primeira desigualdade de (2.3.13) é suficiente provar que
fla):=0+7r)k*sin*a<1,0<a<y.

Como 0 < x < 7 segue que

2 1
= T+1 sin2a > 0,0 < a < y.

/(@)

T+

A afirmagao segue entao de y < arcsin ( 27";;11) < %, pois f(0)=0e

fo)<f (arcsin ( 22111)) =1

Para a segunda desigualdade de (2.3.13), observe que, como k < 1 e (1 +7)k? > 1,

temos

1—(1+7)k%sin’a - 1—(1+7)k%sina _ 1 —sin®a

V1= k2sin?a 1 —sin®a V1 —sin?a

= COS (v.
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Observamos agora que a segunda desigualdade de (2.3.14) segue de (2.3.13). Para a
primeira de (2.3.14) note que
X 14 (r+1)Kk?*sin*

X
—sinX:/ (—cosa)da < dov
0 0 1 — k2sin®*

E isto conclui a prova deste Lema. Il

Lema 2.3.4. Dado R > 0, ser ¢ tal que

RZ+RVR?24+4 1 1
\/ + B + +Z—§§T<R,

entao

a)r < R</r(r+1).

b) A, g € um grifico radial, onde A, r € a superficie obtida no Lema 2.5.2.

Demonstragao. A parte a) é imediata. Para a parte b) devemos analisar a primeira
construcao, abaixo baseada na curva do Lema 2.2.1. Observe que para termos um
"trecho radial’na geratriz, dado R > 0, r deve ser de tal forma que evitemos aqueles
pontos da curva onde a inclinagao da semi-reta secante (partindo da origem) é maior
que a inclina¢ao da tangente a curva (considerando o mesmo ponto), ou seja, r deve
estar préximo de R, da forma como mostra a segunda ilustragao, que em termos de
equagoes é equivalente a
tgrf < 2' (1, R).

onde # é angulo que a secante faz com a parte positiva do eixo x. Sendo assim, como

z(r,R)
R

thG =

devemos ter

r(r+1)— R?
VRZ=r)[(r+1) — R

z(r,R) <R[ (r,R)] =R (2.3.15)
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Observe que, para garantirmos (2.3.15) basta mostrarmos que
\/(RQ—TQ)[(T’+1)2—R2]<R r(r+1) — R?
R S V=) - )

tendo em vista que a primeira parcela de z (r, R) é negativa. Por hipétese

Logo




0 r fora do r dertro do R
interwalo intervalo (DaDC

(3

\/2<R2+R\/R2+4>+1§2r+1<:>

& 2R+ RV L) <4+ dr e

& RVR+4<2r(r+1)-R*&

& RPU+4r(r+1) <4’ (r+1)7 e

& R2(r2+r+1)§r2(r+1)2@

& R2[2T2+2T+1—R2—7‘2+R2—T]STQ(T+1)2<=>

& R2[2r2+2r+1—R2}—Rz[r(r+1)—RQ]§r2(r+1)24:)

& R2[2r2+2r+1—R2}—r2(7"+1)2§R2[7°(7“+1)—R2]<:>
R2—r2)[(r+1)?2 — R? r(r+1)— R?

o VU )[é +1) ]SR\/(R2 _(r;)r[(q)n+1)2_R2]’

o que conclui a prova. O

Um dos principais motivos de apresentarmos todos esses lemas neste capitulo,
é que procuramos estabelecer um critério de existéncia para superficies cme com
bordo formado por dois circulos em planos paralelos (um sendo a proje¢ao ortogonal
do outro), dadas como gréficos radiais, critério este que dependa somente do raio dos
circulos dados e da distancia entre os planos. Este critério permitira que encontramos
as barreiras desejadas para nossos principais resultados a partir de hipoteses rela-
cionadas com a curvatura do bordo prescrito e a distancia entre os planos paralelos
que contenham estes bordos.

Combinando adequadamente os resultados dos lemas anteriores deste capitulo,
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obtemos o principal resultado deste capitulo e que esta compilado na proposicao

abaixo.

Proposicao 2.3.5. Dado R > 0.Sejam m; e my planos paralelos equidistantes do

plano {z = 0} e assuma que a distancia d entre m, e my satisfaz

r(r+1)
d<?2 2.3.16
( r2+r+1 \/2r+1> ( )

B \/R2+R\/R2+4

com

1 1

+ - ——. 2.3.17

2 4 2 ( )
Sejam ¢; um circulo de raio R em m centrado em (C’l, Cs, g) € Seja Cy a Projecao
ortogonal de c; no plano me. Entao existe ro > r e um grdfico radial A, r de
curvatura média constante H = 1, sobre uma esfera unitdria centrada em (Cy,Cy,0)

tal que 0A,y r = c1 Uca.

Demonstracao. Nao hé pera de generalidade em assumirmos C; = Cy; = 0. Pela

primeira desigualdade de (2.3.14) e usando (2.3.11) obtemos

0 B) > —siny ¢ YA+

> —siny + 7

De (2.3.12) obtemos

|, VAT
z(r,R)z—ﬁ R% —r2 + I )

Isolando R em (2.3.17) temos

r(r+1)
Vr2tr+1’

e substituindo no lado direito da desigualdade imediatamente acima temos

R:

r(r—+1) B r
r24+r+1 2r+1

z(r,R) >

)
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que é uma estimativa de z (r, R) em termos somente de R. Segue de (2.3.16) que
d/2 < z(r,R). Além disso, como lim; g z (t, R) = 0, existe ry tal que z (rg, R) = d/2

com

R+ RVIE 1
\/ * Ty <r <R (2.3.18)

1 1
2 4 2
Segue entao de (2.3.18) que rog < R < y/ry(ro + 1) e podemos aplicar o Lema 2.3.2
para afirmar a existéncia de um anel rotacional mergulhado A,, g com curvatura
média constante H = 1 tal que 0A,; r = ¢; Ucy. Pelo Lema 2.3.4 A, p é um grafico

radial. E isto conclui a prova. Il

Em geral, durante as demostragoes dos teoremas dos préximos capitulos (re-
sultados principais), s6 serao usadas pequenas faixas contidas nessas superficies. No
entanto, isso nao as torna menos importante do que até mesmo os préprios teoremas,
pois conforme dito anteriormente, na prova destes usamos diretamente a existéncia

dessas superficies.
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Capitulo 3

Superficies minimas duplamente
conexas com bordo prescrito

em planos paralelos

Neste capitulo mostraremos alguns resultados de existéncia de superficies minimas
com bordo prescrito e em planos paralelos, via resolucao de problemas de Dirichlet
para a equacao das superficies minimas de curvatura média constante, tanto para o

caso de graficos euclidianos como para o caso de graficos radiais.

3.1 Um resultado de existéncia para graficos
minimos

Dado um catenodide, considere um ”pedaco”’dele entre dois planos distintos or-
togonais a seu eixo de rotacao que o interceptem de um mesmo lado em relacao ao
plano que contém sua cintura. Note que as interseccoes com os planos produzirao
dois circulos de raio distintos, cuja projecao daquele de raio menor sobre o plano que
contém o outro estard contida na regiao limitada pelo outro circulo. Segue-se que tal
pedago é entao um grafico euclidiano sobre a regiao limitada do plano que contém o
circulo de raio maior.

Quando tais curvas dadas nao sao necessariamente como as descritas acima, um
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resultado importante nesta dire¢ao é o Teorema 2.1 de [6] (Teorema 3.1.1 abaixo), o
qual quando posto para o nosso contexto de superficies duplamente conexas responde
a seguinte pergunta: dadas duas curvas fechadas ~; e 7, em planos paralelos distintos
m e Mg, com 7y, C 7 € o C 7o, sob quais hipdteses envolvendo a geometria de tais
curvas, a distancia entre os planos etc, é possivel garantir a existéncia de um grafico
minimo tendo como bordo v, U 7,7

O teorema citado responde esta pergunta e, além disso, estende este resultado
para um nuimero finito de curvas. A técnica utilizada é o ja apresentado Método de

Perron.

Teorema 3.1.1. Sejam I'y,...,I'y,T' curvas fechadas no plano z = 0 tais que cada
curva I';, 1 = 1, ...,k esta contida no interior da regiao limitada por I' e tais que
os dominios limitados pelas curvas I'; sejam disjuntos. Assuma que cada I'y,.... T
satisfaz a condi¢do do circulo interior com algum raio 0 < Ry < oo (isto €, dado
qualquer ponto p em T'; existe um circulo de raio Ry passando por p e contido no
fecho da regigo limitada por U';, i = 1,...,k), que I' satisfaz a condi¢do do circulo
exterior com algum raio 0 < Ry < oo (isto €, dado qualquer ponto p em I' existe um
circulo de raio Ry passando por p e contido no fecho do exterior de I'). Denote por

Q o dominio multiplamente conexo limitado por I';, I', i =1, ..., k. Sendo
d=d (Ulef‘i, F) = inf {|p1 —po| ipLEU Ty, pye F} ,

se h >0 € tal que

h Ry+d
h|i— | < =1,2 1.1
cos (Rz) S TR ( ) 2, (3.1.1)

entdo existe u € C* (Q)NCY (ﬁ) solugao de Qo =0 em Q tal que ulr =0 e ulr, = h,
i=1,.k

Note que Ry = oo se e somente se I' é convexa. Neste caso, a condi¢ao (3.1.1) é

automaticamente satisfeita para ¢ = 2.

Demonstracao. Segue do Método de Perron que a fungao u definida em €2, que a

cada p € () associa

u(p) = sup{s (p) | s ¢ uma subsolugao de Qp =0 em 2 com 0 < s < h}
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¢ de classe C? e satisfaz a equacdo Qo = 0 em €. Para provar que u satisfaz as
condigoes ulr = 0 e u|p, = h, ¢ = 1,...,k, vamos construir barreiras apropriadas
em todo ponto de 0f€, isto é, dado p € Jf) vamos garantir a existéncia de sub e
supersolugoes v,, w, € C° (ﬁ) para Qo = 0 em €2 tais que 0 < v, < w, < h,
0=v,(p) =w,(p)sepeleh=uv,(p) =w,(p) sepe U, Como o teorema
consiste em garantir a existéncia de uma determinada superficie minima, candidatas a
barreiras v, serao construidas através de pedacgos de catendides, da seguinte maneira.
Dado i € {1,...,k} e p € I';, podemos considerar um circulo C, de raio R; passando
por (p, h) e contido na regido do plano z = h limitada por I'; + hes. Seja ¢, o centro

de (). Observe que o pedaco J, do catendide

Jp (r) = —Ry cosh™ (bc%lcp]) +h

com

Ry <|z —¢,| < Ry cosh (—) ,
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Note que C5,, tem raio R; cosh (Ril), pois

— Ry cosh™ (%) +h=0

implica

- h
h—l |x Cp’ — )
COS (—1 —1

h
|z — ¢,| = Ry cosh (E) :

Além disso, Cy,, estd contido no fecho da regido lmitada por I', visto que, por (3.1.1)

Logo

temos

h
|z — ¢,| = Ry cosh (E) <R, +d

1
e (C1p)" C Cqp, onde (C1,)" representa a projegao ortogonal de C4,, em {z = 0}.

Defina entao a seguinte funcao

o () Jy(q) se q € 1)
P 0seqé€ Oy, onde Qy =0 — ’ o

onde Q; = Dy,N Q e Dy, é o disco fechado limitado por Cy,. Observe que vp|sq, <
uaq,, para qualquer u solucdo de Qy = 0 em Q com ulp = 0 e ulr, = h, e, além
disso, Qo (J,) = 0. Portanto v, < u em ;. Para ¢ € 2, com um raciocinio analogo
ao anterior, obtemos v, < u em Qy. Como Q; UQy = Q, entdo v, < u em Q e, de
acordo com a defini¢do de v,, temos v, € C° (Q), v, (p) =0sep e T e v,(p) = h
se p € UI';. Portanto v, é subsolu¢ao. Passamos agora a contrugao de supersolugoes
de Qy = 0 em Q. Vamos tratar primeiro do caso que I' é convexa, isto é, Ry = 00.
Seja 3 uma curva convexa contida no plano {z = h} cuja projecao ortogonal no
plano {z = 0} estd contida em € e limita uma regiao que contém UT;. Entao, existe
uma linha reta [, passando por p e que divide o plano {z = 0} em dois semi-planos
fechados, um deles contendo 2. Seja P, o plano contendo [, e que intercepta o plano
{z = h} em uma linha reta L, tal que L, N X # () e tal que uma das componentes

fechadas de {z = h}\L, contém ¥. Note que P, é o grafico de uma funcao linear u,
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definida em todo o plano z = 0. Denote também por u, sua restricao a €. Defina

w, = min {u,, h}.

Note que a projecao ortogonal de L, no plano z = 0 divide €2 em duas regioes uma
delas, digamos {)r,, contendo UI';. Observe que o gréfico de w, sobre {2r, ¢ um plano
cuja equacao ¢ z = h, e no restante de 2 é um pedaco de P,. Aplicando o Teorema
1.1.7 a cada uma das regioes (I, e {2 — {p,, temos que w, é uma supersolucao de
Qo = 0 em (2 satisfazendo 0 < w, < h, w,(p) =0sep el ew,(p) =hsepe UL,
Vejamos agora o caso onde Ry < oo. Por hipétese, podemos considerar um circulo
D,, de raio R, passando por p e contido no fecho do exterior de I'. Seja d,, o centro
de D,. O pedaco K, do catenéide

—d
K, (r) = Rycosh™! (M)
Ry
com

2

h
Ry <|z —dp,| < Rycosh (R_)

tem como bordo dois circulos Dy, = D, e Djy,, onde Dy, é um circulo no plano
z = h que, tendo em vista (3.1.1) estd no exterior de I';, i = 1,...,k. Defina uma

supersolucao w, em {2, como sendo

K, (q) se q esté contido em D}
wy(g) = { ”

h se ¢ nao esta contido em D3, q € €1,

onde D3, denota a projegao ortogonal de Dy, no plano z = 0. Por uma construgao

semelhante aquela feita em (3.1.2), fica evidente o fato de que w, é uma supersolugao

47



satisfazendo 0 < w, < h, w, (p) = 0sep € I'. Se p € I';, para algum I';, simplesmente
definimos w,, = h. Portanto, foram obtidas sub e supersolugoes para QQy = 0 em €2,

concluindo assim a prova do Teorema. O

3.2 Resultados de existéncia para graficos minimos
radiais

Vejamos agora um teorema contido no artigo [9] (com maiores detalhes pode ser
visto em [8]) a respeito da existéncia de um anel minimo, dado como gréfico radial
sobre um dominio anelar contido em uma esfera unitaria, tendo como bordo prescrito
curvas fechadas convexas em planos paralelos.

A mudanga com relagao ao Teorema 3.1.1 é que neste caso y2 = 7] e 71 convexa.

Teorema 3.2.1. (ANEL—MfNMO) Sejam 7y, e o curvas convezras fechadas suaves
contidas em planos paralelos distintos m e m de R3. Assuma que 5 € a projecao

ortogonal de v1 no plano my e que a distancia entre os planos w e my satisfaz

2

d
= Do

onde kyax denota o mdximo da curvatura de v, b = sinhxy, e x¢g € a unica raiz
positiva de coshx — xsinhx = 0 (xg &~ 1.19965 e b ~ 1.5089). Entao existe um anel

minimo merqgulhado tendo como bordo v U 7,.

Demonstracao. Note que as curvas y; com ¢ = 1 e 2, sao graficos radiais sobre uma
esfera unitaria centrada em um ponto equidistante do plano 7;, que podemos assumir
como sendo a origem. A projecao radial a; de v; em S? é o bordo de um dominio ©
em S? e v; é o gréafico radial de uma funcao v; definida em «;.

Denote por C'(£2) o cone radial sobre €2, isto é
C(Q)={rp;r>0,peN}.

Como kpax € 0 maximo da curvatura de «;, podemos considerar um circulo ¢; de raio

R = % totalmente contido no interior da regiao limitada por 7;. Facamos com

48



que o centro desses circulos pertencam a uma reta perpendicular a 7; passando pela

origem. Por hipdtese

2
d < bk
donde oR
<3
e portanto
R
N > b.

Note que o raio de ¢; e a distancia entre os planos satisfazem as condigoes de existéncia
para um catendide dados pelo Lema 2.1.2. Sendo assim podemos considerar um

catendide K (superficie minima) com bordo ¢; U ¢o. Ver ilustragao abaixo.

Observe que K N C () é um grafico radial de uma funcao v € C%° (ﬁ), e sendo
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¢; = vla, temos ¢; < ;. Defina entao a seguinte homotopia
(Wi), = (1 —t) ¢ +tahi, t €[0,1], i =1, 2,

provaremos que (¥;), satisfaz as condigdes da definicdo de homotopia regular para
H = 0. Vamos comegar obtendo barreiras por dentro (no sentido radial) para cada
imagem da homotopia acima. Para isso considere ¢ € [0, 1] e, em cada ponto p do
grifico radial (1), de (¥;),, um catendide K passando por este ponto com bordo
circular contido em um plano paralelo a 7; e tangente a (7y;), em p. Observe que, Kf, é
grafico radial sobre uma faixa em €2. Considere EK,; a superficie envelope da familia
de catendides obtidos quando p percorre (71),. Note que 0EK] = (71),U(72), e EK}
tem curvatura média constante menor ou igual a zero. Além disso EK] é um grafico
radial sobre Q. Entdo aplicando o Teorema 1.2.11 segue o resultado desejado. Como

uma barreira por fora (no sentido radial), tome um cilindro M sobre (71), U (72),.

Tendo em vista que a curvatura média de M é positiva quando o vetor normal
satisfaz (N (p),p) < 0, entao o cilindro serve como barreira por fora. Sendo assim,
obtemos fungoes s, (p) e s, (p) cujos graficos sao EK] e M respectivamente, que
satisfazem os itens da Definicao 1.2.4, provando assim que os caminhos (¥;), e (¥;),

sao regularmente homotoépicos. Segue do Teorema 1.2.5 a conclusao. O]
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Ainda falando sobre o caso das superficies minimas, em que o bordo é formado
por curvas em planos paralelos e onde uma ¢ projecao ortogonal da outra, temos
um resultado que aparece em [2] (Teorema 3.2.4 abaixo), onde essas curvas nao sao
necessariamente convexas, porém existindo uma relacao entre a condicao do circulo
interior e a condicao do circulo exterior dessas curvas. Assim como no Teorema 3.2.1,
neste resultado também temos a distancia entre planos dependendo somente do raio
relativo a condicao do circulo interior.

Deixaremos a demonstracao deste teorema para ser feita juntamente com o caso
H positivo, visto que trata-se de um resultado valido para H > 0. No entanto,
apresentaremos aqui o enunciado do caso H = 0 devidamente adaptado, observando

a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.2.2. Dizemos que duas curvas 7, € o sao curvas cilindricas se sao
curvas de Jordan, suaves, situadas em planos paralelos, e sao grdficos cilindricos

sobre o mesmo cilindro ortogonal a esses planos.

Defini¢ao 3.2.3. Dizemos que uma curva € uma curva cilindrica (ou curva de
Jordan suave star shape) se ela é uma curva de Jordan suave (plana) que é um

grafico cilindrico sobre um cilindro reto ortogonal ao plano que a contém.

Teorema 3.2.4. Seja v wma curva cilindrica em um plano m C R? satisfazendo
a condi¢ao do circulo interior com raio R e 7, a projecao ortogonal de v, em um

plano mo paralelo a my. Assuma que a distancia d entre os planos m e mo satisfaz

. P2
< HIR
- R

e que y1 satisfaz a condigcao do circulo exterior com raio

1 1 bf Ir R2
Rz max{ 1 (r-re g), SRR,

onde

(7‘+2)7’%
Vrr4+r+1)2r+1) (V2r2+3r+ 1+ V2 +r + 1)
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para

R+ R2VRY*+4 1 1
r:r(RQ):\/ 5 —1-4 5

e b é dado pelo Teorema 3.2.1. Entao, existe um anel minimo mergqulhado A tendo
Y1 U ye como bordo. Além disso, A € um grdfico radial sobre uma esfera unitdria.

Encerramos este capitulo observando que como tratamos de superficies minimas,
entao nao faz diferenca qual orientacao escolhemos, para confirmar isto basta analisar

a equacao tendo em vista as duas orientacoes possiveis.
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Capitulo 4

Superficies duplamente conexas de
cmc H > 0 com bordo prescrito em

planos paralelos

Dando continuidade a proposta do trabalho, passamos agora a tratar do Problema
de Dirichlet para a equagao das superficies cme no caso H > 0 (para graficos radiais e
também para gréficos euclidianos) cujo bordo, prescrito em planos paralelos distintos,
é formado por duas curvas de Jordan suaves y; e 5. Veremos que a diferenca
principal entre os resultados deste capitulo, consiste na posicao relativa entre as

curvas dadas. Aqui exploraramos o maior ntiimero possivel de situagoes.

4.1 Anéis radiais de cmc H >0

Comegamos com o Teorema 4.1.1, onde sao as curvas 7, € 7y, sa0 convexas, com
71 = 72 e hipéteses relacionando a curvatura de 7; e 2 com a distancia entre os
planos que contém tais curvas. Na sequéncia, retiramos a hipdtese de convexidade
das curvas, e passamos a uma nog¢ao mais geral onde é possivel incluir o caso nao
necessariamente convexo, conforme vemos no Lema 4.1.2 e no Teorema 4.1.3, onde
neste ultimo ainda consideramos ;7 = 2. No entanto, entre os resultados deste
capitulo um chama mais atencao que os demais, trata-se da Proposicao 4.1.5, onde

consideramos agora o caso em que uma das curvas nao ¢ necessariamente a projecao
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ortogonal da outra.

Observamos que a curvatura média do gréaficos radial A, estd sendo calculada
com relagao ao campo de vetores unitarios normais satisfazendo (N (p),p) > 0 para
todo p € A.

Teorema 4.1.1. Dado H > 0. Sejam 1 e v curvas convexas fechadas suaves em
planos paralelos distintos m, e wo de R3, o sendo a projecdo ortogonal de v, no plano

ma. Seja kyax 0 mdxrimo da curvatura de v, e seja

2
1 24 24 /1 4 4 (Fwex
r=g |yt (i) —1]. (4.1.1)

(fagae)”

Assuma que a distancia d entre os planos m e wy satisfaz

2(7“—1—2)7“%
Hy(r2+r+1)2r+ 1) (V2r2+3r + 1+ Vr2+r+1)

d < (4.1.2)

Entao existe um anel mergulhado A com curvatura média constante H tendo como

bordo 1 U~yy. Além disso, A € um grafico radial sobre uma esfera unitdria.

Observamos que para a prova do teorema acima, basta considerar o caso H = 1.
De fato: Assuma que o Teorema acima é valido para o caso H = 1. Suponha agora
H > 0 e sejam ~; e 72 como no enunciado do Teorema. Entao as curvas Hvy; e Hy
estdo em planos paralelos 7, e m,, a distancia entre 7, e T, é Hd, e o maximo da
curvatura de H7y; é kyax\H. Como as hipéteses do Teorema sao satisfeitas, existe
um anel mergulhado A, tendo Hvy; U Hv, como bordo, com cmc 1, dado como grafico
radial sobre um dominio anelar €. Seja u : 2 — R a fun¢ao cujo grafico radial é A.
Como Q7 (u) = 0 entdo para todo H > 0 temos Qj () = 0. De fato, Q} (u) =0 ¢

equivalente a
. ( Vu 2u [ 2
dw(m) ‘F(m”) =0,

B = 4u® + N2 |Vul?, A = 1+ 22 + y2. Multiplicando e dividindo ambos os lados da
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~ 1
equagao por z temos

. v (4) 2(3) 2 S
(1) + 2 v () (1) + 2 v ()

1\2 \2
o que nos da Q7 (%) = 0. Além disso, #|aq = 71U~z e portanto podemos considerar

somente o caso H = 1.
Seja v uma curva (plana) de Jordan. No restante do texto denotaremos por

int () o interior da regiao limitada por v e por clos () o fecho da regiao limitada

por 7.

Demonstracao. Seja m um plano paralelo equidistante de 7 e ms e assuma que a
origem O de R? pertence a 7. Seja R = ﬁ Escolha um ponto A em int (v;) cuja
distancia a 7, é maior ou igual a R. Assuma que a proje¢ao ortogonal de A em 7
coincide com O. Seja S? a esfera unitdria centrada na origem. Note que v, e 7, sdo

graficos radiais sobre S?. Seja
i =S*N{tp:pey, t>0},i=1,2.

Considere Q como a componente anelar de S*\ (a; U ay). Temos entdo que 7; e

72 sao graficos radiais de uma fungao 1 € C%<(992). O decorrer da demonstragao
1

kmax

consiste em garantir que €2 e 1 estao nas hipdteses do Teorema 1.2.6. Como R =

¢ H =1 entao (4.1.1) toma o seguinte formato:

T:\/R2+R\/R2+4+1_1
2 4 2
ou seja,
_or(r41)
G
e portanto,

1 r(r+1)

Foe VPP T AT
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Por hipétese temos que (ja considerando H = 1)

< 2(r+2)r2
VET+r+ 1) 2r+1) (V2r2+3r + 1+ V2 +r+ 1)
donde
r(r+1)
d<?2
< 24r+1 2r~|—1>
Mas

NS ) m
2rr+1 2r+1 e m 2r+1 rir+1

2 (V2P 3r+ 1Vt 4r 41
B VI +1)V2r + 1 ’

kmax

e como
Vor24+3r+1—+vr24+r+1 1 1
S_S_v
Vr(r+1)3v/2r+1 27 b
entao

r+1
d<?2
( r24+r+1 \/2r+1> Emax

Sendo assim, estamos nas hipéteses do Teorema 3.2.1, e podemos portanto garantir
a existéncia de uma superficie minima tendo como bordo y; U v2. Devemos agora
garantir que 1 é 1 — regular. Para isso devemos obter barreira locais referentes
a Q7 que possuam gradiente limitado, e para tal, de acordo com o Lema 1.2.14,
é suficiente obter uma limitacao positiva inferior para o termo (N (q),q) onde ¢
pertence a barreira a ser obtida e N é o vetor unitario normal em ¢. Dado p € vy,
seja czl, C m um circulo tangente a v; em p de raio R = @ e contido no fecho
da regiao limitada por ;. Note que podemos aplicar o Lema 2.3.5 para garantir a
existéncia de 79 > 7 ndo dependendo de p e um anel rotacional A} . de curvatura
média constante H = 1 com 8Af,07 R= 011) U szv onde c% ¢ a projecao ortogonal de c;
em 7. Além disso, A7 , é um grafico radial suave sobre um dominio A, contido na
esfera unitaria centrada em algum ponto C, € 7 tal que d(Cp,v) = R e d(C,,q),

onde v é a projecao ortogonal de v, no plano 7 e ¢ é a projecao ortogonal de p em 7.
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Seja N, o vetor unitario normal a A? , apontando para o exterior da regiao limitada

por ,m e AffoyR. Note que
(Ny (). 2) = (N (1),0p) = (N, (0) . Gy + (N, (), OC; )

ondeC—p]; ¢ o vetor posicao de p com relagao a esfera centrada em C,. Na tentativa
de estimar o produto interno acima, vamos analisar a relacao entre o vetor normal e
o vetor posicao da curva geratriz. Observe que os pontos pertencente ao trecho de N,
1335 que sua rotacao gera Afo, R, todos tem altura menor que z (r, R). Como o vetor
F' de coordenadas (R, z (r, R)) é o inico que, a0 mesmo tempo, é vetor-posicao e vetor
tangente, temos que, ao considerarmos semi-retas partindo da origem na direcao de
N,., essas serao secantes a curva. Logo os vetores-posi¢ao nao coincidem com os
vetores tangentes no trecho considerado, donde o vetor normal e o vetor posigao
satisfazem <Np (p),CE;> > 0 neste trecho. Para provar que <Np (p),O—>Cp> >0
vamos considerar o plano 7 determinado por C,, p e g. Como A‘fm r ¢ a rotacao de
Affm r NN em torri)> de uma reta L em n ortﬁnal a m e passando por C,, temos
N, (p)EZ Seja U, a projecao ortogonal de OC, no_p)lano 1. Note que o éngulo_o:
entre OC, e N, (p) é igual ao angulo entre N, (p) e U,. Seja [ o angulo entre OC,
T

—
e U,. Temos 0 < < 7. Primeiramente note que para o caso 3 = 7 a afirmagao ¢
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trivialmente satisfeita, suponhamos entao 0 < 8 < 7. Observe que

(N, (p),0Cy) = (cosa). [OC,

mas - s
<Np (p) Up> — Up
cosa = T e ‘OC’p = cos
(30,55 - (%’ %) |1 L (20 ﬁ_

H
Vamos analisar agora o sinal da expressao <Np (p), Up>. Para isso é importante

— — — —
observar que U, deve ser um multiplo de Cq, isto ¢, U, = AC,q, com A > 0 pois
d(0,q) = R =d(Cy,q), logo

<Np (p)7l7fo> = <Np (p) AC71> =A <Np (p),C_p()J> :

L=, — —_—
Pela construcao C,q é um vetor entre Cpp e N, (p), portanto <Np (p), Cpq> > 0.

Sendo assim

<Np(p),(7;>=A<Np(p),@> >0

ﬁ
<NP (p) ’ Up> s
-2 >0, tendo em vista que 0 < § < —.
cos 3 2
Logo

(N (#).0G;) = 0.

Disto segue que (N, (p),p) > 0 e, por continuidade, existem J, > 0 e uma viz-
inhanca Z, de p em 7 tal que (N, (q),q) > 0, para todo ¢ € Z,. Por compaci-
dade, podemos cobrir 7; por um numero finito de vizinhancas Z,,,,....Z,,. Sendo
0 = min{d,,,0p,, ..., 0p, }, segue que (N, (¢q),q) > ¢ para todo ¢ € ;. Aplicando
diretamente o Teorema 1.2.11 verifica-se que qualquer grafico radial Afm r fornece

uma barreira suave s, (por dentro) em qualquer p € 7, com |Vs; ‘ limitada. Para
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obter uma barreira acima s; tomamos o cilindro sobre v; U 72, que de acordo com a
orientacao escolhida tem curvatura média (nao necessariamente constante) negativa.
Aplicando novamente o Teorema 1.2.11 temos que s;; serve aos propositos do prob-
lema e além disso ‘Vs;’ é limitada. Sendo assim provamos que ¥ é 1 — regular, e

podemos aplicar o Teorema 1.2.6. Concluindo assim a demonstracao. O

Dado R > 0 defina

B (r+2)r2 B
Sl B = Vrt+r+1)(2r+1) (\/27“2+37’—|—1+\/7“2+7“—|—1) = (413)

1
_ et L (4.1.4)
r24+r+1 2r +1

2 2
T:T(R):\/R +RVEP A

onde

1 1
2 4 2

Vejamos agora, um resultado do artigo [2], que abre caminho para o caso onde

tratamos a situagao ; e 2 nao necessariamente convexas e vy = Ya.

Lema 4.1.2. Seja v; uma curva cilindrica no plano m satisfazendo a condi¢do do
circulo interior e exterior com raios R e R. respectivamente, e seja ] sua proje¢ao
ortogonal no plano m paralelo a m. Assuma que d = d(m,m) < f[r,R] onde f €
dada por (4.1.3). Se

1
RGZR—T+§,

entao existe um anel A de curvatura média constante H = 1 cujo bordo é ~v; U 0y,

onde 0y C int (7)) € uma curva de Jordan paralela a vf, com
d(7y,00) =R—-p<R-r,

satisfazendo a condi¢ao do circulo interior com raio p. Além disso, A € um grdfico

radial sobre uma esfera unitdria centrada em um ponto que pertence ao int (dy).
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Demonstracao. Podemos supor, sem perda de generalidade, m; como sendo o
plano z = d, w5 o plano z = 0 e 7; uma curva cilindrica sobre um cilindro que
contém a origem do R3. Entdo ; é um grafico radial sobre a esfera unitdria
S2. Considere um circulo C' C int (;) com raio menor ou igual a r = r (R)
e centro b = (0,0,d). Note que isto é possivel pois 7; satisfaz a condigao do
circulo interior com raio R e

7ﬁ_\/11%2+R\/R?+4+1 1
= i

- <R
2 2

Seja © o cilindro sobre C. Entao © contém a origem e 7; é um grafico
cilindrico sobre ©. Seja C um circulo em 7y, de raio R, contido em clos (1)
e tal que C' C int (Cp). Entao existem fungdes continuas w, wy : C' — R tais
que:

%z{ber(p)-@;peC}

Coz{b+wo(p)-@;p60}.

Observe que w transforma C' em v, ampliando o circulo na direcao da nor-
mal, o mesmo se dd com C' e (. Considere agora, a seguinte homotopia:

o= b [0 = )wo (0) B+ 1w ) Bp] s pe Ot e 0.1}

que inicia em Cj (t = 0) e termina em 7, (t = 1), de forma que ~; satisfaga
a condicao circulo interior e exterior com raios R e R, respectivamente, para
todo t € [0, 1]. Observe que ~; é um gréfico cilindrico sobre O, e também um
gréifico radial sobre S? para todo t € [0,1]. Deste modo, dado ¢ € [0, 1], para
cada p € 7y, podemos considerar o circulo C,, C clos () com raio R, tangente
ay em p, e como d = d(m,m) < f[r, R], existe, pela Proposi¢ao 2.3.5, um
anel M, com curvatura média constante 4 = 1 tal que OM, = C, U C’;, onde
C’;J ¢ um circulo em 7y de raio p, com

r<p<R<yr(r+1)

tal que
z(r,R) —d==z(r,p),

onde z é dada por (2.3.10). Uma descrigao do exposto acima pode ser visto
na figura que segue (observagao - figura fora de escala).
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Além disso, M, ¢ um grafico radial suave sobre um dominio A, contido na
esfera unitdria centrada em um ponto S, € {z =0}, onde S, ¢é a projecao
ortogonal do centro de C, em {z = 0}. Seja N, o vetor unit drio normal a
M,,, como vimos no Teorema 4.1.1, existe o > 0 tal que (N, (p),p) > o para
todo p € . Considere agora a superficie envelope ¥; de M, obtida quando
p varia em ;. Tem-se 0%; = v, U d;, onde 6, = 3; N mo. Temos que §; é um
grafico cilindrico sobre © e, como 7, C clos (v,), pois a homotopia amplia
cada curva, entdo se t; < ty, para ti,ty € [0, 1], temos

0, C clos (6,) C clos (7).

Note que

para todo t € [0,1], onde v} é a projegao ortogonal de 7; em 7y e, por
construcao, 0, satisfaz a condi¢ao do circulo com raio p. Alguns calculos
mostram que

Kooy

ke — — 8
Tk

ou seja,
_ ko

1= (R—p)ky;
(A sendo a distancia entre v/ e d;). Entao, como 7, satisfaz condi¢ao do
circulo exterior com raio R., temos

1 B 1_(R_P)k%*

1
pe_k_ét ko _k%*_(R_p)_

ks,

(4.5)

=R.—(R—p)>R.—(R—7).
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Por construgao, ¥; é um gréfico cilindrico sobre © e um grafico radial sobre
S? com (N, (a),a) > o > 0 para todo a € %, visto que (N, (p),p) >0 >0
para todo p € . Em particular, >y é um grafico radial de curvatura média
constante H =1 tal que vy = Cy e 09 = C§ € um circulo de raio p. Seja

C(n)={sp:p€m,s=>0},

[y =% NC(n), a=Cn)NS?% B =mNS?eacomponente anelar
de S? — (U ). Considere a componente conexa fechada A; de ¥; tal que

aAt - Ft U 5t'

Deste modo, A; é um grafico radial de uma func¢ao v; : Q — R com |Vy,| < K
nao dependendo de ¢ pois (N, (a),a) > o > 0 para todo a € A; e todo
€ [0,1]. Seja ¢, : 02 — R tal que ¢y = vy|sq, isto é, ¢, é a fungao grafico
radial de é I';Ud;, em particular, ¢; = 7, Ud;. Afirmamos que ¢; é 1 —regular
para todo t € [0,1]. De fato, a func¢do v; fornece uma barreira abaixo (no
sentido radial) para ¢, relativa ao operador ;. Como uma barreira acima
(no sentido radial), procedemos como segue. Relacionamos o ponto p €
com o ponto p* € §; da seguinte maneira: tome o semi plano 7, determinado
pelo eixo central de M, e p, e que contém p. Seja l; = m, N M, entao lf? C X
é uma curva plana ligando p € v a p* € &, p* = l; N my. Deste modo,
dado ¢ € Ty, por construgao, existe um tnico [}, tal que ¢ € I, N T;. Defina
T = llt, N d; e considere o segmento L, ligando ¢ e ¢*. Entao L, estd no
exterior da regiao limitada por 3; (e também de A;). Como 4, satisfaz a
condigao do circulo exterior com raio p. e, por hipétese, R, > R —r + %,

segue que
pe > Re—(R—) ZR—T—F%—(R—T) = %
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Note ainda que, se 7 é um plano paralelo a m; entre m; e 7, temos por (4.5)
que X; N7 satisfaz a condi¢ao do circulo exterior com raio

pZ:Re_d(%zka[ZtmTr]*> 2 Re_d<7t*7[2tﬂﬂ-2]) -

:Re_d(%;kaét) :Re_(R_T) = Pe Z %7
onde [...]" indica a projegao ortogonal daquela curva no plano 7. Seja ﬂg 0
plano ortogonal a L, que contém g, Wg* o plano ortogonal a L, que contém
q*. Como pt > % para todo t € [0,1] e L, estd no exterior da regiao limitada
por ¥; (e também de A;), podemos tomar o pedaco do cilindro ©, de raio
1\2 e diretriz L,, com L, C O, e tal que O, estd entre 7Tg e 71'2* e no exterior
da regiao limitada por A;. Por outro lado, a curvatura média de ©, é H < 1.
Tendo em vista que (N, (a),a) > ¢ > 0 para todo a € A;, onde N, é o
vetor unitario normal a A; apontando para o exterior da regiao limitada
por A; (e portanto apontando para o interior da regiao limitada por ©,),
segue disto e dos mesmos argumentos sobre compacidade usados acima, que
existem vizinhancas U, C Q com ¢; ' (q) € U,, e V, C ©, com g € V, tal que
V, é o grifico radial de uma fungao suave s, : U, — R, com |Vs,| < G,;. Se
¢ € d; usamos o mesmo argumento.

Sendo assim as funcoes s, fornecem barreiras locais (acima) para ¢, relativas
ao operador @)}, e, pela compacidade da 02 e de [0, 1] segue que

|Vsy| < max{K,G}=F (4.6)
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onde

G=max{G,;, ¢ € 0etel01]},

e isto conclui a afirmacao. Além disso, como uma consequéncia da prova
deste fato, temos que ¢g é ()1 regularmente homotépico a ¢,. Portanto, do
fato de que existe vy € C?° (ﬁ), vg > 0, tal que o gréfico radial de vy é
Ap com vg|gn = ¢o, Ag C %o, uma superficie com curvatura média constante
H =1, e da regularidade homotopica entre ¢q e ¢1, pelo Teorema 1.2.5 existe
uma superficie A com curatura média constante H = 1 que ¢é grafico radial
de uma funcao v € C** (ﬁ) com u|gg = ¢1 = 1 U 1. O

A demonstracao do proximo Teorema difere da prova do lema acima
em poucos detalhes, portanto optamos por resumi-la a apenas alguns co-
mentarios.

Teorema 4.1.3. Seja 7, uma curva cilindrica no plano m e seja vy, sua
projecao ortogonal mo plano mo paralelo a m . Assuma que 7y, satisfaz a
condi¢cao do circulo interior e exterior com raios R e R, respectivamente. Se
d=d(m,ms) <2f[r,R] onde f é dada por (4.1.3) e

1
RezR_T+§;

entao existe um anel C' de curvatura média constante H = 1 cujo bordo é
v1 U, Além disso, C' € um grdfico radial sobre uma esfera unitdria.

Demonstracao. Em resumo, a demonstracao deste Teorema consiste em con-
siderar a mesma estrutura do Lema acima com relagao a notacao, homotopia
e construcao de barreiras, lembrando que, como d (m,m) < 2f [r, R], pode-
mos considerar para todo p € 7, uma superficie definida da seguinte forma
M) = {M,} U{—~M,}, onde {—M,} representa o conjunto formado por to-
dos os pontos da superficie M,,, porém com a coordenada z substituida por
(=2). A envelope X, da superficie M, é tal que 0% = 4 U~;, com 7 C .
Considerando I'y = £, N C (1), I'y = X, N C (72), A; a componente conexa
fechada de ¥; cujo bordo é 0A; = I', UTY, definindo ¢, : 92 — R como a
funcgio cujo grafico é Ty UT}, onde  é a componente anelar de S? — (a U f3),
com a = C (y)N S?, ta = C (12) NS?, e trabalhando como no Lema acima,
garantimos que ¢y € )] regularmente homotépica a ¢, usando entao Teo-
rema 1.2.5 segue o resultado. ]

64



Ainda dentro da situacao de curvas cilindricas, apds tratarmos o caso
Y5 = 72, vejamos uma outra (possivel) posigao relativa entre 7, e 7o, através
da figura que segue

i T — /
I o T
/s - N
g P S/
e T . -

£

/ —

c Y
Y \\W /MH

Froegha da caurea () curvd

T

Iz

Observe que o deslocamento de 7, (curva 2), com relagao a 75 (projecao da
curva 1) faz com que a regido limitada por 7, intercepte o complementar
da regiao limitada por 7f, o que torna essa situagao diferente das outras
apresentadas até entao.

O proximo resultado refere-se a duas curvas posicionadas de forma bem
semelhante ao grafico acima. No entanto, devido a necessidade do uso de
barreiras locais, durante a demonstacao é preciso, de certa forma, ”controlar”
o deslocamento de uma com relacao a projecao da outra. E isto é feito através
da seguinte:

Definicao 4.1.4. Sejam 7, e v2 duas curvas de Jordan coplanares que sao
star shape com relagao ao mesmo P. Sejam By o fecho da regido limitada por
71 € By o fecho da regiao limitada por ve. Defina Ay = B1\Bsy e Ay = By\ By
e A= A1 UAs. Dizemos que o "deslocamento” d* = d* (y1,72) entre y1 € ¥z
¢ menor ou igual a &, com 6 > 0, se o diametro do maior circulo contido em
A € menor ou igual §.

Ja de posse dessa defini¢ao, passamos a seguinte proposicao

Proposicao 4.1.5. Sejam v, e v curvas cilindricas em planos paralelos 7 e
Ty respectivamente e seja i a projecao ortogonal de vy no plano my. Assuma
que 7y, satisfaz a condi¢ao do circulo interior com raio Ry e

f [Tv Rl]

d:d(’ﬂ'l,’ﬂ'g)g 9 5
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onde f € dada por (4.1.3). Seja p > r definido por z (r,p) = z(r,Ry) — d,
onde z € dada por (2.3.10), e suponha que 7y, satisfaz a condi¢ao do circulo
interior com raio Ry > r tal que z(r,Ry) = d. Se v e 7y satisfazem a
condi¢ao do circulo exterior com raios R{ e RS respectivamente tais que

1 1
RTZR1—T+§, R§Z§
e
d*=d" (7],72) <min{Ry —r, Ry — p}, (4.7)

entao existe um anel B com curvtura média constante H = 1 tendo como
bordo vy U ys. Além disso, B € um grdfico radial sobre uma esfera unitdria.

Demonstracao. Mais uma vez, podemos supor m; o plano z = d, m o plano
z = 0 e que o cilindro © sobre o qual ; e v, sao graficos cilindricos contém o
ponto O = (0,0,0) e tem raio menor ou igual a r. Entao v; e 7, sdo gréficos
radiais sobre S$2. Como d < @ e

1

RT > Rl —7r+ 5

Entao pelo Lema 4.1.2, existe um anel A com curvatura média constante

H = 1, grafico radial sobre S? e gréfico cilindrico sobre ©, cujo bordo ¢

7 U d1, sendo §; C int (75) uma curva de Jordan paralela a ~7, satisfazendo

a condicao do circulo interior com raio p onde r < p < R; e, também

d(vf,01) = Ry — p. Observamos também que §; satisfaz a condigao do

circulo exterior com raio p, > 3. Usando (4.7) temos que &; C clos (72) e,
além disso, como

z(r,p)=z(r,R)—d

e

d_flnk] _ flnk] _ 2’(7“,31)7

2~ 4 - 2 - 2
logo

d < f[r7R1] < Z(an).
- 2 - 2
Entao
z(r,p)=z(r,R1) —d>z(r,Ry) — : (7“,2R1) > (T’QR1> > d.
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Juntando isso com o fato de que 7, satisfaz a condicao do circulo interior
com raio Ry tal que z (r, Ry) = d, temos que 7, e 0; satisfazem a condicao
do circulo interior com raio Ry. Além disso, ambas satisfazem a condicao do
circulo exterior com raio R¢ > % Seja C' = © N my. Entao existem fungoes
w, wg : C'— R tais que:

Yo = {w(p)-b_)p;pe C}

_
o = {wo (p) .bp; p € C}.
Considerando a homotopia natural
— —
& = {0 1ywo ) B+ tw () Bp] p e 1 e .11}

de tal forma que cada imagem &; satisfaga a condicao do circulo interior e
exterior com raios R e R® respectivamente, para todo ¢ € [0, 1].

Dado p € &, seja 6’; C clos (&) o circulo de raio Ry tangente a & em p. Seja
Pr € pr as projecoes do centro de 6’; nos planos z =de z = —z(r,Ry) + d
respectivamente. Seja C, um circulo de raio Ry no plano z = —z (r, Ry) +d
cujo centro é pr. Como

flr, B]
2

d< < z(r,Ry)
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existe um anel rotacional M, com curvatura média constante H =1 tal que
oM, = C, U C;. Além disso, M, Ny = C, pois z(r, Ry) = d, e como
d* (77,72) S min{Ry —r, By — p} entdao C;; C clos (71). Observe a ilustragao
abaixo.

Seja ]\7[; o pedaco de M, entre 6’; e C) (8]\20 = 6’; U C’;) e seja X, a superficie

envelope de M, quando p varia em ;. Entao 0%; = § U (; onde ¢, = X, Nmy
¢ entdo uma curva de Jordan fechada contida no clos(7), satisfazendo a
condicao do circulo interior com raio r, e

Gty C clos (Gr,) C clos (C1) C clos ()

para todo 0 < t; <ty < 1.
Seja

C(¢)={sp:pe(,s>0},
By = C (¢;)NS? e ; a componente conexa de S* — (U 3;), onde o = S*Ny.
Note que €, C 4, se t; < ty. Pelos mesmos argumentos ja usados no Lema
4.1.2, concluimos que %, é o grafico radial de uma funcio suave v, : ; — R
com |Vu| < K*, K* > 0, para todo t € [0,1]. Além disso, ¥; é um gréfico
cilindrico sobre ©. Seja 8 = C (7;)NS? e denote por §) a componente conexa
de S* — (U B). Note que, como

01 C clos (&) C clos (v2),
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segue () C (4, para todo t € [0,1]. Além disso, Q2 é o domfnio em S? sobre
o qual A é grafico radial de uma funcao v € C?* (Q) Agora, considere a
funcéo u, : Q — R dada por

uy (p) = max {v (p),v; (p)} -

Seja G (uy) o grafico radial de uy (G (uy) é também grafico cilindrico sobre
©). Temos &§ = G (uy) N e y1 = G (uy) Ny, Seja g - I — R a fungao
tal que o gréfico radial de ¢; é v; U &. Em particular, o grafico radial de g
é v Ud C A, e o grafico radial de ¢ é v Uy, Entao u; é uma barreira
local abaixo (no sentido radial) para ¢;, pois de acordo com o Coroldrio
(1.2.12), aplicado numa vizinhanga suficientemente pequena W, C G (u;) de
um ponto z € 9G (uy), temos que G (u;) coincide com qualquer superficie de
cme H = 1 que possua bordo 73 U & e além disso |V, < max {K*, F'}
para todo t € [0,1], onde F' é dado por (4.6). Vamos construir agora, uma
barreira acima. Dado p € &, considere o semi plano 7, determinado pelo eixo
central de © e p e que contém p. Entao, como 7, é um grafico cilindrico sobre
©, existe um dnico p* = m, N ~y;. Considere o segmento L, ligando p e p* e
sejam 7T§t, m)* planos ortogonais a L, passando por p e p* respectivamente.
Como §t e v satisfazem a condi¢ao do circulo exterior com raio 1 , podemos
considerar o pedaco de um cilindro circular reto ©, de raio %, Com diretriz
Ly e L, C ©,, situado entre 7§ e 7', com 7' N O, (7' N O,) no exterior
da regido limitada por G (u;). Sendo assim este pedago do cilindro ©, estd
no exterior da regiao limitada por G (u;). Além disso O, possui curvatura

média H < 1. Segue do fato de que, (N, (a),a) > ¢ > 0 para todo a € ¥,
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(ou A;), onde N, é o vetor unitario normal a superficie ¥; (ou A;) apontando
para o exterior da regiao limitada por ¥; (ou A;), que (N, (a),a) > o >0
pata todo a € G (u;). Entao pelos mesmos argumentos ja usados no Lema
4.1.2 existem vizinhancas U, C Q com ;' (p) € U,, e V, C ©, com p € V,
tal que V,, é grifico radial de uma fungao suave s, : U, — R, com |Vs,| < L*
onde L* nao depende de p e t € [0,1]. Logo, a fungao s, : 71, — R fornece
uma barreira local acima para ¢, relativa ao operador )7 em p.

Como

Vo, |Vs,| <max{K*, F, L"}

para todo p € 11 U& et € [0,1], segue que ¢, é 1 — regular para todo t €
[0, 1], e como consequéncia direta deste fato temos que ¢ é QF regularmente
homotoépica a ¢y. Como ug = v e o grafico radial de uy é uma supericie com
curvatura média constante H = 1 (a superficie A) com wg|aq = po = 71 Udy,
segue do Teorema 1.2.5 a existéncia de uma superficie B com curvatura
média constante H = 1 que ¢ grafico radial de uma funcao u € C%° (ﬁ) com
ulon = v1 =71 U 7. O

Os proximos Teoremas generalizam a situacao H > 0 através de deter-
minados ajustes com relacao as hipéteses dos resultados para o caso H =1,
onde usamos basicamente o ja exposto no inicio desta mesma secao.

Teorema 4.1.6. Dado H > 0. Seja v, uma curva cilindrica em um plano
7 C R? satisfazendo a condigcao do circulo interior com raio R e v, a
projecao ortogonal de v, em um plano w paralelo a m. Assuma que a
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distancia d entre os planos 7 e mo satisfaz
2f [ry H
d S f[,r[i[ R]}
e y1satisfaz a condi¢ao do circulo exterior com raio R, tal que

1 1
. > — | HR — -
R, > (R 7“+2>

onde f € dada por (4.1.3). Entao existe um anel mergulhado B com curvatura
média constante H e OB = v, Uyy. Além disso, B € um grdfico radial sobre
uma esfera unitdria.

Demonstracao. As curvas v, = H~y, e v, = H~, estao contidas em planos
1 2
paralelos 7] e 7 respectivamente, cuja distancia entre eles satisfaz

d* = Hd <2f[r; HR].

De fato, supondo sem perda de generalidade 71 C {z =d} e 7o C {z =0} e
ambas graficos radiais sobre a esfera unitaria S?, entao a curva v; = Hvy, C
{z = Hd} e v, = Hy, C {z = 0}. Além disso, afirmamos que

1
= (E) .max |k, | .

De fato, (fagamos o caso H > 1 pois o caso restante é andlogo) observe que
v C int ((7v4)") onde (v1)" é a projegao ortogonal de v, no plano {z = d}.
Logo 71 e (v1)" sao curvas paralelas, portanto

max {k%

max ‘k‘(%)*

max ’k’wi

max |ky, | =

- 1 — dmax

oy

1-— dmax ‘/{5(%)*

onde d é a distancia entre 71 e (v;)". Seja p € 91 e C,, um circulo de raio

- |1k | tangente a y; em p e C), C clos (1), e considere g o centro de C),. Se
max|Ryy

—>
7 = p— q entdo a extremidade do vetor Hv pertence & curva (v})”, e sendo
assim d é dada por
1

H
d:’H ——”: H-1)7|=(H-1)|7|=(H-1) —
DT = =) T = (= )T = (=)
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substituindo d em (4.8) temos

1 B 1—dmax‘k(%>* 1 _d
max [k, | max ‘k(v/)* max )k(y)*
1 1
= —————(H-1). )
max ‘k(%)* max |k, |
Logo
H B 1
max\k71| max ‘k(ﬁ'y
1

1
max‘k:% = (E) .max |k, |,
o que conclui a afirmagao. Entdo 7] é uma curva cilindrica que satisfaz a
condicao do circulo interior e exterior de raios R’ = HR e
, 1

RezHRezHR—r+§
respectivamente (lembrando que r = r (HR)). Logo, pela Proposigao 4.1.3
existe um anel mergulhado A com cmc H = 1 tendo 74 U ~5 como bordo, e
que é um grafico radial sobre uma esfera unitaria, portanto

B=(H) " A

¢ um anel mergulhado B com cmc H tendo 73 U7, como bordo. Além disso,
B é um grafico radial sobre uma esfera unitaria. m

Teorema 4.1.7. Dado H > 0. Seja v, uma curva cilindrica em um plano
m C R? satisfazendo a condicio do circulo interior com raio R e v a
projecao ortogonal de v, em um plano w paralelo a m. Assuma que a
distancia d entre os planos m e mo satisfaz

< 2 B7]

d AL
> R ’
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e que vy, satisfaz a condigao do circulo exterior com raio

. P2
Rz {3 (1= ) MY

onde [ € dada por (4.1.3) e b é dado pelo Teorema 3.2.1. Entdo, se H < R,
existe um anel mergulhado A com curvatura média constante H tendo ~v1 Uy,
como bordo. Além disso, A € um grafico radial sobre uma esfera unitaria.

Demonstragao. Suponha que m; é o plano z = d\2, e 1o = —d\2, e 71 € Yo
graficos radiais sobre S?. Sendo

N =By, v = Ry,

essas curvas estao contidas em planos paralelos 7] e 7}, respectivamente, cuja
distancia entre eles é

d(my,m) = Rd < 2f [r; R?] .

Segue que 7] satisfaz a condigao do circulo interior e exterior com raios R’ e
R! respectivamente, onde R’ = R* e

R;:RREZRQ—T+%,

1
= <E> .max|k71\,

e r =r(R?). Além disso, 7, é uma curva cilindrica. Entao, pela Proposigao
4.1.3, temos que existe um anel mergulhado A com curvatura média constante
H =1 tendo como bordo 7} U~4 e que é um grafico radial sobre S%. Entao
B = (R)"" A é um anel mergulhado com curvatura média constante H = R
tendo como bordo v; U7, que é um gréfico radial sobre a componente anelar
Q de

pois

max ‘k%

82— {(C(n)N$) U (C ) NS},

onde C (v;) = {tp:p € vi,t > 0}. Para o caso 0 < H < R, vamos utilizar
o Teorema 1.2.7 da seguinte forma, primeiramente, temos que provar a H —
regularidade de 1) onde 1 € C% (9Q) é a funcao cujo grafico ¢ y;Uvy. Como
B tem curvatura média constante R e é o grafico radial de uma funcao v €
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C% (Q) tal que v|oq = ¥, com |Vu|,, < 8,8 > 0 (pois A é o gréfico radial
de uma funcdo w € C** (Q) com [Vw|yq, limitada (decorre de argumento ao
usado na prova do Lema 4.1.2), portanto, aplicando o Teorema 1.2.11 temos
que B fornece uma barreira abaixo para 1. Por outro lado, como =, satisfaz
a condicao do circulo exterior com raio

bt lr: R2
bR
- R
entao, para cada p € y; podemos considerar o circulo 3, de raio R, em m

tangente a m; em p e tal que 3, estd contido no exterior da regiao limitada
por ;. Como

R

. P2 . P2
L2 R bf [ Y
- R - R
onde b = sinh zy e xg é a Unica raiz positiva da equacao

coshxz — xzsinhx =0

(2o &~ 1.19965 e b ~ 1.5089), entao pelo Teorema 3.2.1, existe um anel minimo
M, mergulhado tal que M, = 3, U 3;, onde 3, é a projegao ortogonal f3,
em my. Note que, como ~; é uma curva cilindrica, para cada p € 7, existe
uma vizinhanca V, de M, com p € Vp, tal que Vp é grafico radial de uma
funcao 3; definida em ©Q, C Q, com ‘Vs;j | < K, onde K nao depende de p.
A prova deste fato é semelhante a prova do fato de que o anel ¥, com cur-
vatura média constante H = 1 do Lema 4.1.2 fornece uma barreira abaixo em
cada ponto p € v (apenas notando que, agora, NN, é vetor unitario normal
a M, apontando para o interior da regido limitada por 7y, mo e M,). Entao
cada M, fornece uma barreira s; acima para 1 relativa ao operador Q7.
Garantindo assim a H — regularidade de 1. Quando 0 < H < R, usando
B, como nas hipéteses de 1.2.7 obtemos a conclusao. Se H = 0, considere
o "convex hull” de ~; e o cilindro reto R, sobre este "convex hull”. Visto
que 7y, é um grafico cilindrico, temos que C (1) N R, e C' (72) N R, sdo curvas
fechadas suaves que sao graficos radiais sobre a 02, e o pedaco de R, entre
essas curvas é o grafico radial de uma funcao f € C*¢ (ﬁ) e sua curvatura
média é nao positiva. Sendo assim, estamos nas hipéteses do Teorema 1.2.7,
donde existe existe um anel mergulhado A com curvatura média constante
H = 0 tendo 7, U y2 como bordo. Além disso, A é um grafico radial sobre
uma esfera unitaria. O
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Teorema 4.1.8. Dado H > 0. Sejam 1 e vo curvas cilindricas em planos
paralelos Ty e Ty respectivamente e seja 7 a proje¢ao ortogonal de vy, em To.
Assuma que y; satisfaz a condicao do circulo interior com raio Ry e
flr; HRy]

2H
onde f € dada por (4.1.3). Seja p > r definido por

d=d(m,m) <

2(7">p) - Z(raHRl) _Hd;

onde z € dada por (2.3.10), e suponha que 7y, satisfaz a condi¢ao do circulo
interior com raio Ry > & tal que z (r,HRy) = Hd. Se v1 e vy, satisfazem a
condi¢ao do circulo exterior com raio R{ e R§ respectivamente tais que

1 1 1
e > - e > .
RI_H(HRI 7‘+2>, 5> o (4.9)
‘ 1
d* < ﬁmin{HR2 —r, HRy — p}, (4.10)

entao existe um anel B com curvatura média constante H tendo v, U~ys como
bordo. Além disso, B € um grdfico radial sobre uma esfera unitaria.

Demonstragao. Note que as curvas v; = Hvy; e 75 = Hvs estao contidas em
planos paralelos 7] e 7, respectivamente tais que

H
d=d(r,, ) =Hd< M.

Segue de (4.9) que a curvas 7 satisfaz a condigao do circulo interior e exterior
com raios HRy e HR, —r+% respectivamente, e a curva v, satisfaz a condicao
do circulo interior e exterior com raios H R e % respectivamente. Além disso,
o deslocamento d* entre elas 4 dada por d* = min{HRy, —r, HR; — p}.
Entao, podemos usar a Proposicao 4.1.5 para concluir que existe um anel
A com curvatura média constante H = 1, grafico radial sobre uma esfera
unitaria, com 0A = v} U~j. Segue que

B=(H)".A

¢ um anel com cmc H e 0B = 7, Uy, Além disso, B é um gréfico radial
sobre uma esfera unitaria. ]
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E importante lembrar que, no capitulo anterior, haviamos deixado sem
demonstracao o Teorema 3.2.4 para que essa fosse feita juntamente com o
caso H > 0. Tendo em vista, a prova do Teorema 4.1.7, tem-se entao,
automaticamente, a prova do Teorema 3.2.4.

4.2 Anéis de cmc H > 0 dados como graficos
euclidianos

A base desta segao sdo os resultados do artigo [6] para o caso de su-
perficies cmc H > 0, dadas como graficos sobre dominios anelares e cujo
bordo (formado por curvas convexas) estd contido em planos paralelos. A
técnica utilizada é o Método de Perron, que como vimos no Capitulo 1,
basea-se na construcao adequadas de sub e supersolugoes.

Quanto a posicao das curvas prescritas v, e 72 em planos paralelos, os
resultados deste capitulo tratam do caso onde a projecao de y; no plano
que contém 7y, é paralela a 7. Além disso, a distancia entre os planos que
contém o bordo depende de H. Vejamos entao dois teoremas que relatam
essa situagao.

Teorema 4.2.1. Dado H > 0, seja o uma curva convezxa fechada de classe
C? no plano z = 0 e assuma que

H <k <2H, (4.11)

onde k denota a curvatura de o. Ponha ky = max k. Dado qualquer A € R

satisfazendo
0che (1o /Fu (4.12)
kv 2H |’ '

denote por B a curva paralela interior a o, cuja distancia ate o € X, isto é

B={p+An(p); pe€a}

onde n (p) € o vetor unitdrio normal interior a o em p. Se

h=4/A 3—)\ 4.13
G s
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entdo existe uma solugio u € C? () N C°(Q) de Qu = 0 em Q tal que
ulo =0 e ulg = h, onde Q € o anel planar com bordo o U f3.

Demonstracao. Por (4.12) temos que

1 Foar
Ne 1oy /)
0< <k:M< 2H>

Mas
0< H < kyy.
Logo
1> 1
H  ky

0<>\<%<1—\/g>_%<1—\/7§>.

Utilizando (4.13) temos

2 1 V2V (2 1 V2 1
2
— _— — —_— _— — —_— < —
h A(H A)<H<1 2><H H+2H>—2H2’

onde, para obter a primeira desigualdade acima, analisamos o sinal da funcao
F(\) =2 — X2 no intervalo [0, £], donde

1 1
h< — < —.
Hv2 H

Sendo assim, dado p € a ao considerarmos uma esfera S, de raio & centrada
em p + (4)n(p), temos que {z=h} NS, # 0. Seja T, = {z="h} NS,
Note que C, = {z=0} NS, = D, é um circulo de raio + tangente a «
em p e segue de (4.11) que o disco D, contém Q. Afirmamos que 3 + hes,
onde e3 = (0,0,1), é a curva envelope da familia de curvas T,, p € a. De
fato, seja a : [0,a] — R? uma parametrizacao pelo comprimento de arco
para a. Observe que, para cada t € [0,a] temos um p € « e portanto uma
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T, associada a t. Note que os pontos da curva T sao todos da forma
q = (z,y,h) com ¢ satisfazendo

- L] —L <o
q—« Hn Hg— )
B(q.t)

pois os pontos ¢ € T devem pertencer simultaneamente ao plano {z = h}
¢ & esfera de centro a (t) + 1 (t) e raio . Logo a curva v (t) , envelope da
familia T,,(;, ¢ dada pelas equagoes

®(q,t) =0e @ (q,t) =0.

Com o intuito de explicitar 7 (¢), vamos analisar a seguinte curva

(1) = a(t) + Zn (1),
Note que ¢ (£) é regular pois
) = o (1) + o (1) =
= o ()~ gha (1) =

portanto

o= |(1- ) @] == 5| >

onde na tultima desigualdade usamos (4.11). Observe que n (t) é ortogonal a

¢ () pois
(n(t),c (b)) = <n(t), (1 - %) o (t)> ~0.

Sendo assim podemos escrever
y(t)=at)+ut)d (t)+v(t)n(t)+ hes

para algumas fungoes u (t) e v (¢). Portanto

v(t) = a(t)+u(t) [o/ (t) — %ko/ (t)] +o(t)n(t)+ hez =

— a®) +ult) {1—%}@’(t)+v(t)n(t)+heg.
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Note que

o, — 2<7 (1) —a(t)~ =n(0).5 () —a' (1)~ <t>> _

— () {1_%2

para todo t € [0, a] e, portanto, por (4.11) temos u (t) = 0 para todo t € [0, a.
Entao
y(t) =a(t)+v(t)n(t)+ hes,

e substituindo v (¢) em ® (¢,t) = 0 temos

‘(U () — %) n(t) + hes

1 /1

Observe que existem duas curvas envelope para a familia 7). No entanto,

a curva mencionada na afirmacao aparece quando substituimos v (t) = % —

\/ 7z — h? em 7 (t), ou seja,
() = at)+ i—\/%—hzln(t)—i-he?):
() — (,/% —h2> n (1) + hes,
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isto é,

Sx

= a(t)+

S
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e usando (4.13) temos

5 () :cﬂﬂ+ﬁmﬁ—(¢£5—<%—A0>n@+h@:
= a(t)+ () - M(-—%)27Nﬂ+h@_
_ a@y+%n@y-(x_%)

= a(t)+ n(t) + hes = B + hes.

n(t) + heg =

Agora vamos garantir que 3+ hes ¢ a curva envelope interior da familia T, ).
Para isso observe que

k(t)
%@)_1—Ak@
e )
min kg = —mlnk
AT ] T Xmink’

Usando (4.13) temos

min k H
>

s = T T mink = 1-\H
B H B 1
1= (F=\d—m) B\ —n
logo
. 1
min kg >

e
Observando que T, é um circulo de curvatura

1
1 p2

H2

Y

podemos concluir que 7y (t) = 3 + heg é a curva paralela interior da familia
Ta), isto é, qualquer circulo da familia Ti, ) contém 7 (¢). Segue que dado
qualquer p € aU 3, existe uma semi-esfera .S, com curvatura média constante
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H, que ¢ gréfico de uma funcao u, definida em um disco contendo 2 tal que
uy,(p) =0sep € aeuy,(p)=hsepe . Além disso, a restricao u, de u, a
Q cumpre Qu (4,) = 0 e Uylon > v|on onde v € C2(Q) N C° (Q) ¢ qualquer
solugao de @y = 0 com bordo a/U B, e como 1, € C? (Q)NC° (Q2), utilizando
o Teorema 1.1.7, temos que u, > v > w em Q, onde w é qualquer subsolucio
de Qg = 0. Agora vamos construir barreiras abaixo para todo ponto da
fronteira de Q. Observe que, decorre da condigao (4.12) que

_ka
1— Ak

max kg = < 2H,

logo podemos considerar, em cada ponto p € 3, um circulo C), de raio estri-
tamente maior que %, tangente a 0 em p e contido na regiao limitada por
B. Considere M o cilindro sobre C,. Segue da construcao e da Proposigao
1.2.9, que o cilindro B x R contém M e possui curvatura média estritamente
menor que H. Seja (z,y,0) um ponto qualquer no interior da regiao limitada

por (3. Dado a > h, vamos considerar o pedaco do cone K, dado por

K, = {t(x,y,a)+(1—t) (g +(0,0,h));t € [&,0} ,eﬁ}. (4.14)

Note que o bordo 0K, consiste de duas curvas, uma delas sendo 3 + hes
e a outra, digamos f,, no plano z = 0. Como K, aproxima-se do cilindro
sobre 3, para 0 < z < h, quando a — 400, segue que a curvatura média de
K, é menor que H para a suficientemente grande. No entanto, também por
uma escolha suficientemente grande de a, podemos ter a curva (, contida
no dominio limitado por . Como a curvatura média de K, é menor que H
tem-se Qg (f) > 0 em €', onde f é a fungao cujo gréfico é (4.14), e ' é o
dominio limitado por 3 e 3,. Definimos entao uma subsolucao para Qg =0
em 2 como sendo uma funcao w € C° (ﬁ) cujo grafico é K,UP,, onde P, é o
anel no plano z = 0 limitado pelas curvas a e §,. Entao w|, =0 e w|z = h.
Pelo método de Perron, dado p € €2, sabemos que

u (p) = sup {w (p) ;w|a < 0,w|s < h,w subsolugao de Qy = 0 em Q}

pertence a C? () e é uma solugao de Qg = 0 em 2. As barreiras construidas
nos permitem concluir que u € C? (Q)NC? (Q) e ul, = 0, u|g = h, encerrando
assim a prova. ]

Denotando por S o bloco determinado pelos planos z = 0 e z = h, por G a
superficie obtida no Teorema acima e por G a componente conexa ilimitada
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de S\G. Entao a curvatura média de G estd sendo calculada com rela¢ao ao
campo de vetores unitarios normais apontando para S\G¥.

Teorema 4.2.2. Dado H > 0, seja o uma curva conveza limitada no plano
2z =0 tal que

1 1 1
_ <
Fmin ~ Kmax ~ 4
onde k € a curvatura de «, e seja
1
~ maxk’
Dado
r<R<R,
onde
, r(2+4+rH) 1
Rm:mm{ — g 7”—1-@},

seja 3 C {z = 0} a curva paralela exterior a o cuja distancia até o é R —r,
isto €

B={p+(R—-r)n(p)|pea}
onde n (p) € o vetor unitdrio normal exterior a o em p. Ponha

dx

h(R) = ’ (4.15)
4 i

- 2
r(14+rH)—Hz? ) —1

se
r(1+rH)

<R<
" = H

e dz = dz
h(R) :/ —/q

r - 2 r(l}t-{TH) - 2
(m) -1 (m) -1

(4.16)
se
r(1+rH)
H
e denote por Q C {z =0} o anel limitado por o e 3. FEntao eriste uma

solugao uw € C* () NCY () de Qu =0 em Q tal que u|o =0 e u|z = h(R).

S R< R,
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Demonstracao. Dado qualquer ponto p € a podemos considerar um circulo
¢, de raio r passando por p e contido no fecho da regiao planar limitada que
¢ limitada por a. Note que

1 1

R, <r+ 1 <r+ T
Logo, pelo Lema 2.2.1, existe D,, uma superficie de Delaunay, grafico de
uma fun¢ao u, definida em um dominio anelar no plano z = 0, tendo como
bordo o circulo ¢, e um circulo C, de raio R =r + + no plano z = h(R). A
familia de circulos C}, no plano z = h(R) tem como curva envelope interior
a curva 4 h(R)es. Isto pode ser provado usando a mesma técnica ji usada
no resultado anterior. Provaremos, que se O denota o centro do circulo ¢,
entao o circulo C' centrado em O e com raio r + % contém (5. Em particular,
segue que o dominio anelar onde u, esta definida contém €2. Tomando ¢; € 3
tal que

|Oq1| = max {|Oq| | ¢ € 5},

vamos mostrar que [Og| < r + . Seja

1

M= kmin
esejad e (0, %) dado. Seja g o ponto de interseccao entre 3 e a linha reta
passando por ¢; e O e cuja distancia até O é d + r. Como

D = diametro (3) = sup{|pq| | p,q € T'}

entao
D := diametro () > |q1q2| -

Utilizando a igualdade

min kg
ik, — — nis
fin 1 — dmin kg

obtemos . )
= d= d.
minkg  mink, i vt
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Lembrando que, para todo p € 3, ao considerarmos um circulo C3 centrado

em p+ (mm kﬁ) ng(t) e com raio (mii kﬂ), teremos (3 contida no fecho da

regiao limitada por Cg, obtemos

2

min kg

D := diametro () < diametro (Cy) = ( ) =2(ry +d),

portanto

Tendo em vista que
Oq1| +7+d < |q1ge| < D,

devido a construcao de qqz, entao
|Oq1| <2ryp+d—r

e, como d < 5= 2H, —r) < segue que

2H7

1 1 1
r+-—+z=1r+

2(ru

O] < 2ry+d—r—r+r=2(ry—r)+d+r<
< TI70

- 2H 2H H

provando que o circulo C contém 3. Observe que, se F' representa qualquer
solugdo de @y = 0 em § com F|, =0 e F|z = h(R) entdao Flaa < (up) |aqs
e pelo Teorema 1.1.7 F' < u, em €). Temos entao que qualquer subsolucao s
de Qg =0 em Q tal que s|, <0 e s|g < h(R) satisfaz

s < upla- (4.17)
Logo estd bem definida a fun¢ao u em €2 dada, para todo ¢ € €2, por
u(q) =sup{s(q) | s ¢ uma subsolucdo de Qg =0em Q, s|, < 0e s|zg < h(R)}.

Portanto, de acordo com a técnica de Perron, u € C? () e Qg (u) = 0. Para
garantir que podemos estender u continuamente até 02, observe que, por
(4.17), dado p € 092,

lim u (q) < limu, (¢) = u, (p)
q—p q—p

logo

limu(q) <wu,(p) =
q—p

Osepeax
h(R)sepef ’
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portanto, podemos definir u (p), p € 9, como 0 se p € a e h(R) se p €
(. Sendo assim, para concluir que wu satisfaz as condi¢oes desejadas em
0f), é suficiente construir, em cada ponto de 02, uma barreira abaixo em
p (subsolucdo). Esta barreira serd um gréafico minimo, o qual serd obtido
através de uma aplicagao do Teorema 3.1.1. Para garantir a existéncia de
w e C? (Q)NC° (Q) solucao de Qp (w) =0 em Q com w|, = 0 e w|z = h(R),
devemos verificar que a desigualdade abaixo ocorre, ou seja

cosh (|h(R)|> < 7“+d7

T T

Neste caso, d = R — r, logo devemos provar que

|h(R)| < rcosh™ (g) = f(R). (4.18)

O lado direito de (4.18) descreve uma catenaria na variavel R, e o lado es-
querdo representa a funcao h(R) (= z(R)) em (4.15) ou (4.16). Note que

h(R) cresce para r < R < \/T(H—JH), e decresce para R > \/T(H—};H). logo

. . r(l14rH)
podemos analisar (4.18) somente para valores de R tais que R € |:7“, \/ T] :

Primeiramente, observe que f (r) > 0 = h(r), logo se pudermos mostrar que
W(R) < f'(R) em

r(14+rH)

r, i

teremos (4.18). Lembrando que
,
! p—
FR) =,
e
(HR? — a)? VR ¢ (14 rH))

h(R) =

VR — (HR? — a)’ B VB2~ (HR —r (14 rH))’

VIH (72 =) = 1P
\/R2 — [H (R? —r2) —r]?

)
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onde ¢ =r (1+rH), e como

r(1+rH)
O<r<R<y/———7
r<R< i ,
obtemos
HR* <r(1+rH) <2r+ Hr*
Assim

|HR® — Hr* —r| <. (4.19)

Usando (4.19) obtemos a seguinte estimativa

VIH (2 =) o7 ;

P'(R) = < :
VB —[H (R =) =i R — [H (B —1?) — ]
Mas , ,
< = f'(R),
Jr g p VR
portanto

W(R) < f'(R)

como queriamos, e sendo assim, estamos nas hipoteses do Teorema 3.1.1,
garantindo entao a existéncia de w € C*(Q) N C° (ﬁ) solugao de )y = 0 em
2 com w|, =0 ¢ w|g = h(R), e subsolucao de @y = 0 em €2, o que conclui a
prova deste Teorema. Il

Observamos que quando h(R) > 0 a curvatura média do gréfico de w
estd sendo calculada com relagao ao campo de vetores unitarios normais
apontando para R*\G™, e quando h(R) < 0 o oposto ocorre.

No caso dos Teoremas acima, tem-se 7 C int (72), 71 paralela a v, e am-
bas convexas, no entanto, ainda com ~y; C int (72), passamos a uma situagao
mais geral (sem a questdo do paralelismo), onde temos 7, convexa, 7; nao
necessariamente convexa, e cuja distancia entre os planos nao depende do
H > 0 dado. Além disso, o resultado é generalizado para um numero finito
de curvas.
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Teorema 4.2.3. Dado H > 0. Sejam I'y,....,T'y, " curvas fechadas no plano
z = 0 tais que cada curva I';, 1 = 1,...,k estd contida no interior da regiao
limitada por T e tais que clos (I';) Nclos (T';) = 0, ¢ # j. Assuma que cada
Iy, ...,y satisfaz a condi¢do do circulo interior com algum raio 0 < r < oo,
que I' € de classe C? e tem curvatura k > 2H. Denote por D o diametro de
I, isto é
D =sup{lp—ql;p,q €T},

e seja

d=d (UleFi,F) = inf {|p1 —p2| ;P11 € Ulefi, P2 € F} .

Vamos requerer que

1
d>D+r—2 r(r+ﬁ). (4.20)

Seja ) o dominio multiplamente conexo limitado por 'y, ...y, ', i =1, ..., k.
Dado h > 0, se existe uma solugio v € C* () N C° (ﬁ) de Qo = 0 em Q
tal que vlr = 0 e vy, = h, i = 1,...,k, entao existe uma solu¢io u €
C2(Q)NC°(Q) de Qu =0 em Q tal que ulr =0 e ulr, =h, i =1,.... k.

Note que:

1) Claramente, o Teorema 3.1.1 pode ser usado junto com o Teorema 4.2.3
para obter um resultado de existéncia de graficos com curvatura média con-
stante com bordo planar, com hipdteses a respeito da geometria do dominio
e a distancia entre os planos que contém os bordos.

2) Uma situagao especial no Teorema 4.2.3 é quando h = 0, isto é, a
solugao de Qg = 0 em (2 tem que satisfazer u|sg = 0. Neste caso, a existéncia
de um grafico minimo é automaticamente satisfeita por v = 0 e as condicoes
de existéncia do Teorema 4.2.3 reduzem-se a (4.20).

Demonstracao. Dado p € 0f), é suficiente construir uma supersolucao nao
negativa u, de Qg = 0 em (2, satisfazendo wu,|ur, > h, e tal que u, (p) = h,
se p € UI';, e u,(p) = 0 se p € I' pois, tendo em vista a hipétese da ja
existéncia de um grafico minimo, temos uma barreira abaixo (subsolugao)
para o problema de Dirichlet

div <\/%UT|) +2H =0,ue C*(Q)NC°(Q)

U|L_JFi = h, Ulr = O

(4.21)
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Portanto, a prova deste Teorema segue do método de Perron, como antes.
Pela Proposigao 2.1 de [13], como cada I'; satisfaz a condi¢ao do circulo
interior com raio r, dado p € UI'; existe um grafico rotacional w, nao negativo
com curvatura média constante H definido em um anel no plano z = 0 tendo
como bordo os circulos C),; e C}, 2 onde C,,; tem centro O,raio r, contém p e
estd contido na regiao limitada por I'; e Cp 2 tem o mesmo centro que Cj 1,
mas com raio R satisfazendo

T ) e

Segue de (4.22) e de (4.20) que
D <d+ R.
Seja q; € I" tal que
|0q1| = max {|Oq|;q €T}

Entao
O | +d<D<d+R

Oq:| < R.

Logo o disco com bordo C,5 contém (2. Definimos entao u, = w, + h.
Claramente, u,|ur; > h > 0, u, (p) = h, donde u, é supersolugao. Agora,
assuma que foi dado p € I' e seja € > 0 tal que k < 2H + €. Seja C, um
circulo tangente a I' em p, que limita um disco de raio

1
2H + €’

contendo I'. Seja (z,,,,0) o centro de C, e, dado z, > 0, seja K, o cone
circular com vértice (xp,yp, 2,) € cuja base é o circulo C,. Se K, é o grafico
de uma funcao v, definida no disco que tem C, como bordo, por uma es-
colha suficientemente grande de z,, podemos garantir que vp|ujrj > h, e que
Qu (vpla) <0, conforme podemos ver através do Lema 1.1.9. Portanto temos
que u, = v,|q é uma supersolucgao para @, pertencente a C¥ (). Isto prova
o Teorema. O
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