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Resumo

Neste trabalho apresentamos as bases matematicas para a cons-
trugao de Elementos Préprios (EP) para asterdides em ressonancia
3:2 com Jupiter a partir dos elementos Keplerianos osculadores. O
método é baseado na aplicacdo de uma nova teoria de perturbagoes
ressonante (Ferraz-Mello, 1997, 2007) a qual permite a construcao
de solugoes formais no caso onde o angulo critico e de longo periodo
aparecem simultdneamente. A funcao perturbadora usada é o desen-
volvimento de Beaugé (Beaugé, 1996), modificada para incluir termos
de curto periodo.



Abstract

In this work we present the mathematical basis for the calculation of
proper elements (EP) for asteroids in a 3:2 mean-motion resonance with
Jupiter, starting from the original osculating keplerian elements. The method
is based on a new resonant perturbation theory (Ferraz-Mello, 1997, 2007),
which allows the construction of formal solutions in cases where a resonant
and long-period angles appear simultaneously. For the disturbing function,
we used the Beaugé’s expansion (Beaugé, 1996), adapted to include short
period terms.



2 Introducao

Em um tempo onde a maioria dos trabalhos relacionados ao sistema solar
estao relacionados ao estudo de movimentos cadticos e sua evolucao, o estudo
de Elementos Préprios estda na direcao oposta. Dado um sistema dinamico
(nosso caso os asterdides do cinturdo principal perturbado por Jupiter), a
idéia é construir uma aproximacao integravel e sua evolucao temporal. Os
elementos proprios sao fungoes das integrais primeiras. Mesmo que o sistema
fosse cadtico, estas integrais forneceriam informagao se: (i) a regiao cadtica
esta confinada, ou (i7) o comportamento cadtico possui escala de tempo muito
longa. Em ambos casos, os elementos proprios podem ser considerados como
quase-integrais de movimento, que possuem variagoes pequenas em longos
periodos de tempo. Em outras palavras, estas magnitudes permitem estudar
estruturas dinamicas, que nao mudam em milhoes de anos.

A origem desta idéia deve-se a Hirayama (1918, 1923) que aplicou a teoria
secular linear de Laplace-Lagrange (ver também Brouwer 1951) para deter-
minar os EP para asterdides no cinturao principal. O resultado do estudo
de Hirayama permitiu descobrir uma acumulacao de corpos no espaco de
elementos proprios, cada uma dela foi chamada Familia de Hirayama.

Se acredita que os elementos proprios permitem determinar a origem co-
mun destes asterdides que, produto de uma colissao, sao o remanente de
um corpo primordial. Por muitos anos, a maior parte do esfor¢o foi colo-
cada na construgao de melhores determinacoes de elementos proprios tanto
analiticas como numéricas, mas fora das regioes onde acontecem ressonancias
de movimentos médios.

Como é comun no problema de trés corpos, a limitacao principal na cons-
trucao de teorias analiticas fica nos limites de convergéncia da funcao pertur-
badora. Foi Williams (1969) quem resolveu este problema mediante a cons-
trucao de uma teoria semianalitica baseada numa determinacao numérica
do potencial perturbador numa grade de condicoes iniciais. O seu resul-
tado nao sé determinou novos elementos préprios, mas também permitiu a
determinacao das ressonancias seculares na regiao dos asterdides. Mais re-
centemente, e como o nimero de asterdides foi crescendo, Milani e Knezevié¢
(1990, 1992, 1994) introduziram o formalismo das séries de Lie para estimar
elementos préprios até segunda (e terceira em alguns casos) ordem das mas-
sas. Lemaitre e Morbidelli (1994) desenvolveram uma teoria semianalitica
similar a de Williams, mas baseada em um formalismo Hamiltoniano. To-
das as teorias obtém elementos préprios mediante uma serie de médias: a



primeira delas para obter o Hamiltoniano secular, e a segunda para calcu-
lar os elementos préprios. Finalmente, nos tultimos anos Knezevi¢ e Milani
(2001) adotaram uma nova abordagem puramente numérica a qual determina
elementos proprios denominados sintéticos.

Para o caso ressonante, Schubart (1968) analisou o comportamento de
longo periodo dos Hildas, via integragoes numéricas sobre os termos de curto
periodo (angulo sinodico). Ele obteve trés parametros caracteristicos (excen-
tricidade, inclinacao e amplitude de libragao) para todos os Hildas conhecidos
na época (Schubart, 1982a, 1982b).

Milani (1993) calculou elementos préprios sintéticos para asteréides troi-
anos por meio de um tratamento puramente numérico. Mais recentemente,
Beaugé e Roig (2001) desenvolveram uma teoria semianalitica para obter ele-
mentos proprios para os asterdides troianos. Esta teoria consiste basicamente
em uma sucessao de médias mediante uma estrutura hierarquica que permite
distinguir entre angulos de curto e longo periodo.

Neste trabalho construimos analiticamente os invariantes de movimento
para asterdides do grupo de Hilda mediante a aplicagao da teoria de séries de
Lie, come¢ando com os elementos osculadores e obtendo, no final do processo,
os elementos préprios dinamicos.

No segundo capitulo desenvolvemos a teoria das séries de Lie para proble-
mas ressonantes. Esta teoria permite resolver o problema dos pequenos de-
nominadores de maneira local, pois as solucoes sao validas numa vizinhanca
da condi¢ao de ressonancia.

No capitulo 3, apresentamos um método geral para determinar os diferen-
tes tipos de desenvolvimentos em séries de poténcias no pequeno parametro
perturbador. Isto é feito mediante a aplicacao do Teorema de Preparacao de
Weierstrass que nos permitira, a partir da escolha do modelo integravel, o
desenvolvimento certo para a aplicacao da teoria de perturbacao .

No capitulo 4 escreveremos as diferentes formas de aplicar a teoria de
perturbagao ao caso do problema restrito dos trés corpos, tanto no caso em
que a érbita de Jupiter é considerada fixa, como no caso em que consideramos
as perturbacoes seculares dos planetas gigantes sobre a 6rbita de Jupiter.

O capitulo 5 esta dedicado a apresentacao da funcao perturbadora esco-
lhida para a nossa teoria de perturbacoes . O desenvolvimento da funcao
perturbadora escolhido é o Desenvolvimento de Beaugé (Beaugé, 1994).

No capitulo 6 aplicaremos a teoria desenvolvida ao problema restrito dos
trés corpos no caso da ressonancia 3:2 com Jupiter, para o caso onde con-
sideramos a érbita de Jupiter fixa (Miloni, O. et al., 2005) e no caso que
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a orbita de Jupiter é perturbada pela acao dos planetas maiores do sistema
solar . Neste caso usamos para os elementos orbitais do planeta a solucao da
teoria secular de Lagrange-Laplace. Em todos os casos, o calculo dos ele-
mentos préprios segue o seguinte roteiro: (i) passagem dos elementos oscu-
ladores a elementos médios (ou semimédios na nomenclatura adotada por
Milani) fazendo uma média sobre os termos de curto periodo. (i) Integragao
analitica do Kernel de Hori (modelo do péndulo) sobre o angulo librante.
(77i) Aplicagao da teoria de series de Lie ressonante para obter os elementos
médios-médios. (iv) Calculo dos elementos préprios eliminando a varidvel
angular restante (Miloni, O. & Ferraz-Mello, S., [27]).
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3 Teoria de séries de Lie para sistemas Res-
sonantes

Para o caso de sistemas ressonantes, o principio geral, na hora de propor uma
solugao de um sistema de equacoes diferenciais, segue o mesmo esquema que
no caso de sistema naoressonante: B preciso considerar um Hamiltoniano
integravel e considerar termos de ordens superiores como perturbacoes.

Seja com séries de Lie (Sérsic, 1959; Hori, 1966; Ferraz-Mello, 2007)
ou com as teorias cldssicas (Poincaré, von Zeipel-Brouwer, Delaunay), a
solugao obtida com estes métodos sao pequenas variacoes da solucao do pro-
blema nao perturbado.

Desde o ponto de vista da topologia do espaco de fase, a solucao do pro-
blema perturbado possui uma estrutura similar que o sistema nao perturbado.

Para sistemas Hamiltonianos em que a parte integravel é uma forma
quadratica das corrdenadas e momentos , a topologia do espaco de fase ¢é
a de um toro (no caso unidimensional, o toro é a circunferéncia no plano de
fase).

Para o caso naoressonante, os desenvolvimentos em séries das fungoes
geratrizes possuem, nos seus coeficientes, singularidades. Este problema é
bem conhecido e foi chamado problema dos pequenos denominadores.

A teoria das séries de Lie ressonante permite obter uma solugao local ao
problema dos pequenos denominadores. E local, pois as solugoes obtidas,
sao validas s6 numa vizinanca da condicao de ressonancia.

Os detalhes mais gerais da teoria podem ser achados no livro de Ferraz-
Mello (Ferraz.Mello, S. 2007; secao 8).

Neste capitulo vamos considerar os aspectos principais da teoria, aqueles
que serao aplicados para a construcao dos elementos préprios ressonantes.
Comecaremos com as relacoes dos desenvolvimentos em série de Lie. As
secoes seguintes estao dedicadas a construcao das equacoes de perturbacao.

3.1 Esquema de Construcao da Solucao

Ao considerar um problema ressonante, basicamente os principios gerais
que devemos seguir, na hora de procurar uma solucao formal em séries as-
sintoticas, podem resumir-se nos seguintes:

1. Selecionar do Hamiltoniano original os termos que descrevam a geometria
da ressonancia (Kernel de Hori).
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2. Construir a solugdo do Hamiltoniano ressonante, obtendo as varidveis
angulo-agao .

3. Introduzir a solucao do kernel de Hori nas equacoes de perturbacao e,
desta maneira, obter a funcao geratriz que define a transformacgao canonica
que leva as novas varidveis angulo-acao para o Hamiltoniano completo (uma
vez fixada a ordem de aproximacao).

Cada um destes passos possui as dificuldades proprias, onde geralmente
na hora de ir fazendo cada um desses passos deveremos fazer aproximacoes
que deverao ser testadas, para nao perder precisaono resultado final.

No nosso trabalho, a selecao no kernel de Hori, naosé sera feita levando
em conta a topologia da ressonancia, mas também escolhendo os termos
do kernel de Hori pela grandeza (em termos numéricos) dos coeficientes da
funcao perturbadora.

3.2 Desenvolvimentos em Séries de Lie

Consideremos uma funcao f : T™ x B — R definida sobre o espaco de fase de
um sistema dinamico e onde B é um subconjunto de R™. Seja W : T" x B —
R uma outra funcao . Se define como a derivada de Lie a relacao

Diy(f) = Dw(Diy (/) (1)
onde {f,W} indica o colchete de Poisson de f com W,

X [(OfOW  Of oW

O resultado mais importante para o uso das séries de Lie é o fato de que,
para toda funcao f, a série

(2)

FO.0) = > 2 Dby (FO5.)) Q
k=0 """

define uma transformacao canoénica (6, J) — (6%, J*). Em particular, para a
transformacao das coordenadas, temos

[e.0] 1 .
k=0 """

13



e¢] 1 »
Jio= ZED{;/*(O*,J*)(JI) (4)
k=0 "

Para nossas aplicagbes é importante obter ndosé a transformagao (3),
mas também a transformacao inversa. Por causa da prépria definicao , a tras-
formacao inversa se obtém substituindo W*(6*, J*) por —W*(0, J) (Ferraz-
Mello, S. 2007 secao 5.4), dando como resultado

* > 1
oy = Z EDEW*(G,J)(el)
k=0 "

* = 1
Jio= Z EDEW*(G,J)(‘]Z) (5)
k=0 "

Entao, procurar uma transformacao canonica é equivalente a procurar a
funcao W que a defina: o gerador de Lie.

Para obter a transformagao canonica, consideremos um sistema dinamico
com n graus de liberdade definido no espaco de fase T™ x B, isto é, defi-
nido num conjunto de variaveis angulares e seus momentos conjugados. Seja
H(0, J) o Hamiltoniano do sistema. Para procurar o gerador de Lie que defina
a transformagao canonica, vamos aplicar a série (3) usando como funcao f a
funcao Hamiltoniana do sistema. Entao

= ]' * *
HO,J) = ZED’“ w(oegoy (H(0%,T7)). (6)
k=0 """

Seja H* o Hamiltoniano nas novas varidveis (6%, J*). Se o Hamiltoniano
nao depende explicitamente do tempo, teremos que o Hamiltoniano é a ener-
gia do sistema, e, porém, constante, entdo H*(6*,J*) = H(0,J). Entao,
podemos escrever

Ok T — 1 * T
k=0 """

Esta ultima equacao possui duas funcoes indeterminadas, H* e W* e
temos que achar uma maneira de determina-las. Na proxima se¢ao vamos
resolver esta questao.

3.3 Desenvolvimentos na Condicao de Ressonancia

As equacoes de perturbacao permitem determinar as funcoes indeterminadas

H* e W™,
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Basicamente, estas equagoes se obtém a partir dos desenvolvimentos em
série das fungoes H* e W* e substituir nas eqns. (7). Este é o mecanismo,
tanto para regime nao ressonante, como para ressonante.

No caso de que uma ressonancia acontece, os passos a seguir para obter
as equacoes de perturbacgao saoos seguintes:

i) Desenvolver o Hamiltoniano numa vizinhanga da condigao de ressonancia
exata.

it) Considerar do Hamiltoniano os termos que contenham a topologia da
ressonancia.

ii1) Identificar as ordens de grandeza das fungoes para obter as equagoes de
perturbacao .

Consideremos o caso em que uma ressonancia simples ocorre. Seja J,. o
valor do momento para a condicao de ressonancia exata.

O Hamiltoniano sera desenvolvido em poténcias de (J—J,.). Uma vez que
escolhemos do Hamiltoniano os termos principais que descrevem a geometria
da ressonancia, devemos identificar a ordem de grandeza de (J — J,). Na
seguinte secao encontramos uma forma para esta identificacao de maneira
formal.

Consideremos inicialmente um sistema dinamico onde a fungao Hamiltoniana

[

H(O,.J) = Ho(J) + eHi(6, J)

onde £ é um parametro pequeno.
A condicao de ressonancia simples serd

0H,

a—JIZO em(]l:(]r

Sem perda de generalidade, podemos supor que o angulo critico é 6;.
Consideremos um desenvolvimento do Hamiltoniano na condicao de res-
sonancia exata. Teremos que

H(,J) = ki %aa—ﬁ{Ho(J)}(Jl —J)F e Z 3 ajl [H1(9 D] = 5"

Introduzindo este desenvolvimento na condicao de conservagao da energia
(7) devemos levar em conta que na hora de calcular os colchetes de Poisson,
derivar com relagao a variavel J; diminui a ordem na funcao , e por tanto
devemos fazer uma consideragao especial neste ponto.
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Consideremos uma funcao f : T™ x B — R que seja homogénea de grau
r no conjunto S = (£,&%), onde consideramos ¢ = J; — J, e J; — J, = O(e%).

Temos o grau de homogeneidade gr[f] = r. Entdo, a derivada de f com
relacao a £ possui um grau de homogeneidade
of ]
rl=|=r—
g ¢

Na hora de calcular o colchete de Poisson entre duas funcoes , devemos
levar em conta este fato e, entao, se consideramos uma outra funcao definida
no espaco de fases, g, com grau de homogeneidade s no conjunto S = (¢, )
o colchete de Poisson entre as duas funcoes deve ser separado da forma:

{f7g}:{f7g}l+{f7g}m

onde o subindice 1 indica que é a parte del colchete calculado com as derivadas
com relagao as variaveis #; e £ e o subindice m as restantes.
Os graus de homogeneidade ficam

grl{f,gh] = r+s-1
gr[{f,g}m] = T+8

Isto obriga a considerar o colchete sempre como composto por duas com-
ponentes: aquela que transforma o grau de homogeneidade e aquela que o
preserva.

3.4 As Equacoes de Perturbacao

Para obter as equacoes de perturbacao precisamos considerar desenvolvimen-
tos em série das fungoes presentes na condigao de conservagao da energia (7).

A teoria de séries de Lie para sistemas ressonantes presupoe a introdugao de
um Hamiltoniano que descreva a geometria da ressonancia. Chamemos a
este Hamiltoniano Fj, onde [ indica o grau de homogeneidade no conjunto
S = (&¢%). Entdo, o desenvolvimento do Hamiltoniano original pode se
escrever como

HO,J)=F + Fy+ ..

Para o Hamiltoniano nas novas varidveis vamos supor um desenvolvi-
mento similar:
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O gerador de Lie W* possui um desenvolvimento?
W0, J*) =Wy + W5+ ..

As equacoes de perturbacao saoobtidas substituindo estes desenvolvi-
mentos na eq. (7) e igualando termos da mesma ordem em S = (&,¢9).
Desta maneira obtemos

Hl* — E(e*’!]*)
Hiyy = Fa(07,J7) + {107, J7), Wih

HZ*—I—Q - Fl+2(‘9*7 J*) + {Fl+1(0*7 ‘]*)7 W;}l + {Fl(e*v J*)v WQ*}m +
1
+ 5{{F}(9*’J*)’W;}1’Wf}l+{Fl(9*>']*)>W?:k}l

A primeira equacao nao trivial é a segunda, onde temos duas fungoes in-
determinadas: H ; e W5. Se de alguma maneira resolvemos esta equacao ,
a proxima equacgao tém como incognitas as funcoes Hj\, e Wy, e assim por
diante.

Em geral, a k—ésima equacao homolégica tem a forma:

Hyyy =V + {F, Wi, }

onde as funcoes W¥; saoobtidas uma vez resolvidas as equagoes das ordens
anteriores.

Esta tultima equacao fica particularmente simples se para o Hamiltoni-
ano ressonante obtemos as varidveis angulo-acao , (w,A) de maneira tal
de que o Hamiltoniano toma a forma F; = Fj(A). Nestas varidveis, a
equacao homolégica toma a forma

%
oF; oW},
0N Ow;
Novamente, a equacao homoldgica tem duas fungoes indeterminadas, e
para resolve-la adoptamos a média

. 1 27 27 N N (S)
Hy, = W/O o [ du..du, = 0

Hl*—f—k =W —

'A condicdo de que o menor grau de homogeneidade comece em dois vém do fato de
que Fy, {F, Wi, {{F,W;}1, Wi}, etc. possuem todos a mesma ordem, gerando uma
indeterminagao (para detalhes ver Ferraz-Mello, S. 2007).
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onde o indice (5) indica secular.

Isto é, o Hamiltoniano H* é escolhido de maneira tal que nao dependa dos
angulos. Entao, com os termos restantes, os quais sao periédicos, obteremos
a fungao W) |, da maneira:

. oF\ o oF\ ! .
WM:(@—A%) /(\Dk—Hl)de:<8Af{> / WP g

onde o indice (P) indica periddico.

Sera desta maneira que procuraremos os geradores de Lie, para os modelos
que estudaremos.

Nas nossas aplicagoes, vamos considerar mais termos criticos, de curto e
longo periodo e, portanto, a abordagem sera um pouco diferente. No capitulo
6 deste trabalho consideraremos estas particularidades.
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4 Sobre os desenvolvimentos em série ao re-
dor de uma Ressonancia

Neste capitulo vamos analisar os diferentes tipos de desenvolvimentos que
devem ser adotados para pesquisar solugoes formais em série de poténcias
no caso em que uma ressonancia acontece. Este estudo é feito mediante a
aplicacdo do Teorema de Preparacao de Weierstrass (Goursat, J. B. 1916,
§357) que permite determinar os diferentes sistemas ciclicos de raizes da
equagao de Hamilton-Jacobi, considerada como uma equacao algébrica sin-
gular na origem. Cada sistema ciclico possui um tnico desenvolvimento em
série de Puiseux (Valiron, 1951, segdo 2) que se correspondem com as séries
adotadas, para a procura de solucoes formais.

4.1 Introducao

O primeiro passo numa aplicacao de uma teoria de perturbacoes é a su-
posicao de que as funcoes podem ser desenvolvidas em série de poténcias de
um certo parametro, que é considerado como pequeno. E bem conhecido
que se o problema é nao ressonante as funcoes podem ser desenvolvidas em
poténcias inteiras do pequeno parametro, cuja convergéncia estara sujeita as
condigoes do Teorema KAM. No caso do problema restrito dos trés corpos,
0 pequeno parametro serd a massa do corpo perturbador. Quando os corpos
envolvidos satisfazem uma relacao de ressonancia, os desenvolvimentos nao
sdo em poténcias inteiras, mas em raiz quadrada (Poincaré, H. 1892, cap.
XIX §201) ou em 1zes ctibicas do pequeno parametro (Garfinkel, B., 1982;
Ferraz-Mello, 1985a, 1985b). A questao é determinar analiticamente qual
tipo de desenvolvimento deve ser usado. Neste capitulo abordaremos este
problema.

4.2 Pontos singulares de uma equacao algébrica
4.2.1 O teorema de Preparagao de Weierstrass

Teorema (Weierstrass): Seja F(x,€) uma fungdo analitica nas varidveis com-
plexas x, e talque F(0,0) = 0. Consideremos que F' pode ser expressa como
uma série:

F(z,e) = Ao+ Ai(e)z + ... + +A,(e)z" + ... (8)
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onde cada coeficiente A; é uma série de poténcias em €. Se para € = 0 a
equagao F(x,0) =0 tém x = 0 como raiz de multiplicidade k, entio F(x,¢)
pode ser fatorizada como

F(z,e) = [2" + ap_1(e)a™ ' + ... + a1(e)z + )Gz, €) 9)

onde as fungoes aj(e) sao analiticas em €, o;(0) = 0 e a fungdo G satisfaz
G(0,0) % 0.

Nos vamos apenas aplicar o resultado. Uma demostracao deste teorema
pode ser achada em Goursat (Goursat, J. B. 1916, §357).

4.2.2 Pontos Criticos. Séries de Puiseux

Para procurar solucoes em série de Puiseux vamos estudar as raizes da
equagdo F(z,0) = 0. Numa vizinhanca da origem do plano complexo, as
raizes da equacio (8) sdo as raizes da equacio z*+ay_1(e)x* ...+ (e)r+
ap = 0. Consideremos D € C' um dominio que contem a origem (da varidvel
g). Para algum valor de ¢ € D, e.g., g9 vamos estudar o comportamento das
raizes da eqn. (8) mudando &g, considerado como um parametro.

Sejam 29, 29, ...., 29 as rafzes da eqn.(8) para um certo . Consideremos

a transformagao a um parametro ¥ : C' x [0, k] — C' definida como:
(€0,1) — o exp(i27l), 0<I<k (10)
A eqn. (8) é transformada em

2% a1 (go exp(i20)) 2" + ...+ a(gg exp(i27]) )z + ap (g0 exp(i27l)) = 0
(11)

Agora, os indices superiores 0 indicam as raizes para [ = 0. E evidente
que para valores inteiros de [, as raizes voltam a ser as mesmas, o problema
consiste em considerar as mudancgas em x quando [ muda continuamente.

Introduzamos a seguinte notacao: Seja z)' a r — ésima raiz da equacao
(8) para [ = m. Um resultado da teoria de fungoes é que para cada r fixo,
x" é uma funcao continua no parametro m.

Definicao : Consideremos a equagao ¥ +ay_1(£)z* 4. +ay(e)z+ap =
0. Um subconjunto de raizes Sy, = {x9,29,..,2% } € C, m < k forma um
sistema ciclico de ordem m se e somente se x}' = ;E?.

A partir desta definicao podemos enunciar o seguinte lema:
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Lema (Goursat): As raizes da equagao % + a1 (€)2* 1 + ... + ay(e)z +
ag = 0, as quais sao nulas para € = 0 formam um ou mais sistemas ciclicos
na vizinhanca da origem.

Cada sistema ciclico possui uma unica série de Puiseux: Se mudamos a
varidvel £y = £/ depois de uma volta ao redor da origem (na nova varidvel)
voltamos ao mesmo valor ¢p. Ja que a raiz considerada estd no conjunto
Sm depois das m voltas retorna ao mesmo valor. Isto indica que cada raiz,
considerada como funcdo de &', é uma funcao uniforme e possui, portanto, o
desenvolvimento

r=3 Aey, (12)
j=0
onde x representa a um elemento de S,,. Se voltamos a €y, obtemos
OO .
r=>) Al ™, (13)
j=0

que ¢é o desenvolvimento de Puiseux para cada elemento de S,,.

Para determinar em forma pratica quantos sistemas ciclicos hé, temos a
proposic¢ao:

Proposi¢ao: Um polinémio P(x) € C[[z]] no anel de polinomios com coe-
ficientes analiticos possut um so sistema ciclico se e somente se € irredutivel

4.3 Aplicacao ao problema restrito dos trés corpos em
ressonancia

4.3.1 Variaveis Ressonantes

Para fazer uma aplicagao do paragrafo precedente consideremos um asteréide
se movendo ao redor do Sol numa relagao ressonante (p+1) : p de movimentos
médios com Jupiter. Consideremos as varidvies ressonantes (Ferraz-Mello,

1987):

0=+ —pr—w; Jo=G+ LA (14)
Oy =\—\; Jy=(p+ 1)L+ EA
onde A\, w sao a longitude média e o argumento do periélio respectivamente.
O subindice indica Jupiter. n; é o movimento médio de Jupiter; L, GG sao as
variavies de Delaunay usuais e A é o momento associado a A; no plano de
fase estendido.
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4.3.2 Modelo do Péndulo: Poténcias em raiz quadrada da massa
de Jupiter

Depois de fazer a primeira média sobre o angulo rapido #3 o Hamiltoni-
ano pode ser desenvolvido ao redor de a um valor de referéncia J; o qual
é constante. Escolhemos J3 = Lycsonant- J& que L — J5 = —p(JF + J3) o
desenvolvimento resulta:

C2(J5)2 2 & JE
— nyJi —g;J; —€R

2 2 oo .

Para a aplicacao da teoria de perturbacoes para sistemas ressonantes
(Ferraz-Mello, 1997) separamos do Hamiltoniano o termo que contem o
angulo lento 6; e podemos escrever:

P& (i +1)

. 1
F; = 51/1152 —eRycosb; — % Z J??Jri
i=3

P& —eAR (16)

onde £ = J| + J;
A equacao de Hamilton-Jacobi se transforma em uma equacao algébrica

Fo(gvg):§V11§2—6R100s01—’u_z( )

D Jgﬂpf eAR=0,  (17)

que satisfaz F§(&,e) =0
Como F(£,0) = 0 tem & = 0 como raiz com multiplicidade 2 e nao
depende de poténcias maiores que 2 em &, podemos escrever a equagao

F(g,e) = (€ +be)G(& ) (18)

Seguindo Valiron (Valiron, 1950, se¢do 2) e Dieudonné (Dieudonné 1971,
se¢ao 5.2) podemos escrever

Vele=€(1+4(€)), (19)

e numa vizinhanca da origem podemos escrever:

5:\/5704—)\2 (\/?/C)Q-F...—l-/\n( 8/C)n+... (20)

o que é equivalente a dizer que £ = O(1/¢). Este resultado permite procurar
as fungoes geratrizes como séries poténcias da raiz quadrada na massa de
Jupiter.
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4.3.3 Modelo de Andoyer: Poténcias em raiz cibica da massa de
Jupiter

Em alguns casos, quando a excentricidade do asterdide é pequena, pode-
mos aproximar o momento J; = Le?/2 ou, em excentricidade, e = /2J;/L
(Ferraz-Mello, 1987). Com esta aproximagao o termo principal ressonante
do Hamiltoniano pode se escrever

Fy=af’+¢ (\/2!]1 cos B + (B cos «92> + ordem superior (21)

Se usamos a integral de Sessin G (Ferraz-Mello, 1987) as novas variaveis sao
© = arctan(H/K)
J = %(K2 + H?) (22)
G = Lh+L—-T=0()

onde K = /2J,cost, + Bejcosly, H = \/2J,sin6; + Beysinfy. Nestas
variaveis, o Hamiltoniano pode ser escrito como
Fy = 2aGJ + aJ? + £v/2J cos © + higher orders (23)
Se r = /27 , a equacdo de Hamilton-Jacobi toma a forma:
F = ax® +bx' + epz + O(ex®) = 0 (24)

i contem o cosseno e o coeficiente. Dividindo a equagaopor x obtemos
F =ax+bx®+ep+ Oex) = 0. Levando em conta que a = O(z?*) podemos
notar que F'(0,0) = 0. A equagdo F(z,0) = 0 tem = = 0 como raiz com
multiplicidade 3. Aplicando o teorema de preparacao de Weierstrass podemos
escrever:

F = (2% + as(e)2” + a1 ()7 + ao(e))G (. €) (25)

Falta ainda provar que o polinémio 2% + ag(e)z? + ay(e)z + a(e) é irre-
dutivel. Para provar isto, podemos fazer uso de que a = O(x?) e substituir
na equacao , obtendo:

F=ar*+ep+ Oex) =0 (26)

Numa vizinhanca da origem podemos escrever:

(2)" =21+ 0 @)

a/
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Em forma andloga podemos obter a série de Puiseux para o Hamiltoniano
de Andoyer (Sessin, W., 1981; Garfinkel, B., 1982; Ferraz-Mello, S., 1985a,

1985b
) c 1/3 e 2/3

a

Voltando & relacio r = /27 obtemos que J = O(e%?3) que permite supor
que as funcoes geratrizes podem ser desenvolvidas em poténcias de /2.

Neste capitulo apresentamos um método que permite obter os diferentes
desenvolvimentos em série quando estamos em presenca de uma ressonancia.
O método é baseado numa aplicagdo do Teorema de Preparacao de Weiers-
trass o qual nos permite estudar as singularidades da equacao de Hamilton-
Jacobi, na hora da aplicacao do teorema da funcao implicita.

Os exemplos que apresentamos saoaqueles que vamos usar em nossas
aplicagoes, mas os teoremas sao gerais e fornecem o método para determinar
os desenvolvimentos.
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5 Aplicagcao ao Problema Restrito dos Trés
Corpos Eliptico

Neste capitulo vamos expressar a fungao Hamiltoniana do problema restrito
dos trés corpos a fim de poder aplicar a teoria de perturbacoes e, dessa
maneira, obter os elementos préprios dos asterdides do grupo de Hilda.

O primeiro caso a estudar é o cldssico problema restrito dos trés cor-
pos, isto é o problema onde fazemos a suposicao de que a orbita de Jupiter
s6 ¢ modificada pela acao dos planetas maiores do sistema solar na pre-
cessao uniforme do periélio.

O segundo modelo a estudar é o conhecido como problema restrito dos
trés corpos estendido. Este modelo inclui as perturbacoes que sofre a orbita
de Jupiter por causa dos planetas gigantes do sistema solar.

As perturbagoes dos planetas gigantes produzem, na orbita de Jupiter,
variacoes no argumento do periélio, na excentricidade, na inclinacao e na
longitude no nodo ascendente. Para o caso plano, vamos considerar as va-
riagoes na excentricidade e na longitude do periélio, as quais sao fornecidas
pela teoria secular de Lagrange-Laplace.

Em ambos modelos vamos considerar o caso onde uma ressonancia ocorre.
Em particular, vamos considerar a relacao de ressonancia de movimentos
médios 3:2.

5.1 Modelo Cléssico. Orbita de J upiter com Precessao
Uniforme

5.1.1 Variaveis e Equagoes

Consideremos um asteréide em movimento ao redor do Sol no mesmo plano
que Jupiter e em ressonancia de movimentos médios 3:2 com este planeta.
Consideremos que o planeta esta sobre uma érbita que precessiona uniforme-
mente. Sejam a, e, w, ay, ey, wy € Ny 0s semieixos maiores, excentricidades e
argumentos do periélio do asterdide e Jupiter respectivamente e n; é o movi-
mento médio do planeta. Chamemos g; a velocidade de precessao do periélio
de Jupiter devida aos efeitos gravitacionais dos outros planetas. Para levar
em conta a dependéncia temporal, vamos trabalhar no espaco de fases esten-
dido (Ferraz-Mello, 2007). Neste espago os elementos canonicos do asterdide
sa0:
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ECCENTRICITY

0.3

0.2 —

0.1

0.0
3.8

3.9

4.0 4.1

SEMI-MAJOR AXIS (AU)

Figura 1: Distribuicao dos Hildas em semieixo maior e excentricidade . A li-
nha sélida representa o limite de convergéncia da desenvolvimento de Laplace
da funcao perturbadora (ver Ferraz-Mello, 1994).

A
w )
t,

= Vua
—L=L(V1-e-1) (29)

N QS

onde L, GG sao as variaveis planas de Delaunay e 7 é a coordenada canonica
conjugada do tempo t.
No caso da ressonancia 3:2, usamos as variaveis ressonantes usuais (Ferraz-

Mello, 1987)

01
)
03
i

Ja

J3

= 3\, —2\—w
= 3A\;—2\—wy (30)
= A=)y
= L-G
_ n;G+7T (31)
nyg—49gy
= 3L+2M'
nyg—4gJ
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As equagbes de movimento sao

: OH
6, — 9
i o (32)
: OH
S = 00,

onde o Hamiltoniano se escreve como

12

2(J3 = 2(Jy + Jo))?

R é a funcao perturbadora e e = Gmy/mg. Para os cdlculos que faremos
mais adiante, podemos notar que se 7 ¢ eliminado das equagoes (31) (na
definicao de J3) obtemos L = J3 — 2(J; + Ja).

Ja que os Hildas tem geralmente excentricidades maiores do que o raio
de convergéncia do desenvolvimento cldssica em coeficientes de Laplace (ver
a figura), no nosso modelo o desenvolvimento usado é o desenvolvimento de
Beaugé (Beaugé, 1996) o qual ndo é dado por uma série infinita, e por tanto,
valida para todos os valores da excentricidade.

A desenvolvimento assimétrico tampouco pode ser usada pelo fato de que
os Hildas possuem uma amplitude de libracao grande, que nao permite usar
este tipo de desenvolvimento.

Na préxima secao vamos desenvolver a funcao perturbadora nos termos
formulados por Beaugé.

Esta desenvolvimento tem a forma
4 15 15 15 15 15

= —ZZZ Y. > D Rijumn <

1=0 j=0 k=0 l=—15 m=—15n=-15

H=-—

+7 — R, (33)

X (0 — es) el el cos(10, + mby + nbs3) (34)
com
Jy ’
— J1-|1- ,
e J [ J3 —2(J1 + Jo)
a = [Js=2(L+ D) /u, (35)

[SH[ ]

onde R;jkimn sao coeficienes constantes, a = % € Opes = % .

Para nossa aplicacao vamos introduzir uma pequena modificagao da funcao
perturbadora porque faremos o desenvolvimento em poténcias de a — .
em vez de a. Por esta razao, adotaremos até a poténcia 4 nesta quantidade,
pois numa vizinhanca da ressonancia é uma quantidade pequena.
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5.2 O Problema Estendido. Inclusao das Perturbacoes
Seculares na Orbita de Jupiter

5.2.1 Variaveis e Equagoes

Nesta secao vamos considerar as perturbacoes seculares da orbita de Jupiter,
dada pela teoria secular de Lagrange-Laplace:

ejexp(iwy) = ZAjexp(i(gjt—i-Vj)) (36)

onde as amplitudes A;, freqiiéncias g; e as fases v; poden ser obtidos de
Nobili et al (1989).

Na tabela seguinte colocamos os valores usados neste trabalho:

Freqiiéncia (" /yr) | Fase (v, em graus) Amplitude
gs 4.25749319 27.005 4.41872 x 1072
g6 28.24552984 124.1994 -1.57002 x 1072
96 3.08675577 117.0516 1.8139 x 1073
Js 0.67255084 70.7508 5.8 x 107°

Para trabalhar com as perturbacoes seculares, vamos separar as expressoes
em duas partes

8

ejexplimy) = e exp(ic) + Z Ajexp(ix;) (37)
=6

onde o indice (p) indica préprio, isto é e/, = A5, w’ = gst +v5 e i = gt + v,
(1=6,7,8).

A dependéncia com o tempo é também, nesta abordagem, explicita, pois
a longitude média é uma funcao linear no tempo, e a funcao perturbadora
depende desse angulo.

Para eliminar esta dependéncia explicita com o tempo, introduzimos mais
graus de liberdade associados com os argumentos da solugao secular para
Jupiter, seguindo a idéia de Morbidelli e Moons (Morbidelli & Moons, 1993).
Esta eliminacao é feita definindo novas coordenadas no espaco de fases, a
quais sao fungoes lineares do tempo, e seus momentos conjugados.
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coordenada | momento

A L
AJ A

w G-L
wgp) Gs
X6 G
X7 G
X8 Gy

Com esta extensao, o Hamiltoniano pode se escrever como

2
H = K

C2(J;5 = 2(Jy + )2 + 1A+ g5Gs + g6Ge + 9:G7 + gsGs — €R, (38)

onde R é a funcao perturbadora e ¢ = Gm/me.

Na ressonancia 3:2, usamos as variaveis ressonantes estandar, como na

secao anterior, mas com a introducao das novas coordenadas que eliminam
a dependéncia temporal

coordenada momento
91:3)\J—2)\—w J1:L—G
0y = 3X\; — 2X — P Jy =G+ A
O3 =A— A\, J3 =3L+2A
0y =P Ji=Gs+G+A
0 = X111 Ji=Gy (1=5,6,7)
As equagoes de movimento sao
. OH . OH
b= Ji=—-2T, 39
aJ; 00; (39)

onde o Hamiltoniano é agora

2
H = K

8
- 3ny(Ji+Jo)—nyJs—gs . Ji_1—eR. (40
2(J3—2(<]1+J2>)2+ nalht)=nJs=gs 2+z§gl -1 —eft. (40)
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6 A Funcao Perturbadora

Para o problema restrito dos trés corpos, a funcao pertubadora é

1 rry
R=——— 41
A3 (41)
onde
A=lr—ry]=(r>+7r2—2rr;cosS)"/? (42)

S é o angulo entre o asterdide e Jupiter relativo ao Sol.

Como foi mostrado por Ferraz-Mello (Ferraz-Mello, 1994), o desenvolvi-
mento Laplaciano nao pode ser usado para aplicagao no caso dos Hildas, ja
que estes asterdides ficam fora da regiao de convergeéncia.

Por essa razao, neste trabalho vamos trabalhar com o desenvolvimento
da funcao perturbadora proposto por Beaugé (Beaugé, 1996). Este desen-
volvimento é valido para todas as excentricidades excluindo regioes onde
acontecem singularidades associadas a colisioes entre Jupiter e o asterdide.

6.1 A aproximacao de Beaugé. O parametro ¢

O maior problema no desenvolvimento de R vem do termo A~!. Introduzindo
a relagdo p = r/r;, obtemos da equagao . (42)
Ty

N =0+ p* —2pcos §) 2. (43)

Beaugé centra o seu desenvolvimento em um ajuste polinémico da funcao

%‘] =(1+2) V2 (44)
onde
x=p*—2pcos S (45)

—-1/2

representando a fungao (1 + x) por um polinémio de grau N na variavel

xT:

N
(1+2)™ 2= bya" (46)
n=0

onde os coeficientes b, saodeterminados numéricamente partir de uma re-
gressao linear.
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Figura 2: Limites de validade da aproximacao de Beaugé para asterdides em
ressonancia 3:2 com Jupiter para e; = 0 e diferentes valores de §. A curva
grossa preta mostra a posi¢ao dos pontos onde z,;, = —1 (curva de colisdo ).
As curvas nao marcadas adjacentes correspondem-se com ¢ = 0.001. Eixos:
X =ecosby; Y = |esinb].

A variavel 1 4+ x é uma medida da proximidade da condicao inicial com
a singularidade em %. Esta medida é igual a zero na singularidade e vai
crescendo a medida que vai se afastando da curva de colisao. Notemos que
os valores de p e S naosaopor separado significantes, s6 é importante a
distancia a singularidade.

O ajuste numérico é feito usando valores de z > —1 + 9, onde § é um
parametro positivo préximo a zero. Na aproximagao de Beaugé, o ntimero
necessario de termos para representar A~! depende da magnitude de A~! na
regiao a ser estudada:

Perto do minimo de A~™!, com poucos termos teremos uma boa repre-
sentacdo de (1 + x)~Y/2,

Este ntimero cresce rapidamente assim que as orbitas vao se aproximando,
ficando préximas a colisdo (Beaugé & Michtchenko, 2003).

Para o caso dos Hildas, 6 > 0.1 uma boa aproximacao pode ser obtida
com um numero razoavel de termos. Nesta tese, usaremos N = 15.

Os limites § na comensurabilidade 3:2 (a ~ 0.763) sdo mostrados na figura
2 (para ey = 0). O méximo valor (6 = 0.39) fica em e ~ 0.51,6; = 0 (sobre o
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eixo X ). Este ponto é muito préximo a solugao estacionaria de corrotagao da
ressonancia asteroidal 3:2 (e; = 0.45 para ey — 0; ver Ferraz-Mello et al.,
1993). As singularidades de A™! estaosobre a curva preta grossa (curva de
colisao ).

Introduzindo a expressao explicita para x na equagao (46), temos

gfﬁ§:§kw—%j<k>f“”w§5 (47)

k=0 j=0 J

onde os ¢ sao coeficientes constantes, os quais podem ser obtidos a partir
dos by.

Como nesta tese fazemos uma teoria plana, isto é as orbitas de Jupiter
e do asterdide sao coplanares, introduzimos a definicao de S no caso plano:
S = f— f; + Aw. Escrevendo as poténcias dos cossenos por multiplos
do argumento, e introduzindo a expressao plana de S, podemos reescrever a
ultima equacao como:

% ~ i Nz_:k 2Ak,i@m<;—1)m<r—2>_m_l cosk(f — f;+ Aw) (48)

k=0 i=0 a2

onde m = 2i + k.

O proximo passo é a transformacao da anomalia verdadera em anoma-
lia média. Para fazer isto, usamos os desenvolvimentos de Fourier para o
problema dos dois corpos:

<£)ncos (kf) =
(£>n$n(kf) _

onde o indices superiores n podem ser tanto positivos como negativos. Os
coeficientes X J" * 30 0s coeficientes de Hansen (ver, para detalhes, Tisserand,
1889, cap. XV §96; Kaula, 1962). Os coeficientes de Hansen sao fungdes da
excentricidade e podem ser desenvolvidos em série de poténcias nas mesmas:

n,k n,k .
X" 4 XT) cos (j1) (49)

n,k N AN .
X" — X7 sin (j4)

i(
i(

o0

nk __ |k—j n,k 2s

Xjt = ISV e (50)
s=0

: , , k <
(u1 = max (0, j — k) e up = max (0, k — 7)) onde os nimeros Y, Yy, 51y, S200S
operadores de Newcomb.
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Os operadores de Newcomb naodependem das excentricidades e, por
tanto, saosempre os mesmos para todas as condicoes iniciais; eles obede-
cem relagoes de recorréncia o que permite que sejam calculados facilmente
para todos os subindices (Brouwer & Clemence, 1961, cap. XV §4).

Introduzindo a eq. (50) na eq. (49), se obtém

(g)ncos(kf) = i i By, i.ime€’ cos (ml) (51)

1=0 m=—0o0

(£>nsin(kf) - i i Cy kime" sin (mf)

i=0 m=—o00

onde B, rim € Cpiim saocoeficientes constantes expressos como fungoes
dos operadores de Newcomb. Estes coeficientes, primeiro calculados por Le-
verrier, nao dependem dos parametros orbitais e podem ser calculados uma
unica vez. Eles tem propriedades interesantes. A mais importante delas é a
propriedade de d’Alembert: By, yim = Cprim = 0 onde |m| < i ou quando
|m| — ¢ é impar.

O tultimo destes desenvolvimento é uma série de poténcia em e convergente
para e < 0.6627434 - - - (ver para detalhes Wintner, 1941, cap. IV).

Introduzindo agora a eq. (51), e suas analogas para Jupiter, na expressao da
parte direta da funcao perturbadora, e reordenando os termos, obtemos:

1 1 0o 00 N N-I ' o
——=> > > A1iDais1jkmna® el cos (ml — nly + 1Aw)
A ay k=0 m,n=—00 =0 i=0
(52)
onde os coeficientes Da;yq j  m.n €stao dados por:
1 .
Daitijkmn = P (Baiti,1,j,m| + sign(m)Caiti,jm|) X (53)

(B—2i—l—1,l,k,|n\ + Sign(n)O—Qi—l—l,l,k,\nI)

e Ym € uma funcao definida como:

12 i m=0
Vm_{ 1 if m >0 (54)

Esta é a parte direta da funcao perturbadora.
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6.2 A parte Indireta

A fungao que aparece na parte indireta de R é

7 (55)

3
Comparando as eqn. (41) e eq. (48), podemos ver que a contribui¢ao tem
exatamente a mesma forma funcional como um dos termos da desenvolvi-
mento (eqn.48). Isto significa que podemos adicionar a parte indireta dire-
tamente na definicao dos coeficientes usados na secao anterior.
Isto pode ser feito simplesmente modificando o coeficiente Ay ; com k = 1,

17 = 0 da maneira:

AI,O — Al,O - 1/2 (56)

Desta maneira, podemos obter uma tinica expressao em série para a fungao
perturbadora do problema dos trés corpos no caso planetario em coordenadas
relativas heliocéntricas. E importante notar que os coeficientes sao constantes
para todas as condicoes iniciais, e somente os determinamos uma vez so.
(para detalhes, ver Beaugé, 1996; Beaugé & Michtchenko, 2003.)

Cada termo em R depende das anomalias médias ¢ ,/; e da diferenca entre
as longitudes do periélio. Aw. Em termos das varidveis canonicas usadas
nesta teoria, estes argumentos podem ser escritos como (m—~£)6; 4 (¢ —n)0y+
(3m — 2n)6s.

6.3 Inclusao da solucao secular para a orbita de Jupiter

Comecando com a expressaogeral do desenvolvimento de Beaugé para a
funcao perturbadora

1 4 15 15 15 15 15

Ro= =322 2 > > Riumx

AJ 320 j=0 k=01=—15 m=—15n=—15

(0 — Qpes) '€l €% cos(16, +mb) + nbs), (57)
vamos agora introduzir os efeitos das perturbacgoes dos planetas gigantes na
érbita de Jupiter, dada pela teoria secular de Lagrange-Laplace eqns. (37).

Necessitamos achar uma expressao para et cos(l0; =m0 + nfs) (usamos
os dois sinais para trabalhar com m positivos):

e® cos(10; =mbY +nbs) = ek cos mbY cos(10; +nbs) F e’ sin mh9 sin (16, + nbs)
(58)
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Chamando D¥ = €% cosmb) e EF = ¥ sinmf), podemos escrever

" cos(16, £ mbY + nb3) = DE cos(16; + nb3) F EF sin(10, +nb3)  (59)

6.3.1 As Expressoes de DF e Ef

A partir das equagoes (37), multiplicando o complexo conjugado por exp (it))
(¢ = 3A; — 2)\), obtemos

8
eyexp(if)) = eSm exp(iby) + Z Ajexpli(y — x;)] (60)

Jj=6

o que pode ser escrito como

8
eyexp(ifd) = eff) exp(ifs) + Y Ajexpli(fs + 01 — 6;_1)]. (61)
=6

Com essas expressoes vamos expressar D¥ e E* . Das regras de d’Alembert,
sabemos que k = m, m+2, m+4,.... Por tanto, vamos calcular primeiro D"
e L.

Para simplificar a notacao , introduzimos a varidvel complexa X" =
ek exp(im#9). Temos, entao, D™ = Re[X™] e E™ = Im[X™].

A partir deX™ = XllX((:z:ll)), temos

D" = Re[Xix™D)=plpmh_ grpm-D

(m—1) ( ) (m—1)
Er = Im[X}X0V]=DIED"Y + EIDY (62)

Se usamos
cos[(m — 2)63] = cos 0 cos[(m — 1)09] + sin 69 sin[(m — 1)65]
e multiplicamos por €'} obtemos
EE™ ] + DID""| = 2Dm 2.
e combinando com (62) obtemos as relagdes de recorréncia
Dy = 2DID) 5D
By = DIEGT) +BIDG (63)
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Para obter D¥ e E¥ precisamos levar em conta o fato que k = m, m +
2,m+ 4, .... Por tanto, é preciso calcular

D 2 D™ ef, D

moy e

e 0 mesmo para EF .
Para fazer estes cdlculos, precisamos as expressoes para e, et €5, ete.

Das relacdes de recorréncia, e levando em conta que e2D™~3 = D™, temos
m+2 1 ym+1 m—+2
Dm - 2D1Dm+1 o Dm+2 (64)

e, em geral, conseguimos as relagoes que nos permitem obter todos os termos
m+2[ m+2l
D= ET T2 como

m+20 1 m~+2l—1 m+2l

EZZ”HrZZ — E Dm+21 1—|—D Em+21 1 (65)

Com isto, completamos os calculos dos termos DF e E¥. Em anexo vamos
colocar os primeiros coeficientes DF e E* .

6.3.2 A Expressao Final da Fungao Perturbadora

Uma vez que temos as expressoes para os termos DF e EF  necessitamos
voltar a funcao pertubadora, para dar uma expressao mais compacta e poder
cumprimentar o processo de média

Como DF ¢ uma série de cossenos e EF uma série de senos, podemos

escrever

DF cos(16; + nfs) £ EF sin(10; +nbs) = > e® )’”B

k2,ma,r,stu

X cos(l0y + maby + nbs + 10y + sO5 + ths + uby)

X (66)

komorstu

onde os indices ky € my tem k£ ¢ m como limite.
Entao, a fungao perturbadora pode se escrita como

- - Z 20222200000 Rijitmn Bmarot— (67)

10] m m2 n

X (a— ares)leje(p k2 cos(l@l + moby + nbs + 1y + sO5 + t0s + ub;),
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Definindo

Pijkglmgnrst = Z RijklmnB]]s:;Ln?rgtu (68)
k,m
temos que
1 & o
L2 3095 90 3) 3 3) 55 3) 3 ) 0x TN LB IR EE LR
i=0 j k | kg m m2 T s t u
X cos(l0y + maby + nbs + 10y + s05 + ths + uby), (69)
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7 Obtencao de Elementos Proprios

A construcao dos elementos proprios, comecando dos elementos osculadores,
consiste em uma sequéncia de passos, os quais podem ser resumidos como os
seguintes:

e Obtencao dos elementos semi-médios.
Estes elementos sao os obtidos a partir de uma média sobre o termo de
curto periodo, isto é, na diferenca de longitudes médias do asterdide
e o planeta. Para o caso naoressonante, esta média proporciona os
elementos médios (Milani & Knezevi¢, 1991)

e Obtencao dos elementos médios.
Este segundo passo é o de maior importancia e onde devemos aplicar a
teoria de series de Lie para sistemas ressonantes. Esta aplicacao, para
o caso asteroidal, estd composta dos seguintes passos:

— Desenvolvimento do Hamiltoniano ao redor da condigao de res-
sonancia.

— Construcao de um kernel de Hori integravel que descreva a topo-
logia da ressonancia.

— Integracao do kernel integravel.

— Resolver termo-a-termo as equagoes de perturbacao, obtendo a
funcao geratriz

e Obtencao dos elementos proprios
Uma vez que foi feita a segunda média, o Hamiltoniano resultante de-
pende de angulos nao criticos, os quais podem ser eliminados por uma
média (via séries de Lie, naoressonante), dando como resultado o Ha-
miltoniano independente dos angulos, e, em consequéncia, definindo
variaveis agao invariantes. Estas varidveis serao denominadas Flemen-
tos Proprios Dinamicos.

Com os elementos proprios dinamicos e fazendo as transformacoes inver-
sas (obtidas nos passos anteriores), podremos definir elementos Keplerianos
Equivalentes -na nossa teoria plana- o semieixo e a excentricidade, a e e.

Neste capitulo vamos obter os elementos préprios dinamicos nos dois mo-
delos do problema restrito dos trés corpos.
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7.1 Calculo de Elementos Proéprios no problema Classico.
O Modelo do Péndulo

7.1.1 Primeira Média: Os Elementos Semi-Médios

A primeira média é feita sobre o angulo rapido 03 que é a diferenca entre
as longitudes médias. Esta média é feita aplicando a teoria de séries de Lie
para sistemas nao ressonantes (Hori, 1966; Ferraz-Mello, 1990) até a primeira
ordem no parametro €.

Comegando com o Hamiltoniano dado pela equagao (40) vamos construir
uma transformacao canonica que nos conduza a um Hamiltoniano transfor-
mado

Se fazemos a suposigao

H* = H} +eH; +*Hy + & Hj + ..., (71)

wO =w® w4 (72)

e introduzimos estes desenvolvimentos nas equagoes (70), obtemos as
equacgoes de perturbacao

12
H = (- +7
0 < 2L2 " )(J* J3 J*)7

Hy = (R + {HO’ wi' })(af,eg,eg;J;,J;,Jg) ’ (73)
Para resolver a equacao homoldgica adotamos a regra de média
Hik =< R >9§ (74)
e obtemos o gerador de Lie de primeira ordem
@ 4 15 15 15 15 15 "
W, _ = 1] mn %
' @ngz(:)kzg)l;smz—:mnz I’y +mIy +nl'
(@ — Ques)ie*’ ek sin (107 + mo; + nb3) (75)
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onde i}
T 0H;

]_aJ;7

j=1,2,3. (76)

As fungdes e*(J*) e a*(J*) sao definidas da mesma relac¢ao funcional que
e(J) e a(J) (eqns. 35).

Os elementos semi-médios e os elementos osculadores estao relacionados
pela transformacéo canoénica gerada por W a qual, até primeira ordem é

6, = o +{6;, "}
Jio= T (77)
O Hamiltoniano semi-médio é, entao,

H* = Hy(J") —8—222 Z Z Rijrimo %

AJ 20 j=0 k=01=—15 m=—15
(o — aupes) ' ek cos(107 + més). (78)

7.1.2 Segunda Média: Os Elementos Médios

Como foi dito na introdugao ao capitulo, para a obtencao do elementos médios
devemos seguir o seguinte roteiro:

e Expandir o Hamiltoniano H* ao redor da condigao de ressonancia;
e Separar o Hamiltoniano em duas partes:
H*(6",J%) = + AH™, (79)

pendulo

Integrar o péndulo nas varidveis {67, (J; + J5)} e obter as correspon-
dentes varidveis angulo-acao (wj, A});

Estender a transformagao para incluir o outro grau de liberdade com a
Transformagao de Henrard-Lemaitre;

Obter as equagoes de perturbacao ;

Fazer a média no angulo wj.
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7.1.3 Desenvolvimento do Hamiltoniano na ressonancia

Uma vez feita a primeira média, o Hamiltoniano resultante nao depende do
angulo ;. Entao, J; é uma constante. Este valor constante serd fixado no
valor de referéncia

* _ o 2#2 1/3
J3 — Lres -V HQres = [3 ]
ny

e desenvolvemos L* ao redor desse valor. Como L* = J; — 2(Jf + J3), isto é
equivalente a desenvolver o Hamiltoniano em série de Taylor em § = J{+J5 =
0.

A parte nao perturbada do Hamiltoniano pode ser escrita como:

H = _%ZQQ (Jf +J3) 4+ 3n,(JF + J5) —nyJs — gsJ5.

. 2 .
Introduzindo n,., = (j‘Tg,, H§ pode se escrito:

w
~—

Hj = + (3ny —2n)(J] + J3) — (80)

[\

)?
I > i * *\ 12 * *
- 7Z(J2+2) (J1+J2) —ngJ3s —gsJ;5.

Devido a definicao de n,.; temos que 3n; — 2n,.s = 0. O Hamiltoniano
H*(0*,J*) é de dois graus de liberdade onde 67 é critico (ressonante) e 65 é
de longo periodo.

Nas seguintes expressoes, vamos também desenvolver J; numa vizinhanca
de —J;5 usando

Ji=—J5+¢ (81)

E importante notar que nao consideramos que J; e .JJ; sao pequenos, mas
Ji 4+ J5 é a quantidade pequena.

A fungao perturbadora é desenvolvida como:

OR
R=7R"+ —\5 ol Jy+ J5) +

onde
OR OR O0a* OR Oe*

261 o0 06 " o0 0 | I

(82)
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Em ¢ = 0 temos (ver as egs. 35)

. J*Z
ale=o = Z
em0 = \J 1 - (%)2
@f) o = _4% (83)
<8e*> o = (-) [1 B (Mﬂ s+ J;)(23J; —J3)
€ 7 7

Para calcular as derivadas parciais com relagao a £ nas egs. (83), usamos
a eq. (81) e consideramos o momento .J; como uma constante.

7.1.4 O Kernel de Hori. Escolha do Modelo Integravel

A condicao de ressonancia impoe condigoes sobre o Hamiltoniano a ser esco-
lhido como Hamiltoniano integravel. J& sabemos que Hy(J*) nao é adequado
para ser usado como Hori. Temos que escolher um novo kernel de Hori que
possua os aspectos topologicos de um fluxo Hamiltoniano no entorno de uma
ressonancia. Por esta razdo, é necessario considerar ordens de grandeza (as-
sociadas ao pequeno parametro €) de forma tal que no Kernel de Hori todos
os termos possuam a mesma ordem e os termos restantes sejam de ordem
superior. Usemos agora, o fato que J; + J; é uma quantidade pequena:

E=J + Iy = O0We).
Para asterdides com excentricidades entre 0.15 e 0.3 (valores tipicos no
grupo de Hilda) podemos supor que todos os termos que contem o angulo
05 podem ser considerados como perturbacao (ver figura 4). Mesma coisa

ocorre com os termos seculares eR),(J5). Por tanto, podemos considerar
que a parte principal do Hamiltoniano é agora

* 1 * * * * * *
onde vy, = —(1—(]2!%—24 e as fungoes RY, e RY, sdo geralmente definidas por
3
4 15 15 x i
af — ) L
Ry == (L33 Ripann e )
i=0 j—0 k=0 ay £=0
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Figura 3: Coefficientes principais da funcao perturbadora. Para excentri-
cidades entre 0.15 e 0.3 o termo correspondente ao angulo ressonante 07 é
dominante.

(Nesta expressao, a excentricidade e semieixo sao calculados em & = 0, isto
é, em J3 = \/llGres © Jf = —J3.)

O angulo 65 ¢ ciclico, portanto J5 é constante na solucao deste Hamilto-
niano.

Além do mais RY, é constante e Fj é o Hamiltoniano do péndulo simples,
cuja solucao , no caso de libracoes de pequenas amplitudes pode ser escrita
por (Ferraz-Mello, 2002)

0
Ji+Jy = —8@{[003 wi]Q — [2 cosw] — cos 3w Q°

17
— [3 cosw; — 5 cos 3w} — cos 5wi]Q°} + O(Q7) (86)

sinf; = 8[sinwj]Q — 24[2sin w} — sin 3w} Q

25
- 8[? sinw} — 3sin 3w} — 5sin 5w} Q° + O(Q") (87)
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A amplitude Q se relaciona com a agao do péndulo Aj como

- vt A
Q= | 3209

O coeficiente RY, é uma quantidade positiva. No caso em que RY, seja
negativa, a definicao do angulo #; poderia ser mudado adicionando 7 antes
de usar os resultados classicos do péendulo.

A agdo é uma quantidade pequena da ordem O(,/¢) ja que Q é, a priori,
uma quantidade finita (a amplitude do péndulo é uma constante arbitraria).
Mais ainda, a hipétese de Q pequeno é uma condi¢ao independente da mag-
nitude de €.

Depois de introduzir as novas variaveis, a eqn. (86) fica como

Fy = F(AL, J3) = 9505 + eRg(J3), (88)

onde a fungao F(Aj, J5) é a parte do Hamiltoniano semi-médio correspon-
dente ao modelo do péndulo em termos da nova acao :

F(A}, J5) = eR5(J5) (1 - 32Q% + 64Q%) + O(Q°) (89)

O kernel de Hori proposto s6 inclui o termo critico do angulo ;. Os outros
termos periédicos do Hamiltoniano semi-médio nao foram considerados para
a construcao do kernel e foram levados em conta em ordens superiores. Esta
escolha faz com que o trabalho fique relativamente simples, mas pode resultar
em falta de precisaoda teoria. Em aplicagoes mais reais, para obter melhor
aproximacao ¢ conveniente incluir ao menos o termo dependente do angulo
de longo perfodo 6y — 6y, cujo coeficiente é da mesma ordem que RY,) e usar
a transformagao de Sessin (Sessin and Ferraz-Mello, 1984) na integragao .

7.1.5 Extensao ao segundo grau de liberdade

As variaveis introduzidas na segao anterior, wj, A* sao variaveis angulo-acao
somente quando Fj é considerado como um Hamiltoniano de um grau de
liberdade. Como as variaveis do sistema dado sao 7,65, A7, A3, temo que
extender a transformacao canonica para incluir o segundo grau de liberdade.
Para fazer isto usamos a transformacao introduzida por Henrard-Lemaitre
(Henrard & Lemaitre, 1986).

07 = 0i(wi, A7)
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Jio= Ji(wr, A
0 = wy —Zs(wy,AY)

o= A (90)

onde

_ w007 0JF 907 0TF\ .
Zg = / " . " " dwl.

o \Ow;idAs  OA5Ow;
E necessdrio, em principio, escrever 07 em termos de wi, Q(A}). Usamos, para

sinf; e (Jy + J3) a solucdo do péndulo obtida na se¢ao anterior. E, fazendo
uso da hipotese de pequenas amplitudes podemos usar a aproximagao

07 = arcsin(sin 0}) = sin 0] + sin” 0 (91)
a qual é desenvolvida ao redor de @ = 0.
Até a ordem O(Q7), temos
0] = 8sinwjQ+ [16 sinwj + g sin3wﬂ Q° +
+ [92 sinw?} + 24 sin 3w} + % sin 5wﬂ Q° (92)

e, depois de fazer algebra, obtemos

16 0w 8
9 sin wj Q o] AL sin 2wj Q sin wy + 5 Sin 3w Q
16 0w .
— ma—/\; [2 Sin 2w1 -+ sin 4w1] Q4 —
8
— |92sinw] + 24 sin 3w] + E sin 5wﬂ Q° +0(Q% (93)

e a transformagao esta completa.

7.1.6 Algumas transformacoes auxiliares

Como precisamos escrever o Hamiltoniano em termos das novas variaveis,
desenvolvemos os cossenos em poténcias de Q

cosf; = 1—16[1 — cos2w?}]Q* — 32[cos 2w} — cos 4wi]Q* —
—  [64 4 112 cos 2w} — 128 cos 4w} — 48 cos 6w?] Q% + ---. (94)
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Até a ordem Q32, temos também:

costy = coswj + 4[cos(w] + wj) — cos(w; — wi)|Q +
1 0w
|l/11| 3A*

) cos(wi — 2w?)}Q? —

+ 8{—2coswj+ (1+ L) cos(wy + 2w}) +

1 0wy
o] 0A3
32 Ow)
[11] OA;
32 Ow)

[v11] DA
32 Ow?
[11] OA;
32 Ow)
|| A

+ 24) cos(w] + w3) +

— 24) cos(ws — wy) +

+ 12) cos(3w] + w3) +

—12) cos(w} — 3w})}Q? (95)

8 Jw
1/11| 8/\*

(2w] +w3)}Q* + O(QY) (96)

cos(0] —03) = cosw; — {‘ cos(wy — 2wy) —

8 Juw!
’1/11 ‘ 0A2

7.1.7 O Hamiltoniano até a ordem O(=%2Q?)

Até a ordem O(£%?), o Hamiltoniano pode ser escrito na forma
H =F +F (97)

onde Fy é dado pela equagao (88) e

* 1 * * dROO
Fy = éVlll(Jl + J2) e(Ji +J3)—— dé ‘
. deo . .
+ e(Jf 4+ J3)——|e=o cos O + R, cos O3 + eRY_, cos(0; — 03).
Nesta equagao , v11; = —Qfﬁ? e os novos coeficientes sao definidos como na
3

equagao (115).
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Nas novas variaveis, temos:

88(,(} 872’10 aROO )
FY = 1 o
’ l V11 ( ¢ le=o + o€ “oe =
641111 (w?)3 165w1 OR1o aRoo , )
( v f? P (5 o€ le=0 + — 7 le= 0) Q°| cosw; +
64v11y (wr)? | Bewy IR aRoo .
_ 9 Ry, -
( 33 |,/11‘( o€ le=o + a¢ le—o | Q7 cos 3w +
+ -87?’(1)0 + 87?,(1) 16€R?0Q :| CcoS w2
_ 32RO O
— -457?/(1)0@— <24€R(1)0 ‘yll‘lo 6A1> 1 —w2 N
_ 32:RY. 0
|t <245R(1)0 + ST wi> 931 cos(wj] + wi) +
- ‘Vn’ OA
8eRY_, 0wy 8eRY, ! )
e +8Ryp + Q2 cos(2uw?t + wsi) +
( | OA3 0 | 0Ay 1 w)
887?,(1) 18(,()(1) 8€RO aw
a T — 8eR) + U= 92 cos(2w) — w)) +
< ’Vll‘ aA; 1 ‘1/11‘ 8A2 1 2)
32eRY. WY . )
( \yuanA%“12€R%J Q* cos(3wy — w3) +
32eRY. WY
NS Wi —|—12€’R?0 Q3 COS(3wT+w§)+O(Q4) (98)
lv11| OA;

7.1.8 A Média

Consideremos agora a transformacao canonica (w*, A*) — (w**, A**) gerada
pelo gerador de Lie

W (™, A™) = W + W + . (99)

onde os subindices indicam o grau em S.
As equacoes de perturbacao sao
B = B
Fr* = Fr(w™ A™) + {F W) (100)

Como a a¢ao Af* tem uma ordem O(y/€), na aplicagao da teoria das séries
de Lie, é necessario levar em conta que os colchetes de Poisson contem duas
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partes de diferentes ordens de grandeza. Em verdade, se f, g sao duas fungoes
com graus r e s no conjunto S = (A}*, \/€), o colchete de Poisson é

{f7g}:{f7g}1+{fug}2
onde

of 09 9f 9y
dw AT DAY Owr*
df Og df Og

_ _ _ 101

{f,9h =0(r+s—1)

Para resolver a segunda equagao (100), adotamos

1

27
B == / Fr(w™, A™)dw?*

e obtemos o gerador de Lie ressonante

W2 :<8A?{*> /F3(w 7A )dwl

ou
B 88&} a7?'10 3R00
W(Q) _ 1 ) B
W1V [ ‘1/11| |§ o+ 85 |§70 Q
64111 (w7)®  16swf / OR1o 37300 o -
- ( A | (5 € =0+ ——le= o) Q3| sinw}* +
640111 (W) 8ew? , Ry 37300 L
- — I 3 *ok
< 9|3 3\1/11‘( o€ |e=0 D¢ le=o | Q° sin 3wi™ +
32eRY, O
- [emha- (v 2 o)
2
32eRY, O
+ [4€R?OQ - <248R(1]0 + ‘,il‘lo aXl) le sin w1 —|—w2 )_|_
2
4Ry O 4R}y O
™ 4eRY 10 ¥ 2 in(2
+ < o 8A§+ ERy + | B Q% sin(2w?* + wi*) +
4Ry O 4Ry, 0
- — — 4RO 10 Y%1 2 2 .
< |V11\ O3 R+ \Vn\ ON; Q sm w1 w2)+

48



32eRY, A
(ﬂﬂ - 457390) Q3 sin(3w — wi*) +

3|V11| 8/\5
32eRY, Ow? 0 ) ,
—_— +4eRY | O3 sin(3wr™ + wi*) + O(QY).
(Somiled s aemy, ) Qsiniaur + uz) + 00
(102)
w1 € a frequiéncia do angulo wi™:
L A G = wi(1-49%) +0(QY). (103)

ONY— OAY

Das equagoes do péndulo para pequenas oscilagoes (Ferraz-Mello, 2002),
podemos ver que,

O~ Wi (AF)(1 = 4Q(AT", AT")?)

As quantidades v11, w?, Q, R;; que aparecem no lado direito da equagao (102)
tem as mesmas definicoes de antes, mas substituindo A* por A**.

Até esta ordem, entao, a transformacao canonica das variavies semi-
médias em varidveis médias esta dada por

wi = w4+ {wi, Wi
wy = wyt+ {wy, Wi
A = AT AT WL
AT = AT A WO (104)

e o Hamiltoniano resultante para os elementos médios é:

H™ = F(A™) = gsAy + eRg(A3") + (105)
+ [ERI(AS) + RV (AF) — 165RY(A5) Q2] cosw”.  (106)

7.1.9 Terceira Média: Os Elementos Préprios

O Hamiltoniano obtido na secao anterior é um Hamiltoniano de um grau
de liberdade (as unicas varidveis sdo, agora, wi* and A}*), e, por tanto,
integravel.

Podemos usar de novo uma série de Lie até a primeira ordem no pe-
queno parametro /¢ para construir a solugdo do sistema. Consideremos
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Fkk

uma transformagao canonica (w3*, A3*) — (wi* A3*™) gerada pelo gerador
de Lie W® (w5, A5*™) e as equacdes de perturbacio

Para resolver esta equacao , adotamos a média
H :%/0 H™ (w3, A3™)dws

e o gerador de Lie

W - <8A§**> [ A5 duws™

Por tanto obtemos

e
1 : *kkk
W — = [EROG(AS™) + eRY_ (A5™) — 16=R Y (A5™) Q7] sinwy™  (108)
onde
oo OHj*
2 — aAz*

Com isto obtivemos duas quase-integrais A" e AJ**, as quais chamamos
Elementos Proprios Dinamicos. A3 esta relacionado com A%

AP — AFF 3 ’ —
2 2+ ows*

[éR?O(AZ*) +eRY_ (A — 165R?O(A§*)Q2} cos wy*

L
w2
A transformacao na variavel angulo é similar.

Para aplicacao no problema asteroidal, é de interesse a construgao de ele-
mentos tipo Keplerianos: semieixo e excentricidade como fungoes das acoes
préprias AT* e AS*.

2Por razodes de simplicidade omitimos em todas as equacdes desta secdo a dependéncia
com a constante A}*.
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Estes elementos podem ser obtidos seguindo os passos: (i) Equagdes for-
malmente iguais as eqns. (90) sdo usadas para obter as varidveis formais J***
e 6***

3

(7i) Estas varidveis podem ser usadas para determinar os equivalentes
momentos de Delaunay; e com estes momentos de Delaunay (iiz) Aplicando
as eqns. (35) obter as elementos proprios elipticos equivalentes a™* e e™**,
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7.2 Calculo de Elementos Préprios incluindo as per-
turbacgoes na orbita de Jupiter

7.2.1 A Primeira Média: Os Elementos Semi-Médios

Como no caso do problema classico, a primeira média é feita no angulo
rapido 63 (o angulo sinddico do asterdide). Até a primeira ordem no pe-
queno parametro vamos obter o gerador de Lie, da mesma maneira que na
secao 7.1.1, para o Hamiltoniano do problema estendido.

Neste caso, as equagoes de perturbacao sao:

) 8
H; = <—% +3n,(J1+ Jo) —ngds — gsJo + Zgle1> )
=5 J*

Hy = (-R+{H;. WP})(G*;J*) : (109)
Adotando a regra de média
Hf =< —R >g§ (110)

e, resolvendo a equagao (110) para obter o gerador de Lie de primeira ordem

1
wih = — 3 (111)
&Ji,j,kz,l,mg,n,r,s,t,u
Pijkzlmznrstu(a - ares)iej «
lF1 + mgrg + TLF3 + TF4 + SF5 + tFG + UF7
X sin[l0) + mob; + nb; + rl; + sO; + 05 + ubs]

onde .
ro_ 0H;

J * )
dJ;
O resultantes elementos semi-médios e os originais elementos osculadores

estaorelacionados pela transformacio canonica gerada por W), a qual, até
a primeira ordem ¢é

j=1,2,..7 (112)

0, = 0 +e{0r, W}
Ji = Jr+efJr,wiy (113)
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O Hamiltoniano semi-médio é

* * 1 ied
H = HO(J ) —&— Z Pijkglm20rstu(a - ares) e’ X

ay ijkalmarstu

X cos[l0] + maby + ry + sb; + t0; + ubs].

7.2.2 0O Kernel de Hori

Como sabemos, no caso em que uma ressonancia acontece, nao é possivel usar
o Hamiltoniano nao perturbado como nicleo integravel.

O Hamiltoniano que descreva a topologia da ressonancia naos6 dever
conter a informacgao da ressonancia, mas também deve ser um Hamiltoniano
que possua a mesma ordem de grandeza.

Para a escolha do ntucleo integravel vamos considerar as ordens de gran-
deza dos coeficientes por um estudo numérico, a fim de levar em conta os
termos que sejam comparaveis.

O Hamiltoniano integravel correspondente serd o Hamiltoniano de An-
doyer, e, por tanto, as ordens de grandeza e os desenvolvimentos serao feitos
no parametro J; + J5 o que é suposto da ordem:

E=Jr+J = 0P,

A figura 4 mostra os coeficientes da funcao perturbadora onde alguns
deles ja foram mostrados na figura 3. Isto foi feito para estudar a grandeza
dos coeficientes. Neste gréafico observamos que para valores da excentricidade
entre 0 < e < 0.2 os termos que devem ser levados em conta sao

R (J3) cos 0 + R, (J3) cos 0 + Ry (J5) cos 26 (114)

R82(J§) cos 265 + R?I(Jg) cos(0] + 63).

onde as funcoes sao geralmente definidas como

. 4 15 15 (@ —ao) i 4
Rom == DD > Pijremooco———€"el (115)
i=0 j—=0 k=0 ag £=0

(no colchete, a excentricidade e o semieixo sdo evaluado em & = 0, isto é, em

Ji = \[Hres € Jf = —J3.)
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Coeficientes da Funcao Perturbadora
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Figura 4: Coeficientes principais da funcao perturbadora. Nesta figura in-
troduzimos mais coeficientes que na figura 3, ja que para excentricidades
menores sao necessarios mais termos para a construcao do Kernel de Hori.

7.2.3 Construcao do Modelo Integravel

Para contruir o modelo integravel vamos separar os coeficientes da funcao perturbadora

(114) da seguinte maneira:

Ry, = Biy2Ji +6RY,

Rgo =~ BQQJT
Ry, =~ Mye? (116)

RY, = COuy/2Jie; +0RY,
(117)
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COMPARACAO ENTRE R10 E B1.SQRT(2J_1) PARA A CONSTRUCAO DO KERNEL

012 | i

01t Blsqrt(2J_1) .~ R10 p

coeficiente

0 ! ! ! ! ! !

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
excentricidade

Figura 5: Neste grafico notamos que a substituicao de Ry por Biy/2.J; para
a construcao do kernel de Hori é boa para excentricidades menores que 0.3,
podendo considerar a diferenca como perturbacao.

onde Bl, BQ, Ml, M2 e 011 sao

By = - 24: > Pik100000 (o= ares) — Cres)' ef}””“
aj 1=0 k=0 \/Z LZJ;
: ( O‘res)l (p)k
By, = — Z Z P 21200000 7 ey (118)
aJ =0 k=0 L=J:
1 & .
My = — Pioow0100- (00 — pes)’ :
47 =0 L=J;
My, = — ZP102020200( Oéres)i e
aj =0 L=J;
1 O — Opes :
Cn = — ZPﬂlllOlOO ( )

@ i=o VL L=J;

Esta separacao dos coeficientes da funcao perturbadora deve ser estudada
numericamente. As figuras 5, 6, e 7 mostram que para excentricidades me-
nores que 0.3 podemos fazer estas separagoes considerando os dRY,, 0RY,; e
dRY, como de ordem superior.
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COMPARACAO ENTRE R20 E B2.2J_1 PARA A CONTRUCAO DO KERNEL
0.1 T T T T T T 7T

0.08 |-

0.06 1= /' B22J 1

coeficiente

R20

0.02 |-

I L L L L L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
excentricidade

Figura 6: Comparagao entre RY, com M;e;. Neste grifico as curvas siao bem
diferentes, mas para excentricidades menores que 0.3 a diferenca dos valores
absolutos é menor que 0.05 e podem ser consideradas da mesma ordem de
grandeza.

Usando as regras de D’Alembert, os coeficientes 6RY podem ser escritos
como:

Ry = ci01(2J7)%% + O(€%)
(SRgl = 001;1 + C()l;QJii< + Col;Q(Jf)Q + 0(66) (119)
0RY = ena(2))%? + O(&)

(120)

Com estas defini¢oes e aplicando a transformacao de Sessin (Sessin 1981,
Ferraz-Mello, 2007):

V2J*cos O] = /2Jf cosb] + (e cos by
V2J*sin©] = /2Jfsinf] + fressin

* ok
2_92

1
G = J5+ éﬁfei — Bregy/2J5 cos(0F — 63), (121)
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COMPARACAO ENTRE RO1 E M1.eJ PARA A CONSTRUCAO DO KERNEL
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Figura 7: Comparacio entre Ry, e Bo2J;.

com (3; = M, /B; podemos escrever a fun¢do R como:

onde

com

AR*

+

R*

B1V2J* cos O] + Bo2J " cos 207 + AR*

AR" = A/R* + AyR",

(122)

(123)

* C * * *
By | (87 — 35)€3 cos 203 + (B—121 — 251> \V2J7escos(0] + OF)| +
SR, cos 07 + SRy, cos ©F + 6RY, cos(0 + ©3),

(124)

AyR* contem os termos restantes da funcao perturbadora original nas novas
varidveis, e 32 = My/Bs.
O conjunto (07, ©%; J*,G*) é canonico. G* é conhecida como a integral
de Sessin.
Escolhamos como Hamiltoniano integrével (kernel de Hori)

onde Vi1 =

1242
PY
J3

= §V11(j*+g*)2+831

o7

V2T *cos O] + eB2J " cos 207  (125)



Como os termos constantes da parte linear do Hamiltoniano nao perturbado
nao contribuem ao fluxo do kernel, podemos considerar o Hamiltoniano

H* = F*—cAR. (126)

E importante por énfase no fato de que AR estd ainda expressa em termos
das novas e as velhas variaveis.

Vamos primeiro integrar o kernel de Hori e depois resolveremos este pro-
blema da mistura de variaveis.

Vamos definir ¢’ = ¢B; e ¢/ = €B,. Com estas definigbes escrevemos o
kernel de Hori como

F* = aJ*+bJ*? +&V2T* cosOFf + /2% cos 207 +

1
+ 51/119*2 (127)
onde a = v11G*, b = %1/11.
O conjunto completo de equagoes diferenciais associadas com F™* é (no
parametro u)

do 1

d—ul — a+26.7*+€'mcos@*{+2u'c052@’{

d *

c‘iz = £V2J*sin O] + 4p' J* sin 207 (128)

Observemos que o sistema no plano (0, J*) é auténomo e pode ser
resolvido separadamente.

7.2.4 Familia de solugoes periédicas proximas a um ponto de equi-
librio no plano (64, J%)

Para construir as variaveis angulo-agao associadas com F™*, no subspago (0%, J%)),
vamos construir familias de solugoes periddicas (Ferraz-Mello, 2007 sec.2.2)

J = ZalQl
=0

o7 = Y 59 (129)
=1

onde a; e s; saopolinomios de Fourier no angulo wj, e Q é um parametro
livre da ordem da amplitude das oscilagoes ao redor do ponto de equilibrio
J* = ap, O] =0 (mod 7).
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dwy
du

wi =W+ 0 Q’ (130)
=1

vamos considerar

Para a freqiiéncia wj =

Substituindo estas espansoes nas equacoes diferenciais, os coeficientes in-
determinados sao obtidos por identificacao de termos da mesma ordem em O.
No entanto, a determinacao destes coeficientes indeterminados fica compli-
cado pela apari¢ao de denominadores (por causa da raiz quadrada). Para re-
solver esta questao, introduzimos a variavel auxiliar p = /2J* e as equagoes
diferenciais podem ser escritas como

dp . . «
= ' sin OF + 24/p sin 203
dGT _ 3 / * / *
P = ap + bp” 4 € cos O] + 2'p cos 207. (131)
u

A nova varidvel pode também ser desenvolvida em série de poténcias do
parametro Q: p = S5, p Q'

Para obter ass funcoes p; e s; temos que comparar termos com a mesma
ordem em Q:

Ordem O:
2bpy — ppo — €’
b = 0 (132
Ordem 1:
W*post —ppr = 0
WP — (€' +4p'po)sy = 0 (133)
Ordem 2:
Wposy — pp2 = —(01po +wi*p1)st — %(8’ + 844'po) st + 3bpop;
Wi py — (€' +4i'po)s2 = —owph + 4p'sip (134)
Ordem 3:
W posy — pps = —(02po + o1p1 4+ wi*pa)st — (01po + wi*pr)sh +

6bpop1p2 — (£ + 8u'po)s1sa — bps — 4u/'p1s3
—(01py + 02p) + 41/ (P1S2 + pas1) —

1
- 6(8/ + 164'pg) 73, (135)

+

Wi py — (' + 41'po) s3
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Comparacao integracao numerica - modelo ordem 3
2 T T T T T

*

15 F e

sqrt(2J)sin(theta)
-
T

numerica

05

-1 -0.5 0 0.5
sqgrt(2J)cos(theta)

Figura 8: Comparacao entre integracao numérica da integragao do kernel de
Hori com a aproximacao analitica de ordem 2. A curva continua corresponde
a solucao analitica e a tracejada corresponde a integracao numérica.

e assim sucessivamente. Nestas expressoes a linha indica derivada com
relagao a wj e definimos

p=a+3bps + 2.

7.2.5 A solugao

As equacoes de ordem zero definem o centro de libracao em J* = %pg =
const..

As equagoes de ordem um formam um sistema linear homogéneo de
equagoes diferenciais com coeficientes constantes. A freqiiéncia prépria é
1 (j& que wj é a varidvel angulo, ver para detalhes Ferraz-Mello 2007, sec
C.9). Entao

—pole’ + 4u'p
. V1ol 1'po)p (136)
Po
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Comparacao integracao numerica - modelo ordem 5
2 T T T T T

15

" numerica

sqrt(2J)sin(theta)
-
T

ordem 5

05

-1 -0.5 0 0.5
sqgrt(2J)cos(theta)

Figura 9: Comparacao entre integracao numérica da integragao do kernel de
Hori com a aproximacao analitica a ordem 5. A curva continua corresponde
a solugao analitica (com as mesmas condigoes iniciais da figura anterior) e
a tracejada corresponde a integracao numérica. Podemos notar que a apro-
ximacao melhora com ordens maiores.

A solugoes de ordem um sao

s = sinwj
0%
w

po= 290_1(30sz (137)
P

A amplitude de w7 foi arbitrariamente fixada igual a 1 ja que depois sera
multiplicada por um fator arbitrario Q.

Ordem 2:
g'w*
— in 2w*
So T sin 2w}
1
v [(—&'p + 24bplu’ + 6bpe’) —

— (—&'p+ 8bpju’ + 2bpie’) cos QwT]
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Comparacao Integracao Numerica - Modelo no espaco de fases
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Figura 10: Comparagao entre integracao numérica com diferentes ordens de
aproximacao no modelo analitico no espaco de fases.

o = 0 (138)

Os termos restantes foram escritos de tal maneira que poem em evidéncia
que fazendo as substituicoes, elas se combinam para formar sistemas nao
homogéneos de equacoes diferenciais, os quais tém a mesma parte homogénea
que a equagao de ordem um.

No caso destas equagoes somente saonecessarias solugoes particulares.

Podemos notar que em cada lado esquerdo nao podem ter termos com freqiiéncia

1. Esta condigdo nos conduz a obtencao das constantes o; (j # 0).
Obtemos
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Comparacao Integracao Numerica - Modelo Analitico
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Figura 11: Comparacao entre a integragao numérica do kernel com apro-
ximagoes analiticas para diferentes ordens no tempo para a variavel
Ordem 3:
1
s3 = —————— |108pgb*c” + 1728pib* 1 — 1152p3be’ 1’ p + 864pgb°e’ 11/ +
4+ 63£”p% — poe’p® — 2016p5bu"? p + 432poe’ i/ p* —
—  16pju’p® — 162p5be”p + 768p3u’2p2} sin 3w}
1
Ps = g |[A960pSH ™ + AS0pSHE ' — 4161 ppigh + 60pbe” —
64pop°wy

— 1764 ppobe’ — 640 p°py + 161/ pip° — 18pgbe"p — 81/ ppoc’ +
+ &p’poe’ — e?p?) coswi + (192p5b° 1 + 96pb2e’ 1’ + 321" ppyb+
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Comparacao Integracao Numerica - Modelo Analitico
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Figura 12: Comparacao entre a integracao numérica do kernel com apro-
ximagoes analiticas para diferentes ordens no tempo para a varidvel H.
+ 12pgb?e™ — 644/ ppibe’ — 1644/ p*pg — 18pgbe™p + 164/ pop’e’ —
— &'pPpy + 7”%p?) cos Bw}‘]
1 412 12 2 _12 672, /2 5121,/ 2 4
0y = W {60}906 €% — p“e” 4+ 960pgb” 1= — 480pgb~e’ 1’ — 961" ppyb —
— 164/ p*poe’ — 164/ pp* — 18pabs"p — 964/ ppibe’ — €'p3p0} (139)

Os termos de ordens superiores sao calculados de maneira similar.

Quando comparamos a integracao numérica para o Hamiltoniano de An-
doyer com dois harmonicos e as aproximacgoes analiticas, podemos notar que
no espago de fases a aproximacao de ordem dois é boa (figura 10), mas se
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olhamos o que acontece no plano (¢, K) e (t, H) (fig. 11 e fig.12) as curvas
correspondentes a diferentes aproximacgoes sao bem diferentes. Isto ocorre
porque para ordens maiores de aproximacao a freqiiéncia sofre correcoes im-
portantes.

7.2.6 A Variavel Acao

Uma vez que temos obtido a solucao do kernel de Hori podemos calcular a
variavel acao
Por definicao , temos que a acao :
1 1 21
Vor J ! 0 J

™

46

dw1

Calculando a integral, obtemos a varidvel acao em termos da amplitude
Q. Obtemos:

1 1 1
A = 5 []90]911622 + <p0p31 + p11P20 + 2popazsae + 5]911]922 + 5??1322) Q*

1 1
+ <P20P31 + p11p31S22 + SP22Ps1 + P11P33S22 + 5]9%1542 + 2poopaesae+  (141)

1 1 3
+  2popaosse + 5]911]942 + 3pop33ssz + 5]922]933 + 5]911]922833 + 2])0]942522) Q()}

onde, para simplificar a notacao , escrevemos a solucao do kernel de Hori
como:

p1 = P11 COSW]

So = S92 Sil’l 2?1]1(

P2 = P20 + pa2 COS 2wy (142)
S3 = Ss3sin3w]

Ps = P31 COSW]| + P33 cos 3wy

Sy = Ss98in 2w + S4qsin 4wy

P4 = Pao + Paz COS 2WT + Py cos 4wy

Para expressar a solucao das equagoes diferenciais para o kernel de Hori,
necessitamos escrever as variaveis em termos da varidvel acao . Para fazer
isso, devemos invertir a ultima expressao para obter

2 1
¢ - p%fO* M 60862 p3e’ 1 + 1216b*p§p + 76b%ple—
01 oW1
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— 164/ p*poe’ — 128" p*pi — Apabe"p — 3681 ppibe’ + p*e” +
+ €'p’po + 164 pp" — T36uppeb] AT + O(AT?) (143)

A freqiiéncia em termos da agao é

20 0
* 0% 2P 4\« 2 2.5 11 2.6 12 2 412
= A} + ——— |608D 12160 760 —
wy wp + o2 + A0 [ P + pop” + 766"pye
— 16/ p*poe’ — 128" p*pi — 4Apabe"p — 3684 ppiabe’ + p*e” +
+ €'pPpo + 16'pp* — 7361 ppeb A2 + O(AT®), (144)
e o Hamiltoniano é expresso na forma
* * A K 020 ) 02
F* o= WAL+ wo*Af + Gop [60852pgg’u’ + 12166%pi " + 766 pye’* —
1 Powi
— 164/ pPpoc’ — 128" p*pi — 4pabe p — 3681 ppabe’ + pe”? +
+ €pPpo + 16'pp* — T361 ppib| AT* + O(A}) (145)

7.2.7 Extensaoda Transformacao aos outros graus de liberdade

O kernel de Hori foi construido a partir de um sistema de um grau de li-
berdade, mas na realidade o sistema possui mais graus de liberdade, s6 que
no kernel os angulos que lhes correspondem sao ciclicos. No entanto, para
continuar com o processo de perturbacao , devemos levar em conta de que na
funcao perturbadora os angulos associados aos outros momentos aparecem.
Isto obriga a extender, como na andlise anterior, a transformagao canonica
aos outros graus de liberdade. Para fazer isto voltamos a usar a trans-
formagao de Henrard & Lemaitre

1 = O1(w;, A7)

Oy = w;— Zp(wy,A")

G - A

9]' = ’LU;—E](’LU;A*)

J o= A =47 (146)

onde:

e [ui(0O70T° 907077
=i X = | <8w’f ON; ~ 0N m;)dwl (147)
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para 7 =2,4,5,6,7.
Notemos que ©7F, J* sdoindependentes de A} (j > 4), mas dependem de
= G* por causa de a = v1;G* e py (ja que apj + (2 + 1/ )po + & = 0).
Usando a variavel p (p = v/2J*) a expressao para =, fica

wi (007 dp 007 Op
Sy (wt, A%, A :/ 1 dw? 148
e A Aa) = p(@w{ ON; ~ OA3 Ow ) (148)
Ao calcular a funcao =5, se obtém que o termo nao periédico
1 21
= — Sod
o 27r/0 20t
se escreve como
B 0Q 1 9dpo 1Opi1
Mo = poruQare o HaeP 2 9n3 P9
2 38Q
+ [p111722 + pi1S22 + P20p11 + 4popazsae + 2pops1| Q e +
2
n lapn 1 Opaz 4 1 apns + 8822 18p20 4z 1 0pnt
1oM P2 T oyt T Py T Y P oA; " 20n"" T 2043
Ipo Opas 0529 1 dpo 1 3]931 4
+ 8A*p22822 + 8A*p0822 + 8A*p0p22 + 28A*p31 + = 5 8/\* po| Q

Se olhamos como ficou a expressao da agao (eqn. 141) podemos notar que
(pelo menos até ordem O(Q®)) temos

9 .

Isto significa que a funcao =, é uma funcao periddica, como ja foi obser-
vado por Henrard e Lemaitre (Henrard & Lemaitre, 1986).

Com este resultado, e, a partir da solucao do kernel de Hori, podemos
obter a funcio Z, até a ordem O(Q*):

Zy = myqsinw] + mg sin 2w + mg sin 3wy, (150)

onde os coeficientes my, ms e ms sao calculados como:

1 9Ipo 0Q
mp; = —Po oA 9+ PopP20 + Pop22 + PoP11522 + Pn O

Q% +
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1 Opo 1 Opo 1 Opn 1 8822
+ [2 3A*p20 +3 5 8A*p11822 + 5P oA S92 + 1PoPnge 8/\*
1 dpo 1 Opo 3  Opn 1 Opo 3
+ 43A*p22+2p08/\* + pH@A* +4p03A§ Q
= myo+mpQ® +m3Q° (151)
1 3])0 3])11 a |:3
- 4 2
1 [aA*pn + Pory O + AP0 oA 822 Q° + 2]30]933 + 2pop20S22+
T - . 41 i ] 00 22
— S S
2170]911 33 T P11P22 2]911 22 2170]931 2]911]920 ON;
= MmgQ® + myQ® (152)
1 @pn 1 a]90 I 1 Opx 42 3 Ipo Do dpo s
8]911 O, 40A2 P22 Po oA 2 8A2 33 8A*p11 22
1 0529 Opni 3
PP A + po A Q
= myQ? (153)

Ja que OF e J* nadodependem de J; (j = 4,..8), as derivadas com
relacao a estas variaveis sao zero. Entao, as fungoes =; = 0 sao zero também.
Com isto, a transformacao completa é:

Jr =

*
1

g =
0; =
J =
0 =

p*(wi, A7, A3)

2
sin(w;) Q(AY, AS) + sop sin(2w}) Q% (A}, A3) + s33sin(3wi) Q° (A%, A3)
A
wy — (my (A7, AY) sinw] 4+ ma (A7, A3) sin 2w] + mg(A], A3) sin 3w))
A
w! |=45,6,7 (154)

7.2.8 As equacoes de perturbacao

Devemos lembrar que ainda temos a funcao perturbadora expressa em termos
de novas e velhas variaveis. Precisamos, entao escrever tudo em termos das
novas variaveis.
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Ja que as médias sao feitas diretamente nos angulos, é apropriado escrever
todas as fungoes separadas por harmonicos.
Cada coeficiente na desenvolvimento serd um polinomio até ordem 3 em

Q.

r1 1
J = 51702 + (popzo + ZP112> QQ} +

1 1 1 1 ,

+ 5170]911@ + (5 P11P20 + 5170]931 + ZP11P22> Q } coswy +
/1 1

+ <§ Popa22 + §p112> QQ} cos(2wy) +
/1 1

+ (5 PoP3z + anpm) Q?’} cos(3wy) (155)

1 1 1
cos O] = {1 — ZQQ} + {—Z 322@3:| cos wy + (ng) cos 2w, +

1
+ {Z 522Q3] cos 3wy (156)

2J*cos(©]) = (po+ (—1 Po +P20> Q%)

4
1 1 1 3
+ (Z pu@ + (1P31 - §p0522 - apn) Q?) cosw; +
1 1
+ ((1—6 Po + Zpgg) Q2) COS 2w1 +
1 1 1 3
+ ((g PoS22 + @Pu + 1p33> Q )COS 3’LU1 (157)
Para O, temos
* [ 1 212 1 3 *
COS(@Q) = (1 — Z mq1 Q — 5 mnmng :| COS(UJ2) +
1 1 2 1 3 1 1 3 * *
+ _—5 mp1Q — imng + <E mi1” — B mi3 — 1 m11m22> Q ] cos(wy + wy)
1 1 2 1 3 1 1 3 * *
+ 5 mi @ + 3 mi2Q” + (_E mi” + B mis — 1 m11m22) Q ] cos(wj — w;)
r/1 1 1 1 . .
+ <§ my” — 5 m22> Q° + (—5 Moz + 1 m11m12> Qg} cos(2wy + wy)
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r/1 1 1
+ <§ ma? + 5 mgg) Q* + < M3 + — 1 mumlg) Q?’] cos(2w; — wy)

I 1 1 1
+ <_4_8 myy® — 5 33 + 1 m11m22> Qg} cos(3wy + w;)

/1 1 1 X *
+ (48 ma® + = 5 Mas + 5 mumgg) Qﬂ cos (3w} — w3)

COS(2@;) = ]_ - m112Q2 -2 mumngﬂ COS(QM;)

r 1
+ |=muQ — mpQ* + <§

[ 1
+ | mnQ +mpQ® + (—5 mi® + myg — m11m22) Q?’} cos(wj — 2w3)

(1 * *
+ <§ mi° — m22) Q* + (—ma3 + miymya) Qg] cos(2w} + 2ws)

r/1 * *
+ (5 m112 + m22) Q2 + (m23 + m11m12) Qﬂ cos(2w1 - 2w2)

m113 — mi3 — m11m22> Q3:| COS(U}I + 211);)

r 1
+ <—6 ma® — masg + mumgg) Q?’} cos(3wy + 2ws)

(/1
+ <6 m113 + ms3 + m11m22> Q3:| COS(?)U}I - 2w§)

Para fazer a média (até a ordem £*/3) sobre o angulo rdpido, w?, necessitamos
escrever a parte perturbadora em termos das novas variaveis;

AR = DBy {(612 — 33)e? cos 20% + <@ — 261) \/2Jfey cos(6] + ©F) | +

B
+ ORY, cos O + IRY, cos ©F + 6RY; cos (6} + O3)
— 05 |:A2 — —6126§]p -+ ﬁler \/2J1 008(91 — @2):| (158)
0 ult1m0 termo se corresponde as relagoes da transformacao de Sessin
Jo = 25%69] 2 —i—ﬁleJ 2J; cos(0y — Oy).

Smtetmamente podemos escrever a funcao perturbadora como
AR = Z Z(AIR)lm cos(lwy + mwy),
I m

onde os coeficientes sao calculados a partir da transformacao as novas variaveis
dos termos:

\/2>chos(9f) = [po + (—ipo + pzo) QZ]
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2,

1
+ —eJ 51 —€J 51m112Q2 éej ﬂlmnmng}cos(w;)

+ i pu@ + ( 634 P — ;p0322 + ipm) Qg} cos(wy)

+ % 6((]p) Bim Q@ + % 6((]p) Brm1Q* — — 6 P 6, (=4 myymaoa—
— 8myz+ m113) Q?’} cos(wj + w3)

+ —% ey ) BiminQ — % ey ) BimiaQ* + % ef}g Bi (dmiimay—

— 8myz+ m113) Qg} cos(w] — wy)

+ ( ! Po + — ! p22) QQ] cos(2wy)

L 16 4

r 1
4+ |—= eJ ( 4mogy + m112) Q? — = ef}”’ B1 (=4 mag + 2my1mis) Qg] cos(2wy + wy)
+ |—= eJ (4 Moo + M1y ) Q? — eJ 51 (4mas + 2mi1maz) Q?’} cos(2w; — wy)
+ :<1 +1 +1 )Q‘”’] (3w?)

— — - cos

3 PoS22 64 P11 1 P33 o

M1
+ 4_8 €J ﬂl (24 mass + m11 —12 mnmgg) Q3:| COS(3’LU}< + w;‘)

o1
+ 18 eJ ﬂl (24 mss +ma® + 12 m11m22) Qg] cos(3wy — wy)

P)2 2
2 - -
p 6J ﬁl ( PoP20 39 pO 39 P11 > Q ]

1
—2p0€J B+ 1 6] 51 (pomn +2po — 8pa + 2]9077’0112) Q*+

1 *
1 693 B1 (pomaa + 4 myipomaa) Q3] cos(wsy) +

r1 1 1 1
—popn@ + (5 P11P20 + =PoP31 + —=P11P22—

12 2 16
3 2 3 3 *
1—6170 S92 — 1—6130])11 Q COS(wl) +
{64 ey 51 (=16 p11 + 64 poma; + 16 pg) Q@ + 693) Bipomi2Q*+
1
64 GJ 51 (3p11 + 4 p11sag + 8Mmi1posae — 2Py — 8 My1Paa+

71



+ o+ L+ 4+ o+

+

+

+ o+ o+ o+ o+

8 p11mag + 8 posae — 4 pag + 2myipi1 — 6]9077”6112 — 18 pomi1 +
2]311771112 + 8 pomag + 64 my1pag — 16 p31 + 64 pgmyz —
8 porna1® + 16 posa1 + 16 pag + 32p0m11m22) Qg] cos(wy + wj) +

1
- ef]p) B (161711 + 64 pgmq1 + 16 pg) Q — ef]p) ﬂlpomngQ—
1
61
8p11mag — 8 posze — 4 pa2 — 2mupi1 — 6])0771112 — 18 poma1 —
2]911771112 — 8pomaa + 64 my1pag + 16 p31 + 64 pomiz — 8]90771113 +
16 posa1 + 16 pag — 32 pomaimaz) Q3] cos(wy — wj) +

1 1 3 )
KS_Z pu’ + 5 PoP22 + ﬁp(ﬁ) QZ} cos(2wy) +

)51 (=3 p11 +4p11see — 8muposa2 — 2Py — 8Mmy1pas+

1
{_1_6 ef]p) B (—p11 — 2mayip1n — 16 pomag + po + 4 paa — 4 poSaa+

1
2pomi + 4p0m112) Q> — 16 ef]p) Br (8 myipomiz+
2p0m12 — 2p11m12 — 16p0m23) Q3:| COS(QU)i< + w;) +

1
{_1_6 ef]p) Br (p11 + 2maip1r + 16 pomag + po + 4 paa + 4 posaa+

1
2 pomay + 4p0m112) Q° - 16 693) B1 (8 my1pomiaa+

2 pomis + 2 primas + 16 pomas) QS} cos(2wy — wy)

1 1 3 1 .
KE P11P22 + §p0p33 + 1—6]902822 + 3—2p0p11 - 6?)25127”117”22) Qg] cos(3wy)

1
{@ 6?) B (=3 p11 + 12 p11S92 — 24 my1posae + 2 po + 48 posss — 48 pss+
24 my1pag + 24 primag — 24 PoSaa + 12 pag — 6 myipry + 6 pomas® + 6 pornay —
6p11m112 - 24])077122) Qﬂ COS(?)U/I + w;‘)

1
{—— ef]p) B1 (311 + 12 p11sag + 24 my1posas + 2 po + 48 posss + 48 pas+

24 my1pag + 24 primag + 24 posaa + 12 pag + 6 marpry + 6 pomay® + 6 pornay +
6 pr1ma> + 24p0m22) Q?’} cos(wy — ws)
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. - 11 1
\/2Jicos(0] + O3) = |po+ <_Z Po — Zpoan + poo + §p0m11> Q*+
/1 1 .
+ (—5 my1poMie + §p0m12) Qg} cos(w3) +
+ :—6?) B+ Q(]p) BimaQ* + 2 693) 61m11m12Q3)} cos(2wsy) +
1 1 1 1 ,
+ (—5 pomi1 + gpn + gpo) Q — 5]907”12@ +

1 1 1 1
+ (_Z Pomi1Maoo + 16 mi11PoS22 + §p20 - @]922—

1 1 1 1 1
+ 6—4]90 5 Pomiz + 3—2]711522 + §p0331 — 1—6p11m22 +
. ’ 2y L 32 + +

16 miipa2 64 Pomiai 16 Pomiai 5 mi1P20 64 Pom11
n 1 1 3 n 1 L 1

— DoMag — — PpS9o — —— - —m —

16P0 22 16 PoS22 193 P11 3 P31 64 11P11

1 * *
- 6—4p11m112) Qg] cos(wy 4+ ws) +
+ [693) Bimi1Q + Q(Jp) Brm12Q*—

1
— 5 69)) 51 (m113 — 2m13 —2 mumgg) Q3:| COS(U}T + 211);) +

1 1 1 1 9
+ [(5 Pomi1 + gpn - gpo) Q + §P0m12Q +
1 1 1 1 1

+ (—Z PoM11Mao + 16 mM11PoS22 — §p20 + @Pzz + @P(WL
n 1 1 1 n 1 1 n

9 Pomas 39 P11522 3 PoS31 16 P11MM22 16 mi1p22
n 3 9 1 3, 1 9 n 1

— DoM11” — — PoMm -m — — P — DoMag —

64])0 11 16])0 11 5 11P20 64]90 11 16])0 22
n 1 3 n 1 n 1

16 PoS22 193 P11 3 D31 64 11P11

1
+ 6—4])117”112) Qg] cos(wy — w;‘) +
+ [—6((]1?) Bimi1Q — ef]p) Bimy2Q*+

1 * *
+ 3 eff) B (m113 —2myg + 2 mumgg) Q3] cos(wy — 2wy) +
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1 1 1 1 1
+ [(— PoS22 + -7 P11 — = PoMa2 — = M11P11 — T PoMmi1+

8 32 2 16 16
N 1 2 1 N 1 ) Q2 N ( 1 1
— Dom — — ——PgMo3 — — P11 M1a—
3 Pomi1 3 D22 32 DPo 5 PoTma3 16 P11mi2
]- ]- * *
— 1—6p0m12 + 1 m11p0m12) Qg} cos(2wy + wy) +
1
+ [_5 egp) B (mn2 -2 mzz) Q-

1
— 5 69)) 51 (2 mi1mio — 2 mgg) Q3:| COS(QH)T + 2w§) +

1 1 1 1 1
+ [(——posm — == P11 + 7 PoMa2 + — Mu1P11 — = PoMmi1+

8 32 2 16 16
n 1 2 1 n 1 ) Q2 n (1 n 1
— Dom - — — Do — D11Mi2—
3 Pomi1 3 D22 32 DPo 9 PoTmas 16 P11ma2
1 1 » .
— 1—6p0m12 + 1 m11p0m12) Qg} cos(2wi — wy) +
i [(1 1 N 1 i 1 . 1 N
1 PoM11Ma2 16 mi1PosS22 3 PosS33 39 D22 192 Po
i 1 1 1 N 1 9 1 N
— D11S99 — — D11Mag — — M — DoMmi1” — — pPoMmi1° —
39 P11522 16 P111MM22 16 11P22 64 Pomaia 48 Pomaia
1 1 1 1 1
+ 6—4p0m11 — 1—6P0m22 + §p33 + 1—6]90322 + Egpu —
1 1 2 1 3 * *
+ o1 myip11 + apnmn - §p0m33) Q } cos(3w] + wy) +
1
+ |:6 697) 51 (m113 - 6m11m22 + 6m33) Qg] COS(?)U}T + 2w§) +
1 1 1 1
+ [(Z PoMm11Mog — 1_6 mii1PoS22 — §P0333 - 3—2]922—
1 1 1 1 9
- 1—92170 — @Pusm + 1—6p11m22 + 16 mii1Pa2 — @Pomn +
M s, 1 ! TS +
— Dom — DPoMi1 — — PoMm - — DoS
48 Pomii 64 Pomia 16 PoTnag 8]933 16 PoS22
1 1 1 o, 1 3 % *
+ Egpu ~ 5l mii1p11 + 6—4p11m11 + §p0m33> Q ] cos(3w] — w3) +
1
+ [—6 ef]p) 51 (m113 + 6 my1mes + 6m33) Q?’] cos(3wy — 2ws)

\/2Jycos(0] — ©3) = —eff) B+
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1 1

r 1
oLl 2 1 2
_Po + <P20 4])0 4Pomn 3 pomn) Q°+

1 1 "
(—5 mi1PoMmi2 — 3 pomw) Qﬂ cos(wQ) +

(/1 1 1 1
(g P11 — §Pom11 — gpo) Q- §P0m12Q2+

3 1 1 1
(_@ P11 39 oo P11S22 — 16 m11PoS22 + @POﬂL

1 1 1 1

16 — My1P22 — Epnmm 16 — PoS22 + —= 39

1 3 9 1

2 2
m m — pom — pyymq —
o1 11p11 + — 61 Pomi1” + 61 Pomi1 — o1 P11M11

1 1 1 1 1

—_— — —_— —_— 3 —_—
16 PoMaog — 5 mupo + 3 3 P31 5 Pomis + 16 Pomi1

1 1 1

§P0$31 — §p20 — Zpomumm) QB} cos(wy + wj) +

1 1 1 1
Kg P11+ 3 pomi1 + g]?o) Q + §pom12Q2+

3 1 1 1 1
( 198 —<hu+ 53 32 P11522 — 1_6 miiposS22 — apo - 1_6
1 1 1 1

16p11m22 16 PoS22 — 5]922 - 6_4 miipi1 —

3 9

1
64 pOmll - 6—4p0m11 6—4p11m11 - 1—6P0m22+

1 1 1 1

—-m + = p31 + = oMz — — poman® +
5 11P20 81?31 2])0 13 16])0 11

1 1 1 " "
< PoS31 T 5 P20 — —pom11m22) Qg] cos(wj — ws) +

D22 —

mii1pa+

3 8 4

1 1 1
[(——Pu - mllpll — §P0m22 + 3—2]90 + 5 3 Doo—
1

L + — + = L ) Q +

8 DPoS22 16 Do 3 Po11

(1 +—1 = : )Qﬂ (2w} + w})
-m m — — —Pom cos(2w w
1 11PoM12 16 Potni2 16 P11ma2 9 Pommas 1 2

1 1 1
( P11 + m11p11 + = pomas + == po+

32 2 32

+ + + = >Q2 +
Dos Pom Pom
3 P22 3 0522 16 07711 3 07111

)



+

+

1 1 1 1 ; .
(— m11PoMi2 + 7 PoMi2 + — P11Mi2 + —p0m23> Q ] cos(2w] —

4 16 16 2

1 1 1 1
[(Z PoM11Mao + 1_6 mii1PosS22 — §p0533 - 3—2]922—
1 1 1 1

1—92170 - @Pusm - 1—6p11m22 - 1_6 miip22 —

1 9 1 3 1 n n
64 Pomi I8 Dot 64 Dot 16 Dotz
L + L + L + L +
— — DoS — —m
3 P33 16 DPoS22 198 P11 64 11P11
1 1

@])11771112 — 5])077133) Q3:| COS(?)H)T + w’;) +

1 1 1 1
KZ Pomi1Ma2 + 16 Mm11PoS22 + §p0833 + @]9224—
1 1 1 1

1—92170 + 3—2]911322 + Epnmm + 16 mi1p22 +

1 , 1 , 1
61 Pomi1” + I Pomi1” + o1 Pomi1 + 16 PoMmag +
1 1 1

1
§p33 + 1—6]90822 + ESPH + 61 mupn +

1 1 * *
6—4]911771112 + §pom33) Q3] cos(3w] — w3)

Uma vez que temos os desevolvimentos de Fourier destes termos podemos
calcular o desenvolvimento de Fourier para a funcao perturbadora, cujos co-
eficientes sao (A1 R);m. Por causa do tamanho dos coeficientes, as expressoes
foram colocadas no anexo C.

7.2.9 A Média

Consideremos agora a transformacao canonica (w*, A*) — (w**, A**) gerada

pelo gerador de Lie

WO A = WP + W + (159)

onde os subindices estao relacionados com o grau de homogeneidade em £2/2,
As equagoes de perturbacao sao

F**
AIR**

= ARW™,A™) + {F WP (160)
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Como a agdo AY* possui uma ordem O(e%3), na aplicacio da teoria é
necessario levar em conta o fato do que o colchete de Poisson contem duas
partes de diferentes ordens (se¢do 2).

Para resolver a segunda das equagoes (160), adotamos

1 2
AR™ = o AR (w*™, A )dwi™

™ Jo

e obtemos o gerador de Lie ressonante

aF** -1
W2(2) _ 2 /[AlR** o AlR*(w**,A**)]dwf*
AT

Para obter er) consideramos

W = SN V[/l(f) sin(lwy™ + sw3™).
1 s

e reemplazando nas equagoes de perturbacao , obtemos:

) D -1 4 1 A
Wy = (a—) >3 B i 1 sug)
aAl I=1s=—1 l

onde [A1R];s saoos coeficiente dos termos periddicos de AjR.
Até esta ordem, a transformacao canonica que relaciona os elementos
semi-médios com os elementos médios vem dada por

’LU* — w**+{w**,Wg(2)}1
A = A A WY (161)

O Hamiltoniano resultante para os elementos médios é:

8
H™ = FA™)+ Y AT, — eA(R™)o0 — eAR™ (w3, A™) (162)

=6

o ultimo termo indica que apés da média dependem do angulo w3*.
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7.2.10 Terceira Média: Os Elementos Proéprios

Usando novamente as séries de Lie até primeira ordem no pequeno parametro
£2/3 para construir a transformacio canénica (w**, A**) — (w***, A***) gerada
pelo gerador de Lie W®) (w**, A™*) . as equagbes de perturbagao sao

Para resolver esta tltima equacao , adotamos novamente a média 3

A maneira de obter o gerador de Lie é similar a forma da se¢ao anterior.
Por tanto com esta aplicagao obtivemos as quase-integrais A***, que chama-
mos FElementos Proprios Dinamicos

A** estd relacionada com A** por

aWB(?’) (w** ’ A**)

Ow**

(164)

e na transformacao nos angulos é similar.

Uma vez que temos elementos proprios dinamicos podemos definir, em
forma analoga os chamados elementos proprios elipticos equivalentes a*** e
e** como fora enunciado na segao anterior (Miloni et al. 2005).

3Neste caso consideramos os efeitos até primeira ordem em e!/3. Se precisamos fazer
uma teoria até ordem maior, devemos levar em conta os termos que associados aos angulos
Wy, Ws, We, W7 € Ws.
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8 Conclusao

Nesta tese deixamos formulado uma teoria que permite calcular os elementos
préprios para asterdides ressonantes. Embora os desenvolvimentos tenham
sido escritos para a ressonancia 3:2, em geral esta abordagem pode ser usada
para qualquer tipo de ressonancia de primeira ordem.

Na aplicacao da teoria de séries de Lie para sistemas ressonantes, houve
dificuldades para a execucao de cada passo no esquema formulado para a
construcao dos elementos proprios. Estas dificuldades em alguns casos fo-
ram algébricas, pelo tamanho das equagoes. Mas os principais problemas
estiveram ligados ao proprio desenvolvimento da teoria.

A incorporagao dos termos da solucao secular de Lagrange-Laplace na
funcao perturbadora nos obrigou a achar desenvolvimentos para que a ex-
pressao final contivesse todas as longitudes médias e argumentos do periélio
dos planetas maiores, a fim de trabalhar com a excentricidade propria de
Jupiter como constante.

A construcao do modelo integravel, em vez de seguir o caminho cldssico
de escolha do modelo do péndulo ou o Hamiltoniano de Andoyer com um
harmonico, foi feita estudando a grandeza numérica dos coeficientes da fungao
perturbadora. Esta maneira de escolher permite duas coisas:

i) Aplicar uma teoria ressonante sem perder a topologia da ressonancia.
i1) Manter no Hamiltoniano ressonante os termos da func¢ao perturbadora da
mesma ordem em termos absolutos.

Esta escolha do Hamiltoniano fez com que o kernel de Hori nao necessa-
riamente seja de aqueles com solucao analitica conhecida. Mais ainda, este
critério nos obriga a procurar as solugoes propondo desenvolvimentos em
série para todas as funcoes envolvidas e para os parametros relacionados.
Neste trabalho procuramos as solu¢oes por construcao de solucoes periddicas
numa vizinhanca do ponto de libracao.

O estudo da periodicidade da funcao =, que define a transformagao de
Henrard-Lemaitre (secao 7.2.9), propriedade sem a qual nao poderiamos con-
tinuar com as transformacoes, foi mostrada por calculo direto em comparagao
com a expressao achada para a variavel agao.

A limitacao mais importante que possui esta teoria é o fato que apenas
foi analisado o problema no plano: Isto permite sé obter os elementos Ke-
plerianos equivalentes semieixo e excentricidade.

Para poder ter uma comparacao com outras teorias de elementos préprios,
é preciso construir uma teoria no espaco, a fim de poder construir um con-
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junto completo de elementos préprios, a, e e a inclinagao 1.
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A Os Coeficientes Df e E¥

2
e? = eff) + Qeff) Ag cos (04 — 65) + Qeff) Az cos (04 — 0g) + Ag®

+ 2 eff) Agcos (0, — 07) + 2 Ag Ay cos (05 — 0) + 2 AgAg cos (05 — 07) +
+ A2 +2A;Agcos (0 — 07) + Ag? (165)

2 e?)QA(;Q cos (260, —205) +2 e?)2A82 cos (204 —26;7) +

2 A2 Ag? cos (205 — 20:) 4¢P A2 + 4¢P A2 4 4P A2 ¢

LACRA? + A AP A + 4 A2 A + 8P AgAy cos (05 — 05) +

8 e?)QAﬁAg cos (65 — 67) + 8 egp)2A7A8 cos (6 — 67) + 8 e?) Agcos (04 — 05) A7? +
8 eSm Ag cos (04 — 05) Ag> + 8 eSm Aqcos (04 — 0g) Ag> + 8 eSm Aqcos (05 — 0g) Ag®> +
8 A62eff) Agcos (04 — 07) + 8 Ag* A7 Ag cos (05 — 07) + 8 ef}’) Agcos (04 — 07) A* +

8 Ag Ay cos (05 — 05) As® + 8 AgAs cos (65 — 07) A% + e?' + A" + A" + A* +

4 e?)3A6 cos (04 — 05) + 4 e?)3A7 cos (0, — 0g) + 4 ef]p)gAg cos (04 — 607) +

4e®) Ag® cos (0, — 05) + 4P AP cos (04 — 05) + 4 Ag® Aq cos (05 — 0g) +

4 Ag®Ag cos (05 — 07) + 4 ef]p) Ag® cos (0 — 07) + 4 Ag A% cos (05 — 6g) +

4 AgAg® cos (05 — 07) + 4 A7 Ag cos (05 — 07) + 4 A7 Ag® cos (B — 07) +

467 A5 Ag cos (20, — Bs — 05) + 4¢P Ag Ag cos (260, — 05 — 07) +

4e') Ag2 A7 cos (6, — 205 + 06) + 4P Ag® As cos (6, — 205 + 07) +

8 el Ag A7 Ag cos (04 — 05 — O + 07) + 8 e Ag Az Ag cos (64 — 05 + 05 — 07) +

2 ef}’)2A72 cos (20, — 20g) +2 Ag* A7 cos (205 — 20g) +

Ag2As? cos (205 — 2607) + 4P A; Ag cos (204 — 0 — 07) +

4¢P A2 Ag cos (B — 206 + 05) + 4P A? Agcos (6, — 2605 + 07) +

4 ef}’) Ag?Agcos (0, — 207 + 05) + 4 ef}’) Ag? Az cos (04 — 207 + 0g) +

4 Ag® A7 Ag cos (205 — 05 — 07) + AgA7* Agcos (05 — 205 + 07) +

4 AgAg® Az cos (05 — 207 + 0g) + 8 ef}’) AgA7Ag cos (04 — O + 05 — 07) . (166)

+ 4+ + ++ + +++ +++ A+

Com as primeiras poténcias da excentricidade, podemos calcular os pri-
1 m m
meiros D) e ET.
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Estes sao:

+ o+ o+ + + + +

+ ++ + + + + ++

R

Ag®cos (205 + 20, — 205) +e?)2003(26’2) + Ag®cos (202 + 20, — 20;7) +
A72cos(292+264—296)+26%)A6cos(292+94—95)+

2 AgAgcos (26054260, — 05 — 07) + 2 AgArcos (262 + 20, — 05 — 0g) +
2697)148005(292—1—94 —07) —1—265}7) Azcos (209 + 04 — b5) +

2 A;Agcos (2605 + 2604 — 05 — 07) (167)

26((]17) Aﬁsin(292+94—95)+ef]p)251n(292)+265p) Agsin (205 + 04 — 07) +
2P Arsin (260, + 0, — 0g) + Ag” sin (265 + 204 — 205) +

2 AgAssin (205 + 20, — 05 — 07) + 2 Ag Ay sin (260, + 20, — 05 — 0) + (168)
2 A7 Agsin (205 + 20, — 0 — 07) + Ar%sin (20, + 2604 — 26;) +
Ag®sin (205 4+ 20, — 267)

3A7?Agcos (30 + 30, — 205 — 07) + 3 AgAg® cos (30 + 30, — 0, —205) +
3A86?)2 cos (30, + 0, — 07) + 3 Ag® Agcos (305 + 30, — 207 — 05) +

6 Ase?) Ay cos (365 + 2604 — 07 — 66) + 3 Ag%e?) cos (36, + 206, — 26;) +

3 As? Az cos (305 + 30, — 207 — 05) + 3eP A cos (365 + 26, — 205) +

6 AgArAg cos (360 + 36, — 05 — O — 07) + 6 Age?) Az cos (36, + 20, — 05 — ) +
6 Age'?) Agcos (365 + 2604 — 05 — 07) + 3e® A% cos (30, + 26, — 266) +

3e®)” Ag cos (365 + 01 — 05) + 3P Ay cos (365 + 6s — ) +
3 AgA7? cos (30y + 30, — 05 — 205) + 3 Ag> Az cos (305 + 30, — 205 — 05) +
A63COS(302+394—395)+A73COS(392+394—396)+

Ag®cos (3609 + 30, — 307) + ef}’)g cos (3 62) (169)

6 Age?) Agsin (3605 + 204 — 05 — 07) + 6 Age'”) Arsin (365 + 2604 — 05 — 65) +
6 Age™ Az sin (30 + 260, — 0 — 05) + 3¢ Agsin (365 + 0, — 6) +

3 Age®” sin (365 + 01 — 07) + P sin (362) + Ag® sin (365 + 36, — 365) +
A73sin(36’2+36’4—36’6)+A638in(392+36’4—36’5)+
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+ + + + +

++++

—

6 AsAs Agsin (3605 + 3605 — 05 — O — 07) + 3P Ay sin (365 + 01 — 66) +
3P Ag2sin (365 + 2604 — 265) + 3P A2sin (365 + 2604 — 206g) +

3A82e§}” sin (30 + 26, — 26;) + 3 AgAg>sin (305 + 3604 — 67 — 205) +

3As?Arsin (3605 4+ 304 — 205 — 0g) + 3 AgA7*sin (3605 + 304 — 05 — 20;) +

3 Ag®Agsin (360, + 304 — 207 — 05) + 3 A7* Agsin (3605 + 3604 — 205 — 07) +

3 Ag?Arsin (305 + 360, — 207 — 65) (170)

2 AgA7Agcos (0y + 04 + 05 — O — 07) + 2 e(p) AgAgcos (0 + 05 — 67) +

2 AgArAg cos (63 + 64 + 07 — 05 — 0g) + 2V A8A7 cos (6 + 96 07) +

2A7e?) Agcos (02 + 204 — 05 — 96) +2 Ag? eJ cos (6y) + ZeJ A6cos (03 + 0, —05) +
A7cos (02 + 64 — O5) + 26 AgCOS (Oy + 04 — 07) + 2 Ag> A7 cos (0 + 04 — 0g) +

2A6 Agcos (0 + 0, — 07) + 2 A eJ cos (0;) + 2 A7? Ag cos (03 + 04 — 05) +

2 A7* Ag cos (g + 0, — 07) + 2 Angff cos (fy) + 2 Ag® Ag cos (0, + 0, — 05) +

2 Ag® A7 cos (0 + 0, — 0g) + A6eJ cos (O — 04 + 05) + 2 ef}’) AgAg cos (0y + 07 — 65) +

2P AgAgcos (s + 20, — 05 — 07) + 2P AsA; cos (6, + 07 — b) +

2 eSm AgAzcos(0y 4+ 20, — 0 — 07) + 2 A7ef]p) Ag cos (02 + 05 — 05) +

2 A7e® Agcos (s + 05 — 05) + 2 AgAs Ag cos (B + 0 + O — 05 — 07) + e cos (62) +

Ag® cos (0 + 05 — 05) + A7 cos (g + 04 — 05) + Ag® cos (0, + 04 — 07) +

A626?) cos (B +20, —205) + A7e?)2 cos (03 — 04 + 65) +

Aﬁef,m cos (6 +20, —26q) + ef]p)zAg cos (02 — 04 + 07) +

eSm Ag?cos (0y + 20, — 207) + Ag> Az cos (0o + 04 + 05 — 205) +

AgA7?cos (By + 0, + 05 — 20g) + Ag2Ag cos (03 + 04 + 07 — 205) +

AgAg? cos (B + 0, + 05 — 20;) + A2 Agcos (0y + 04 + 07 — 26¢) +

Az Ag® cos (0 + 04 4 05 — 267) (171)

6 Ag’e!] (p) Aqcos (205 + 0, — 05) + 6 Ag’e)] @ A6cos(292+94—95)+
6A8 A6A7COS(2(92+2(94—(95—(96)+3€J A62A8008(292+394—295—(97)+
el AgAg? cos (205 + 04+ 05 — 207) + 3P AgAg® cos (205 + 30, — 05 — 207) +
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+ + + A+ F A+t +

3eJ A7A6003(2«92+06—05)+36 A72A6008(2«92+3Q4—206 0s) +

36J Ag cos(292+294—297)+36 Aﬁ cos (202 + 20, —265) +

3 A2 A+ cos (205 + 26, — 205) + 3 Ag®e”) cos (265 + 0, — 05) +

3 A¢® Az cos (20 + 260, — 05 — 0g) + 3 Ag Ascos (20 +201 = 05— 0r) +

3 Ag?Ag® cos (205 + 20, — 20;) + 3 Ag’e} ®? o5 (262) +

34:2e%) cos (205 4 04 — 05) + 3 A7 Ag cos (205 + 260, — 05 — 0g) +

3A; Agcos(292+294—96—97)+3A72A82cos(292+294—297)+

3 A A% cos (205 +20, —205) + 3 Ar%e) ®* o (209) +

3 As2 A7 cos (205 + 20, — 20g) + 3 As*e) cos (205 + 0, — 6-) +

3 Ag’Agcos (205 + 20, — 05 — 07) + 3 Ag® A7cos(2«92—|—204—66—07)+

3A82A6 c0s (20 + 260, — 205) + 3 Ag2e®)” cos (20) +

6el) A6A7cos(292+294—95 96)+6J) cos (20) +

A7 cos (205 4+ 20, — 205) + Ag*cos (202 + 260, —20;) +

Agtcos (20, +20, —205) + 368}))21472 cos (20, + 20, — 26g) +

3eJ A7cos(292+94—96)+36 Aﬁcos(292+94—95)

SeJ Agcos(2«92+«94—€7)+6 ejp?AgAgcos (205 + 20, — 05 — 07) +

6e®” Ay Ag cos (2605 + 205 — B — 07) + 6 Ag2e® Ay cos (26 + 04 — ) +

6 Ag2e®) Ag cos (260, + 0y — 6:) + 6 Ag® A7 Ag cos (205 + 2604 — O — 67) +

6 A2l » Ag cos (26, + 0, — 05) + 6 A2 Agcos(292+94—97)+

6 A7” AﬁAgcos(2€2+204—€5—«97)+66J AgA7Agcos (205 + 04+ 05 — 05 — 07) +
6P AgArAgcos (260; + 36, — O — 05 — 07) + A7 As® cos (205 + 204 + 06 — 367) +
3% A7 A% cos (205 + 0y + 05 — 207) + 3 A7 A% cos (205 + 30, — 6 — 267) +
369’>A7A62cos(292+94+96—295)+369’>A7A62cos(292+394—96—295)+
6eJ A6A7Agcos(2«92+«94+96—«95—97)+36 A7Agcos(292+«96 07) +
36J A2 Agcos (205 + 304 — 205 — 07) + 3 A7? AgAg cos (205 + 20, + 07 — 205 — 05) +
3 A7A82A6 €08 (205 + 20, + 05 — 05 — 207) + 3 AgAse?)” cos (20, + 07 — 05) +
3A6A86J 005(2«92+95—t97)+36 A72Agcos(2«92+94+97—2«96)

3P Ag2 A cos (205 + 04 + 07 — 205) + 3P A2 Agcos (205 + 04 + 05 — 2065) +
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+ + + + + + + o+

+ + A+ + o+t

3A72A8A600S(202+204+‘95—2‘96—07)+3A7A82A6008(2¢92+2¢94+05—06—207)+

36J A7Aﬁcos(292+95 96)+e Agcos (205 + 30, — 305) +
Aﬁcos(292—94+95)+3A7A8A6 cos (205 +20,+0; — 0 —205) +

3 A7A8A62 c0s (2605 + 260, + 0 — 2 95 —07) + 3P A7 Ag cos (20 + 07 — 0g) +

eJ A7 cos(292+394—396)+e A7COS(292 0, + 0g) +

eJ Ag cos(292+394—397)+eJ Agcos(292—94+97)+

AgA7> cos (205 4+ 204 + 05 — 305) + Ag> A7 cos (205 + 20, + 05 — 305) +

AgAg® cos (205 4+ 204 + 05 — 307) + Ag> Ag cos (205 + 20, + 07 — 305) +

AP Ag cos (205 + 260, + 67 — 30g) + 6P AgA; Ag cos (205 + 0, + 67 — 05 — 0)

2e'”) AgAgsin (6 + 204 — 05 — 07) + 2P AgAg sin (0 + 05 — 6-) +
2% AgAgsin (0 + 07 — 05) + 2P Az Agsin (6, + 26, — 05 — 05) +
2e'?) Az Agsin (0, + 06 — 05) + 2P Az Agsin (0 + 260, — O — 6-) +
2P Az Agsin (65 + 05 — 07) + 2 Ag> Ag sin (6, + 6, — 07) +

2A Qef]p sin (60y) 4+ 2 A7? Agsin (05 + 04 — 05) +

2 A72 Agsin (63 + 0, — 07) + 2 Ag%e®) sin (6,) +

2 Ag? Agsin (05 4 0, — 95) + 2 Ag® Az sin (05 + 04 — 0g) +

2A626ff sin (6) + 2P Ag sin (92 0, —05) +

2¢lP) A7s1n(02 + 04— 0g) + 2P Agsin(é’g + 64— 67) +

2 Ag2 Az sin (0 + 0s — 05) + e A% sin (05 + 206, — 26;7) +

Ag? Az sin (0 + 0, + 05 — 2 95) + A7’ sin (0y + 04 — 6g) +

Ag®sin (0y 4 04 — 07) + 2 e A7A6 sin (0 + 05 — 6g) +

2 A6A7A8 sin (62 + 94 + 65 - 66 — 97) +2 A6A7A8 sin (62 + 94 + 96 - 95 — 97) +

2 A6A7A8 sin (92 + (94 -+ (97 — (95 — (96) + 2 6((]p) A7A8 sin ((92 + (97 — 96) +
A62A8 sin (92 + 94 + 97 -2 95) + A6A82 sin (92 + 94 + 95 —2 97) +
A72A8 sin ((92 -+ (94 + (97 -2 96) -+ A7A82 sin ((92 + (94 -+ 96 -2 (97) +

) Ag2sin (0 + 205 — 265) + P A sin (6, — 64+ 05) +
) A2 sin (By + 260, — 26g) + e Agsin By — 0y + 07) +
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e Agsin (6 — 01+ 05) + Ag® sin (6 + 04 — 65) + AgA7>sin (6 + 04 + 05 — 265) +
e sin (6,) (173)

3 A3 Agsin (205 + 204 — 0 — 07) + 3 AgAg®sin (205 + 204 — 05 — 07) +

AP Agsin (205 + 204 + 07 — 305) + 3¢l A% sin (26, + 0, — 6) +

Ag®A7sin (205 4+ 204 + 05 — 305) +3 A2 Ag®sin (20, + 20, — 26;) +

3 A62 A7 sin (205 + 205 — 205) + P Ay sin (2605 — 0y + 05) +

AgA7>sin (205 + 20, + 05 — 305) +3e® A sin (205 + 20, — 205) +

Ag® Agsin (205 + 204 + 07 — 3605) + 3P A sin (20, + 205 — 265) +

e?) AP sin (265 + 36, — 306) + 3 Ay Ag®sin (205 + 260, — 0 — 07) +

3e?) Agsin (2605 + 01 — 05) + 3 Ag A% sin (2605 + 260, — 05 — ) +

3 A¢® Agsin (2605 + 204 — 05 — 02) + 3P A2 sin (262) +

3e®” Ay sin (20, + 04 — 0g) + 3P Agsin (205 + 0, — 07) +

ef}’)3A6 sin (26, — 0, + 05) + 3 e?)2A72 sin (26,) +

) A sin (205 + 305 — 3605) + 3P A sin (205 + 204 — 267) +

e Agsin (2605 — 04 + 07) + 3 A2 A2 sin (2605 + 20, — 26;) +

eP) A sin (20, + 36, — 307) + 3 Ag® A7 sin (205 + 26, — 05 — 6) +

3P Agsin (205 + 0, — 07) + Ay Ag®sin (205 + 2604 + 0 — 367) +

3e®) Agsin (2605 + 04— 05) + 3P A2 sin (2605) +

AgAg®sin (205 4+ 204 + 05 — 307) +3 A2 A7 sin (20, + 20, — 205) +

3A77Ag%sin (205 + 2604 —207) + 3 Ag®Ag®sin (205 + 20, — 205) +

P i (265) + Agtsin (205 + 260, — 2605) +

Ag'sin (209 + 20, — 207) + Az sin (205 + 20, — 265) +

3e'”) A2 Agsin (20, + 30, — 205 — 0:) + 6 e AgA; Agsin (205 + 36, — 05 — 05 — 67) +
3P Ag2 Agsin (205 + 304 — 205 — 07) + 3 Ag2Arsin (2605 + 360, — 0 — 207) +
3e') A Agsin (20, + 30, — 05 — 207) + 3P A2 Agsin (205 + 30, — 05 — 265) +
3e® Ag?Arsin (205 + 30, — 205 — Og) + 6P Ag Ay sin (20, + 204 — 05 — ) +

~— ~— — —
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6.4 AgAgsin (20, + 20, — 05 — 07) + 6.9 A Agsin (20, + 20, — 6 — 67) +

3 e?)2A6A7 Sin (205 + 05 — 0g) + 3 AgA7* Agsin (205 + 20, + 05 — 205 — 07) +

el A2 Agsin (205 + 04 + 05 — 205) + 3 Ag A Ay sin (205 + 20, + 05 — 05 — 2607) +

3 6((]17)2A6A8 sin (263 + 05 — 07) + 3 6((Jp) Ag®Agsin (202 + 04 + 05 — 267) +

6 69)) Ag’Azsin (205 + 0, — 06) + 6 693) Ag® Agsin (20 + 0, — 07) +

6 A62Ar A sin (205 + 205 — O — 07) + 3¢ Ag A7 sin (205 + 05 — 05) +

3 Ag? A7 Agsin (205 +20, 4 05 — 205 — 07) + 3 AgAg® Arsin (20, + 20, + 05 — 05 — 207) +
3¢ Ag Arsin (205 + 04 + 0 — 205) + 3¢ Ar Agsin (20, + 05 — 07) +

3 A2 Ay sin (205 + 0, + 05 — 267) + 6l A Agsin (260, + 64 — 65) +

6 ¢y A7® Agsin (205 + 64 — 07) + 6 Ag A" Agsin (265 + 26, — 05 — 67) +

3 e?)2A7A8 sin (202 + 07 — 0g) + 6 ¢ Ag Ay Agsin (205 + 0y + 05 — 05 — 07) +

6% AgArAgsin (205 + 04 + 5 — 05 — 07) + 3P A2 Agsin (260 + 6, + 07 — 265) +

3 697)2A6A8 sin (26, + 07 — 05) + 3 65117) Ag® Assin (202 + 04 + 07 — 205) +

3 AgA7> Agsin (205 +20, 4 07 — 05 — 20) + 3 Ag> A7 Agsin (20, + 20, + 07 — 205 — 0) +
6 e Ag?Agsin (205 + 0y — 05) + 6. A2 Arsin (205 + 04 — 0g) +

6 AgAs? Az sin (205 + 260, — 05 — 0g) + 6 P Ag Az Agsin (205 + 60, + 0; — 65 — 05)  (174)
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B Solucgao formal para o Hamiltoniano de An-
doyer até a ordem O(QY)

Neste apéndice vamos escrever as solucoes para o Hamiltoniano de Andoyer
até a ordem O(Q°).

Os passos para obter as solucoes foram explicados na secao 6. Neste
apéndice vamos escrever as solugoes ate a ordem O(Q°).

Para as variaveis p = /2J* e OF supomos os desenvolvimentos

5
p = > nQd
1=0
5

o7 = Y 59 (175)

=1

e para a frequiéncia
wi =+ 0,9 (176)
i=1

Chamando p = a + 3bp? + 24/, obtemos

o\ —Po(e +4po)p

: — 177)
Ordem 1:
s1 = sinwj
0%
po= po;ﬁ COS Wy (178)
Ordem 2:
20 2 0%
o — <1902—2P>%Sm2w;
p
1
Py = 17 [(—5’p—|—24bp3,u’+6bp36’) -
—  (—€'p+ 8bppi’ + 2bp3e’) cos QwI]
01 = 0 (179)
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53

p3

02

5S4

2

Ordem 3:

192p3 022

[108p3525’2 + 172p3b 121152030’ 1 p + 864p30%e" 1!+

632 p* — poe’p® — 2016pabu’ p + 432poe’t/ p* —
16p2p/ p* — 162p3be"p + 768p(2)//2,02} sin 3wj

64popPwl

{4(960]9862/1'2 + 480p3b*e 1 — 416" ppgb + 60pgb*e —

1761/ ppibe’ — 644 p*piy + 16" p” — 18pgbe"p — 81 p*poe’ +

/3
€ P PoE —

£”p?) cosw} 4 (192pSb2 ' + 96pRbe’ 1’ — 32u" ppib+

12pab®e” — 644/ ppiybe’ — 1644 ppi — 18pabep + 164 pop’e’ —

e'p’py + 7% p?) cos Zw}‘]

16p5p°wi*

1644/ p* poe’

Ordem 4:

—1

192p3p 'l

{60]33626,2 — p*e? + 960p5b* ' — 480pHbPe’ 1 — 964 ppgb —

— 16/ pip* — 18pabe"p — 964/ ppibe’ — 5’p3p0} (180)

[—8160p(5)b26'u'p — 1651267 pS % p — 1124 p2p* — 7€' pop™ + 21360

7€ p® + 170880 ple’ 1 4 34176b° pi ' + 96’ 1/ bpi p* — 14bepdp?® —
288bpou*p? — 112" 1 pop® + 224bpyi p* — 1008péb25’2p} sin 2wj] —

96p5p*wi*
72pabe” p?

[432¢'1'bplp? — 2pbe’ o + 672pb" p? + 192pTb°’ 1 — T2pib*e”p

— T68pSb* 1% p — 1923 p* — 480p3b*e’ 1/ p + 16pau’ p* +

384pSb° u'? — 128poe’ ' p® — 23 p* + 24pibPe” — 32paby/ p* + poe’pﬂ sin 4w}

- 64pop° |
3808pib*e’

18816p5b° 11 + 9408pTb3s’ 1’ — 6912p50% 1% p + 1176p3b> " —

' p — T68pabu* p? + 192pabu’ p* — 520pab>e™p + 16p3be’ 1/ p* +

12p3be’ p® — 32pau p* + 34p2be p? — 16poe’ 1’ p* — 3poe’ p* — 4™ 3} -

384pgptwi*?
6144pb 1/

[137088pfb°e' 1 — 63744pih? 1 p — 80pos" ' p* + 2856p(b*=" —

8p? — 256p3e’ 1 p® + 3200p5bu? p® — 1584pgb*e"p +

25poe”?pt — € p — 16656p3b* "1 p + 96p3be™ p? + 182784pb* 1 —
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+ o+

864pabe’ 12 p* 4+ 1000pgbe’ 1/ p* + 552p3be 1/ p* — 57216p30%e 1% p +

34272p0bP e 1’ — 368p3e’ i p* — 1024p3p p* + 50p3be"p? | cos 2wt —

RO 1536p3b° 1 + 24pSh3e™ — 112poe™ i/ p* — 280pgbe’ 1/ p* +
I

408p3be" 11! p?256p3 1% p* + 480p3be’ 1% p* — 14p3bep® +

Tpoe” p* 4 1152p5b°e" 1 4 288pib* e 1’ — 23" p® — T2pgb*e™ +

T2p2be" p? + 104p3e’ 1/ p* — 896pbu’ p® — 128p3e’ 1?p* —

T68p3b* e 1% p + T68pIb* 1 p — 528p862€/2u’p} cos 4wy

0 (181)

Ordem 5:

+

+ o+

1
409605pg? (8'2 + 8¢’ i py + 16 ,u’2p02) {
£ p%p02 + 51408 bpo3e™ + 47104 1% po*p° — 52032 pPe” 1 *po*b +
1842432 p*e"* b2 po® 1i’* + 326016 p*" 2o 1’ — 7680 p3e’ 1 po®b + 214 p°°py —
5916672 pobPe"*p i/> — 1028736 po 0" p 1/ — 15095808 11" p pobPe’ — 15264 pobe’® pu! +
4800 p*e" 11’ po + 81792 b%py "’ 11/? p* — 88896 11> ppo°be’ — 24576 1" po® p®b +
4784 %" 11! po? + 27904 1 po2 pte” + 568 € pPpo®b? — 16 € pPpo i —
14413824 11" p po 'O + 4310016 p* p?po®b® + 822528 bpo e’ 1 + 4935168 bpo 01/ +
13160448 b*po e’ 1> — 66960 p°b>" p — 676 po®be’ p* + 28160 1/ *py°p°e’ +
21564 p?" b2 po* — 252 pP" pob + 13632 b2p b’ 1 p° + 4611072 1> py” pPe’ b2 —
107520 1 po°p3e’ b+ 47104 1/° po® p*e’ + 256 po*p®r’” + 13160448 b*po 2| sin 3w +

1
61440p5py? (6/2 + 8¢ 1 po + 16 u’2p02)
11375 pe’* + 3£ p%po? + 6000 b*p®e’* — 194560 1/ °py*p° —
2558400 pe’* 11/* po*b + 3705600 p2e"*b2po®’* + 739200 p?" b2 po® 1’ — 537600 p*e” 1 po®b —
910 p°e"*py — 2304000 po®b%e"*p 1> — 432000 po b3 p 1’ — 5376000 11 p po b’ +
62880 pobe’? ptp’ + 139200 p*e” 1 po — 316800 b*po e’ 1/ p° + 360000 1’ ppo°be’ —
4300800 1" po® pPb — 20400 pP" 1 po? + 633600 1% po2pe’ — 2200 £ pPpo°b? +
144 &' p%po® 1/ — 4608000 1" p po'°b* + 6835200 11/* p2pob? + 96000 bpe " 1/ +
576000 bpe %" 1> + 1536000 bipo e’ 1* — 30000 potbe p +

145408 po® p*b2 1> — 154624 1% po®pb + 213 p'e™* +

| 563200 po®p*b* 1 + 609280 1 po° p"b+
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2740 po®be" p* — 115200 1% po®p%’ + 54900 p*" b2 py* — 42100 pe"* po2b —
52800 b%po®e’* 1 p? + 8217600 1/ poT pPe’ b® — 5401600 1" po® pPe’ b + 1280000 1/ °py? p'e” +
983040 po* 1! p* + 768 po p° 1’ + 1536000 bp, ' //4] sin 5w’
1

3072py (' +4 ' po) vV —po pe’ — 4 po*p ' p"
289792 11° po®ptb — 63 pe’* + 3" pOpy? + 199440 bip, St —
13312 1% pop® + 102912 p3e’ 1/ po b + 1278336 p*c"*b2pobr’” + 217920 p2 o1 +
3072 p3"° 1 poPb — 12 p°*po — 12052224 pb>e"p 1> — 1901760 po b p i/ —
33850368 11" p po b3e’ — 22480 po*be” pi — 568 p'e’? 1 po + 311040 b2p, e 12 p° —
149696 11/° p*po®be’ + 1148928 11 po®pPb — 184 pP* 1t po® — 704 1 po?pte’” +
2160 £ pPpo°b? + 384 pSpo® i’ — 35561472 1" p po'Ob* + 2006016 1" p2pob® +
3191040 bpo e’ 1 + 19146240 b*py 0" 1/ + 51056640 bpo e’ 1/* — 112176 po®b°e’*p —
792 po*be’® pt — 5312 1% po® p%e’ + 12300 pPe b2 po* — 60 P po2b +
51840 b%po®e” 1’ p° + 2915328 1°po” pPe’ b + 645888 1/ *po°p3e’ b + 17408 1/’ po® pe’ +
49152 po* 1 p* + 768 po* p°1’* + 51056640 b4p012;/4] cosw’ —

1

4096 po (¢' + 4 1/ po) v/ —po p&’ — 4 po*p ' pS
41984 11 po®ptb + 43 pe’* — € pOpo? + 20016 bpBe’t +
18432 1/ po* p° — 17600 p3e’* 11/° potb + 363264 2> b2 po® /> + 108672 p*"* b2 po° 1/ —
5248 p3"° 11 po®b + 202 p°"° py — 1529856 poSb>p 1> — 347520 po b3’ p p! —
2598012 1% p po b’ — 8672 pobe’ p* i + 1024 p*e" 1/ po + 38016 b2po e’ 1 p° —
36544 1" p*po®be’ — 24576 11 po®p°b + 3152 pPe’” de?

(552960 po® p%1"* —

67584 p®p* b2 —

1 po® + 4352 p*po?ple” +

264" pPpo®b — 176 €' ppo® 1’ — 1118208 11/ p po°b° — 328704 p'* p>poSb* +

320256 b'po®e” 1/ + 1921536 bpy 0’ 1'* + 5124096 bpy e’ 1* — 27504 pSbPe"t p —

540 polbe” p* + 14848 1 po® p°e’ + 10116 p*" b*po* — 516 p*="*po2b +

6336 b2poS? 1! p* + 279552 1> po p2e’ b2 — 25600 11/ po® pPe’ b + 2048 1 podple’ —

256 po*p® 1’ + 5124096 b4p012,u'4} cos 3wj —
1

12288 po (¢ +4 ' po) vV —pope’ — 4po?p i/ p°

84992 1" po®p*b + 455 pe’* + 3" pOpo? + 240 bipySe’t —

18432 1/ *py*p° — 35520 pe’” 1/ *po*b + 57600 p2e’*b2po® i’ + 20352 p*e’ bPpo’ 1’ —

—145408 po®p*b? 1+

95



04
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+ o+

13824 pe"° 1 po®b — 214 p°"py — 46080 po*bPe”* p > — 13440 po > p ! —
30720 1" p po®bPe’ + 12640 po*be’? p i’ + 3424 p*e’® 1 po — 81792 b%py e’ 1'% p* +
60992 1" p*po®be’ — 3344 pP" 11 po? + 8192 1 po2 e’ — 568 " pPpo’b? +
144¢ pOpo® i + 61440 1" p po b + 3072 1/ p?po®b® + 3840 bpy e’ 1/ +

23040 b*po 0 11/% + 61440 bpo e’ 1> — 1200 po®bPe’* p + 676 po®be’’ p* —
14080 1/ po® p°c’ + 2196 p*e" b2py* — 1684 p3c’* py2b — 13632 b2p b’ 1’ p° +
46080 1 po pPe’ b* — 28672 1/ po° pPe’ b + 6144 1/ po® pte’ + 768 potptr’” +
61440 b4p012,u/4} cos bwy

1
1024 po>/—po pe’ — 4po*p i p° (€' + 4 11’ po)
1024 1% po®p*b — 25 p*e™ — £ pOpo? + 52080 bpoSe’* —

4096 11 po® p° + T488 p3e’* 1> pob + 138240 p%"*b2poC1i’® + 38208 p2*b2py° 11/ —
384 p3"* 11’ pob — 26 pPe* o — 2515968 po®b3e?p 1> — 439680 po b3 p 1 —
6383616 1> p po?bPe’ — 1728 potbe’” pti’ — 480 p*e" 1/ po + TT184 b2y e’ 1/*p° —
4800 112 ppo°be’ + 49152 1" po® pPb — 608 p°’* 1 po® — 2304 > po2ple’” +

536" pPpob® — 128 € pOpo’ 1 — 6057984 1! p po b — 156672 1’ p?pob® +

(137216 po° o0+

833280 bpo > 11/ + 4999680 b*py % 1’? + 13332480 bpo e’ 1 — 28752 potb p —

116 po®be"® p* — 2560 1'% py° p°e’ + 3284 p*" V> po* — 164 p*"*py2b +
12864 b2poSe 1t/ p* + 112640 1/ po” p2e’ b* + 37888 11/°py° pPe’ b — 4096 1" po’ple’ —

256 po*p®u’” + 13332480 bpo 21 (183)
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(A1R)oo

(A1R)1g

(AlR)ll

C

+ o+ o+

+

+

Coeficientes de Fourier da Funcao perturbadora

c10.1P0° + gsha — —95512 ()2

€J 2ﬁ1 —C 1 1]90 €J 51 — 001;1p0€§]p) By + 2 C10;1€§]p)2512p0 -

2 ¢o1:2P0 €J 51 -2 6((]p) Bipo®cora + (—6 001;2p026?) 511720-1-

17 1

32 C11;1P0 GJ) B — 2ci; 1]906J 51])20 - 3—2 C11;1P11 €J 51 - T 601 2]90693) 51])112 +
1 1 23 1

Z Co1;1P0€§]p) B+ 5 Co1;2P0€§]p)3ﬂ13 16 ef]p ﬂlpo Co1;2 — 5 C10; 1€J ﬂl Do —

23 3
Co1; 16J 51])20 39 C10; 1po” + 32 C10;1P11 ’po + 3 €10;1P0 *Pao +

2 010;1693)2512])20 — 2 o152 €§ p? B p2o) Q’

3 1 1

<_§ e Bipnconapo’ - 2 e Br®pricors + 3 101?612 py —

1 3 1

4 e Bipuicons + 1 C101P0°P11 — 3 crapopied) 51) Q +

(3 1
4

1

1
C10;1P0 ]931 — 5 C114 1p0€J 511?31 — 35 C114 16J 51])11])20 + — 11;1]902693) B1522—

2 2 16

5 7
Cot; 26J ﬁlpll - 1_6 C1o; 1p0 S99 + @ 011;1P0p1165p) By +

115

3 P)3 .5 3 2 3 )2, 2
64 51])11001 1+ 39 6 Bi piicor2 — 256 C10;1P0" P11 39 cioney i pin +

115
128

1 ) 3
16011;1€J B1p11p22 128

3 3 1
€J ﬁlpucm 2]90 + 5 C10;1PoP11P20 — 5 Co1; 2]90 €J 51p31 + 5 C10; 1€J 51 P31 —

3 1
3601;2P0€§]p) Bip11p20 — g Co1;2p0€?) Bip11p22 — 5 601;2690)3513])31 - Z 601;16((];0) Bips1 —

1 1 3
1 C10;1€?)2512p0822 + 3 Co1;1p0€fjp) Bi522 + 1 Co1; 2p0€J) 51 So2 + 16 C10;1P11P22P0 +

5
010;1]9113 + 5 6?) ﬁlpo3001;2322) Q°

256 8

1 1 1 1
<§ p03011;1 + gpocn - ZPOBzﬂl + ZPO@QGE}D)ZQM—
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1 1 5
1 512693)2])02001;2 + 1 51693) p02610;1 5 m11p03011;1 5 m11512693)2p02001;2 +
3 1 1 1
§P02m11ﬁ16§]p) C10;1 — 2 m11poChi — ) 6?) Brmiipo — gpoefjp) B —
m11P0512€f]}7)2011;1 +
1 1 1 1
g Cripi + 5 C10; 1€J 51 mi+ 3 9 Po p11001 2 5 mi1Co1; 1p0 -
1 1 1
5 mi11€o1; 1€J 51 i 011 1€J 51 P11+ g €J ﬂlpn 5 mi11Co1;0 +
3 3 1
g 011;1])02])11 - Z C10;1€J 51]911]90 - 5 m11001;2€?)4514 + Z ef]p)2512pl1001;2p0 -
1 1 1
5 m11001;2p04 + Z boP11Co1;1 — 5132]911 + m11p03251) Q+
1 1 B 1 P)353
5 Co1, 2€J 51 mi2 5 Co1; 2]90 M1z + miapoBafBi + 5 C10,1€5 Br17maz
1 5 3
m12P0512€((]p)2011;1 - 5 miapoChi — 5 m12ﬁ126?)2p02001;2 + 5 m12516?) P02010;1 -
1 5 1 9 1 3 1
—¢ e mMia — = C Mg — =M c — — Cp1.0M12 —
9 01;1 J 1 Mi2 9 01;1P0 12 5 12P0 C11;1 B 01;07M12
1 41 1 1
Z __ C — 0B —
5 €J ﬁlpomu) Q°+ ( 510 po’ C11;1 — o1 — poC11 + 39 poBafi
1 13 1
39 poﬂl €J 2C11 1+ =5 198 153} GJP)2p02001;2 - ES 51693) p02610;1 - @ m112p03011;1 -
1 ®) 5 9 1 3 9
Z i Lz B e L
3 ey Bipao + 512 PoP11"C11;1 41320 21 + 3 P20Po” C11;1
1 51 171
38]9112@ €J %cor, 2+ 123 mi1po” i1+ 7535 198 m115126?)2p02001;2 +
3
32 mi 2B GJ) o co12 + 535 39 112p0512€?)2611;1 +
105 1 1
o0 Po mnﬂlej C101 + = p2051€J PoCi0;1 — 3 pzopoﬁl €J 001 2 T
128 2 2
9 3 3
a m11poCi1 — 3—2 miy 51€J po c01 + = 64 €J 5177111]90 - @ mii ]90011 +
3 1 1
61 p0€J ﬂlmu + = 128 ﬁlej D11 010 1+ — o1 Poej) B — 3 001;2P04m13 +
Lo ! . s 5C +
— S — m1C —C g — = m
39 11P11522 — 193 11Co1; 1p11 16 01;2P0 11 11P20111
1 1 C’ 1 1 9 2(p)2 _
3 C11; 1p0 831 11PoMm13 + 1 Co1;1PoP31 + The 1p0m11 + 39 mupoBiey “ciia
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3 3 1
— Co1; 2]90 So9 + ——= Co1; 2p0p11 + 55 Co1,1P11D22 — 5132])31 -

16 128 32

k e 34 Lew Bips1 +
—cC S —c m —e

32 01; 1P0 22 3 P20C11 16 11; 1P0 11 3 J P1P31

1 1 1 1
5 Co1;2P0 p31 + - 011m11p22 + Y Cnmnpn + 1_6 C11;:1P0 m22 +

1
—C - = ¢ 2 _C

16 11PoM22 32 Ci1; 1]90 S22 — 11P0S22 — 198 11P11 —

51 4 33 33 9 3 ﬂ ﬂ

C mM11Co1: — c e — e

128 oo Po p11 01;2 193 11C01;1P0 64 11;1 J 1 P11 128 J 1P11 —

115 9 1 ®) 31 1

512 C11;1P0° P11 + = o1 C10;1€7 51])11])0 61 €J 2Bi*pric 0,1,2P0 + 55 39 6] 51]922 +

33 4 3 1 ()

64 mii1Co1;2P0 — @POPH 0,1,1 + 51 2P11 — 3—2 €y Bip11522 —

1 ﬁ 1 5 5 9

m S99 — — C Maog — — C e Moo — — M11C —
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Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia
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Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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