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Resumo

Piccirillo, Vinicius, Dindmica nao linear e controle de um sistema vibratorio modelado
com memoria de forma e, excitado por fontes de energia do tipo ideal e ndo ideal, Bauru:
Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual Paulista “Jilio de Mesquita

Filho”, 2007, 230 pp., Dissertacdo (Mestrado).

Este trabalho consiste de trés partes, na primeira fez — se o estudo da dindmica de um
oscilador com um grau de liberdade, em que uma massa é conectada a um elemento com
memoria de forma e um amortecedor, onde o sistema é excitado harmonicamente (sistema
ideal). Uma solucdo analitica para o movimento estacionario do sistema € obtida através da
andlise de técnicas de perturbacdes, onde foi utilizado o método das multiplas escalas. Por
intermédio desta solucdo observa — se fendmenos nio lineares através das curvas de resposta
em freqiiéncia. Além disso, obtém — se condi¢des de estabilidade para o sistema e condicdes
para a existéncia de bifurcagdo do tipo sela — nd.

Na segunda parte apresenta — se o estudo do comportamento dindmico ndo linear de
um oscilador com memoria de forma, excitado por uma fonte ndo ideal — um motor elétrico de
corrente continua, desbalanceado e com poténcia limitada. Toma — se, um problema cujo
modelo matemadtico representa um sistema simplificado (com caracteristica do motor no
regime estaciondrio). Adota — se a formulagdo Lagrangeana para gerar as equagles de
movimento. Os resultados sdo obtidos através de integracdes numéricas das equacdes de
movimento sendo possiveis obter oscilacdes regulares e irregulares (cadticos), os quais
dependem da escolha dos pardmetros do sistema. A solugd@o analitica € obtida utilizando - se o
método da média, onde € possivel observar fendmenos intrinsecos a sistemas nao ideais tais
como dependéncia da freqiiéncia de excitacdo com relacio a amplitude de oscilacdo da
coordenada de movimento do sistema (Efeito Sommerfeld).

A terceira parte € dedicada a aplica¢do de uma técnica de controle linear 6timo para a
supressdo do movimento cadtico tanto do sistema ideal quanto do sistema ndo ideal, via

simula¢des numéricas.

Palavras chave: Memoria de forma, Técnicas de Perturbacdo, Sistemas Ideais e Nao

Ideais, Efeito Sommerfeld, Controle Otimo.
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Abstract

Piccirillo, Vinicius, Nonlinear dynamical and control of a modeling vibrating system
with shape memory and, exited by energy sources of the ideal and non — ideal type, Bauru:
Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual Paulista “Jilio de Mesquita

Filho™, 2007, 230 pp., Dissertacdo (Mestrado).

This work concerns of three parts, in the first we will make the study of the dynamical
of a single — degree of freedom oscillator, which consist of a mass connected to a shape
memory element and a dashpot, where the system harmonically excited (ideal source). An
analytical solution for the system stationary oscillations is obtained by perturbations method,
where was used the method of multiple scales. Due to this solution one can observe nonlinear
phenomena trough of frequency — response curves. Besides, conditions for the system
stability and the existence of saddle - node bifurcations are also obtained.

In the second part show the computational and analytical study of the nonlinear
dynamic behavior of the SMA oscillator, excited by a non ideal source — an unbalanced direct
current electric motor of limited power. A problem whose mathematical model represents a
simplified system (the characteristic of the motor in stationary state). It adopts the Lagrange
formularization to deducing the equations of motion. Regular and irregular (chaotic)
behaviors depend of the physical parameters and can be observed when a numerical
integration is performed. The analytical solution is obtained using the averaging method,
where due to this solution on can observe typical non-ideal phenomena like the amplitude
motion dependency to the frequency of the excitation (Sommerfeld effect)

The third part is dedicated to the application and performance of the linear feedback
control for the suppressing of the chaotic motion of an ideal and non ideal system, theses

systems are numerical studied.

Key words: Shape memory, Perturbations techniques, Ideal and Non — Ideal systems,

Sommerfeld effect, Linear feedback control.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo, introdutério, citam — se os tipos de problemas que aparecerdo neste

trabalho e sua organizag@o para atingir os objetivos que serdo propostos.

1.1  Preliminares

Os primeiros passos na descoberta das propriedades das ligas com memoria de forma
foram dados por A. Olander em 1932. Este autor constatou a reversibilidade da transformacao
numa liga Au - Cd por observacdo metalogrifica e através do registro da variacdo da
resistividade. Greninger e Mooradian (1938) observaram, numa liga de Cu - Zn, a formacdo e
o desaparecimento de martensita, descendo e subindo a temperatura, respectivamente. O
efeito de memoria de forma propriamente dito foi posto em evidéncia por Kurdjumov &
Khandros (1949) e, depois, também por Chang e Read (1951) numa barra de Au - Cd.
Contudo, s6 em 1962, quando Buehler e seus colaboradores no ‘“Naval Ordonnance
Laboratory”, na cidade de Silver Springs, Maryland, USA, descobriram o efeito de memoria
de forma numa liga de Ni - Ti, é que a investigacdo, tanto dos aspectos metalirgicos, como as
potenciais aplicagcdes praticas das ligas, comecaram a despertar o interesse da comunidade
cientifica. No espaco de 10 anos surgiram entdo no mercado uma grande variedade de
produtos comerciais e os estudos do efeito de meméria de forma foram entdo intensificados.

O campo de pesquisa relacionado aos materiais inteligentes estd sendo muito explorado nas
ultimas décadas, em funcdo de suas excepcionais propriedades. Estes materiais, em geral sdo
utilizados como sensores e atuadores em estruturas denominadas como inteligentes, onde
possuem a capacidade de alterar sua forma, rigidez, freqiiéncias naturais, dentre outras
propriedades mecénicas, mediante a imposicdo de campos elétricos, eletromagnéticos, de
temperatura ou de tensdo, Paiva (2004).

Por outro lado, a medida que Poincaré identificava uma nova propriedade do
comportamento de equagdes diferenciais, intrinsica a alguns tipos de sistemas, Sommerfeld
em 1904 dava inicio a uma nova classe de sistemas dinamicos denominados de ndo ideais. Em
seu experimento constituido por uma mesa e um motor elétrico de corrente continua, o qual

servia como fonte de excitacdo, ele observou que a velocidade do motor ndo era uma funcio



suave que dependia apenas da energia inserida ao sistema. Quando a amplitude atingia o seu
valor maximo, na regido de ressonéncia, o gasto de energia crescia aproximadamente o dobro.
Por outro lado, ap6s a ressonéncia, a amplitude decrescia bruscamente, enquanto a velocidade
do motor crescia rapidamente. A este fendmeno atribuiu — se 0 nome de Efeito Sommerfeld.
Observou-se também a dependéncia da curva de ressonancia com relagdo ao sentido da
variagdo da freqii€ncia da for¢a de excitagdo, que a ocorréncia de oscilagdes instaveis em um
sistema linear estd intimamente ligada as propriedades do motor elétrico, o fendmeno do salto
(’jump”) durante a passagem de um regime ressonante para um regime nao ressonante.

Em 1969, Kononenko dedica um livro a sistemas dinidmicos com fonte de poténcia
limitada intitulado: Vibra¢des em sistemas de poténcia limitada. Nele hd demonstragdo,
através do método de perturbacdo do comportamento de sistemas excitados por fontes de
poténcia limitada com poucos graus de liberdade. Kononenko estudou, principalmente de
forma analitica, os problemas de vibragdes de sistemas ndo ideais, vindo a realizar alguns
experimentos, porém poucas simulacdes numéricas foram realizadas devido a recursos
limitados da época. Recentemente Balthazar et. al. (2003, 2004, 2005) publicou uma revisao
completa sobre o tema.

A seguir, apresentam — se aspectos gerais das ligas com memoria de forma e de sistemas
vibratérios do tipo ndo ideal. Posteriormente destacam — se os objetivos desta dissertacdo e a

organizac¢do dos capitulos para atingir estes objetivos.

1.2  Caracteristicas gerais das ligas com memoria de forma

De um modo bastante simplificado pode — se dizer que as propriedades peculiares das ligas
com memoéria de forma estdo relacionadas a reversibilidade da transformagio de fase
martensita, isto é, o processo de transformacdo dos s6lidos' entre uma fase
cristalograficamente mais ordenada, a austenita, e uma fase cristalograficamente menos
ordenada, a martensita. Tipicamente, a austenita € estivel em altas temperaturas, enquanto a
martensita € estdvel a baixas temperaturas. Estas transformac¢des podem ser induzidas tanto

termicamente quanto pela tensdo aplicada, Brinson (1993).

1.2.1 Transformacao de fase devida a variacio de temperatura

A transformacdo de fase induzida por temperatura nas ligas com memoria de forma ocorre

em trés estdgios, dois deles relacionados aos trechos lineares que correspondem a expansao
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térmica das fases austenitica e martensitica e uma regido onde hd um laco de histerese
relacionada aos trechos de transformacdo de fase (Figura 1.1). A drea compreendida por este
lago representa a energia dissipada durante o processo.

Esta transformacéo de fase ocorre da seguinte maneira. Primeiramente considera — se uma
espécime de SMA a uma certa temperatura e livre de tensdes. Quando a espécime apresenta
uma microestrutura martensitica (M ), estrutura de menor simetria, e € aquecida a partir do
ponto B da figura 1.1, da - se inicio a uma mudanga estrutural para uma microestrutura

austenitica (A), estrutura de alta simetria, que comeca a partir da temperatura A,. Esta

2

mudanga de fase € completamente feita quando atingi — se a temperatura A,, que € a

temperatura final de transformacfo, ocorrendo assim uma transformacdo (M — A), que
corresponde ao laco de histerese entre os pontos C e D. De maneira andloga, quando o
espécime se encontra na fase austenitica (ponto A) a uma temperatura M,, que € a
temperatura de inicio de transformacdo, e é resfriado come¢a uma mudanca estrutural na liga

até alcangar a temperatura M,, que € a temperatura final de transformagdo, esta

transformagfo martensitica corresponde ao laco de histerese na figura 1.1 entre os pontos A e
B ocorrendo assim uma transformacdo (A — M), nesta transformacdo a SMA que
anteriormente apresentava uma microestrutura austenitica passa agora a exibir uma

microestrutura martensitica (M) estdvel no ponto B.

|
|
|
A |
:
|
|
|

Mg Af

Figura 1.1: Efeito da transformag@o de fase devida a variagdo de temperatura

'Transformacdo de fase dos s6lidos podem ser de dois tipos: difusdo e displacivas. A transformagdo por
difusdo sdo aquelas que conduzem a formagdo de uma nova fase através da migracdo atdmica que ocorre para
distancias relativamente grandes. Os cristais da nova fase formam-se por Nucleagcdo e Crescimento e por isso
tem uma composi¢do quimica diferente da fase mae. Por outro lado, as transformagdes displacivas ou
martensiticas conduzem a formacdo de uma nova fase, mais estdvel, através de uma reordenagdo atdmica a

distancias curtas e a nova fase tem a mesma composicio quimica da fase mae.



1.2.2 Pseudoelasticidade

As ligas com memoria de forma permitem um segundo recurso de transformacéo de fase,
que depende da tensdo imposta sobre o material de forma. Esta classe de comportamento deve
o seu nome ao fato de as ligas com memoria de forma poderem sofrer uma deformagdo muito
extensa que ¢ total ou parcialmente recuperdvel, também em grande extensdo. O fendmeno da

pseudoelasticidade ocorre a temperaturas acima de A, e nesta situagdo a fase austenitica (A) €
estavel.
Assim sendo, quando considera — se uma dada temperatura 7 >A,, o material na fase

austenitica € sujeito a um carregamento mecanico, o material se comporta elasticamente até

uma tensdo critica (o“*"

) seja alcancada sendo representada pelo ponto A na figura 1.2,
assim inicia — se uma transformagdo de fase austenitica em martensitica induzida por tensdo
(A— M™) que corresponde ao laco de histerese entre os pontos A e B da figura 1.2.

Ao descarregar, a martensite induzida por tensdo (M *) transforma-se de novo em austenite
(segmento CD) acontecendo uma transformacgdo inversa (M* — A) e ocorrendo assim um
retorno a forma inicial, ndo por elevacdo da temperatura, mas sim por descarga do
carregamento aplicado.

Este efeito, que confere ao material uma elevada elasticidade é conhecido como
pseudoelasticidade. A pseudoelasticidade é um fendmeno nao-linear. E por isso dificil de

definir o médulo de Young do material neste dominio de temperaturas, pois apresenta uma

dependéncia tanto da temperatura como da deformacao.

Figura 1.2: Efeito de Pseudoelasticidade.



1.2.3 Efeito de memoria de forma

Este efeito € observado quando se efetua um carregamento termomecéanico compreendendo

a) um arrefecimento, sem tensdes aplicadas, a partir de uma temperatura 7; > A, até uma
temperatura 7,< M,

b) aplicacdo de uma tensao (¢ ) crescente, a uma temperatura T,< M;,

¢) um reaquecimento até€ uma temperatura 7, > A, sem tensdo aplicada.

A aplicagdo de uma tensdo crescente a uma temperatura 7,< M, dd origem a uma

deformacdo crescente. O andamento da curva c-¢ é do tipo da indicada na figura 1.3.
Durante o carregamento esta curva apresenta semelhancas com a que € observada no regime
pseudoelastico. S6 que quando se descarrega a amostra, obtém-se um retorno quase eldstico,
permanecendo uma deformacéo residual e} devida a reorienta¢do das variantes de martensite
durante o carregamento.

O efeito de memoria de forma simples € observado para um carregamento termomecanico
correspondente a seqiiéncia (a) + (b) + (c):

- na etapa (a) forma-se martensite, mas a deformacdo de transformacdo € nula,

- durante a etapa (b) ndo ocorre transformagao de fase, mas sim reorientacio (induzida pela
tensdo aplicada) das variantes formadas durante o arrefecimento (a), dando origem a uma
deformag@o residual, €%,

- durante a etapa (c) esta deformagdo residual desaparece quando tem lugar a
transformag@o inversa martensite — austenite, induzida pelo reaquecimento até uma

temperatura 7> A, .

A designacdo de efeito de memoria de forma simples (“one-way shape memory effect”)
estd ligada ao fato de a mudanga de forma &, introduzida durante a etapa (b), desaparecer
por reaquecimento a T > A, mas o arrefecimento posterior até uma temperatura inferior a M,
ndo trazer nova alteracio de forma.

Na grande maioria dos casos, o efeito de meméria de forma manifesta-se num tnico

sentido: ao arrefecer o material ndo sofre nenhuma alteracdo de forma, embora ocorra uma

transformag@o em martensite. Quando a martensite é deformada, essa deformacfo persiste até



que o material, ao ser sujeito a um aquecimento que o leva até ao dominio austenitico,

recupera a forma inicial.

Figura 1.3: Efeito de meméria de forma

A modelagem matemadtica das ligas com memoria de forma sera discutida no decorrer do
texto da dissertacdo
A seguir descrevem — se as caracteristicas de sistemas do tipo ideal e ndo ideal que serdo

utilizados neste trabalho levando — se em conta os efeitos de memoria de forma.

1.3 Sistemas dinamicos do tipo ideal e nao ideal.

Uma das classificagdes das fontes de energia, e a que nos interessa, € aquela que divide as
fontes de energia em ideais e ndo ideais. Criteriosamente essa classificacdo leva em conta os
efeitos experimentados por um acoplamento ou ndo do sistema vibrante e do motor atuante no
sistema. Por isso, as fontes de energia ideais sdo aquelas nas quais esse acoplamento nio é

considerado e, portanto a andlise do sistema € simplificada significativamente.

1.3.1 Sistema dinamico do tipo ideal

Quando a excitagdo ndo € influenciada pela resposta, € dita uma excitagdo ideal ou uma
fonte ideal de energia. Por outro lado, quando uma excitagéo € influenciada pela resposta do
sistema, € dita ndo ideal e desta forma pode ser expressa na forma temporal. Assim,
dependendo da excitagdo, refere-se a um sistema dindmico como ideal ou ndo ideal. O
comportamento ideal de sistemas ¢ bem conhecido na atual literatura, mas hd poucos

resultados sobre os nio ideais.



O comportamento do sistema dindmico se afasta do caso ideal a medida que a poténcia
suprida torna-se mais limitada. Para sistemas dinidmicos ndo ideais, deve-se adicionar uma
equacdo que descreve como a fonte de energia passa essa energia as equagdes que governam o
correspondente sistema dinamico ideal.

A seguir, disserta-se sobre uma revisao da literatura referente ao sistema nao ideal.

1.3.2 Sistema Dinamico do tipo nao ideal

Pesquisando a vasta bibliografia disponivel, constata — se que é usual desconsiderar, no
modelo matemadtico, a influéncia do movimento do préprio sistema em sua excitacdo.
Todavia, em muitos casos, esta simplificacdo, no modelo matemadtico, ndo € razoavel,
devendo-se levar em conta que a excitacdo ou sua fonte, é influenciada pela prépria resposta
do sistema. Este fato prejudica a formulacdo dos modelos matemadticos da Teoria de
Vibragdes tradicional, necessitando - se estabelecer uma formulagdo mais realistica que leve
em conta a interag@o entre as varidveis de controle, e as de estado, da excitagdo, com as de
estado do sistema fisico estrutural. Tem - se assim, um sistema vibratorio nao ideal, ou um
sistema com fonte de excitacdo, ndo ideal. O sistema ideal € o tradicional onde ndo existe este
fendmeno. Entenda, que a mdaquina ndo ideal € uma conceituacdo que depende
fundamentalmente da estrutura que a suporta. Nota — se caracteristicas importantes deste tipo
de modelo matemadtico de sistema dindmico, provenientes da interacdo da estrutura com a

fonte de excitagdo, tais como:
= Variagdes bruscas (saltos ou “jumps”) da amplitude de deslocamento da estrutura e
da freqiiéncia de excitagdo no caso particular em que considera — se a condicdo
estacionaria do movimento;

= Descontinuidade da curva amplitude versus freqiiéncia;

» Influéncia do perfil da curva “amplitude versus freqiiéncia” quando o operador

altera a velocidade do motor elétrico, em acréscimos e/ou decréscimos.

= Dependéncia destes efeitos com as curvas caracteristicas eletromecénicas do motor.



Portanto, percebe — se que os sistemas dindmicos, modelados matematicamente, como
sendo ndo ideais, possuem um grau de liberdade (ou mais dependendo do nimero de motores
presentes no sistema) superior ao sistema ideal correspondente.

Essa relacdo intrinseca do sistema vibratério com a sua fonte de energia torna a dindmica
desse sistema bastante complexa com a ocorréncia de alguns fendmenos, principalmente perto
da regido da ressondncia, como, por exemplo, o aumento da poté€ncia exigida pela fonte, o
fendmeno do salto e caos. Os dois primeiros sdo manifestacdes de um efeito descoberto por
Sommerfeld e, portanto denominado, em sua homenagem, de Efeito Sommerfeld. Ja a
ocorréncia do caos nos sistemas nao ideais estd associada, tanto a presenca de termos nao -
lineares quanto a presenca de pontos de bifurcacdo e surgimento de regides de instabilidade e
regimes ndo - estaciondrios na regido da ressondncia. Por isso, a suma importancia de se
estudar o sistema nessa regiao.

Ressalta-se que o efeito Sommerfeld surge ao se elevar continuamente a tensdo de
alimentacdo do motor, estando esse com freqiiéncia de rotacdo préxima a regido de
ressonancia do sistema, provoca — se o aumento da sua rotagdo, até 0 momento que essa se
estabiliza em torno de um determinado valor (igual a da freqiiéncia natural do sistema). A
partir deste instante, sucessivos acréscimos da tensdo somente elevam a poténcia elétrica
absorvida pelo motor, que nido é mais canalizada para alterar a sua rotacdo, mas sim para
aumentar as amplitudes de vibracdo da estrutura, Paldcios (2002). O processo possui um
limite: quando a estrutura ndo é mais capaz de absorver a energia cedida pelo motor, a rotacio
dispara, atingindo, apds certo periodo, valores estiveis e proporcionais a tensdo de
alimentacao.

Nota - se que as equacdes governantes do movimento, representativa do sistema dinamico
ndo ideal de vibragdes, podem se esquematizadas, modelados matematicamente, da seguinte

forma, Balthazar e Brasil (2001):



1 — “primeiro conjunto de equacoes ”:

Equacdes dindmicas da “estrutura vibratdria “em X + termos interac¢do (termos em X e
em ¢ )= equagdes da excitagdo externa.

2-“ segundo conjunto de equacoes’:

2
equacdes de rotacdo do eixo do motor ( termos em d_;p ) + equagdes caracteristicas do
dt

motor ( termos em L (%) )+ outros termos de interacdo( emxeem ¢ )=0.
t

2
onde % ¢ a velocidade angular do eixo do rotor e, d_;p a aceleracdo correspondente, onde se
t

dt
supds a existéncia de um tinico motor.

Note o fato importante de que as linearidades ou ndo-linearidades vém da modelagem
matemadtica da estrutura, no caso do problema nio ideal a presenca de, por exemplo, uma
unica fonte de energia, em geral contribui com a a¢do de ndo-linearidades do tipo quadriticas,
presente no termo de energia cinética devido ao desbalanceamento do motor de corrente
continua, Nayfeh e Mook (1979).

Ressalta - se que as vibragdes oriundas dos movimentos de aceleragdo (partida) e

desaceleracdo (desligamento) de motores elétricos sdo representadas pela fungdo 7,

., OU seja,
ela representa o torque desenvolvido pelo motor elétrico e a curva caracteristica do motor

relaciona o torque 7, com a velocidade de rotacdo angular. Cada ponto, desta curva,

de
dt

considerada, pode ser obtido da seguinte maneira: Mantém-se a velocidade angular
constante, enquanto se determina o torque no eixo do motor. Como cada ponto gira a uma
velocidade angular constante, essa curva é chamada de caracteristica estética, determinando
seu funcionamento em estado estaciondrio.

Na realidade, todo motor possui uma familia destas curvas, em discussao, e todas elas
representam a mesma relacdo de grandezas, mas a cada uma corresponde um certo valor de
regulagem.

Imagine-se, por exemplo, que um motor possua uma familia de curvas, as quais sdo

diferenciadas variando - se a tensdo elétrica U que é aplicada aos seus terminais. Cada

posicdo de controle de regulagem com o qual se aumenta ou se diminui a tensdo elétrica,




produz uma correspondente curva caracteristica, relacionadas, cada uma delas, a um valor de
poténcia constante, mas diferentes entre si. O motor CC possui uma familia de curvas
caracteristicas estdticas, sendo cada uma associada a uma poténcia e definida através da
variagdo de um pardmetro de regulagdo ou controle do motor. A forma de regulacdo, mais
usual, € a variacdo de tensdo aplicada aos terminais do motor, a qual controla a velocidade de
rotacao.

A Figura 1.4 ilustra o plano torque versus freqiiéncia de rotacao.

Tm :él+é2% (1)

»

Figura 1.4: Curva caracteristica do motor
No Apéndice A, mostra — se a dedug@o das curvas caracteristicas estiticas do motor de

corrente continua.

A seguir, discute — se o problema néo ideal na regido de ressonancia.
1.4 Passagem e captura pela ressonancia

Finalmente, mencionam - se, alguns conceitos para sistemas dindmicos ndo ideais, na

regido de ressonéncia, que € definida por:

4@ _ 4, =0le) (1.2)

onde, ¢ é um pequeno parametro e, w, ¢ a freqiiéncia natural do sistema dindmico vibratorio.

Supondo - se que o sistema dindmico, em questdo, partisse do repouso, a velocidade angular
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49 do eixo do rotor cresceria até atingir a regido de ressonincia. Assim, dependendo das
dt

condicdes iniciais e dos parametros fisicos, tais como:

= Massa desbalanceada;

=  Massa do motor;

=  Momento de inércia do rotor;

= Excentricidade da massa desbalanceada;

= Constantes de torque desenvolvido pelo motor:

A tensd@o aplicada nos terminais do motor, ‘fi‘p continuaria crescendo além da regido de
t

ressondncia (fenémeno da passagem pela ressonancia) ou, permaneceria proximo a
freqti€éncia natural o, do sistema (fendmeno da captura pela ressonincia).

O tempo de passagem pela ressonidncia, dependerd também das condi¢des iniciais do
sistema. O primeiro autor a sistematizar estas propriedades dos modelos mateméticos, nao
ideais, foi Kononenko (1969). Atualmente, uma completa revisdo deste assunto, considerando
o periodo de 1904 - 2003, pode ser encontrado em Balthazar et al. (2004, 2005), entre outros.

Ressalta — se que em De Mattos et. al. (1997) refez o experimento de Sommerfeld, com
sucesso e constatou os resultados que foram obtidos anteriormente, mencionados por
Kononenko. Alem destes resultados, constatou — se que o modelo matematico ndo ideal
deveria ter nao linearidades quadraticas (oriundas do motor de corrente continua) e ctbicas da
mesma ordem de grandeza, fato importante na modelagem matemdtica deste tipo de
problema.

A seguir, mencionam — se os objetivos do presente trabalho.

1.5  Objetivos do trabalho

O objeto deste trabalho € o de pesquisar um sistema dindmico constituido de uma massa
acoplada em uma viga constituida por um material com memoria de forma, onde o sistema é
fixado em uma base e a viga sustenta uma massa. A primeira andlise é feita com uma
excitacdo externa no sistema sendo uma fung@o harmoénica (sistema ideal), posteriormente é

abordado uma segunda situac@o onde a excitagcdo externa é do tipo ndo ideal, onde um motor
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elétrico de corrente continua com poténcia limitada é acoplado a2 massa com a intensdo de

perturbar o sistema e promover oscilacdes.

Deste modo, os principais objetivos desta dissertacio podem ser resumidos entre os

seguintes tOpicos:

Obtengdo da solucdo analitica aproximada de um oscilador com meméria de forma
para o caso ideal. Como a soluc@o numérica do oscilador com memdria de forma ja
¢ conhecida, devido aos vdrios trabalhos publicados, nossa proposta nesta primeira
parte da dissertacdo foi o de encontrar uma solucd@o analitica deste problema. Para
este fim, utiliza — se uma técnica de perturbagdo conhecida como o método das
multiplas escalas, e desta forma foi realizado um estudo da dindmica ndo linear do

oscilador por outro ponto de vista, distinto do conhecido na literatura corrente.

Elaboracdo de um modelo matemético do sistema ndo ideal que consiste de um
sistema formado por um motor elétrico de corrente continua com desbalanceamento
e de poténcia limitada, sustentado por uma estrutura e preso a uma viga com

memoria de forma. Trata — se de novidade na literatura corrente.

Realizagdo de um estudo numérico — analitico de vibracdes ndo lineares que
podem ocorrer na interagdo entre a viga com memoria de forma e um motor de

corrente continua com desbalanceamento.

O controle de vibracdes mecénicas para os modelos matematicos apresentados serd
realizado utilizando o método de controle 6timo linear com realimentagao proposto
por Rafikov e Balthazar (2005, 2007), numa extensao de trabalho anterior, Rafikov

e Bathazar (2004) que tem — se demonstrado ser eficaz.

A seguir, descreve — se como serd esquematizado o contetido do trabalho.

1.6

Apresentacao dos capitulos

Esta dissertacdo de mestrado € desenvolvida em sete capitulos, que abrange os seguintes

conteddos:
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No capitulo 1, é apresentada uma visdo geral tanto do surgimento bem como as
propriedades dos materiais com memoria de forma, e sdo mostrado também alguns aspectos
dos sistemas nao ideais.

No capitulo 2 é apresentada uma revisdo de alguns modelos constitutivos das ligas com
memoria de forma, inclusive o modelo que serd adotado para a formulacdo das equagdes
matematicas dos capitulos seguintes deste trabalho.

No capitulo 3 € utilizado o método das miiltiplas escalas visando & obtengdo de uma
solugdo analitica do oscilador com memodria de forma com excitagdo ideal. Ainda neste
capitulo, sdo apresentadas simula¢des numéricas visualizando a dindmica ndo linear do
sistema para diferentes temperaturas, tais como plano de fase, espectros de freqiiéncia,
expoentes de Lyapunov e mapa de Poincaré. O grifico de resposta em freqiiéncia é
apresentado para ilustrar o fendmeno de salto e diagrama de bifurcacao.

No capitulo 4, € apresentada a equagdo de movimento do sistema néo ideal obtida através
das equagdes de Lagrange. Resultados numéricos s@o apresentados utilizando a integracio
direta usando o integrador Adams — Bashforth — Moulton, ODE 113 do MATLAB®, com
passo de integracdo varidvel, novamente aqui € mostrada a influéncia da temperatura na
andlise da dindmica do sistema.

No capitulo 5 € apresentado o método da média aplicado ao sistema nao ideal para obter a
solugcdo analitica aproximada do sistema, € relevante aqui destacar o desempenho deste
método na solucao do sistema de equacdes diferenciais ndo lineares e no ideais.

No capitulo 6 é apresentada a técnica para encontrar um controle 6timo linear com
realimentacdo primeiramente para o sistema com excitag@o ideal e posteriormente para o caso
ndo ideal.

No capitulo 7 apresentam — se as discussdes finais, conclusdes e sugestdes para trabalhos
futuros.

A seguir, listam — se as principais referéncias bibliograficas utilizadas no decorrer desta
pesquisa e, os apéndices que completam o trabalho. Inclui — se também a stimula curricular

com os principais trabalhos publicados e/ou submetidos.
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Capitulo 2

Revisao Bibliografica de Modelos Constitutivos Usuais para as Ligas

com Memoria de Forma

Para se utilizar completamente o potencial das ligas com memdria de forma, é necessério
ter — se um bom entendimento de seu comportamento mecinico sobre a acdo de um
carregamento térmico e mecanico. As equagdes constitutivas das ligas com memoria de forma
sa0 muito mais complicadas que a maioria dos materiais comuns em ciéncias de engenharia.
Por as ligas com memdria de forma possuirem um comportamento ndo usual, que ndo havia
sido encontrado anteriormente, estimulou vérios pesquisadores da comunidade cientifica a
observar atentamente este novo campo de pesquisa cientifico e tecnoldgico. Por esta razio, a
modelagem constitutiva das ligas com memoria de forma tem sido, e ainda é, o foco de muitas
pesquisas, em curso.

Diversos modelos baseados em vdrias teorias tém sido propostos. Este capitulo tem por
objetivo descrever alguns destes modelos para as ligas com memoria de forma, que serd
utilizado posteriormente. Os modelos aqui abordados serdo descritos de forma sucinta nas

respectivas secoes, da seguinte forma:
2.1 Modelo Polinomial

2.2 Modelo com cinética de transformacéo de fase assumida.
2.2.1 Modelo de Tanaka
2.2.2  Modelo de Boyd e lagoudas
2.2.3  Modelo de Liang e Rogers
2.24  Modelo de Brinson

2.3 Modelo constitutivo considerando a assimetria entre tracdo — compressido e

plasticidade
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2.1  Modelo polinomial

O modelo polinomial proposto por Falk e colaboradores € baseado na teoria de Devonshire
e considera uma energia livre na forma polinomial. Inicialmente o modelo proposto por Falk
(1980 e 1983) foi utilizado para casos uni — dimensionais, e sendo mais tarde estendido para
um contexto tri — dimensional, Falk e Konopka (1990). O modelo polinomial desconsidera
tanto varidveis internas quanto um potencial de dissipagdo para descrever os efeitos de
pseudoelasticidade e de memoéria de forma. Deste modo, o modelo considera somente as
variaveis de estado: deformacdo (&) e temperatura (7).

A forma da energia livre de Helmholtz (y ) foi escolhida de tal maneira de que ha pontos
de minimo e maximo representando estabilidade e instabilidade de cada fase da liga com
memoria de forma. Usualmente, no modelo uni — dimensional proposto para as ligas com
memoria de forma, Savi e Braga (1993), trés fases sdo consideradas: austenita (A) e duas
variantes da fase martensita (M ", M ~). A energia livre € escolhida de tal forma, que para altas
temperaturas (7 >T7,), hd somente um ponto de minimo desaparecendo a deformacdo,
representando o equilibrio da fase austenitica. Por outro lado, em baixas temperaturas

(Tr<T, ), a fase martensitica é estivel, e a energia deve ter dois pontos de minimo
desaparecendo a deformacdo. Para temperaturas intermedidrias (7,, <T <T,), a energia livre

deve ter pontos de equilibrio correspondendo a ambas as fases.
Portanto, a energia livre é definida como uma equagdo polinomial do sexto grau, em que
h4 pontos de minimo e maximo representando cada fase de estabilidade e instabilidade das

ligas. Logo, o potencial de energia livre é definido como sendo:

b> ]

1 2 1 4
T)==q(T-T, )&’ ——be* + ————¢
P¥(eT)=Z4q(T =T, Je" = be 24T -T,)

2.1

onde g e b sdo constantes positivas, 7, € a temperatura sobre a qual a fase austenitica é
estavel e T,, € a temperatura abaixo a qual a fase martensitica € estavel. Assim, a equacio

constitutiva é dada por,

2

b
oc=q(T-T, Je-be’ +————¢’ (2.2)
. 4¢(T,-T,, )
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Para analisar os resultados dados pelo modelo polinomial de Falk, testes qualitativos para

diferentes temperaturas sio feitos usando as seguintes propriedades:

MP.
q=52329"2 b=1.868x10" MPa, T, = 288K , T, =364.3K .
K

A figura 2.1 mostra a energia livre pela deformac@o para trés diferentes temperaturas.

Energia livre de Helmholtz (Joule)
Energia livre de Helmholtz (Joule)

B : : : : : I : : : y :
-0.2 015 0.1 -0.058 0 005 01 0.15 0.2 -0.2 015 0.1 -0.058 0 005 01 0.15 0.2
Deformagio Deformagio

(T =283K)<Ty, T, <(T=330K)<T,

10

258+ A

058+ A

Energia livre de Helmholtz (Joule)

a i :
02 ©15 01 005 0 008 01 015 0.2
Deformacao

(T =380K)>T,

Figura 2.1: Energia Livre de Helmholtz versus deformacio para o modelo de Falk.
A grande vantagem do modelo polinomial proposto por Falk, diz respeito a sua

simplicidade. Este modelo representa qualitativamente os efeitos de pseudoelasticidade e de

memoria de forma, sendo, portanto representativo da “fisica” do problema estudado.
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2.2 Modelos com cinética de transformacao de fase assumida

Estes modelos constitutivos sdo expressos segundo o conceito da energia livre de
Helmholtz, que pode ser obtida dos principios termodinamicos. A energia Livre de Helmholtz
¢ uma fungdo da varidvel de estado geral, A. As varidveis de estado para as ligas com

memoria de forma sdo definidas como deformacdo, temperatura e fracdo martensita ().

Assim, a varidvel de estado geral pode ser definida como.
AE(E,T,() (2.3)

Baseado na equacgdo (2.3), a relacdo constitutiva pode ser obtida usando a primeira e

segunda lei da termodindmica,

6=DE+OT+Q, (2.4)

onde D representa o tensor eldstico, ® € o tensor termoeldstico e Q; € o tensor de

transformagdo, que define a mudanga de deformacdo durante a transformacdo de fase. Ao

invés de usar a equacgdo da energia livre de Helmholtz, a fragdo martensita (¢) € assumida ser

uma fun¢do da tensdo e temperatura e dados experimentais sdo usados para ajustar a relacio
de transformacdo martensita ou a transformacdo austenita. Considerando diferentes funcdes

para a transformacdo da fracdo martensita (¢), muitos pesquisadores desenvolveram

diferentes modelos com varidveis internas. A seguir, sdo apresentados alguns destes modelos.

2.2.1 Modelo de Tanaka

Um modelo uni - dimensional para as ligas com memodria de forma, de comprimento L, em
que sofrem tanto transformag¢@o martensita ou austenita foi estudado por Tanaka (1985). Neste

modelo a transformacio da fracdo martensita (¢ ) foi assumida ser uma fungdo exponencial de

tensdo e temperatura de acordo com as transformacdes cinéticas.

Transformacdo de austenita para martensita tem - se que,

C=1-expl-ay (M, -T )-by o+, (2.5)
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onde a, € b, sdo constantes positivas do material enquanto ¢, representa a fracdo

volumétrica martensita quando se inicia a transformacéo. O limite que determina o inicio da

transformac@o € definido por o, > Z—M( T-M,)
M

Transformacdo de martensita para austenita € dada por,
=8 ewpl-an(T-4,)-b,0] (2.6)

onde a, e b, sdo constantes do material enquanto ¢, representa a fragdo volumétrica

martensita quando se inicia a transformagao. Esta equacgdo se aplicada para valores de tensdo

G <2AT_A )
AS — bA s/

2.3.2 Modelo de Boyd e Lagoudas

Boyd e Lagoudas (1999) reescreveram o modelo original de Tanaka, para construir um
modelo tri — dimensional. Para uma forma de comparagdo, o modelo aqui foi reduzido a um
contexto uni — dimensional, Savi e Paiva (2005). Sob esta hipdtese, a relacdo usada para
descrever a evolucgdo da transformacdo de fase permanece a mesma do modelo de Tanaka, a

despeito da definicao adotada para as constantes a,, , b, , a, € b, sdo estimadas como segue;

_ 2In(10)

2In(10) a,
= = by=—2 2.7
MS —Mf ’ A ( )

by =M -
M Ap—A,° Cy

_CM’

ay au

2.2.3 Modelo de Liang e Rogers

Seguindo o modelo proposto por Tanaka, Liang e Rogers (1990) propuseram e
desenvolveram outro modelo constitutivo com variareis internas uni — dimensional. Ao invés
de usar a fragdo da transformagdo martensita como uma fung¢do exponencial de tensdo e
temperatura, foi utilizada uma fung¢@o co - seno da fracdo martensita (¢ ) que foi proposto da
seguinte forma.

Transformacdo de austenita para martensita tem - se que,
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w
1l

1- 1-
250 C(J{AM (T_ M, _%J}% (2.8)

e sustentado por C,(T-M,)<o<Cy,(T-M f), onde C,,é um pardmetro do material,

M ; corresponde a temperatura final da formagao martensita e o coeficiente A,, € dado por,
Ay =—"— (2.9)

Transformacdo de martensita para austenita é dada por,

‘- %{I:A [T—AS _Ciﬂu} 2.10)

e acontece quando C,(T-A,)<o<C,(T-4,).

Analogamente C, ¢ um parametro do material, A, representa a temperatura onde comeca a

formacdo da austenita, e A, ¢ definida abaixo;

_ T
A —A,

@2.11)

Ap

Este modelo foi aplicado em estudos envolvendo controle actstico de vibracdes e os

resultados sdo coerentes com os dados experimentais.

2.2.4 Modelo de Brinson.

Brinson (1993) desenvolveu outro modelo baseado no modelo de Liang, representando

também fra¢do martensita (') por uma funcdo co-seno. Neste modelo, a varidvel interna ()
é separada em duas novas componentes, a fracdo martensita induzida por tensdo ¢ e a fracio
martensita induzida por temperatura ¢;, de tal forma que a fracdo martensita seja dada pela

seguinte expressao,
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{=¢r+ds

2.12)

A partir da considerag@o destas novas varidveis, a equacao constitutiva € escrita em funcao

de ¢ ao invés de ¢. Brinson (1993) estabelece ainda uma relag@o linear envolvendo os

moédulos de elasticidade do material correspondentes as fases austenitica, E,, € martensitica,

E,,talque E(¢)=E,+{(E, —E, ). Logo as transformacdes de fase sdo dadas por,

Transformacao de austenita para martensita

0" +Cy(T-M,)< o <0y"+Cy,(T-M,) é expressa por,

1-¢ ' ¢
T 230 cos\— " lo—ct —c\y (r-m,)] +TSO
Og —o'f
e
4
&r=8rg——7 (gs—gso)
]_;SO

enquanto para T <M, e o§" <o <o{", temos que,

1-¢ _ 1-¢
lo = % cos{ 7 — (O'—O';”' )} + %
Y

2 0'§”’ o 2
e
$r=G8ro— 70 (é’s_é’sg)“‘ﬁr
1—§so
onde
- v {coslay (T—M |+ 1} se M, <T <M, T<T,
4 =
entdo 0

T>M,

(2.13)

2.14)

(2.15)

(2.16)

2.17)

Transformacio de martensita para austenita ocorre T>A, e C,(T—-A ; J<o<C,(T-A4,)

sendo definida por,
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[ - §2sv {CO{M[T_ A, _CLH+ 1} (2.18)
{r = Jm{co{m[T—As —%ﬂﬂ} (2.19)

de modo que q,, € a,sdo similares as constantes definidas no modelo de Liang e Rogers.

2.3 Modelo constitutivo considerando a assimetria entre tracao -

compressao e plasticidade

Este modelo considera diferentes propriedades do material e quatro fases macroscépicas
para descrever o comportamento das ligas com memoria de forma. Este modelo considera
também a deformacéo plastica o acoplamento entre as transformagdes de fase e a plasticidade
no qual torna - se possivel descrever o comportamento de memoria de forma de duas vias.
Alem do mais a assimetria entre tracdo e compressdo ¢ também considerado.

O comportamento termomecanico das ligas com memoria de forma como mostrado

anteriormente pode ser descrito pela energia livre de Helmholtz, . Como os fendmenos

associados as ligas com memoria de forma s@o dissipativos se faz necessario levar em conta

z

equacdes complementares para descrever o seu comportamento. Para isso é admitido um
pseudo - potencial de dissipacdo @, portanto o estado termodinamico é completamente
definido por um numero finito de varidveis de estado que sdo: deformacdo total (e),

temperatura (7T ), as fracdes volumétricas da variante martensita {,e ¢, que sdo associados a
fase martensitica ndo - macladas (M + e M -) respectivamente e a fase austenitica (A), ¢;. A
quarta fase, cuja fracao volumétrica é {,, esta associada a fracdo da martensita maclada (M ).

O modelo inclui também outras varidveis relacionadas ao fendmeno de plasticidade, que
estdo no objetivo deste modelo. O potencial de energia livre é proposto sobre cada fase
isolada. Apds estas definicdes a energia livre total pode ser escrita como a somatdria da
energia livre de cada fase com suas respectivas fracdes volumétricas. Com estas hipéteses é
possivel obter um conjunto de equacgdes constitutivas que descrevem o comportamento

termomecanico das ligas com memoria de forma.
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As equagdes abaixo representam o conjunto de equacdes constitutivas para o modelo

constitutivo considerando assimetria tragdo - compressao e plasticidade.

oc=Ele-c,+al{,-al ¢ )+as-a ¢ - T -T,) (2.20)

¢ :i{aT(e—gp )+ 4, +§2(ah€aT +aja +Ea{af)—§1(2a,faT +E(a) )2)
m
2.21)
—0,’; [E(&‘—{;‘p )_‘Q(T_TO )]_nciKy_nck %_a]‘,ﬂ'}-’_a]‘ll

¢ - L {—(ZC(S—S,,)+A2 +§,(a,fac +afa’ +Eahcaf)—§2(2ahcac +E(af )2)
Uz
(2.22)
_a/f [E({;‘—é‘p )_‘Q(T_TO )]_nciKy_nck %_82‘,77}—’_82]1

: 1 1
L= ey eme, +af Co =T e a2y -2 YT 1, e, +afCy=al )
3
T _ =B DS S S P B
2(KA KM )7/ (ZHA ZHM Jlu +77L‘1K7/ ek H a3J7r }—’_83‘]}{
(2.23)
&, =Asign(o— i) (2.24)
y=|e,|+nalé + 60 -¢3) (2.25)
f=He, +n, (¢ + &5 - &) (2.26)

Onde E=E, -{;(E, —E,) é o modulo de elasticidade, enquanto 2 =2,, -¢;(2,, -2,)
esta relacionada com o coeficiente de expansdo térmica. Note que o subscrito A corresponde a
fase austenitica enquanto M refere — se a fase martensitica. Além do mais, diferentes
propriedades sdo assumidas para considerar a assimetria tracdo — compressdo, onde o
sobrescrito T € atribuido a tracdo, ao passo que C representa as propriedades de compressao.
Os parametros A;=A(T), A, =A,(T) € A;=A4(T) estdo associados com a transformagao por

tensao.
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A deformacdo pldstica £, é uma varidvel interna, enquanto os pardmetros o € aj sdo

responsdveis pelo tamanho horizontal do laco de histerese de compressdo e tragdo,
respectivamente.

Os termos 9,J,com (n = 1, 2, 3) sdo as subdiferenciais da fun¢do indicatriz J, em relagdo
as varidveis ¢;. A funcdo indicatriz J,({,,{,,{;) esta relacionada ao conjunto convexor,

que fornece as restri¢des internas relacionadas a coexisténcia das fases.

Com relacdo as equagdes de fragdo volumétrica n,, m, € m,; representam a dissipacio
interna relacionada a transformagéo de fase. Além disso, 9,J, (n =1, 2, 3) sdo subdiferenciais
da funcdo indicatriz 7, com relagdo a ¢,. A fungdo indicatriz esta associada com o conjunto

convexo y que estabelece condicdes para a descri¢do correta dos sub — loops internos devido
a incompleta transformacao de fase e também a transformacdo de fase M+ =M ou M—-= M .

Para maiores detalhes sobre este modelo constitutivo ver Paiva et. al .(2005).
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Capitulo 3

Busca de uma Solucdo Analitica Aproximada de um Oscilador com

Memoéria de Forma, Modelado com Sendo Ideal

Uma das classificacdes das fontes de energia, € a que nos interessa, € aquela que divide as
fontes de energia em ideais e ndo ideais. Criteriosamente essa classifica¢do leva em conta os
efeitos experimentados por um acoplamento ou ndo do sistema vibrante e do motor atuante no
sistema. Por isso, as fontes de energia ideais sdo aquelas nas quais esse acoplamento ndo é
considerado e, portanto a andlise do sistema é simplificada significativamente.

O comportamento dindmico de sistemas ndo lineares, por vezes, ndo € possivel ser
determinado de forma exata. Assim, uma das alternativas € a utilizacdo de métodos de
perturbagdo para a obtencdo de uma solugfo analitica aproximada para o sistema dinamico.
Essas técnicas consistem basicamente em conhecer completamente as solugdes de um dado
sistema homogéneo e analisar pequenas perturbagdes proximas a elas. A solucdo analitica

aproximada € também, de utilidade para a andlise de estabilidade local do sistema.

3.1 Solucao analitica aproximada utilizando - se técnicas de

perturbacao

Sob certas circunstincias € possivel obter solugdes analiticas aproximadas das equacgdes
diferenciais do sistema na forma de séries de poté€ncia. Este pode ser o caso quando as
equacdes diferenciais sdo quase lineares ou fracamente nao lineares, e autdnomas, isto é,
quando os termos que tornam o sistema ndo linear e ndo autdnomos sdo relativamente
pequenos. Tais termos, conhecidos como perturbacdes, representam efeitos de segunda ordem
identificados como um pequeno pardmetro multiplicando os termos ndo lineares e ndo
autdnomos. Para tais sistemas € possivel obter uma solu¢cdo em termos de séries de poténcia
para os pequenos parametros, em particular se o sistema é harmdnico, Meirovitch (1970),
Nayfeh e Mook (1979).

A técnica para tratar este tipo de sistema fracamente ndo linear é o método de perturbagao.
Embora Poisson tenha usado a técnica de perturbacdo para investigar problemas de mecanica

celeste, a teoria de perturbacdo moderna € atribuida a Poincaré. No inicio a tentativa de
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utilizar a técnica de perturbagdo pelos astronomos foi frustrada devido ao surgimento de
termos que aumentavam com o tempo. Tais termos destroem a convergéncia da solugéo e sdo
referidos como termos seculares. Uma grande quantidade de métodos de perturbagéo tem sido
desenvolvida para tentar solucionar o problema do aparecimento dos termos seculares,
inclusive um método atribuido a Poincaré. Outros métodos que dedicam — se a este tema,
podem ser encontrados em Nayfeh e Mook (1979) e Nayfeh (1980).

Assim, neste capitulo o objetivo € a busca de uma solucdo analitica aproximada para as
equacdes de movimento de um oscilador com memoria de forma, onde a fonte de energia do
sistema € do tipo ideal, a técnica de perturbacdo adotada para a obten¢@o da solucdo analitica
foi o método das muiltiplas escalas (MME), onde no apéndice B é demonstrada a idéia basica
e resumida do método.

A escolha do método depende do problema a ser analisado, o método das multiplas escalas
(MME) é amplamente usado no caso ideal, Nayfeh e Mook (1979) e o método da média no
caso ndo ideal, Kononenko (1969), mas excecdes sdo sempre possiveis, como mostrado em
Bolla et. al. (2007) e Fenili e Balthazar (2007).

Este capitulo ainda apresenta resultados obtidos através de simulagdes numéricas da
solugcdo analitica aproximada obtida através do MME. Com os resultados obtidos, neste
capitulo, € possivel ter um melhor entendimento da dinidmica ndo linear do sistema. Na
modelagem do problema utiliza — se 0 modelo polinomial para descrever as propriedades do
elemento com memoria de forma, devido ao fato de que as néo linearidades da SMA sdo
descritas na forma de um polindmio diferentemente do modelo com cinética de transformagio
de fase assumida que consideram fun¢des matemadticas conhecidas para descrever a cinética
das transformagdes de fase, desta forma o modelo polinomial é o mais apropriado para a
utilizacdo de técnicas de perturbagio.

A seguir, é apresentada a modelagem do oscilador excitado por uma fonte ideal de energia.

3.2 O oscilador com memoria de forma

O problema proposto neste capitulo trata de um oscilador de um grau de liberdade
constituido de uma massa m, conectado a um suporte rigido através de um amortecedor linear
com coeficiente de amortecimento ¢ e um elemento de memoria de forma, em que uma forga

externa periddica p(t)= pcos(ot) € aplicada ao sistema, como mostra a figura 3.1.
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Figura 3.1: Modelo do oscilador com meméria de forma

A equagdo de movimento que governa o sistema acima € descrito por,

2
mu+cﬂ+K(x,T)=pcos((ot) 3.1
dt dt

Aqui utiliza — se o modelo polinomial para modelar o comportamento do elemento com

memoria de forma. Portanto, a forca restauradora da mola com memoria de forma € dada por,

K=K(x,T)=q(T-T), )x—bx® +ex’ (3.2)
onde,
A, — bA A
q:q Lob=—" g=2r 3.3)
L 5 r

em que x representa a varidvel relativa ao deslocamento do elemento com memoria de forma,

L é ocomprimento e A, € a drea deste elemento.

Desta forma a equacio de movimento do oscilador é dado por

2 —
m%+c%+§(T—TM )x—bx3 +ex’ = pcos(t) 3.4)
t t

Antes de resolver a equacdo de movimento ela deve ser adimensionalizada nas varidveis
espacial e temporal, Nayfeh e Mook (1979). Para este fim, introduz - se as varidveis

adimensionais

x=% e T=,t (3.5)
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Entdo, a equacdo de movimento pode ser reescrita como;

i+

2 2 ®y

AT bA A
u+u(e-1)u— "ud+ 62 . 2p cos| —1 (3.6)
m(’)() (l)()mL (l)()mL (l)()mL (l)()mL

Onde os pontos denotam a derivada em relacdo ao tempo adimensional t. Assim a

equacdo de movimento do oscilador adimensionalizada tem a seguinte forma;
i+ 2w+ (0= 1)u — o +yu’ = & cos(@r) 3.7)

onde os termos adimensionalizados sdo;

€A, _ bA, __ ¢
mLo} mLo} 2may,

® T AT,
0w=— 6 = p > [« P p— (0(2) — qa 1y

®y mL(DO TM mL

Da equacdo (3.7) nota — se a capacidade do sistema em alterar a freqiiéncia natural
adimensional mediante a imposicdo de diferentes temperaturas, alterando assim a rigidez do
material, ou seja, quanto maior o valor da temperatura mais rigido o material se torna. A
andlise da dindmica ndo linear do oscilador agora é dividida em dois casos. O primeiro caso
apresenta a resposta livre e forcada do sistema onde a fase austenitica é estavel. Ja no segundo
caso € investigada a resposta livre do sistema em uma temperatura onde a fase martensitica é
estdvel.

A seguir, € realizado o balanco de ordem das equacdes de movimento do sistema ideal.

3.3 Busca da soluciao analitica aproximada através do método das

multiplas escalas

Nesta secdo a dindmica ndo linear do sistema, onde a fase austenitica é estdvel, sendo
descrito pela equacao (3.7) serd estudada através do método das multiplas escalas (MME). A
idéia do MME estd em considerar uma expansdo representando a resposta como sendo uma

funcdo das multiplas varidveis independentes, ou escalas (rdpidas e/ou lentas), ao invés de
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uma unica varidvel. O MME tem vantagens sobre outros métodos de perturbagdo, por
exemplo, ele pode tratar sistemas amortecidos, convenientemente, Nayfeh e Mook (1979).

Como as ligas com memoria de forma apresentam propriedades diferentes dependendo da
temperatura, deve - se separar a andlise do sistema representado na figura 3.1 em duas
situacdes. A primeira diz respeito ao comportamento pseudoelastico da liga, onde a
temperatura que atua no sistema mecanico € alta e, portanto a fase austenitica € estavel. Por
outro lado, a segunda observagdo serd feita quando o sistema apresentar baixas temperaturas e
conseqiientemente nesta situacdo a fase martensitica € estavel.

Para se efetuar a andlise do comportamento do oscilador através do MME, € considerada
que a ordem do amortecimento, as ndo linearidades e a excitagdo aparecam na mesma escala
de tempo. Assim se u =¢"z, onde o termo & realiza o balanco de ordem, Nayfeh (1980), na
equagio (3.7), tem — se que a ordem de [iz é ¢*{iz e Scos(mt) é £*5cos(wt), de modo que a

equagdo que governa o sistema torna — se.
e*i+2eMiz+er (0-1)z—ae™z® +ye¥2° = Scos(@r) (3.8)
Logo, a equacdo (3.8) pode ser expressa como,
7+2ePuz+(0-1)z—ae?z® +ye* 2% = £ ¥ 8cos(mr) (3.9

Como a equagdo deve ser fracamente nio linear para se utilizar a técnica de perturbacio,
ou seja, os termos nao lineares devem ser pequenos comparados com os termos lineares, tem
— se entdo que os termos nao lineares devem ser menores que 1. Deste modo, para determinar
o valor de A, deve — se fazer um balanco de ordem da seguinte maneira;

Sendo
we? <1 =62 <t ome? <l me<int = k>M
a o a 21n(8)

por outro lado

oL et <lnl:>47»ln8<lnl:>7x>M

40 4
vt <1l = ¢
y y Y 41n(e)
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Portanto, as duas condi¢gdes acima devem ser satisfeitas. Desta forma, para os valores da

tabela 3.1, tem — se que a=1300e y=470000 .

Tabela 3.1: Valores do parametro do material, Savi e Pacheco (2002(b))

g (MPa/K)

b (MPa)

e (MPa)

7y (K)

T, (K)

260

108

3.69x10"!

287

314

Adotando os seguintes valores: massa unitaria, e assumindo que o elemento com material

de forma é dado por: comprimento da mola L=50x10"m e a area da sec¢do transversal

A, =1.96x107m?* . Assim, pode — se avaliar as seguintes situa¢oes:

se o=1300 e ¢=0.00] tem—se que 1>0.51

>

se y=470000 e ¢ =0.001 tem—se que 1. >0.48

se a=1300 e ¢=0.01 tem—se que A>0.77

se y=470000 e ¢ =0.001 tem—se que A>0.71

se a=1300 e ¢=0.0001 tem—se que A>0.38

se y=470000 e ¢=0.001 tem—se que 1>0.35

Logo, nota — se que o valor de & exerce influéncia sob a escolha de A. Adotando os

valores de € =0.001 e A =1, a equagdo de movimento assumird a seguinte forma;

7+2e*uz+(0-1)z—ae’z’ +yez’ = e*Scos(@r) (3.10)
Se forem adotados os seguintes parametros do material Ni - Ti,
Tabela 3.2: Constantes do material para a liga Ni — Ti, Paiva, et. al. (2003)
q (MPa/K) b (MPa) e (MPa) T, (K) T, (K)
10° 40x10° 1.53x10" 287 313
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Para os mesmos valores da massa m, comprimento L. e drea da seccdo transversal A,,
anteriores obtém — se da tabela 3.2 que: a=140 e y=53125. Considerando o valor de

€=0.001, entdo A devera ser maior do que 0.4. Logo para e = 0.001e tomando — se A =0.5, tem

— se que a equagdo de movimento serd da forma;
7+2e’uz+(0-1)z— ez’ +ve?z° =& Scos(wr) (3.11)

Considerando agora os seguintes pardmetros do material Cu — Zn — Al - Ni,

Tabela 3.3: Constantes do material para a liga Cu — Zn — Al — Ni, Savi et. al. (2002(a))

g (MPa/K) b (MPa) ¢ (MPa) 7, (K) T, (K)

523.29 1.868x107 2.188x10° 288 364.3

Da tabela 3.3 obtém - se que a=125 e y=14570. Assim se £=0.001, entdo A >0.35. Para

€=0.001 e A=0.5, observa — se que a equacdo de movimento ser4,

7+2enz+(0-1)z—eaz’ +&2yz° = e’Scos(mr) 3.12)

Percebe - se aqui a influéncia do tipo de liga no nimero de escalas que devem ser adotadas
para a resolu¢do do problema. Para os valores da liga da tabela 3.1 sdo necessarios cinco
escalas para a resolucdo da equacdo (3.10), em contrapartida para os valores da tabela 3.2 e
3.3 sdo necessarios apenas trés escalas. Portanto, tanto na anélise do sistema ideal quanto o do
sistema nao ideal serd utilizado a liga Cu-Zn-Al-Ni, tabela 3.3, visto que esta liga apresentou
uma resposta dindmica mais rica em comparagdo com as outras ligas, principalmente no caso
nao ideal. Assim, na andlise da resposta do oscilador com SMA serd empregado o método das
multiplas escalas, desta forma uma solucdo analitica aproximada da equacdo de movimento
serd obtida.

Para justificar o comportamento dindmico que serd mostrado através do plano de fase,
utilizam — se as técnicas de andlise dindmica nao linear: espectro de freqiiéncia (FFT), mapa
de Poincaré e expoentes de Lyapunov. Para caracterizar qualitativamente os atratores
envolvidos neste estudo, computa — se os expoentes de Lyapunov. Aqui para calcular os

expoentes de Lyapunov utiliza — se o programa MATDS®, baseado numa rotina do Matlab®.
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A seguir, é apresentada a solucdo analitica obtida através do MME e a dindmica do

oscilador em vibragao livre.

3.3.1 Comportamento do oscilador pseudoelastico em vibracao livre.

No caso em que a amplitude de excitagdo & € nula, tem-se que a equacdo de movimento do

oscilador dado pela equacdo (3.12) torna — se,

7+2epz+(0-1)z—gaz’ +ey2° =0 (3.13)

Agora ao invés de se determinar ; como uma fun¢do de t, define-se ; como uma funcgio
das escalas de tempo necessarias para resolver o problema. Para achar a solu¢do de uma
_ . A I —e2
expansdo de segunda ordem necessita - se de trés escalas de tempo T, =1,T, =¢t,7, =¢°1, . Para
este fim transforma - se a varidvel independente da equacdo (3.13) de t para T,,T,,T,.

Usando a regra da cadeia tem-se,

%:D0+8D1+82D2 (3.14.2)
d? 2
d—zz(D0+sD1+szD2) (3.14.b)
t

onde

0

D =— .14.
- (3.14.0)

Substituindo (3.14.a), (3.14.b) e (3.14.c) na equagdo (3.13) esta equacdo torna — se,
(Do +¢D, +€7D, [ z+26*u(Dy + €D, +£7D, fr+ +0—-1)z —asz® +y622° =0 (3.15)

Procura-se uma solu¢do analitica aproximada da equagdo (3.13), em poténcia de & na

forma,
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2= (T, T, T,)+ &5, (T, T, T5)+ Ole?) (3.16)

Substituindo (3.16) na equagéo (3.15) e equacionando os coeficientes de ¢°,¢',e*, obtem-se,

Dz, +(0-1)zy =0 (3.17)
D2z, +(0-1)z;, =—2D,D,z, +az, (3.17.a)
Dz, +(0—1)z, =—2DD,z, —Djzy —2DD,z; — 21Dz, + 30120 Y 2§ (3.17.b)

A solucao geral de (3.17) pode ser escrito na forma

7y = Aexp(i\/MTo)+ Kexp(—iMTo) (3.17.¢)

Substituindo z, em (3.17.a), resulta em,

Dz, +(6—1)z, =-2D, (i,/(e - 1)Aexp(i,/(e -1)T, ))+ aAexp(3iy/(0—1)T,) +30tA 2 Aexp(iy/(6—1)T,)
+30AA 2exp(—iq/(0—1)T, ) + aA Jexp(=3i,/(6—1)T, ) +cc

(3.17.d)

onde, cc corresponde aos complexos conjugados. Eliminando os termos em (3.17.d) que

produzem termos seculares em z,, obtém — se que,

—2D,iy[(B—1)Aexp(iy/(0—1)T,) +30A 2 Aexp(in/(6—1)T,) = 0

Logo DA=— 3 _iua%A

2,/(6-1)

AssimD2z, +(8-1)z, = aA exp(3iy/(6—1)T,) + aA *exp(-3i4/ (6 -1)T,) . Aqui a solucdo de (3.17.d) é

aA exp(3iy/(6-1)Ty)— aA exp(=3i4/(6-1)T,).

8(9

Substituindo z, e z, na equacdo (3.17.b) e realizando algumas manipulacdes algébricas,

obtém — se;
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a'=—pa
10 5 15 52 (3.18)
ap'= a’y— a’o
3240-1  gs((feo1)

A equagdo (3.18) € conhecida como a equacdo de modulacdo da amplitude e fase, e a

solu¢do analitica aproximada da equacdo (3.13) é:

u= acos(\/a‘c + B)— £ 32((; ) a3cos(3\/a‘c + 3[3)+ 0(e?) (3.19)

Onde a e B sdo dados por (3.18). O divergente do campo vetorial gerado pela equacdo
(3.18) ¢;

o p _

a op (3.20)

Portanto pelo critério de Bendixon, Nayfeh e Balachandran (1995), solucdes periddicas sdo
possiveis quando p=0. Considerando entdo que em (3.18) p=0, o critério de Bendixon
garante que a solugdo do sistema € periddica.

O movimento no estado estaciondrio ocorre quando a¢=0 e B=0, que corresponde aos
pontos singulares de (3.18). Logo, os pontos de equilibrio sdo a = 0 e § qualquer.

Realizando a andlise de estabilidade através da func@o de Lyapunov na origem do sistema,
ou seja, no ponto (0,0), cujo plano de fase € mostrado na figura 3.2(a), e considerando na
equacdo (3.7) com §=0, é possivel reescreve — 14 numa equacgdo de estado. Assim, obtém - se

que;

{’,‘1 - (3.21)
Xy = =240, — X+ 00y =

Portanto, a funcdo de Lyapunov é;

1, 1 1
V(X;,X,)=—X5+—X; ——O X, +—7YX 3.22
(x1,%x,) S Fa om0 6Y 1 ( )
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O teorema de Lyapunov, diz que se V <0 na vizinhanga de x,, entdo x, é estavel. Assim a
derivada de Vv ao longo da equagdo (3.22) é dada por V =-2ux3, como pu=0, logo V=0,

portanto na origem a solugdo periddica é estavel.

0os
06|
ool t
0af
0.005 -
L B 04t
k] 2
T g =
o hpap
@
4 =
a3 ol
0ot o1k
0015 . . . . . . . . . 0 { . Moy
001 0008 0006 0004 0002 0 0002 0004 0006 D008 O 0 s 1 15 2 25 3
deslocamento Frequency (rad/s)
(a) (b)

Figura 3.2: (a) Plano de fase e (b) espectro de freqiiéncia para p=0.

Considerando agora que o amortecimento seja diferente de zero (n=0), entdo o critério de
Bendixon, ndo garante que a Orbita gerada seja periddica. A estabilidade do sistema pode ser

determinada pelos autovalores da matriz Jacobiana do sistema (3.18). Logo a Jacobiana é

-1 0
T=|  50a*a’? . 50aty 0 (3.23)
256(Vo-1)  3246-1

Aplicando no ponto de equilibrio « =0, entdo obtém — se que;

J{"“ 0} (3.24)

. ~ A - . - .
cujos autovalores sao{ ! , ndo se pode garantir nada sobre a estabilidade do sistema, mas

Ay =—n
como um dos autovalores gerados pela matriz Jacobiana é zero uma bifurcacdo estatica pode

ocorrer no sistema.
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Novamente utilizando a fungio de Lyapunov, obtemos que V =-2x}u, como p>0e como

x3 >0, entdo V <0 e assim a 6rbita gerada é uma espiral estavel.

107

03r

0251

velocidade
Magnitude

o

-8

s .
-B -4 -2 o 2 4 B 8 10 o 045 1 15 2 245 &) 515} 4
deslocamento 10 Frequency (rad/s)

(a) (b)

Figura 3.3: (a) Plano de fase e (b) espectro de freqiiéncia para u#0.

7z

A seguir, é apresentada a solucdo analitica obtida através do MME e a dindmica do

oscilador em vibracdo forcada.

3.3.2 Comportamento do oscilador pseudoelastico em vibracao

forcada

Para a obtengc@o de uma solu¢do aproximada da equacdo (3.12) quando § € diferente de

zero tem — se que a equacdo de movimento do oscilador é
742872+ (0-1)z—eaz’ +eyz° = &?Scos(@r) (3.25)

Livre de termos seculares € preciso distinguir entre ressonancias primdrias e secunddrias.
A seguir, é apresentado o detalhamento da busca da soluc@o analitica na ressonancia

priméria.
3.3.2.a Ressonancia primaria, o ~/6-1

Ao invés de se usar a freqii€ncia de excitagio @ como um pardmetro, introduz — se um

parametro de sintonia ¢, que quantitativamente descreve a aproximacdo de @ em relacdo a
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Vv8-1. O objetivo de introduzir este novo pardmetro é o de ajudar a reconhecer os termos na

equacdo (3.25) que levam h4 termos seculares. Assim escreve-se

o=+0-1+¢’ (3.26)

onde ¢ =0(1). Como a excitagdo & da equacdo (3.25) é de 0(e?), € ®m—+/0—1 € assumido ser de

0(e?), portanto tem — se que;

O=v0-1+c’c= 0T, =V0—IT, +£°Tyc = BT, =6 1T, +0T, (3.27)

Substituindo (3.14.1), (3.14.2) e (3.14.3) na equacio (3.25) e equacionando os coeficientes

de £°¢' .2, obtém — se;

D2z, +(0-1)zy =0 (3.28)
D2z, +(0-1)z;, =—2D,D,z, +az} (3.28.a)
D3z, + (0 —1)z, = 2DyD,z — Diz, — 2DyD,z, — 2Douz, + 3012z, — zyy + Scos(@71) (3.28.b)

Nota - se que, com o resultado da ordenacio, a ordem da excitagdo, amortecimento e o0s
termos ndo lineares aparecem na equagéo (3.28.b).

A solucao geral de (3.28) pode ser escrita como,

Zo= Aexp(i\/(e_-l)TO )+ Kexp(—i,/(e—l)TO) (3.28.c)

Substituindo u, em (3.28.a), resulta em,

D2z, +(0-1)z, =—2D,i,[(0—1)Aexp(iy/(6—1)T, ) + aA *exp(3iy/(0—1)T, ) + 30tA > Aexp(iy/(6 - 1)T, )
+300AA 2exp(—iy/(0—1)T, ) + aA >exp(=3iy/(6—1)T, ) +cc
(3.28.d)

Eliminando os termos em (3.28.d) que produzem termos seculares em z,, obt€m — se,

—2D,i\[(B—1)Aexp(iy/(0—1)T,) +3aa >Aexp(iy/(0—1)Ty) =0
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Logo DA =~ inAZA

3
2,J(6-1)

AssimD2z, +(0-1)z, = aA’exp(3iy/(6—1)T, ) + oA *exp(-3iy/(6-1)T,) . Aqui a solucdo de (3.28.d)

(N

z, = 8(9 (xA exp(31,/ To) aA exp(— 31,/ To)

Substituindo z,,z, € (3.27) em (3.28.b), e realizando algumas manipulacdes algébricas,

obtém — se;
a'=—ap+ o sen(csT2 -B)
24/6-1 (3.29)
ap'=ac - 10a’y 150’ + o cos((sT2 -B)

32\/_ 256(\/_) 2J6-1

A equacdo (3.29) estd na forma nio auténoma sendo possivel transforma — 14 num sistema

de equagdes autdbnomas, realizando a seguinte mudanga de variavel,
y =0T, -B (3.30)

Logo, a equacdo (3.29) torna — se;

3
a'=-ap+ seny
wol 3.31
, 10a°y 154°a> 5 33D
ay'= cosy

" o1 256(J_) DN

Portanto, obtém - se uma solug@o analitica aproximada da equacdo (3.25) dada por,

_ ) 3 _ 2
u = acos(®@t— ) 832(9_1)[1 cos(307—3y)+0(e?) (3.32)

Movimentos de estado estaciondrios ocorrem quando a'=y'=0, que correspondem aos

pontos singulares do sistema, isto é, eles correspondem a solucdo de,
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ap = _ 0 sen(y)
2,/(6-1)

10a Y 15a (l _ ) COS(W)

32\/_1 2s6l(lo-1))  2/6-1)

(3.33)

Elevando dos dois lados ao quadrado na equacio (3.33) e somando estas equacdes, tem - se

que,

52 2 2 2 10[1 Y 15[14(12

o T )

(3.34)

A equacdo (3.34) é uma equagdo implicita para a amplitude da resposta « como uma
funcdo do pardmetro de sintonia o (isto é, a freqiiéncia de excitacdo) e a amplitude da
excitacdo &, ela é chamada de equacdo da resposta em freqii€ncia, observa — se que 6, que é
um parametro ligado a temperatura aplicada ao sistema, estd presente nesta equagao.

A seguir, analisa — se as curvas de resposta em freqiiéncia.

3.3.2.b Analise da curva de ressonancia

A curva de ressondncia (grifico de resposta em freqiiéncia) é uma das ferramentas de
andlise de sistemas dindmicos mais vastamente usada e conhecida na literatura. Este grafico
descreve o comportamento de uma solucdo do sistema onde sua amplitude de oscilagdo é
disposta de acordo com a variacdo da freqii€ncia de excitagdo.

Pode - se obter da equagdo (3.34), ¢ como uma fun¢do da amplitude da resposta a, ou

seja,

1 [80a%y(0-1)-15a%a> +128y57 (0-1)° —4u’a’ (6-1)°
256 a( 9_1)3

(3.35)

A figura 3.4 mostra a comparagdo entre as curvas de ressonincia para o caso do oscilador
linear e do oscilador com meméria de forma (nfo linear), onde foram adotados os seguintes

parametros §=0.03, 6=0.1, u=0.1, £=0.001.

38



08 . . . . . . . . 03
SMA .
e Linear J sk |
Linear
DB g
0zt SMA |
% 0sr R %
02t R
N E
=Pt 1 =3
5 5 015+ g
D3 g
o1p R
D2t g
o1 | nos |- |
0 , , . .
3 25 2 15 1 ns 0 ns 1 15 15 10 5 n 5 10 15 on
G ot G
(a) (b)
: : . . . 012 : : : : . . : . .
Linear
ERES SMA g
00 |- R
a a
= =
B =
E_ E‘ 006 |- R
oo |- R
Doz g
a ! . . . L L . L L
25 2 45 1 05 0 05 1 15 2 25
g
(©) (d)

Figura 3.4: Efeito da Ndo — Linearidade, (a) 6=1.04, (b) 8=1.3,(c) 6=2, (d) 6=3.

Da equagio (3.35) observa — se que o pico de amplitude, que € dado por a, =L,
2461

dependente de 6, parametro relacionado a temperatura, e independente dos pardmetros do

material o e y. Como era de se esperar a temperatura produz efeitos sobre o sistema, para a

temperatura intermedidria quando as fases martensitica e austenitica estdo simultaneamente
presentes na liga (6=1.04), o sistema € descrito pela figura 3.4(a). Nota — se que o
comportamento do sistema, nesta temperatura, pode ser comparado com sistema em
engenharia que exibem caracteristica mole (softening characterisitc), enquanto para as outras
curvas, figuras 3.4b (6=1.3), 3.4c (6=2) e 3.4d (6=3) onde a liga € puramente austenitica o
comportamento do oscilador é comparado a sistema que apresentam caracteristica dura (hard
characterisitc). Nota — se também diferencas entre as curvas lineares e ndo lineares. Os

resultados lineares sdo simétricos nesta ordem de aproximacdo, ja as ndo linearidades geram a

39



curvatura no grafico de resposta em freqii€ncia, que € mais ou menos acentuada conforme o
valor da temperatura aplicada no sistema.

Observa — se aqui que a temperatura influéncia também na ndo linearidade do sistema, pois
verifica - se pela figura 3.4 que quando se aumenta o valor de 6, a inclinagdo da curva de
resposta em freqii€ncia do sistema se aproxima do caso linear, diminuindo assim a influéncia
dos termos ndo lineares na dinamica do oscilador.

A figura 3.5 mostra a variacdo das curvas da resposta em freqii€ncia para diversos valores

da amplitude de excitacdo &, onde o valor de p é o mesmo para todas as curvas. Estas curvas

mostram que a amplitude da resposta diminui a medida que o pardmetro 6 ¢ elevado, por
exemplo, para valor de §=0.03 nas situacdes propostas tem — se que: na figura 3.5(a) para
6=1.3 a amplitude maxima atinge o valor aproximado de 0.27 para um valor do pardmetro de
sintonia préximo a 15. No caso da figura 3.5(b) onde 6=2 a amplitude diminui atingindo o
seu valor midximo em torno de 0.15 com o=2. Para 6=25representado na figura 3.5(c) a
amplitude médxima estd em torno de 0.13 com ¢ = 0.8, e na figura 3.5(d) onde 6=3a amplitude

mdaxima encontra — se proximo de 0.115 com ¢ =0.47 .
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Figura 3.5: Efeito da Amplitude de excitagdo: (a) 86=1.3,(b) 6=2,(c) 8=25 e (d) 8=3.

A figura 3.6 mostra a influéncia do coeficiente de amortecimento sobre as curvas da
resposta em freqiiéncia, onde o valor de § é o mesmo para todas as curvas. Na auséncia de

amortecimento, o pico da amplitude € infinito.
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Figura 3.6: Efeito do Amortecimento: (a) 6=1.3, (b) 6=2,(c) 8=2.5 e (d) 6=3.

Novamente é constatado que a amplitude da resposta é menor conforme o valor de 6¢
maior. A partir das figuras 3.5 e 3.6 conclui — se aqui que, a rigidez da liga é proporcional a
temperatura, ou seja, quanto maior for a temperatura maior € a rigidez do material e
conseqilentemente a amplitude de oscilagdo do sistema serd menor. A figura 3.7 mostra a
variagdo da amplitude da resposta com a amplitude de excitacdo para diversos valores do

parametro de sintonia ¢ . O valor de p € o mesmo para todas as curvas, onde estas curvas sao

obtidas diretamente da equacdo (3.34).
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Figura 3.7: Amplitude da resposta como uma funcéo da amplitude de excitacdo para

diversos parametros de sintonia: (a) 6=1.3, (b) 8=2,(c) =25 e (d) 6=3.

Na figura 3.7 pode — se perceber novamente que, quanto maior € a temperatura menor € a
amplitude de oscilagdo do sistema para os mesmo valores de §. Por exemplo, comparando
estes quatros graficos, e adotando o valor de 6=-8 e §=1. Na figura 3.7(a), onde 6=1.3 a
amplitude de oscilagdo tem um valor préximo de 0.13, para 6=2o0 valor da amplitude vale
aproximadamente 0.065 reduzindo consideravelmente a oscilagdo do sistema. Agora na figura
3.7(c) tem — se que para 6=2.5 logo a amplitude da resposta corresponde ao valor de 0.051,
ocorrendo novamente um decréscimo da amplitude. J4 na figura 3.7(d) quando 6=3 o valor
da amplitude decresce para aproximadamente 0.04. Novamente estes graficos mostram que o
valor da temperatura € inversamente proporcional a amplitude da resposta do oscilador, isto é,
quanto maior for a temperatura menor serd a amplitude de oscilacio do sistema.

A seguir, é apresentado o estudo sobre a estabilidade do sistema.
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3.3.2.c Estabilidade das solucoes

Movimentos de estado estaciondrios ocorrem quando a'=y'=0 no sistema (3.31), assim

obtém — se os pontos fixos (a,. v, ).

A estabilidade de (a,.v,) é determinada pelos autovalores da matriz Jacobiana,

10 15
[0 aoy aga’

—u
3246-1 256,
J= ( ) (3.36)
1 o 50a0y 75a4012 "
ag 3240-1 256(/ )
Os autovalores correspondentes A;sdo as raizes de,
4 2
A2+ 2p? +| o— 10a0y 15a0(x o= 50a0y T5a,0 -0 (3.37)
32v6 256(\/ ) 32v8 256(\/ )

7z

Em (3.37) a soma dos autovalores € -2u. Esta soma é sempre negativa porque p>0.

Conseqiientemente um dos autovalores tem sempre a parte real negativa. Este fato elimina a
possibilidade de um par de autovalores puramente imagindrios e, portanto, uma bifurcacdo de
Hopf. Portanto uma bifurcagéo estitica pode ocorrer. Para isso, um dos autovalores deve ser

zero e isso acontece quando,

Doyt 10aoy ISaO(x J Sany 7500(1 JZO (3.38)
' [ 2001 sofet) |7 3200 256l i)

Assim movimentos no estado estaciondrio sao instaveis quando

2 10a0y 15a;0 50a0y 75a
b= c— c— 0 (3.39)
' ( 2 zséwl 201 asd1) J

44



e do contrario o movimento é estdvel. Através da equacdo (3.36) até (3.39) perceber - se que a
temperatura estd ligada a estabilidade do sistema, de forma que os pontos de equilibrio
dependem do valor da temperatura.

A figura 3.8(a) mostra o plano de fase de uma solucio de equilibrio que é verificada pela
investigacdo dos autovalores da matriz Jacobiana. Na figura 3.8(b) é mostrado o espectro de
freqiiéncia associado e em 3.8(c) € ilustrado o mapa de Poincaré, na figura 3.8(d) ¢

considerada a evolucdo dos expoentes de Lyapunov.
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Figura 3.8: (a)Plano de fase, (b) espectro de freqii€ncia, (c) mapa de Poincaré e (d)

expoente de Lyapunov, para =2, u=0.1, §=0.03, €¢=0.001 € 6=0.1.

Como o espectro de freqii€ncia apresenta somente um pico, o mapa de Poincaré ilustra
somente um ponto e os expoentes de Lyapunov apresentam dois expoentes negativos e um
expoente nulo, entdo pode — se concluir que a solugéo é periddica de periodo - 1.

Para os demais valores de 6, nio hd nenhuma mudanca na dindmica do sistema, todos

apresentam um comportamento periddico de periodo 1, a unica diferenca entre eles é quanto
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ao valor do deslocamento no plano de fase, pois se 8 <2 o deslocamento serd maior , contudo
se 8>20 deslocamento no plano de fase serd menor.
A seguir, € analisado o tipo de bifurcagdo que pode ocorrer no sistema variando os

parametros de controle (pardmetro de sintonia e amplitude de excitagdo)
3.3.2.d Bifurcacoes

A figura 3.9 é um diagrama de bifurcacdo construido usando ¢ como um parametro de
controle, onde as linhas cheias representam pontos estdveis, enquanto as linhas pontilhadas
correspondem aos pontos instaveis. Quando o parimetro ¢ ¢é aumentado gradualmente a
partir do ponto D, o valor de « percorre a curva DCE, até atingir o ponto critico o,, onde o
sistema perde estabilidade, ocorrendo o fendmeno de salto do ponto E até o ponto B com um
decréscimo da amplitude da resposta a.

Por outro lado considerando que a partir do ponto A, ¢ é diminuido gradualmente, o valor

do pardmetro percorre a curva ABF, ate atingir o valor criticos,, onde novamente o sistema

perde estabilidade e acontece o salto do ponto F até o ponto C, com um aumento da amplitude
da resposta a, depois a decresce gradualmente com o decréscimo de .

O ponto E onde 6=0,, é um ponto de bifurcacdo, e o posto da matriz Jacobiana (3.36) é

7z

dois. Do sistema 3.31, pode — se encontrar a matriz F,, que é a matriz com relagdo ao

A . 0
parametro de controle o. Logo no ponto E a matriz F, =

} e, construindo a matriz [JIFE, ]
a

verifica — se que o posto dessa nova matriz também ¢é dois. Assim a matriz do pardmetro de
controle nao altera o posto da matriz Jacobiana J e, desta forma ocorre uma bifurcagdo do tipo
sela — n6, Nayfeh e Balachandran (1995). O mesmo acontece para o valor de s, em que o
posto da Jacobiana ndo se altera e acontece também uma bifurcacdo do tipo sela — nd.

A condicdo imposta através da equagdo (3.39) corresponde a parte entre os pontos E e F na
figura 3.9 (linhas pontilhadas), e nos pontos F e E tem — se que ®=0, pois estes sdo pontos

em que acontecem as bifurcac¢des do sistema.
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Figura 3.9: Fenomeno de salto para a ressonincia primaria de um oscilador com memdria

de forma, (a) 6=1.3,(b) 6=2,(c) =25 e (d) 6=3.

Nota — se que os pontos E e F sdo pontos de tangencias verticais, Nayfeh e Balachandran

(1995). Para demonstrar esta situacao, de (3.34), tem — se que;

10a*y 15a*a* ’
e+ —o- 3
do _5a’yB-1  154%> 3200-1  256(J6-1) [_ (9-1)j (3.40)
2a* '

2V6-1  oselyet)

+
da’ 8 12861 [ 10a*y 15a*a’ }

Porque a equacdo (3.38) é satisfeita para pontos de bifurcagéo, substitui — se u?de (3.38)

na equacdo (3.40) e depois de algumas manipulagdes algébricas, obtém — se que;
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2
do” (3.41)

da’

Porque os pontos da bifurcacio sela — n6 s@o localizagdes de tangencias verticais, eles sdo
chamados de bifurcacdes tangentes.

Destes diagramas de bifurcacdes pode - se concluir que: como o valor da amplitude da
resposta do sistema é maior para temperaturas menores, o salto é conseqiientemente maior a
medida que a temperatura do sistema € menor, ou seja, quanto menor a temperatura maior
serd o salto. Assim, naturalmente o salto do ponto E até o ponto B € maior para 6=1.3 do que
para 6=3.

Agora usando § como o pardmetro de controle, obtém — se na figura 3.10 o seguinte

diagrama de bifurcagdo;
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Figura 3.10: Fendmeno de salto da ressonancia primaria de um oscilador com memoria de

forma: (a) 6=1.3,(b) 6=2,(c) 6=25¢e (d) 6=3, para o=1.
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Neste diagrama de bifurcagdo, as linhas sélidas sdo pontos fixos estdveis, enquanto as
linhas pontilhadas sdo pontos fixos instdveis. Quando o pardmetro de controle § é aumentado
gradualmente do valor zero, a amplitude da resposta segue a curva AFB até o ponto B onde
perde a estabilidade e ocorre o fendmeno de salto do ponto B até o ponto C com um aumento
da amplitude «. Se o processo é reverso o fendmeno de salto ocorre do ponto E até o ponto F.
Nos pontos B e E tem — se a ocorréncia de bifurca¢des do tipo sela — nd, entdo esses pontos
sdo pontos de tangencias verticais.

A condicdo imposta através da equacdo (3.38) corresponde a parte entre os pontos B e E na
figura 3.10, e nos pontos B e E tem — se que & =0.

A partir da equacdo (3.34) obtém — se que,

2 4 4 2 4 4 2
(16_2:4 -1 u2+| o 50a™y N 75a"a N o- 10a™y + 15a"a : (3.42)
da 32v6-1 256(\/9—1) 32v6-1 256(\/9—1)

2
Usando a equagao (3.38), conclui — se que 38—2:0. Como os pontos de bifurcacdo sela —
a

no sdo localizacdes de tangencias verticais, eles sdo chamados de bifurcacdes tangentes.

Da figura 3.10(a) observa — se que para 6=1.3 o sistema perde estabilidade e ocorre o salto
para um valor préximo de §=0.08, ja na figura 3.10(b) com o aumento da temperatura para
8=2ocorre o salto para §=0.14, aumentando novamente a temperatura para 6=2.5 o salto
ocorre para §=0.175, e para 6=3 o salto acontece para §=0.2. Portanto a temperatura
influéncia também na perda de estabilidade do sistema, pois quanto maior a temperatura do
sistema, maior terd que ser a for¢a de excitacdo externa para que ocorra a perda da
estabilidade e conseqiientemente o salto aconteca.

A seguir, obtém — se os tipos de ressonancias secunddrias do sistema, gerado pelo termo

cubico.
3.3.3 Ressonancias secundarias

Para observar as ressonancias superharmonicas e subharmonicas, € necessirio que a ordem
da excitacdo apareca a0 mesmo tempo como parte da oscilacdo livre da solugdo. Assim para a
andlise das ressondncias superharmonicas e subharmonicas gerada pela ndo linearidade

cubica, necessita — se que a ordem do amortecimento deva aparecer na mesma equacao de
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perturbacdo que gera essas ressonancias. Assim [iz € igual a euz, € a equagdo que governa

esse sistema € dada por,
7+ 2epz+(0—1)z—asz’ +y&e°z° = dcos(@r) (3.43)

Logo utilizando o MME, procura — se uma aproximacio de primeira ordem na solucdo da

equacdo (3.43) na forma
u :uo(TO,Tl)+0(8) (3.44)
Substituindo a equagdo (3.44) na (3.43) e equacionando os coeficientes de ¢, obtém - se;

Djz, +(0—1)z, = dcos(mr) (3.45)

Djz, +(0—1)z; = —2D(D,z, —2uDz, + 0z, (3.45.a)
A solugdo geral de (3.45) pode ser escrita como
uo = A(T; )exp(iTO \/9—1)+ Aexp(imT,)

onde

A= (3.46)
A partir da resolugdo do sistema acima tem — se que as ressonancias secunddrias

acontecem quando @ ~3,/(6-1) € ®= %,/(9—1) )

A seguir, estuda — se a dindmica do sistema na ressonancia subharmonica.
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3.3.3.1 Ressonancia subharmonica, o ~3/6-1

Para analisar as ressonancias subharmonicas introduz — se o pardmetro de sintonia ¢ em

(3.45) de acordo com,

®=30-1+¢o (3.47)

Os termos proporcionais a exp(+iv8-1T,), € a exp[i‘i(m—Zs/O-l)To] , sdo aqueles que

produzem termos seculares em z,. Logo (m—zxje-l) € expresso como

(5—2\/9-1}r =+/0-1T, +&6T, =+/0-1T, +0T, (3.48)

Assim, para eliminar os termos em (3.45) que produzem termos seculares em z;, tem — se

que,

—2i4/0-1D, A = 2iuy/0-1A + 6AA >0+ 300 > A + 3aAAexp(iT,0) = 0 (3.49)

SendOAZ%aexp(iB), onde a e B sdo reais, e separando a parte real e imagindria, e

realizando algumas manipulagdes algébricas, obtém — se que;

a'=—ap+ 3oA azsen(GTl—3B)

440-1

) 5 (3.50)
aB=- 3a0A”  3a’a  30A azcos(cT _35)
0-1 8J0-1 446-1 !
Para transformar o sistema (3.50) em um sistema auténomo, considera — se que,
v =0T, -3B (3.51)

e portanto
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39N 2 gen(y)
440-1

9aaA>  9a’o  9aA
‘ 2 2cos(y)

+ + a“cos
6-1 846-1 446-1

a'=—-ap+

(3.52)

ay'=ac+

Logo, a solug@o analitica aproximada é dada por,
u= acos(%—%j+2A cos(@1)+0(e) (3.53)

Para movimentos no estado estaciondrio, tem — se que,

20N 2 sen(y)
44/0-1

9aaA’>  9a’a 9%aA 5
- a cos(q;)

+ =
VvO-1 8v0-1 440-1

3ap =
(3.54)

ac +

Eliminado v da equag@o acima, obtém — se a equagdo da resposta em freqiiéncia que

novamente depende do valor da temperatura adotado no sistema. Logo,

9aA?  9a%q | 8la*a’A?
O’ +| o+ et | |a® = 3.55
{ " (G Jo-1 8\/9—1] }a 16(6-1) (3:33)

A equacdo (3.55) mostra que tanto para a=0 ou

ou + G+9aA2 N 9a2a )’ :81a2a2A2 (3.56)
8-1 8J6-1 16(6-1) '

sdo solucdes. A equacdo (3.56) tem sua solucdo da seguinte forma,

a2=pi(p2—q)% (3.75)

onde
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2
- 64(0-1)| . » 90N’
= 7 _6A2 = 9 3.58
b © S0 | " J{CH (6-1) (358)

Para solugdes ndo triviais, segue de (3.58) que p>0 e p>-¢>0. Essas condigdes sdo

satisfeitas se,

2 242
_AO-lo 4o e OA” | BUAT <o (3.59)
9a. V-1 8v0-1

Da primeira das equagdes de (3.59), como A? >0 e o é um pardmetro do material que €

positivo para valer a desigualdade conclui — se que 6<0.

Da segunda das condicdes de (3.59), para um dado A, solugdes ndo triviais podem existir
somente se,

21%0-1  6302A2
~u0 > ”A2 + sjﬁ (3.60)

Enquanto para um dado o, solucdes nao triviais podem existir somente se;

2 2 2
e B 03A7a o, 7 -63 (3.61)
Hofp 4uve-1 1 ju

No plano Ao a condicdo da regido onde solug@o ndo — trivial pode existir, € dada por,

63A %0 c c?
=——% |—-63 (3.62)
auie-1 n \p?

que € mostrada na figura 3.11.
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Solugdes néo tiviais
existern agui

Figura 3.11: Regides onde a resposta subharmonica existe

Quando estas condi¢Ges acontecem, ¢ possivel que de certa forma a resposta do sistema
para o termo de oscilagdo livre ndo decaia a zero a despeito da presenga do amortecimento em
contraste com a solugdo linear. Além do mais, no estado estaciondrio, a ndo linearidade ajusta
a freqiiéncia do termo de oscilagdo livre a um terco a freqiiéncia de excitacdo de modo que a
resposta seja periddica. Desde que a freqiiéncia do termo da oscilagdo livre é um tergo da
excitacao, tal ressonincia € chamada de ressondncia subharmonica.

Diversas curvas de resposta em freqiiéncia sdo mostradas na figura 3.12, ja na figura 3.13 é
mostrado estas curvas de resposta em freqiiéncia sujeitas a influéncia do amortecimento, a
amplitude do termo de oscilagdo livre € mostrada como uma funcio da amplitude da excitacdo

na figura 3.14.
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Figura 3.12: Amplitude do termo de oscilagdo-livre versus o pardmetro de sintonia. (a)

=103, (b) 6=2,(c) 8=25¢e(d) 6=3.
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Figura 3.13: Efeito do amortecimento sobre a resposta para § = 0.1 e £=0.001como 0s

seguintes parametro, (a) 6=1.03, (b) 6=2,(c) 6=2.5 e (d) 6=3.
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Figura 3.14: Amplitude do termo de oscilagdo-livre pela excitagdo. (a) 6=1.03, (b) 6=2,

(c)o=25¢e(d) 6=3.

termo de oscilacao livre com a amplitude da excitagcao
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Figura 3.15: Influéncia do amortecimento sobre a resposta para §=0.1, c=—4, €=0.001¢
(a) 6=1.03,(b) 6=2,(c) 6=2.5 e (d) 6=3.

Nota — se que para a ressonincia subharmonica nido ocorre o fendmeno de salto. A

estabilidade de (a,,v,) é determinada pelos autovalores da matriz Jacobiana,

’ _a[30+ 2718, 27a2a]
0-1 8/6-1
J= (3.63)
1, 9% 9a’a 3
a 0-1 8/6-1

Os autovalores correspondentes A;sdo as raizes de,

2 2 2 2
A2 +2un—3p2 — o+ 2 e, 2ata )l AT, 9aTa |, (3.64)
0-1 8v06-1 VO-1 8v6-1
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Na figura 3.16 é mostrada somente a dinamica da solug@o trivial.
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Figura 3.16: Dinamica do oscilador para a ressonancia subharmonica. (a) Plano de Fase,

(b) Espectro de freqiiéncia, (c) Mapa de Poincaré para §=0.1, 6=0.1, £=0.001

Através do plano de fase, espectro de freqiiéncia e mapa de Poincaré conclui — se que o
sistema apresenta solucdo periddica.
A seguir, sdo apresentados resultados quando o sistema esta préxima a ressonancia

superharmonica.

3.3.3.2 Ressonancia superharmonica, » ”% 01

Neste caso a aproximagdo de ® para % 0-1 ¢ feita pela introducdo do pardmetro de

sintonia ¢ de acordo com;

30 =0-1+¢’c (3.65)
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Os termos proporcionais aexp(+iv6—1T,) € oA exp(+3iT,m), sdo aqueles que produzem

termos seculares na equagdo (3.45.a). Logo tem — se que 3®w7, pode ser expresso como

3T,® =0 —1T, +&°Tyo = 3Ty0 = /61T, + T,c (3.66)
Usando (3.66), sdo encontrados termos seculares em z; que sdo eliminados se,
(3.67)

—2i/0—1D, A —2ipV0 —1A + 6AA >0+ 3a0 > A +aA *exp(iT,6) =0

1 . ~ . . s
Sendo A = —aexp(if), onde a e P sdo reais, e separando a parte real e imagindria, e

realizando algumas manipulagdes algébricas, obtém — se que;

3

a'=—ap+ sen(\|!)
Jo-1 (3.68)

3aoA? 3a’a oA’
(w)

aQ'=ac+ + + cos
0-1 8v6-1 +6-1

onde
v =0T, —B (3.69)
Assim a solug@o analitica aproximada é dada por,
(3.70)

u= acos(3mt— \|1)+ 2Acos(mr)+ 0(6)

Para achar o movimento no estado estaciondrio que corresponde a a'=y'=0, que

corresponde a solucao de (3.68), tem — se que;

3

sen(y)
3.71)

ap =
0-1

3aoA’ 3a’a oA’
cos(v)

ac+ + =-
VvO-1 8v0-1 V-1
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Elevando dos dois lados ao quadrado, na equacdo (3.71) e somando estas equacdes, obtém

—se que
2
s 9 3aA?  3a’a a?A® 3
= .72
Gura [G+\/e—1+8\/e—1J (6-1) G-72)

A seguir, realiza — se a andlise da curva de resposta em freqii€ncia.

3.3.3.2.a Analise da curva de ressonancia

Resolvendo (3.72) para ¢ em termos de a, € obtida a seguinte curva de resposta em

freqiiéncia relacionando a amplitude « € a freqiiéncia de excitacao,

1 3a%a+24a0A? 8 A0 —p%a (0-1) 373)
8 avo-1

Portanto, quando @ = %\/6—1 o termo de oscilagdo livre ndo decaia a zero com a presenga

do amortecimento diferentemente da solucdo linear. Além do mais, a ndo linearidade ajusta a
freqiiéncia do termo da oscilacdo livre a trés vezes a freqiiéncia de excitacdo. Desde que, a
freqii€ncia do termo geral da oscilagdo livre € trés vezes a freqiiéncia de excitacdo, tal
ressonancia € chamada de ressonéncia superharmonica.

Neste caso o pico da amplitude do termo de oscilagao livre é dado por;

3
__oA (3.74)

uve-—1

Em contraste com o caso da ressondncia primdria, a, depende do pardmetro o, que € o

coeficiente do termo ndo — linear de ordem trés. O correspondente valor do parametro de

sintonia é dado por,

Op

2 244
:_3OLA 14 o0 A (3.75)
-1\ 8(6-1)u>
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Na figura 3.17, mostra — se uma comparagdo do caso de um oscilador linear com o caso

ndo linear (SMA). Ja nas figuras 3.18 e 3.19 € ilustrado o efeito da amplitude de excitacdo e

do amortecimento, respectivamente.
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02+

e
m

Amplitude

005
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&
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0.0sr

Linear

SMA

(d)

Figura 3.17: Efeito da Nao Linearidade: (a) 6=1.3, (b) 8=2, (c) 8=2.5 e (d) 6=3.

As curvas de resposta em freqiiéncia apresentados na figura 3.17 exibem um

comportamento do tipo mola mole (softening spring), Nayfeh e Balachandran (1995).

Na figura 3.18 € apresentado as curvas de resposta em freqiiéncia sob a influéncia da

amplitude de excitagdo.
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Figura 3.18: Efeito da amplitude de excitacdo: (a) 6=1.3, (b) 6=2,(c) =25 e (d) 6=3.

Aqui percebe- se um fato semelhante ao caso da ressonéncia primaria. Na figura 3.18(a),
onde tem — se que 6=1.3 a curvatura nao linear € bem acentuada, em relacdo a figura 3.18(d)
onde a temperatura € mais alta (6=3), isso deve — se ao fato de que conforme a temperatura é
maior a estrutura se torna mais rigida, e consequentemente os termos nao lineares atuam com
menor intensidade na dindmica do sistema.

Na figura 3.19 € apresentado o efeito do amortecimento sobre a resposta do oscilador.
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Figura 3.19: Efeito do amortecimento: (a) 6=1.3, (b) 8=2,(c) 6=2.5 e (d) 6=3.

Aqui em ambos 0s casos nota — se que, para um valor alto do pardmetro de amortecimento,
por exemplo, p=0.5 a amplitude da resposta é pequena e a curva de resposta em freqii€ncia
mostra um comportamento quase linear. Agora com a diminui¢do do amortecimento o sistema
responde com um aumento da amplitude de oscilacdo e com uma inclinagdo da curva de
freqiiéncia.

A seguir, é apresentada a andlise da estabilidade do sistema.

3.3.3.2.b  Estabilidade das solucoes

O sistema 3.71 é um sistema dindmico autdbnomo. Os pontos fixos (a,,y,)do sistema sdo

dados por
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A3

agh :%SCH(WO)
6-1
3a,0A?  3aga aA’

oo s o o)

(3.76)

a()G+

A estabilidade de (a,,w,) € determinada pelos autovalores da matriz Jacobiana. Logo a

matriz Jacobiana do sistema é dada por,

( 3A%a 3a’a J
—p —dlo+ +
0-1 8v6-1
J= 3.77)
1 G+3A2a+ 9a’a “u
a VvO-1 8v0-1
Os autovalores correspondentes A, sdo as raizes de,
3A %0 94’0 3A%0 3a’a
A2+’ +| o+ + o+ + =0 (3.78)
VO-1 8&v6-1 vO-1 840-1

Em (3.78) a soma dos autovalores é -2u. Esta soma é sempre negativa porque p>0.
Consequentemente um dos autovalores tem sempre a parte real negativa. Este fato elimina a
possibilidade de um par de autovalores puramente imagindrios e, portanto, uma bifurca¢do de
Hopf. Portanto uma bifurcagéo estitica pode ocorrer. Para isso, um dos autovalores deve ser

zero e isso acontece quando,

2 2
@, =u2+(c+3A2a+9a8 QJ(0+3A20L+308 0‘]:0 (3.79)
Portanto os movimentos no estado estaciondrios s@o instaveis quando
2 2 9a2(1 2 3[12(1
@, =p°+|c+3A a+T c+3A a+T <0 (3.80)

e do contrario o movimento € estavel.
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As figuras 3.20, 3.21, 3.22, 3.23 e 3.24 mostram o plano de fase de uma solugdo de
equilibrio que é verificada pela investigacdo dos autovalores da matriz Jacobiana, através do
correspondente espectro de freqii€éncia e mapa de Poincaré, para diferentes valores do
parametro de sintonia ¢ . Aqui para as simulacdes assume — se que =2, pois a dindmica do

oscilador ndo se altera com a temperatura.
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Figura 3.20: (a) Plano de fase, (b) espectro de freqiiéncia e (c) Mapa de Poincaré para valores
6=0.1, €=0.001, §=0.1 ¢ p=0.1
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Figura 3.21: (a) Plano de fase, (b) espectro de freqiiéncia e (c) Mapa de Poincaré para valores
c=-1,€=0.001, §=0.1 € u=0.1
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Figura 3.22: (a) Plano de fase, (b) espectro de freqiiéncia e (c) Mapa de Poincaré para valores
6=-343,€=0001, §=0.1 € un=0.1
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Figura 3.23: (a) Plano de fase, (b) espectro de freqiiéncia e (c) Mapa de Poincaré para valores
6=-1.7,e=0.001, 6=0.1 € u=0.1

1% e 0%

02 02

015 015

0 0
0 o
T B 0 20
o 3 &
T = T
g 0 = T 0
0 o 2
20 ] S 0
> 2 >

01 5 01

015 015

02 42

0% . I : : : 0% L

o403 02 41 0 o 02 03 04 10 1 52 25 3 Q403 02 W 0 o 02 03 o4

Deslocamento Frequency (rad’s) Deslocamento

() (b) (©)

Figura 3.24 (a) Plano de fase, (b) espectro de freqiiéncia e (c) Mapa de Poincaré para valores
6=-34,€=0.001, 6=0.1 ¢ u=0.1
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Nas figuras 3.20, 3.21 e 3.22 sdo mostrados movimentos estdveis do oscilador
apresentando também dois picos no espectro de poténcia e dois pontos no mapa de Poincaré.
Ja nas figuras 3.23 e 3.24 os movimentos sdo instdveis, apresentando também dois picos no
espectro de freqiiéncia e dois pontos no mapa de Poincaré. Alem do mais, para completar a
andlise do comportamento qualitativo do sistema para os diversos valores adotados para o

parametro de sintonia ¢, os expoentes de Lyapunov sdo mostrados na tabela 3.4,

Tabela 3.4: Expoentes de Lyapunov

o Tipo de Atrator 9, 9, 9,
0.1 Periédico -0.0997 0 -0.10023
-1 Periédico -0.0996 0 -0.10026
-1.7 Periédico -0.0988 0 -0.10113
-3.4 Periédico -0.0995 0 -0.10040
-3.43 Periédico -0.0995 0 -0.10045

Assim, o movimento do oscilador para os diversos parametros adotados sdo todos
periddicos de periodo 2.
A seguir, encontra — se o tipo de bifurcagdo que pode ocorrer no sistema quando varia — se

o parametro de sintonia.

3.3.3.2.c Bifurcacoes

A figura 3.25 € um diagrama de bifurcag@o construido usando ¢ como um pardmetro de
controle, onde as linhas cheias representam pontos estdveis, enquanto as linhas pontilhadas
correspondem a pontos instaveis.

Considerando o aumento de ¢ a partir do ponto F, a solucdo percorre a curva FAB, com
um aumento da amplitude da resposta do oscilador. Quando ¢=0,, no ponto B a solucdo
perde estabilidade ocorrendo uma bifurcag@o do tipo sela — nd, e a amplitude sofre um salto
do valor do ponto B até o ponto C com um aumento da amplitude. Subsequentemente a
amplitude sofre um decaimento percorrendo a curva CE.

Agora, quando o sofre um decréscimo partindo do ponto E, a reposta da amplitude
aumenta percorrendo a curva ECD. Quando o=0, a solugdo perde estabilidade através de
uma bifurcagdo sela — nd, o que leva a um salto na amplitude do ponto D até o ponto A, onde

neste salto ocorre uma variago brusca da amplitude
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Figura 3.25: Fendmeno de salto para a ressondncia primaria de um oscilador com memdoria

de forma, (a) 6=1.3,(b) 6=2,(c) =25 e (d) 6=3.

Como no caso da ressondncia primdria observa — se que para diferentes temperaturas, o
fendmeno de salto é diferente. Para 6=1.3 a amplitude atinge um valor de maximo de
oscilacdo, maior do que para os outros valores de 6, devido ao fato da liga ser menos
resistente, com isso a amplitude de oscilagdo € maior, e conseqiientemente o fendmeno de
salto é maior do que comparado com os outros valores. Percebe — se também que a faixa de
instabilidade do sistema (linhas pontilhadas) fica menor para temperaturas mais elevadas.

A seguir, realiza — se um estudo do sistema ideal mostrando a resposta livre do oscilador

para baixas temperaturas.
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3.34 Resposta livre do oscilador para baixas temperaturas

Devido ao fato das ligas de memodria de forma apresentam propriedades diferentes de
acordo com a temperatura, a andlise aqui consiste em mostrar o0 comportamento do sistema
considerando uma temperatura onde a fase martensitica é estavel.

Numericamente, mostra — se que o oscilador em vibragdo livre e sem amortecimento
apresenta trés pontos fixos: a origem do plano de fase é um ponto de sela, enquanto os outros
dois pontos fixos sdo centros, chamados de C; e C,, e o plano de fase € mostrado na figura

3.26.
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Figura 3.26: Plano de fase para o oscilador na fase martensitica sem amortecimento

No caso onde a amplitude de excitagdo p(z) e o amortecimento viscoso sao nulos na Eq.

(3.4) a equagdo de movimento do oscilador é dado por
2

m%+c_1(T—TM J—bxd 4ex’ =0 (3.81)

Os pontos de equilibrio do sistema podem ser obtidos da Eq. (3.81), desprezando o termo

da aceleracdo. O resultado é o seguinte

@T=Ty )z—bz> +ez’ =0 (3.82)
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onde z é a solugdo do sistema. Da Eq. (3.82) sdo obtidas cinco possibilidades de pontos de
equilibrio, mas somente aqueles que correspondem a niimeros reais tem sentido fisico. Assim
sdo encontrados trés pontos fixos que satisfazem estas condicdes, s@o eles: +z e zero.

Sdo investigadas pequenas oscilagdes em torno destes pontos fixos. Conseqiientemente €
determinada uma primeira aproximacdo para o centro C, da figura 3.26, para este fim, é

adotada a seguinte transformacao,
xX=y+z (3.83)

portanto, substituindo (3.83) em (3.81) obtém — se que

2 — — —
m%+q(T—TM )(y+z)—b(y+z)3+e(y+z)5 =0 (3.84)

Esta transformacio tem o objetivo de deslocar o centro C, até a origem do plano de fase.

Expandindo a equacio (3.84) obtém-se que:
mi+yG(T =Ty )-3b2% +5e2* )+ y2 (1082 =3bz)+ y* (10822 =b J+ 5ezp* +2y° =0 (3.85)

A equacio (3.85) pode ser normalizada como

y+y+la —as]y? + v —v2 ]yt +nyt +may7 =0 (3.86)
onde
2 gA(T-Ty ) 3bA,z> 5eA,z* 10eA, z° 3bA, z 10eA, z*
Wy = T 0 =7 b= N1=75"3
mL mL mL oymL wymL oymL
DA, SeA .z eA,
Yo="73 M=—53 M=—073 (3.87)
w,mL mwyL mwyL

Agora € utilizado o método das multiplas escalas para achar analiticamente a solucdo

aproximada da equacio (3.86), para isso é realizado um balanco de ordem da seguinte forma.
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Efetua — se a seguinte transformacdo y=ue na equacdo (3.86), onde ¢ é o parametro
responsdvel por este balanco, Nayfeh (1980).

Portanto a equacdo (3.86) torna — se
ii+u+efo, —o, | u? +e2 [y, =y, Jud + €30t +e* 0’ =0 (3.88)

Para determinar uma expansdo de quarta ordem necessita — se de cinco escalas, assim
T,=1, T, =¢et, T,=¢’t, T,=¢’t, T, =¢*t. E procurada uma solugdo da equacdo (3.88) na

forma de série de poténcia da forma
w=uy(Ty, 1,15, T3, T,) + 6y (T, T3, T, T Ty ) + 467, (T, T3, T T3, T )+ €73 (T, 1L T, T3, Ty ) + 0(54) (3.89)

Substituindo a equacgdo (3.89) em (3.88) e equacionando os termos de poténcia ¢, obtém —

se a seguinte aproximacao analitica de quarta ordem.

« = a cos (r+s)+e[;—a2(al-a2)m (zr+zs)-—“2(“12-°°z)}+

62[%a3(a1 —(x2)2 cos 31+ 3p)- 31—2613(71 —72)2 cos (3T+3B)}+

a4((x12 —oc%)(ocl—ocz)cos (47t +4p)

. 1
63[480 a4(061 —062)(71 —Yz)cos (4t +4p)+ —

atoyo, (o) -y )cos (4t + 4B )+ %(0‘1 — o, Ny, = v, )cos 2T+ 2PB)

360
* T a4(0c1—oc2)(0c12+oc§)cos (21+2B)—%a4(0c1—ocz)ocloczcos (2t+2B)
+ 1080 a4(oc1—oc2)(oc12+oc§)cos (4t+4p)- o a* (o, — o, o0, cos (47 + 4P)

+%a4(ocl—oc2)(ocf+oc§)cos (21+2B)—;—a4((x1—ocz)ocloczcos (2t +2p)

19 19
B TP CHER ) R IR PO A
1 1
b a0 X = va Jeos (44 4B)+ o (@ — @ Myy - 2 )eos (274 2B)

7 1 1
—§a4(0€1 —OLZ)(YI —Yz)+ Ea4nlcos (47+4B)+ Ea4nlcos (2t +2B)

3 e L

at - Lat(a) oy ) cos 01+ 2p)- é—a4(oc1 o, )0y = 7, deos (27 25)}0(94)

(3.90)

onde a amplitude a e a fase B sdo governadas por
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a=0

ap=200l0 o) 32t —1)* | oo —onm)los—a) 62300108 ~ofos) (o1 ~a) _alog —03) (o4 —at)

144 32 ' 384 576 576
¢ lown —ou) oy ~0) _ 45 oty o o —ogm) 'y oy —ots) oy —ot) _ 31308 —ogloy —at)
12 64 12 864
% _dopnly ), 203G ey —1) ,_125da0, 11dloy-on) 15a, _Telloy—onPlyi 1)
8 64 384 24 126 16 8

(3.91)

A equacgdo de modulacdo acima apresenta somente um ponto fixo na origem do sistema.
Resolvendo numericamente as equacdes (3.90) e (3.91) € obtida a figura 3.27, que é o centro

C, deslocado para a origem do plano de fase
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Deslocamento w10

Figura 3.27: Plano de fase correspondendo ao centro C, da figura 3.26

Agora, € obtida uma aproximagéo para o centro C; da figura 3.26, para este fim substitui —

S€

(3.92)

Com esta transformacio desloca — se o centro C; para a origem do plano de fase,

substituindo (3.92) em (3.81) obtém — se

d’y - - -
mTterq(T—TM y=2)=bly=2) +ely—2) =0 (3.93)

Expandindo e adimensionalizando a equacio (3.93), obtém — se que
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J+y—lo,—a, y? +y, — v, ly* —my* +m,y° =0 (3.94)

onde os termos o;,0,,Y;,Y2,MN;, € N, sao dados pela equacdo (3.87). Para analisar a equacdo

3.94 ¢ utilizado novamente 0 MME para obter uma solug@o analitica aproximada. Assim
realizando um balango de ordem de forma andloga a realizada anteriormente, tem — se a

seguinte equagdo do oscilador em a vibragdo livre
I;i +u-— 8[(11 - az]uz + 82 [Yl - 'Yz]u3 —831]11/!4 + +84n2u5 = O (3.95)

Para determinar uma expansdo de quarta ordem necessita — se de cinco escalas, assim
T,=n1, T, =¢t, T, =¢’t, T, =¢’t, T, =¢*1, portanto € procurada uma solucgdo da equacdo 3.95

na forma de série de poténcia da forma
u= uo(To’Tl’szT3’T4)+€’41(T0’leTz’Ta’T4)++€2“2(T0’leTz’TznT4)+€3M3(To’ﬂ’Tz’Ta’T4)+0(€4) (3.96)

Substituindo a equagao (3.96) em (3.95) e equacionando os termos de poténcia ¢ € obtida a

seguinte aproximacao de quarta ordem para a solugio

u = acos (T+B)—€|:é—az(0h—ocz)ms (21+2[3)——a2(a12_a2)}+

82[%03(0(1 - (x2)2 cos (31+3B)—%a3(71 - 72)2 cos (31+3B)}+

83|: ! a* (o, —a, )y, — v, )cos (4T + 4B)- ! a4(oc12—oc§Xoc1—oc2)cos(41:+4B)

480 720

. a*o o, (0, — o, )cos (41+4B)—1—(oc1 — o, Ny, = v, )cos (21 + 2B)
360 96
T a’(a, —ocz)(ocl2 +oc§)cos (21:+2[3)+%a4(0c1 — o, o0, cos (274 2B)

1—a“(oc1 —ocz)(ocl2 +oc§)cos (47 +4B)+

1
1080 540 a*(o) -, o0, cos (4t +4B)

+%a4(al—a2)(ocf +oc§)cos (21+2B)—;—a4(o¢1—(x2)ocloc2cos (2t +2B)

19 19
+ﬁa4(0‘1_0‘2)(0‘12‘*0‘%)_%04(0‘1_0‘2)0‘10‘2 +

" 120 a4((x1 _0‘2)(71 —yz)cos (4T+4B)+é—a4(0‘1 _0‘2)(71 —yz)cos (2T+25)

5 1
—Ea4(0‘1 _a2)(Y1 _72)— 120

+%a4—%a4(0€1—a2)3 cos (2‘C+2|3)—é—a4(0c1—az)(yl—yz)cos 27+ 2]3):|+O(€4)

a*n, cos (4‘C+4]3)—é—a41’]1 cos 21+ 2B)

(3.97)
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onde a amplitude a e a fase B sdo governadas por

apo 257l —00) " 396y —1)” _e'loy ~0uPly ), alood -cionfoy -a)

288 256 192 192
_ a (oY, —0u7, + 057, —oyyy) _ 350 (ouy, —0u7, +05y, — oy oy —a) _ 845711 8 1054’ (e 0‘2)(06 _Oé) +
384 64 96 4032
_ 1695‘5(0‘10‘% _0‘20‘12) _E _ 107“5%0‘2(71 _Yz) + 107a5(0(§ _0‘12XY1 _Yz) +
288 32 192 384
5 6a”(0y — 0, n 10a’n, + 3a” (04, — 0o + 0, — 04y
96 32 16
(3.98)

O sistema apresenta somente um ponto fixo na origem. Assim resolvendo numericamente

as equagdes (3.98) e (3.97) € obtida a figura 3.28, sendo ilustrado o plano de fase, do centro

deslocado para a origem do sistema

WVelocidade

R L L . . L
a5 -1 s i 05 1 15
Deslocamento w10

Figura 3.28: Plano de fase correspondendo ao centro C; da figura 3.26
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Capitulo 4

Modelagem Dinamica e Resultados das Simulacoes Numéricas de um

Sistema Vibratorio Nao Ideal com Memoria de Forma.

Na tentativa de resolver um conjunto de equagdes diferenciais pode — se adotar duas
estratégias diferentes. A primeira tentativa seria a obtencdo de uma solug@o analitica destas
equacdes, mas que em geral sdo muito complexas, até mesmo para sistemas lineares. Todavia,
o interesse em utilizar esta técnica, é que a solugdo obtida ¢ uma solucdo geral que vale para
quaisquer condi¢des iniciais e quaisquer valores dos parametros. Por outro lado, uma tentativa
de resolver este conjunto de equagdes, € através de integracdes numéricas, obtendo a varidvel
dependente x(t)=(x/(t) x,(t),....x,(t) em uma regido pré — determinada pela varidvel ¢, com a
restricdo de obter — se apenas uma solugéo particular para as equacdes do sistema. Neste caso,
a vantagem ¢é que o trabalho é todo realizado pelo computador. Contudo, muitas vezes uma
investigacdo qualitativa do comportamento da solucdo ¢ satisfatéria, dispensando a busca pela
solugdo analitica do sistema.

O objetivo deste capitulo é o de exibir os resultados obtidos através de simulagdes
numéricas efetuadas por integracdo numérica direta das equacdes de movimento do sistema
ndo ideal. Neste caso € utilizado o integrador de Adams — Bashforth — Moulton, ODE 113 do
MATLAB®, como no caso nao ideal ocorre a variacdo angular do motor e tem — se a
presenga de ndo linearidades devido ao elemento com memoria de forma, este problema é
considerado computacionalmente trabalhoso. O ODE 113 foi o mais eficaz, visto que este
integrador mostrou uma maior ordem de precisdo que os outros integradores testados,
principalmente na obtenc¢do da se¢do de Poincaré.

Através dos resultados obtidos neste capitulo € possivel ter um melhor entendimento da
dindmica ndo linear do problema, pesquisado.

A seguir, é apresentado o modelo do sistema néo ideal.

4.1 Modelagem do problema nao ideal com memoéria de forma

O problema a ser estudado nesta dissertagdo € composto de um motor CC de poténcia
limitada preso a um suporte rigido através de um amortecedor e um elemento com memoria

de forma, essa situagdo € ilustrada na figura 4.1;
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Figura 4.1: (a) Modelo real de uma viga com SMA e acoplada a um motor com poténcia

limitada, (b) modelo de pardmetros concentrados do sistema nio ideal.

Os parametros fisicos apresentados na figura 4.1 sdo:
M: massa do conjunto base + motor;
m: massa desbalanceadora;
J: momento de inércia;
r: € a excentricidade da massa m;

¢ : € o deslocamento angular do rotor (eixos do motor);

A modelagem matemaética do problema ¢ feita por intermédio das equagdes de Lagrange,

onde o deslocamento horizontal da massa desbalanceada é:

Xmassadesh = X~ T sin q) Ymassadesb = T €OS q) (4 1)

xmassadesb =x- rq) cos ymassadesb =rQsin ¢

portanto a energia potencial é dado por

E, :%E(T—TM )xz—il;x4+%2x6 4.2)

e a energia cinética tem a forma;

E, Z%Mkz +%Jd)2 +%[X—rq')cos ¢]2 +%m[r¢ sin(])]2 4.3)
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Aplicando as equacdes de Lagrange tem — se a seguinte relagéo,

d|dd| 9% .

R “4)
d|dd| 96 - :

—dt{—a¢}——a¢=5(¢)—H(¢) (4.5)

onde 3=E -E, ¢ S(q)) € o torque ativo gerado pelo circuito elétrico do motor e H (q)) éo
torque resistente do motor.

Da equacio (4.4) observa - se que,

i{a—a} = (M + m)x - mrﬂi cos§ + mrd)senq) (4.6)
dt| ox

ﬁzﬁ(T—TM Jx—bx> +ex’ 4.7
ox

Por outro lado, da equagéo (4.5), obtém — se que;

d|add| ). ¥
E{ﬁ}—(1+mr )(1) mrx cos ¢ + mrxdsen® (4.8)

a .
B_q) = mrx¢send (4.9)

portanto a equacdo de movimento que governa o sistema é dada por,

(M +m)jc'+cic—mr[iiicos¢—d)2 sin ¢]+§(T—TM Jx—bx> +ex’ =0
(4.10)
(J+mr2)5¢—mrjc'cos¢=S(d))—H(d))

Nota — se que a equagdo (4.10) é autdbnoma e ndo — linear, contendo ndo linearidades
ctibicas e termos elevados a quinta poténcia. As fun¢des mro? sin¢ € mrocosd sdo as fungdes

de inércia provocadas pelo motor e a funcdo mricos¢ representa o momento desta forca de

inércia.
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E mais interessante reescrever a equagéo (4.10) na sua forma adimensional, para isso deve

— se realizar as seguintes mudancas de varidveis,

x 4.11)

Onde u € o deslocamento adimensional e t € o tempo adimensional. Introduzindo (4.11) na

equacdo (4.10), e realizando algumas manipulacdes algébricas obtém — se que;

L'i+2].u't+(9—l)u—ocu3 +Yu5 -n [d;cosd)—d)z sind)]zO
(4.12)

b= coso=S(p)-1(9)

A vantagem do estudo de um sistema com varidveis adimensionais é que nele trabalha — se
com nudmeros puros, sem considerar a dimensdo de suas varidveis.
A equacio 4.12 pode ser simplificada quando o modelo do motor CC ¢ simplificado,

removendo o efeito da indutincia obtendo assim a equacdo abaixo,

ii+2ubi+(9—1)u—(xu3 +yu’ -n [d;cos¢—d)2 sinq)]:O

(4.13)
iﬁ_rz iicosq):&,l—ézd)
onde
ol = ATy o A o T
(M+m)L (M +m )L} Ty
c eA, mr
2(M +m )wy, (M +m)Log (M +m)L
mrL h
él 3 ‘tsz_

r:—
2 (J+mr2)
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Aqui, assume — se que a curva caracteristica do motor CC (fonte de energia) € linear. Note

que & € o parametro de controle (relativo a tensdo de alimentacdo na armadura do motor
elétrico ou torque constante) e &, € o valor escolhido para um determinado tipo de motor.
Usando novas varidveis, definidas por, u; =u, u, =i, uy =6, u, =¢, 0 sistema (4.13), pode

ser reescrito, na forma de estado, como;

) =u,
7 =rl[L't4 cosuy —ul sinu3]+ocul3 —yu; —(0—1)u, —2uu, (4.14)
Uy =uy,

iy, =& —&yuy +ry0, cosu,

Realizando algumas manipulagdes algébricas, obtém — se, as seguintes equagdes

diferenciais de primeira ordem;

U =1u,

NI e - |
Uy = ————11 (&, — &y ) cos uy —ug sinus |+ o’ —yug —(0— 1), — 24u,
1—1r, cos” uy

(4.15)

L.l3:u4

& L ncosus

iy = 2 2
1-nr,cos“us 1—nry cos” u;

’/[ .
o“413 - Wls -(6- 1)“1 = 2{u, - §2—4 - rlui sinusy
r, COS Uy
A seguir, sdo apresentadas as simula¢des numéricas do sistema nao ideal obtida a partir da

equacdo 4.15.
4.2 Resultados das Simulacoes Numéricas

As simulacdes numéricas de um sistema ndo ideal permitem a verificagdo de caracteristicas
importantes do sistema dindmico provenientes da intera¢do da estrutura com a fonte de
excitacdo, tais como variacdes bruscas da amplitude de deslocamento da estrutura e da
freqii€ncia de excitagdo (saltos ou “jumps”) quando considera — se as condi¢gdes estaciondrias
do movimento.

A passagem pela primeira ressondncia € considerada no momento em que a freqiiéncia de

rotagdo do motor de corrente continua (velocidade rotacional) ¢ esta proxima a da freqiiéncia

natural @, (b= o, ).
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Ressalta — se que os parametros do sistema ndo ideal considerados aqui, estdo listados na
tabela 4.1, agrupados para duas diferentes estruturas e denominados de caso I e caso II, onde
no caso [ os parimetros foram obtidos de dados experimentais desenvolvidos por El —
Badawy, (2007) e no caso II os dados foram obtidos por Warminski e Balthazar, (2003). A
idéia deste agrupamento de dados € o de poder verificar as influéncias dos parametros quando
sdo observados, por exemplo, diferentes valores para a excentricidade, o valor da massa

desbalanceadora etc., ja que os termos r e r, estdo ligados a estes parAmetros fisicos.

Tabela 4.1: Propriedades do sistema nao ideal

Parametros Caso I Caso II
n 0.0011 0.4
r 0.44738 0.6

Os dados da tabela 4.1 ilustram somente os pardmetros de acoplamento do motor CC, o
elemento de memoria de forma e o amortecedor e, os outros pardmetros sdo comuns para oS
dois sistemas, onde o e ysdo pardmetros do material, e valem respectivamente 124 e 14500.
Os parametros relacionados ao motor CC sdo os mesmos para os dois sistemas, sendo &, o
parametro de controle e &, =1.5.

A anélise agora serd dividida em dois casos. O primeiro mostrard o comportamento
dindmico do caso I onde o parametro de acoplamento r € pequeno, pois hd uma grande
diferenca entre a massa do motor e a massa desbalanceadora causando conseqiientemente
pouca interacdo entre o motor CC e a estrutura. Ja no segundo caso, as simulagdes ilustram a
dindmica do caso II onde o parimetro » é maior do que no caso I e, causando assim uma

maior interacdo entre a fonte de energia e a estrutura.

A seguir, sdo apresentadas as simulacdes do sistema ndo ideal para os valores do caso |

4.2.1 Simulacoes numéricas do caso 1

Aqui as simulacdes serdo feitas para os parametros do caso I onde a interagdo motor —
estrutura é pequena.

Como no capitulo anterior, para justificar o comportamento dindmico, mostrado através do
plano de fase utilizam — se as seguintes técnicas de analise da dindmica néo linear: espectro de
freqiiéncia (FFT) e mapa de Poincaré.
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Para caracterizar qualitativamente os atratores envolvidos neste estudo, computa — se 0s
expoentes de Lyapunov e a secdo de Poincaré. Aqui para calcular os expoentes de Lyapunov e
a secdo de Poincaré utiliza — se o programa MATDS®, baseado numa rotina do Matlab®.

Agora s@o mostrados os resultados numéricos a partir da integracdo direta do sistema 4.15
para observar o comportamento dindmico do problema nao ideal para diferentes valores de
temperatura.

A seguir, sdo apresentadas simulacdes onde a fase martensitica é estavel na liga

4.2.1.a Fase martensitica estavel na liga.

No primeiro conjunto de simulacdes considera — se que 8=0.7. A dindmica do sistema na
regido de ressonancia pode ser analisada através do grafico de resposta em freqiiéncia. Estas
curvas s@o obtidas quando o sistema atinge o movimento do estado estaciondrio enquanto o
parametro de controle é fixado. Entdo a resposta da amplitude no estado estaciondrio é
medida. O parAmetro de controle € ligeiramente aumentado e mantido na nova posicédo até que
0 novo estado estaciondrio seja obtido. Estes valores s@o computados na forma de pequenos
circulos na curva de resposta em freqii€ncia.

A figura 4.2 mostra o diagrama de resposta em freqiiéncia. A figura 4.2(a) ilustra a
situacdo quando ocorre um aumento no valor da tensdo imposta ao motor, enquanto a figura

4.2(b) mostra o resultado para o decréscimo deg, .
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Figura 4.2: Diagrama de resposta em freqii€ncia para o efeito Sommerfeld: (a) acréscimo de

&, e (b) o decréscimo de &, para 6=0.7, u=0.01
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Perceba que as duas figuras apresentam respostas diferentes. O diagrama de resposta em
freqiiéncia da figura 4.2(a) € construido considerando um aumento gradativo da tensdo do

motor da ordem de A&, =0.3. Com a variacdo de &, ocorre conseqiientemente uma alteracio

da velocidade angular do motor sucedendo um aumento na amplitude da resposta

A variagdo de &, estd no intervalo [0,9.1]. Pela figura 4.2(a) pode — se observar a
ocorréncia de trés saltos: um superharmonico, correspondente aos pontos A e B, e dois
subharmonicos, um deles entre os pontos C e D e o outro entre os pontos E e F. Inicialmente o
sistema se encontra em repouso (ponto A), quando o motor é ligado aplicando — se uma
tensdo de &, =0.1, o primeiro salto acontece entre os pontos A e B com a freqiiéncia do motor
entre (0 << 0.3). Com o aumento de &,, acontece um gradual aumento a amplitude da
resposta até a ocorréncia do segundo salto entre os pontos C e D, com a freqiiéncia do motor
entre (1.65 <6< 1.87). Depois do segundo salto ocorre um decréscimo da amplitude, mas como
&, continua aumentando o terceiro salto ocorre entre os pontos E e F, com uma freqiiéncia do
motor no intervalo (3.65 << 3.9) em seguida ocorrendo uma diminuicao da amplitude.

Por outro lado, na figura 4.2(b) a variagdo de &, pertence ao intervalo[9.1,0.3], neste caso
acontecem dois saltos, um subharmonico entre os pontos A e B e outro superharmonico entre
os pontos C e D. Com a tensdao do motor inicialmente com o valor de & =9.1, diminui — se
este valor na ordem de 0.3, acontecendo um gradativo aumento da amplitude até que o
primeiro salto acontece do ponto A para B, com uma diminui¢do brusca da amplitude, e com
a freqiiéncia do motor entre (3.5 << 3.75). Continuando o decréscimo de &, a amplitude volta
a ter um crescimento até atingir o valor critico em C ocorrendo outro salto até o ponto D, com
a freqii€ncia do motor no intervalo (0.9 <o<l. 15).

A figura 4.3 ilustra o comportamento de duas respostas no estado ndo estacionério que sao
comparadas para dois valores diferentes de amortecimento p, mostrado o fendmeno de salto
no histérico no tempo. Aqui ocorre um acréscimo (ou decréscimo) no valor de §;, da ordem
de 0.3, a cada periodo de 500 na escala de tempo. Na figura 4.3(a) é mostrado o acréscimo de
&, no intervalo de[0,9.1], ao passo que na figura 4.3(b) ilustra decréscimo de &, dentro do

mesmo intervalo.
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Figura 4.3: Influéncia do amortecimento no efeito Sommerfeld para 6=0.7 : (a) Histérico no

tempo para o acréscimo de &, e (b) Histdérico no tempo para o decréscimo de &,

Note que na figura 4.3(a) quando o valor de &, € aumentado, ocorrem trés saltos para
u=0.01, jid quando o valor do amortecimento é p=0.05 um dos saltos subharmonicos
desaparece e o outro salto acontece para um valor menor da amplitude. Na figura 4.3(b) o
salto subharmonico também desaparece, e o outro salto ocorre para um valor menor do
parametro de controle.

Os expoentes de Lyapunov para diferentes valores do pardmetro de controle &, sdo
mostrado na figura 4.4. Na figura 4.4(a) é apresentado a dindmica de trés dos quatros
expoentes de Lyapunov e na figura 4.4(b) é mostrado a dinamica do quarto expoente de

Lyapunov.
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Na figura 4.4(b) os expoentes apresentam somente valores negativos, e na figura 4.4(a)
dois dos expoentes sdo negativos, enquanto o outro expoente € sempre nulo, desta forma o
comportamento dindmico do sistema entre 0.1<&; <9.1¢€ periddico.

Agora num segundo conjunto de simulacgdes, a temperatura do sistema ¢é elevada, adotando
- se o valor de 6=0.9, mas a fase martensitica continua estavel.

Na figura 4.5, novamente € apresentada as curvas de resposta em freqiiéncia para o caso do

acréscimo de &, figura 4.5(a), e decréscimo de &,, figura 4.5(b).
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Figura 4.5: Diagrama de resposta em freqii€ncia para o efeito Sommerfeld: (a) acréscimo de

&, e (b) o decréscimo de &, para 6=0.9, u=0.01

Como no caso anterior, tem-se que &, varia entre [0,9.1]. Quando acontece o acréscimo de
&, , aparecem trés saltos. O primeiro salto superharmonico corresponde entre os pontos A e B,
com a freqii€éncia do motor entre (0<¢s0.25). Com o aumento de &,, o sistema tem uma
pequena variagdo na amplitude até acontecer outro salto, agora subharmonico, entre os pontos
C e D, com a freqiiéncia do motor entre (1.46 <9< 1.67). Depois do salto ocorre uma
diminuicdo da amplitude da resposta até o surgimento de outro salto subharmonico entre os
pontos E e F, com a velocidade angular do motor entre (3.05 <6< 3.3), e depois deste terceiro
salto a amplitude de oscilagdo do sistema decai, variando pouco com o aumento de &,. Na
figura 4.6(b) ocorre a diminuicdo de &,, neste caso acontecem um salto subharmonico entre
os pontos A e B com uma diminui¢do brusca da amplitude, e com a freqiiéncia do motor entre

(1.95<<i)< 2.15)6 outro superharmonico entre os pontos C e D com a freqiiéncia do motor no

intervalo (0.93<¢<1.13).
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Na figura 4.6 é apresentado o efeito da variacdo do coeficiente de amortecimentop,

ilustrando o comportamento de duas respostas no estado nao estaciondrio que sdo comparadas

para dois valores diferentes do amortecimento. O salto na figura 4.6(a) acontece para u=0.01,
entre os seguintes intervalos de tempo (0<1t<500), (4000<1<4500) € (8000 <t<8500), jd para
w=0.05 o salto ocorre para nos intervalos (0<t<500) € (4000<t<4500). Na figura 4.6(b)
quando realiza — se o decréscimo de &, para u=0.01, acontecem dois saltos entre os intervalos
(8500<1<8000) € (10500<t<11000), entretanto para pu=0.05 tem — se o fendmeno de salto

somente no intervalo (10000 <1 <10500).
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Figura 4.6: Influéncia do amortecimento no efeito Sommerfeld para 6=0.9 : (a) Histérico no

tempo para o acréscimo de &, e (b) Histérico no tempo para o decréscimo de &,

Na figura 4.7 é mostrada a dindmica dos expoentes de Lyapunov com a variacdo do

parametro de controle &, .
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Figura 4.7: Dindmica dos expoentes de Lyapunov versus parametro de controle&, para

0=0.9

Como o sistema ndo apresenta expoentes positivos, conclui — se que o comportamento

dindmico nesta temperatura é periddico entre 0.1<§, <9.1.

A seguir, é apresentada a dinamica do sistema ndo ideal para uma temperatura

intermediaria, onde ambas as fases martensitica e austenitica sdo estaveis.
4.2.1.b Fase martensitica e austenitica estaveis na liga

Nesta segunda parte, ¢ ilustrado o comportamento do sistema para uma temperatura
intermedidria onde a fase martensitica e austenitica estdo presentes na liga. Nas simulacdes
assume — se que 6=1.03.

A figura 4.8 ilustra o efeito Sommerfeld para 6 =1.03. Na figura 4.8(a) ocorre um aumento
de &, da ordem de A&, =0.02, com &, variando entre 0.1<§; <0.7. O sistema ¢ capturado pela
regido de ressonancia rapidamente, pois a freqii€ncia natural do sistema € baixa, neste gréafico
o efeito Sommerfeld acontece para &, = 0.26 com uma freqii€ncia rotacional do motor entre
(0.145<q'>< 0.167). Na figura 4.8(b) acontece um decréscimo de &, com o pardmetro de
controle variando A&, =0.02, e dentro do intervalo 0.1<§, <0.7. Inicialmente o sistema tem um
valor de tensdo igual a 0.7, com o decréscimo de &, o salto ocorre entre os pontos A e B, com
a freqiiéncia do motor entre (0.13<¢<0.145). Percebe — se aqui, que os dois graficos de

resposta em freqii€éncia sdo semelhantes, mas o salto ocorre para diferentes valores da

velocidade rotacional do motor.
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Figura 4.8: Diagrama de resposta em freqii€ncia para o efeito Sommerfeld: (a) acréscimo de

€, e (b) o decréscimo de &, para 6=1.03, u=0.01

A figura 4.9 ilustra o comportamento de duas respostas no estado ndo estaciondrio que sao
comparadas para dois valores diferentes do amortecimento. Na figura 4.9(a) ocorre um

acréscimo no valor de &, da ordem de 0.02, dentro do intervalo [0.1, 0.7], onde este aumento
acontece a cada periodo de 500 na escala de tempo, note que para p=0.01 acontece o salto de
uma amplitude aproximada de 0.0028 até a amplitude de 0.0085, enquanto que para p =0.02
este salto acontece de 0.0025 para aproximadamente 0.004. Para o decréscimo de &, , tem — se
que para p=0.01a amplitude decai de 0.008 para 0.0025, enquanto que para pu=0.02 a

amplitude que tem o valor de 0.0043 salta para o valor de 0.0023.
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Figura 4.9: Influéncia do amortecimento no efeito Sommerfeld para 6=1.03: (a) Histdrico no
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tempo para o acréscimo de &, e (b) Historico no tempo para o decréscimo de &,
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Na figura 4.10 € apresentada a dindmica dos expoentes de Lyapunov quando acontece a

variagdo do parametro de controle &,. Como ndo hd nenhum expoente positivo o

comportamento periddico do sistema € verificado.
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Figura 4.10: Diagrama dos expoentes de Lyapunov versus o parametro de controle &, para

0=1.03

Para ilustrar a dindmica néo linear do sistema, na figura 4.11 é mostrado a situagdo quando
acontece a captura da velocidade rotacional do motor pela freqii€éncia natural do sistema para
& =0.26. Aqui pode — se verificar que o sistema apresenta um comportamento periddico
através do espectro de freqiiéncia que exibe somente um pico de freqii€éncia mostrando que o

sistema € periddico de periodo — 1.
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Figura 4.11: (a) Histdrico da velocidade rotacional do motor, (b) Plano de Fase no regime

estaciondrio, (c) espectro de freqiiéncia para 6=1.03¢ & =0.26.
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A seguir, ilustra — se a dindmica do sistema ndo ideal para altas temperaturas onde a fase

austenitica € estavel na liga.

4.2.1.c Fase austenitica estavel na liga

Nesta se¢do o comportamento dindmico do caso I € analisado na fase austenitica para os
valores de =2 e 9=3.
A figura 4.12, onde 6=2, sdo ilustradas as curvas de resposta em freqiiéncia para o

acréscimo e decréscimo de &,;. Aqui para ambos os casos, a variacdo do pardmetro de controle

€ da ordem de A&, =0.05, com &, contido no seguinte intervalo 0.1<§&, <2
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Figura 4.12: Diagrama de resposta em freqiiéncia para o efeito Sommerfeld: (a) acréscimo de

€, e (b) o decréscimo de &, para 6=2, pn=0.01

Na figura 4.12(a) com o acréscimo do valor da tensdo imposta ao motor, a amplitude da
resposta do sistema aumenta gradativamente até que acontece o salto entre os pontos A e B na
regido de ressonincia, depois do salto a amplitude da resposta diminui apesar do aumento do
parametro de controle (Efeito Sommerfeld).

Ja na figura 4.12(b) o sistema tem inicialmente o valor de &, =2, com o decréscimo da
tensdo, a amplitude da resposta tem um aumento gradual até o surgimento do salto entre os
pontos A e B. Pela comparagdo das duas curvas, nota — se que o maior salto é dado quando

acontece o decréscimo de &,. Também € possivel verificar a diferenca entre a velocidade

angular do motor para cada um dos saltos. Quando &, é elevado o efeito Sommerfeld
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acontece entre 0.93<¢$<0.97, entretanto para o decréscimo de &, o salto ocorre para uma

velocidade rotacional menor entre 0.86<¢<0.9.

A figura 4.13 ilustra o comportamento de duas respostas no estado ndo estaciondrias que
sdo comparadas para dois valores diferentes do amortecimento. Na figura 4.13(a) ocorre um

acréscimo no valor de &, da ordem de 0.05, dentro do intervalo [0.1, 2], onde este acréscimo
ocorre a cada periodo de 500 na escala de tempo, note que para p=0.010 salto ocorre de uma
amplitude aproximada de 0.008 até a amplitude de 0.041, enquanto que para p=0.02 este
salto acontece de 0.0075 para aproximadamente 0.025. Para o decréscimo de §&;, como
ilustrado na figura 4.13(b) tem — se que para p=0.01 o salto acontece de 0.045 para
aproximadamente 0.01, enquanto que para p=0.02 a amplitude que tem o valor de 0.025 salta

para o valor de 0.008.
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Figura 4.13: Influéncia do amortecimento no efeito Sommerfeld para 6 =2: (a) Histérico no

tempo para o acréscimo de &, e (b) Historico no tempo para o decréscimo de &,
Na figura 4.14 € mostrada a dindmica dos expoentes de Lyapunov com relacdo a variagio

do pardmetro de controle &, percebe — se no intervalo entre [0.1,2] que o sistema apresenta

um comportamento peridédico, devido ao fato de ndo existirem expoentes positivos
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Figura 4.14: Diagrama dos expoentes de Lyapunov versus o parametro de controle &, para

6=2

Para completar a andlise da dindmica ndo linear do sistema para 6=2, na figura 4.15 ¢
mostrado o comportamento do sistema quando a velocidade rotacional do motor é capturada
pela freqiiéncia natural do sistema, ou seja, nesta situag@o o sistema encontra - se na regifo de
ressonincia. Nota — se pelo espectro de freqii€ncia que o sistema apresenta um

comportamento periddico.
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Figura 4.15: (a) Histdrico da velocidade rotacional do motor, (b) Plano de Fase no regime

estaciondrio, (c) espectro de freqiiéncia para 6=2¢ & =1.5.

Agora, a temperatura do sistema é elevada para o valor de 6=3, com este fato altera — se a
freqiiéncia natural do sistema, consequentemente modifica — se a regido de ressonincia em

relacdo aos casos anteriores.
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Na figura 4.16 € mostrado o efeito Sommerfeld para 6=3. Na figura 4.16(a) ocorre um

aumento de &, com acréscimos da ordem de A&, =0.05, e & variando entre 0.1<&, <2.7. O
sistema € capturado pela regido de ressondncia para aproximadamente &, =2.125com uma
freqiiéncia rotacional do motor entre (1.33 <$< 1.36). Na figura 4.16(b) acontece um
decréscimo de &, com o parametro de controle variando A&, =0.05, e dentro do intervalo
0.1<&, <2.7. Inicialmente é empregado o valor de tensdo igual a 2.7, com o decréscimo de &,
o salto ocorre entre os pontos A e B, e a freqiiéncia do motor esta no intervalo (1.3 <6< 1.34).

Apesar dos dois graficos de resposta em freqiiéncia serem semelhantes a velocidade

rotacional do motor é diferente para cada caso.
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Figura 4.16: Diagrama de resposta em freqiiéncia para o efeito Sommerfeld: (a) acréscimo de

&, e (b) o decréscimo de &, para 6=3, u=0.01

A figura 4.17 ilustra o comportamento de duas respostas no estado ndo estaciondrio que
sdo comparadas para dois valores diferentes do amortecimento. Na figura 4.17(a) tem — se

acréscimos de &, da ordem de Ag, =0.05, dentro do intervalo [0.1, 2.7], onde este acréscimo
ocorre a cada periodo de 500 na escala de tempo, note que para p=0.010 salto ocorre de uma
amplitude aproximada de 0.02 até a amplitude de 0.056, enquanto que para u=0.04 este salto
acontece de 0.01 para aproximadamente 0.019. Para o decréscimo de &,, como ilustrado na
figura 4.17(b) tem — se que para u=0.01 o salto acontece de 0.061 para aproximadamente
0.01, enquanto que para p=0.04 a amplitude que tem o valor de 0.02 salta para o valor de

0.008.

93



0.06

0.04 -

0.0z

Deslocamento
o

-004 -

— w=001

Deslocamento

006 L L L L . 00 L L . . L
n 05 1 15 2 25 3 il 0s 1 15 2 25
Tempo PRI Tempo w10t
(a) (b)
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Na figura 4.18 os expoentes de Lyapunov sdo apresentados em fun¢do da variacdo do

parametro de controle &,
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Figura 4.18: Diagrama dos expoentes de Lyapunov versus o parametro de controle &, para

6=3

Como ndo existe nenhum expoente positivo, no intervalo [0.1, 2.7], entdo o comportamento
dindmico do sistema neste intervalo é sempre periddico.
Na figura 4.19 é mostrado que na fase austenitica para 6=3, o sistema entra em

ressonancia para & =2.125, nesta situacdo o comportamento dindmico do sistema é periddico.
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Figura 4.19: (a) Histdrico da velocidade rotacional do motor, (b) Plano de Fase no regime

estaciondrio, (c) espectro de freqii€ncia para 6=3 e § =2.125.

Neste primeiro conjunto de simulagdes percebeu — se que o comportamento do sistema no
caso I é sempre periddico, independente da fase em que a liga se encontra e do pardmetro de
controle & adotado, isso se deve ao fato de que o pardmetro de acoplamento r, é pequeno,
ocorrendo assim pouca interag@o entre o motor CC e a estrutura com memoria de forma.

A seguir, discute — se a resposta dinamica do sistema para os valores do sistema no caso II.

4.2.2 Simulacoes numéricas do caso 11

Aqui as simulagdes serdo feitas para os parametros do caso Il onde a interagdo motor —
estrutura € maior em relacdo ao caso L.

Novamente a dindmica do sistema € analisada através do grifico de resposta em
freqiiéncia, que € obtida através da amplitude do sistema oscilante versus a freqiiéncia do
termo de excitag@o, plano de fase, mapa de Poincare, expoente de Lyapunov e espectro de
freqiiéncia.

A seguir, é abordada a resposta do sistema ndo ideal na fase martensitica.

4.2.2.a Fase Martensitica estavel na liga.

Os resultados mostrados aqui levam em consideracdo que a liga com memoria de forma

esta na fase martensitica, onde as simulagdes serdo feitas para 6=0.7¢ 6=0.9.
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Diferentemente da se¢do anterior quando o comportamento dindmico do sistema apresenta
somente solucdes periddicas, para qualquer que seja o valor de 6 e &, nesta nova situacdo a
resposta do sistema apresenta um comportamento diversificado, mostrando movimentos
regulares (periddicos) e irregulares (cadticos).

Na figura 4.20 é apresentado o efeito Sommerfeld para o acréscimo e decréscimo de &, e

6=0.7.
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Figura 4.20: Diagrama de resposta em freqiiéncia para o efeito Sommerfeld: (a) acréscimo de

&, e (b) o decréscimo de &, para 6=0.7, u=0.01

O diagrama de resposta freqiiéncia da figura 4.20(a) é construido considerando um

aumento gradativo da tensdo do motor da ordem de Ag, =0.1. A variacdo de &, estd no

intervalo [0,3.1]. Pela figura 4.20(a) pode — se observar a ocorréncia de trés saltos: um
superharmonico, correspondente aos pontos A e B, e dois subharmonicos, um deles entre os
pontos C e D e o outro entre os pontos E e F. Inicialmente o sistema se encontra em repouso

(ponto A), quando o motor € ligado aplicando — se uma tensdo de &, =0.1, o primeiro salto
acontece entre os pontos A e B com a freqiiéncia do motor entre (0 <$<0. 14). Com o0 aumento
de &,, a amplitude da resposta tem algumas oscilacdes até a ocorréncia do segundo salto entre
os pontos C e D, com a freqiiéncia do motor entre (0.9234;51.02). Depois do segundo salto
ocorre um acréscimo da amplitude, com o continuo aumento de &, acontece o terceiro salto
entre os pontos E e F, com uma freqiiéncia do motor na regido (1.32 sq’>31.4) em seguida a

amplitude do sistema continua aumentando.
Por outro lado, na figura 4.20(b), acontece somente um salto superharmonico entre os

pontos A e B. Com a tensd@o do motor inicialmente com o valor de &, =3, diminui — se este
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valor na ordem de 0.1, acontecendo assim uma diminui¢io na amplitude até acontecer o salto
entre os pontos A e B, com uma diminuicao brusca da amplitude, e a freqii€ncia do motor no
intervalo (0.2<$<0.28).

Para ilustrar a dindmica ndo linear do sistema, na figura 4.21 é apresentado o diagrama dos
expoentes de Lyapunov versus o parametro de controle &, para 6=0.7.

O expoente de Lyapunov quantifica a sensibilidade do sistema dindmico a condi¢des
iniciais e indica o grau em que trajetérias proximas no espaco de fase divergem. O
comportamento cadtico pode ser comprovado pela existéncia de no minimo um expoente de

Lyapunov positivo.
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Figura 4.21: Diagrama dos expoentes de Lyapunov versus o parametro de controle &, para

0=0.7, (a) Expoente de Lyapunov, (b) Zoom dos dois principais expoentes

Da figura 4.21(a) nota — se que dois dos expoentes de Lyapunov sdo sempre negativos (em
cinza e verde). Assim os dois expoentes mais importantes para que se entenda a dindmica nao
linear do sistema sdo representados pela cor preta e vermelha. Na figura 4.21(b) sdo

evidenciados estes dois expoentes. Note que no intervalo 0.1<§, <0.67 um dos expoentes é

sempre zero (preto), ao passo que o outro expoente é negativo (vermelho), assim a solucdo

dindmica do sistema € periddica. Ja no intervalo 0.68 <&, <0.78 0 expoente na cor preta torna —

se positivo, enquanto o expoente em vermelho continua negativo, logo nesta situacdo o

comportamento do sistema € cadtico. Agora para o intervalo 0.79<é&, <0.98 o expoente em

preto volta a ser zero e o expoente em vermelho continua negativo, conseqiientemente o

comportamento do sistema torna — se novamente peridédico. No intervalo entre 0.99 <&, <1.32,
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os dois expoentes sdo positivos, o que faz com que o comportamento do sistema seja

hipercdotico. Por fim, no intervalo 1.33<§& <2 o expoente em preto volta a ser zero,

entretanto o expoente em vermelho decai para valores negativos, com isso o sistema volta a
ter um comportamento periddico. Desta forma pode — se construir a tabela 4.2 que mostra os

tipos de atratores do sistema para 6=0.7.

Tabela 4.2: Tipos de atratores no estado estaciondrio para 6=0.7.

Valor do Parametro de Valor de 6 Tipo de atrator no estado
controle &, estaciondrio
0.1 -0.67 0.7 Periddico
0.68 - 0.78 0.7 Cadtico
0.79 - 0.98 0.7 Periddico
0.99 - 1.32 0.7 Hipercadtico
1.33-2 0.7 Periddico

Para completar a andlise, ¢ mostrada a dindmica ndo linear do sistema para cada intervalo
da tabela acima. Na figura 4.22 é mostrado o comportamento para o valor de & =0.5, onde a
velocidade angular do motor esta abaixo da freqiiéncia natural, e pode — se comprovar pelo

espectro de freqiiéncia que o comportamento do sistema ¢é periddico.
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Figura 4.22: (a) Histdrico da velocidade rotacional do motor, (b) Plano de Fase no regime

estaciondrio e (c) espectro de freqiiéncia para 6=0.7 e & =0.5

Para outro valor do pardmetro de controle, por exemplo, & =0.7 € ilustrado na figura 4.23.
Nesta situagdo a velocidade angular continua abaixo da freqii€éncia natural do sistema, mas
pelo espectro de freqii€ncia nota — se que o sistema agora tem um comportamento cadtico
como mostrado na tabela 4.2.
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Figura 4.23: (a) Histdrico da velocidade rotacional do motor, (b) Plano de Fase no regime

estaciondrio e (c) espectro de freqiiéncia para 6=0.7 e &, =0.7.

Observando agora a dindmica ndo linear para & =0.8218 na figura 4.24, onde a velocidade
angular do motor é capturada pela freqii€éncia natural. Pela tabela 4.2 o valor de & =0.8218

esta numa regido onde a solucdo do sistema € periddica, o que de fato acontece, pois é

possivel comprovar esta afirmacio pelo espectro de freqii€ncia.
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Figura 4.24: (a) Histérico da velocidade rotacional do motor, (b) Plano de Fase no regime

estaciondrio, (c) espectro de freqiiéncia para 6=0.7 e & = 0.8218.

Assumindo agora que o valor do pardmetro de controle seja &, =1, na figura 4.25, tem — se

que a velocidade rotacional do motor passa pela regido de ressonincia. Pela tabela 4.2 este
pardmetro de controle estd no intervalo onde o comportamento do sistema apresenta um

comportamento hipercadtico.
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Figura 4.25: (a) Histdrico da velocidade rotacional do motor, (b) Plano de Fase no regime

estaciondrio, (c) espectro de freqiiéncia para 6=0.7 € &, =1.

Com o aumento do pardmetro de controle para o valor de &, =1.5, o que pela tabela 4.2
corresponde ao dltimo intervalo, tem — se que o comportamento do sistema volta a ser
periddico, com a velocidade angular passando pela regido de ressonancia. Esta situagdo é
ilustrada na figura 4.26 e na figura 4.26(c) o espectro de freqii€ncia comprova que o sistema

oscila periodicamente.
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Figura 4.26: (a) Histdrico da velocidade rotacional do motor, (b) Plano de Fase no regime

w

estaciondrio, (c) espectro de freqiiéncia para 6=0.7¢ &, =1.5.

A seguir, discute — se a evolucao da secdo de Poincaré e do plano de fase variando — se o

parametro de controle §&,

¢ Evolucao da seciao de Poincaré e do plano de fase
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Como é conhecido da literatura e como foi mostrado até aqui nesta dissertacio, a
freqiiéncia angular do motor, dependente do valor do pardmetro de controle §&;, ndo
assumindo um valor constante, diferentemente do caso ideal, onde a freqiiéncia de excitacdo
externa do sistema € assumida ser um valor fixo. Devido a este fato, a constru¢do da secao de
Poincaré torna — se uma tarefa complicada. Partindo deste fato, para a constru¢do da secdo de
Poincaré, deve — se levar em conta a freqiiéncia média do motor, onde a secdo de Poincaré

representa a superficie de se¢do(x(t,) x,(t,)), Zukovic e Cveticanin (2007). Os pontos
(x,(t,) x,(t,)) sdo capturados para t,=nT, onde n=1, 2, 3, ..,com periodo T:é—n, onde a
M

velocidade angular média (Q,, ) é obtida numericamente da forma.

q, = ¥0)=00)_x(@)-x(0) (4.16)

onde t, é um logo periodo de tempo para o cdlculo numérico.

A figura 4.27 mostra a seqiiéncia da se¢do de Poincaré associado a diferentes valores de & .
A figura 4.27(a), mostra que o sistema tem um comportamento periddico de periodo 1. J4 a
figura 4.27(b) mostra o comportamento da solugdo, quando ocorre a bifurcagdo de duplicacio
de periodo para o valor de &, =0.55. Neste caso o sistema duplica de periodo e o novo atrator
de periodo 2, aparece durante a variacdo de pardmetro, mas na figura 4.27(c) a solucdo do
sistema volta a ser periddica de periodo 1. Na figura 4.27(d) mostra a existéncia de um atrator
estranho associado a0 movimento o sistema, que apresenta um comportamento cadtico. Na
figura 4.27(e) mostra que a passagem entre a solucéo cadtico, ¢ marcada pela diminui¢do do
periodo da solugdo, voltando o sistema a ter um comportamento periddico de periodo 2, e de

periodo 1, na figura 4.27(f), entretanto, com o aumento de §&;, ocorre novamente uma
bifurcacdo por dobra de periodo ilustrado na figura 4.27(g). Com o acréscimo de §&,
novamente acontece o aparecimento de um atrator estranho na figura 4.27(h) mostrando que o
sistema tem um comportamento cadtico, e com o aumento de &, a figura 4.27(i) ilustra que a
passagem entre a solucdo cadtica, ¢ marcada pela diminui¢do do periodo da solu¢do, voltando
o0 sistema a ter um comportamento periddico de periodo 4, depois de periodo 2, figura 4.27(j)
e periodo 1, na figura 4.27(1). Para completar a andlise de 6=0.7, é mostrada na figura 4.28 a

evolucdo do plano de fase associado a cada mapa de Poincare apresentado na figura 4.27.
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Figura 4.28: Evolug¢do do plano de fase para 6=0.7 devido a variag@o da tensdo do motor. (a)

E.yl :05 ’ (b) <t:’1 :055 ’ (C)F:al :0'6’ (d) <t:’l :0'7’ (e) E.yl :0'79’ (f) E.yl :0'8’ (g) <t:’1 :0'95’ (h) <t:’1 :1,

) @

() & =133,() g =134, () § =1.45.
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Agora focaliza — se a dindmica ndo linear do sistema quando ocorre o aumento da
temperatura para 6=0.9, porém continuando a fase martensitica estdvel na liga. Na figura

4.29 € ilustrado o efeito Sommerfeld através do diagrama de reposta em freqii€ncia.

o
¥
]

]
L
T
L

025k . i

Amplitude
- 2 = &
- [4y] [ m
o =
Amplitude
o = =
- m L)

o
=
@
T
L

005 B

o
T
L

I L L L L I L L L i} I I L L
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 0 04 1 15 2 25

Freqiiéncia do Motor Freqiiéncia do Motor

(a) (b)

Figura 4.29: Diagrama de resposta em freqiiéncia para o efeito Sommerfeld: (a) acréscimo de

o
=)
5]

&, e (b) o decréscimo de &, para 6=0.9, u=0.01

O diagrama de resposta freqiiéncia da figura 4.29(a) é construido considerando um
aumento da tensdo do motor da ordem de A&, =0.1. A variacdo de &, esta no intervalo [0,3].
Pela figura 4.29(a) pode — se observar a ocorréncia de trés saltos: dois superharmonico,
correspondente aos pontos A e B, e outro entre os pontos C e D, e um subharmonicos entre os
pontos E e F. No primeiro caso o sistema estd em repouso (ponto A), quando o motor € ligado
aplicando — se uma tensdo de &, =0.1, o primeiro salto acontece entre os pontos A € B com a
freqii€ncia do motor entre (0 <6< 0.06). Com o aumento de &, tem — se o aumento da
amplitude até a ocorréncia do segundo salto entre os pontos C e D, com a freqii€éncia do motor
entre (0.2 <6< 0.28). Depois do segundo salto ocorre um decréscimo da amplitude, mas como
&, esta aumentando ocorre o terceiro salto entre os pontos E e F, com uma freqiiéncia do
motor na regido (0.46 <6< 0.54), com o aumento do parimetro de controle a amplitude

continua aumentando.

Por outro lado, na figura 4.29(b) a variacdo de &, pertence ao intervalo[3,0.1], neste caso

acontecem dois saltos um subharmonico entre os pontos A e B e outro superharmonico entre

os pontos C e D. Com a tensdo do motor inicialmente com o valor de &, =3, diminui — se este

valor na ordem de 0.1, ocorrendo uma diminuicdo da amplitude até a ocorréncia do primeiro
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salto entre os pontos A e B, com uma diminui¢cdo da amplitude, e a freqii€ncia do motor entre
(0.32 <b< 0.46). Continuando o decréscimo de &, a amplitude continua decrescendo até atingir
o valor critico em C ocorrendo outro salto até o ponto D, com a freqiiéncia do motor entre o
intervalo (0.2<$<0.12).

Na figura 4.30 € exibida a dindmica dos expoentes de Lyapunov versus o parametro de

controle &,.
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Figura 4.30: Diagrama dos expoentes de Lyapunov versus o parametro de controle &, para

0=0.9, (a) Expoente de Lyapunov, (b) Zoom dos dois principais expoentes

Novamente aqui s@o encontrados quatro expoentes de Lyapunov, onde o expoente de cor
preta varia entre valores positivos e zero, o expoentes em vermelho por sua vez oscila entre
valores positivos, zero ou negativos dependo do valor de &, enquanto os expoentes em verde
e cinza sdo sempre negativos. Assim os expoentes mais relevantes para a compreensdo da
dindmica ndo linear do sistema s@o os dois primeiros. De acordo com os dados da figura 4.30
é possivel verificar que entre 0.1<§; <0.71 0 expoente em preto vale zero, enquanto o expoente
na cor vermelha varia entre valores negativos, o que implica que neste intervalo, a solucdo do
sistema € periddica. O préximo intervalo que incorpora valores ente 0.72 <&, <1.2 indica que a
dindmica do sistema é cadtica, pois existem expoentes positivos (preto) e o expoente zero
(vermelho). Para os valores entre 1.21<§; <1.660 sistema muda a sua dindmica apresentando
agora movimentos periddicos, devido ao fato que existem expoentes negativos (cor vermelha)
e os expoentes em preto tornam — se zero. Aumentando o valor do pardmetro de controle o

sistema apresenta um comportamento cadtico no intervalo 1.67 <&, <1.79, visto que existem

expoentes positivos (preto) e negativos (vermelho). Por fim, para o intervalo 1.8<§& <2 os
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expoentes sdo positivos indicando que a solugdo do sistema é hipercadtico. A tabela 4.3

mostra os atratores para cada um destes intervalos.

Tabela 4.3: Tipos de atratores no estado estaciondrio para 6 =0.9

Valor do Pardmetro de Valor de 6 Tipo de atrator no estado
controle &, estaciondrio
0.1-0.71 0.9 Periddico
0.72-1.2 0.9 Cadtico
1.21 - 1.66 0.9 Periédico
1.67-1.79 0.9 Cadtico

1.8-2 0.9 Hipercadtico

Para ilustrar a dindmica de cada intervalo da tabela 4.3 é mostrado o comportamento do
sistema através do plano de fase e espectro de freqii€ncia.

A figura 4.31 mostra a soluc¢do do sistema para & =0.4, onde a freqii€éncia do motor estd
abaixo da freqiiéncia natural, e de acordo com a tabela 4.3 o movimento € periddico, o que €

verificado pelo espectro de freqiiéncia.
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Figura 4.31: (a) Histdrico da velocidade rotacional do motor, (b) Plano de Fase no regime

=

estaciondrio, (c) espectro de freqiiéncia para 6=0.9¢e & =0.4.

Na figura 4.32 ¢ ilustrado o comportamento para o valor de & =0.474, nesta situacdo a

freqiiéncia do motor é capturada pela freqii€ncia natural do sistema.
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Figura 4.32: (a) Histdrico da velocidade rotacional do motor, (b) Plano de Fase no regime

estaciondrio, (c) espectro de freqiiéncia para 6=0.9e & =0.474.

A figura 4.33 mostra a resposta do sistema para & =0.9. Aqui a freqiiéncia do motor passa
pela regido de ressondncia e o comportamento do sistema é cadtico, comprovado pelo

espectro de freqiiéncia.
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Figura 4.33: (a) Histdrico da velocidade rotacional do motor, (b) Plano de Fase no regime

estaciondrio, (c) espectro de freqiiéncia para 6=0.9¢ & =0.9.
A figura 4.34 mostra o comportamento do sistema para & =1.5, onde novamente ocorre a

passagem pela ressonéncia e a dindmica do sistema € periddica, comprovada pela tabela 4.3 e

pelo espectro de freqiiéncia.
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Figura 4.34: (a) Histérico da velocidade rotacional do motor, (b) Plano de Fase no regime

estaciondrio, (c) espectro de freqiiéncia para 6=0.9e & =1.5.

O resultado obtido na figura 4.35, mostra que a freqii€ncia do motor passa sem problemas

pela regido de ressondncia para & =1.75, apresentando assim um comportamento caético,

sendo evidenciado pelos expoentes de Lyapunov e espectro de freqiiéncia
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Figura 4.35: (a) Histdrico da velocidade rotacional do motor, (b) Plano de Fase no regime

estaciondrio, (c) espectro de freqiiéncia para 6=0.9¢ &, =1.75.

A figura 4.36 mostra o comportamento do sistema para & =1.9. Para este pardmetro de

controle a tabela 4.3 ilustra que a solucdo do sistema € hipercdotico devido ao fato de

existirem dois expoentes de Lyapunov positivos. Nota — se pelo espectro de freqiiéncia uma

faixa continua de freqiiéncias e pela figura 4.36(a) percebe — se que a velocidade angular do

motor esta acima da regido de ressonancia.
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Figura 4.36: (a) Histérico da velocidade rotacional do motor, (b) Plano de Fase no regime

estaciondrio, (c) espectro de freqiiéncia para 6=0.9¢e & =1.9.

A seguir, discute — se a evolucdo da se¢do de Poincaré e do plano de fase variando — se o

parametro de controle &,

¢ Evolucao da Secio de Poincaré e do plano de fase

Novamente a secdo de Poincaré e a sua evolucdo com relacdo ao parametro de controle,

sdo construidos levando — se em conta a freqiiéncia angular média do motor, Q,, dado pela
equacdo 4.16. A figura 4.37 mostra a seqiiéncia do mapa de Poincaré associado a diferentes

valores de &,.
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Figura 4.37: Evolugao da secdo de Poincaré para 6=0.9 devido a variagédo da tensdo do
motor: (a) &, = 0.5, periodo -1, (b) &, =0.65, periodo — 2, (c)§&, =0.68, periodo — 1,
(d)&, =0.75, caos, (e)&, =0.9, caos, ()&, =1.21, periodo — 3, (g)&, =1.3, periodo — 2,

(h)&, =1.5, periodo -1, (i) &, =1.66, periodo — 1.

A figura 4.37 mostra a seqii€ncia do mapa de Poincaré associado a diferentes valores de & .
A figura 4.37(a), mostra que o sistema tem um comportamento periddico de periodo 1. J4 a
figura 4.37(b) ilustra o comportamento da solugdo, quando ocorre a bifurcagcdo de duplicagio

de periodo para o valor de &, =0.65. Neste caso acontece a duplicando de periodo com um
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novo atrator de periodo 2, aparecendo durante um pequeno intervalo da variacdo de
parametro, e na figura 4.37(c) a solugcdo do sistema volta a ser periddica de periodo 1.

Aumentando o valor de &, a figura 4.37(d) mostra a existéncia de um atrator estranho

relacionado ao movimento o sistema, apresentando assim um comportamento cadtico. Com o
aumento do parametro de controle, a figura 4.37(e) ainda apresenta um movimento cadtico s
que ocorre uma mudanga geométrica no atrator do sistema, na figura 4.37(f), entretanto, com

o aumento de §&;, ocorre a passagem pela regido cadtica com o sistema voltando a ter um

comportamento periddico agora de periodo - 3 e na figura 4.37(g) ocorre uma diminuicio do
periodo da solucdo, voltando o sistema a ter um comportamento periddico de periodo 2. Nas
figuras 4.37(h) e 4.37(i) o comportamento do sistema é periddico de periodo 1, mas os
atratores destas duas figuras se encontram em lugares diferentes no mapa.

Para concluir a andlise de 6=0.9, a figura 4.38 mostra a evolu¢do do plano de fase

associado a cada mapa de Poincaré exibido na figura 4.37.
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Figura 4.38: Evolucdo do plano de fase para 6=0.9 devido a varia¢do da tensdo do motor. (a)

g,=05,(b) & =065, (c)E, =068, (d) & =075, (e) & =09, (f) & =1.21, () & =13, (h)

£, =15,(31) & =166.

A seguir, € ilustrada a dindmica do sistema nao ideal para uma temperatura intermediaria,

onde ambas as fases martensitica e austenitica sdo estaveis.
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4.2.2.b Fase martensitica e austenitica estaveis na liga

Aqui a andlise dinadmica ndo linear é feita para uma temperatura intermedidria onde
0=1.03, e ambas as fases martensitica e austenitica estdo presentes na liga.
A figura 4.39 ilustra o efeito Sommerfeld para 6=1.03. Na figura 4.39(a) ocorre um

aumento de &, para acréscimos da ordem de Ag, =0.02 com &; variando entre 0.1<§,<0.7. O
sistema inicialmente em repouso sofre o primeiro salto, entre os pontos A e B, assim que o
motor é acionado com uma tensdo de 0.1 e com a freqii€ncia rotacional do motor entre
(0 <b< 0.08). Aumentando o valor de & a amplitude sofre pequenos acréscimos de amplitude
até a ocorréncia de outro salto brusco entre os pontos C e D com a freqiiéncia rotacional do

motor entre (0.18 <o <0.2). Na figura 4.39(b) acontece o decréscimo de &, com o pardmetro
de controle variando A&, =0.02, e dentro do intervalo 0.1<&; <0.7. Inicialmente o sistema tem
um valor de tensdo igual a 0.7 com o decréscimo de &, e o fendmeno de salto ocorre entre os

pontos A e B, com a freqiiéncia do motor entre (0. 13<¢<0. 17).
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Figura 4.39: Diagrama de resposta em freqiiéncia para o efeito Sommerfeld: (a) acréscimo de

&, e (b) o decréscimo de &, para 6=1.03, u=0.01

Na figura 4.40(a) sdo apresentados os expoentes de Lyapunov para diferentes valores do

parametro &, tornando visivel o momento quando o movimento do sistema torna — se cadtico.

7z

Um zoom dos dois principais expoentes € apresentado na figura 4.40(b), mostrando a

existéncia de caos e hipercaos no sistema.
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Figura 4.40: Diagrama dos expoentes de Lyapunov versus o parametro de controle &, para

0=1.03, (a) Expoente de Lyapunov, (b) Zoom dos dois principais expoentes

Da figura 4.40 é montada a tabela 4.4, mostrando os tipos de atratores para cada situag@o.
Nos intervalos 0.1<&, <0.74e 1.07 <&, <1.3 0 movimento apresenta expoentes negativos e zero
de forma que nestes dois intervalos o comportamento € periddico. Nos intervalos
0.75<€&, <1.06, 1.31<&,<1.39 e 1.6<&, <1.69 nota — se a existéncia de expoentes positivos

tornando o sistema com um comportamento cadtico. Agora nos intervalos 1.4<§, <1.59e

2

1.7<&, <20 comportamento hipercdotico € caracterizado por apresentar dois expoentes

positivos.
Tabela 4.4: Tipos de atratores no estado estaciondrio para 6 =1.03
Valor do Parametro de Valor de 6 Tipo de atrator no estado
controle & estaciondrio
0.1-0.74 1.03 Periédico
0.75 - 1.06 1.03 Cadtico
1.07-1.3 1.03 Peri6dico
1.31 -1.39 1.03 Cadtico
1.4-1.59 1.03 Hipercadtico
1.6 -1.69 1.03 Cadtico
1.7-2 1.03 Hipercadtico

Na figura 4.41 € mostrado o comportamento do sistema para &, =0.26 , onde 0 movimento

do sistema € periddico. Nesta situagdo a freqiiéncia do motor é capturada pela freqii€ncia

natural do sistema.
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Figura 4.41: (a) Histdrico da velocidade rotacional do motor, (b) Plano de Fase no regime

estaciondrio, para 6=1.03, & =0.26.

Na figura 4.42 a freqiiéncia do motor passa pela regido de ressonédncia onde &, =1, de
acordo com a tabela 4.4 o comportamento do sistema € cadtico, o que € comprovado pelo

espectro de freqiiéncia.
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Figura 4.42: (a) Histérico da velocidade rotacional do motor, (b) Plano de Fase no regime

estaciondrio, (c) espectro de freqiiéncia para 6=1.03 e & =1.

Aumentando agora o valor do pardmetro de controle para & =1.2, a freqiiéncia do motor

passa pela freqiiéncia natural, com o sistema tendo um comportamento periédico comprovado
pelos expoentes de Lyapunov (tabela 4.4) e pelo espectro de freqiiéncia, essa situagdo é

ilustrada na figura 4.43.
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Figura 4.43: (a) Histérico da velocidade rotacional do motor, (b) Plano de Fase no regime

estaciondrio, (c) espectro de freqiiéncia para 6=1.03 e & =1.2.

Na figura 4.44 € mostrado o comportamento para &, =1.35. Nesta situagdo a freqii€ncia do
motor passa pela regido de ressonidncia e gera um comportamento cadtico, justificado pela

presenca de um expoente de Lyapunov positivo.
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Figura 4.44: (a) Histdrico da velocidade rotacional do motor, (b) Plano de Fase no regime

estaciondrio, (c) espectro de freqiiéncia para 6=1.03 e &, =1.35.
Na figura 4.45 € mostrado o comportamento para &, =1.35. Nesta situagdo a freqii€ncia do

motor passa pela regido de ressonidncia e gera um comportamento hipercadtico, justificado

pela presenca de dois expoentes de Lyapunov positivos.
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estaciondrio, (c) espectro de freqiiéncia para 6=1.03 e &, =1.5.

¢ Evolucao da secido de Poincaré e do plano de fase

Novamente a secdo de Poincaré e a sua evolucdo com relacdo ao parametro de controle,
sdao construidos levando — se em conta a freqii€éncia angular média do motor, Q,, dado pela
equacdo 4.16. A figura 4.46 mostra a seqiiéncia da secdo de Poincaré associado a diferentes
valores de &,. A figura 4.46(a), mostra que o sistema tem um comportamento periddico de
periodo 1. J4 a figura 4.46(b) ilustra o comportamento da solugdo, quando ocorre a bifurcagio
de duplicacdo de periodo para o valor de&, =0.36, na figura 4.46(c) ocorre outra bifurcacio
por dobra de periodo em uma das solucdes, passando assim o sistema a ter uma solugdo
periddica de periodo 3. Aumentando o valor de &,, a figura 4.46(d) tem novamente uma
solug@o periddica de periodo -2 e depois de periodo — 1, nas figuras 4.46(e) e 4.46(f). Na
figura 4.46(g) mostra a existéncia de um atrator estranho relacionado ao movimento o
sistema, que apresenta um comportamento caético. Com o aumento do parametro de controle,
a figura 4.46(h) volta a ter um comportamento periddico com periodo - 4, na figura 4.46(1),
entretanto, ocorre a diminui¢do de periodo do sistema para 2, com o aumento de &, o sistema
apresenta um atrator de periodo 1 na figura 4.46(j) e voltando o comportamento do sistema a
ser cadtico na figura 4.46(1). Para concluir a andlise de 6=1.03, a figura 4.47 mostra a

evolucdo do plano de fase associado a cada se¢do de Poincare exibido na figura 4.46.

117



02
008 o
015
00 006
01
00 004
i} . o 002
] E 2
] g 2
g 0 g 0 g 0
3 s g
3 3 3
> om = > o
005
o 004
a1
208 008
015
008 008
. . , . . 3 " . . s L . . o1
01 005 0 3 o1 2 a5 01 005 0 [ 015 02 01 005 0 005 01
Deslocamento Deslocamento Deslocamento
0 01
01
s 008
006
01
004 005
005 B
" L 0 .
S - 2
] 1
£ g 3
g 0 g T o0
o s 1
3 i iy
> > 00 >
005
004
005
& a0
e am
01
i
1 . . . . . . . . , . . I L | |
92 o a1 Ak 0 008 01 35 12 01 008 [ 005 01 01 005 0 [ 01
Deslocamento Deslocamento Deslocamento

(d) (e) ®)

2
00 0%
015 2
[} o2
0.1
01 00
01
oot
. 005
9
i ) ¥
3 ] <
H e g
3 $ oo <
> > 500
i3 a0
01
a0
2 45
20
02
015 -
g 05 T
2 I I , I 1 I I . . . . . . . . . . . . .
02 EXCT I3 0 005 o1 015 02 006 [ 008 009 01 011 012 013 15 01 005 ] 05 01 015
Deslocamento Deslocamento Deslocamento

(2 () (®)

3
0%
2 02
015
1 01
E] g s
g
] z
g 0 T 1
3 é
< e
» >
1 o
015
2
02
0%
3
. . . . . T N L
0is i a5 B 15 01 015 0% 02 0% 01 06 0 05 o & 02 05
Deslocamento Deslocamento

) o)
Figura 4.46: Evolucdo da se¢do de Poincaré para 6=1.03 devido a variacio da tensdo do
motor: (a)&, =0.35, periodo -1, (b)&, =0.36, periodo — 2, (c)&, =0.37, periodo — 3, (d)&, =0.38,
periodo - 2, (e)&, =0.41, periodo — 1, (f) &, =0.71, periodo — 1, (g) &, =0.75, caos, (h)&, =1.07,

periodo — 4, ()&, =1.09, periodo — 2, (j) &, =1.25, periodo — 1, (1) &, =1.31, caos.

118



Velocidade

Velocidade

Velocidade

008 01 01
a3 008 008
006 006
0.04
0.04 0.04
00 4 0m L om
] ]
3 °
0 g0 g o0
=] =]
2w Som
o2 = .
004 00
00
006 006
00 008 0.8
008 . . . . . . . o1 . . . . . . . 01 . . . . . . .
92 415 01 405 0 006 01 015 02 02 05 01 005 0 005 01 016 02 02 4015 01 405 0 006 01 015 02
Deslocamento Deslocamento Deslocamento
01 015 02
008 05
01
006
01
0.04
0.5
e 2 g 0%
] ]
] 3
0 30 g0
S S
T K
Rt > > s
005
0.04
01
0.06
01
a3 015
01 . . . . . . . . . . . . . . 02 . . . . . . .
02 15 01 45 0 0065 01 015 02 02 415 A1 005 0 005 01 015 02 92 415 01 s 0 006 01 015 02
Deslocamento Deslocamento Deslocamento
02 0.4 03
0.5 03 0
0l 02
0.1
005 o 01 @
T g
Ef s
° ©
0 T 0 8
=] =)
kol 3 01
005 ? 0 >
02
01 02
0.1 03 R
02 . . . . 04 . . . . . . . 04 . . . . .
D2 415 01 45 0 005 01 015 02 02 415 01 005 0 005 01 015 02 02 015 01 00 0 05 o1 015
Deslocamento Deslocamento Deslocamento
03 0.4
02
0.1
@ o
g T
s Ef
© °
8 k]
=) =]
3 01 kol
» ¥
02
-03
04 . . . . . . 04 . . . . . . .
02 015 01 00 0 05 o1 015 02 415 01 005 0 005 01 015 02
Deslocamento Deslocamento

) )

Figura 4.47: Evolucdo do plano de fase para 6=1.03 devido a variag@o da tensdo do motor:
(@) & =035, (b) & =036, ()&, =037, (d) & =038, (e) & =0.41, (f) & =0.74, (g) & =0.75,
(h) &, =1.07, () & =1.09, (j), & =125, ()&, =1.31.
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A seguir, ilustra — se a dindmica ndo linear do sistema ndo ideal para altas temperaturas

onde a fase austenitica € estavel na liga.

4.2.2.c Fase austenitica estavel na liga

Nesta secdo sdo consideradas apenas temperaturas onde a fase austenitica é estdvel. As
simula¢des desenvolvidas aqui apresentam as caracteristicas da resposta dindmica ndo linear
para os valoresde 6=2 e 6=3.

A figura 4.48 ilustra o efeito Sommerfeld para 6=2. Na figura 4.48(a) ocorre um aumento

de &,, da ordem de A&, =0.1, e & variando entre 0.1<&, <2. O motor € acionado com uma
tensdo inicial de 0.1 com a variac¢do de & ocorre um salto brusco entre os pontos A e B com a
freqiiéncia rotacional do motor entre (0.26 <b< 0.34). Na figura 4.48(b) acontece um
decréscimo de &, com o pardmetro de controle variando A&, =0.1, e no intervalo 0.1<§, <2.
Inicialmente o sistema tem um valor de tensdo igual a 2 com o decréscimo de &, o fendmeno

de salto ocorre entre os pontos A e B, com a freqiiéncia do motor entre (0.32 <6< 0.4).
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Figura 4.48: Diagrama de resposta em freqiiéncia para o efeito Sommerfeld: (a) acréscimo de

&, e (b) o decréscimo de &, para 6=2, u=0.01

Na figura 4.49 mostra a dindmica dos expoentes de Lyapunov, com relagdo a variagdo do

parametro de controle &, e 6=2.
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Através da figura 4.49 pode - se construir a tabela 4.10, que mostra os tipos de atratores

para cada intervalo da variagdo de &,;, em que a dindmica do sistema sofre alguma mudanca.
Portanto tem — se que no intervalo 0.1<&, <1.310 movimento apresenta expoentes zero e

negativo de forma que neste intervalo o comportamento € periddico. Nos intervalos

1.32<§, <1.6€ 231<E, <2.4 nota — se a existéncia de um expoente positivo, fazendo com que
o sistema tenha um comportamento cadtico. Agora nos intervalos 1.61<& <23e
2.41<&, <2.50 comportamento do sistema € hipercdotico, caracterizado por apresentar dois

expoentes de Lyapunov positivos.

Tabela 4.5: Tipos de atratores no estado estaciondrio para 6 =2

Valor do Parametro de Valor de 6 Tipo de atrator no estado
controle &, estaciondrio
0.1 -1.31 2 Periddico
1.32-1.6 2 Cadtico
1.61 -2.3 2 Hipercadtico
231-24 2 Cadtico
2.41-25 2 Hipercadtico

Na tabela 4.5 sdo apresentados os tipos de atratores do sistema para a variacdo de §;. Nas
figuras 4.50 até 4.52 sdo ilustrados esses atratores para cada valor especifico de &,. Assim, na
figura 4.50, adota — se o valor de & =1, onde a velocidade angular do motor estd abaixo da

regido de ressonéncia, percebe — se que a resposta do sistema € periddica.
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Figura 4.50: (a) Histérico da velocidade rotacional do motor, (b) Plano de Fase no regime

estaciondrio e (c) espectro de freqiiéncia para 6=2, & =1.

Na simulacfo da figura 4.51 € mostrada a situacdo quando a freqiiéncia natural do sistema

€ capturada pela freqii€ncia natural, aqui a solugdo dinamica do sistema é cadtica
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Figura 4.51: (a) Histdrico da velocidade rotacional do motor, (b) Plano de Fase no regime

estaciondrio e (c) espectro de freqiiéncia para 6=2, & =1.5.

Na figura 4.52 a velocidade angular passa rapidamente pela regido de ressonéncia para

& =2, aqui o comportamento do sistema é hipercadtico
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Figura 4.52: (a) Histérico da velocidade rotacional do motor, (b) Plano de Fase no regime

estaciondrio e (c) espectro de freqiiéncia para 6=2, & =2.

A seguir, discute — se a evolucdo da se¢do de Poincaré e do plano de fase variando — se o

parametro de controle &,

¢ Evolucao da secio de Poincaré e do plano de fase

Novamente a se¢do de Poincaré e a sua evolugdo com relacio ao pardmetro de controle sdo

construidos levando — se em conta a freqiiéncia angular média do motor, Q,, dado pela

equacdo 4.16.

A figura 4.53 mostra a seqii€ncia da se¢do de Poincaré associado a diferentes valores de &,
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Figura 4.53: Evolugdo da secdo de Poincaré para 6=2 devido a variacdo da tensdo do motor

(a) &, =1, periodo -1, (b) &, =1.32, caos, (c) & =1.5, caos, (d) &, =2, hipercaos

Para concluir a anélise de 6=2, a figura 4.54 mostra a evolucao do plano de fase associado

a cada secdo de Poincaré exibido na figura 4.53.
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Figura 4.54: Evolugdo do plano de fase para 6=2 devido a variacdo da tensdo do motor. (a)

& =1,(b) §=132,(c) § =15,(d) § =2

A andlise do comportamento dindmico agora € feita para 6=3. A figura 4.55 ilustra o

efeito Sommerfeld para 6=3. Na figura 4.55(a) ocorre um aumento de &;, da ordem de
A, =0.1, e & variando entre 0.1<&, <3. O motor € acionado com uma tensao inicial de 0.1
com a variagdo de & ocorre o salto entre os pontos A e B com a freqiiéncia rotacional do
motor entre (0.32<q'><0.4). Aumentando o valor de & a amplitude também aumenta até a
ocorréncia de outro salto entre os pontos C e D com a freqiiéncia rotacional do motor entre
(0.46<d><0.54), com o acréscimo de &, a amplitude continua crescendo até a ocorréncia de
outro salto do ponto E até o ponto F, estando a velocidade angular do motor
entre (1.53 << 1.6), variando &, a amplitude continua aumentando até acontecer o quarto salto
do ponto G para o ponto H, aqui a velocidade rotacional do motor esta entre (1.8 << 1.86). Ja
na figura 4.55(b) acontece um decréscimo de &;, com o pardmetro de controle variando para

AE, =0.1, e dentro do intervalo 0.1<&, <3. Inicialmente o sistema tem um valor de tensdo
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igual a 3 com o decréscimo de &, o fendmeno de salto ocorre entre os pontos A e B, com a
freqiiéncia do motor entre (1.1<d)<1.2). Diminuindo o parametro de controle a amplitude
também torna — se menor até o sistema sofrer outro salto entre os pontos C e D, com a

freqiiéncia do motor no intervalo (0.53 << 0.6) .
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Figura 4.55: Diagrama de resposta em freqiiéncia para o efeito Sommerfeld: (a) acréscimo de

&, e (b) o decréscimo de &, para 6=3, u=0.01

Na figura 4.56 € mostrada a dindmica dos expoentes de Lyapunov com a variagdo do

parametro de controle & .
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Figura 4.56: Diagrama dos expoentes de Lyapunov versus o parametro de controle &, para

0=3, (a) Expoente de Lyapunov, (b) Zoom dos dois principais expoentes
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Através da figura 4.56 pode - se construir a tabela 4.6, que mostra os tipos de atratores para

cada intervalo de variacdo de &,, em que a dindmica ndo linear do sistema sofre alguma
mudanca. Portanto tem — se que no intervalo 0.1<§; <20 sistema apresenta expoentes zero e

negativo de forma que neste intervalo o comportamento € periddico. No intervalo

2.1<§, <23, nota — se a existéncia de um expoentes positivos, fazendo com que o sistema
tenha um comportamento cadtico. Agora no intervalo 2.4<&, <290 comportamento do

sistema € hipercéotico, caracterizado por apresentar dois expoentes positivos.

Na tabela 4.6, é mostrado os expoentes de Lyapunov associados a figura 4.56.

Tabela 4.6: Tipos de atratores no estado estaciondrio para 6 =3

Valor do Pardmetro de Valor de 6 Tipo de atrator no estado
controle &, estaciondrio
0.1-2 3 Periddico

2.1-2.39 3 Cadtico
24-3 3 Hipercadtico

A figura 4.57 ilustra a dindmica néo linear do sistema para o primeiro intervalo da tabela

4.6, onde adota — se o valor de & =1.5. Neste caso a velocidade angular do sistema esta

2

operando abaixo da regido de ressonancia e o movimento periddico é confirmado pelo

espectro de freqiiéncia.

Velocidade Angular
Velocidade
=
Magnitude
-

02 \AMNW
I I a I AR AL L LA I

a I I I I I I L I I 0% I I I I I
0 &0 100 180 200 260 300 B0 400 450 500 A2 015 01 008 0 oot 01 02 005 1 15 2 26 3 35 4 45

Tempo Deslocamento Frequency (rad’s)
(a) (b) (©)

Figura 4.57: (a) Histdrico da velocidade rotacional do motor, (b) Plano de Fase no regime

estaciondrio e (c) espectro de freqiiéncia para 6=3, § =1.5.

A figura 4.58 mostra o caso quando a velocidade angular do motor € capturada pela regido

de ressonancia, para &, =2.125, neste caso o sistema apresenta um comportamento cadtico.
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Figura 4.58: (a) Histérico da velocidade rotacional do motor, (b) Plano de Fase no regime

estaciondrio e (c) espectro de freqiiéncia para 6=3, & =2.125.

Aqui o parametro de controle é elevado para & =2.8, neste caso a velocidade angular do

sistema passa pela regido de ressonédncia sem dificuldades, e pelo espectro de freqiiéncia e

pela tabela 4.6 o sistema apresenta um comportamento hipercaotico.

&
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“elocidade Angular
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(a) (b) (©)
Figura 4.59: (a) Histérico da velocidade rotacional do motor, (b) Plano de Fase no regime

estaciondrio e (c) espectro de freqiiéncia para 6=3, & =2.8.

A seguir, discute — se a evolucao da secdo de Poincaré e do plano de fase variando — se o

parametro de controle &,
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¢ Evolucao da secao de Poincaré e do plano de fase

Novamente a se¢do de Poincaré e a sua evolugdo com relagdo ao pardmetro de controle,

sdao construidos levando — se em conta a freqii€éncia angular média do motor, Q,, dado pela

equacdo 4.16.

A figura 4.60 mostra a seqiiéncia da se¢do de Poincaré associado a diferentes valores de &,
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Figura 4.60: Evolugao da secdo de Poincaré para 6=3 devido a variacdo da tens@o do motor.

(a) & =1.5, periodo -1, (b) &, =1.95, periodo — 1, (c) &, =2, periodo — 2, (d) &, =2.1, caos, (e)

Para concluir a anélise de 6=3, a figura 4.61 mostra a evolucao do plano de fase associado

I I
01 s 0 bl i 015
Deslocamento

(d)

Deslocameto

(e)

€, =2.8, hipercaos.

a cada secdo de Poincaré exibido na figura 4.60.
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Figura 4.61: Evolugdo do plano de fase para 6=3 devido a variacdo da tensdo do motor. (a)

g, =15,(b) £, =1.95,(c) & =2,(d) & =21, (e) & =238.

4.3 Influéncia da Temperatura sobre o Sistema Nao Ideal

As andlises e simulagdes da secdo 4.1 e 4.2 mostraram a influéncia do sistema néo ideal
quando o pardmetro &, (relativo a tensdo ou torque constante) é varidvel. Nota — se que para o
caso I, onde had pouca interagcdo motor — estrutura o comportamento do sistema é sempre
periddico independente do valor de &, , enquanto para o caso Il o parametro &, tem uma forte

influéncia sobre a resposta dindmica ndo linear do sistema.
Na secdo 4.2 foi mostrado que o sistema se comporta de maneira diferente onde, fixando

um valor para &,, e para valores fixos de temperatura, obtém — se resultados distintos, por
exemplo, para & =15, e 6=0.70 comportamento do sistema € periddico enquanto para

0 =1.030 sistema apresenta um comportamento hipercadtico.
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Desta maneira, esta secio tem por objetivo mostrar a influéncia da variacdo da temperatura
com relagdo ao caso II para determinados valores fixos de &, .

A figura 4.62 mostra o histérico no tempo, onde € mostrado o acréscimo da temperatura do

sistema

. . \ . \ . \
o s00 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Tempo

Figura 4.62: Histdrico da temperatura no tempo.

Na figura 4.62 percebe — se que para o intervalo de tempo(0<t<1000)o sistema tem um
valor de 6 correspondente a 0.7, neste intervalo a fase martensitica é estdvel. A partir de
t=10000 sistema passa a ter um aumento gradativo na temperatura, no intervalo
(1000 <1t<1266 )0 sistema ainda permanece com a fase martensitica estdvel, porém tem — se
que 6 varia entre [0.7,1], mas para t=1266 comega a ocorrer a transi¢io de fase martensitica
para austenitica que corresponde ao intervalo de (1266<1<1493 ), neste intervalo tem — se que
6 varia entre 1 e 1.26. A partir de ©>1493a liga se torna completamente austenitica e 6 estd
no intervalo [1.26,2.9 ] com (1493 <1 <3000). Para (3000< t<4000)tem — se que 6=3.

A figura 4.63 mostra o histérico no tempo quando a temperatura varia de acordo com a

figura 4.62 e para &, =0.6.

0.2

Deslocamento

-0.2

. . . . . . .
1] 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Tempo

Figura 4.63: Histdrico no tempo para &, =0.6
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A figura 4.64 ilustra o comportamento dindmico ndo linear do sistema levando — se em
conta a variacdo da temperatura como mostrado na figura 4.62. Na figura 4.64(a) ilustra a

velocidade angular do motor, considerando que &, =0.6, na figura 4.64(b) mostra o plano de

fase do sistema e na figura 4.64(c) a curva plano de fase — temperatura € mostrada.
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Figura 4.64: (a) Velocidade angular do motor, (b) Plano de fase e (c) Curva plano de Fase —

Temperatura para &, =0.6.

Na figura 4.65 € ilustrada a evolucao dos expoentes de Lyapunov com a variacdo de 6.
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Figura 4.65: Diagrama dos expoentes de Lyapunov versus 6 para &, =0.6

Comparando as figuras 4.64 e 4.65 podem — se tirar algumas conclusdes. Da figura 4.64(a)
onde 6=0.7 tem — se que a freqiiéncia do motor encontra - se abaixo da regido de ressonancia,
pela figura 4.65 observa — se que ndo existem expoentes positivos, sendo o movimento do
sistema periddico. No intervalo entre (1000<t<1266) a temperatura varia entre 0.7<6<1,
percebe — se que a velocidade angular do motor descresce sendo capturada pela regido de
ressonancia entre os valores de 0.8<0<0.87, nesta variacdo de temperatura o movimento
continua sendo periddico, pois trés dos expoentes de Lyapunov sdo negativos e o quarto

expoente € nulo, com o aumento da temperatura acontece a transformacdo de fase

(martensitica para austenitica + martensitica) entre 1<6<1.26e (1266<t<1493), aqui a

velocidade angular do motor estd abaixo da freqiiéncia natural no intervalo entre 1<0<1.15,
sendo que no intervalo 1.16<8<1.17a velocidade do motor é novamente capturada pela
freqiiéncia natural entrando assim na regido de ressonancia, para 1.17<6<1.26 0 sistema
escapa desta regido, neste caso o comportamento do sistema € periddico como mostra a figura
4.65. Com o acréscimo da temperatura ocorre outra transformacdo de fase agora de,
(austenitica + martensitica para austenitica), que corresponde ao intervalo entre 1.26<6<3 e
(1493 <1<3000), aqui a velocidade angular do sistema esta abaixo da regido de ressonancia
correspondente a cada temperatura, € o comportamento dindmico do sistema continua sendo
periddico, como ilustra a figura 4.65. Pode — se notar através da curva plano de fase -
temperatura mostrada na figura 4.64(c), que ocorre um decréscimo tanto da velocidade como
do deslocamento do sistema,

Considerando agora o valor de &, =0.7, e a variagdo da temperatura da figura 4.62, tem —

se na figura 4.66 a representacdo do histérico no tempo para esta nova situagao.
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Figura 4.66: Histdrico no tempo para &, =0.7

A figura 4.67(a) ilustra a velocidade angular do motor. A figura 4.67(b) apresenta a

dindmica do sistema e a figura 4.67(c) ilustra a curva plano de fase — temperatura.
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Figura 4.67: (a) Velocidade angular do motor, (b) Plano de fase e (c) Curva plano de fase —

temperatura para &, =0.7 .
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A figura 4.68 mostra a evolugdo dos expoentes de Lyapunov com a variacdo de 6.

0z

azb 1
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Figura 4.68: Diagrama dos expoentes de Lyapunov versus 6 para &, =0.7

Comparando as figuras 4.67 e 4.68 tém — se que, para 6=0.7¢e (0<1<1000) a velocidade

angular esta abaixo da regido de ressonincia, e o comportamento do sistema € cadtico, pois
existe um expoente de Lyapunov positivo. Com o acréscimo da temperatura entre 0.7<6<1 e
(1000<1<1266 ), a velocidade angular tem um decréscimo, continuando abaixo da regido de
ressonancia, entretanto hd uma mudanga no comportamento do sistema, ou seja, a solugdo
passa de cadtico para periddico préximo ao valor de 6=0.8, nesta situacdo nao existe nenhum
expoente de Lyapunov positivo. Continuando o acréscimo da temperatura a liga sofre uma
transformagdo de fase (martensitica para austenitica + martensitica) entre os valores do

intervalo 1<0<1.26e (1266 <1t<1493 ), nesta situacdo a velocidade angular é capturada pela

regido de ressonéncia entre 1.21<0<1.24e 0 movimento do sistema volta a ser cadtico como
mostra a figura 4.68. No intervalo entre 1.26<6<1.59 com a freqiiéncia rotacional fora da
regido de ressonancia, o sistema continua tendo um comportamento cadtico, devido ao fato de
existir neste intervalo um expoente de Lyapunov positivo, e para 1.6<8 <30 sistema volta a
ter um comportamento periddico, pois ndo existem mais expoentes positivos, como mostra a
figura 4.68. Como no caso anterior, aqui percebe — se pelas figuras 4.68 que a velocidade e o
deslocamento do sistema diminuem a medida que a temperatura aumenta.

Na figura 4.69 € mostrado o deslocamento do sistema com o tempo considerando agora

que &, =1.2.
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Figura 4.69: Histdrico no tempo para &, =1.2

A figura 4.70(a) ilustra a velocidade angular do motor. A figura 4.70(b) apresenta a

dindmica do sistema e a figura 4.70(c) ilustra a curva plano de fase — temperatura.

0.4
1k 1
03r q
0z q
.E 0.8
&
] 2 AR i
% o5 |
5 ]
2 L
T
il
S o4t 1 oot 1
T
=
02t 4
02r q
031 q
0 L L L L L L L 04 L L L L L L L
o 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 0.2 -0.15 01 -0.05 o 0.05 0.1 0.15 0.z
Tempo Deslocamenta
(a) (b)
|
o= -
@
=
=
= o -
=
=
= oz

()

Figura 4.70: (a) Velocidade angular do motor, (b) Plano de fase e (c) Curva plano de fase —

temperatura para &, =1.2.
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A figura 4.71 mostra a evolugdo dos expoentes de Lyapunov com a variacdo de 6.

0.2

02r q

04t -

QB q

08¢ A

Expoentes de Lyapunov

Figura 4.71: Diagrama dos expoentes de Lyapunov versus 6 para &, =1.2

Comparando as figuras 4.70 e 4.71 tém — se que, para 6=0.7¢ (0<t<1000) a velocidade
angular esta acima da regido de ressonancia, e o comportamento do sistema € cadtico. Com o
acréscimo da temperatura entre 0.7<6<1 e (1000<t<1266), a velocidade angular tem um
decréscimo, contudo a velocidade angular do motor continua acima da regido de ressonéncia,
e o comportamento do sistema continua sendo cadtico. Continuando o acréscimo da
temperatura a liga sofre uma transformacdo de fase (martensitica para austenitica +

martensitica) entre os valores do intervalo 1<8<1.26e (1266<1<1493), com a velocidade

angular continuando acima da regido de ressondncia e o movimento do sistema continua
cadtico como mostra a figura 4.71. No intervalo entre 1.26<6<1.9 o sistema continua tendo
um comportamento cadtico, devido ao fato de existir neste intervalo um expoente de
Lyapunov positivo, e a velocidade angular do sistema entre 1.26<0<1.54 continua acima da
regido de ressonincia, porém sendo capturada entre o intervalo 1.55<6<1.73, conseguindo
escapar para 1.74<6. Agora para 1.91<6 o sistema passa a ter um comportamento periédico,
pois ndo existem mais expoentes positivos, e a velocidade angular esta abaixo da regido de
ressonancia como mostra a figura 4.70. Como nos casos anteriores, aqui percebe — se pela
figura 4.70 que a velocidade e o deslocamento do sistema diminuem a medida que a

temperatura aumenta.
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Capitulo 5

Obtenciao de uma Solucio Analitica Aproximada para o Sistema Nao

Ideal Modelado com Memoria de Forma

O comportamento dinadmico de sistemas ndo lineares, por vezes, ndo € possivel ser
determinado de forma exata. Assim, uma das alternativas é a utilizacdo de métodos de
perturbacdo para a obtencdo de uma solucdo analitica aproximada para o sistema dinamico.
Essas técnicas consistem basicamente em conhecer completamente as solugdes de um dado
sistema homogéneo e analisar pequenas perturbacdes proximas a elas.

O objetivo deste capitulo € o de encontrar uma solugdo analitica aproximada para o sistema
ndo ideal com memodria de forma. Para este fim, aqui € utilizado um método classico de
perturbacdo conhecido como método da média, devido a sua facilidade na obtencdo da
solugdo deste tipo de problema, visto as dificuldades no uso do método das multiplas escalas.

Para aplicar o método da média, no problema ndo ideal, considera - se que o termo de
amortecimento deve aparecer na mesma ordem com as néo linearidades e a excitagdo.

Assim, como obtido na se¢do anterior (sistema 4.12) tem — se que o sistema de equagdes

que descrevem a dinadmica ndo linear € dado por:

L'i+2ub't+(9—1)u—(xu3 +yu’ -n [&)cosq)—(i)z sin(])]zO
iﬁ—rz iicosq):l“((i))
onde r{p)=¢, ¢,
Como re r, assumem valores diferentes para o caso I e II, deve — se aqui separar

novamente a analise em dois casos distintos.

e Analise do caso I

Para os valores no caso I, observa — se que o sistema 4.12 torna — se
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li+(0—1)u :8(?1 [iil)cos(])—q')2 sin(])]+fxu3 —fu’ —2}112)
(5.1)
i]ize(iif*z c0s¢+f(d)))

onde
n=eh, r=th, o=ed, y=e9, p=cft, Lp)=el(). (5.2)

Aqui £ € um pequeno pardmetro, onde este pequeno parametro serd o responsavel pelo

balango de ordem das equagdes de movimento (Nayfeh, 1980).

e Analise do caso I1

Para os valores do parametro do caso II tem — se que as equacdes que governam o sistema

€ dado por

i+(0—1)u :e(?3 [i[ﬁcos({)—(i)z sin¢]+(3cu3 —qu’ —zpm)

(5.3)
iii = S(itﬁ cos O+ f(({)))
onde
P=ghy, Fy=¢f, 0=ed, y=¢9, w=t¢fl, F(d)):ef"(cb) (5.4)

A seguir, a dindmica do sistema ndo ideal proxima a regido de ressonancia para os valores

do caso I serd estudada pelo método da média.

5.1 Busca da solucao analitica aproximada na regidao de

ressonancia — caso I

Agora efetua — se uma investigagdo do comportamento dindmico nao linear do sistema nao
ideal, considerando o caso da ressonancia primdria, no qual a velocidade angular média do

motor de corrente continua, varia préxima a freqiiéncia natural do sistema, ou seja, ¢ = oy, .
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A dindmica do sistema de equagdes (5.1) sera estudada préxima a regido de ressonincia,
para isto, utiliza-se o método da média descrito no Apéndice B.
Impondo que =0 (problema ndo perturbado) no sistema de equagdes (5.1), obtém - se que

a solucdo do caso I € dado por

u=acos(0+p) (5.5)

Usando o método da variagdo de parametros, tem — se que,

it = —ay(0-1) sin(o+B) (5.6)

onde a,¢ e Bsdo fungdes do tempo adimensional .
Agora considera — se movimentos proximos a regido de ressonéncia, e assim € conveniente

introduzir um parametro de sintonia ¢ como segue:

=0 (5.7
onde
Q=+6-1+ec (5.8)

A primeira derivada da equacdo 5.5 é

i = acos(0+B)—a sin(o+B)Q+p) (5.9)
Comparando as equacdes 5.6 € 5.9 observa — se que

i cos(0+B)—ap sin(6+B) = ala—vB_1)sin(0-+p) (5.10)
Diferenciando agora a equagdo 5.6 tem — se que

i = a0 —1 sin(0+PB)— apvO—1 sin(0+PB)— a0 —1 sin(¢+p) (5.11)
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Agora substituindo as equagdes 5.5, 5.7 e 5.11 na equagdo 5.3 tem — se que

,/( sm ¢+[3 aB,l cos ¢+B ,/ ( ) : (5.12)
[ (Qcosd) Q? szn¢)+a(ac0s(¢+]3)) Ya cos(o+P))’ +2fiay/(0 sm( ]

Q= e[f(sz)—f2 (aql(e—l) sin(0+B)+aQ(0—1) cos(o+B)+af/(6—1) cos(d+ B))] (5.13)

Para conseguir o isolamento das varidveis ¢, BeQ das equagdes (5.12) e (5.13) utilizam —

se identidades trigonométricas, desse modo obtém — se o seguinte sistema de equacdes,

€

\/(9_—1) [?1 (Q cos 0—Q2 sin ¢)+da3 cos> (0+PB)—a> cos® (0+PB)+2fia/(0-1) sin(¢+[3)]sin(¢+ﬁ)

i=-

(5.14)

B= —Sc—ﬁm [?1 (Q cos O—Q? sin q>)+ 6a’ cos®(9+PB)—Ya> cos® (9+P)+2fiay/(6-1) sin(¢+[3)]cos(¢+[3)

(5.15)

As equagdes (5.13) até (5.15) sdo equivalentes ao sistema (5.1), com nenhuma
aproximacdo tendo sido feita aqui. Como uma primeira simplificagdo negligencia — se todos

os termos Ol¢) aparecendo de (5.13) até (5.15) e obtém — se,

Q= S[IA"(Q)—@aQ,/(G—l) cos(¢+[3)c0s¢] (5.16)
a= (68— 5 [?192 (0—1)sin 0 —6a® cos® (0 +PB)+Ya> cos® (9 +P)—2fia+/(6-1) sin(¢+B)]sin(¢+B) 5.17)
p=- - (;_ ] {aG (0—1) +2fiay/(0 1) sin(0+B)— 7 (0 —1)sin ¢+ &a’ cos® (¢ + B) - Ya° cos® (0 + B)}cos(q) +B)

(5.18)
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Como uma segunda simplificagdo pode — se considerar a, Q e B serem constantes sobre

um ciclo e integrando (média) as equacdes sobre um ciclo. O resultado é,

- {f(g)_% a,0J0=1) cos B} (5.19)
1= RO cosB—la
a—sLm sB—[ 1 (5.20)

A 02

3 =-— d sin 6 0a
b= {Nza,/(e—n B+16,/(e—1)a

2

59 4

BT Ny a (5.21)

Aqui nota — se a diferenca entre o sistema ideal e o nédo ideal. Para o sistema ideal a

equacdo 5.19 ndo € uma equacdo que governa o sistema, o€ especificado, e o sistema ¢é

resolvido para ae B. Para o sistema ndo ideal, como ocorre uma variacdo na freqii€ncia de

excitacdo o parametro de sintonia também é varidvel, assim o sistema € resolvido para a, B €
Q.

Agora substituindo a equacio 5.14 nas equacdes acima obtém — se

Q= F(Q)—% aryQ4/(0-1) cos B (5.22)

d:ﬂcosﬁ—ua (5.23)
PN

e (oo Jot)— 2 po 0% (5.24)

A seguir, serd analisada a estabilidade do sistema ndo ideal através do critério RH.

5.1.1 Analise de estabilidade no estado estacionario

Os valores de a, B e Q para a condi¢do estaciondria de movimento sdo determinadas

pelas raizes do sistema de equagdes,
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F(Q)—%arzg,/(e—l)cosﬁzo (5.25)

nQ cosp—Ha= 5.26
24/6-1 Pua=0 020

Yt o o)) p— O e = 5.27
16,/(6-1) (Q o 1)) 2a4/(6-1) P 16 (9—1)Oc 0 -2

Combinando as equacdes 5.26 e 5.27 tem — se que

4(6-1) 16 16,/(6

not a2y Y 4 _o— o)) 8% 2 ’
_ {u { — (e-yo-1) — ” (5.28)

Agora combinando as equacdes 5.25 € 5.26 obtém — se

_ azur (9 - 1)
rio)- #2080 (5.29)

A amplitude da resposta do sistema ndo ideal e a freqii€ncia rotacional do motor sdo
determinadas pelas equacdes 5.28 e 5.29 respectivamente, para cada valor do pardmetro de

controle &,. A fase no movimento estaciondrio é dado por

o o) S
an = 16y/(0-1) 16,/(6-1) (5.30)

i

A estabilidade da solu¢do média é determinada pelos autovalores da matriz Jacobiana do
sistema médio dado pelas equagdes 5.22 até 5.24. A matriz Jacobiana das equacdes médias é

dada por
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L _hQ sinB nQ cosB
24J0-1 0-1
nQ” sinf— jac _ Sya* —rlgz cos P -1- né sin 3
=142 Jo-1 4J0-1 448-1 2a+/0-1 avo-1
1—%r29\/9—lcos[3 %arzﬂve—lsinﬁ —éz—%arzve—lcosﬁ
(5.31)

O polindmio caracteristico da matriz Jacobiana, avaliado sobre a solu¢do do sistema médio

(equagdes 5.28 e 5.29) é dado por

agh* +a\* +ash+ay =0

onde
a():l
L nQ?

a, =&, +—ar,\0—1cos B+ ———=cosP+

1 aZ ) 2 B Zam B u
Q 3r,Q2 Qrya0-1 Q? Q?

a, =— d cosB+Lcos2 B+Lsin|3+ N3 Gin? B+ P cosP+ug, +
V-1 4 2 2 2a:/0-1

r1294 3ar1£220c . 5a3rly£22 sinB+ rIQZ].L cosP

—L="  sin’B- sin 3 —
Taae-1) P51 " s 2a\/0-1

(5.32)

Para que a solugdo do sistema médio seja estdvel, os autovalores da matriz Jacobiana, ou as

raizes da equacdo caracteristica 5.32, necessitam ter a parte real negativa.

De acordo com o critério Routh-Hurwitz (RH) a matriz (H) dos coeficientes do polindmio

caracteristico de grau 3 é dado por

a ay 0
H=|\a; a, a

as 4y a4z

Assim, os critérios do método RH de estabilidade para um sistema de ordem 3 sdo:
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A =a; >0 (5.34)

a a
A=l >0 aa,—aza,>0 (5.35)
a3 4

a a 0
As=lay  a, a|>0=det(Ay)>0 (5.36)

as a; a

Portanto, a solugdo estaciondria do sistema médio é estavel se as condi¢cdes 5.34 até 5.36
sdo satisfeitas.
A seguir, € mostrada a andlise do ponto de méximo na curva de resposta em freqiiéncia e a

sua correspondente freqiiéncia rotacional.
5.1.2  Solucao especial do regime estacionario

Nesta se¢do sdo analisados pontos especiais da solucdo estaciondria que definem o ponto

mdaximo e o ponto de salto na curva de resposta em freqiiéncia.
Definindo Q—,/(6-1)=AQ como uma aproximagio do fendmeno de salto e assim pode — se

reescrever a equagdo 5.28 como

244
nQ 2|2

=a + o at - __ b a’ 2
afo-1) " [16,/(9—1) ae 16/(6-1) J

(5.37)

Considerando esta equagdo, é determinado o pico correspondente a freqiiéncia rotacional

na curva de resposta em freqiiéncia.

Sendo Yt pp-— a* =0, obtém — se que
164/(6—1) 164/(6-1
5y 4 60 2
Q,=———a'+/(0-1)-———a (5.38)
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O pico da amplitude € determinado da seguinte equagao,

2
B ",
a,=

S - 5.39
) -39

Portanto o parametro de controle correspondente a este pico de salto da equagdo 5.29 é
dado por

a’ur,(0-1)
g = +5,Q,

oy (5.40)

Com este pardmetro de controle, para certos valores, € possivel eliminar o efeito

Sommerfeld, sendo este uma das metas da engenharia moderna envolvendo fontes de energia
com poténcia limitada.

Para determinar os pontos de maximo, reescreve — se a equacao 5.29 na forma

RAQ(E, —E,AQ) = a’ury (0-1) (5.41)

Diferenciando a equagdo 5.41 com relagdo & AQ e considerando que % =0, entdo tem —

se que AQ = 2&“

—L, entdo a freqii€ncia critica para o ponto maximo é,
2

Q, :,/(9—1)+2% (5.42)

e a amplitude critica do ponto de maximo, usando as equagdes 5.29 e 5.42, é determinada por

2
2 _ n&i _ n&,

c = 5.43
¢ 4‘32“’2(9_1) ur, ( )

Uma observagio de extrema importancia € feita aqui. Como dito anteriormente a aplicacio

de uma técnica de perturbacdo € interessante partindo do principio de que é conhecida a

solugdo do oscilador linear, e os termos ndo lineares sdo pequenos parametros conhecidos
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como perturbacdes do oscilador linear. A equacdo que representa um oscilador linear é dada
pela seguinte expressdo i+ wlu =0, onde o parAmetro o) é sempre positivo. Considerando as
equacdes 5.1 e 5.3 que sdo as equagdes de movimento do sistema para os casos I e II,
respectivamente, e sendo £=0, tem — se um oscilador linear com aceleracio de rotacdo nula.
Portanto para que se possa aplicar o método da média nestes dois sistemas de equagdes o
termo 6-1deve ser positivo, logo no conjunto de simulacdes deste capitulo considera — se
valores para 6>1. Assim a anélise feita aqui se restringe em estudar o comportamento da
dindmica ndo linear do sistema quando a fase martensitica e austenitica é estdvel na liga
(6=1.03) e também ¢é considerada uma temperatura onde a liga é puramente austenita (6=2,
9=3).

A seguir, apresenta — se simula¢des numéricas do caso I proximas a regido de ressonincia.

5.1.3  Simulacées numéricas das solucoes dinamicas do caso I

Na simulacdo numérica exibida através das figuras 5.1 e 5.2, obtém — se as respostas no
tempo da amplitude do movimento, obtidas através das equagdes (5.22) até (5.24)

A figura 5.1(a) mostra como a freqiiéncia de excitacdo Q (velocidade angular do motor de
corrente continua) se aproxima da freqiiéncia natural e é capturada na primeira ressondncia. A
figura 5.1(b) mostra a modulacdo da amplitude at€é que se atinja o valor estacionirio
correspondendo ao parametro de controle & =0.26¢e 6=1.03.

x10°

Velocidade Angular
Amplitude

. . . . . . . . . . . . . . .
4 5 & 7 g g 10 ] 100 200 300 400 500 BOO YOO 8O0 900 1000
Tempo Tempo

(a) (b)
Figura 5.1: (a) Historico da velocidade rotacional do motor, (b) amplitude para &, =0.26 e

0=1.03.
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Na segunda simulacdo numérica, mostrada na figura 5.2, compara — se a solucio analitica

aproximada com a integracdo numérica direta, onde comprova — se que o método da média é

uma ferramenta vélida para a obtencdo da solucgdo analitica aproximada do sistema néo ideal

no caso I. E mostrado no grafico de séries temporais a resposta do sistema para o valor de

& =0.26 , que corresponde a0 movimento na regido de ressonancia para 6 =1.03.
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Tempo
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I
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Figura 5.2: Comparacio das solugdes na série temporal entre os resultados obtidos via método

da média (a) e via integracdo numérica direta (b)

Na figura 5.3, € ilustrado a comparag@o da resposta no plano de fase e o correspondente

espectro de freqiiéncia da solugdo analitica, para & =0.26 € 6=1.03.
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()
Figura 5.3: (a) Comparacdo das solugdes no plano de fase entre os resultados obtidos via
método da média (a), via integracdo direta (b) e (c) Espectro de freqiiéncia para a solugdo

analitica.

Neste estudo formulado através do método da média, também foi verificado a presenga do

efeito Sommerfeld. A resposta da amplitude com o tempo no regime ndo estaciondrio e o
histérico no tempo € mostrada na figura 5.4 e 5.5 durante a passagem pela ressonancia.
Na figura 5.4 € simulado o efeito Sommerfeld quando ocorrem pequenos acréscimos, da

ordem de 0.02, no valor do parAmetro de controle &, dentro do intervalo[0.1, 0.5], este

acréscimo acontece a cada periodo de 500 na escala de tempo, portanto o salto ocorre entre os

pontos A e B da figura 5.4(a), aqui é considerado o salto no estado ndo estaciondrio, onde o

valor de & ¢é de 0.26, que € a regido onde a freqiiéncia do motor fica capturada pela

freqiiéncia natural. Na figura 5.4(b) € mostrado o efeito Sommerfed através da curva de

resposta em freqii€ncia, neste caso sdo considerados os valores da amplitude no estado

estacionario.
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1000 2000 3000 4000 5000 OO0 7000 BODD 9000 10000
Tempo

Amplitude

® 10

. . .
015 02 0.25
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035
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Figura 5.4: Efeito Sommerfeld com o tempo para o acréscimo de &;: (a) Amplitude versus

Tempo, (b) Curva de resposta em freqiiéncia para 6 =1.03

J4 na figura 5.5 o efeito Sommerfeld é demonstrado de forma diferente. Nesta nova
situagdo acontece um decréscimo, da ordem também de 0.02, no valor do pardmetro de
controle &, dentro do mesmo intervalo de operagdo. Novamente ocorre o salto quando a
freqiiéncia do motor alcanca o valor proximo de 0.26. Na figura 5.5(a) considera — se as
amplitudes maximas no estado ndo estaciondrio, jd na curva 5.5(b) as amplitudes méximas sdo
dadas para o movimento no estado estaciondrio. Para os pardmetros escolhidos, ndo foi
observado nenhuma mudanca na curva de resposta em freqiiéncia, sobretudo préximo a regiao
de salto quando ocorre 0 aumento ou o decréscimo de &,

x 0 ® 10

Amplitude
Amplitude

. . . .
015 02 0.25 03
Freqiiéncia do Motor

i} I I I I L L I L ) L
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 035 04

Tempo
Figura 5.5: Efeito Sommerfeld com o tempo para o decréscimo de &, : (a) Amplitude versus

Tempo, (b) Curva de resposta em freqiiéncia para 6 =1.03
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No capitulo anterior, foi mostrado que uma possibilidade de eliminar ou diminuir o efeito
Sommerfeld € aumentando o coeficiente de amortecimento do sistema. Desta forma, a figura

5.6 mostra a diminui¢do do salto quando tem — se um acréscimo de p. Por outro lado na
figura 5.7 € ilustrada a diminui¢@o do salto do sistema quando ocorre um decréscimo de .

Nos dois casos &, esta variando no intervalo [0.1, 0.5], e esta variacio é da ordem de 0.02.

g T T T T T T . T . T . T . T . . : :
TF
gL
st 2
% 5
E :
[=%
E .l T .
< A
2F
1F
0 1 . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 1000 2000 3000 4000 5000 G000 7000 8000 9000 10000 0 1000 2000 3000 4000 5000 G000 700D 8000 9000 10000
Tempo Tempo
(a) (b)

Figura 5.6: Eliminagdo do efeito Sommerfeld para o acréscimo de & : (a) Amplitude versus

Tempo, (b) Histdrico no tempo para 6=1.03
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7
&
j=
5 L2
g g
Y -
& =3
=] =
- 3 G
A
2
1
0 y y y y y y : : ‘ y : y : y : : : :
0 1000 2000 000 4000 5000 BOD0 7000 8OO0 9000 10000 0 1000 2000 3000 4000 5000 BOO0 7000 8OO0 9000 10000
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(a) (b)

Figura 5.7: Elimina¢do do efeito Sommerfeld para o decréscimo de &;: (a) Amplitude

versus Tempo, (b) Histérico no tempo para 6 =1.03

Para o segundo conjunto de simulagdes numéricas, considera — se o aumento da
temperatura em relacdo as simulacdes anteriores, considerando agora 6=2, e na regido de

ressonancia o parametro de controle assume o valor de & =1.5.
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Na figura 5.8 observa — se que a freqiiéncia de excitacdo Q (velocidade angular do motor)
foi capturada pela freqii€ncia natural do sistema correspondendo ao parametro de controle
& =15. Assim a energia acumulada pelo motor de corrente continua, durante a aceleragao,
ndo foi suficiente para atravessar a regido de ressonincia. Nota — se na figura 5.8b que a

amplitude aumenta até atingir um valor mdximo e depois decai até o valor estaciondrio.
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oot
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. . . . . . . . . D . . . . . . . . .
o 00 200 300 400 500 ®O0 700 8OO SO0 1000 o 100 200 300 400 500 BO0 700 8OO SO0 1000
Tempo Tempo

(a) (b)
Figura 5.8: (a) Historico da velocidade rotacional do motor, (b) amplitude para & =1.5 e

6=2.

Para completar os resultados obtidos, na figura 5.9 € ilustrado as solu¢des aproximadas do
sistema nao ideal usando a equagdo 5.17 para o valor de &, =1.5e que sdo comparadas com as
solugdes obtidas da equagdo 4.12 via integragdo numérica. Observa — se boa concordancia

entre as solugdes.
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Figura 5.9: Comparagio das solugdes na série temporal entre os resultados obtidos (a) via

método da média e (b) via integragdo numérica direta.
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A figura 5.10, mostra a comparagdo da resposta no plano de fase e o correspondente

espectro de freqiiéncia da solugdo analitica, para & =1.5 € 6=2.

0.025 T T T T T T . T . 0025
o2k g 0.02 1
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Figura 5.10: (a) Comparagdo das solugdes no plano de fase entre os resultados obtidos via
método da média (a) e via integracdo direta (b) e (b) Espectro de freqiiéncia para a solugio

analitica.

Agora € investigada a presenca do efeito Sommerfeld para 6=2. A resposta da amplitude
com o tempo no regime ndo estaciondrio e a curva de resposta em freqii€ncia para o
movimento no estado estaciondrio sdo mostradas na figura 5.11

De forma andloga feita para o caso anterior, o efeito Sommerfeld ocorre para um

acréscimo da ordem de 0.05 no valor do pardmetro de controle &, no intervalo[1,2], este

acréscimo ¢é feito a cada periodo de 500 na escala de tempo, entre os pontos A e B da figura

5.11(a) acontece o salto que corresponde ao valor de &, =1.5, para este parAmetro a freqii€ncia
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do motor € capturada pela freqiiéncia natural. A figura 5.11(b) mostra a curva de resposta em

freqiiéncia do sistema.
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Figura 5.11: Efeito Sommerfeld com o tempo para o acréscimo de & : (a) Amplitude versus

Tempo, (b) Histdrico no tempo para 6 =2

A figura 5.12 mostra o efeito Sommerfeld no momento em que acontece um decréscimo,

também da ordem de 0.05, no valor do pardmetro de controle &, dentro do mesmo intervalo

do caso anterior, outra vez o salto acontece para & =1.5. A figura 5.12(a) mostra o salto para

movimentos no estado nio estaciondrio, enquanto na figura 5.12(b) a curva de resposta em

freqiiéncia € ilustrada para o movimento no estado estaciondrio, aqui as curvas 5.11(b) e

5.12(b) sdo semelhantes, mas na regido de ressonidncia os picos maximos de amplitude sio

diferentes.
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Figura 5.12: Efeito Sommerfeld com o tempo para o acréscimo de & : (a) Amplitude versus

Tempo, (b) Histdrico no tempo para 6 =2
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A figura 5.13 ilustra o comportamento da resposta ndo estaciondria comparando dois
valores de amortecimento dados por p=0.01 e p=0.02. Observe que na figura 5.13 onde
ocorre um aumento de &,, o fendmeno de salto para p=0.01 acontece no valor da amplitude
de 0.0072 até 0.04 na regido 4000 < t< 5000, enquanto para p=0.020 salto acontece de 0.0074

até 0.0244 no valor da amplitude.
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Figura 5.13: Eliminacdo do efeito Sommerfeld para o acréscimo de &,: (a) Amplitude

versus Tempo, (b) Histérico no tempo para 6 =2

Na figura 5.14 tem — se o decréscimo de &, o salto para p=0.01 acontece de 0.045 até
0.004, em contrapartida com o aumento do amortecimento para u=0.02 o salto ocorre de

0.0205 até o valor de 0.004.
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Figura 5.14: Eliminagdo do efeito Sommerfeld para o decréscimo de &,: (a) Amplitude

versus Tempo, (b) Histérico no tempo para 6 =2
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A seguir, de forma andloga feita anteriormente, a dindmica do sistema néo ideal préxima a

regido de ressonéncia para os valores do caso II serd estudada pelo método da média.

5.2  Busca da solu¢ao analitica aproximada na regiao de ressonancia

- caso 11

Nesta secdo obtém — se a solucdo analitica aproximada através do método da média para o
conjunto de pardmetros do sistema no caso II. A dindmica néo linear do sistema de equacdes
(5.3) é estudada proxima a regido de ressonancia.

Impondo que €=0 (problema ndo perturbado) no sistema de equagdes (5.3), obtém - se que

a solucgdo do sistema é dado por,
z=acos(o+P) (5.44)

De forma andloga a secdo anterior, e realizando todas as manipulacdes algébricas e

considerando todas as restri¢cdes e consideragdes impostas, obtém — se o resultado

Q:F(Q)—%aqg,/(e—l) cos (5.45)

. r3£22

a= cosP—pa (5.46)
240—

b= 4t _(o-J-1)- rQ’ sinpo—% ;2 (5.47)

164/(6—1) 2a+/(0-1) 164/(6-1)

As equacdes (5.45) até (5.47) sdo equivalentes ao sistema (5.3).

5.2.1 Analise de estabilidade no estado estacionario

Os valores de a, B e Q para a condi¢do estaciondria de movimento sdo determinadas

pelas raizes do sistema de equagdes,
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F(Q)—%auﬂ,/(e—l)cosB:O (5.48)

rQ cosP—ua= 5.49
ot B—pa=0 ( )

Yt (o o) e 6o 5.50
16,/(6-1) (Q ® 1)) 2a4/(6-1) P 16 (9—1)Oc 0 -0

Combinando as equacdes 5.49 e 5.50 tem — se que

4(6-1) 16 16,/(6

s Q* a2y Y 4 _o—flo—1))-—08% 2 ’
= {u [ =) (Q Jo 1)) =y J} (5.51)

Agora combinando as equacdes 5.48 e 5.49 obtém — se

_ azur (9 - 1)
rio)- Ha0=0 (5.52)

A amplitude da resposta do sistema ndo ideal e a freqii€ncia rotacional do motor sdo
determinadas pelas equagdes 5.51 e 5.52 respectivamente para cada valor do parametro de

controle &,. A fase no movimento estaciondrio é dado por

o G S
an = 16y/(0-1) 16,/(6-1) (5.53)

i

A estabilidade da solu¢do média é determinada pelos autovalores da matriz Jacobiana do
sistema médio dado pelas equagdes 5.48 até 5.50. A matriz Jacobiana das equacdes médias é

dada por
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_ , -
3 : r3Q
—-u - sin cos
240-1 VvO-1
2 3 2
r3Q . 3aql 5va 3 R
_ sinfp— - -———cosP -1- sin3
I = 2a°\0-1 4J0-1 440-1 2av0-1 a\o-1
1—%r49\/9—lcos[5 %an\/G—lsinB —éz—%arﬂje—lcosﬁ
(5.54)

O polindmio caracteristico da matriz Jacobiana, avaliado sobre a solu¢do do sistema médio

equacdes 5.51 e 5.52 é dado por

agh* +a\* +ash+ay =0 (5.55)
onde
a():l
1 rnQ?
a; =&, +—aryN0—1cosp+———=cosP+n
i 2a\/6—1
2 [o_ 2 2 [o_

a, =— sy cos[3+—3r3r4Q 0s2B+—Qr4a 9 1sin[3+—Q L sir12|3+—&"2r3Q cos[3+},t<§2+—ar4!'L 9 lco

VO-1 2 2 2a+/0-1 2

204 2 3002 2
+—r23£2 sinz[3—3ar3g2 d sinB—Sa K sinﬁ—l——r3Q = cos P
4a*(0-1) 8(6—1) 8(6-1) 2a+/0-1
as =—det(J)

Para que a solugdo do sistema médio seja estdvel, os autovalores da matriz Jacobiana, ou as
raizes da equacdo caracteristica 5.55, necessitam ter a parte real negativa.
De acordo com o critério Routh-Hurwitz (RH) a matriz (H) dos coeficientes do polindmio

caracteristico de grau 3 é dado por

a ay 0
H=|a; a, a (5.56)

as ay a4z

Assim, os critérios RH de estabilidade para um sistema de ordem 3 sdo:
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A =a; >0 (5.57)

a a
A=l >0 a,—azay>0 (5.58)
a3 4

a a O
As=lay a, a|>0=det(Ay)>0 (5.59)

as a; a

Portanto, a solugdo estaciondria do sistema médio é estavel se as condi¢cdes 5.57 até 5.59

sdo satisfeitas.

5.2.2 Solucao Especial do regime estacionario

Nesta se¢do sdo analisados pontos especiais da solucdo estaciondria que definem o ponto

mdaximo e o ponto de salto na curva de resposta em freqiiéncia.
Definindo Q-,/(6-1)=AQ como uma aproximac¢do do fendmeno de salto e assim

reescrevendo a equagdo 5.51 como

24
3 Q 20,2

-1 “ " 6oy AQ 16,/(6-1) J

(5.60)

Considerando esta equagdo, é determinado o pico correspondente a freqiiéncia rotacional

na curva de resposta em freqii€ncia.

Sendo Vgt pp-— a* =0, obtém — se que
164/(6—1) 164/(6-1
57 4 60, 2
Q,=—F 4 fo-)-—% (5.61)

O pico da amplitude é determinado da seguinte equacao,
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QZ
a,=—>r_ (5.62)
2uy(6-1)

Portanto o pardmetro de controle correspondente a este pico de salto da equagdo 5.52 é

dado por

_ a,zallﬂ(e—l)

7382

& +8,Q, (5.63)

P

Com este parametro de controle, para certos valores, é possivel eliminar o efeito
Sommerfeld, sendo este uma das metas da engenharia moderna envolvendo fontes de energia
com poténcia limitada.

Para determinar os pontos de maximo, reescreve — se a equacao 5.52 na forma

RAQ(E, —&,AQ) = a’ur, (6-1) (5.64)

Diferenciando a equacgdo 5.76 com relagdo a AQ e considerando que dla) =0 entdo tem —

&

se que AQ = 2%, entdo a freqii€ncia critica para o ponto maximo &,
2

Q, =\/(6—1)+§—1 (5.65)

28,

e a amplitude critica do ponto de maximo, usando as equagdes 5.52 e 5.65, é determinada por

2 V3‘t=12 38y
2 - (5.66)
¢ 4‘32“’4(9_1) Wry
5.2.3 Simulacées numéricas das solucoes dinamicas do caso II

No capitulo 4 foram realizadas simulacdes da equacdo de movimento através da integragio
direta das mesmas. Como observado, para os valores de 6=2 e 6 =3, no sistema para o caso |

estas simula¢des na regido de ressondncia apresentaram um comportamento periddico, que

160



foram comprovadas na se¢io anterior sem maiores problemas, onde foi conseguida uma boa
aproximacdo entre a soluc¢ao analitica e numérica.

Por outro lado, a simulacdo via integracdo direta da equacdo de movimento do sistema no
caso Il para =2 e 6=3 apresentaram um comportamento cadtico na regido de ressonancia.
O objetivo agora € verificar qual serd o comportamento através do método da média para estes
valores de 6.

Agora € realizada a simulag@o das equagdes (5.45) até (5.47) para os valores do sistema no
caso II. Na figura 5.15(a) € mostrado o histdrico no tempo da velocidade angular do motor, e

em 5.15(b) a variacdo da amplitude em rela¢do ao tempo, para 6=2 € & =1.5.

0.25 T

0z q

0g8r B

o
o

0.4+ q

Amplitude

Velocidade Angular
o

02y B

02

. . . . . . . . . 5 . . . . . . . . .
0 100 200 300 400 SO0 KOO 700 8O0 900 1000 0 100 200 300 400 s00 00 700 SO0 900 1000
Tempo Tempo

(a) (b)
Figura 5.15: (a) Histdrico da velocidade rotacional do motor, (b) amplitude para & =1.5 e

6=2

A figura 5.16 mostra a comparagdo do histérico no tempo do caso numérico e analitico
para & =15 e 6=2. Note que na figura 5.16(a), que é o caso analitico, o sistema apresenta
um comportamento inicialmente irregular, mas este comportamento torna — se regular depois
de um certo periodo no tempo, ji para a figura 5.16(b) o sistema apresenta somente o

comportamento irregular (cadtico).
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: Comparacdo no histérico no tempo para (a) solugdo analitica e (b) numérica

Para mostrar a dindmica do sistema, na figura 5.17 € apresentado a comparac@o do plano

de fase da solucdo numérica e analitica e seus respectivos espectros de freqiiéncia, para

g =15¢e6=2
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Figura 5.17: Comparagdo entre solucdo analitica e numérica, (a) Plano de fase e (b) espectro
de freqiiéncia para a solucdo analitica, (c) plano de fase e (d) espectro de freqiiéncia para a

solugdo numérica.

Note que os planos de fase apresentam um comportamento diferente, comprovados pelo
espectro de freqiiéncia. Na solucdo via integracdo direta das equacdes de movimento o
sistema apresenta um comportamento cadtico, enquanto na solucdo analitica obtida através do
método da média o comportamento do sistema no inicio € irregular, mas com o tempo a
solucdo torna — se periddica, o que é um comportamento esperado visto que o método de
perturbag@o é utilizado para encontrar esta solugo periddica.

Agora deve — se provar o fato de que a solucdo analitica encontrada passa de cadtica para

periddica. A figura 5.18 ilustra a freqii€éncia angular do motor para o caso analitico
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Figura 5.18: Freqii€éncia do motor no caso analitico: (a) Histérico no tempo e (b) Zoom na

regido de ressonancia.

Perceba que na figura 5.18(a), a freqiiéncia do motor esta aparentemente capturada pela
regido de ressondncia, mas pela figura 5.18(b) quando ¢ realizado um zoom nesta regido, tem
— se que para o intervalo de tempo 0<rt<215a freqiiéncia angular do motor esta realmente
capturada pela freqii€ncia natural do sistema, mas repentinamente a velocidade angular
abandona esta regido passando de um comportamento irregular (cadtico) para um movimento
regular (periddico). Este abandono repentino da regido de ressonancia deve — se ao pardmetro
de sintonia o, que € um pardmetro responsavel por sintonizar (procurar) uma regido periddica

de movimento. A figura 5.19 mostra a variagcdo do pardmetro de sintonia (o) no histérico no

tempo.
%10
02

5 J

o 4 4
o) o)

B ] 2 1
g g
=] =]
2 2
& 04 1 =
7 7

o @ 4

= = -

o OG- i =

g g -
& osf ] &

] ] ]

Ay Ay -
KNS 4
a7 . . . . . . . . . . . . . . . .
o 00 200 300 400 500 ®O0 700 8OO SO0 1000 200 300 400 500 600 700 800
Tempo Tempo
(a) (b)

Figura 5.19: Variagao do parimetro de sintonia, (a) Histérico o tempo, (b) Zoom da figura (a)
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Aqui € possivel fazer uma relacdo entre as figuras 5.18 e 5.19. Como dito anteriormente a
freqiiéncia angular do motor esta capturado pela regido de ressonéncia no intervalo de tempo
0<t<215, neste mesmo intervalo de tempo, a figura 5.19(b) mostra que o pardmetro de
sintonia varia entre valores positivos e negativos, isto é, cestd procurando uma regido onde a
solugdo seja periddica, contudo a solugdo neste intervalo de tempo ainda € cadtica, sendo que
a partir de 215<7, a soluc@o torna — se periddica, visto que ¢ assume somente valores
negativos e conseqiientemente a freqiiéncia do motor varia um pouco abaixo da regido de
ressonancia, note que para 215<t a velocidade angular da figura 5.18(b) apresenta um valor
quase constante, este valor é exatamente a freqiiéncia rotacional média da solu¢do encontrada
na integracdo numérica das equagdes de movimento.

A figura 5.20 mostra a situagdo no plano de fase, para o intervalo de tempo 0<t<215,

onde o movimento € cadtico, e para 215 <1, onde a solu¢do periddica € encontrada.
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Figura 5.20: Plano de fase, (a) para o intervalo 0<t<215, solucdo irregular, (b) para 215<t

solugdo periddica.

Na figura 5.21 € ilustrada a comparacéo entre a solucdo cadtica pela integracdo direta das

equacdes de movimento e a solucdo periddica encontra por intermédio do método da média.
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Figura 5.21: Comparagdo entre os planos de fase em cinza solu¢do numérica com
movimento cadtico, e em cor preto solucdo analitica com comportamento periddico da

solucdo.

Analisando agora a dindmica ndo linear do caso II através do método da média para 6=3.
A figura 5.22(a) mostra a captura da velocidade angular do motor pela freqiiéncia natural para

&, =2.125¢ a figura 5.22(b) mostra como a amplitude da resposta se modula com o tempo.
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Figura 5.22: (a) Histdrico da velocidade rotacional do motor, (b) amplitude para 6=3 e

g, =2.125.
A figura 5.23 mostra a solucdo do sistema ndo ideal para o valor de &, =2.125¢ 6=3, onde

€ comparada a solucdo aproximada obtida através do método da média e a reposta conseguida

integrando a equacao 4.15.
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Figura 5.23: Comparag¢@o no histérico no tempo para (a) solugdo analitica e (b) numérica

Aqui novamente € observado que a solu¢do analitica apresenta no inicio um
comportamento irregular, mas depois de aproximadamente 250 <t a solucdo se torna regular,
entretanto a solucdo numérica apresenta somente o comportamento cadtico.

Na figura 5.24 € observado que a dinamica das duas situacdes apresentam comportamentos

diferentes.
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Figura 5.24: Comparagdo entre solucdo analitica e numérica, (a) Plano de fase e (b) espectro
de freqiiéncia para a solucdo analitica, (c) plano de fase e (d) espectro de freqii€ncia para a

solucdo numérica.

Note que os planos de fase apresentam um comportamento diferente, comprovados pelo
espectro de freqiiéncia. Na solucdo via integracdo direta das equagdes de movimento o
sistema apresenta um comportamento cadtico, enquanto na solugéo analitica obtida através do
método da média o comportamento do sistema no inicio é irregular, mas com o tempo a
solugdo torna — se periddica, o que é um comportamento esperado, pois o método de
perturbacdo é empregado para encontrar esta solucdo periddica.

Agora deve — se demonstrar o fato de que a solucdo analitica encontrada passa de irregular

para regular. A figura 5.25 ilustra a freqii€éncia angular do motor para o caso analitico
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Figura 5.25: Freqii€ncia do motor no caso analitico: (a) Histérico no tempo e (b) Zoom na

regido de ressonancia.

Perceba que na figura 5.25(a), a freqiiéncia do motor esta aparentemente captura pela
regido de ressondncia, mas pela figura 5.25(b), quando ¢ realizado um zoom nesta regidao tem
— se que no intervalo de tempo 0<zt<l1l10a freqiiéncia angular do motor esta realmente
capturada pela regidao de ressonancia do sistema, mas repentinamente abandona esta regidao
passando de um comportamento irregular (cadtico) para um movimento regular (periddico).
Este abandono repentino da regido de ressondncia deve — se ao pardmetro o, que é um
parametro responsavel por sintonizar (procurar) uma regido periédica de movimento. A figura

5.26 mostra a varia¢do do parametro de sintonia o no histérico no tempo.
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Figura 5.26: Variagcao do parimetro de sintonia, (a) Histérico o tempo, (b) Zoom da figura (a)
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Aqui € possivel fazer uma relagdo entre as figuras 5.25 e 5.26. A freqiiéncia angular do
motor esta capturada pela regido de ressondncia no intervalo 0<t<110, neste mesmo
intervalo de tempo perceba pela figura 5.26b que o parametro de sintonia varia entre valores
positivos e negativos, isto é, ¢ esta buscando uma regido onde a solucdo é periddica, contudo
a solugdo neste intervalo ainda € cadtica, e que a partir de 110<t, a solugdo torna — se
periddica sendo que agora ¢ assume somente valores positivos e conseqiientemente a
freqiiéncia do motor varia um pouco acima da regido de ressondncia, note que para 110<t a
velocidade angular adota um valor quase constante, este valor é exatamente a freqii€ncia
rotacional média da solug@o encontrada na integracdo numérica das equagdes de movimento.

A figura 5.27 mostra a situacdo no plano de fase, para o intervalo de tempo 0<t<110,

onde o movimento € irregular, e para 110 < t, onde a solucdo periddica é encontrada.
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Figura 5.27: Plano de fase, (a) para o intervalo 0<t<110, solugdo cadtica, (b) para 110<t

solugdo periddica.

Na figura 5.28 ¢ ilustrada a comparacéo entre a solucdo cadtica pela integracdo direta das

equacdes de movimento e a solucdo periddica encontra por intermédio do método da média.
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Capitulo 6

Controle Otimo Linear Realimentado para o Sistema com Memdria de

Forma com Excitacao do Tipo Ideal e Nao Ideal

Ha quase trés décadas, o comportamento atipico da dindmica nao linear e caos t€ém atraido
a atencdo de diferentes campos cientificos. O comportamento cadtico de sistema tem sido
observado em indmeras situacdes diferentes como em modelos fisicos, quimicos, bioldgicos
etc. Aplicagdes em engenharia estdo sendo desenvolvidas em dreas como engenharia
mecanica e quimica. Assim ndo é surpreendente que o assunto em questdo, o controle de
sistemas cadticos, tem sido investigado com detalhes tendo sido publicados intimeros artigos
durante a ultima década.

Surpreendentemente, o desenvolvimento deste campo foi desencadeado pela publicacido de
um artigo dos autores E. Ott, C. Grebogi e J. Yorke, (1990), onde o termo controle de caos foi
criado e é hoje amplamente usado. Talvez, a facanha deste artigo foi a demonstracio do fato
de que uma significante mudanga no comportamento do sistema cadtico pode ser feita por
pequenos ajustes dos pardmetros. Esta observacdo abriu possibilidades para mudar o
comportamento do sistema sem interferir em suas propriedades inerentes, Fradkov e Evans
(2005).

Desde entdo, varias estratégias de controle vem sendo desenvolvidas e utilizadas na
literatura na busca de solucdes de problemas em ciéncias de engenharia e sistemas complexos.
No caso de problemas ndo ideais poucos esfor¢os foram feito nesta direcao.

Entre os trabalhos de controle para problemas ndo ideais, mencionam- se os publicados por
Yamakawa e Murakami (1989) que utilizou a técnica dos gradientes conjugados em um
problema de rotores; Diemetenberg et. al. (1997) que utilizou métodos heuristicos no controle
da amplitude de vibracdo quando a passagem pela ressonancia em um problema de um grau
de liberdade, Balthazar et. al. (2001) utilizou a técnica de Tikhonov na obten¢do de tempo
minimo de passagem pela ressonancia de um problema vibratdrio ndo ideal de dois graus de
liberdade; Pontes Jr.(2003) desenvolveu um procedimento de controle de sistemas com atrito
adere - desliza utilizando um controle chaveado inspirado na técnica de controle de estrutura

varidvel, Paldcios (2002) apresentou resultados numéricos da técnica de controle por
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saturacdo aplicado em um problema do pértico plano excitado por um motor ndo ideal e
Peruzzi et. al. (2007) utilizou a teoria de Floquet na solu¢do de um problema ndo ideal
baseado em técnicas de controle desenvolvidos por Sinha et. al. (2000).

Neste capitulo o objetivo € utilizar o controle desenvolvido por Rafikov e Balthazar (2004,
2005, 2007) para controlar tanto o sistema ideal quanto o ndo ideal. Este método visa
encontrar um controle 6timo linear realimentado onde encontram — se condi¢des para a
aplicacdo do controle linear em sistemas nao — lineares, garantindo a estabilidade do
problema.

Recentemente, foi utilizado em problemas biolégicos com sucesso, Chavarette et. al.
(2007) e Rafikov et. al. (2007a)

Nota - se que na teoria do controle existem dois tipos de problemas, sendo o primeiro deles
a funcao do controle u(?), que deve ser encontrada como uma funcio do tempo, ou seja, nesse
caso a func@o de controle 6timo determina uma trajetéria 6tima que corresponde a uma
condicdo inicial dada do sistema. No segundo caso, a fun¢@o de controle u(z x), que depende
do tempo e de varidveis de estado; este tipo de controle é chamado controle com
realimentacdo podendo ser aplicado para qualquer condicdo inicial.

Se as varidveis do sistema sao desvios do regime desejado, o controle 6timo estabiliza em
torno da trajetéria desejada, minimizando o funcional que caracteriza os desvios quadrados da
trajetéria e do controle do regime desejado Rafikov e Balthazar (2005, 2007).

A seguir, apresenta - se esta formulagdo do controle 6timo com realimentagcdo, para a

aplicag@o no problema de interesse. .

6.1 Formulacao linear para sistemas nao lineares

Considera — se um sistema nio linear controlavel

X:A(t)x+g(x)+Z 6.1)

onde xe R"é um vetor de estado, A(r)e R™"é uma matriz constante, Ze R" é o vetor controle e

¢(x) é um vetor formado de fungdes continuas néo lineares.
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Aqui a escolha de A(r)ndo € unica, e esta influéncia o desempenho do resultado do

controle. Quando o termo de controle Z é anulado, o sistema 6.1 tem um atrator cadtico para
um dado conjunto de pardmetros.

Em diversos problemas da engenharia, fisica, economia, ecologia, etc., o objetivo é
encontrar a lei Z de controle que leva o sistema do regime perturbado a um ponto fixo de
equilibrio ou a uma O6rbita periddica ou ndo periddica (cadtica) desejada. Considerando o

vetor fungdo ¥ que caracteriza a Orbita desejada. O vetor controle consiste de duas partes

Z:Z"I‘Zf (62)

onde a parte Z do vetor de controle que mantém o sistema controlado na trajetéria desejada,

pode ser escrito como

F=x-A%-g(%) (6.3)

e o vetor de controle z, que estabiliza o sistema em torno da trajetéria desejada tem a

seguinte forma,

o =B (6.4)

onde Be R™ € uma matriz constante

Definindo

(6.5)

<
I
=
|
=

como o desvio da trajetéria do sistema (6.1) da trajetéria desejada, e admitindo (6.2)-(6.4),

chega-se a equagdo em desvios:

y=Ay+g(x)-g(¥)+Bz (6.6)

Assumindo que
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gx)- (%) = G(x7)(x-%) (6.7)

Onde G(x,%) € uma matriz limitada, cujos elementos dependem de y e %. Admitindo 6.7, o

sistema 6.6 tem a seguinte forma
y=Alt)y+G(y,X)y+Bz (6.8)

Rafikov e Balthazar (2004, 2005) formularam o seguinte teorema:

Teorema: Se existem as matrizes Q(r) e R(r), definidas positivas, sendo Q(r) simétrica, tais

que a matriz

0(r)=0(:)-G" (y.%)P(t)- P()G(y. %) (6.9)

seja definida positiva para G limitada, entdo o controle com realimentacdo
z=—R7'B" P(r)y (6.10)
¢é 6timo para transferir o sistema nao linear (6.8) de qualquer estado inicial ao estado final

yes)=0 6.11)

minimizando o funcional
7=[("0y+<"R2) (6.12)
0

onde a matriz simétrica P(r) é calculada através da equac@o algébrica ndo linear de Riccatti.
P+PA+ATP-PBR'B'P+0Q=0 (6.13)

satisfazendo a seguinte condi¢ao final
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Pl;)=0 (6.14)

Prova: Seja o controle linear com realimentacdo 6.10 com a matriz P determinada pela
equacdo 6.13 que transfere o sistema ndo linear 6.8 de qualquer estado inicial ao estado final
6.11 minimizando o funcional 6.12 onde a matriz Q necessita ser determinada.

Conforme programacio dindmica (Bellman, 1957) se o minimo do funcional (6.12) existe e
V € uma fungdo suave de condi¢des iniciais, entdo ela satisfaz a equacdo de Hamilton — Jacobi

— Bellman:
min[i—‘;+yTéy+zTR ijo (6.15)
Considera — se a fungdo de Lyapunov

V=y"Plt)y (6.16)

onde P(r) é matriz positiva definida, simétrica e satisfaz a equac@o de Ricatti (6.13).

A derivada da fungdo V, calculada na trajetéria 6tima com o controle (6.9) é

V=37 P()y+y" Pl0)y+ 57 P)y =
=BT AT+ y7GT (3, %) - y" POBRTBT JP(e)y+ 7 Be)y+ 37 P)[Al)y +Gly, )y + BR B Pt)y]

(6.17)
Entdo substituindo V na equagio de Hamilton — Jacobi — Bellman 6.15 obtém — se
yT[P +A"P+PA-PBR'B"P+G"(y,%)P+ PG(y,X)+ QJy =0 (6.18)
deste modo tem — se que
0=0-G"(3n3)P-PG(y.%) (6.19)
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Note que para as matrizes definidas positivas 0 e R, o sistema controlado 6.8 é
assintoticamente estdvel, pois existe uma func¢do de Lyapunov 6.16 cuja derivada é dado por
V =-y"Qy-z"Rz, calculada nas trajetorias 6timas do sistema 6.8 ¢ é definida negativa.

Observando que conforme a teoria de controle 6timo de sistemas lineares com funcional
quadrético, a equacdo ndo-linear algébrica de Riccati (6.10) possui tnica solugdo positiva
simétrica P >0 para quaisquer R>0 e Q>0dadas, conclui-se entdo a demonstracdo do
teorema.

Se o intervalo de tempo € infinitoe A, B, Q e R sdo matrizes com elementos constantes,

a matriz positiva definida P € a solu¢do da equagdo algébrica ndo linear de Riccatti.
PA+ATP-PBR'B"P+0=0 (6.20)

Recordando que para um intervalo de tempo infinito, o sistema 6.6 tem sido

completamente controlavel, isto €, a matriz de controlabilidade

K:[B AB ... A”‘lB] (6.21)

deve ser ndo singular ou contém n vetores coluna linearmente independentes.
A seguir, discute — se a aplicacdo do controle 6timo no sistema com excitagdo ideal com o

objetivo de demonstrar a eficiéncia desta técnica de controle.

6.2 Aplicacao do controle linear 6timo para a excitacdo como

sendo do tipo ideal

Aplicando agora o método proposto na secdo anterior na equagdo do oscilador com
memoria de forma e excitacdo do tipo ideal. Lembrando que esta técnica de controle esta
atuando sob a forga externa do sistema e ndo sobre a temperatura. O oscilador com memoria

de forma com a lei de controle Z(r)é descrito pela seguinte equagdo diferencial ndo linear:

42+ 0—1u—ou® +yu’ =8cos(ot)+2(1) (6.22)
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onde o e y sdo parametros constantes que depende do tipo de material, p € o coeficiente de

amortecimento, 6 € um parametro que depende da temperatura, § € @ sdo a amplitude e a
freqiiéncia da excitagc@o externa, respectivamente.

Reescrevendo a equagdo (6.22) em termos de varidveis de estado, vamos obter

iy =iy
6.23
ity =8 cos(0t)+Z(1)—2uuy + (0 -1, + 0w —yu) ( )

Sendo a trajetéria desejada representado pela funcdo i . Entdo o regime desejado € descrito

pela seguinte equacao
i==2ui -(0-1)ii +aii® —yii® +dcos(0t)+ 7 (6.24)

onde 7 € a fun¢d@o controle que mantém o oscilador na trajetdria desejada.

Subtraindo 6.24 € 6.22 e definindo
u—u
y=| . (6.25)

obtém — se o seguinte sistema,

%1 =) _ u s s (6.26)
)72=_2H)’2_(9—1))71_0W +0‘()’1"‘”) +Yu _Y()’1+“) +z

onde z=Z7-7 € afuncdo de controle 6timo.

A equacdo 6.8 neste caso tem a seguinte forma

IS O

0 0 o}
+ +, |z
Lc(yl+ﬁ)2+oc(y1+ﬁ)ﬁ+aﬁz—v(yl+ﬁ)“—v(yl+ﬁ)3ﬁ—4vﬁ4—vﬁ2yf—3vylﬁ3 0} L

6.27)
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O sistema 6.27 esta na forma da equagdo 6.8, note que a matriz A ¢ uma matriz em que 0s
coeficientes sdo termos lineares, que depende do parametro de temperatura 6 e do coeficiente

de amortecimento p.

No terceiro capitulo desta dissertacdo, foi encontrada através do método das mudltiplas

escalas, uma trajetéria periddica para o oscilador dado por

o

260 a’cos(3mt—3y)+0(e?)

u= acos(mr - \|!)— €

onde a amplitude a e a y sdo governado por

d

a'=-ap+ sen
240-1

ay'=ac — 10a5y + 15070’ + cos Y
32401 ps6(yo-1)  2/6-1

Como a equagdo de movimento s6 admite valores para 6>1, adota — se entdo os seguintes
valores 6=2, §=1, u=0.1 e @ =1. Desta forma a trajetéria desejada no estado estaciondrio é

uma Orbita periddica dado por

i =0.1701 cos(t—0.03402)—0.00002 cos(3t—0.10206) (6.28)

A seguir, estuda — se a eficicia do controle quando o sistema se encontra na fase

martensitica.

6.2.1 Analise da fase martensitica estavel na liga

Para baixas temperaturas, um material com memoria de forma pode aparentemente ser
deformado plasticamente, mas esta deformagao pldstica pode ser recuperada pelo aumento de
temperatura.

Nesta se¢do considerando entdo uma temperatura constante (7<T,, ), onde a fase

martensitica € estavel, por exemplo, adotando — se o valor de 6=0.7
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Antes de mostrar a validade do método de controle, deve — se provar que o oscilador
apresenta movimento cadtico para 6 =0.7, desta forma considerando os valores da tabela 3.3,
e 8=1, u=0.1 tem — se que a equacido 6.22 sem o controle possui uma dinamica cadtica
mostrado na figura 6.1, onde a natureza do movimento cadtico é confirmada na figura 6.1(b)

através do espectro de freqii€ncia.

Velocidade
Magnitude

K | . . . |
42 02 015 01 005 0 005 01 015 02 025 05 4 L L L 5 5
Deslocamento Frequency (rad/s)

(a) (b)
Figura 6.1: Dindmica caética do oscilador com memdria de forma para uma excitacao do tipo

ideal, (a) Plano de Fase, (b) Espectro de freqii€éncia para 6=0.7

Para os parimetros 6=0.7 e n=0.1 amatriz A tem a seguinte forma

0 1 . . . 0

A= ,eamatriz B é considerada como B =
0.3 -0.2 1

A equacdo 6.28 ¢ a trajetdria periddica desejada para a aplicagdo do controle. A verificacio

da controlabilidade do sistema € o teste do posto, onde o sistema (6.23) é completamente

controlavel, se e somente se, a matriz K = [B AB ... A”“B] , tiver posto igual a n. Neste caso o
par de matrizes é dito controldvel e K é chamada matriz de controlabilidade para o par de
matrizes [A, B].

0

1 . . .
| 02}, a matriz K possui posto igual a

Assim, a matriz K é da seguinte forma, K :{

dois, portanto o sistema é controlavel.

Logo, admitindo que
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obtém — se
_[2.0111 1.3440
“11.3440 1.9005

Resolvendo a equacdo algébrica de Riccatti 6.20 através da fungdo LQR do software

MATLAB® a fung¢do de controle 6timo z tem a seguinte forma

z=-1.3440y, —1.9005y, (6.29)
O movimento periddico do sistema controlado é apresentado na figura 6.2. O
comportamento do plano de fase ¢ ilustrado na figura 6.2(a), enquanto que na figura 6.2(b) é
mostrado o espectro de freqii€ncia do sistema controlado, comprovando que o sistema é

periddico, visto que é encontrado somente um pico de freqii€ncia.

0.4

03F

0.2F

01k

Magnitude

oF

Velocidade

01k q cip

-0.2F q 2k

03 . ‘ . . s . .
Dz 015 01 005 0 005 o1 015 02 o) o : = o= e -

Deslocamento Frequency (rad/s)

(a) (b)

Figura 6.2: (a) Plano de fase do oscilador controlado e (b) espectro de freqii€ncia associado ao

movimento para 6=0.7

A trajetéria no histérico no tempo do sistema sem controle e do sistema controlado é

mostrado na figura 6.3, onde € provada a eficiéncia da técnica aplicada para o controle.
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nar g nar g
0.2 B 0.2p B
2 01 g 2 o1 R
2 =
g g
§ i B § i
=] =]
2 ¥
& -01 a -0
-0.2¢ -0.2r q
03 g 03 g
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
] 20 40 B0 &0 100 120 140 180 180 200 ] 20 40 B0 &0 100 120 140 180 180 200
Tempo Tempo
(a) (b)

Figura 6.3: Histdrico no tempo: (a) sistema ndo controlado e (b) sistema controlado para

0=0.7

Agora a sec¢do de Poincaré € utilizada para caracterizar a dindmica do sistema. Quando o
controle ndo estd ativo no sistema, a se¢do de Poincaré é mostrada na figura 6.4(a) ilustrando
0 comportamento cadtico do sistema com o aparecimento de um atrator estanho, mas quando
o controle € ativado, o atrator cadtico € substituido por um atrator periddico, representado na

figura 6.4(b).

0.8 ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! 0.2 ! ! ! ! ! ! !
06 g 015t 1
04F B 0.1 1
o 02F B o 005 1
k=] =}
& &
< -
G 0f B g 0 . L
=] [=]
T =
= 02k E = aosf 1
0.4+ g 0.1 1
06+ g 015+ 1
. . . . . . . . . \ . 02 . . . . . . .
02 02 015 01 005 0O 005 01 015 02 025 D2z D15 01 005 D 00s 0.1 0.18 0.2
Deslocamento Deslocamento
(a) (b)

Figura 6.4: Secdo de Poincaré: (a) Sistema nao controlado (atrator estranho) e (b) sistema

controlado (atrator periédico)

Para caracterizar qualitativamente os atratores envolvidos neste estudo, sdo calculados os

expoentes de Lyapunov, usando o método cldssico descrito por, Wolf et. al. (1985).
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Essencialmente, os expoentes de Lyapunov estimam a sensibilidade das condig¢des iniciais
calculando a taxa exponencial de divergéncia ou convergéncia de Orbitas proximas. Através
do sinal dos expoentes de Lyapunov pode — se distinguir entre pontos fixos, movimentos
periddicos, quase — periddicos e cadticos. A tabela 6.1 contém os valores dos expoentes de
Lyapunov para o atrator cadtico ndo controlado e o atrator periédico controlado. Como
esperado, para o atrator cadtico, um dos expoentes € positivo, enquanto para o atrator

periddico, ndo hé expoentes positivos.

Tabela 6.1: Expoentes de Lyapunov para 6=0.7

Sistema 0 Tipo de atrator Y, 9, B,
Nao controlado 0.7 Cadtico 0 0.231793 -0.331791
Controlado 0.7 Periddico 0 -0.747851 -1.352649
A seguir, discute — se a implementacdo da técnica de controle considerando o

comportamento pseudoelastico da liga.

6.2.2 Analise do comportamento pseudoelastico do oscilador (fase

austenitica estavel)

No efeito de pseudoelasticidade, a recuperacdo da forma esta atrelada a retirada da tensdo
externa e ocorre sempre a altas temperaturas.
O foco agora esta na anélise do efeito pseudoelastico, considerando entdo uma temperatura

constante T >T,, onde 6=2, neste caso a liga é completamente austenitica.
A figura 6.5 mostra o comportamento do sistema para 6=2, d=1e pu=0.1. A figura 6.5(a)

mostra o plano de fase para o movimento do oscilador, quando ndo ha atuacdo do controle no
sistema, assim para esta temperatura € encontrado um movimento cadtico, que é comprovado

pelo espectro de freqiiéncia da figura 6.5(b).
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0a

06+

0.4+

Velocidade
o
L
Magnitude

5 1 1 1 1 !
028 02 015 01 005 o 00s 01 015 02 0325 3
Deslocamento Frequency (rad/s)

L L
2 4 & B

(a) (b)
Figura 6.5: Dindmica caética do oscilador com memoria de forma para uma excitacio do tipo

ideal, (a) Plano de Fase, (b) Espectro de freqiiéncia para 6 =2

Para os pardmetros 6=2 e u=0.1, a matriz A pode ser assumida da seguinte forma

0 1 . , . 0
A= . ozl e a matriz B é considerada como sendo B = :

1 . .
| 0 2:| , tem — se que o posto da matriz K é

Assim, a matriz K € da seguinte forma, K :{

igual a dois, verificando assim que o sistema € controlavel.

Logo, admitindo que

tem —se que

_[1.8925 0.4142
“10.4142 13323

Resolvendo a equacdo algébrica de Riccatti 6.20 através da fungdo LQR do software

MATLAB® a fung¢do de controle 6timo z tem a seguinte forma
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z=-0.4142y, —1.3323y, (6.30)

Usando o controle linear com realimenta¢do, o movimento cadtico do sistema original
pode ser controlado para um sistema periddico de periodo — 1 como mostra a figura 6.6. Na
figura 6.6(a) € mostrado o plano de fase do sistema controlado e na figura 6.6(b) ¢ ilustrado o

espectro de freqii€ncia do movimento periddico controlado.

0.4

03F B

02r B

01F B

oF 4

Velocidade
Magnitude

o01F 1

02+ 1

03t 1

04 L . L L . L L
02 018 01 nos 0 0os 041 0.15 0.2 k e ; e 5 e x
Deslocamento Frequency (rad/s)
(@) (b)

Figura 6.6: (a) Plano de fase do oscilador controlado e (b) espectro de freqii€ncia associado ao
movimento para =2

Aqui é mostrado numericamente que o método de controle proposto € eficiente para

eliminar o movimento cadtico do sistema. O resultado no histérico no tempo para a resposta

do oscilador sem o controle linear com realimentagdo é mostrado na figura 6.7(a), enquanto

na figura 6.7(b) mostra a resposta do sistema com a aplicagdo do controle.

03F B 03F B
0.2 E 0.2r q
e 01 “ e o1 R
g g
§ 0 § 0
< =]
i !
o -0 “ a o-01
-0.2F -0.2r q
0.3+ q 0.3+ q
0 20 40 BO BO 100 120 140 160 180 200 0 20 40 BO BO 100 120 140 160 180 200
Tempo Tempo
(a) (b)

Figura 6.7: Histdrico no tempo: (a) sistema ndo controlado e (b) sistema controlado para 6=2
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Duas secdes caracteristicas de Poincaré para o sistema controlado e ndo controlado sdo
apresentados na figura 6.8, enquanto os valores dos expoentes de Lyapunov sdo apresentados

na tabela 6.2.

0a T T T T T T T T T T T 0.4

06+ q 03f
0.4+ q n2r
02+ o1

ot

Welocidade
o
WVelocidade

02r O1r

04k a2t

B B 03r

L L L L L L L L L I I 0.4 I I L L L I L
025 -02 015 01 006 0O 005 01 0716 02 025 02 015 01 005 0 0.0a 01 015 0z

Deslocamento Deslocamento

(a) (b)

Figura 6.8: Secdo de Poincaré: (a) Sistema ndo controlado (atrator estranho) e (b) sistema

08

controlado (atrator periddico)

O atrator estranho formado pela secdo de Poincaré (ver figura 6.8(a)) obtido para o sistema
ndo controlado tem uma estrutura fractal complicada apresentando caracteristicas do
movimento cadtico. O sinal positivo do expoente de Lyapunov mostrado na tabela 6.2 para
6=2, confirma que o sistema vibra caoticamente. O atrator da figura 6.8(b) obtido para o
sistema controlado tem um comportamento diferente do anterior. Neste caso nenhum dos

expoentes de Lyapunov sdo positivo (ver tabela 6.2), portanto mostrando que o sistema oscila

periodicamente.
Tabela 6.2: Expoentes de Lyapunov para =2
Sistema 0 Tipo de atrator 9, 9, 9,
N3o controlado 2 Cadtico 0 0.083087 -0.283086
Controlado 2 Periddico 0 -0.765207 -0.767093

A seguir, o controle 6timo é empregado no sistema nao ideal para o caso Il com o objetivo

de controlar o sistema para valores de &, proximos a regido de ressonancia.
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6.3 Aplicacao do controle linear 6timo para a excitacao nao - ideal

Novamente aqui € aplicado a técnica de controle linear feedback, Rafikov e Balthazar
(2004, 2005), mas agora para o sistema nao ideal. Aqui serd aplicado o controle para os
valores do caso II, pois € encontrado o movimento cadtico somente neste caso. A equacdo de

movimento do sistema nao ideal € dado por
U =r3[('15c0s¢—q.)2 sin¢]—2uu—(9—l)u+0cu3 —yu’
0=8 ~&,0+ry iicos¢

Usando novas varidveis, definidas por, u, =u, uy =i, u3 =9, u, =¢, 0 sistema acima, pode

ser reescrito, na forma de estado, como;

Uy =U,
Uy =13 [b't4 cosuy —uj sinu3]+0cu13 —yu; —(0—1)u, — 2,
Uy =y

iy =& =& uy +ryliy cOs UL

Realizando algumas manipulagdes algébricas, obtém - se, as seguintes equagdes

diferenciais de primeira ordem;

Uy =y

. 1 [ ( 2 . ) 3 5 ]

iy =—————|n; (&, —&ouy ) cos uy —ul sinus |+ ouss —yuy —(0—1)u, — 24,
1—-r31, cos” uy

Uy = uy

Y = & fy cosus 3 5 Calty 2

e = t — | ot =y = (8= 1)y — 24000, — — Ry sinu,
1-nrycos”uy; 1—nrycos” u; T4 COS U3

O sistema nao ideal com meméria de forma controlado pode ser descrito como

187



Uy
y 1
u 2 3 5
1 — [r3 ((§1 &, u, )cosuy —u; stnu3)+(xu1 —yu; —(0—1)u, —2uu2]
iy 1=r31y cos” Uy
o +BZ
Us Uy
u 4 cOSU u
¢ S > 4 32 out; —yu; —(0—1)u, — 2, —(22—4—r3uf Sinu,
| 1=ryry cos” uz  1=ryry cos” u; rycosug |
(6.31)
onde Be R™"™¢ uma matriz constante, Ze R " € o vetor controle, m<4, n=4
. e, . -~ ~ ~ ~ ~ T
Considerando a trajetéria desejada como sendo um vetor i =i, (1) ii,(r) ii5(¢) ()",
que satisfaz a seguinte equagéo
. izz
iy 1 [ ~ N~ 0 L~ ~3 =5 ~ ~ ]
5 r3((§1 —§2u4)cosu3 —u, smu3)+0ml — Y| —(G—I)Ml —2uu,
ity 1=r3ry cos” U, -
. ~ +BZ
= u
Uj 4
p ry cosi - - - ~ 7] ~2 .~
Uy S T 4 32 — Ocu13—WIS—(9—1)u1—2uu2—§2—4~—r3u42 Sin s
| 1=ryry cos™ uz  1=ryry cos” u; Ty COS U |

(6.32)

onde 7 € o vetor controle que mantém o sistema ndo ideal na trajetdria desejada.

Subtraindo (6.32) de (6.31) o sistema ndo ideal com memdria de forma pode ser expresso

como

y=Ay+h(y)+Bz

(6.33)

onde
2 01 O ul—ﬁl Z, -7
1 0 1 1 uz—iiz ZZ—ZZ
A= s y= s z= -
1 1 3 0 u3_u3 23_23
1 0 2 0 u, —ii Z, -7,
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-2y, (1 = ryrycos’(ys + iy ))

[Vs ((‘21 =&, (yy +iiy)) cos(ys +ii5) - (yy +iiy) *sin(y; + ﬁz))

aly +2) =y 0y +2) = (0-1)(n +7) - 20y, +,)]
1-nn cosz(y3 + 173)

- 1= 131y cos” iy [r3 ((é

+ OuZl3 - Yﬁls - (9 - I)IZl - 2u172]— » (1 —nry cosz(y3 + i3 ))

| =&y eosily — i} sinz}‘3)

1
h(y)= —————— _
1-nn, cos? (y3 + u3) Vi (1 —nry cosz(y3 + Uy ))
&, +rycos(y; + ’73)[0‘()’1 +iiy) =y +i) = (0-1) (3, +7,) - 2u(y, +ii,)
oy + ) -2l B Q0T (), 1)
rycos(y; +ii;) 1y cos(y; +ii;) ‘
_ ?;1(1 —nry cusz(y3 + 1y )) 4 Tacos 78 (1 —nry cusz(y3 + il ))
1—ryry cos® ity 1 - ryry cos” iy
{ou?ﬁ —yii? — (0 - 1), — 2uii, — Sty _ riiZ sin 53}
i ry cosily
)’3(1_’3’4 cos® (y, +L73)) 0

—y3(1—r3r4 cosz(y3 +il4 ))

-3y, (1—r3r4 cosz(y3 +il5 ))

—2y3(1—r3r4 cosz(y3 +L73)) 0

Desta forma considerando que as matrizes A e B sdo da seguinte forma,

2 0
1 0
A =
1 1
1 0
Escolhendo

NP ==

S o = O

c o~ <
o —~ © O
-0 O O
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—y4(1—r3r4 0052()’3 +ii ))

y4(1—r3r4 Cosz(ya +ily ))

Y2 (1 —nly Cosz(}’s +il ))

)’2(1 —nh CUSZ(X% + ﬁz))

(6.34)



1 0
0- 0 1
1o o
0 0
obtém — se
4.3598
_0.4660
122428
0.2245

o - © O

- O O O

0.4660
1.1550
1.6008
0.2962

2.2468
1.6008
6.5190
0.6921

1 0 0 O
01 0 O
(6.35)
0O 0 1 O
0O 0 0 1
0.2245
0.2962
(6.36)
0.6921
0.9876

Resolvendo a equagdo de Riccati (6.20) através da funcio LQR no MATLAB™, segue que

a fungdo de controle 6timo z é dado por

4.3598
0.4660
| 2.2428
0.2245

0.4660
1.1550
1.6008
0.2962

2.2468
1.6008
6.5190
0.6921

0.2245
0.2962
0.6921 |
0.9876

(6.37)

Nas proximas secdes as simulacdes numéricas utilizardo o controle linear com

retroalimentagdo da equagdo 6.37 para verificar a eficiéncia do método utilizado.

6.3.1 Aplicacao do controle na fase martensitica da liga

No capitulo 4 desta dissertagdo foi mostrado que na fase martensitica para os valores de

8=0.7 e 8=0.9 € possivel encontrar movimentos cadticos para diferentes valores de &, .

No quinto capitulo desta dissertagdo, foi encontrada através do método da média, uma

trajetoria periddica para o sistema ndo ideal dado por

i =acos(o+p)

onde a, B e ¢ sdo governados pelas equagdes (5.57) até (5.59).
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Nesta secdo, a trajetoria periddica desejada foi encontrada considerando as seguintes

hipéteses:

A =acos(d)Mt+B)

2 (6.38)
Uz =0yt
iy =il

onde ¢,, € a freqiiéncia média do motor no estado estaciondrio.
Assim para os valores do sistema no caso Il e para 6=1.5, u=0.01e &, =1.05(que € o valor

na regido de ressonincia), no estado estaciondrio tem — se que a trajetdria periddica desejada é

dada por

0.1357 cos(0.69991 + 4.703)
—0.0955en(0.6999¢ +4.703)
0.6999¢
0.6999

(6.39)

S
1l

Usando o controle 6timo, dado pela equagdo 6.37, o movimento cadtico do sistema nao

ideal para 6=0.7 e & =0.7, mostrado na figura 4.23, pode ser controlado para um sistema

periddico de periodo — 1, onde a trajetdria periddica desejada considerada é dada pela equagido

6.39. A figura 6.9 mostra a dindmica do sistema ndo ideal controlado para 6=0.7 e & =0.7,

neste caso a freqiiéncia do motor esta acima da regido de ressonancia.
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Figura 6.9: Sistema ndo ideal controlado: (a) Histérico da velocidade rotacional do motor, (b)

Plano de Fase e (c) espectro de freqiiéncia para 6=0.7 € £, =0.7.
Aqui é mostrado numericamente que o método de controle proposto é eficiente para
eliminar o movimento cadtico do sistema. O resultado no histérico no tempo para a resposta
do sistema sem o controle linear com retroalimentac¢do ¢ mostrado na figura 6.10(a), enquanto

na figura 6.10(b) mostra a resposta do sistema ndo ideal com a aplicacdo do controle.
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Figura 6.10: Histdrico no tempo do sistema ndo ideal: (a) sistema ndo controlado e (b) sistema

controlado para 6=0.7 € § =0.7 .

Resultados numéricos sio apresentados para a secdo de Poincaré do sistema na figura 6.11.
Na figura 6.11(a) € ilustrada a se¢do de Poincaré do sistema ndo controlado, mostrando a
existéncia de um atrator estranho, ja na figura 6.11(b), onde o sistema agora € controlado, a

secdo de Poincaré apresenta somente um ponto ilustrando o comportamento periédico do

sistema.
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Figura 6.11: Secdo de Poincaré do sistema nao ideal: (a) Sistema ndo controlado (atrator

estranho) e (b) sistema controlado (atrator periddico) para 6=0.7 e & =0.7.
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Agora serdo feitas simulacdes do sistema ndo ideal para 6=0.9. Na andlise do capitulo 4
foi demonstrado que para 6=0.9 e &, =1.75 o sistema ndo ideal possui um comportamento
hipercadtico (ver figura 4.35). Agora serd realizado o controle para esta situagfo. Assim
utilizando os valores do caso Il e para 6=2.5, p=0.01e &, =2.35(que é o valor na regido de
ressondncia), no estado estaciondrio, obtém — se outra trajetéria periddica desejada para o

controle dada por

0.179 cos(0.6999z +4.703)
—0.1255en(0.6999¢ +4.703)
0.6999¢
0.6999

B33
Il

(6.40)

Utilizando o controle 6timo, da equacdo 6.37, o movimento hipercaético do sistema nao
ideal para 6=0.9 e &, =1.75, mostrado na figura 4.35, pode ser controlado para um sistema

periddico de periodo — 1, onde a trajetdria periddica desejada é considerada na equacdo 6.40.

A figura 6.12 mostra a dindmica do sistema ndo ideal controlado para 6=09 e §&, =175,

neste caso a freqti€ncia do motor esta acima da regido de ressonancia.

194



05
16k E
04t —
T4t i
03t —
g2 i 0.2
El 2r b
en E3 o
S 1tk - A =1
< s 1.568 S o1t 4
LF _% g
b}
L = i
g 60 B0 100 120 140 18D >
E 06r- Tempo b O1F 7
04t g 03k i
02 1 03t ,
o . . . . . . . . . 04 . . . . . . .
0 S0 100 150 200 250 300 350 400 450 500 02 015 01 005 0 005 01 015 02
Tempo Deslocamento
(@) (b)

Magnitude

[uf 05 1 2 25 3

Frequxlrfcy (rad/s)
(©)
Figura 6.12: Sistema néo ideal controlado: (a) Histdrico da velocidade rotacional do motor,

(b) Plano de Fase e (c) espectro de freqiiéncia para 6=0.9 e &, =1.75.

Agora a se¢@o de Poincaré € utilizada para caracterizar a dindmica do sistema. Quando o
controle ndo estd ativo no sistema, a secdo de Poincaré € mostrada na figura 6.13(a) ilustrando
o comportamento hipercadtico do sistema com o aparecimento de um atrator estanho, mas
quando o controle € ativado, o atrator cadtico € substituido por um atrator periddico,

representado na figura 6.13(b).
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Figura 6.13: Secdo de Poincaré do sistema nao ideal: (a) Sistema ndo controlado (atrator

estranho) e (b) sistema controlado (atrator periddico) para 6=0.9 e &, =1.75.

A seguir, o controle 6timo é empregado em temperaturas intermediarias, onde as fases

martensitica e austenitica € estavel.

Aplicaciao do controle na fase martensitica e austenitica da

liga

Nesta secdo € aplicada a técnica de controle quando a fase martensitica e austenitica sio
ambas estdveis na liga. Aqui adota — se o valor de 6=1.03. Utilizando os seguintes valores do

caso Il e para 6=1.03, u=0.01 e & =0.26(que € o valor na regido de ressonancia), no estado

estaciondrio tem — se que a trajetdria periddica desejada € dada por

0.1066 cos(0.17331 — 4.743)
—0.0185sen(0.1733t —4.743)
0.1733¢
0.1733

B3
Il

Utilizando o controle 6timo, da equacdo 6.37, o movimento cadtico do sistema ndo ideal
para 6=1.03 e &, =1, mostrado na figura 4.42, pode ser controlado para um sistema periédico

de periodo — 1, onde a trajetéria periddica desejada € considerada na equagdo 6.41. O
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comportamento dindmico do sistema ndo ideal controlado para 6=1.03 e &, =1¢ apresentado
na figura 6.14. A figura 6.14(a) mostra que a velocidade angular do motor esta capturada pela
regido de ressonancia do sistema, na figura 6.14(b) pode — se observar que a trajetéria do
sistema no plano de fase converge rapidamente para a 6rbita de controle desejada e na figura

4.16(c) confirma que a 6rbita gerada pelo sistema controlado € periddica.
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Figura 6.14: Sistema nao ideal controlado: (a) Histérico da velocidade rotacional do motor,

(b) Plano de Fase e (c) espectro de freqiiéncia para 6=1.03 e &, =1.

A trajetéria no histérico no tempo do sistema sem controle e do sistema controlado é

mostrado na figura 6.15, onde é provada a eficiéncia da técnica aplicada para o controle.
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Figura 6.15: Histdrico no tempo do sistema ndo ideal: (a) sistema ndo controlado e (b) sistema

controlado para 6=1.03 ¢ &, =1.

Para os valores de 6=1.03 e &, =1 € mostrado na figura 6.16 a se¢dao de Poincaré. Na figura
6.16(a) o sistema original sem controle apresenta um atrator estranho, caracterizando o
comportamento cadtico do sistema, enquanto na figura 6.16(b) o sistema nao ideal controlado

apresenta um tnico ponto, comprovando que o sistema tem um comportamento periddico.
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Figura 6.16: Secdo de Poincaré do sistema nao ideal: (a) Sistema ndo controlado (atrator

estranho) e (b) sistema controlado (atrator periddico) para 6=1.03 e &, =1.
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A seguir, a técnica de controle 6timo serd empregada em altas temperaturas, onde a fase

austenitica € estavel.

6.3.3  Aplicacao do controle na fase austenitica da liga

Nesta secdo sdo consideradas apenas temperaturas onde a fase austenitica é estdvel. As
simula¢des desenvolvidas aqui apresentam as caracteristicas da resposta dindmica para os
valores de 6=2 ¢ 6=3.

Utilizando os valores do caso Il e para 6=2, p=0.01e & =1.5(que é o valor na regido de
ressonancia), no estado estaciondrio, obtém — se outra trajetéria periddica desejada para o

controle dada por

0.1515 cos(0.9998¢ +17.27)
—0.151465en(0.9998 +17.27)
0.9998¢
0.9998

(6.42)

B33
Il

Utilizando o controle 6timo, da equacdo 6.37, o movimento cadtico do sistema ndo ideal
para 6=2¢e &, =1.5, mostrado na figura 4.51, pode ser controlado para um sistema periddico
de periodo — 1, onde a trajetéria periddica desejada é considerada na equagdo 6.42

Na figura 6.17(a) é mostrada a situagdo quando a freqii€ncia natural do sistema esta na
regido de ressonancia. Na figura 6.17(b) nota — se que a trajetdria do sistema no plano de fase
converge para a Orbita de controle desejada e na figura 4.16(c) o espectro de freqii€ncia

apresenta somente um pico caracterizando o comportamento peridédico do sistema controlado.
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Figura 6.17: Sistema néo ideal controlado: (a) Histdrico da velocidade rotacional do motor,

(b) Plano de Fase e (c) espectro de freqiiéncia para 6=2¢ &, =1.5.

O atrator estranho formado pela secdo de Poincaré (ver figura 6.18(a)) obtido para o
sistema ndo controlado apresenta caracteristicas do movimento cadtico. O atrator da figura
6.18(b) obtido para o sistema controlado tem um comportamento diferente do anterior. Neste
caso € encontrado somente um ponto na secdo de Poincaré, portanto mostrando que o sistema

oscila periodicamente.
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Figura 6.18: Secdo de Poincaré do sistema nao ideal: (a) Sistema ndo controlado (atrator

estranho) e (b) sistema controlado (atrator periddico) para 6=2¢€ &, =1.5.

Utilizando agora valores do caso Il e para 6=3, p=0.0le &, =2.125(que € o valor na regido

de ressonancia), no estado estaciondrio, obtém — se a trajetoria periddica desejada para o

controle dada por

0.1691 cos(1.4161 +4.706)

—0.2394sen(1.416 +4.706) (6.43)
1.4161
1.416

3
Il

Utilizando o controle 6timo, da equagdo 6.37, o movimento cadtico do sistema ndo ideal
para, 6=3 e &, =2.125 mostrado na figura 4.58, pode ser controlado para um sistema
periddico de periodo — 1, onde a trajetéria periddica desejada é considerada na equacdo 6.43

Na figura 6.19(a) € mostrada a situa¢do quando a freqii€ncia natural do sistema esta na
regido de ressonéncia. Na figura 6.19(b) a trajetdria do sistema no plano de fase converge para
a orbita de controle desejada e na figura 4.16(c) o espectro de freqii€ncia apresenta somente

um pico caracterizando o comportamento periédico do sistema controlado.
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Figura 6.19: Sistema néo ideal controlado: (a) Histdrico da velocidade rotacional do motor,

(b) Plano de Fase e (c) espectro de freqiiéncia para 6=3 e &, =2.125.

Resultados numéricos sdo apresentados para a secdo de Poincaré do sistema na figura 6.20.

Na figura 6.20(a) € ilustrada a se¢do de Poincaré do sistema ndo controlado, mostrando a

existéncia de um atrator estranho, ja na figura 6.20(b), onde o sistema agora € controlado, a

secdo de Poincaré apresenta somente um ponto ilustrando o comportamento periédico do

sistema.
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Capitulo 7

Conclusoes e Trabalhos Futuros

7.1  Conclusoes

Esta dissertagdo abordou a pesquisa da dindmica ndo linear e controle de um sistema
dindmico sujeito a ag¢do de materiais com memodria de forma. Nesta andlise foram
considerados dois diferentes tipos de excitagcdo. Uma excita¢ao do tipo ideal, onde o termo de
excitacdo € dado por uma func¢do harmdnica com amplitude e freqii€ncia constantes. E a outra
excitacdo considerada foi do tipo ndo ideal, em que se apresenta uma descricio mais
complexa para o funcionamento do sistema, onde sdo consideradas as interacdes dinamicas
existentes entre a estrutura, em conexdo ao desempenho de uma fonte de energia com
poténcia limitada. Outra diferenca entre estas duas fontes de excitagdo é que o sistema com
excitacdo ndo ideal apresenta um grau de liberdade a mais do que o sistema com excitacdo do
tipo ideal.

Obteve — se a partir dos resultados apresentados nos diversos capitulos os seguintes
resultados principais:

No capitulo 3, foi considerado um oscilador com um grau de liberdade, constituido por
uma massa conectada a um elemento com material de forma. O sistema € excitado
harmonicamente (excitacao ideal).

Nesta primeira parte da dissertacdo o enfoque foi a utilizacdo do método das muiltiplas
escalas (“method of multiple scales”) na busca de uma solugdo analitica aproximada do
oscilador, visto que o problema jd havia sido tratado anteriormente na literatura de forma
numérica. O algoritmo desenvolvido nesta parte foi utilizado para “plotar” as curvas de
resposta em freqii€ncia nas trés ressonancias principais analisadas.

Diante disto, pode — se concluir que

» O ndmero de escalas a ser utilizado para resolver o problema, depende do tipo de liga

a ser adotado na formulag@o do sistema.

» Por intermédio das curvas de resposta em freqiiéncia foi possivel o estudo da

dinamica ndo linear do sistema. Foram mostradas, caracteristicas tais como:
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comportamento do tipo mola mole (soft spring) ou mola dura (hard spring) dependendo da

temperatura atuante no sistema.

» Nas simula¢des numéricas foram demonstradas as influéncias dos pardmetros do

sistema tais como: amortecimento e excitacao externa.

» O diagrama de resposta em freqiiéncia demonstrou o fendmeno do salto (jump) e

revelou a faixa de instabilidade

»  Obteve - se condigcdes para a estabilidade do sistema para diferentes valores da
temperatura. As andlises de bifurca¢des mostraram a existéncia de bifurcacdes estaticas do

tipo sela — nd, tanto para a ressonancia primaria e ressonancia superharmonica.

No capitulo 4, discutiu — se o problema da inclusdo no modelo de um motor elétrico de
corrente continua desbalanceado com poténcia limitada e apoiado em uma viga com memoria
de forma. O sistema foi modelado como um oscilador acionado por um motor elétrico de
corrente continua e poténcia limitada. Neste capitulo foram realizados ensaios numéricos de
integracdo direta das equacdes de movimento, utilizando o integrador ODE113 do
MATLAB® (Adams — Bashforth — Moulton) no sistema de equagdes de primeira ordem,
tomadas como sendo as varidveis de estado.

Com base nestas consideracdes aqui pode — se concluir que:

»  Observou — se o efeito Sommerfeld (como o motor sera capturado pela ressonancia
do sistema) fenomeno peculiar desta classe de problemas, do tipo ndo ideal. Constatou —
se também a influéncia da temperatura neste efeito, visto que a temperatura modifica a

regido de ressonincia do sistema alterando assim a regido de salto.

»  Foram consideradas duas estruturas diferentes com a idéia de poder verificar as

influéncias dos parametros de acoplamento do sistema com o motor.
»  No caso I, os resultados numéricos mostraram que o sistema apresenta movimentos

regulares para quaisquer valores do parametro de controle, indicando a ocorréncia de

pouca interacdo entre a estrutura e a excitacao.
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> Para o caso II, observou — se uma maior tendéncia para ter — se movimentos
irregulares, incluindo a regido de ressondncia, do sistema para valores diferentes do

pardmetro de controle.

»  Observou — se 0 aumento nas variagdes de oscilagdo da rotagdo do motor de corrente

continua, confirmando a influéncia da resposta da estrutura sobre a dindmica do motor.

> A investigacdo dos espagos de fase do caso Il revelou uma dindmica rica. A variagdo
dos parametros de controle do motor mostra a evolucdo do espaco de fase do sistema e a

modificacdo da sua topologia subentende — se a existéncia de bifurcacoes.

»  Utilizou — se como ferramentas a se¢do de Poincaré, espectro de freqiiéncia e
Expoente de Lyapunov de cada resposta para a caracterizacdo do sistema ter ou nao

movimentos regulares e irregulares para certos valores do parimetro de controle.

»  Sobre a influéncia da temperatura o sistema ndo ideal apresentou uma resposta rica.
A curva plano de fase — temperatura mostrou que a velocidade e o deslocamento do
sistema diminuem a medida que ocorre a transformacdo de fase martensitica para a fase

austenitica.

No capitulo 5, utilizou — se o método da média (“method of averaging”) baseado no
método de Krylov — Bogoliubov para a obtencdo de uma solugdo analitica aproximada de
primeira ordem, relativamente a um pequeno pardmetro do problema. O sistema original de
equacoes foi reduzido para um sistema contendo as equagdes de amplitude e fase da estrutura
e da freqiiéncia rotacional do motor de corrente continua, conhecida como equagdes média.

Com base nos resultados obtidos neste capitulo, conclui — se o seguinte:

» O bom desempenho deste método que foi utilizado para sistemas ndo ideais auxiliou

na andlise, do ponto de vista analitico, do comportamento dindmico ndo linear do sistema.

»  Pelo critério RH obteve — se condigdes de estabilidade do caso I e II estudados aqui.

»  Pontos especiais da solugdo estaciondria que definem o ponto maximo e o ponto de

salto na curva de resposta em freqii€ncia foram obtidos.
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»  Uma comparacdo da solugdo analitica aproximada com a integracdo numeérica direta
foi feita, mostrando que o método da média € uma ferramenta vélida para a solugdo

aproximada do caso nio ideal 1.

»  Jano caso II o método da média foi importante para encontrar a solucio periddica,
visto que a solu¢do numérica na regido de ressonancia deste sistema para as temperaturas

analisadas sdo cadticas.

No capitulo 6, dois modelos de controle linear 6timo com retoalimentacdo foram tomados,
um para o sistema ideal e outro para o sistema ndo ideal.

O desempenho deste método de controle foi verificado por ensaios numéricos MATLAB —
SIMULINK. Virios resultados numéricos foram feitos para diferentes valores de temperatura
tanto no modelo ideal quanto o do ndo ideal, onde observou — se o bom desempenho do

controle sobre a estrutura com excitagdo ideal e ndo ideal.

7.2  Trabalhos Futuros

Finalmente, citam — se alguns trabalhos futuros que poderao ser desenvolvidos:

»  No caso ideal, pode — se obter condi¢des para determinar diferentes valores de
pardmetros em que ocorram as bifurca¢cdes homoclinicas ou heterclinicas, e assim

conseqiientemente o regime cadtico, utilizando, por exemplo, o método de Melnikov.

» Pode — se também realizar um estudo analitico para o problema com excitagdo ideal
considerando um oscilador com dois graus de liberdade conectados por elementos com
memoria de forma, mostrando, por exemplo, a dindmica do sistema onde cada elemento

assume um valor diferente de temperatura
> No caso nao ideal seria interessante realizar um estudo numérico - matematico sobre

as condigdes e tipos de bifurcacdes que podem ocorrer, principalmente para os valores do

caso II.
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» Também no caso ndo ideal uma possivel andlise posterior seria o estudo do sistema
completo, incluindo a dindmica do motor nas equacdes de movimento (considerando a

equacdo elétrica do motor).
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Apéndice A

Modelagem de um motor CC

Segundo Dorf e Bishop (1997), o motor CC controlado pela armadura utiliza uma corrente de

campo constante e a relacdo eletro - mecanica do torque magnético desenvolvido pelo motor é

dada por
T, =K,l, (A1)
onde

T, € o torque magnético (ou motriz) desenvolvido pelo motor;
1, € a corrente elétrica;

K, € a constante de torque do motor;

Admite — se motores de corrente continua esquematizada, através da figura A2 cujas equagdes

de controle representativas de seus circuitos elétricos, sdo dadas pela equagdo, desejavel abaixo:

U—ea=RaIa+La(d1“J (A2)
dt

onde

U € a tensdo elétrica aplicada aos terminais do motor;

e, € a forca contra — eletromotriz;
R, € aresisténcia elétrica do motor;

L, sua indutancia elétrica do motor;
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Toq

Figura Al: Modelo de armadura do motor

A tensdo relativa a forca contra-eletromotriz e, € proporcional a velocidade angular do motor

e € expressa como

ea =K, (A3)

K, ¢ a constante da tensdo elétrica do motor;

¢ é a velocidade angular do motor;

Substituindo as equagdes (Al) e (A3) em (A2), obtém — se a seguinte expressao,

. (R L \dT
U-K,b=|—2|r a_|Zm A4
b? (Km) '"J{KMJ dt (A4)

A equacdo (A.4) relaciona as seguintes grandezas: a velocidade angular do motor, a tensio
elétrica aplicada, o torque magnético e a variacao do torque.

Em regime estaciondrio, e desprezando a indutincia (L, =0 ), a variagdo do torque € zero € a

equacgdo (A.4) € reduzida para.

_m _Kme }
Tm—R U e ) (AS5)

a a
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Observa — se, entdo se a tensdo aplicada U for mantida constante, a relacdo existente entre o
torque e a velocidade angular € do tipo linear, portanto as curvas caracteristicas deste motor sao

retas interceptando os dois eixos, como mostrado na figura abaico

L 3
[

Curva caracteristica do motor
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Apéndice B

Técnicas de perturbacao

Neste apéndice, apresentam — se a descricdo de forma resumida dos métodos de
perturbacdo que foram utilizadas no transcorrer desta dissertacdo, onde no caso ndo-ideal

adotou — se 0o método da média, e no caso ideal foi utilizado o método das multiplas escalas.

B.1. Método das Miiltiplas Escalas

Neste capitulo, € considerado um sistema tendo um grau de liberdade sobre a influéncia de
forcas externas, a extensdo para sistemas com mais de um grau de liberdade é imediata.

Especificamente, € considerada a equacdo abaixo
i+u=¢f(uu) (B1)

onde €€ um pequeno pardmetro, os pontos denotam a derivada com relagdo ao tempo

adimensional ¢, e u € a varidvel dependente adimensional. A funcdo f é geral, mas continua.

Para determinar uma expansdo de primeira ordem uniforme usando o método das
multiplas escalas, sdo introduzidas duas escalas T, =t e T, =et. Entdo, as derivadas tornam —

se
d
—=Dy+€D, +...
dt

dz
d_2 = Dg +28D0D1 +...
t

onde D, -0 . Aqui, a equagdo (B1) torna — se

DZu+2eDyDyu+...+u =¢f [u, Dyu+eDyu +.. (B2)
E procurado uma solugio aproximada de (B2) na forma
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u=uy(Ty, 1) )+eu, (T, T + ... (B3)
Substituindo (B3) em (B2) tem — se que
Dlug +eD3u, +2eDyDyutg +...+ ug +€u; = £f [uy +€u;, Douy + €Dy +...] = € (g, Dyttg )+ ... (B4)
Equacionando os coeficientes de poténcia ¢, obtém — se que

Dguo +uy =0 (BS)

Diuy +u; = =2DyDyug + f (i, Dyity) (B6)

Para poder usar diretamente a expansido em série de Fourier, é expresso primeiramente a

solugdo geral de (BS) na seguinte forma
uy=a cos(To +B) (B7)
Aqui,

Dyuy = —asin(T, +B)
D, Dyuy =—a sin(Ty +B)—af cos(T,, +B)

Entao, (B6) torna — se
DEu, +u, = 2a sin(Ty +B)+2ap cos(Ty +B)+ fla cos(Ty +B)—a sin(T, +B)] (B8)

Aqui, a expansdo de Fourier tem a seguinte forma

oo

flacos(T, +B)—asin(T, +B)|= fyla)+ i £, (@)cos(nTy +np)+ Z g, (a@)sin(nT, +np) (B9)

n=1 n=1

onde
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21

fo(a):L J.f(acosq),—a sin ) do (B10)

2n 0
1 2n
f,(a)= = J.f(a cos§,—a sin)cos nd do (B11)
0
1 2n
g, (a)= p J.f(a cos O,—a sin @) sin(nd) do (B12)

0

Usando a expansao em série de Fourier para f, reescreve — se a equacdo (B6) como

Diuy +u, =2a sin(Ty +B)+2aP cos(T, +B)+ f,(a)+ Z f,(@)cos(nTy +np)+ Z g, (a)sin(nT, +np) (B13)

n=1 n=1
Eliminando os ternos seculares de «,, tem — se que

2a+g,(a)=0 (B14)

2aB+ f,(a)=0 (B15)

Substituindo (B11) e (B12) em (B14) e (B15) encontra — se que

2n
a -~ Jf(“ cos ¢,—a sin §) sin(9) do (B10
21 0
1 2n
ap=-— J.f(a cos 0,—a sin ¢) cos(0) do (B17)
27 0

Substituindo (B7) em (B3) e sendo T, =¢, encontra — se que a primeira aproximacdo é dada

por

u=acos(t+p) (B18)

onde a e B sdo dados por (B16) e (B17).
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B.2. Método da média

O método da média € vantajoso na andlise de sistemas fracamente nao lineares, a idéia
basica é utiliza — lo para estudar pequenas perturbagdes em um oscilador linear. Este método

foi desenvolvido por Krylov e Bogoliubov, e é aplicado em sistemas da forma

ii+ogu =gf (u,11) (B19)

onde ¢ € um pequeno pardmetro, os pontos indicam derivadas com relacio ao tempo

adimensional ¢, u é a varidvel dependente adimensional e a fungdo f(u,u) é continua.

Quando £=0, a solucdo de (B19-5.1) pode ser escrita como

u = acos|w,t +pJ (B20)

sendo ¢=wyr+B onde a e B sdo constantes, pode — se reescrever a equagdo (B20) da seguinte

forma

u=acos(¢) (B21)

Quando €#0, a solugdo da equacdo (B19) pode ser expressa da forma (B21), mas a e B

sao agora funcdes do tempo ¢ e assim ndo sendo mais constantes. Logo, (B21) pode ser vista

como uma varidvel dependente «(r)e novas varidveis independentes a() € p(r). Desde que as
equacdes (B19) e (B21) constituem duas equagdes com trés varidveis u, a e B, € possivel

impor uma condi¢@o adicional. E conveniente considerar que a velocidade tenha a mesma

forma como no caso onde €=0, isto €;

U =-yasin(¢) (B22)

Para determinar as equagdes que descrevem a(t) e B(t), diferenciando (B20) com relacdo

ao tempo ¢ e assim se obtém que

u =—U)Oasin(¢)+dcos(q))—a[:’)sin(q)) (B23)
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Comparando (B22) e (B23), encontra — se que
acos(¢)—aP sin(¢p)=0

Diferenciando (B22) com relac@o ao tempo ¢, tem-se que
i = pa cos( ) — wyd sin( ) — wyaP cos( o)

Substituindo para u e ii na equagdo (B19) obtém - se
o sin( 0 )+ wyaP cos(§ ) = —ef (a cos §—wya sin )

Resolvendo (B24) e (B26), ¢ € p tornam-se

a :—isin((b)f(acos‘[)’—woa sing)
()

B=———cos(9) f(acos —tasin®)
[OVN7]

0

(B24)

(B25)

(B26)

(B27)

(B28)

As equacgdes (B21), (B27) e (B28) sdo exatamente equivalentes a equacao (B19) porque

nenhuma aproximagcao foi feita até aqui.

Para € pequenos, tem — se que 4 € B sdo pequenos, portanto « € B variam muito mais

devagar com relagdo ao tempo 7 do que ¢ =w,¢+p. Em outras palavras, a € B variam durante
o periodo de oscilacdo 2n/®, de sin¢ € cos¢. Isto permite calcular a média da variacdo de ¢

em (B27) e (B28). A média destas equagdes sobre o periodo 2n/w, e considerando a, B, a €

B serem constantes enquanto calculamos a média, obtém — se as seguintes equagdes que

descrevem a variacdodeae j3.

21
a==—= [ sin(9) f(acoso~wyasing)do
21 0

2n
B = _i Icos(q)) f(a cos ([),_(’-)()a Sln¢)d¢
2arm 0
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Apéndice C

MATDS

O MATDS é um programa baseado no MATLAB para investigacio de sistemas
dindmicos. A versdo atual permite computar as trajetérias, pontos de equilibrio, mapa de
Poincare, expoente de Lyapunov, campo vetorial etc. Ndo é necessdrio usar uma linguagem
de programagdo para usar o MATDS, tudo deve ser inscrito em caixas de didlogo e os

resultados podem ser facilmente e rapidamente obtidos.

Instalacao e comeco do MATDS

Para instalar o pacote é necessario fazer um diretério com o nome MATDS e copiar os
arquivos do matds-zip-file para este diretério. Isto cria subdiretérios de MATDS com todos os
arquivos necessarios. O diretério de MATDS dever ser um diretdrio atual da area de trabalho
do MATLAB. Para comecar o MATDS deve — se digitar matds na janela principal do
MATLB.

Estrutura do diretério do MATDS
e TEMP — diretério de trabalho para arquivos tempordarios.
e MATHS - diretério para a parte matematica do MATDS.
e SYSTEM - diretdrio para arquivos do sistema dinamico.

e GUI - diretério para GUI e partes do MATDS.

Exemplo:
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< MATLAB M=l E3

File Edt 3iew Web ®ndow Help

0O EF:‘ & B < o | s ‘ ? ‘CurrentDire-:tnrv:Ic:WORKMA vl J
[

»» matds

Welcome to dynamical systen inwvestigation

Inwestigation of c:vworkh\matlab\matds)tewp'temp system started.

t= 271.0100 ¥: 6.01234 12.51338 6.35812 —
t= 271.0130 ¥: 6.21030 12.90699 6. 53955 _ILI
3

il |
{I-Start|

Janela do MATLAB com saida do MATDS

Menu e janelas principais

Informagdes sobre o status do trabalho atual sdo obtidas na janela principal.

Class — tipo de sistema dinamico.

System — nome do sistema.

File Edit Compute Research “Window Options Help
Class ODE
Swstem chua
Jacohian Svmbolicallsw
Task trajectory
Method ode? 5

error le-010
max. step 0.5

Status ready
Current DS o uasertgovorukh~matlab. .
files: ~matds™temp~tamp . *

Menu principal do MATDS.

Saida de resultados

A saida grafica do MATDS pode ser obtida através do menu Windows na forma 2D ou

3D como mostra a figura abaixo
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1 |Plot 2-D 12 =10] =]
File Edit View Insert Tools Window Help -
Ohject  Attributes  Clear Redraw
DEesdaE "A /s 2B
a0 .
) Define variables on axes
Ab=cissa:
I H=—=
= 0r g
Ordinate: ¥ Scaling
Iv
Accept Cancel
-A0 L
-A0 0 a0
X
Janela de saida 2D

) Plot 3-D I3 =] B3
File Edit WView Insett Tools Window Help -
Ohject | Attribtes  Clear Redraw
JJ () =  Varahles on axes =

Ploting region
Current trajectory color
Pointz size
20 ¥ Trajectory
¥* Boincare man poie
0 ¥ Equilibria
-a0
-a0 £
0 0
g0 -50
Janela de saida 3D

Definicao de sistemas dinamicos.

A inclusdo de novas equacgdes diferenciais pode ser feita através de file — new system,

onde aparecera a janela abaixo:

<) First step of system definition

= B3

1 Map

Tvpe of system: ' ODE
bame of system: IABC
Coordinates: Ix,y,z
Time: t
Parameters: I a.b.c

Step two: eguation editing

Menu do primeiro passo de definicao do sistema.

O segundo passo para a inclusdo da nova equagdo é dada pela janela abaixo
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<) Dynamical system editing = (5] =]

IRfi 3 AR V¥ Variable is periodic
Equation for wvariable =z
Type: ODE Periaod: 4%pi
x'= a*sin(z)+e*cos (v)
Apply |
Eguations:

a*siniz)+o*cos(v)
b*siniz)+a*cos(z)
c*sin(y)+h*cos(x)

End of eguations editing

Janela para edicao do sistema (segundo passo de definiciao)

Integracao Numérica de Sistema ODE

Depois que as equagdes diferenciais forem incluidas no MATDS o proximo passo é
integra-las. Em todo programa o método padrdo de conjunto ODE — MATLAB s@o incluidos,
e também meios adicionais sdo usados: integradores de alta precisdo tais como ode 113, ode
78 e ode 87, onde os tipo de integradores e valores de pardmetros podem ser definidos no

menu edit e em seguida Compute — Start menu principal de comando

=} Plot 3—D» ||2 =] S
File Edit R =3 Insert Tools hrata g e mirory
Help - Object Attributes Clear Fedraw

DeEeEds= y A A s =B

J}"&

1

-0.05

Trajetoria caética no sistema de Chua.
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Mapa de Poincaré

Aqui existem dois tipos de mapa de Poincaré no MATDS: Secdo pelo tempo (saida dos
pontos da trajetdria com intervalos de tempo fixo) e se¢éo pelo plano no plano de fase. Tipo
de mapa e equagdes do plano ou intervalo de tempo podem ser definidos na janela de dialogo.
Para ativar o calculo do mapa de Poincaré deve — se usar o item Research — Poincare map

no menu principal do MATDS em seguida Compute — Start menu principal de comando

) Poincare map =] ) Poncare mop 3|

FPoincare map =ettings FPoincare map =ettings
V¥ Section on tine [ Section on time
[ Section by plane ¥ Section by plane

Section defined by plane:

Time interval=|3.1415926 Ezpr. Value

0. K. Cancel 0. K. Cancel
Mapa de Poincaré pelo Tempo Mapa de Poincaré pelo plano
4 Plot 2-D 111 =] 3

Fil=2 Edit “iew Inzert Tools: “wWindow Help - Object
Attributes  Clear Fedraw

DEEs v A A s =B

Mapa de Poincaré para o atrator de Ueda (pelo tempo)

226



Expoente de Lyapunov

Para ativar o calculo do expoente de Lyapunov deve — se usar o item Research —
Lyapunov no menu principal do MATDS em seguida Compute — Start menu principal de

comando

-} Lyapunov exponent x|

Lyapunov exponents options

Humber of exponents: I 3

Step of averaging: I 0.5
Step of output: I 10

oK. Cancell

Menu para o calculo dos expoentes de Lyapunov

J Lyapunov exponents =10 x|
File Edit “iew Insert Tools ‘Window Help
IDEE&S Z"A A/ 2R
Dynamics of Lyapunov exponents
2 T T T T T
o

o 2r T
I=

g 4f ]
o

o

5o .
=]

S 8r 1
=5

g

= A0F 3, =0.90047 1

42 — A=0.0011218 _
— A=-14.566
gl *3 4
0 100 200 300 400 500
1

Expoentes de Lyapunov para o sistema de Lorenz.

O endereco eletronico onde pode — se encontrar o MATDS e mais informagdes é o

seguinte: http://kvm.math.rsu.ru/matds
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