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Resumo 
Castão, Kleber Augusto Lisboa, Análise Dinâmica Não-Linear de um Sistema Não-Ideal, 

Utilizando Amortecedor Magneto-reológico., Bauru: Faculdade de Engenharia Mecânica, 

Universidade Estadual Paulista “Júlio de Mesquita Filho”, 2008, 117 pp., Dissertação 

(Mestrado). 

Nesta dissertação faz-se a análise da dinâmica não-linear de um sistema que possui preso a 

ele um motor de corrente contínua com potência limitada, onde são acoplados uma mola não 

linear e um amortecedor do tipo magneto-reológico (dispositivo que tem como fluído interno 

o fluído magneto-reológico). Com o objetivo de estudar e analisar a influência deste 

dispositivo na dinâmica do oscilador. Inicialmente apresenta-se uma breve descrição do tipo 

de problema estudado (sistemas não ideais) e uma revisão dos principais trabalhos que têm 

sido feitos tendo este dispositivo como foco de estudos. Apresentam-se os modelos utilizados 

para prever o comportamento destes dispositivos e também uma síntese de alguns modelos 

(mecânicos e matemáticos) mais elaborados e completos utilizados também para prever este 

comportamento. A partir daí é feita a apresentação do modelo que prevê o comportamento do 

amortecedor MR utilizado (modelo Bingham) e de uma suavização do mesmo, utilizada com 

o objetivo de melhorar o comportamento computacional do modelo inicial, junto a isso, 

apresenta-se a modelagem matemática do problema visando à obtenção das equações 

governantes do sistema. Faz-se então a análise do sistema durante a passagem pela 

ressonância (onde a freqüência de rotação do motor CC se aproxima numericamente e passa 

pela freqüência natural do sistema), analisando o efeito deste amortecedor durante esta 

passagem, analisa-se também a influência do dispositivo na evolução do Efeito Sommerfeld, 

um dos fenômenos intrínsecos desta classe de sistemas e também é feita uma analise do 

sistema em condições de movimento caótico também com o objetivo de prever o 

comportamento deste dispositivo, tudo isso é executado através da integração numérica das 

equações governantes do sistema. Para efeito de ilustração apresenta-se, também, uma 

pequena amostra do comportamento do sistema ideal paralelo ao estudado, também com a 

presença do amortecedor MR, na região de ressonância. 

 

Palavras chave: Amortecedor magneto-reológico, Dinâmica Não Linear, Caos, modelo 

Bingham. 
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Abstract 
Castão, Kleber Augusto Lisboa, Nonlinear dynamical analisys of a nonideal system, using 

magnetorheological damper., Bauru: Faculdade de Engenharia Mecânica, Universidade 

Estadual Paulista “Júlio de MesquitaFilho”, 2008,  117 pp., Dissertação (Mestrado). 

 

In this dissertation it made the analysis of the nonlinear dynamics of a system that possess 

to fixed it a direct-current motor with limited power, where is connected a damper of the type 

Magnetorheological (device that has as fluid intern the fluid Magnetorheological), with the 

objective to study and to analyze the influence of this device in the dynamics of the oscillator. 

Initially one brief description of the type of studied problem is presented (nonideal systems) 

and a revision of the main works that have been made having this device as focus of studies. 

The used models are presented to predict the behavior of these devices and also a synthesis of 

some models (mechanics and mathematicians) more elaborated and complete also used to 

predict this behavior. To continue this work, we present the model that predict the behavior of 

used MR damper (the Bingham Model) and a smoothing of the same, used with the objective 

to improve the computational behavior of the initial model and the mathematical modeling of 

the problem, together this, we show mathematical modeling of this problem aiming at to the 

attainment of the governing equations of the system. The analysis of the system it is made 

then during the passage for the resonance (where the frequency of DC motor it approaches 

numerically and crosses the natural frequency of the system), analyzing the effect of this 

damper during this passage, the influence of the device in the evolution of Sommerfeld Effect 

is also analyzed, one of the intrinsic phenomena of this classroom of systems and also is made 

a analyzes of the system in conditions of chaotic motions also with the objective to predict the 

behavior of this device, everything this is executed through the numerical integration of the 

governing equations of the system. For illustration effect it is presented, also, a small sample 

of the behavior of the parallel ideal system to the studied one, also with the presence of shock 

absorber MR, in the resonance region 

 

Keywords: Magneto-rheological damper, Nonlinear Dynamics, Chaos, Bingham model. 

 



Nomenclatura: 
 

k̂  coeficiente adimensional de mola não linear  

)(θ&L  força  eletro motriz 

M̂  função adimensional de características do motor 

)(θ&H  torque resistente do motor 

a constante responsável pela aproximação da função sinal pela função tang hiperbólica 

b parâmetro adimensional de interação suporte/motor 

c parâmetro do motor relacionado à tensão aplicada 

c0 coeficiente de amortecimento viscoso linear 

d parâmetro do motor relacionado ao tipo de motor utilizado 

fd força relacionada ao termo reológico do modelo Bingham 

J momento de inércia do motor 

kl constante da mola linear 

knl constante da mola não linear 

m massa desbalanceada 

M massa do suporte + motor 

r excentricidade 

Ra resistência elétrica do motor 

S função de característica do motor 

T período de vibração do sistema não ideal 

Va tensão aplicada nos terminais do motor 

X comprimento característico 

x deslocamento horizontal em dimensões físicas 

z deslocamento horizontal adimensional 

α amplitude do movimento 

β fase 

χ coeficiente adimensional ligado à tensão aplicada ao motor 

δ características adimensionais do motor 

Δ parâmetro de sintonia 

viii 

 

ε pequeno parâmetro adimensional responsável pelo balaço de ordem 
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ingham 

uavizado 

otor 

ε1 parâmetro adimensional ligado ao desbalanceamento do motor 

γ coeficiente adimensional ligado ao termo reológico do modelo B

γt coeficiente adimensional ligado ao termo reológico do modelo Bingham s

ξ coeficiente adimensional de amortecimento 

η coeficiente adimensional ligado ao desbalanceamento do m

θ deslocamento angular da massa desbalanceada 

σ parâmetro de sintonia 
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1. INTRODUÇÃO 

 

 O objetivo deste capítulo é mostrar como foi desenvolvido o presente trabalho, que se 
insere como um dos muitos trabalhos realizados pelo grupo do Prof. Dr. José Manoel 
Balthazar, em Teoria de Vibrações Ideais, Não Ideais, Não Lineares e Caóticas. No decorrer 
deste capítulo, apresentamos as motivações deste trabalho, a importância de problemas da 
teoria de vibrações não lineares ideais e não ideais para posicionamento do leitor em relação a 
estes tipos de problema e a descrição primaria dos capítulos e apêndices que compõem o 
trabalho.  

O estudo das vibrações não lineares de estrutura flexíveis excitadas por motores de fonte 
de potência limitada tem grande importância na Engenharia Mecânica atual. Inicialmente 
estudados por Kononenko (1969), estes problemas são denominados como não ideais, e serão 
analisadas neste trabalho em detalhes.  

Neste trabalho será analisado um problema não ideal sujeito a forças de amortecimento 
gerado por um amortecedor magneto reológico que, em suas equações governantes, relaciona 
a força através de um termo que ligado ao comportamento reológico semelhante ao modelo de 
atrito seco desenvolvido por Coulomb e por um termo de amortecimento viscoso usual, este 
conjunto é conhecido na literatura como modelo Bingham, Stanway et al. (1985, 1987), e 
muito divulgado, hoje em dia. 

A seguir, apresenta-se alguns detalhes dos sistemas não ideais. 

1.1 Sistemas dinâmicos não ideais 

Pesquisando-se a bibliografia disponível é possível perceber que, na grande maioria dos 
problemas de engenharia, a influência do movimento do próprio sistema na sua excitação é 
desconsiderada no modelo matemático que representa o problema. Em muitos casos, essa 
simplificação não é razoável e deve-se levar em conta que a fonte de excitação, ou a própria 
excitação, é influenciada pela resposta do sistema. 

Este fato empobrece a formulação da grande maioria dos modelos matemáticos da Teoria 
de Vibrações, tornando necessário estabelecer uma formulação mais realística que observe a 
interação entre as variáveis de controle da excitação e as variáveis de estado. 

Obtemos assim um sistema vibratório não ideal, ou seja, um sistema vibratório com fonte 
de potência limitada. Um exemplo clássico deste tipo de sistema é o de uma viga em balanço 
sobre a qual um motor elétrico de corrente contínua desbalanceado, com potência limitada, 
está montado. Neste caso, o movimento do sistema devido à sua flexibilidade, afeta também o 
desempenho do motor. Este sistema dinâmico tem algumas características importantes, 
provenientes da interação da fonte de excitação com a estrutura, tais como: 



17 

 

• Presença de variações bruscas da amplitude de deslocamento da estrutura 

(saltos) e da freqüência de excitação no caso particular em que se consideram as 

condições estacionárias do movimento; 

• Descontinuidade da curva amplitude versus freqüência; 

• Dependência destes efeitos com as características eletromecânicas do motor. 

Os efeitos descritos acima fazem parte de um fenômeno conhecido na literatura como 

efeito Sommerfeld, em homenagem ao primeiro pesquisador a observar estes fatos em seus 

experimentos, quando foi feito primeiro relato que se tem a respeito da interação entre um 

sistema oscilante e a fonte de energia, Sommerfeld (1904). Em seu experimento, constituído 

por um suporte e um motor elétrico acoplado a ele, o qual servia como fonte de excitação, ele 

observa que a velocidade do motor não era uma função suave que dependia apenas da energia 

inserida ao sistema. Percebe-se, portanto, que quando a amplitude atinge o seu valor máximo, 

na região de ressonância, o gasto de energia cresce aproximadamente o dobro. Entretanto,  

após a ressonância, a amplitude decresce bruscamente, enquanto a velocidade do motor cresce 

rapidamente. A este fenômeno atribuiu-se o nome de Efeito Sommerfeld. 

Em 1969, Kononenko, em seu livro elabora um rico estudo sobre sistemas dinâmicos com 

fonte de potência limitada, no qual faz referência a vários trabalhos e experimentos na área. 

Nayfeh e Mook (1979), apresentam uma revisão deste tipo de problema até 1978 e utilizam o 

método da media para apresentar uma solução analítica aproximada. 

Uma revisão completa de diferentes teorias sobre sistemas vibrantes não ideais é 

apresentada por Balthazar et al, (2003). Recentemente, a formulação de sistemas dinâmicos 

como não ideais tem sido explorada de forma intensiva. Bolla et al. (2007) apresenta um 

estudo de um problema não ideal utilizando o método das múltiplas escalas, mostrando uma 

serie de considerações a serem feitas ao se utilizar este método neste tipo de problemas. 

Dantas e Balthazar (2007) fez um estudo analítico-matemático sobre a existência e 

estabilidade de órbitas periódicas de um sistema não ideal. Piccirillo et al. (2008) utilizou uma 

técnica de controle para o estudo de um modelo não ideal com a rigidez modelada como 

sendo do tipo SMA (material com memória de forma). 



È importante ressaltar que as equações de movimento que representam o sistema dinâmico 

não ideal de vibrações podem ser divididas em dois conjuntos, como esquematizado a seguir, 

onde considera-se que o sistema possui apenas um motor: 

Primeiro conjunto de equações: 

Equações dinâmicas da estrutura em x + termos de interação (em x e em θ) = equações da 

excitação externa, atrito ou amortecimento. 

Segundo conjunto de equações: 

Equações de rotação do eixo do motor (relativas ao torque e com termos em 2dt
d θ2

) + outros 

termos de interação (em x e em θ) = equações características do motor ( relativas ao torque e 

com termos em M
dt
dθ ), 

onde: 

− x é o movimento descrito pela estrutura; 

− θ  é o ângulo de rotação do motor.  

Observa-se o fato de que as não linearidades quadráticas presentes no termo de energia 

cinética que obtemos na modelagem matemática do problema aparecem devido à presença de 

uma fonte de energia, o motor. Nota-se que as vibrações provenientes de aceleração e 

desaceleração do motor elétrico são representadas pela função M, ou seja, ela representa o 

torque desenvolvido pelo motor elétrico e a curva característica relaciona o torque com a 

velocidade angular. 

A cada ponto toma-se a velocidade angular do motor quando em rotação constante, 

formando uma curva, chamada curva característica estática, determinando o funcionamento 

do motor em estado estacionário. Todos os motores possuem esta família de curvas e todas 

elas representam a mesma relação de grandeza, mas cada uma corresponde a um valor de 

tensão aplicada ao motor.  
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Cada valor da tensão aplicada nos terminais do motor produz uma correspondente curva 

característica, cada uma delas relacionadas a um valor de potência constante, mas diferentes 

entre si. A primeira delas seria do tipo exponencial (mais próxima da realidade) e outra sendo 

do tipo linear para os valores da tensão, que será um dos parâmetros de controle do problema. 
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Fig 1.1: Curvas características do motor CC.  

Tm 

φ& φ&

Onde  representa a rotação do motor e Tm o torque desenvolvido pelo mesmo. φ

Percebemos então que os sistemas dinâmicos modelados como não ideais possuem um 

grau de liberdade a mais em relação a seu equivalente ideal, referente ao movimento de 

rotação do motor, dependendo da quantidade de motores presentes no sistema,. 

Neste trabalho adotaremos a família de curvas lineares, a mais comum na prática. 

Fenômeno de passagem e captura pela ressonância 

Neste item mencionam-se alguns conceitos para sistemas dinâmicos não ideais na região 

de ressonância, que é definida por: 

)(0 εωθ O
dt
d

=−                                                                                                                (1.2)  

onde, ε é um pequeno parâmetro e, 0ω  é a freqüência natural do sistema dinâmico vibratório. 

 

Supondo-se que o sistema dinâmico, em questão, partisse do repouso, a velocidade angular 

dt
dθ  do eixo do rotor cresceria até atingir a região de ressonância. Assim, dependendo das 

condições iniciais e dos parâmetros físicos, tais como: 



- Massa desbalanceada; 

- Massa do motor; 

- Momento de inércia do rotor; 

- Excentricidade da massa desbalanceada; 

- Constantes de torque desenvolvido pelo motor. 

e com o aumento da tensão aplicada nos terminais do motor, 
dt
dθ  continuaria crescendo além 

da região de ressonância (fenômeno da passagem pela ressonância) ou, permaneceria 

próximo à freqüência natural ω0 do sistema (fenômeno da captura pela ressonância). 

O tempo de passagem pela ressonância dependerá também das condições iniciais do 

sistema. O primeiro autor a sistematizar estas propriedades dos modelos matemáticos, não 

ideais, foi Kononenko (1969). Atualmente, uma completa revisão deste assunto, considerando 

o período de 1904 - 2003, pode ser encontrada em Balthazar et al. (2004, 2005), entre outros. 

1.2 Objetivos 

Os objetivos desta dissertação são apresentados a seguir: 

• A elaboração de um modelo matemático para o sistema não ideal em estudo, 

consistindo de um motor de corrente contínua, acoplado a um suporte oscilante por 

meio de molas não lineares e um amortecedor tipo magneto-reológico; 

• Realização de ensaios numéricos visando a previsão de vibrações não lineares que 

podem ocorrer na interação entre o oscilador e o motor de corrente contínua com a 

massa desbalanceada; 

• Apresentar uma solução para supressão de vibrações não lineares do sistema não ideal  

em estudo e demonstrar as vantagens que o amortecedor MR apresenta sobre os 

amortecedores usuais. 
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• Apresentar uma solução no sentido de controlar vibrações indesejadas e movimentos 

caóticos 

1.3 Materiais e Métodos: 

Para os ensaios numéricos desta dissertação utilizou-se um computador pessoal, 

programas de manipulação algébrica com Maple 11, diagramas de bloco em SIMULINK e 

rotinas de programação em MATLAB 6.5 como: 

• Integrador Adams – Bashforth – Moulton, ODE 113 do MATLAB para a 

integração direta das equações de movimento do sistema; 

• Rotinas computacionais desenvolvidas para o Mat Lab. 

1.4  Descrição da dissertação: 

O desenvolvimento desta dissertação foi efetuado de acordo com a descrição abaixo: 

No capitulo 1, é feita a introdução sobre o problema estudado e uma breve descrição dos 

sistemas modelados como sendo não ideais; 

No capitulo 2 é feita uma revisão da literatura, faz-se também uma apresentação dos 

amortecedores magnetos reológicos, desde sua concepção até os estudos que estão sendo 

feitos hoje em dia e a apresentação do modelo Bingham, que descreve o comportamento de 

amortecedores magneto reológicos,.  

No capitulo 3 apresenta-se o problema não ideal analisado e a obtenção das suas equações 

governantes. 

No capitulo 4, apresenta-se suavização do modelo Bingham de amortecimento, chamado 

de modelo Bingham Suavizado juntamente com os resultado numéricos obtidos através da 

integração direta das equações de movimento usando o integrador Adams – Bashforth – 

Moulton, ODE 113 do MATLAB.  

No capitulo 5, apresenta-se as principais conclusões obtidas nesta dissertação e a intenção 

de trabalhos futuros. 
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Em seguida, listam-se as principais referências bibliográficas utilizadas no decorrer desta 

pesquisa e os apêndices que completam o trabalho. No apêndice A, apresenta-se a modelagem 

matemática e a obtenção da equação que descreve as curvas características do motor CC. No 

apêndice B faz-se uma descrição da técnica de perturbação conhecida como Método da Média 

que permite encontrar uma solução analítica para o problema em que será aplicado, apresenta-

se a aplicação do método para as equações obtidas neste trabalho e as dificuldades 

encontradas na obtenção dessas soluções. No apêndice C apresenta-se a passagem pela 

ressonância de um oscilador ideal sob a ação do amortecedor Magneto-reológico e no 

apêndice D, apresenta-se as rotinas computacionais utilizadas na obtenção dos resultados 

deste trabalho. 

 Inclui-se também a súmula curricular do autor com os principais trabalhos publicados 

e/ou submetidos. 



23 

 

2. REVISÃO BIBLIOGRÁFICA. 

Neste capitulo faz-se uma explanação sobre as propriedades dos fluídos magneto 

reológicos e algumas de suas aplicações no campo da Ciência da Engenharia, comenta-se 

também alguns trabalhos realizados nesta área no item 2.1.  

2.1  Fluídos magneto reológicos (MR) e Amortecedores Semi-Ativos. 

O avanço da tecnologia, a busca de conforto e controlabilidade de veículos e até a busca 

de isolamento ou diminuição de vibrações em estruturas de grande porte, como prédios de 

muitos andares, devido a fenômenos da natureza, tem motivado pesquisadores e engenheiros a 

desenvolver dispositivos inteligentes cada vez mais eficazes no alcance destes objetivos. 

Dentre estes dispositivos encontram-se os amortecedores semi-ativos, comumente usados em 

suspensões de veículos que requerem uma grande supressão de vibrações e em prédios onde é 

necessária a eliminação de vibrações devido a fenômenos da natureza. 

Estes dispositivos têm sido motivo de muitos estudos sobre comportamento dinâmico e 

possibilidade de controle, e pela sua facilidade de manipulação e controle de resultados é que 

são chamados amortecedores semi-ativos. 

Unsal, (2002), em sua tese de mestrado faz uma revisão bastante rica no que diz respeito a 

amortecedores semi-ativos, tais como amortecedores de atrito, amortecedores hidráulicos e 

amortecedores que apresentam comportamento reológico. Além disso, desenvolveu um estudo 

experimental para identificar e caracterizar o comportamento de um amortecedor, mostrando 

a eficácia no controle de vibrações do sistema e que alterando a força normal aplicada ao 

controlador piezelétrico responsável pelo controle do atrito dentro do amortecedor, as 

características de amortecimento do sistema são alteradas. Nota também que a amplitude da 

força de atrito no amortecedor não depende diretamente da freqüência, comportando-se 

linearmente com maior dependência da tensão aplicada ao controlador piezelétrico. 

A descoberta inicial de líquidos com comportamento reológico é creditada a Willis 

Winslow que, nos anos 40, descreve pela primeira vez os efeitos em fluídos eletro reológicos 

(ou fluídos ER) Winslow, (1947 e 1949). Ao mesmo tempo, em 1949, Jacob Rabinow 

descreve alguns líquidos de comportamento magneto reológico (ou fluídos MR). Rabinow, 
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(1948 e 1951) desenvolveu os primeiros dispositivos com esse comportamento. Embora estes 

líquidos tenham fascinados cientistas, engenheiros e inventores por quase 60 anos, seu campo 

de aplicação se restringe a alguns dispositivos, tais como válvulas, freios, embreagens e 

amortecedores, em aplicações da engenharia civil e mecânica.  

Fluidos inteligentes, tais como os fluídos magneto-reológicos e eletro reológicos, exibem 

uma mudança visível de seu comportamento físico, gerando uma resposta desejada, quando 

são excitados com estímulos externos apropriados. A característica essencial dos fluídos 

magnetos reológicos é a sua habilidade de mudança reversível, indo de um fluído linearmente 

viscoso para um fluído semi-sólido e vice-versa, possuindo força e rendimento controlável em 

milissegundos, quando expostos a campos magnéticos.  

 Isto se deve ao fato de que no fluido magneto reológico, encontram-se micro partículas 

magneticamente polarizadas em suspensão, sensíveis à mudança do campo magnético 

aplicado ao pistão que o bombeia, (Spencer et al, 1996), no interior do dispositivos de 

amortecimento. Os fluídos reológicos, denominados também fluídos controláveis, quando 

livres de campos magnéticos, tem consistência de um óleo de motor. Mas quando o campo 

magnético é aplicado, as partículas magnetizadas adquirem um “momento dipolo” alinhado 

ao campo magnético, o qual força as partículas a formarem correntes lineares paralelas ao 

campo magnético,como mostra a Fig. (2.1). 

Quando o campo magnético é aplicado, as partículas mudam a sua organização dentro do 

fluido (que pode ser óleo mineral ou silicone), alterando suas propriedades visco-plásticas. 

Esta transição de propriedades pode ser alcançada em milissegundos. 

Usualmente, o diâmetro das partículas magnéticas é de 3 a 5 mícron. Amortecedores MR 

podem ser fabricados com partículas maiores, porém a suspensão das mesmas torna-se mais 

difícil com o aumento do seu tamanho. Partículas menores, de 1 a 2 mícron, que são mais 

fáceis de suspender, podem ser usadas, porém sua manufatura é mais complicada e custosa. 

Partículas ferro magnéticas ainda menores, estão disponíveis na forma de óxidos, tais como 

pigmentos utilizados em meios magnéticos de gravação, são uma possibilidade de uso na 

produção destes amortecedores, tornando-os completamente estáveis, pois estas partículas têm 

apenas 30 nanômetros de diâmetro, permitindo a construção de uma grande variedade de 

amortecedores, no que diz respeito ao tipo de resposta do dispositivo. Alguns estudos 



mostram que os fluidos reológicos podem trabalhar numa faixa de -40° até 150ºC sem perder 

suas propriedades de amortecimento. 

 

(a)                                                (b)  

 

 

 

 

Figura 2.1: Fluido magneto reológico: (a) Antes da aplicação do campo magnético; (b) 

Após a aplicação do campo. 

Existem basicamente dois tipos de fluídos controláveis – fluídos MR e fluídos ER. Uma 

primeira vantagem dos fluídos MR, origina-se da visco-plasticidade dinâmica que aparece 

devido à alta densidade energética que pode ser estabelecida no fluído. A densidade 

energética no fluído é limitada somente pela saturação magnética das partículas. Para fluidos 

MR baseados em partículas de aço, a densidade energética é de 0.1 Joules/cm3. Por outro 

lado, os fluidos ER são limitados somente pela tensão aplicada, mas a máxima densidade 

energética alcançada fica em torno de 0.001 Joules/cm3. Esta é uma razão pela qual o “ponto 

de mudança” de propriedades do fluído MR (viscosidade elástica para viscosidade plástica e 

vice-versa), é bem maior do que o do fluído ER, em ordem de magnitude, mesmo assim, suas 

viscosidades são quase as mesmas. Resistência a esforços próximos de 100 KPa podem ser 

obtidas por fluídos MR, contra 2 – 5 KPa máximos atingidos pelos fluídos ER. Esta alta 

resistência ao esforço, permite o design de pequenos dispositivos amortecedores com uma 

grande faixa de funcionamento. Calson e Spencer (1996a) perceberam que a quantidade 

mínima de fluído ativo no amortecedor é diretamente proporcional à viscosidade plástica e 

inversamente proporcional ao quadrado do esforço máximo resistido.  
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Para efeito de comparação de desempenho mecânico, o fluido MR ativo necessário é duas 

vezes menor que a quantidade de fluído ER ativo necessário em dispositivos amortecedores, 

resultando em dispositivos MR bem menores que os ER. 

Em uma perspectiva de implementação, embora as exigências de energia totais dos fluídos 

serem muito próximas, somente os fluidos MR podem ser facilmente controlados por fontes 

elétricas de baixa tensão, Calsom e Spencer (1996a), sendo controladas com baixas tensões e 

correntes variando na faixa de 1 – 2 amps. Fluidos ER, por outro lado, exigem tensões muito 

altas, na faixa entre 2000 – 5000 volts, o que não está sempre disponível em diversas 

situações como, por exemplo, em casos de supressão de vibrações de um edifício no momento 

em que acontece um terremoto, além disso, a utilização de alta tensão não é muito segura. 

Fios   

Acumulador Bobina geradora do
campo mag

 
nético Fluido MR

 

 

 

Eixo do pistão  Pistão  

Figura 2.2: Esquema de montagem do amortecedor magneto reológico. Obtido em 

Stanway et al. (1985, 1987). 

A resposta à tração e compressão do fluido dentro do amortecedor é dada pela seguinte 

formulação: 

ϕξςς &+= )(campoy                                                                                                               (2.1) 

onde )(campoyς  é o esforço produzido pelo fluído dentro do amortecedor, quando exposto ao 

campo magnético e atua na direção contraria ao deslocamento do sistema, ξ  é a viscosidade 

do fluido e ϕ&  é a velocidade total do sistema. Baseados neste tipo de comportamento 

reológico do fluido, Stanway et al. (1985, 1987) propuseram um modelo mecânico-

matemático para prever o comportamento destes fluidos que também é utilizado em 

Warminsk e Kecik, (2007), denominado modelo Bingham, um modelo mecânico composto 
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por um termo de amortecimento viscoso linear colocado em paralelo a um termo de 

amortecimento semelhante ao atrito de Coulomb. 

 Spencer Jr. et al, (1996) faz uma revisão de alguns modelos desenvolvidos a fim de 

modelar o comportamento de dispositivos MR, começando pelo modelo Bingham. (Fig. 

(2.3)), que é dado pela seguinte formulação: 

xcxfF d && 0)sgn( +=                                                                                                           (2.2) 

onde  é o coeficiente de amortecimento viscoso e é a força de atrito Coulomb,  relativa 

ao esforço produzido pelo fluido. Nota-se que, caso em algum ponto a velocidade do pistão 

seja igual a zero, a força de atrito no sistema é igual à força aplicada. 

0c df

Percebendo que este modelo não capta alguns fenômenos decorrentes deste tipo de 

amortecimento em velocidades muito próximas de zero, mas que em velocidades iguais a 

zero, o modelo matemático capta a mudança de sinal da força gerada decorrente da mudança 

de sinal das acelerações e deslocamentos, conclui que o modelo responde bem para análises 

das respostas globais do amortecedor e também caracteriza adequadamente o dispositivo para 

aplicações de controle.  

 

 

 

Figura 2.3: Representação mecânica do modelo Bingham para amortecedores magneto 

reológicos; obtido em Stanway et al. (1985, 1987). 
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a) Força vs. Tempo

b) Força vs. Deslocamento c) Força vs. Velocidade 

Figura 2.4: Comparação entre a resposta experimental e a simulação numérica com o 

modelo Bingham. (obtido em Spencer et al. (1996)). 

Continuando as pesquisas, em busca de um modelo que captasse todos os fenômenos 

recorrentes do amortecedor, Spencer Jr. et al (1996) estudaram o modelo proposto por 

Gamota e Filisko, (1991), que é uma extensão do modelo Bingham, sendo que o mesmo é 

colocado em série com um modelo de um sólido linear visco-plástico Shames e Cozzareli, 

(1992), Fig. (2.5), percebeu-se que as equações deste modelo captam também as respostas não 

lineares próximas de zero. Devido à grande dificuldade em simular estas equações, os autores 

utilizaram passos de integração na ordem de 10-6seg, captando as resposta não linear do 

amortecedor e exibindo um loop histerético para velocidades nesta região, Fig. (2.6). As 

equações governantes deste modelo são mostradas abaixo e a representação mecânica do 

modelo é apresentada na figura (2.5): 
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Figura 2.5: Modelo proposto por (Gamota e Fillisko, 1991). 

Em Fig. (2.6c) é possível perceber o loop histerético capitado em baixas velocidades. 

Ainda na busca de um modelo que se aproximasse mais ainda da resposta experimental, 

foi adaptado a este tipo de dispositivos, o modelo Bouc-Wen (Wen. 1976), para modelar o 

comportamento de amortecedores magneto reológicos por ser de fácil tratamento numérico, 

apresentar uma grande variedade de respostas histeréticas e ser bastante versátil na 

modelagem de sistemas que apresentam este fenômeno. Um esquema do modelo mecânico do 

modelo Bouc-Wem é apresentado na Fig. (2.6). 

O modelo Bounc-Wen capta a resposta força vs. deslocamento do amortecedor muito bem 

e possui uma resposta força vs. velocidade que está bem perto da resposta experimental 

obtida; porém, similarmente ao modelo Binghan, ele não capta a resposta não linear do 

amortecedor em velocidades próximas de zero e quando a velocidade e a aceleração têm 

sinais diferentes; as respostas para este modelo podem ser vistas na Fig.(2.7). 
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a) Força vs. Tempo 

 

 

 

 

b) Força vs. Deslocamento c) Força vs. Velocidade  

Figura 2.6: Comparação entre a resposta experimental e a simulação numérica com o 

modelo proposto por Gamota e Filisko, (1991), (obtido em Spencer et al. 1996). 

 

 

 

 

 

Figura (2.7): Modelo Bouc-Wen para amortecedores MR. 
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a) Força vs. Tempo

 

 

 

 

 
b) Força vs. Deslocamento c) Força vs. Velocidade 

Figura (2.8): Comparação entre a resposta experimental e a simulação numérica com o 

modelo Bouc-Wen, (obtido em Spencer et al. (1996)). 

As equações que governam este modelo são dadas a seguir: 

zxxkxcF α+−+= )( 000 &                                                                                                 (2.5) 

onde a variável z é governada por: 

xAzxzzxz nn
&&&& +−−= − βγ 1                                                                                            (2.6) 

Para obter uma resposta mais próxima do real, foi proposta por eles, uma modificação do 

modelo Bounc-Wen, com a introdução de um amortecedor viscoso e uma mola linear no 

modelo. A resposta obtida passa a ser mais próxima da resposta experimental, ou seja, o 

modelo proposto capta bem melhor a resposta do amortecedor em todas as regiões, mesmo 

quando as acelerações e velocidades têm sinais opostos e quando a magnitude das velocidades 
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são bem pequenas. O modelo e as respostas obtidas nas simulações numéricas podem ser 

observados nas Figs. (2.9) e (2.10). 

 

 

 

 

 

 

Figura (2.9): Modificação feita no modelo Bouc-Wen para amortecedores MR proposta por 

(Spencer Jr. et al, 1996). 

A força total de amortecimento pode ser dada por: 

)( 010 xxkycF −+= &                                                                                                         (2.7) 

sendo  

{ )(
)(

1
00

10

yxkxcz
cc

y −++
+

= && α }                                                                                 (2.8) 

E a variável z é governada por 

)()(1 yxAzyxzzyxz nn
&&&&&&& −+−−−−= − βγ                                                                    (2.9) 
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a) Força vs. Tempo

Figura (2.10): Comparação entre a resposta experimental e a simulação numérica com o 

modelo Bouc-Wen modificado, (obtido em Spencer et al. 1996). 

b) Força vs. Deslocamento c) Força vs. Velocidade 

Para evidenciar a melhora que este modelo apresenta, os autores fizeram um estudo dos 

erros entre os dados experimentais e a resposta do modelo. Estes erros foram calculados em 

função do tempo, do deslocamento e da velocidade em apenas dois ciclos completos. 

Gavin et al. (2001) procura um design ótimo para os amortecedores magneto reológicos 

(MR). Através de experimentos e modelos dinâmicos e algébricos, realiza um estudo 

aprofundado sobre o comportamento do amortecedor sujeito a vibrações em altas freqüências. 

A partir deste estudo, concluiu que o projeto do circuito magnético envolve variáveis 

múltiplas, como pode ser visto em seu trabalho, o que permite que o engenheiro otimize 

vários atributos eletromagnéticos do dispositivo MR, tal como a corrente aplicada. 

Mete et al., (2004) usou o modelo Bingham simplificado para realizar o controle do tipo 

LQR para um “quarter car model” ( modelo de ¼ de carro) para controlar as vibrações 

transmitidas ao automóvel pela resposta da suspensão à variação da pista. Foram usados os 

modelos linear e não linear e com essa análise, percebeu que a introdução de um amortecedor 



34 

 

MR diminui a aceleração transmitida para a massa suspensa (automóvel) e aumenta o 

conforto do passageiro, procurando mostrar a superioridade do amortecedor semi-ativo. 

Borowiec et al. (2006) utilizou o Método das Múltiplas Escalas para encontrar uma 

solução analítica aproximada para os valores do amortecimento MR, mostrando algumas 

possibilidades para este amortecimento. Verificou que o efeito das excitações de rápidas 

(ligadas as escalas do MME), podem aparecer por vários caminhos, incluindo forças externas 

de vários tipos e até outro grau de liberdade. Percebeu também que assimetrias nos termos 

originais do amortecimento podem modificar o ponto de equilíbrio. 

Kecik e Warminsk, (2007) investigaram a absorção de vibrações de um sistema auto-

paramétrico suspenso em uma mola não-linear e um amortecedor magneto reológico. Em seus 

estudos, perceberam que o amortecedor magneto reológico é um meio efetivo de eliminação 

das vibrações transmitidas para a fundação. A existência de instabilidade na resposta pode ser 

perigosa para a estrutura, pois o aumento incontrolável dessas vibrações pode, eventualmente, 

destruí-la; mas este tipo de movimento foi eliminado pela introdução do amortecedor magneto 

reológico e pelo controle de suas taxas de amortecimento. Nota-se em seu trabalho que o 

aumento dessas taxas pode diminuir as amplitudes do movimento nas regiões de ressonância. 



3. MODELAGEM MATEMÁTICA DO PROBLEMA NÃO IDEAL 

6.2 Utilizando-se o modelo Bingham de amortecimento. 

O modelo estudado é visto como uma viga flexível engastada em uma das suas 

extremidades e na outra encontra-se um motor de corrente contínua desbalanceado e com 

potência limitada, a partir daí, constrói-se a representação física do modelo, que é constituído 

pelos seguintes componentes: um motor com uma massa desbalanceada, acoplado a um 

suporte ligado a uma mola não-linear e a um amortecedor magneto reológico. O modelo de 

amortecimento utilizado será o modelo Bingham, descrito no capítulo anterior. 

Sendo M a massa do conjunto suporte + motor CC, m a massa desbalanceada de 

excentricidade r, kl e knl as constantes linear e não-linear da mola, J o momento de inércia do 

rotor, de acordo com a Fig. (3.1). 

A seguir, obtêm-se as Energias Cinética e Potencial do modelo. Para isso, definem-se o 

deslocamento horizontal, (x), e vertical, (y), da massa desbalanceada como sendo: 

 θ
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θθθθ cos&&&&& rysenrxx desbmassadesbmassa =−= 

 

 

 

 

 

Figura 3.1: Modelo real (obtido em El-Badawy (2007)) e representação física do mesmo. 

Nota-se que o deslocamento vertical do modelo real, torna-se o deslocamento horizontal 

do modelo discretizado. 

Calculando a Energia cinética e potencial do sistema, tem-se: 

θrsenyrxx desbmassadesbmassa += cos =

θ&

x 

M  m
r 

kL,kNL 

c0, fd J 

Motor desbalanceado 

    
θ 
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1

2
1

2
1 θθθθθ &&&&& rmsenrxmJxMT +−++=                                                 (3.1) 
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4
1

2
1 xKxKV NLL +=                                                                                                      (3.2)  

o primeiro termo da energia cinética é relacionado com o movimento oscilatório do sistema, o 

segundo é relativo ao momento de inércia do rotor e os outros termos restantes são 

relacionados ao movimento giratório da massa desbalanceada, considerando-se  suas 

componentes vertical e horizontal. Os dois termos da energia potencial estão ligados 

diretamente às forças da mola, com componentes lineares e não lineares. 

E o Lagrangeano do sistema é dado por:
 

422222

2
1

2
1)cos(

2
1)(

2
1

2
1

2
1 xKxKrmsenrxmJxMVTL NLL −−+−++=−= θθθθθ &&&&& (3.3) 

Com a obtenção do lagrangiano, calcula-se as seguintes derivadas espaciais e temporais: 

θθθθ senmrxmMsenmrxmxM
x
L &&&&&
&

−+=−+=
∂
∂ )(                                                          (3.4) 

))(cos)(()( 2 θθθθ &&&&&
&

+−+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂ senmrxmM

x
L

dt
d                                                             (3.5) 

3xKxK
x
L

NLL −−=
∂
∂                                                                                                         (3.6) 

Donde se obtém as equações de Lagrange, Meirovitch (1970): 

)())(cos)(()( 32 xFxKxKsenmrxmM
x
L

x
L

dt
d

BNLL &&&&&&
&

−=+++−+=
∂
∂

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂ θθθθ           (3.7) 

Sendo que ))sgn(()( 0 xfxcxF dB &&& += , é a função que representa o modelo Bingham de 

amortecimento, onde fd é a força relacionada ao termo da função sinal do modelo matemático 

do amortecedor magneto reológico conectado ao bloco oscilante e c0 é o coeficiente de 

amortecimento viscoso linear, também ligado ao amortecedor. Então, obtêm-se a seguinte 

equação: 
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)())(cos)(()( 32 xFxkxksenmrxmM BNLL &&&&&& −=+++−+ θθθθ                                      (3.8) 

e: 

θθθθθθθθθ
θ

&&&&&&&
&

22222 cos mrsenxmrJmrsenmrsenxmrJL
+−=++−=

∂
∂                    (3.9) 

)cos()( 2 θθθθ
θ

&&&&&&
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xsenxmrmrJL
dt
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+−+=⎟
⎠
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⎜
⎝
⎛

∂
∂                                                             (3.10) 

θθθθθθθθ
θ

coscoscos 2222 senmrsenmrxmrL &&&&
&

−+−=
∂
∂                                            (3.11) 

então, as equações de Lagrange tem a forma: 

θθθ
θθ

&&&&&
&

dcsenxmrmrJLL
dt
d

−=−+=
∂
∂

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂ )( 2                                                          (3.12) 

A partir de (2.9) e (2.14), obtêm-se as seguintes equações governantes do movimento: 

)())(cos)(()( 32 xFxkxksenmrxmM BNLL &&&&&& −=+++−+ θθθθ                                      (3.13) 

θθθ &&&&& dcsenxmrmrJ −=−+ )( 2                                                                                     (3.14) 

onde  é a equação que descreve as curvas características do motor CC na forma 

simplificada. (ver apêndice). 

θ&dc −

Com o objetivo de facilitar a análise do problema, utilizaremos as variáveis na forma 

adimensional (sem dimensão física), para isto defini-se XzxXzxzXx
X
xz &&&&&& =⇒=⇒=⇒= , 

equações (2.15) e (2.16), obtêm-se: 

onde X é um comprimento característico no modelo em estudo, substituindo esta variável nas 

[ ] )))sgn((cossin)( 2
0

233 xXfxXcmrzXkXzkzXmM dnll &&&&&&& +−=+−+++ θθθθ          (3.15)

                                                                                   (3.16) 

 

)(sin)( 2 θθθ &&&&& SzmrXmrJ =−+
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e define-se também Tt
T
t ττ =⇒= , onde T é o período de vibração do sistema, substitui-se 

nas equações (3.15) e (3.16), obtendo-se: 

[ ] ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′+−=′+′′−++′′+ )sgn(cos)( 02
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33
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 (3.17) 
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Nota-se que as constantes que multiplicavam o termo da velocidade dentro da função sinal 

foram descartadas, isto ocorreu por que estas constantes têm o sinal positivo, o que significa 

que não interfeririam no sinal da função durante as simulações. 

Considera-se ξ2
)(

0 =
+ mM
Tc

 como a taxa de amortecimento, 
)(1 mMX

mr
+

=ε  um termo 

adimensional suficientemente pequeno e pode-se definir 

l

l

k
mMT

mM
TkT )(1

)(
2

2
22

0
+

=⇒=
+

=ω , assim obtêm-se as seguintes equações diferenciais: 

[ ] ))sgn((ˆcossin 32
1 zzzkzz ′+′−−′+′′=+′′ γξθθθθε                                                (3.21) 

)(ˆsin θθηθ ′+′′=′′ Mz                                                                                                    (3.22) 
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onde: 
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então tem-se as equações da seguinte forma: 

[ ] )(ˆcossin 32
1 zFzkzz B ′−−′+′′=+′′ θθθθε                                                                (3.23) 

)(ˆsin θθηθ &Mz +′′=′′                                                                                                    (3.24) 

Tabela 3.1: Descrição dos parâmetros. 

Parâmetro  Descrição 

   k̂ Coeficiente adimensional da mola não linear 
γ Força adimensional ligada ao comportamento reológico do amortecedor 
ξ Coeficiente adimensional de amortecimento viscoso 

ε1, η Termos adimensionais relacionados à interação motor‐oscilador 
χ Termo adimensional ligado à tensão aplicada ao motor 
δ Termo adimensional ligado às características do motor escolhido 

 

Com o objetivo de facilitar ainda mais a análise do problema, faz-se uso de variáveis de 

estado, para isto, toma-se o seguinte vetor de estado: 
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e reescreve-se as equações na forma de variáveis de estado: 
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com: 

                             (3.26) 

Que são as equações para o modelo estudado com o modelo Bingham para o amortecedor 

to reológico modelado pela função sinal, no qual 
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xxxxxA
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B
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))sgn(()( zzzFB ′+′=′ γξmagne  é a função 

do que representa o modelo Bingham na forma adimensional e ()( 22 xxFB ))sgn( 2xγξ +=  é a 

função do que representa o modelo Bingham na forma de variáveis de estado. 

No momento em que se toma ε1 = 0, tem-se o problema ideal, haja visto que a massa 

desbalanceada acoplada ao eixo do rotor, não tem mais influência na excitação do sistema, 

poi

o termo que transmite 

movimento do motor ao sistema) no problema não ideal. Da mesma forma, o termo η é o 

termo responsável pela resposta transmitida do sistema ao motor, pois esta influencia 

Utiliza-se no próximo conjunto de equações, uma suavização para o termo de 

s este é um dos dois parâmetros responsáveis pela interação do motor com o sistema e vice 

versa, ele dita qual a magnitude do termo excitador ( energia de 

diretamente na excitação 

 A seguir obtem-se as equações do modelo não ideal com o modelo Bingham suavizado. 

6.3 Utilizando-se o modelo Bingham Suavizado. 

amortecimento reológico no modelo Bingham, feito pela função tangente hiperbólica onde se 

introduz uma constante a no argumento da função, que será o responsável por ajustar a 

aproximação da função sinal. Com esta mudança, chega-se as seguintes equações: 

) 

                                                       (3.28) 

pela função tangente hiperbólica. Depois de feitas as adimensionalizações e colocando as 

)())(cos)(()( 32 xFxkxksenmrxmM BSnll &&&&&& −=+++−+ θθθθ                                      (3.27

θθθ &&&&& dcsenxmrmrJ −=−+ )( 2                              

Sendo ))tanh(( 0 xafxcF dBS && +=  a função que representa o modelo Bingham suavizado 



equações na forma de variáveis de estado, como foi efetuado no item anterior, têm-se o 

seguinte conjunto de equações: 
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                                                                   (3.29) 

                             (3.30) 

Que são as equações para o modelo estudado com o modelo Bingham para o amortecedor 

Magneto-reológico suavizado pela função tangente hiperbólica onde 
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))tanh(()( 222 xxxF t κγξ +=BS  é a função do que representa o modelo na forma de variáveis 

de estado. 

Nota-se que este conjunto de equações tem os parâmetros adimensionais idênticos aos 

parâmetros do conjunto anterior, com a exceção do termo que aprox

função tangente hiperbólica, que no primeiro conjunto não aparece e é dado por: 

ima a função sinal pela 

0ωκ aX=                                                                                                                        (3.31) 

capitulo. 

Com estes conjuntos de equações, dá-se inicio ás simulações numéricas, no próximo 
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4. RESULTAD

capítulo apresenta-se os resultados numéricos para o modelo matemático obtido no 

capítulo anterior, obtidos pela integração direta das equações de movimento. Primeiramente, 

apresenta-se os resultados numéricos evidenciando a passagem pela ressonância para certos 

valores do amortecimento Magneto-reológico. Posteriormente, analisa-se o efeito deste 

amortecimento quando o sistema apresenta movimentos caóticos.  

4.1

entais sugerem 

itada) e sua 

 Engenharia Moderna, tomando 

as vibratórios não 

ideais, ou seja, com fontes de potência limitada, tomando como foco principal a presença do 

amortecedor magneto-reológico no modelo estudado. 

Neste capítulo serão buscados os resultados numéricos decorrentes da integração direta 

das equações de movimento do sistema não ideal, inicialmente realizadas com o modelo usual 

de amortecimento viscoso linear e posteriormente com a introdução do termo amortecimento 

Magneto-reológico (modelo Binghan) usando-se a função sign ), (sinal de ), para 

modelagem do mesmo. Com a intenção de “suavizar” a descontinuidade encontrada, substitui-

se a função sinal, no conjunto de equações, pela função tanh(a ), (tangente hiperbólica de 

), onde compara-se os resultados obtidos por estas equações com resultados do primeiro 

conjunto para verificação de sua validade. 

        (a)                                                        (b)        

 

 

 

Figura 4.1: (a) função sinal; (b) função Tangente Hiperbólica 

OS DOS ENSAIOS NUMÉRICOS. 

 

Neste 

 Introdução 

Investigando a literatura ressalta-se que os resultados teóricos e experim

que a dinâmica do acoplamento entre a fonte de energia (fonte de potência lim

estrutura de suporte não pode ser ignorada nos problemas de

este fato como incentivo, investiga-se a dinâmica não linear de sistem

( x&

 os 

x&

x&

x&



10.2 Resultado dos ensaios numéricos 
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estas simulações utilizam-se três modelos de amortecimento: o modelo usual de 

amortecimento viscoso, o modelo Bingham para amortecimento Magneto-reológico ( )(xF ) 

s parâmetros destas simulações foram escolhidos de tal forma que os 

fen

e as simulações, os fenômenos que se 

pro

N

2B

e o modelo Bingham suavizado ( )( 2xFBS ). Os valores dos parâmetros ξ, va e (γ, γt),  que são 

componentes das funções serão modificados durante as simulações, com a intenção de 

analisar o efeito do amortecedor Magneto-reológico no sistema e a aproximação feita pela 

função tangente hiperbólica. 

Nota-se que o

ômenos decorrentes da interação do motor com a estrutura fossem facilmente observados, 

seguindo-se este pensamento selecionou-se dois conjuntos de parâmetros a serem utilizados 

nas integrações das equações (3.25) e (3.29), que se apresentam a seguir. 

Os parâmetros do utilizados no item 4.2.1 foram obtidos em El Badawi (2007) e os 

parâmetros utilizados no item 4.2.2 foram obtidos em Cveticanin et al. (2006). Foram 

escolhidos estes parâmetros por apresentarem, durant

curava analisar neste trabalho. 

Faz-se a análise do problema durante a passagem pela ressonância do sistema, que é a 

região considerada como sendo os valores numéricos da freqüência de rotação do motor CC 

(média da freqüência) θ& , estando próximo do valor numérico da freqüência natural do 

sistema 0ω  = 1, ( 0ωθ ≈& ). Serão feitas simulações para valores da freqüência do motor em

condições antes da ressonância, na ressonância e após a ressonância. 

As condições iniciais consideradas 

 

são diferentes para as duas situações e serão 

apr

as simulações computacionais das equações (3.25) e (3.29) considera-se apenas a 

interação entre o sistema não ideal e o motor de corrente continua, isto é, considerou-se 

apenas a variação do torque gerado pelo motor como constante, que representaria as curvas 

características do motor elétrico, tomadas como sendo na forma de linhas retas: 

ˆ             (3.42) 

esentadas no devido tempo. 

N

θ ′                                                                                                  δχθ −=)(M
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tipo de motor utilizado e o parâmetro χ está ligado 

dire

As simu  

4.2

ortecimento Magneto-reológico também são modificados 

dur

na o (3.25

 

 

Figura 4.

de modo que o parâmetro δ depende do 

tamente à tensão aplicada no motor, que será modificado durante as simulações. 

4.2.1 Ensaios numéricos 1: 

os seguintes parâmetros: χ= 0.3058*va,  δ = 1.5,  ε1 = 0.002,   η = 0.06,  k̂  = 0.1296, κ = 100; e 

as seguintes condições iniciais: x

lações, neste item, foram realizadas utilizando-se as equações (3.25) e (3.29), com

1 = 0, x2 = 0.000001, x3 = 0, x4 = 0. 

.1.1 Modelo de amortecimento viscoso usual. 

A Figura 4.2 representa as amplitudes, no regime permanente, das oscilações do sistema 

bloco + motor, para rotações crescentes do motor CC, durante a passagem pela ressonância 

(ω0=1). 

Nota-se que as amplitudes plotadas na figura são calculadas como sendo a amplitude 

máxima encontrada no vetor de deslocamentos no estado estacionário e a freqüência é tomada 

como a média da velocidade rotacional do motor de corrente continua. Os valores dos 

parâmetros responsáveis pelo am

ante as simulações para observar-se a influência dele no modelo não ideal. 

Neste item, efetua-se as simulações numéricas das equações (3.25) com o modelo de 

amortecimento viscoso usual. Para obtermos este modelo de amortecimento, basta tomar γ = 0 

equaçã ) e o parâmetro ξ=0.005616: 

 

 

 

2: Efeito Sommerfeld; modelo de amortecimento viscoso usual. 

B

A
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nância, o 

otor ao sistema, logo após esta 

causando o salto. Este é o fenômeno conhecido 

t

ma variação nos valores da 

dico, a rotação do motor também 

4=0.997, este valor numérico (que também será obtido nas outras 

simulações) é o valor da rotação media do motor, toma-se este valor para ter-se uma 

esti

 

 

 

Figura 4.3: Histórico no tempo da rotação do motor, va=4.90 V 

 

 

 Percebe-se na figura, os saltos nas amplitudes do ponto A até o ponto B, nota-se que a 

amplitude do movimento aumenta conforme nos aproximamos da região de resso

que significa um aumento da energia transmitida do m

 abruptamente, 

com

e perió

estaciona.  

passagem, a energia diminui

o Efeito Sommerfeld. 

Nas figuras (4.4), (4.7) e (4.10), nota-se a interação entre o mo or e movimento do 

sistema, enquanto o sistema continua no estado transiente, existe u

rotação do motor e quando o movimento torna-s

Nas próximas figuras, usa-se o valor va=4.90 V e obtêm-se o sistema em condição antes 

da ressonância, x

mativa da proximidade entre a rotação do motor e a freqüência natural do sistema. 
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ento do sistema, va=4.90 V 

 

 

nto, va=4.90 V 

Observando a encontra-se 

senta características 

regulares. Serã e movimento 

encontrados. 

Nas Fig. (4.6), (4.7) e (4.8) usa-se o valor va=4.93 V e obtêm-se o sistema em condição de 

ressonância, x4=1.001: 

 

 

 

Figura 4.4: Histórico no tempo do deslocam

 

 

 

 

 

 

Figura 4.5: Plano de fase, caracterizando o tipo de movime

 as Fig. (4.3), (4.4) e (4.5), nota-se que o movimento do sistem

muito próximo da ressonância e que o movimento do sistema apre

o apresentadas mais ferramentas para se caracterizar os tipos d



 

 

 

 

 

 

Figura 4.6: Histórico no tempo da rotação do motor, va=4.93 V 
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Figura 4.8: Plano de fase, caracterizando o tipo de movimento, va=4.93 V 

 

 

Figura 4.7: Histórico no tempo do deslocamento do sistema, va=4.93 V 
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Nota-se, obser tor com a estrutura, que 

pode ser percebido ob a rotação do 

motor. Notamos que a rotação  ressonância, sendo por 

ela capturada, devido sua proxim  rotação do motor. 

Nas Figura (4.9), (4.10 -se o sistema em 

condição acim

 

 

 

 

 

 

 

 V 

 

 

 

 

 

 

Figura 4.10: Histórico no tempo do deslocamento do sistema, va=4.96 V 

 

vando-se a Figura (4.6), a m ior interação do mo

servando-se o aumento das amplitudes de oscilação d

 do motor se inicia acima da região de

idade e à alta magnitude das oscilações da

) e (4.11), usa-se o valor va=4.96 V e obtêm

a da ressonância x4=1.0105: 

a

Figura 4.9: Histórico no tempo da rotação do motor, va=4.96
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nto, va=4.96 V 

Neste caso, em que o sistem  ressonância, a relação entre o 

motor e sistem rotação do motor e 

transferência de energia entre el o período de transiente e as 

oscilações do movi ância e na 

ressonância. 

Expoentes de Lyapunov 

 

Figura 4.11: Plano de fase, caracterizando o tipo de movime

a está em condições acima da

a é bastante grande, há uma grande oscilação da 

es (sistema e motor), aumentando 

mento do sistema em relação às simulações feitas antes da resson

Tabela 4.1: Expoentes de Lyapunov (ξ = 0.005616). 

Expoente va=4.90 va=4.93 va=4.96 

λ1 0 0 0 

λ2 -0,00433 -0,002425 -0,001 

λ3 -0,00455 -0,004565 -0,00533 

λ4 -1,4976 -1.498.335 -1,5026 

Observando a Figura (4.12) e a tabela 4.1 é possível perceber a periodicidade do 

ovimento durante a passagem pela ressonância, através das FFTs que apresentam apenas um 

pico freqüência e os Expoentes de Lyapunov que apresentam nas três simulações, atratores 

periódicos. (quando tem

movimento é caracterizado como sendo periódico). 

m

-se um expoente  igual a zero e todos os outros negativos, o 



50 

 

 seguir apresentam-se as FFTs, para ajudar na analise das características do movimento: 

 

Figura 4.12: FFT: (a) antes da ressonância; (b) na ressonância; (c) depois da ressonância. 

Estes resultados que utilizam o modelo viscos ual f cados para servirem 

como parâmetro de comparação para a dinâmica do sistema com  amortecedor Magneto-

reológico. A seguir, apresenta-se a analise da dinâm ca do sis a sob a ação de 

amortecedores Magneto-reológicos.

10.2.1.2 Modelo de amo ciment to-r

A

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(c) 

(b) (a) 

o linear us oram colo

 o

i tem

 

rte o Magne eológico 

 A seguir, efetuam-se as simulações numéricas das equações (3.25) e (3.29) com o modelo 

de amortecimento Magneto-reológico, onde se utiliza os parâmetros γ=γt=0.0001988988 e  

ξ=0.0028081, (caso 1): 
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Figura 4.13: Efeito Sommerfeld; (a) ; (b) 

bservando a Figura 4.13, é notável que a introdução do amortecedor Magneto-reológico 

com metros de amortecimento viscoso e de comportamento reológico baixos, aumenta a 

faixa de freqüências do motor em que o sistema encontra-se em ressonância, isto de deve 

principalmente ao baixo amortecimento produzido pelo amortecedor, o que permite que seja 

notada a acão das não linearidades introduzidas no modelo, principalmente pela mola não 

linear. Sabe-se, investigando a vasta literatura sobre o assunto, que a não linearidade 

int il 

modificado, de acordo com a “importância” que este parâmetro apresenta nas simulações. 

Per

amento do sistema durante a passagem pela ressonância 

para os valores do amortecedor MR citados acima.  

Nas Figuras 4.14, 4.15 e 4.16, usa-se o valor va=4.90 V e tem-se o sistema em condição 

ant

ortecedor Magneto-reológico, percebe-se que a freqüência do motor 

apresenta uma oscilação mais uniforme depois que encontra o equilíbrio, pois a força 

opositora ao movimento é maior. Vimos também que a freqüência do motor se aproxima 

bastante da ressonância, até passando por ela e voltando para valores abaixo dela, isso ocorre 

                                                                                       

 

 

 

 

 

 

A

B

A

B 

(a)                                                                    (b) 

)( 2xFB )( 2xFBS . 

O

 parâ

roduzida pela mola faz com que a curva freqüência X amplitude tenha seu perf

cebe-se também que a aproximação feita pela função tangente hiperbólica é extremamente 

boa, sendo que a mesma não apresenta praticamente nenhuma diferença da função sinal.  

A seguir apresenta-se o comport

es de ressonância, x4=0.9973. 

Com a adição do am
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er-se perto da ressonância e ser 

 

 

 

amento do sistema, va=4.90 V 

 

 

porque o motor não tem potencia suficiente para mant

capturada pela mesma, deve-se também à resistência maior do amortecedor. 

 

 

 

 

 

Figura 4.14: Histórico no tempo da rotação do motor, va=4.90 V 

 

 

 

 

 

Figura 4.15: Histórico no tempo do desloc
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nto, va=4.90 V 

Com a introdução do amortecedor MR com valores baixos para o amortecimento gerado 

(gerando meno nterior), nota-

se que as amplitud eocupante se as 

vibrações do sistem ento 

em

as Figuras 4. a em condições 

de ressonância, x4

 

 

 

 

 

 

Figura 4.17: Histórico no tempo da rotação do motor, va=4.93 V 

Figura 4.16: Plano de fase, caracterizando o tipo de movime

s amortecimento que o amortecedor viscoso observado no item a

es do movimento foram aumentadas, o que seria um fator pr

a com grandes amplitudes forem indesejáveis durante seu funcionam

esma região de estudo da Figura 4.3.  

17, 4.18 e 4.19 usa-se o valor va=4.93 V e obtêm-se o sistem

=1.002. 

 regiões antes da ressonância, a m

N
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a, va=4.93 V 

 

 

 

nto, va=4.93 V. 

Percebe-se que o movi

amortecime odelo de 

mortecime

a em condição 

acima da ressonância, x

 

 

 

Figura 4.18: Histórico no tempo do deslocamento do sistem

 

 

 

Figura 4.19: Plano de fase, caracterizando o tipo de movime

mento na região de ressonância para estes valores do 

nto (MR) é muito parecido com o comportamento para o m

nto viscoso usual, sem muitas mudanças.  

Nas figuras 4.20, 4.21 e 4.22 usa-se o valor va=4.96 V e tem-se o sistem

4=1.0106. 

a
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Nota-se que aum tor alcança potência suficiente para 

ltrapassar a regiã nto deve-se a interação 

com o sistem

 

 

 

 

 

ento do sistema, va=4.96 V 

 

Figura 4.20: Histórico no tempo da rotação do motor, va=4.96 V 

entando o parâmetro de controle, o mo

o de ressonância. A oscilação no inicio do movime

a, que neste aumenta o período transiente e aumenta as oscilações. 

u

 

Figura 4.21: Histórico no tempo do deslocam



 

56 

 

 

 

 

 

Figur 6 V. 

a analise das 

características do movimento: 

Tabela 4.2: Expoentes de Lyapunov. (γ==0.0001988988 e  ξ=0.0028081) 

Expoentes de Lyapunov 

 

a 4.22: Plano de fase, caracterizando o tipo de movimento, va=4.9

Aqui se pode perceber  que os movimentos encontrados para este valores do parâmetro de 

controle são todos periódicos. 

A seguir apresentam-se as FFTs e os Expoentes de Lyapunov, para ajudar n

Expoente va=4.90 va=4.93 va=4.96 

λ1 0 0 0 

λ2 -0,00383 -0,0027435 -0,00102 

λ3 -0,003438 -0,003675 -0,0050039 

λ4 -1,497192 -1,498199 -1,4993 

 

Observando-se Figura 4.23 juntamente com os retratos de fase apresentados, é possível 

notar a periodicidade do movimento durante a passagem pela ressonância, através das FFTs 

que apresentam apenas um pico de freqüência e os Expoentes de Lyapunov, que apresentam, 

todos os quatro, atratores periódicos (um expoentes igual a zero e todos os outros negativos). 
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Figura 4.23: FFT: (a) antes da ressonância; 

 A seguir, efetuam-se as simulações num  o modelo 

de amortecimento eo nde  os p s γ=γt=0.0011939 e  

ξ=0.00561610, (caso2)

 

 

Figura 4.24: Efeito Sommerfeld; (a) ; (b) 

 

 

(c) 

(b) (a) 

(b) na ressonância; (c) depois da ressonância. 

éricas das equações (3.25) e (3.29) com

Magneto-r lógico, o se utiliza arâmetro

:  

 

 

 

 

(a)                                                                    (b) 

)( 2xFB )( 2xFBS  
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ota-se, observando a Figura 4.24, que apesar de existirem algumas variações grandes nas 

amplitudes do movimento, que o salto que caracteriza o Efeito Sommerfeld foi diminuído 

substancialmente, ou seja, quando o motor passa pela ressonância, não existe uma variação 

muito elevad is de energia antes e 

depois da ressonância estão m ecedor MR colocado no 

sistema.Percebe-se tam nto inibiu o efeito da mola não 

linear, fazendo com is perto da ressonância do 

sistema. 

para os valores do am

a em condição 

antes da ressonância, x

 

 

 

Figura 4.25: Histórico no tempo da rotação do motor, va=4.9 V. 

os mostram que quando se aumenta os valores do amortecedor MR, as 

vibrações do sistema acontecem de uma forma mais suave e chegam ao equilíbrio mais 

rapidamente sem uma variação grande das oscilações na fase transiente e também uma 

variação bem menor das amplitudes da freqüência do motor.  

Quando os valores do amortecimento eram m nores, a variação da oscilação da freqüência 

do motor era grand  influe o a me ma e causando 

efeitos indesejados no movimento do sistema. Com o aumento do amortecimento, essas 

N

a na energia transmitida do motor ao sistema, pois os níve

uito próximos, fato atribuído ao amort

bém que o aumento do amortecime

 que a região de salto do sistema chegasse ma

A seguir apresenta-se o comportamento do sistema durante a passagem pela ressonância 

ortecedor MR citados acim . 

Nas Figuras 4.25, 4.26 e 4.27, usa-se o valo  va=4.90 V e obtêm-se o sistem

4=0.9976. 

a

r

 

 

 

Os resultad

e

e e chegava próximo à ressonância, nciand s
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var

a, va=4.9 V 

 

 

 

 

 

Figura 4.27: Plano de fase, caracterizando o tipo de movimento, va=4.9 V. 

ais rápido para o equilíbrio, 

diminuindo as vibrações indesejadas transmitidas ao sistema. 

iações diminuíram. Como as oscilações da freqüência do motor agora são menores, esta 

fica bem mais “longe” da ressonância, podendo chegar ao equilíbrio com mais facilidade e 

rapidez.  

 

 

 

 

 

 

Figura 4.26: Histórico no tempo do deslocamento do sistem

 

Observando-se as figuras apresentadas, notamos que o amortecedor Magneto-reológico 

quando age no sistema, elimina as variações grandes no período transiente do movimento e 

até diminui o tempo de transiente, levando o sistema m

Nas Figuras 4.28, 4.29 e 4.30, usa-se o valor va=4.93 V e obtêm-se o sistema em condição 

de ressonância, x4=1.004. 
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3 V. 

ota-se que n ento, tinha-se o 

sistema em ressonância, mas agora se percebe que, aumentando-se os valores do 

amortecime o motor, 

permitindo que o m encontre o equilíbrio em 

regiões acima da m

Percebe-se tam ma é bem grande, 

conseqüentem  o é, sendo assim, 

percebemos um

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 4.28: Histórico no tempo da rotação do motor, va=4.9

esta região, que para os valores anteriores do amortecimN

nto Magneto-reológico, a diminuição das oscilações na rotação d

otor passe pela ressonância sem problemas e 

esma. 

bém que a energia transmitida do motor para o siste

ente, a energia dissipada pelo amortecimento também

 controle das vibrações nesta região. 

 

 

Figura 4.29: Histórico no tempo do deslocamento do sistema, va=4.93 V 
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Figur 3 V. 

Nas Figuras 4.31, 4.32 e 4.33, usa-se o valor va=4.96 V e obtém-se o sistema em condição 

dep

 

 

 

 

 

 

 

 

 

a 4.30: Plano de fase, caracterizando o tipo de movimento, va=4.9

Nota-se que, na região de ressonância com estes valores para o amortecimento, há um 

pequeno aumento no período transiente do que quando fora da ressonância, mas as pequenas 

variações das amplitudes continuam, mostrando que o amortecedor Magneto-reológico exerce 

um bom controle das vibrações também nesta região. 

ois da ressonância, x4=1.0104. 

 

Figura 4.31: Histórico no tempo da rotação do motor, va=4.96 V 
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nto, va=4.96 V. 

Notamos uma di inuição da energia 

do sistem stema ao passar pela 

ressonância, o mo a maior dificuldade 

para chegar a estes v tro de controle, pois o 

am  valor próximo 

do equilíbrio.  

A seguir apresentam-se as FFTs e Expoentes de Lyapunov para ajudar na analise das 

características do m

 

 

 

 

 

Figura 4.32: Histórico no tempo do deslocamento do sistema, va=4.96 V 

 

 

 

 

Figura 4.33: Plano de fase, caracterizando o tipo de movime

minuição das amplitudes do movimento, devido à dim

a e à ação do amortecedor, percebe-se também a facilidade do si

tor, que com outros valores de amortecimento, tem um

alores de rotação, com este valor do parâme

eça a agir justamente quando a rotação do motor chega a umortecedor com

ovimento: 
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Figura 4.34: FFT: (a) antes da ressonância; (b) na ressonância; (c) depois da ressonância. 

Tabela 4.3: Expoentes de Lyapunov (γ=γt=0.0011939 e  ξ=0.00561610) 

Expoentes de Lyapunov 

 

 

 

 

 

 

 

 

(c) 

(a) (b) 

Expoente va=4.90 va=4.93 va=4.96 

1 0 0 0 λ

λ2 -0,00788 -0,007346 -0,00976 

λ3 -0,0099 -0,011901 -0,011 

λ4 -1,49993 -1,499900 -1,5004 
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 A seguir, efetuam-se as simulações numé

de amortecimento Magneto-reológico

ξ=0.008424, (caso 3): 

 

 

 

 

Figura 4.35: Efeito Sommerfeld; (a) ; (b) 

Nota-se observando a Figura 4.35, que apesar de existirem algumas variações nas 

mplitudes do movimento, neste caso o salto que caracteriza o Efeito Sommerfeld não existe 

ma s 

menores do amortecimento viscoso usual e do amortecimento Magneto-reológico e, ou seja, 

quando o a energia 

transmitida do motor ao sistema, pois os níveis de energia antes e depois da ressonância estão 

muito próximos, este fato acontece devido às m ortecimento geradas pelo 

amortecedor. 

A seguir apresenta-se o compo o nte m pela ressonância 

para os valores do amort or MR cim

Nas Figuras 4.36, 4.37 e 4.38, usa-se o valor  ob sistema em condição 

antes da ressonância, x4=0.998. 

ricas das equações (3.25) e (3.29) com o modelo 

, onde se utiliza os parâmetros γ=γt=0.00198988 e  

 (a)                                                             (b) 

)( 2xFB )( 2xFBS  

a

is, as alterações abruptas de amplitude não acontecem como aconteciam para valore

motor passa pela ressonância, não existe uma grande variação n

aiores forças de am

rtamento d sistema dura  a passage

eced  citados a a.  

va=4.90 V e tém-se o 
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otor, va=4.9 V. 

 

Figura 4.37: Histórico no tempo do deslocamento, va=4.9 V.  

 

 

 

 

Figura 4.38: Plano de fase, caracterizando o tipo de movimento, va=4.9 V 

 

 

 

 

 

 

Figura 4.36: Histórico no tempo da rotação do m
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ota-se que o ortecimento 

provido pelo am o são muito baixas, 

mostrando a grande eficiên

supressão das vibrações. 

as Figuras 4. a em condição 

de ressonância, x4

 

 

 

 

 

 

Figura 4.39: Histórico no tempo da rotação do motor, va=4.93 V. 

 Percebe-se, nesta situação, a pequena oscilação na rotação do motor, forçada pelo 

mortecedor Magneto-reológico, ajustado com grandes forças de amortecimento permite a 

rápida chegada à cond ariação 

nas amplitudes do movimento nesta região é bastante pequena, em relação à região antes da 

ressonância. 

N movimento chega rapidamente ao equilíbrio devido ao forte am

ortecedor ao sistema e as amplitudes do moviment

cia dos amortecedores MR quando se busca o controle e a 

39, 4.40 e 4.41, usa-se o valor va=4.93 V e obtém-se o sistem

=1.0047. 

N

a

ição de equilíbrio. Percebe-se nas figuras (3.40) e (3.41) que a v
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 dito e como pode ser visto na figura 4.40, o sistema encontra rapidamente o 

equilíbrio, diminuindo fase de transiente do movimento, devido ao grande amortecimento 

gerado pelo amortecedor. Percebemos que as amplitudes do movimento são bem parecidas 

com as amplitudes do movimento no caso anterior, mesmo na região de ressonancia, onde 

quase sempre se encontram grandes amplitudes devido à grande transferência de energia do 

motor ao sistema. 

Nas Figuras 4.42, 4.43 e 4.44, usa-se o valor va=4.96 V e obtém-se o sistema em condição 

de ressonância, x4=1.0109. 

 

 

 

 

 

Figura 4.40: Histórico no tempo do deslocamento, va=4.93 V. 

 

Figura 4.41: Plano de fase, caracterizando o tipo de movimento, va=4.93 V 

Como foi
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F . 

Neste caso, o m a e alcança o equilíbrio 

bem rapidamente, m  amortecedor 

MR. 

 

 

 

 

 

 

 

igura 4.42: Histórico no tempo da rotação do motor, va=4.96 V

otor passa pela ressonância sem nenhum problem

ostrando a qualidade do controle de vibrações efetuado pelo

 

 

 

 

 

Figura 4.43: Histórico no tempo do deslocamento, va=4.96 V.  
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Tabela 4.4: Expoentes de Lyapunov. (γ=0.00198988 e  ξ=0.008424) 

Expoentes de Lyapunov 

 

 

 

Figura 4.44: Plano de fase, caracterizando o tipo de movimento, va=4.96 V 

Expoente va=4.90 va=4.93 va=4.96 

λ1 0 0 0 

λ2 -0,0424 -0,04233 -0,04703 

λ3 -0,070661 -0,074286 -0,067564 

λ4 -1,500018 -1,500015 -1,5006 

 

bservando-se a figura 4.45 e a tabela 4.4, percebemos que o movimento do sistema 

continua periódico, isto já era esperado devido ao alto grau de amortecimento aplicado neste 

caso. 

O
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Figura 4.45: FFT: (a) antes da ressonância; (b) na ressonância; (c) depois da ressonância. 

Percebe-se que o am cedor reol a u  também da rotação 

do motor. Pôde ser visto e aum va tec cado ao sistema, as 

oscilações de grande am ude qu as ia d diminuíram bastante, 

sendo assim, as oscilações no movimento do sistema também diminuíram.  

Mesmo com a interação pequena entre motor e estrutura, percebe-se a grande influência 

que

rtamento do motor e vice-versa e nota-se também que o amortecimento aplicado pode 

amenizar os efeitos causados por esta interação. 

No próximo item, verifica-se o efeito do amortecedor em condições de movimento 

caótico. 

 

 

 

 

 

 

 

 

(c) 

(b) (a) 

orte Magneto- ógico efetu m controle

 qu entando o lor do amor imento apli

plit e eram vist  na freqüênc o motor 

 o desbalanceamento do motor pode trazer ao problema. Neste trabalho utiliza-se um valor 

baixo de interação, mesmo assim nota-se que a resposta do sistema influencia diretamente o 

compo
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.2.2 Ensaios numéricos 2: Rota para o caos. 

 

 δ 

amortecimento Magneto-reológico nas equações, com o objetivo de analisar a influência do 

dispositivo no sistema estudado. Nestas simulações, utiliza-se o valor de ξ = 0.2 e γ = 0. 

 

 

 

 

 

Figura 4.47: (a) Plano de fase, (b) FFT. γ = 0; ξ = 0,2, va = 1.495 V. 

4

As próximas simulações numéricas foram f χ= va,

= 1.5,  ε1 = 8.373,   η = 0.00,    ˆ  = 0.1296,  x1 = 1, x2 = 

0.000001, x3 = 0, x4 = 0. 

A seguir apresentam-se as simulações efetuadas com o objetivo de se descobrir os valores 

da tensão aplicada ao motor CC em que obtemo  movimentos caóticos. Inicialmente, efetua-

se as simulações durante a passagem pela ress enta-se o valor da tensão do 

motor até obter-se o movimento caótico (figuras 4.46 a . A partir daí, introduz-se o modelo de 

eitas utilizando-se as equações (3.25), 

k e as seguintes condições iniciais:

s

onância e aum

 

 

(b) (a) 

Figura 4.46: (a) Plano de fase, (b) FFT. γ = 0; ξ = 0,2, va = 1 V. 

 

 

 

 

(b) (a) 



 

 

 

 

 

Figura 4.48: (a) Plano de fase, (b) FFT. γ = 0; ξ = 0,2, va = 2.5 V. 

 

(b) (a) 
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Figura 4.49: (a) Plano de fase, (b) FFT. γ = 0; ξ = 0,2, va = 4 V. 

 

 

 

 

 

Figura 4.50: (a) Plano de fase, (b) FFT. γ = 0; ξ = 0,2, va = 6 V. 

 

 

(b) (a) 

(b) (a) 



 

 

 

 

 

(b) (a) 

Figura 4.51: (a) Plano de fase, (b) FFT. γ = 0; ξ = 0,2, va = 8 V. 
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ota-se que o modelo não ideal com estes parâmetros apresenta caos para um valor alto da 

tensão aplicada ao motor. Para baixos valores da tensão, o sistema apresenta movimentos 

periódicos e a medida que aumenta-se esta tensão, o motor começa a transmitir cada vez mais 

energia para o oscilador, até chegar a um nível que o sistema apresenta movimento caótico. 

Como é conhecido da literatura, ao aumentar-se o valor do amortecimento viscoso, o 

movimento caótico desaparece e o sistema passa a ter movimentos periódicos, mesmo com o 

alto valor da tensão. 

 A seguir s yapunov para 

condições em que são modificados os parâmetros de amortecimento Magneto-reológico, o 

valor da tensão aplicada ao motor é constante, va = 10 V. Inicialmente encontra-se caos para 

um dado valor do amortecimento viscoso usual, a partir daí, introduz-se o modelo de 

amortecimento Magneto-reológico e verifica-se o efeito deste amortecimento no sistema não 

ideal. 

(b) (a) 
 

 

 

 

Figura 4.52: (a) Plano de fase, (b) FFT. γ = 0; ξ = 0,2, va = 10 V. 

N

ão apresentados os planos de Fase, FFT e os Expoentes de L
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Tabela 4.5: Expoentes de Lyapunov 

Expoentes de Lyapunov 

Expoente 
γ=0;  

ξ =0,2 

γ=12,72; 

 ξ =0,1 

γ=25,45;  

ξ =0,2 

γ=38.18; 

 ξ =0,3 

γ=63.64; 

ξ =0,5 

γ=190.92; 

ξ =1,0 

λ1 0.653509  0.666454  0.408544  -0.000528  0 0 

λ2 -0.000683  -0.013303 -0.011807 -0.059324 -0.976467 -1.374264 

λ3  -1.033438  -1.042032 -1.071048 -1.098049 -0.964265 -4.572580 

λ4   -1.830  -60.240691 202  -2.183615 1.789309 -1.516691 -1.154633

 

 

 

 

 

tam-se os planos de fase e FFT do movimento não ideal submetido ao 

am

 

Figura 4.53: (a) Plano de fase, (b) FFT. γ = 0; ξ =0,2, va = 10 V. 

Para os parâmetros utilizados nestas simulações, percebe-se que para o modelo usual de 

amortecimento viscoso existe a presença de movimentos irregulares (caóticos) devido a alta 

interação entre o motor e o sistema, (ε=8.373), e ao baixo valor do amortecimento, como pode 

ser visto pela irregularidade do plano de fase e pela FFT.  

A seguir, apresen

ortecimento Magneto-reológico. Percebe-se que, para baixos valores do amortecimento, 

tem-se também a presença de movimentos irregulares. 

 

 



 

 

 

 

 

 

(a)                                                                    (b) 

Figura 4.54: (a) Plano de fase, (b) FFT. γ  = 0,2; ξ =0,1, va=10 V. 
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Figura 4.56: (a) Plano de fase, (b) FFT. γ  = 0,6; ξ =0,3, va = 10 V. 

 

 

 

Figura 4.55: (a) Plano de fase, (b) FFT. γ  = 0,4; ξ =0,2, va=10 V. 

 

 

(a)                                                                    (b) 

(a)                                                                    (b) 

 



 

 

 

 

 

(a)                                                                    (b) 
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Figura 4.57: (a) Plano de fase, (b) FFT. γ  = 1,0, ξ =0,5, va = 10 V. 

 

 

 

 

 

Figura 4.58: (a) Plano de fase, (b) FFT. γ = 3,0, ξ =1,0, va = 10 V. 

Como pode ser visto na evolução do plano de fase e FFT apresentada, introdução do 

amort não implica diferença na qualidade do 

movimento, pois se mantém irregular. Ao aumentarem-se os valores para o amortecimento 

ovimento começa a mudar seu comportamento, passando de caótico para duplamente 

eriódico e depois periódico, evidenciando a presença de bifurcações. Sendo assim, percebe-

se que a adição deste tipo de amortecimento representa uma forma relativamente fácil de 

ontrolar movimentos caóticos (controle semi-ativo), na medida em que se queira eximir-se 

e movimentos irregulares, sem se preocupar com a amplitude dos deslocamentos e 

velocidades alcançadas.  

Como é empregado o amortecedor MR neste caso, somente modificando as correntes 

aplicadas ao dispositivo obteríamos os resultados esperados, sendo que se aplicássemos o 

amortecedor viscoso usual, teríamos que efetuar uma troca de dispositivo para obter o 

(a)                                                                    (b) 

ecimento Magneto-reológico com baixos valores 

MR, o m

p

c

d



77 

 

resultado desejado. Observando isto, conclui-se que a aplicação do amortecedor MR é bem 

ma oso usual, visto que é possível 

”, o que diminui os gastos com 

ma ecíficos, descarta a elaboração de 

um

10.3

arações feitas no item anterior. 

mmerfeld: (a) amortecimento viscoso usual; (b) amortecimento MR 

caso 1, (c) amortecimento MR caso 2, (d) amortecimento MR caso 3. 

is vantajosa em relação à aplicação do amortecedor visc

obter-se uma grande “variedade de dispositivos em apenas um

nutenção (troca) de dispositivos e, em alguns casos esp

 projeto de controle para o sistema. 

 Resumo comparativo 

A seguir apresenta-se um resumo com as principais comp

 

 

 

 

 

 

 

 

(a) A

B

A

B

(b) A

B

 

 

 

 

 

Figura 4.59: Efeito So

(c) 

(d) 

Observando-se a Figura 4.59, que apresenta novamente o efeito Sommerfeld, nota-se que 

o amortecimento MR atua diretamente no controle deste efeito, percebe-se que aumentando-
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e-se ai uma grande 

e 

am

nto percebe-se que essas 

 

Figura 4.60: Rotação do motor antes da ressonância: (a) amortecimento viscoso usual; (b) 

amortecimento MR caso 1, (c) amortecimento MR caso 2, (d) amortecimento MR caso3. 

umentando-se o amortecimento MR, percebe-se que ocorre uma diminuição das 

osc

ema no comportamento 

do motor. 

se este amortecimento, este efeito pode ser suprimido e eliminado do comportamento do 

sistema. Isto é um fato deveras importante para solução de alguns problemas de engenharia, 

tendo em vista que este efeito não é desejado no sistema. Isto acontece porque o amortecedor 

MR atua como um controlador no sistema, diminuindo a transmissão de energia entre o motor 

e o oscilador e também as grandes variações nesta transmissão. Perceb

vantagem deste amortecimento sobre o amortecimento usual. 

ortecimento viscoso usual apresenta algumas oscilações não desejadas, adicionando-se o 

modelo de amortecimento MR com um nível menor de amortecime

oscilações desaparecem, resultando numa oscilação mais suave.  

Nota-se, observando a Figura 4.60, que a rotação do motor com o modelo d

 

 

 

 

 

 

 

A

ilações do motor, isso acontece principalmente porque o amortecedor controla a energia 

transmitida do motor ao sistema, diminuindo assim a influência do sist

 

(a) (b) 

(d) (c) 
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r antes da ressonância: (a) amortecimento 

viscoso usual; (b) amortecimento MR caso 1, (c) amortecimento MR caso 2, (d) 

amortecimento MR caso3. 

-se a Figura 4.61, percebe-se a mudança do comportamento do sistema com a 

adição do amortecimento MR, principalmente em relação à amplitude e à diminuição do 

comportamento transiente. Com maior amortecimento, mais rápido o sistema chega ao 

com mento permanente. 

 seguir, apresenta-se as rotações do motor para o caso em que o mesmo está em 

ressonância com o sistema. Nota-se, além do controle das oscilações e a diminuição das suas 

amplitudes, que o amortecimento MR afasta a rotação da região de ressonância, permitindo 

qu r 

es

 

r antes da ressonância: (a) amortecimento 

viscoso usual; (b) amortecimento MR caso 1, (c) amortecimento MR caso 2, (d) 

amortecimento MR caso3. 

-se a Figura 4.61, percebe-se a mudança do comportamento do sistema com a 

adição do amortecimento MR, principalmente em relação à amplitude e à diminuição do 

comportamento transiente. Com maior amortecimento, mais rápido o sistema chega ao 

com mento permanente. 

 seguir, apresenta-se as rotações do motor para o caso em que o mesmo está em 

ressonância com o sistema. Nota-se, além do controle das oscilações e a diminuição das suas 

amplitudes, que o amortecimento MR afasta a rotação da região de ressonância, permitindo 

qu r 

es

 

 

 

 

 

 

 

 

 

F

(a) (b) 

(d) (c) 

igura 4.61: Deslocamento do oscilador motora 4.61: Deslocamento do oscilador moto

ObservandoObservando

portaporta

AA

e o motor trabalhe em melhores condições e necessite de menos potência para passar po

sa região. 

e o motor trabalhe em melhores condições e necessite de menos potência para passar po

sa região. 
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nto viscoso usual; (b) 

nto MR caso3. 

 

 

Figura 4.63: Deslocamento do oscilador motor em ressonância: (a) amortecimento viscoso 

usual; (b) amortecimento MR caso 1, (c) amortecimento MR caso 2, (d) amortecimento MR 

caso3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

or em ressonância: (a) amor

(a) 

(d) (c) 

(b) 

Figura 4.62: Rotação do mot tecime

amortecimento MR caso 1, (c) amortecimento MR caso 2, (d) amortecime

 

 

(a) (b)  

 

 

(d) (c)  
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ortecedor MR no movimento do sistema em 

caso do motor estar antes da ressonância, as 

am devido ao aumento do amortecimento aplicado 

 

Figura 4.64: Rotação do motor depois da ressonância: (a) amortecimento viscoso usual; (b) 

amortecimento MR caso 1, (c) amortecimento MR caso 2, (d) amortecimento MR caso3. 

a Figura 4.64 apresentam-se as rotações do motor quando a mesma já ultrapassou a 

região de ressonância do sistema. Nota-se que as oscilações diminuíram, o que reforça a 

informação de que o amortecedor diminui a energia transmitida, desta forma tem-se a 

impressão que a interação entre o sistema e o motor diminuiu, mas na realidade foi o efeito do 

amortecimento que escondeu este efeito. Percebe-se que o motor encontra o comportamento 

permanente mais rápido, ou seja, diminui o período transiente da resposta, isto também se 

deve ao aumento do amortecimento MR. 

ressonância do sistem

o MR), o sistema tem um grande período de tran a amplitude 

Na Figura 4.63 mostra-se o efeito do am

condições de ressonância, que ó o mesmo no 

ovimentos foram diminuídas plitudes dos m

ao sistema e o período transiente da resposta diminuiu também. 

 

(a) 

(d) (c) 

(b) 

 

 

 

 

 

 

N

Na Figura 4.65 apresentam-se os deslocamentos do sistema quando o motor já passou pela 

a, nota-se que para baixos amortecimento (tanto o viscoso usual quanto 

siente e bastante oscilações de um
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em alta, isto se deve à grande transmissão de energia entre o motor e o sistema. Aumentando-

se o amortecimento MR, percebe-se que estas oscilações tornam-se controladas e o período 

 

 

 

 

 

 

Figura 4.65: Deslocamento do oscilador motor depois da ressonância: (a) amortecimento 

 menores que este, o movimento é periódico e 

qua

transiente do m

 

 

ovimento diminui consideravelmente. Isto é visto nos casos anteriores, porém 

mostra-se com maior nitidez neste caso. Ressalta-se que as amplitudes do movimento 

diminuíram visivelmente.   

(a) 

(d) (c) 

(b) 

viscoso usual; (b) amortecimento MR caso 1, (c) amortecimento MR caso 2, (d) 

amortecimento MR 

Observando-se as Figuras 4.46 a 4.52 percebe-se que o sistema tem o movimento sempre 

periódico para valores baixos da tensão aplicada ao motor. Ao aumentar-se estes valores, o 

motor começa “gerar” mais energia e a transmiti-la ao sistema, desta forma o movimento 

começa a mudas as suas características, isto ocorre também porque o amortecimento 

empregado é baixo (ξ = 0.2 e γ = 0) e não consegue “segurar” o comportamento do sistema 

quando aumenta-se a tensão. Nota-se que ára um valor acima de va = 8, o motor começa a 

apresenta movimentos caóticos, e para valores

si-periódico. 

Nas Figuras 4.53 a 4.58, as quais mostram os movimentos do sistema para dados valores 

dos amortecimentos MR, percebe-se que aumentando este valores, muda-se novamente as 
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características do movimento. Começa-se a observação utilizando-se apenas o amortecimento 

viscoso usual, e depois aplica-se o amortecimento MR e aumentamos o valor deste até que 

desaparece este movimento irregular e para valores maiores ainda, obtemos até movimentos 

periódicos. 
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ovimento encontradas utilizando-se as equações de Lagrange. Buscou-se 

estudar o comportamento deste sistema em algumas regiões especificas da freqüência de 

excitação, que neste caso, é gerada pelo motor CC. 

Percebeu-se que a interação do motor CC com a estrutura pode influenciar fortemente o 

comportamento do sistema vibratório, no que diz respeito à periodicidade do movimento 

encontrado. Dependendo dos parâmetros escolhidos para a simulação, pode ser observado que 

o movimento mantêm-se periódico onde tem-se uma pequena interação entre o motor CC e a 

estrutura ou apresenta movimentos irregulares onde tem-se uma alta interação entre a 

estrutura e o motor CC.  Neste sentido, podemos concluir que: 

Com o primeiro conjunto de parâmetros, a estrutura apresenta somente movimentos 

periódicos, evidenciados pelos planos de fase, espectro de freqüência e expoentes de 

Lyapunov calculados e apresentados no texto. 

Observou-se a presença do efeito Sommerfeld (motor CC é capturado pela ressonância do 

sistema) que é um fenômeno intrínseco nesta classe de problemas, do tipo não ideal. 

 

Percebeu-se, em comparação com o comportamento do sistema com o modelo de 

amortecimento viscoso usual, que para baixos valores do amortecimento magneto reológico, o 

motor CC fica em condição de ressonância para valores maiores da tensão aplicada ao motor 

CC do que o sistema com amortecimento viscoso apenas principalmente porque, com baixo 

amortecimento, nota-se o efeito da mola não linear no sistema, fazendo com que o motor CC 

necessite de um pouco mais de potência para ultrapassar esta condição. 

 

Notou-se que, o aumento do amortecimento magneto reológico, o motor CC passa pela 

região de ressonância com mais facilidade, necessitando de menos potência fornecida ao 

motor CC para esta passagem, trazendo este “salto” na magnitude das amplitudes para regiões 

bem mais próximas à região de ressonância.  

 

5. CONCLUSÕES 

Nesta dissertação estuda-se a dinâmica não linear de um sistema não ideal sob o efeito de 

amortecedores do tipo magneto reológicos, fez-se uma série de simulações numéricas  a partir 

das equações do m
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se ainda mais estes valores do amortecimento, nota-se que o salto foi 

tota

Ressalta-se que a aproximação feita pela função tangente hiperbólica para a função sinal é 

bas

etro na ordem de 

10 , abaixo destes valores, as simulações geram erros considerados grandes. 

ncia de 

movimentos irregulares (caótico), devido à alta interação entre o motor CC e a estrutura. 

Ob

es para certos valores 

do amortecimento magneto reológico e da tensão aplicada ao motor CC. A investigação dos 

pla

Aumentando-

lmente suprimido do comportamento da estrutura, sendo que as mudanças na amplitude na 

passagem pela ressonância acontecem de uma maneira mais suave, sem mudanças bruscas. 

Nota-se também que a variação deste amortecimento pode modificar a quantidade de potencia 

necessária para o motor CC atingir a região de ressonância. 

 

tante vantajosa, sendo visto nas figuras apresentadas que exibem o efeito Sommerfeld. 

Sabendo-se que as figuras que foram geradas utilizando-se a função tangente hiperbólica 

gastou 30% menos tempo de computação, esta serve principalmente para evitar problemas 

computacionais referentes à integração da função sinal, pois esta sendo descontinua, carrega 

um esforço computacional maior e aumenta substancialmente o tempo de simulação.  

 

As aproximações feitas eliminam estes problemas, desde que o parâmetro responsável pela 

aproximação do perfil das funções seja de um tamanho satisfatório. Em alguns testes 

percebeu-se que esta aproximação pode ser usada com um valor do parâm
2

 

Para o segundo conjunto de parâmetros utilizados percebeu-se a ocorrê

servou-se que existe o aumento nas variações das oscilações da rotação do motor CC de 

corrente contínua, confirmando a influência da resposta da estrutura sobre a dinâmica do 

motor CC. 

 

Utilizou-se como ferramentas o espectro de freqüência e Expoente de Lyapunov de cada 

resposta para evidenciar a presença de movimentos irregulares e regular

nos de fase do revelou uma dinâmica bastante rica. A variação dos valores para o 

amortecimento Magneto-reológico mostra, na evolução do espaço de fase do sistema, a 

modificação da sua topologia caracterizando a mudança do tipo de movimento, subentende-se 

a existência de bifurcações. 
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ncontrar a solução analítica do 

problema não ideal apresentado neste trabalho e a utilização dos outros modelos matemáticos 

par

Na medida em que se aumenta o valor do amortecimento percebe-se o controle efetuado 

pelo dispositivo aplicado, observando a mudança das características do movimento, saindo de 

movimento caótico para o movimento periódico, tornando possível visualizar a eficiência do 

amortecedor MR como dispositivo de controle. 

Como sugestão para trabalhos futuros, pretende-se e

a o amortecimento MR. 

Como também encontrar a solução analítica para o modelo não ideal apresentado no 

apêndice deste trabalho.  

A aplicação da técnica de controle ótimo linear realimentado, além do controle efetuado 

pelo amortecedor. 
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Apêndice A 

Curvas características do motor CC. 
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ma corrente 

é d

                                                                                                                       (A1) 

olvido pelo motor; 

é a constante de torque do motor; 

 

Admite – se motores de corrente contínua esquematizada, através da figura A1 cujas 

equações de controle representativas de seus circuitos elétricos, são dadas  pela equação, 

desejável abaixo: 

 

Segundo Dorf e Bishop (1997), o motor CC controlado pela armadura utiliza u

de campo constante e a relação eletro-mecânica do torque magnético desenvolvido pelo motor 

ada por 

 

amm

 

IKT =

onde 

 

mT é o torque magnético (ou motriz) desenv

aI  é a corrente elétrica; 

mK

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=−

dt
dI

LIReU a
aaaa                                                                                                (A2) 
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onde 

esistência elétrica do motor; 

 a indutância elétrica do motor; 

 

Figura A1: modelo de armadura do motor. 

A l a velocidade angular  do 

motor e é expressa como 

                                                                                                                         (A3) 

onde 

 é a constante da tensão elétrica do motor; 

Substituindo as equações (A1) e (A3) em (A2), obtém – se a seguinte expressão, 

 

 

U   é a tensão elétrica aplicada aos terminais do motor; 

ae   é a força contra – eletromotriz; 

aR  é a r

a  L

 

 

tensão relativa à força contra-eletromotriz ae  é proporciona

φ&ba Ke =

b

φ&  é a velocidade angular do motor; 

K



dt
dT

K
LT

K
RU m

m

a
m

m

a
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=− φ&bK                                                                                     (A4) 

a as seguintes grandezas: a velocidade angular do motor, a tensão 

elétrica aplicada, o torque magnético e a variação do torque. 

Em regime estacionário, e desprezando a indutância (

A equação (A4) relacion

0=aL  ), a variação do torque é zero 

e a equação (A4) é reduzida para 

φ&mm KUK bK
−=                         

aa
m RR

T                                                                               (A5) 

Observa – se, então se a tensão aplicada U for mantida constante, a relação existente entre 

o torque e a velocidade angular é do tipo linear, portanto as curvas características deste motor 

são retas interceptando os dois eixos, como mostrado na figura abaixo 

 

Curvas características do motor CC 
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Apêndice B 

Té

Em alguns casos, a solução exata de um sistema não ideal torna-se extremamente difícil de 

ser

como métodos de perturbação, que consiste em supor uma 

solução para o sistema homogêneo e que o mesmo está sendo perturbado. A seguir, apresenta-

se uma breve descrição d

 

O método da média é vantajoso na análise de sistemas fracamente não lineares. A idéia 

básica é utilizá-lo para estudar pequenas perturbações em um oscilador linear. Este método foi 

desenvolvido por Krylov e Bogoliubov, e é aplicado em sistemas da forma 

                                                                                                            (B1) 

onde 

cnicas de perturbação – Método da Media 

 encontrada, sendo necessária a utilização de métodos específicos para a obtenção de uma 

solução aproximada, conhecidos 

o método para esclarecimentos do leitor. 

B.1 Método da média 

),(2
0 xxfxx &&& εω =+

ε �é um pequeno parâmetro adimensional, os pontos indicam derivadas com relação ao 

tempo adimensional t, x é a variável dependente adimensional e a função ),( xxf & é uma 

função que depende dos deslocamento e das velocidades. 

Quando , a solução de (B1) pode ser escrita como 0=ε

( )βω += tax 0cos                                                                                                             (B2) 

sendo βωφ += t0 onde βea  são constantes, pode-se reescrever a equação (B2) da seguinte 

forma 

( )φcosax =                                                                                                                       (B3) 



βeaQuando 0≠ε , a solução da equação (B1) pode ser expressa da forma (B3), mas  são 

agora funções do tempo t e assim não sendo mais constantes. Logo, (B3) pode ser vista como 

uma variável dependente )(tx e novas variáveis independentes )()( teta β . D

equações (B1) e (B3) constituem duas equações com três variáveis x, 

esd e as e qu

βea , é possível impor 

uma condição adicional. Convenientemente, deve-se considerar que a velocidade tenha a 

mesma forma como no caso onde 0=ε , isto é 

( )φω sin0ax −=&                                                                                                                 (B4) 

Para determinar as equações que descrevem )()( teta β , deriva-se (B2) com relação ao 

tem o t e assim se obtém que 

                                                                            (B5) 

Comparando (B4) e (B5), encontra-se que 

Diferenciando (B4) com relação ao tempo t, tem-se que 

                                                                     (B7) 

p

( ) sin)cos(sin0 βφφω &&& aaax −+−= )(φ

0)sin()cos( =− φβφ && aa                                                                                                    (B6) 

)cos()sin()cos( 00
2
0 φβωφωφω &&&& aaax −−=

Substituindo para x&  e x&&  na equação (B1) obtém-se 

))sin(),cos(()cos()sin( 000 φωφεφβωφω aafaa −−=− &&                                                    (B8) 

Resolvendo (B6) e (B8), a&  e  tornam-se β&

94 

 

()sin(
0

φ
ω

))sin(),cos( 0 φωφε a−                                                                           (Bafa −=& 9) 

))sin(),() 0 φωφφ cos(cos(
0ω
εβ aaf −=&                                                                      (B10) 

a
−

As equações (B3), (B9) e (B10) são exatamente equivalentes a equação (B1), desde que 

nenhuma aproximação foi feita até aqui. 
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Para ε  pequenos, tem – se que e β&& ea  são pequenos, portanto βea variam muito m

devag

ais 

ar m relação ao tempo t  co do que βωφ +t  . Em0  outras palavras, β= ea variam 

dur ríodoante o pe  de oscilação 02 ωπ  de )sin(φ  e )cos(φ . Isto permite calcular a a da 

variação de 

médi

φ  em (B9) e (B10). A média destas equações sobre o período 02 ωπ  e 

considerando ββ && eaa ,, , c o sendo constantes neste intervalo de integração (média), 

obtém-se as seguintes equações que descrevem a variação de 

om

βea . 

∫ −−=
π

φφωφφε 2

))n(),cos(()sin( dafa&
π 0

0 si
2

a                                                                  (B11) 

∫ −−=
π

φφωφφ
π 0

02a
εβ

2

))sin(),cos(()cos( daaf&                                                              (B12) 

 

 

B.2  Método da media aplicado ao sistema não ideal sob 

o efeito de um amortecedor MR utilizando-se o modelo 

Bingham para o amortecim

o ε como um termo 

adimensional e suficientemente pequeno, responsável 

tem-se o seguinte conjunto de equações diferenciais: 

                                                          (B13) 

                                                                                                (B14) 

ento. 

Tomando-se as equações na forma adimensional e introduzindo o term

pelo balanço de ordem na equação, 

[ ] )(ˆcossin 32
1 zFzkzz B ′−−′+′′=+′′ εεθθθθεε

)(ˆsin θεθεθ ′+′′=′′ Mzb
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onde: 

0
2

2

2
0

22

2

)()
ˆ

ωω JR
k

mr
k

mrJ
T

a

mm

++

 

Então têm-se as equações da seguinte for

22
0

,
(

,)()(

)(
,

)()(

δχθδχθθε

εξε
ω

mrJR
VSM

mMk
c

mrJ
mrXb

XmMk

a
a

l
nl

l

+
==′−==′

+
=

+
=

+

&

ma: 

2
ˆ εγε

f
kXk d==

[ ])(cos1 zFzkzz B ′−−′                                                           (B15) ˆsin 32
1 +′′=+′′ θθεθθεε

[ ])(ˆsin θθεθ &Mzb +′′=′′                                                                                                  (B16) 

Com essas equações em mãos, utilizar-s

solução analítica para o problema. Desta forma, toma-se 

e-á o método da média para encontrar uma 

)cos( βθα +=z                                               

e impõe-se que 

                                                              (B17) 

)sin( βθα +−=z′                                                                                                          (B18) 

Agora, deriva-se z em relação a τ, obtêm-se: 

)sin()sin()()cos( βθαβθβθαβθα +−=+′+′−+′                                                   (B19) 

como a analise é feita na região de ressonância do sistema, usa-se a aproximação )1( Δ+=′θ , 

onde Δ é um parâmetro de sintonia e tem-se: 

sin()sin()1()cos( θαβθβαβθα +−=+′+Δ+−+′ )β                                               (B20) 

e então obtêm-se uma primeira restrição: 

0)sin()()cos( =+′+Δ−+′ βθβαβθα                                                                        (B21) 

Deriva-se z’ em relação a τ, tem-se também: 

)cos()1()sin( βθβ ′αβθ + +Δ+− +α ′−=′′                                                               (B22) z
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e substitui-se (6.46), (6.47), e (6.51) em (6.44) e (6.45), tem-se: 

[ ])))sin(sgn())sin((()(cosˆcos)1(sin

)cos()cos()1()sin(

1
332

11 βθαγβθαβθαθεθεε

βθαβθβαβθα

+−++−−+−Δ++Δ′

=+++′′

                                                                                                                                       (B23) 

+Δ+−+

ck
 

−

[ ])()sin)cos()1(sin)sin(( θθβθβαθβθαε &Mb ++′+Δ+−+′−=Δ′ ˆ                           (B24) 

Faz-se as devidas simplificações e obtêm-se: 

,()cos()()( 1 ),=+′+Δ−+′− βαεβθβαβθα fsen Δ                                                     (B25) 

),,,(2 Δ=Δ′ βαεf          

ond

                                                                                                  (B26) 

e: 

[ ])))sin(sgn())sin((()(coscos)1(sin),,( 1111 βθαγβθαβθαθεθεβα +−++−−+−Δ++Δ′=Δ ckf  ˆ 332

                                                                                                                                       (B27) 

[ ])(ˆ)sin)cos()1(sin)((),,(2 θθβθβαθβθαβα &Msenbf ++′+Δ+−+′−=Δ             (B28) 

Com isso chega-se em um sistema com três equações: 

0)sin()()cos( =+′′ +Δ−+ βθβαβθα                                                                        (B29) 

),,()cos()()sin( 1 Δ=+′+Δ−+− ′ βαεβθβαβθα f                                                    (B30) 

),,(2 Δ=Δ′ βαεf                                                                                                             (B31) 

faz-se uso da regra de Crammer para solucionar as duas primeiras equações, obtendo-se: 

),,()sin( 1 Δ+−=′ βαβθεα f                                                                                         (B32) 

),,()cos()( 1 Δ+−=+Δ ′ βαβθεβα f                                                                            (B33) 

),,(2 Δ=Δ′ βαεf                                                                                                             (B34) 
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que podem ser escritas como: 

),,()( 1 Δ+−=′ βαβθεα fsen                                                                                         (B35) 

Δ−Δ+−=′ ),,()cos( 1 βαβθ
α
εβ f                                                                                (B36) 

),,(2 Δ=Δ′ βαεf                                                                                                             (B37) 

Agora, substitui-se  Δ=εσ e elimina-se os termos de O(ε2): 

[
])sin()))sin(sgn())sin(((
)in(

1 βθβθαγβθα
βθ

++−++−−
+

c
s)cos(ˆ)sin(cos 33

1 βθαβθθεεα +−+−=′ k                                                 (B38) 

[
] ]σβθβθαγβθα

βθαβθθ +−+ )(cos)cos(s k
                                      (B39) 

ε
α

εβ

−++−++−−

⎢⎣
⎡−=′

)cos()))sin(sgn())sin(((

ˆco1

1

43
1

c

[ ])(ˆsin)cos( θθβθαε &Mb ++−=Δ′                                                                               (B40) 

 σ, α β

intervalo integração igual a 2π (o período de uma função circular), pois suas variações são da 

ordem de ε��, desta forma, aproxima-se os valores da amplitude e da fase pe

dos termos de variação rápida nas equações (B38), (B39) e (B40) através da integração destas 

equ o mencionado.  

Para efetuar-se esta integração, é n

determinados intervalos como fez Nayfeh (1993). Faz-se en

intervalos: 

0  π: 

e-se 

fazer a seguinte observação: 

De acordo com o método da media,  e  são considerados constantes durante o 

la eliminação 

ações em relação à rotação do motor CC (θ) no interval

ecessário analisar o sinal destas funções em 

tão a análise nos seguintes 

Neste intervalo, a função seno apresenta somente valores positivos, desta forma pod
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π

           (a) 

π 2π: 

Neste intervalo acontece o inverso

valores negativos, então se utiliza a seguinte integral: 

π2

         (b) 

Esta mesma análise que foi feita para a integral da função sinal para a equação de 

amplitude (Eq. (6.67)), foi feita para a Eq. (6.68). Daí obteve-se as seguintes integrais: 

π

         (d) 

do de uma função 

circular), pois suas variações são da ordem de ε��, desta forma, aproxima-se os valores da 

amplitude e da fase pela elim

θ) no intervalo mencionado.  

Porém encontraram-se algumas dificuldades na integração destas equações, inicialmente 

par

los em que a mesma se apresenta continua. Feito isso, percebeu-

se que seria necessário fazer um balanço de ordem dos parâmetros apresentados no modelo, 

∫
∫

+−+−

+−
π

βθγβθα

θα

0 1

0 1

)sin()))sin(((

sin(((

c

c =++−+ βθβθαγβ )sin()))sin(sgn())

 do intervalo anterior, a função seno atinge somente 

∫ −
π

α
2

1 ((c

∫
+++

=++−++−

π

π

βθγβθ

βθβθαγβθα1

)sin()))sin(

)sin()))sin(sgn())sin(((c

∫
∫

+−+−

=++−++−
π

βθγβθα

βθβθαγβθα

0 1

0 1

)cos()))sin(((

)cos()))sin(sgn())sin(((

c

c
           (c) 

∫ +++−
π

βθγβθα
2

1 )cos()))sin(((c

Desta forma, integram-se equações (B38), (B39) e (B40), utilizando-se (a), (b), (c) e (d), 

no período de uma função circular (média) De acordo com o método da media, σ, α e β são 

considerados constantes durante o intervalo integração igual a 2π (o perío

∫ =++−++−

π

π

π
βθβθαγβθα

2

1 )cos()))sin(sgn())sin(((c

inação dos termos de variação rápida nas equações (B38), (B39) 

e (B40) através da integração destas equações em relação ao deslocamento angular da massa 

desbalanceada (

a se integrar a função sinal utilizada no modelo Bingham, pois, sendo esta descontinua, 

deve-se integrá-la nos interva
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pois mantendo-se os parâmetros na mesma ordem, não foi possível perceber o efeito do 

modelo na solução analítica encontrada, infelizmente não teve-se tempo para ef

balanço e apresentar a solução procurada. 

étodo da media aplicado ao sistema não ideal sob 

o 

Bingham Suavizado para o amortecimento. 

Agora, obtêm-se a resposta analítica para o modelo estudado utilizando o

Bingham suavizado para o amortecedor magneto reológico. 

etuar este 

B.3 M

efeito de um amortecedor MR utilizando-se o modelo 

 modelo 

[ ])(ˆcos 32
11 zFzksenzz BS ′−−′+′′=+′′ θθεθθεε                                                          (B41) 

[ ])(θθεθ &Msenzb +′′=′′ ˆ
                                                                                                 (B42) 

A partir dái, utiliza-se o método da media para encontrar uma solução analítica para o 

problema. Desta forma, toma-se 

)cos( βθα +=z                                                                                                        

e impõe-se que 

     (B43) 

)( βθα +−=′ senz                                                                                                          (B44) 

Agora, deriva-se z em relação a τ, obtendo-se: 

)()()()cos( βθαβθβθαβθα +−=+′+′−+′ sensen                                                   (B45) 

como a analise é feita na região próxima a ressonância do sistema, usa-se a aproximação 

)1( Δ+=′ , onde Δ é um parâmetro de sintonia e chega-se em: θ

)()()1()cos( βθαβθβαβθα +−=+′+Δ+−+′ sensen                                              (B46) 

e então obtêm-se uma primeira restrição: 



0)()()cos( =+′+Δ−+′ βθβαβθα sen                                                                       (B47) 

Deriva-se z’ em relação a τ, obtendo-se: 

cos()1()(
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)θβαβθα +′+Δ+−+′−=′′ senz β                                                               (B48) 

e substitui-se (6.81), (6.82), e (6.86) em (6.79) e (6.80), tem-se: 

[ tanh())sin((()(cosˆcos)1(

)cos()cos()1()(

1
332

11 γβθαβθαθεθεε

βθαβθβαβθα

])))sin( βθα +−++−−+−Δ++Δ′

=+++′+Δ+−+′−

tcksen

sen      (B49) 

[ ])(ˆ))cos()1()(( θθβθβαθβθαε &Msensensenb ++′+Δ+−+′−=Δ′                         (B50) 

Faz-se as devidas simplificações, obtendo-se: 

0)()()cos( ′+Δ−+′ =+ βθsen              α θ β α β                                                            (B51) 

),,()cos() 1()( +Δ−+′− Δ=+′ βαεβθβαβθα sen f                                                     (B52) 

),,(2 Δ=Δ′ βαεf                                                                                                             (B53) 

onde: 

[ ])))sin(tanh())sin((()(coscos)1(),,( 1111 βθαγβθαβθαθεθεβα +−++−−+−Δ++Δ′=Δ tcksenf
                       (B54) 

ˆ 332

[ ])(ˆ))cos()1()( θθβθβαθβθα &Msensensen ++′+Δ+−+′             (B55) (),,(2 βα bf −=Δ

Com isso obtêm-se um sistema com três equações: 

0)()()cos( =+′′ +Δ−+ βθβαβθα sen                                                                       (B56) 

),,()cos()()( 1 Δ=+′+Δ−+′− βαεβθβαβθα fsen                                                     (B57) 

),,(2 Δ=Δ′ βαεf                                                                                                           (B58) 

faz-se uso da regra de Crammer para solucionar as duas primeiras equações, obtendo-se: 



),,()( 1 Δ+−=′ βαβθεα fsen                                                                                       (B59) 

),,()cos()( 1 Δ+−=′+Δ βαβθεβα f                                                                          (B60) 

),,(2 Δ=Δ′ βαεf                                                                                                           (B61) 

que podem ser escritas como: 

),,()( 1 Δ+−=′ βαβθεα fsen                                                                                       (B62) 

),,()cos( 1 Δ+−Δ−=′ βαβθ
α
εβ f

                                                                             (B63) 

),,(2 Δ=Δ′ βαεf                                                                                                           (B64) 

Agora, substituí-se Δ=εσ e elimina-se os termos de O(ε2): 

[
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])( βθ +n)))sin(tanh())sin(((
)()cos(ˆ)(cos

1

33
1

βθαγβθα
βθβθαβθθεεα

+−++−−
++−+−=′

sec
senksen

t

                                    (B65) 

[ )(cosˆ)cos(cos 43
1 βθαβθθε +−+ k

                                 (B66) 
]])cos()))sin(tanh())sin(((

1

1 βθβθαγβθα
α

σεβ

++−++−−

⎢⎣
⎡ +−=′

tc

[ ])(ˆ)cos( θθβθαε &Msenb ++−=Δ′                                                                             (B67) 

De acordo com o método da media, σ, α e β são considerados constantes durante um 

intervalo de integração igual a 2π (o período de uma função circular), pois suas 

da ordem res da amplitude e da fase pela 

eliminação dos termos de variação rápida nas equações (B65), (B66) e (B67) através da 

integração destas equações em relação ao â

mencionado.  

Nota-se, porém, que é extremamente complicado encontrar as respostas analíticas das 

seguintes integrais: 

variações são 

 de ε��, desta forma, aproxima-se os valo

ngulo de rotação do motor CC (θ) no intervalo 
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   (a) 

e que 

∫ ++− θβθβθακ d)sin())sin(tanh(                                                                                

 θβθακ∫ ++− cos())sin(tanh( θβ d)                                                                                (b) 

∫ − θακ sin(tanh( ∫ ++−=++ θβθβθακθβθβ dd )sin())sin(tanh()sin())                    (c) 

θβθβθακθβθβθακ dd ∫∫ ++−=++− )cos())sin(tanh()cos())sin(tanh(                          (d) 

Para resolver este problema, tentaram

de integração convencionais. Não obtendo sucesso, optou-se por encontrar a expansão em 

series de potências, a expansão em ser

funções do integrando nas integrais com a intenção de transformá-las em polinômios. As duas 

primeiras foram efetu

derivada de altas ordens da função tangente hiperbólica. Percebe-se que as aproximações 

polinom  destas derivadas, o que torna o 

polinômio praticamente impossível de ser manipulado. Além disso, o fato de existir uma 

variável dentro do argumento da função tangente hiperbólica, não

ακ aumentado ainda mais o “tamanho” do polinômio. A segunda não foi possível ser 

executada pelo fato de que as funções do integrando não têm integrais definidas, tornando 

extremamente complicado o cálculo dos coefici

-se a integração direta estas equações pelas técnicas 

ie de Taylor e a expansão em Séries de Fourier das 

adas, porém esbarrou-se na dificuldade imposta pelo “tamanho” da 

iais teriam um grau muito elevado, necessitando assim

 permite fixar um valor para 

entes da expansão.
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A

de um amortecedor MR. Apresenta-se a 

 

 

 

pêndice C 

Análise da passagem pela resson

sujeito ao efeito de um amorte

A seguir faz-se a análise da passagem pela resso

ância de um oscilador simples, 

cedor Magneto-reológico. 

nância de um oscilador simples, sujeito ao 

seguir o modelo físico do oscilador estudado: efeito 

 

 

Figura (C1): Modelo real e representação física do modelo estudado. 

Utilizando-se o modelo acima e a formulação de Lagrange, pode-se obter as equações 

seguintes para o modelo estudado: 

)sin()(3 txFxkxkxM Bnll ϖΛ+−=++ &&&                                                                             (C1) 

Com posse desta equação inicia-se o estudo proposto, para isto utiliza-se o processo de 

adimensionalização, toma-se 

Viga 

Shaker 

)cos( tϖΛ)( xF &

XzxXzxzXxxz &&&&&& =⇒=⇒=⇒=  e substitui-se na equação 
X

(C1), obtendo-se 

                                             (C2) 

E então, utiliza-se 

)sin())((33 tzXsignfzcXzXkXzkzMX dnll ϖΛ++−=++ &&&&

Tt
T
t ττ =⇒= como o tempo adimensional e obtém-se 

)sin())((33
2 τϖTz

T
Xsignfz

T
cXzXkXzkz

T
MX

dnll Λ+′+′−=++′′                                 (C3) 
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ter a seguinte equação sem dimensões e em variáveis de estado: 

                                                                                                                             (C4) 

               (C5) 

ond

Então pode-se ob

21

)()sin( 2
3
112 xFxxBx B−−−= δτ&                                                                      

xx =&

e )sgn()( 222 xxxFB γξ += é a função que representa o modelo Bingham de amortecimento 

MR e os parâmetros adimensionais são dados por: 

frequênciaderazão

MX
B

MX
f

M
c

M
Xk

T dnl

==

Λ
=====

0

2
0

2
0

2
0

2
0

2

2
0

2 ,,,2,,1

ω
ϖδ

ωω
γ

ω
ξ

ω
σ

ω
 

tendo-se estas equações, pode-se verificar a passagem pela ressonância para certo valores do 

amortecimento MR. 

Tabela (C1) 

Parâmetros adimensionais Valores 
σ 0.1296 
B 0.003 
δ Є [0.95 1.05] 

 

Apresenta-se agora a figura que mostra as amplitudes do movimento do oscilador durante 

a p

 

 

 

 

assagem pela ressonância para o modelo de amortecimento usual, ou seja, ξ = 0.005616 e 

γ = 0. 
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Figura (C2): Fenôm = 0.005616) 

Nota-se na figura (C2) que ocorre o fenômeno de salto da amplitude o movimento do 

em menor, isto se deve ao fato de o sistema não possuir o motor como 

excitador, daí este salto ocorre devido às características do sistema. 

 

 

 

 

 

Figura (C3): Fenômeno de salto durante a passagem pela ressonância. (γ = 0.0001988988 e  
ξ = 0.0028081) 

Nesta caso, optou-se por um baixo valor do amortecimento MR, obtendo-se maiores 

am  salto maior em relação à figura anterior, devido ao fato de ter-se menos 

amortecimento. 

 

 

 

eno de salto durante a passagem pela ressonância. (ξ 

oscilador. Percebe-se, comparando com o caso em que o oscilador possui motor, que a 

magnitude do salto b

 

 

plitudes e um
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Figura (C4): Fenômeno de salto durante a passagem pela ressonância. (γ = 0.0011939 e  ξ = 

a variação indesejável nas 

bém com o aumento do 

am e

Figura (C5): Fenômeno de salto durante a passagem pela ressonância. (γ = 0.00198988 e  ξ = 

 pela ressonância, afirmando que o amortecimento MR seria 

 

0.00561610) 

Percebe-se que com a escolha de um valor médio para o amortecimento MR obteve-se a 

supressão total do fenômeno de salto, porém ainda percebe-se um

proximidades da ressonância do sistema, que pode ser suprimida tam

ortecim nto MR aplicado ao sistema. 

 

 

 

 

 

 

 

0.008424) 

Como foi dito e pode ser visto na figura (C5) as grandes variações de amplitudes foram 

suprimidas durante a passagem
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uma boa opção na supressão de vibrações tamb m em modelos em que não encontra-se um 

motor acoplado ao oscilador.  

Ressalta-se que a analise deste oscilador necessita de uma análise mais profunda e também 

da busca de soluções analíticas, possibilitando uma análise paramétrica do problema, o que 

proporcionaria uma melhora na utilização deste tipo de amortecimento. Sugere-se a utilização 

dos outros modelos de previsão do amortecimento MR para a análise, tanto deste oscilador, 

com  o oscilador não ideal utilizado no decorrer desta dissertação.  

 

 

 

é

o
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1. ”Function nonideal” utilizada no cálculo dos deslocamentos e das velocidades do 

modelo não ideal com o modelo de amortecimento Bingham: 

function yprime = nonideal(t,y) 

global  va ats pum 

md=0.0728; r=0.0268; M=5; X=0.3; kl=500/2; knl=720/2; km=0.437; Ra=5.25; J=0.001256;  

epsilon=0.002; 

c1=0.02808025*0.3; % AMORTECIMENTO VISCOSO 

gamma=0.198988*ats; %cOMPORTAMENTO REOLOGICO 

sigma=0.1296; %MOLA NAO LINEAR 

eta=0.06;    

beta=1.5;  

alpha=(1/2)*0.6116*va;   % va parametro de controle 

Aa=(gamma.*sign(y(2))+y(1)+c1.*y(2)+sigma.*(y(1)).^3); 

Ab=((epsilon.*beta.*y(4)-epsilon.*alpha).*sin(y(3))-(epsilon.*(y(4)).^2).*cos(y(3)));  

Ba=(Aa).*(eta.*sin(y(3))); 

b=(Ab).*(eta.*sin(y(3))); 

Apêndice D 

Rotinas computacionais utilizadas 

A seguira apresenta-se as rotinas computacionais utilizadas para obter-se os resultados 

desta dissertação: 

B
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ypr Ab))/(1-epsilon.*eta.*(sin(y(3)).^2))); y(4); (((-(Ba+Bb))./(1-

epsilon.*eta.*(sin(y(3)).^2)))-(beta.*y(4))+alpha)]; 

 

merfeld no modelo não ideal com amortecimento Bingham: 

 ats 

eologico inicial 

umero de pontos de cada grafico 

 

mpo 

ime=[y(2); ((-(Aa+

2. Rotina utilizada para calcular as amplitudes máximas e freqüências medias e plotar o 

Effeito Som

clear all 

close all 

clc 

tic; 

format('long'); 

global va am fm

am=[]; fm=[]; y22=[]; y12=[]; ytt=[]; 

k=1;   %numero de graficos 

ats=0;   %coeficiente do comportamento r

m=100;  %n

i=1; 

while i<=k;     

va=4.93;   %parametro de controle\\\\\\\\4.93 => ressonancia

ats=0.001;  %valor do atrito seco 

j=1 

%Calculo do historico no te
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while j<=m; 

   [t,y]=ode113('nonideal',[0:0.005:3000],ci); 

=y(:,3); 

iente para calcular amplitudes maximas e frequencias medias 

gth(y1)); 

edias 

anter ou nao o motor ligado) 

 da tensao e do passo 

   j=j+1 

ci=[0 0.000001 0 0]; 

   y1=t; 

   y2=y(:,1); 

   y3=y(:,2); 

   y4

   y5=y(:,4); 

   %eliminando o trans

   y21=y2(390000:len

   y51=y5(390000:length(y1)); 

   %amplitudes maximas e frequencias m

   am(j)=max(y21);  

   fm(j)=median(y51);  

   %condiçoes iniciais (m

   tt=length(y1); 

   ci(1,1)=y2(tt,1); ci(1,2)=y3(tt,1); 

   ci(1,3)=y4(tt,1); ci(1,4)=y5(tt,1); 

   %variaçao

   va=va+0.04; 
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d on; 

merfeld'); 

encia do Motor');ylabel('Amplitude');grid on; 

); title('Time x Displacement'); 

l('Time');ylabel('Displacement'); 

lar'); 

); 

 ylabel(' Velocidade Angular'); 

(1,3,1); 

se'); 

eslocamento');ylabel('Velocidade'); 

0.001 0.001 -0.001 0.001]); 

end 

figure(1); hol

plot(fm,am,'k.');  

title('Efeito Som

xlabel('Frequ

figure(2); 

plot(y1,y2,'k'

grid on;xlabe

omegazero=ones(1,301); 

ttt=0:10:3000; 

figure(3);hold on; 

plot(y1,y5,'k'); title('Tempo x Velocidade Angu

plot(ttt,omegazero,'r'

grid on; xlabel('Temp');

%axis([0 3000 0.99 1.01]); 

figure(4); 

y22=y2(595000:length(y1)); 

y33=y3(595000:length(y1));subplot

plot(y22,y33,'k.');title('Plano de Fa

grid on;xlabel('D

%axis([-
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title('Plano de Fase'); 

to');ylabel('Velocidade'); 

n nonideal_tanh” utilizada no cálculo dos deslocamentos e das velocidades do 

modelo não ideal com o modelo de amortecimento Bingham: 

function yprime = naoideal_tanh(t,y) 

global  va ats gamma c1 

md=0.0728; r=0.0268; M=5; X=0.3; kl=250; knl=360; km=0.437; Ra=5.25; J=0.001256;   

kappa=100;%APROXIMAÇAO PARA A FUNÇAO SINAL; 

epsilon=0.002; 

c1=0.0280805*0.05     %AMORTECIMNTO VISCOSO 

gamma=0.19898869648*ats;%COMPORTAMENTO REOLOGICO 

Sigma=0.1296; 

eta=0.06;    

beta=1.5;  

 

figure(5); 

plot(y22,y33,'k.');

grid on;xlabel('Deslocamen

ats=ats+0.02; 

i=i+1; 

end 

toc; 

 

3. “Functio
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lpha=3058.*va;;   % va parametro de controle 

a.*tanh(kappa.*y(2))+c1.*y(2)+y(1)+sigma.*(y(1)).^3); 

).*sin(y(3))-(epsilon.*(y(4)).^2).*cos(y(3)));  

.*sin(y(3))); 

=[y(2); ((-(Aa+Ab))/(1-epsilon.*eta.*(sin(y(3)).^2))); y(4); (((-(Ba+Bb))./(1-

epsilon.*eta.*(sin(y(3)).^2)))-(beta.*y(4))+alpha)]; 

 

4. Rotina utilizada para calcular as amplitudes máximas e freqüências medias e plotar o 

Effeito Sommerfeld no modelo não ideal com amortecimento Bingham suavisado: 

close all 

clc 

tic; 

format('long'); 

global va am fm ats              

am=[]; fm=[];  

k=1;   %numero de graficos 

ats=0;   %coeficiente do comportamento reologico inicial 

m=100;  %numero de pontos de cada grafico 

i=1; 

a

Aa=(gamm

Ab=((epsilon.*beta.*y(4)-epsilon.*alpha

Ba=(Aa).*(eta.*sin(y(3))); 

Bb=(Ab).*(eta

yprime

clear all 
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mpo 

while j<=m; 

   [t,y]=ode113('nonideal_tanh',[0:0.005:3000],ci); 

1); 

iente para calcular amplitudes maximas e frequencias medias 

quencias medias 

ondiçoes iniciais (manter ou nao o motor ligado), se desligado colocar 

   %              "%"antes do comando 

while i<=k;     

va=4.93;   %parametro de controle\\\\\\\\4.93 => ressonancia 

ats=0.01;  %valor do comportamento reologico 

j=1 

%Calculo do historico no te

ci=[0 0.000001 0 0]; 

   y1=t; 

   y2=y(:,

   y3=y(:,2); 

   y4=y(:,3); 

   y5=y(:,4); 

   %eliminando o trans

   y21=y2(590000:length(y1)); 

   y51=y5(590000:length(y1)); 

   %amplitudes maximas e fre

   am(j)=max(y21);  

   fm(j)=median(y51); 

   %c
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; 

ariaçao da tensao e do passo 

; hold on; 

.');  

ommerfeld'); 

encia do Motor');ylabel('Amplitude');grid on; 

isplacement'); 

bel('Angular Velocity'); 

ot(1,3,2); 

   tt=length(y1)

   ci(1,1)=y2(tt,1); ci(1,2)=y3(tt,1); 

   ci(1,3)=y4(tt,1); ci(1,4)=y5(tt,1); 

   %v

   va=va+0.04; 

   j=j+1 

end 

median(y5) 

figure(1)

plot(fm,am,'k

title('Efeito S

xlabel('Frequ

figure(5); 

plot(y1,y2,'k'); title('Time x Displacement'); 

grid on;xlabel('Time');ylabel('D

figure(6); 

plot(y1,y5,'k'); title('Time x Velocity'); 

grid on;xlabel('Time');yla

figure(10); 

y22=y2(150000:length(y1)); 

y33=y3(150000:length(y1));%subpl
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Plano de Fase'); 

el('Velocidade'); 

m estas rotinas, utilizou-se também ferramentas do Mat Lab tais como o 

Simulink e o pacote de ferramentas MATDS, para análise de sistemas dinâmico para no Mat 

plot(y22,y33,'k.');title('

grid on;xlabel('Deslocamento');ylab

%figure(5); 

%plot(y1,y5,'k') 

ats=ats+0.01; 

i=i+1; 

end 

toc; 

Em conjunto co

Lab. 
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