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Resumo

No que segue, propoe-se uma classe de sistemas robo6ticos multi-corpos, cujos corpos
componentes estao fisicamente acoplados através de juntas rotativas ativas. Os sis-
temas da classe considerada possuem mobilidade irrestrita no espaco plano uma vez
que propulsores distribuidos ao longo dos corpos do sistema. A modelagem dindmica
destes sistemas é apresentada sob as abordagens Hamiltoniana e Lagrangiana da mecéa-
nica analitica. A descricdo destes métodos de modelagem, assim como os modelos por
eles obtidos, é realizada com énfase na interpretacao geométrica da matematica envol-
vida. Alguns exemplos de parametrizacdes do espaco de fase do sistema sao discutidos e
exemplos de modelagem em funcao destas parametrizacoes sdo obtidos. Ademais, alguns
critérios de andlise de controlabilidade nao-linear sao revisados e aplicados aos modelos
do sistema com a estrutura de entradas considerada. Alguns casos de estabilizagao da
classe de sistemas sao também discutidos. Resultados de simulacao de estabilizacao sao
obtidos para sistemas através de estudos de casos. Sistemas completamente controlados
no espaco de estados podem ser linearizados através de uma técnica de linearizacao
por realimentagao e estabilizados com uma realimentacao de estados. Para os sistemas
cuja controlabilidade é deficiente, propoe-se a modificagao de um método de controle
de sistemas sub-atuados e uma lei de controle por realimentacgéo é obtida pela teoria de
estabilidade de Lyapunov. A classe de sistemas aqui discutida possui grande potencial

de aplicagao nos ambientes espacial e submarino.



Abstract

In the following, a class of multi-body robotic systems is proposed in which its system
component bodies are physically coupled by active rotating joints. The systems be-
longing to the proposed class have unrestricted mobility on the plane since thrusters
are distributed along the system. System dynamical modeling is obtained through the
analytic mechanical Hamiltonian and Lagrangian methods. The presentation of these
methods, as well as the dynamical models obtained by them, is realized with an empha-
sis in the geometrical interpretation of the corresponding mathematics. A few different
system phase space parameterizations approaches are discussed and modeling examples
are presented under these parameterizations. Additionally, some nonlinear controllabi-
lity analysis criteria are reviewed and applied to system dynamical models composed
by the input structure mentioned above. A few stabilization case studies for the class
of systems are also discussed and simulation results are presented. Totally controlled
systems in the phase space can be linearized by feedback linearization techniques and
stabilized through a state feedback. For partially controllable systems a modification of
a stabilization method for under-actuated systems is proposed which renders feedback
control via Lypunov stability theory. The class of systems discussed has great potential

for space and underwater applications.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Contextualizacao

O projeto de sistemas roboticos, em particular os sistemas moéveis, segue uma constante e
irreversivel crescente em termos da complexidade de inteligéncia e de reagao ao ambiente,

do projeto do desempenho dindmico e de interacao com o ambiente.

A modelagem da dindmica do corpo rigido compreende uma descrigdo dos movimentos
de translacao e rotacao sob a acao de esforcos externos. Para o sistema analisado a
seguir, assim como para todos os sistemas que sdo compostos por mais de um corpo
rigido, por exemplo, faz-se importante descrever a posicao relativa entre os seus elemen-
tos componentes, em conjunto com a descricao da translacao e rotacao de um ponto
representativo do sistema. Sistemas deste tipo, cujo a dindmica de muitos corpos es-
tao envolvidos na descricdo do mesmo, sdo denominados sistemas multi-corpos. A
complexidade relativamente maior da dindmica destes sistemas reside nesta premissa,
uma vez que é necessario um ntumero maior de variaveis para descrever a evolug¢ao no
tempo dos graus de liberdade adicionais. Por outro lado, um maior nimero de graus
de liberdade envolvidos permite incrementar a variabilidade de desempenho do sistema

pois é possivel realizar uma maior quantidade de manobras no espago de movimento.

Um tipico exemplo do aumento da inteligéncia diz respeito aos atributos que conferem
ao sistema maior autonomia, ou seja, capacidade de tomada de decisoes, cuja implemen-

tagao segue da estruturacao de varios niveis hierarquicos ou cooperativos na arquitetura
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do sistema de controle. Quanto a dindmica de movimento, uma variedade de técnicas
de controle estao disponiveis que possibilitam projetar trajetérias de movimentos com
margens de estabilidade e de rejeicao aos disturbios bem determinadas e que, em mui-
tas circunstancias, sao estabelecidas através de relacoes de compromisso. Além disso,
muitos sistemas moéveis sao dotados de partes mdveis internas ou de manipuladores, o
que permite expandir as possibilidades de desempenho, ao passo que, e concomitante-
mente, tornam mais complexos os projetos dindmico e dos subsistemas que garantem
a autonomia do sistema, (Yuh e West, 2001) e (UUVMP Committee, 2004). Sistemas
desta categoria nao apenas realizam tarefas de monitoramento, inspe¢ao ou seguranca,
mas operam alterando ativamente o seu meio de atuagao ou simplesmente reagindo ao

ambiente.

1.1.1 Sistemas Multi-Articulados

Os sistemas multi-articulados sao particularizagoes dos sistema multi-corpos defini-
dos acima, cujos corpos estao acoplados fisicamente entre si por articulagoes planas ou
esféricas. Sistemas deste tipo possuem aplicacao variada, como a espacial, onde o dénibus
espacial e a estagao espacial internacional (ISS) constituem exemplos tipicos de veiculos
tripulados, e aquéatica, como nos veiculos submarinos tripulados ou nao, que possuem
manipuladores, entre outros. Neste ultimo exemplo, com o projeto de veiculos operando
com velocidades cada vez mais maiores, ocorre um aumentando do acoplamento dina-
mico entre veiculo e manipulador através das forgas hidrodinamicas (McLain, Rock e
Lee, 1995). Isto demanda maior capacidade de desempenho do sistema de controle e

dos atuadores do sistema.

No presente trabalho, investiga-se técnicas de modelagem dindmica, analise da controla-
bilidade dindmica e cineméatica, geracao de trajetéria e controle para um sistema mecéa-
nico articulado restrito ao plano. O sistema mecanico mencionado consiste em multiplos
corpos rigidos articulados entre si através de juntas rotativas de um grau de liberdade.
Tal idealizacao é representativa de sistemas fisicos como sistemas mecénicos complexos
ou uma rede de robds ou veiculos méveis acoplados através de manipuladores. Exem-
plos recentes de estudos com sistemas multi-corpos no espago (3D) e acoplados através
de juntas de rotagdo podem ser encontrados em (Dubowsky e Papadopoulos, 1993),
(Walsh e Sastry, 1995), (Koningstein e Cannon Jr., 1995), (Rui, Kolmanovsky e Mc-

Clamroch, 2000), entre outros.
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Um exemplo de aplicagao do sistema pode ser representado pela construgao e instalagao
de estruturas submarinas com auxilio de veiculos auténomos, como os AUVs! dotados
de manipuladores, por exemplo. Neste caso, o movimento simultaneo e coordenado do
veiculo e manipulador(es) ¢ considerado acoplado e determinado para atender a diversos

cenarios de operacao.

O grupo de veiculos, componentes do sistema multi-corpo, é passivel da variagao da
geometria de formacgao, ou seja, a orientagao relativa entre os corpos é varidvel, visando
o interesse no desempenho de movimento dos corpos de forma coordenada. A atuacgao
sobre o sistema é realizada através de entradas (ou atuadores) internos e externos,
segundo a nomenclatura de sistemas roboéticos. Atuadores internos sao responséveis
pela orientacao relativa entre os corpos. Esforgos externos, como disturbios por exemplo,

alteram a dindmica do sistema em relagdo a um referencial inercial.

1.1.2 Revisao da Literatura Técnica

Os sistemas robo6ticos multi-corpos, como os manipuladores roboticos e robos bipedes,
sao uma presente realidade e durante varias décadas vem sendo empregados como auxilio
de producao nos processos industriais e como tema de estudo nas atividades de ensino
e pesquisa. Publicagoes variadas sobre a teoria de modelagem envolvida, o projeto e
construcao, controle ou tendéncias experimentais tem sido produzidas; dentre estas,
pode-se mencionar a referéncia pioneira (Wittenburg, 1977), além das citadas na se¢ao

anterior, entre outras.

Mais recentemente, sistemas multi-articulados sao estudados com vista a aplicacao es-
pacial, em particular no controle de atitude de satélites artificiais. Apresentou-se em
Sreenath (1987) a modelagem de um sistema multi-articulado no plano sob um tra-
tamento geométrico. Em Reyhanoglu e McClamroch (1991) pode-se encontrar uma
discussao sobre a controlabilidade e estabilizagao de sistemas multi-corpos com a restri-
¢ao de invariancia do momento angular. Dubowsky e Papadopoulos (1993) apresentou
a dindmica e controle de sistemas roboticos espaciais totalmente controlaveis no espaco
tridimensional. O controle nao-linear da atitude e da forma de um sistema composto por
apéndices articulados e rodas de inércia foi discutido em Rui et al. (2000). Shen (2002)
dissertou sobre o controle de sistema multi-corpos através da variacao de forma. Como

aplicagdo submarina, Melli, Rowley e Rufat (2006) apresentam um algoritmo para a

Do inglés: Autonomous Underwater Vehicles.
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geracao de trajetorias de translagao pelo controle de forma do sistema multi-articulado

em um meio fluido.

A mecanica geométrica, como no contexto apresentado em Marsden (2004) e nas refe-
réncias ali citadas, entre outras, é aqui utilizada para modelagem do sistema, elaborada
por uma descri¢ao segundo a mecénica cléssica através da linguagem devido a geome-
tria diferencial (Spivak, 1999). Como sera discutido ao longo do texto, as ferramentas
disponiveis a partir do ramo da geometria, mais especificamente da geometria diferen-
cial, permitem fragmentar a dindmica de sistemas, possibilitando sua analise de forma
elegante e consistente com o intuito de identificar caracteristicas de movimento. Estas,
por sua vez, permitem organizar e minimizar os calculos de modelagem e de solugao das

equagoes diferenciais do modelo. Referéncias adicionais sao feitas a seguir.

O estudo da controlabilidade de sistemas mecanicos nao-lineares ganhou nova motivagao,
nas trés ultimas décadas, com o surgimento de ferramentas baseadas em resultados
conhecidos da geometria diferencial. Em particular, este avango se aplica na anéalise da
estrutura dos campos vetoriais que descrevem as equagoes de dindmica, pela algebra

determinada pelo colchete de Jacobi-Lie dos campos vetoriais, (Sussmann, 1987).

Em funcao das mesmas ferramentas de anélise empregadas na determinacao da con-
trolabilidade, as técnicas de linearizacao por realimentacao da dindmica de estado
(Isidori, 1995), utilizadas para a estabilizagdo de sistema completamente controlaveis,
foram desenvolvidas por Brockett, Respondek, Krener e Isidori, entre outros. Nos sis-
temas que apresentam medidas de controlabilidade deficientes, outros métodos de es-
tabilizagao devem ser utilizados como, por exemplo, técnicas cujas leis de controle nao
sao infinitamente diferenciaveis nas variaveis do estado ou, mesmo, técnicas de controle
variantes no tempo. A teoria de estabilidade proposta por Lyapunov, (Khalil, 2002),

pode ser empregada com esta finalidade.

1.2 Proposta de uma Classe de Sistemas Robéticos Moéveis

Uma das contribuicoes deste trabalho consiste em propor uma classe de sistemas ro-
boéticos moéveis e multi-articulados, no qual o sistema propulsor esté distribuido pelos
elementos, ou corpos, do sistema ao invés de se concentrarem apenas no corpo base ou

veiculo.
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Uma apresentagao inicial da modelagem de um sistema multi-articulado no plano foi
realizada em Sreenath (1987), através de uma abordagem Hamiltoniana.? No entanto, a
modelagem e anélise do sistema considerados naquele estudo compreendiam um sistema
desprovido de uma configuracdo de entradas que permitisse a sua movimentacao no
plano. O sistema aqui considerado, em contraste, e como sera proposto a seguir, possui
entradas dispostas de maneira a possibilitar que este seja manobrado por todo o espaco

de variaveis do plano.

Diferentemente, uma abordagem segundo uma visao Lagrangiana nao é, até o presente
momento, empregada de maneira freqiiente na modelagem de sistemas multi-articulados.
Excecbes a esta afirmag@o sdo encontradas na modelagem do Elroy’s Benie - sistema
composto por dois corpos articulados no centro comum de massa e, portanto, mais
simples do que o considerado aqui - discutido em Ostrowski (1995),0Ostrowski (1999)
e do sistema com restri¢oes nao-holonémicas denominado snakeboard, (Bloch, Krishna-
prasad, Marsden e Murray, 1996; Bloch, 2003). Uma das possiveis razoes para o uso
nao freqiiente desta, deve-se a relativa complexidade da teoria em comparagdo com a
alternativa Hamiltoniana. No entanto, a modelagem sob uma abordagem Lagrangiana

permite, em geral, um melhor detalhamento da geometria da dindmica envolvida.

Define-se, a seguir, a classe de sistemas multi-corpos considerada neste trabalho:

Definigao 1.2.1 (Sistema multi-articulado movel). Define-se a classe de sistemas multi-
corpos moéveis, como aquele composto por mais de um corpo rigido, acoplados fisica-
mente entre si através de juntas rotativas e em que os seus atuadores, responsaveis pela
sua mobilidade em relagao a um referencial inercial, estao distribuidos nos corpos que

o compoe, Fig. 1.1.

A qualidade de ser mével na definicdo acima, em principio, abrange o espaco fisico tri-
dimensional. No entanto, as discussoes do presente trabalho restringem-se ao caso em
que a mobilidade do sistema limita-se ao plano bidimensional. Como sera visto nos
capitulos de modelagem e analise, as juntas rotativas podem ser tomadas como ativas
ou passivas. No presente capitulo, apresenta-se uma evolugdo em relagao a acionamento
dos sistemas multi-articulados apresentados em Sreenath (1987), por exemplo, no que

diz respeito & capacidade de auto-manobra no espago pela acao de propulsores. Estes

2Algumas correcées de um resultado, no que diz respeito ao algoritmo para determinacéo da inércia
do sistema multi-corpos, desta referéncia sdo apresentadas na Segao C.2.1 do Apéndice C do presente
trabalho.
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Centro de
Massa

Figura 1.1: Sistema roboético multi-articulado mével, como N corpos, sob acao de forgas

fi e de torques das juntas Tj.

propulsores podem ser realizados por jatos de gases sob pressao ou provenientes de com-
bustéo, como encontrados em sistemas espaciais, ou pelo empuxo relativo de um fluido
por uma hélice, como encontrado nos sistemas aquéticos, submarinos e aéreos. Observe,
também, que a classe de sistemas definida acima difere dos considerados em Dubowsky
e Papadopoulos (1993), em que os acionamentos de transla¢ao do sistema estao todos

localizados em um tnico corpo rigido, denominado veiculo base, por exemplo.

O sistema de interesse neste trabalho é, de maneira geral, caracterizado pelos seguintes

atributos, e formalmente definidos nos préximos capitulos:

e Dinamica livre nao-linear e auténoma;

e Dinamica representada na forma afim3;

e Sistema Lagrangiano, determinado apenas pela energia cinética;

e Sistema Hamiltoniano (Marsden e Ratiu, 1999), (Nijmeijer e van der Shaft, 1990);

e Configuragao descrita por um grupo de Lie definido por N copias do SE(2), onde

N & o namero de corpos do sistema;?

e Sistema invariante a esquerda nas variaveis do referencial movel;

e Sistema com restrigdo nao-holonémica na velocidade e determinada pela conser-

vacao do momento angular total na auséncia de esforcos externos;

3Muitos sistemas mecanicos possuem esta propriedade.
4 . . . . . , . .
Note que o conceito de configura¢do, como definido no préximo capitulo é, por definigdo, distinto

da relativa ao estado, podendo esta ultima incluir a configurag¢ao do sistema - composto pela posigao,

orientagao e variaveis de forma - além das varidveis de velocidade.
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e Sistema de controle sobre-atuado, atuado ou sub-atuado, dependendo do ntmero

de entradas estipulado.

1.3 Objetivos de Pesquisa

Ambas as abordagens analiticas da mecéanica, segundo Hamilton e Lagrange, sao utiliza-
das na modelagem do sistema proposto. Como sera visto, estas abordagens se alternam
em permitir uma melhor elucidacao da fisica do problema. Por exemplo, quando da ca-
racterizagdo de restri¢goes nao-holondémicas para um sistema, é usual deparar-se com um
desenvolvimento Lagrangiano. Alternativamente, a abordagem Hamiltoniana permite
obter de maneira direta as equagoes de movimento, adequando-se melhor & analise de

controlabilidade.

O foco principal de aplicacao da teoria relativa aos métodos geométricos sao empregados,
na presente pesquisa, & modelagem, analise da dindmica, planejamento de trajetorias
e sintese de controle em malha fechada de sistemas mecanicos, em particular dos sis-
tema multi-corpos como apresentado acima. Neste contexto, apresentam-se a dindmica
e técnicas de controle para um rob6é mével e composto por corpos rigidos articulados
com interesse no desempenho de tarefas de forma coordenada e auténoma. Uma das
principais motivagoes para o presente trabalho consiste na investigagdo do aumento de
desempenho do sistema robo6tico mével proposto, ou sistema multi-corpos, em relagao
aos robds moveis na forma como geralmente sao utilizados, ou seja, composto por um
Unico corpo rigido. Estas medidas de desempenho podem ser determinados para otimi-
zacdo do comprimento da trajetoria, variaveis temporais, esforgo de controle ou consumo

energético.

1.3.1 Contribuicoes do Trabalho
Dentre as principais contribuigoes deste trabalho, podem-se destacar as seguintes:

e Proposta de uma classe de robés moveis multi-articulados;

e Modelagem dinamica fundamentada na teoria geométrica sob as abordagens La-
grangiana e Hamiltoniana. Modelagem das entradas do sistema, como descrito na

defini¢do da classe de sistemas acima, Fig. 1.1;
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e Analises de controlabilidade de exemplos de sistemas da classe proposta;

e Estabilizacao por regulacao do sistema mediante um método de linearizagao por
realimentagao, aliado a realimentacgao do estado, e através da teoria de estabilidade

de Lyapunov.

Dentre os principais resultados obtidos neste trabalho, os seguintes sao notéaveis:

e Apresenta-se a modelagem da dindmica do sistema através de diferentes parame-

trizagbes do espaco de configuracao Q;
e Apresenta-se a modelagem das entradas de propulsao do sistema;

e A analise de controlabilidade mostra que um sistema multi-articulado de N-corpos,
com pelo menos dois propulsores, é sempre acessivel e controlavel dos pontos de

equilibrio:

— Mostra-se que o sistema é sempre linearizavel por realimentagao quando o ni-
mero de entradas iguala-se a dimensao do espago de configuracdo (). Neste
caso, pode-se estabilizar o sistema através de uma realimentacao suave do
estado, dada uma matriz de ganhos do compensador projetada adequada-

mente;

e Nos casos em que a controlabilidade é deficiente, obtém-se uma extensao de um
resultado de estabiliza¢ao para sistemas sub-atuados (Fantoni, Lozano, Mazenc e
Pettersen, 1999).

1.3.2 Justificativa do uso da Teoria Geomeétrica

Como mencionado acima, o caminho seguido para abordar o tema proposto baseia-se
nos métodos geométricos para a mecéanica classica, ramo da matematica que agrega
elementos do célculo diferencial, algebra linear e topologia, denominada geometria di-
ferencial. Neste contexto, a modelagem do sistema é realizada através da obtencao
dos campos vetoriais, que nada mais representam que um sistema de EDOs auténo-
mas descritas adequadamente. De maneira bastante simplista pode-se dizer que estes
métodos geométricos correspondem a uma especializacao do ramo da mecénica denomi-

nado mecdnica analitica®, que por sua vez permitem uma analise do sistema como um

SFormalmente, esta analogia nio é aceita, ndo sendo endossada por muitos autores.
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todo, em contraste da abordagem Newtoniana, que trata do estudo individual de cada

componente do sistema.

De maneira mais abrangente, a geometria diferencial permite estabelecer uma associ-
agao entre a analise e a geometria, permite ainda “sintetizar figuras” da geometria do
problema em estudo, o que garante potencial heuristico na inferéncia de certas pro-
priedades inerentes ao sistema dindmico e que podem ser rapidamente verificadas. Isto
. e < . o
pode traduzir-se em uma “simplificagdo” do ferramental matematico necessario a anélise
do objeto de estudo além de uma compreensao mais fundamental da fisica do mesmo

(Schutz, 1980).

Além disso, a geometria diferencial consiste em um dos canais possiveis através dos quais
essas vantagens acima apresentadas podem ser extrapoladas do espaco fisico para o es-
pago de varidveis. A modelagem do sistema baseia-se, neste contexto, na possibilidade
de traducao do comportamento dindmico dos sistemas fisico em modelos matematicos
correspondentes e na andlise destes de maneira independente de um sistema de coorde-
nadas (Lanczos, 1977). A formulagdo conceitual da mecanica analitica é, por exemplo,
realizada desta maneira. Neste sentido, a mecénica analitica caracteriza-se por ser mais
versatil, permitindo uma generalizagao das coordenadas em contraste com o espago de
coordenadas fisicas da formulagao Newtoniana, (Meirovitch, 1970). Ademais, a inclusao
da din&mica de subsistemas adicionais na abordagem analitica é realizada de maneira
direta e sistemética. Esta representa uma nitida vantagem de aplicagdo ao sistema
proposto. A teoria geométrica possui difundida aplicagao especificamente na teoria de
controle. Logo, o emprego da teoria da mecénica geométrica ganha motivacao extra
com as ferramentas de analise e sintese de sistemas de controle. Como visto a seguir,
estas estao fortemente baseadas na teoria geométrica, especialmente no caso de sistemas

nao-lineares.

A motivacao de escolha da mecéanica geométrica abrange estas explicacoes acima junta-
mente com um interesse pessoal do autor em expandir o conhecimento, mesmo que de
maneira introdutoéria, nas disciplinas da matemaética relacionadas aos sistemas dinami-

COS.



1.3. OBJETIVOS DE PESQUISA 10

1.3.3 Aplicagoes

Outras areas de aplicacao do sistema aqui considerado, em adigao as aplicagoes ja citadas

nas secoes anteriores, resumem-se nas seguintes:

Roboética: sistemas distribuidos swarm; por exemplo, operagao de vérios rob6s mo-
veis atuando em conjunto para a realizagao de tarefas - hitp://www.work.caltech.

edu/ling/, hitp://payman.caltech.edu/sis/program.html

Medicina: modelagem e controle de agulhas utilizadas na instrumentagao médica
(Kallem e Cowan, 2007) - http://glacier.me.jhu.edu/ vinutha/research.html;

Quimica: modelagem e analise de reagdes quimicas em sistemas poliatomicos (4 a 7

atomos) - hitp://www.cds. caltech.edu/ koon/project/,

Biologia: modelagem do movimento de microorganismos (Shapere e Wilczeck, 1987).

1.3.4 Organizagao da Tese

O presente trabalho esté organizado nos seguintes capitulos:

Capitulo 2 Uma breve fundamentacao teodrica dos conceitos relativos & modelagem,
analise e controle que sao realizados nos capitulos subseqiientes sao apresentados.
Em sintese sao revistos os conceitos de grupos, simetria, aplicagdo momento J,
conexao principal, decomposicao do espaco de fase do sistema no fibrado princi-
pal. Em particular, a configuragdo de um corpo rigido no plano é completamente
especificada pelas coordenadas do grupo SE(2), que é um grupo definido por um

produto semi-direto.

Capitulo 3 Apresentacdo do principio de Lagrange d’Alembert para sistemas nao-
holonémicos. Descri¢ao e teoria & modelagem Lagrangiana através do relaciona-
mento entre a inércia, a simetria e o momento generalizado do sistema denominado
por conexdo mecdnica. Discussao sobre a reducao do sistema para obtencao da
dindmica relativa, reconstrucao da dindmica completa do sistema no espaco de
fase T'Q.

Capitulo 4 Modelagens Hamiltoniana e Lagrangiana:
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e Descricao e obtencao da matriz de inércia do sistema, determinagao da func¢ao
Hamiltoniano em funcgao da inércia do sistema, modelagem da dindmica do
sistema;

e Equagoes da dindmica reduzida e de reconstrucao da dindmica completa do

sistema no espago de fase T'Q), sob o ponto de vista de Lagrange;

e Modelagem da entrada e do sistema de controle com N corpos sob ambas as

abordagens Hamiltoniana e Lagrangiana.

Capitulo 5 Exposicao do equilibrio dindmico do sistema. Anélise das fases geométricas
do sistema multi-articulado. Apresentacdo da teoria e analise da controlabilidade

do sistema.

Capitulo 6 Apresentacao da teoria, analise e discussdo do problema de estabilizacao do
sistema multi-corpos através de linearizagao por realimentacao e sintese de controle
por realimentacao através da teoria de Lyapunov. Apresenta-se um resultado do

planejamento de trajetéria através do controle 6timo.

Capitulo 7 Conclusao dos principais resultados e discussoes do trabalho. Apresentam-

se, também, alguns temas sugestivos para o prosseguimento deste trabalho.

Além destes, trés capitulos estdo organizados como Apéndice.

O primeiro capitulo do Apéndice apresenta uma breve recapitulacao da teoria envolvida.
Em particular, as definicoes de alguns conceitos basicos da geometria diferencial e da
mecinica geométrica sao revisadas. Estas defini¢oes serao utilizadas corriqueiramente

no trabalho.

O segundo capitulo do Apéndice contém resultados da mecanica geométrica utilizados
no curso do texto principal. Estes resultados podem nao ser encontrados na literatura
que trata do assunto ou sao detalhamentos, de resultados de algumas referéncias, para

o tratamento aqui pretendido.

O terceiro capitulo do Apéndice apresenta um modelo do corpo rigido no plano e modelos
do sistema multi-articulado. Em particular, apresentam-se resultados complementares

de modelagem dos sistemas de 3 e 5 corpos.
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Capitulo 2

Elementos da Mecanica Geométrica

Conceitualmente, a mecanica Lagrangiana resume-se na descrigao da dindmica de um
sistema em uma variedade diferencial denominada espago de configuragdo em conjunto
com uma funcao escalar, o Lagrangiano, definida no espaco tangente ao espago de
configuracao. A mecénica Hamiltoniana estende a teoria de Lagrange com a introducgao
de mais estrutura a geometria do sistema. Esta é definida em uma variedade de dimensao
par e caracterizada por uma estrutura simplética nao degenerada chamada espaco de
fase, que usualmente corresponde ao dual do espago tangente ao espago de configuragao.
Um sistema Hamiltoniano é completamente determinado com a especificacao do espaco
de fase com uma estrutura simplética e com o Hamiltoniano definido neste espago de
fase. Nos parédgrafos a seguir, os elementos essenciais destas duas abordagens serdao

revistos com énfase dada & descricdo da geometria envolvida.

Vale destacar que os resultados discutidos a seguir valem - mas em geral nao sao ne-
cessariamente exclusivos - ao caso de dimensao finita. E, finalmente, a convenc¢ao do
somatorio de Einstein é subentendida ao longo do texto quando o simbolo do somatério

nao é explicitamente empregado, como de costume em textos de fisica ou mecéanica.

2.1 Geometria Diferencial

Uma variedade M é um conjunto em que, para cada elemento de M, existe uma aplicagao

bijetora e continua que transforma pontos de um aberto que contém este elemento a um
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aberto do R”, para algum natural n.! Mais precisamente, uma variedade é um espaco
métrico onde para cada p € M com um aberto U de p e um inteiro n > 0 tal que
existe um homeomorfismo ¢ que parametriza U a R™ (Spivak, 1999). Uma variedade
n-dimensional (finita) M é denominada uma variedade diferencial quando possui um
atlas de cartas (i, U;), i = 1, ao R™, cujos ¢; s@o aplicagoes suaves (C*°) ou de classe

CF, k> 1. A variedade M ¢é dita suave se os ¢; forem aplicacoes suaves.

2.1.1 Campos vetoriais e Espacgos Tangentes

Um campo vetorial X em M ¢ uma regra atribuindo um vetor v, a cada ponto p €
M. O conjunto de todos os v, define um espaco vetorial de dimensao n denominado
espaco tangente a M em p e representado por T,M. Um vetor v, € T,M também
é representado como X, = X(p). O fibrado tangente T'M ¢é uma variedade 2n-

dimensional composta pela uniao dos espacos tangentes T, M, para cada ponto p € M:
™ = | ) T,M (2.1.1)
peEM

com coordenadas (p,vp) = (p,p). Logo, um campo vetorial X induz uma aplicacao
X:M —TM:pw~ (p,vp). Dada uma parametrizacao (z,U) em M, onde z : U C
M — R", uma base de T,,M, em torno de p € U, & dada por

{6(21 p} (2.1.2)

e o campo vetorial em M pode ser escrito nas coordenadas da base dada acima

0

,...7771
» ox

X(p) =Y a‘(p) aii

i=1

(2.1.3)

P

Um campo vetorial completo é aquele cuja curva integral pode ser estendida infinita-

mente aos tempos futuro e passado.

Similarmente, pode-se definir um espago dual ao espago tangente 7, M, chamado de
espago cotangente T M. Os elementos do espago Ty M sao denominados de covetores,
conhecidos também como 1-formas. Definido um ponto p € M, o espago Ty M possui

base {dx!|,,...,dz"|,}. O fibrado cotangente T*M & definido analogamente a T'M.

YA definicdo de variedade feita aqui possui uma conotacdo local. Quando de uma definicio
concernente as propriedades globais, deve-se considerar os axiomas da contabilidade e Hausdorff
(Mather, 2005).
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Sejam M e N duas variedades e um difeomorfismo f : M — N : m — f(m) = n,
para m € M en € N. A aplicagao tangente correspondente Ty, f : Ty M — Ty N
transforma os vetores v € T, M em u € T, N, Figura 2.1. O levantamento cotangente

Thf : TuN — Tpo1(,yM, onde f~1(n) = m, & definido pelo seguinte pareamento

(T" f(un), vm) = (un, Tf - vm)

O conceito relativo ao levantamento cotangente serd importante quando da reparame-
trizacao das coordenadas da dindmica do sistema multi-articulado e da descrigao das

suas forcas de entrada no contexto geométrico.

[=Ty

/D T*

f()

Yo fo ¢1

Figura 2.1: Difeomorfismos f entre variedades, levantamentos tangentes T'f em espacos

tangentes 17, M e levantamentos cotangentes 7™ f em espacos cotangentes Ty N.
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Derivada direcional e Colchete de Lie

Seja uma funcao F': M — R. Lembrando que o diferencial de F', escrito na base dz/|,,

é dado por
OF (p)

ox

a derivada direcional de F' ao longo do campo vetorial X é definida por

dF(p) = dz

LxF =X[F]=dF - X (2.1.4)

Em coordenadas locais, isto é, para a carta (z,U C M) em torno de p, tem-se que

OF (x(p))

X[F)(p) = dF(p) - X(p) = X'(2(p)) = 5 €R (2.1.5)

O colchete de Jacobi-Lie de dois campos vetoriais X,Y é definido pela operacao LxY,
ou seja, a diferenciacao segundo Lie de um campo vetorial Y ao longo de X. Quando

aplicado a fungao F', o colchete de Jacobi-Lie de X,Y confere a seguinte expressao
(X, Y][F] = X[Ly F] = Y[Lx F] = X[Y[F]] = Y[X[F]]
A representacao local, ou seja, em coordenadas, do colchete de Jacobi-Lie
[X,)Y]=DY - X-DX - Y=(X-V)Y - (Y -V)X (2.1.6)

onde o operador D simboliza a matriz Jacobiana relativo & diferenciagdo de um vetor
com relagao ao estado e V é o operador divergente de uma fungao. Denominando por
X(M) o espago de todos os campos vetoriais suaves em M, o colchete de Jacobi-Lie
pode ser visto como uma aplicagao [-,-] : X(M) x X(M) — X(M). Como seré visto nos
proximos capitulos, o colchete de Jacobi-Lie representa uma importante ferramenta na

avaliacao de controlabilidade de sistemas de controle.

Algebras de Lie

Uma algebra de Lie V' é um espago vetorial em R dotado de uma operagao bilinear

[,-] : V xV — V e satisfazendo, para todo &,n,( € V, as seguintes propriedades

anti-comutatividade : [, n] = —[n,¢]

Identidade de Jacobi : [¢,[n,C]] + [1,[¢, €] +[¢, [6,n] =0
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onde [+, -] é também chamado de colchete ou comutador de Lie. Como sera visto a seguir,
o espago tangente na identidade de um grupo de Lie, T.G, é um espago vetorial tipico
do cenario definido acima. Campos vetoriais em uma variedade munida do colchete
de Jacobi-Lie formam uma &lgebra de Lie, (Marsden e Ratiu, 1999). Uma algebra de
Lie é dita abeliana se a operagao com o colchete de Lie resultar no elemento nulo para

quaisquer dois elementos de V.

2.1.2 Distribuicoes de Campos Vetoriais

Uma distribui¢ao d-dimensional D, em M ¢é uma atribuigao suave de um subespaco

m-dimensional D, = D(p) contido em T,M a todo p € M.

Uma distribuigao D, definida em um conjunto ou variedade aberta M, é nao singular
ou regular se constituir um subespaco de dimensao constante, ou, alternativamente,
se o posto da matriz construida, em coordenadas locais, pelos campos vetoriais da
distribuicao for constante, para todo p € M. Uma distribuicao é dita singular, caso
contrario. Um ponto p’ € M é denominado um ponto regular da distribuicao D, se

existir uma vizinhanca U de p’ com a propriedade que D, é nao singular em U.

Um campo vetorial X pertence a distribuigao D se X (p) € D(p) para todo p € M. A
distribuicao D ¢é dita involutiva se [X,Y] € D para todos X,Y € D.

Uma subvariedade N C M ¢ dita uma variedade integravel de D se D(p) = T, N para
todo p € N. Alternativamente, se D(p) induzir uma variedade integravel para todo p €
M, entao D é dita integravel. Involutividade e integrabilidade estao relacionadas através
do Teorema de Frobenius, (Isidori, 1995), no qual se estabelece que uma distribuicao
regular é integravel se e somente se esta for involutiva. A determinacao da involutividade
de uma distribui¢ao d-dimensional D(p) = span{ Xi(p),...,X4(p)} € equivalente ao
problema de verificagdo da integrabilidade da mesma, segundo o Teorema de Frobenius.
Determinar se uma distribuigao é integravel significa encontrar n — d fungoes f*(p) que

sao diferenciais perfeitas, ou seja, que possuem a seguinte estrutura

. O\
fj (p) = 873
x
onde A : M — R sao fungoes suaves e j = 1,...,n — d, tal que seja possivel determinar

n — d solugbes independentes para as seguintes equagoes diferenciais
O\j

B [X1(p)--- Xa(p)] =0
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onde j=1,...,n—d.

2.2 Mecanica Geométrica

Define-se por configuragao a generalizagao da posicao e atitude de um sistema. Repre-
senta-se o espaco ou variedade de configuracdo por @, com elementos q. Os vetores

velocidade do mesmo sao representados como elementos do espago tangente 750).

A forga externa total f é geralmente definida por uma aplicagao C*° no fibrado tangente
e funcao do tempo f: R x TQ — T*Q : (t,vq) — f(t,vq), ver Figura 2.2. Uma forca
f € denominada béasica quando existir um campo vetorial dual C* representado por

[/ em @ tal que f(t,vq) = f'(¢). Uma variedade Riemanniana (@, ((.,.))) consiste de

Figura 2.2: O espago de configuracao @), o espago tangente e o seu dual em ¢, e a forga
f(vg) em T3 Q.

uma variedade diferenciavel @ e de um campo tensorial (0,2) em @, ou, simplesmente,
uma métrica quadratica, simétrica e definida e positiva, ((.,.)) : TQ x TQ — R. Uma
métrica é sempre definivel para sistemas mecéanicos e sera utilizada para definir a energia
cinética destes sistemas a seguir. Sejam (Q, ((.,.))1) e (@, ({.,.))2) duas variedades de

Riemann. Uma isometria é um isomorfismo suave ¢ : Q — Q onde ¢*((.,.))a = ({., ))1.

2.2.1 Grupos e Grupos de Lie

Um grupo G é definido como um conjunto munido de uma operacao binéria (-) : GXG 3

(a,b) — a-b € G, para todo a,b,c € G, com as seguintes propriedades:
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associatividade: a-(b-c) = (a-b)-¢;

existéncia do elemento identidade: 3 e € G tal quea-e=e€-a = a;

existéncia do elemento inverso: 3a '€ Gtalquea-a ' =a ! -a=e.

Um grupo é denominado abeliano quando a operagao do grupo for comutativa. Em

sfmbolos: o grupo G é abeliano se a-b =b-a, para a,b € G.

Um grupo de Lie G é um grupo caracterizado por ser também uma variedade dife-
rencial tal que, para todo a,b € G, as operagoes de grupo (a,b) — a - b e a operagao

de inversa a — a~ !

sao aplicagoes suaves. Dado um natural n € N, os seguintes sao
exemplos de grupos de Lie em que a operagao de grupo é a multiplicacao usual de

matrizes:

e SO(n): Grupo Ortogonal especial representado por matrizes do tipo:
SO(n) = {R e R | RTR = I,,, det(R) = +1} (2.2.1)

onde R sao matrizes de rotagao. Para n = 3, as aplicacoes lineares R que preser-
vam a norma Euclideana sao utilizadas para descrever rotagoes de corpos rigidos
no espaco. Quando n = 2, as rotagoes restringem-se aos movimentos no plano, o
grupo Ortogonal Especial no plano. O grupo SO(2) ¢é abeliano, no qual a operagao

de grupo comuta para quaisquer Ry, Ry € SO(2).

e SE(n): O grupo Euclideano especial consiste em elementos do tipo

SE(n):{[ Rox

len 1

e RO (n+1)

R € SO(n),r € R"} (2.2.2)

A operagao de grupo entre os elementos de SE(n) é dado por:

Ri Ry rof
len 1 len 1
Logo, SE(n) é dado por um produto semi-direto? entre os elementos do grupo

SO(n) e o espago vetorial R”. Em simbolos, SE(n) = SO(n)®R", Segao B.2.
O SE(2) é denominado grupo Euclideano especial no plano e o grupo SE(3)

RiRy Riry+r;
len 1

corresponde ao conjunto de deslocamentos rigidos no espago.

2Em contraste com o produto cartesiano ou direto.
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A agao de um grupo de Lie G em uma variedade @ é definida pela aplicagdo ® : GXxQ —

Q
P4(q) = 2(g,9) = 2%(9) (2.2.3)

Exemplos de acbes & esquerda de grupos sdo a aplicagdo de translacao & esquerda e a
conjugacao. Uma translagao a direita é uma acao a direita de grupo. Um grupo de Lie

¢ denominado abeliano se a operagao (-) envolvendo os seus elementos for comutativa.

Dada uma G-acao a esquerda ® em (), o levantamento & esquerda da acao ® é definida
por

(T)-1,P4(u),v) = (u, Ty Py - v)

parav € T,Q e u € T

o, (q)Q. Alternativamente, o levantamento & direita é dado por

(T ®@g-1(u),v) = (u, Ty®y-1 - v)

Diz-se que G age em T*(Q) pelo levantamento cotangente, Figura 2.3, quando G age em

() por isometrias.

TI'Q T,
TQ - Q - 9 T°Q
X‘Q A y
Tf fLt T f
Y X’S
TS - S . T*S
TS Tg

Figura 2.3: Levantamento cotangente T™ f das agbes de grupo f. Os campos vetoriais

X| oe X |g sao definidos, respectivamente, em Q e S.

Algebras de Grupos de Lie

Sejam &, 7 os elementos de T.G para um dado grupo de Lie G. Os campos vetoriais em
G correspondentes, de maneira que sejam invariantes a esquerda, sao X¢ e X, onde

Xe(g) = TeLg€ e g € G, para o qual o colchete de Jacobi-Lie é definido. A algebra



2.2. MECANICA GEOMETRICA 20

de Lie g do grupo G, como na Segao 2.1.1, é definida pelo colchete de Jacobi-Lie dos

campos vetoriais associados e avaliado na identidade e € G, ou seja:

(€] = [Xe, Xyl(e) = Xiga(e) (2.2.4)

onde a operagao [, | representa o colchete da algebra de Lie g. Note que, como T.G
possui a estrutura de uma Aalgebra de Lie, os espagos T.G e g sao isomoérficos. Uma
algebra de Lie g de G é dita abeliana se [, n] = 0, ou seja, quando o colchete da algebra

de Lie se anula para quaisquer &, 7 € g.

Proposicao 2.2.1 ((Marsden e Ratiu, 1999)). Se G € um grupo de Lie abeliano entao
sua dlgebra de Lie g € abeliana. A implicagdo inversa € verdadeira apenas quando G €

COnexo.

2.2.2 Mecanica Lagrangiana

Seja um corpo rigido® no espaco R3. Qualquer ponto do corpo, em coordenadas do
corpo, pode ser especificado por X. Dado a distancia r do sistema de coordenadas
do corpo em relagao ao sistema inercial, entdao a posicao inercial de qualquer ponto do
corpo é dada por x = r + RX. A energia cinética Kg de um corpo no instante ¢, tem

a forma
Ke(t) = 5 [ 150+ RX Py
Avaliada para um corpo no plano, a energia cinética toma a seguinte forma (Sreenath,
1987):
1

Ko = [ plxPdX
B

O Lagrangiano L é uma funcdo escalar no fibrado tangente L : T'(QQ — R, definida pela
diferenca entre a energia cinética Kg e a energia potencial.* A dinamica de movimento
de um sistema livre de restrigdes pode ser obtida em funcdo do Lagrangiano através
da equagao de Euler-Lagrange, por exemplo, como discutido no préoximo capitulo. Em
termos da métrica de Riemann ((.,.)), o Lagrangiano de um sistema mecénico pode ser
escrito como

Lia.d) = 5 (e = 5 (€d.d) (225)

N |

3Formalmente definido por (B, ), onde B C R* é compacto e u ¢ uma medida de Borel finita e
equivalente a pdV, sendo p a densidade e dV uma medida infinitesimal do volume do corpo, (Bullo e

Lewis, 2005).
‘A funcao Lagrangiano é usualmente definida por L = Kg — Vpot, onde V,o¢ representa a energia

potencial. Similarmente a fun¢do Hamiltoniano, quando invariante no tempo, é definida como H =

KE + Vpor. Neste trabalho, no entanto, considerada-se Vo = 0.
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onde q € @, ({.,.))g corresponde & métrica induzida pela energia cinética e G representa
a matriz de inércia generalizada do sistema, definida por
O’Kg .
ij:W, ,j=1,...,n
onde ¢ € T;Q. A métrica de Riemann permite que a manipulagao dos elementos geo-
métricos, para modelagem, por exemplo, seja realizada de forma independente da pa-
rametrizacao escolhida. A modelagem do sistema multi-articulado, a ser apresentada

nos capitulos a seguir, é feita sob este contexto, juntamente com alguns exemplos de

parametrizacoes de Q.

2.2.3 Mecanica Hamiltoniana

O Lagrangiano é dito hiper-regular quando é possivel utilizar-se de um difeomorfismo
para definir a fun¢ado escalar Hamiltoniano H : T*Q) — R. Este difeomorfismo é conhe-
cido como a transformada de Legendre FL : TQ)Q — T*(@), onde FL indica a operagao
de diferenciagdo no espaco tangente sobre Q. O campo vetorial de um Hamiltoniano
H define a aplicagao Xy : T*Q — T(T*Q) : z = (2), ou seja, Xp(2) € T(T;Q) via

Equagoes de Hamilton.

O espacgo cotangente ou dual T#Q, também chamado de espago de fase do momento
para sistemas mecénicos, é uma variedade de Poisson, uma vez que possui uma estrutura

simplética. Este é, muitas vezes, chamado de espaco de estados de sistemas mecanicos.

Variedades de Poisson

O par (P, {.,.}), onde P é uma variedade e o colchete {.,.} definido pela aplicacao
{.,.}: F(P) x F(P) — F(P), (2.2.6)

¢ denominado de variedade de Poisson se, para as fungoes F, G, H € F(P), as seguintes

condicgoes sao satisfeitas:

bilinearidade {F,G} ¢ bilinear em F ¢ G
anti-comutatividade {F,G} = —{G, F}

Identidade de Jacobi {{F,G}, H} +{{H,F},G} +{{G,H},F} =0
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Derivagao de Leibniz {FG,H} = F{G,H} +{F,H}G

Observe que as variedades de Poisson (P, {.,.}) possuem a estrutura de uma algebra de

Lie. Localmente, isto é, nas coordenadas de z € P, o colchete toma a seguinte forma

(F.G1E) = Yo w2 S5 (227

=1

onde [w; ;](z) é uma matriz anti-simétrica. O colchete de Poisson é nao degenerativo

quando rank(w; ;|(z) = 2n para todo z € P.

Aplicacoes de Poisson

Seja ¢ uma aplicacao entre duas variedades de Poisson (Py,{.,.}1) e (P, {.,.}2) e duas

fungoes reais F, H € F(P»). Uma aplicagao ¢ é dita uma aplica¢ao de Poisson se

e {F,H}s = {¢"F,¢"H}y (2.2.8)

Para sistemas auténomos, o fluxo ¢; de Xp é uma aplicacdo de Poisson e deixa o
Hamiltoniano H invariante: H o ¢, = H; indicando conservagao de energia quando as

trajetorias do sistema sao dadas pelo fluxo de um campo vetorial Hamiltoniano X ;.

Variedades Simpléticas

Uma variedade simplética (P,€2) é (sempre) uma variedade de Poisson® de dimensao

par cuja estrutura € é uma 2-forma diferencial fechada® e ndo degenerada, ou seja,
QUXpu(q),vq) =0, YH € F(P) = v, =0 (2.2.9)

onde vq € T,Q, veja (Marsden e Ratiu, 1999) e (Arnold, 1989). O espaco de fase de um
sistema mecénico possui naturalmente uma estrutura simplética. Portanto, P = T*Q
e o levantamento cotangente, visto acima, é sempre uma aplicagao simplética. Para
as coordenadas (q¢*,p;) da variedade simplética T*Q, onde i = 1,...,n, a 2-forma fica
determinada por

Q =dg' Adp; (2.2.10)

5 . . ~ . ~ ” .
°A implicagdo inversa ndo é verdadeira, em geral.
5Uma forma diferencial Q é dita fechada quando sua derivada exterior, operacdo simbolizada por d,

for nula, ou d2 = 0.
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onde A representa o produto exterior. O colchete de Poisson, dado por (2.2.7), das

fungoes F' e G, para z = (¢,p) € T, Q, fica

{F,G}(2) = Q(Xr(2), Xg(2))

onde M corresponde a matriz simplética dada na Secao A.2.2. Uma aplicacdo suave
¢ : Pp — P, & simplética se, dadas duas variedades simpléticas (P1,Q1) e (P2, 2),
satisfizer

(p*QQ = Ql
Toma-se H € F(P). Restrito a uma variedade simplética, a dindmica de movimento é

dada pelas equagoes de Hamilton que, nas variaveis candnicas z; = (¢*,p;), adquire a

forma
5 OH
7= Opi
0H
= — 2 e s = MVH
P aq@@z VH(z)

Um campo vetorial Hamiltoniano X em T*Q é aquele dado por 2 = Xp(z). Logo, a
funcao suave definida em P, representada por F(P), que corresponde ao campo vetorial
Hamiltoniano é a fungio H. Segundo (2.2.11), esta aplicacdo é um anti-homomorfismo.”
A definicdo de um campo vetorial é dependente do contexto; se este é definido em um
espago vetorial simplético, uma variedade simplética ou em uma variedade de Poisson.
Dado um Hamiltoniano H a equacao da dindmica escrita em funcao do colchete de

Poisson é dada por F' = {F, H}, para I € F(P).

Proposicao 2.2.2 ((Marsden e Ratiu, 1999)). O colchete de Poisson de fungoes suaves

definidas em uma variedade, ou espaco vetorial, simplética define uma dlgebra de Lie.

A operagao nesta algebra é denominada de algebra de Poisson.

Corolario 2.2.3 ((Marsden e Ratiu, 1999)). O colchete Jacobi-Lie de campos vetoriais
de Hamiltonianos definidos em uma variedade, ou espago vetorial, simplética define uma

sub-dlgebra de Lie.

"Dadas duas fungdes F, H € F(P), a aplicagio F(P) — X(P) : H — Xz é um anti-homomorfismo
da algebra de Lie, ou
(Xu, Xr] = —X(mr (2.2.11)

para Xy € X(P).
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Aplicagao Momento

Seja a acao de uma algebra de Lie g em uma variedade de Poisson P, definida pelo
gerador infinitesimal p, isto é, um campo vetorial de uma curva definida em P por
indugdo de um caminho na algebra g através da aplicagdo exponencial, refira a Segao
A.1 do Apéndice A. A aplicacdo momento J : P — g* é uma grandeza que, em geral®,
permanece constante com a dindmica de sistemas Hamiltonianos, ou seja, permanece
inalterada quando avaliada ao longo do fluxo dos campos vetoriais Xz, quando H é
invariante a acdo de G.2 A aplicacao J caracteriza-se pela propriedade em que a funcio
(J,€), definida pelo pareamento entre as dlgebras de Lie duais, é calculada através da
expressao

X3 = &P, §€g

onde £p é o gerador infinitesimal em P. No lado Hamiltoniano, a aplicacao J é uma

aplicagao de Poisson no espago cotangente 1@
J:P=T"Q—g¢"
definida a partir da expressoes de levantamento cotangente!® das acoes de grupo, como

(J,8)(Pq) = (pg>€0(a))

Uma aplicacdo momento é denominada equivariante!! quando satisfaz a relacao:
Ad;,l oJ=Jod,

para ¢ € G e onde ®, ¢ uma acao & esquerda de G em P. Aplicacoes momento
equivariantes, Figura 2.4, sao aplicagoes de Poisson e, portanto, homomorfismos de
algebras de Lie, preservando a operagao com colchetes de Poisson. Esta propriedade sera
explorada nas expressoes de modelagem geométrica no proximo capitulo. Similarmente,
no lado Lagrangiano, a aplicacao J : T'() — g*, definida no fibrado tangente T'Q), é

avaliada através de
(J(vg), &) = (FL(vq), &0 (q))

onde FL : TQ — T*(Q representa a diferenciacao no espaco tangente sobre Q).

8Excecdo feita quando da presenca de restricdes nao-holonémicas; assunto a ser revisado no préximo
capitulo.

9Veja a Secéo 2.4.

10Ver expressao (A.2.7) da Seciao A.1 no Apéndice.

1 Ou, também, Ad-equivariante.
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Q TQ - g
by T, Ad -,
Y Y
T* g *
Q Q 3 g

Figura 2.4: Equivariancia da aplicagado momento J equivale a comutagao das agoes.

Estratificacao Simplética de Variedades de Poisson

Diz-se que uma variedade de Poisson forma uma foliagao simplética. Toda folha em P
constitui uma subvariedade injetivamente imersivel e regular, ou seja, uma variedade de
Poisson corresponde a uma foliacao de folhas simpléticas, conexas e integraveis'?. Este

resultado é formalizado no seguinte Teorema.

Teorema 2.2.4 (Estratificagao Simplética (Marsden e Ratiu, 1999)). Seja P uma va-
riedade de Poisson de dimensdo finita. Entao P € a unido disjunta de suas folhas
simpléticas, onde cada folha é uma subvariedade de Poisson com a propriedade que esta

¢ uma subvariedade definida por wma imersio'3

mnjetiva e onde a estrutura de Pois-
son em cada folha € induzida pela estrutura simplética da folha. A dimensao da folha

passante pelo ponto z € P é determinada pelo posto da estrutura de Poisson neste ponto.

2.3 Sistemas Mecanicos Simples

O termo Sistema Mecénico Simples é empregado para designar uma variedade e,
no entanto, bem definida classe de sistemas mecénicos. Muitos autores tém-se utilizado
desta terminologia (Nijmeijer e van der Shaft, 1990), (Marsden, 2004), (Bullo e Lewis,
2005), entre outros. Na descri¢ao a seguir, tentou-se manter a notagao utilizada nesta tl-
tima referéncia. Um sistema mecanico simples é uma 7-upla (Q, ({., .))c, Vpot, f<**, D, F,U)

onde:

2No sentido de Frobenius.
13 Aplicacdo cujo posto se iguala, de maneira global, a dimensdo do dominio.
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e () & a variedade ou espago de configuragao,

e ((.,.))c é a métrica de Riemann em () relativa a energia cinética,

Vpot € a funcao potencial em @ utilizada na definicao do Lagrangiano - nao em-

pregada neste trabalho,

o f°*' ¢ uma resultante de forca em @ devido ao distirbio externo nao-controlavel,

D é uma distribuicao correspondente a restrigao de velocidades,

F = {F' F? ... F™} ¢ uma colecio de campos vetoriais completos em Q e

referentes a entrada do sistema,

e U C R™ & conjunto de controle, muitas vezes proprio'®.

Um sistema de controle na forma afim (@, {f,g1,...,9m},U), para o campo vetorial da

dindmica f e onde g1, ..., g, sao os campos vetoriais de controle em @, é dado por
m
Ht) = F(=(0) + 3 0y ((0)us(0) (23.1)
j=1

com m canais de entrada ou controle.

Um sistema Hamiltoniano simples, (Nijmeijer e van der Shaft, 1990), em uma variedade
de Poisson P, é aquele em que os campos vetoriais sao determinados a partir dos Ha-
miltonianos Hy(q,p) and H;(q,p) do sistema, onde H;(q,p) = H;j(q). Sejam as funcoes
Hy,Hy,...,H,, € C*(P) ez € P. Para um colchete de Poisson nao-degenerado, o

Sistema de controle Hamiltoniano Afim ¢ definido em 7(7%Q) como:
i=Xm(2) = Y X, () (2.3.2)
j=1

yj = H;(2) (2.3.3)

No sistema acima, toma-se F/ = Xy, e y; sao os canais de saida do sistema. No caso

de colchetes degenerados, o sistema (2.3.2) é chamado de Poisson.

2.4 Sistemas com Simetria

Da-se o nome simetria as grandezas de sistemas dindmicos que sao conservadas, isto é,

as constantes de movimento que podem ser observadas. A invaridncia da dindmica do

10 conjunto U é dito proprio se 0 € int(conv)(U), Segio 5.3.1
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movimento associada se traduz em uma invaridncia do Hamiltoniano, ou Lagrangiano,

que modela o sistema.

Revisa-se, primeiramente, o conceito de invariancia sob a agao de um grupo. Dada uma
agao a esquerda ® de um grupo de Lie G em @ e os campos vetoriais X, Y € C* em @,

valem as seguintes relagoes, para todo g € G e q € Q:

e A fungao f: M — R ¢é invariante se ®, f = f, ou seja, fo P, = f

e O campo vetorial avaliado em ¢: X(gq) é invariante se T,®,X(q) = X(Pyq);

equivalentemente, uma distribuicdo D em M ¢é invariante se T4®4(Dy) = Ds,(q)

e Um aplicagio no fibrado F': TM — T*M sobre eq ¢ equivariante se ®;(F'(X)) =
F(®;X)

Feitas as observagoes acima, pode-se dizer que simetrias sao agoes de grupo que deixam
invariantes a estrutura do espaco e, portanto, as dindmicas nela definidas. Dado um
sistema dindmico, os grupos de simetria ou invaridncia do sistema, correspondem ao
conjunto de grupos pelos quais as simetrias observadas podem-se descritas. Formal-
mente, a agdo suave ® de um grupo de Lie G a esquerda representa uma simetria do
sistema (@Q, ({.,.))g, f**, D, F,U) se ® for uma isometria de (@, ({.,.))g), se D e F sao

invariantes, e se F' é equivariante.

Teorema de Noether

A aplicagdo momento J é uma grandeza conservada em sistemas com simetria. Sob
o ponto de vista Lagrangiano, a aplicagdo momento J é constante no tempo, para
solucbes da equacoes de Euler-Lagrange do sistema. Alternativamente, o teorema pode

ser enunciado no lado Hamiltoniano:

Teorema 2.4.1. Seja agdo de um grupo de Lie G em uma variedade de Poisson P
através do gerador infinitesimal, Se¢ao A.1. Considere um Hamiltoniano H que é G-
imvariante em P, onde py € o fluro do campo vetorial Xp. Entao J é uma constante

de movimento ao longo das trajetorias de Xy, isto €, J o = J.

Demonstragao. Seja z € P um ponto da variedade de Poisson P dado por z = (¢,p) €

P = T*@Q. A invaridncia da fungdo H, segundo a translagao de z por g, traduz-se em
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H(g-z) = H(z). Restringindo o sistema Hamiltoniano ao caso auténomo e diferenciando

esta expressao em relagao a g na direcao £ no ponto g = e, tem-se que

0 0
ag e H(g . Z) . é. = 769 e (Z) . 5
0H(z) 0%4(2) B B
5. 0y - £ =0, (H(g-z2)=H(z)) (2.4.1)

Mostra-se que o segundo termo da tltima linha é dado pelo gerador infinitesimal £p.

A funcao exponencial em g dada por exp(t§) = v:(t) € G gera um subgrupo uni-
parametrizado por ¢t € R, para todo £ € g. Da definicao do gerador infinitesimal da

Secao A.1, tem-se, utilizando a regra da cadeia para a diferenciacao, que

d 0B,(2)| e (2)
=2 9 - & L Rexp®) %)
Ep(2) i), exp(tg) () 99 |oee dt o

= T.®4(7£(0) - 2)

Observe que 7¢(0) = e e que 7;(0) = €. Logo, da tltima igualdade de (2.4.1), segue que

H(z)-&p(2) =0

Sabe-se, no entanto, que outra maneira de definir o gerador infinitesimal £p(z) é através
do campo vetorial X(j¢)(2), onde o pareamento, dado por (J,§), entre a aplicagao
momento J : T'Q) — g* e elementos da dlgebra £ € g, representa uma fungao real em z.

Logo, segue que

dH(2)  X(36(2) =0
d(J,6)(» ) H(z) =0

{H, (3,6} =0
d(J,6)(2) - Xu(z) =0

onde {.,.} representa o colchete de Poisson, X (z) = MV H(z) e o vetor VH(z) € T, P

representa o gradiente da funcao H, dado por

T
VH(z) = [81; @) of ”

Como, em geral, Xy representa uma dindmica nao nula, tem-se que d(J,§)(z) = 0, ou

seja, (J,£)(z) se mantém constante ao longo das trajetorias do campo Xpg(z). O

O Teorema de Noether, enunciado aqui no contexto geométrico, traduz-se nos Teoremas
da conservacao de momento linear e da conservacao de momento angular da mecénica

classica Newtoniana.
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Exemplo 2.4.2. Considere um corpo rigido no espaco tridimensional. Suponha que
este possa girar livremente em torno dos trés eizos do referencial firo cujo a origem
estd localizada no seu centro de massa. O espaco de configuracdo do corpo rigido é
dado pelo grupo SO(3) e seu momento angular p € T;SO(3) ~ R3. Pelo Teorema
de Noether, e na auséncia de torques, o corpo mantém seu movimento indefinidamente
nas trajetorias determinadas pelas curvas integrais do campo vetorial que modela a sua
dindmica. Algumas destas trajetorias sao ilustradas na Figura 2.5, (Marsden e Ratiu,
1999).

Fluxo do campo vetorial da dinamica do Corpo Rigido

I3 - eixo curto

11 - eixo longo

12 - eixo instavel

Figura 2.5: Trajetérias da dindmica de rotacao do corpo rigido no espago tridimensio-
nal. A interseccdo da superficie de conservacao do momento angular, dada por esferas
concéntricas ao centro de massa do corpo, com a superficie representativa da conserva-
¢ao de energia, descrita por elipsoides (nao ilustrados) fornece as possiveis trajetorias

do corpo no espaco de variaveis.
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2.4.1 Redugao de Sistemas com Simetria

Em geral, a simetria do sistema permite uma reducao de ordem do seu modelo dindmico
associado. A motivagao por traz de uma reducao de ordem do sistema muitas vezes recai
na necessidade de simplificacdo das equagoes diferenciais que modelam a dindmica, nos
procedimentos de anélise da dindmica, ou na aplicacao de ferramentas de planejamento
de trajetéria. Alguns métodos de redug@o, no contexto geométrico de simetria, sao

apresentados e discutidos em Marsden e Ratiu (1999) e (Bloch, 2003).

A Estrutura Principal e Simetria do Sistema

Como seréa detalhado na Segdo a seguir, o espago de configuragdo @ é localmente iso-

morfico ao produto do espago de base com espago de grupo, ou fibra, G:
Q~Q/GxG (2.4.2)

Assume-se, neste trabalho, que o grupo de simetria e a estrutura de grupo do fibrado
principal coincidem. O espago completo @, e o fibrado principal sao relacionados pela

aplicagao projegao do fibrado: 7: Q — Q/G.

2.5 Espacos Fibrados e Conexoes

Apresenta-se, nesta secdo, uma descricdo mais detalhada da estrutura geométrica do
relacionamento entre variedades e seus espagos tangentes, veja (Bloch, 2003; Bullo e
Lewis, 2005).

Um espago fibrado ¢ uma 4-upla (Q,n, B, F) em que @, B, e F sao variedades C™
denominadas de espaco total, espago de base e espago de fibra, respectivamente, e a
aplicacdo 7 : Q — B projeta pontos ¢ € Q a r € B. A fibra sobre b € B é 77 1(r).
Ademais, existe um atlas {(Ug, ¢a) }ac4 para B tal que o fibrado é localmente trivial, ou
7~ 1(U,) é homeomérfico ao espaco produto U, x F. As coordenadas do elemento ¢ no

fibrado @ sdo dadas por ¢¢ = (r%,5%), onde r* € B e s* descrevem a fibra localmente.

O espago vertical V, C T,Q ¢é definido como sendo o nicleo da aplicagao T;m para

todo ponto q. Denomina-se T,m como a aplicacao tangente, corresponde a m em todo
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ponto g € ). Faz-se importante especificar uma conexao ou um relacionamento entre

o fibrado tangente ao espago de base T'B e um subespago do T'Q) detalhado a seguir.

As conexoes sdo utilizadas para isolar o que se denominam dire¢bes horizontais que,
para todo ¢ € @), definem um espago horizontal suave H, C T,Q tal que T,Q = H,® 'V
e H, sao G-invariantes, ou seja, T,®,H, = Hy, para todo g € G. Logo, para qualquer

vetor v, € T,(), pode-se escrever:
vg = hor vy + ver vy

onde a aplicagao hor : T'Q) — H devolve a componente horizontal do vetor v, e corres-

ponde a um elemento do espago horizontal H, em ¢; analogamente, ver v, € V,.

2.5.1 A Conexao de Ehresmann

Uma conexao de Ehresmann A corresponde a uma 1-forma no fibrado ) que retorna

um vetor em T'Q tal que, para cada q € ), os seguintes se verificam:

o A(q) =A,:T,Q — V, é uma aplicacao linear e vertical;
e A(vy) = vy € uma projecdo, para todo v, € V.

Define-se, a partir da conexao A acima, o espago horizontal por H, = ker 4,. Seja

vg € T3Q. Na base de T,(Q), vq ¢ escrito como

e w*(q) a estrutura local da 1-forma da conexao A em ¢ dado por
w(q) = ds* + A& (r, s)dr® (2.5.1)

entao a conexao A em v, fornece, em coordenadas, a expressao

0
0s®

Alwg) = ((0) - vg) g = (3 + %) (252

O subespago horizontal definido pela conexao é isomérfico ao espago tangente do espago
de base: H, ~ T, B. Para mostrar esta afirmacao basta aplicar o levantamento tangente
da projecao m a elementos do espacgo vertical para determinar o elemento nulo em 7T'B

e vice-versa, aplicar 7't a elementos de H, para obter T'B. O levantamento tangente
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de m é dado por Tym : T,Q — T, B : ¢ = (5,7) — (0,7), vide Figura 2.6. A implicacao
direta fica evidente observando, a partir de (2.5.2), que

Tym(Vy) = Tym(Aq) = Tym(($ + Aqfq)aas) =0

A implicagao contraria deve-se ao fato que 7,7 ¢ a aplicagao identidade para elementos

de H,.

Figura 2.6: Espaco tangente total T;@), espaco tangente sobre B e o levantamento da

projecao .

Seja um campo vetorial X (q(t)), onde X (q(typ)) = vp, para uma curva parametrizada
pelo tempo ¢(t) € Q. Diz-se que o campo vetorial X (q(t)) é transportado paralelamente
se este permanecer paralelo a vy para todo tempo t quando a curva ¢(t) é percorrida,
refira a (Schutz, 1980; Marsden e Ostrowski, 1998; Bloch, 2003) para detalhes.!® Este
deslocamento paralelo de X (q) recebe o nome de movimento geodésico ao longo da

curva ¢(t) e é descrito pela seguinte dinamica
§* + 154" =0 (2:5.3)

onde I'j, representam os simbolos de Christoffel. Seja uma métrica de Riemann
((.,.)) em uma variedade @, e seja x € R" a representacao (local) em coordenadas do

ponto ¢q € @), entao I'}, sao determinados por

gc _ ;<<.">>ad{a<<'7'>>bd + a<<'a'>>ac 8<<>>>bc} (2.5'4)

Ox¢ Oz Oxd

O movimento de um sistema mecénico simples como definido na Secao 2.3, com ou sem

restrigoes, é descrito por equagoes de geodésicas.

5Um vetor vy ¢ horizontal se satisfazer A(v,) = 0. Para o fibrado tangente (q,v4) € TQ, vq &
transportado paralelamente ao longo da curva ¢(t) se o vetor vy, é deslocado ao longo das diregoes

horizontais com relagao a conexao.
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Figura 2.7: O fibrado principal. ®4(q) corresponde a 6rbita da acdo de g € G em ¢,
Secao A.1.

2.5.2 A Conexao Principal

Seja um grupo de Lie G que age propriamente no espago de configuragao ). O espago
@ é isomorfico ao produto do espago de quociente /G com o espago do grupo ou fibra
G: Q ~ G x Q/G. Se o espago do produto possui esta estrutura globalmente, este é
chamado de trivial. Observe que o espaco de base B é dado pelo espago quociente Q/G
através de uma relagao de equivaléncia, onde dados ¢1,q2 € Q e g € G, tem-se que
@G~ q < qg =g -q. O espago de base /G é também conhecido como o espago
de formatos pois define a forma de sistemas multi-corpos, estabelecendo as posigoes
relativa entre os seus componentes. Um elemento do espaco @, dado pelo produto com

a estrutura acima, tem coordenadas (g,7), onde r € Q/G = B.

A aplicagdo 7 : Q — @/G é uma projegao no segundo componente. Toma-se a agao de G
como uma transla¢do a esquerda do primeiro componente. A estrutura (Q, T, Q/G, Q)
descrita acima, cuja fibra G é um grupo de Lie, é chamada de fibrado principal,
Figura 2.7. Se G age livre e propriamente, o espago de forma Q/G é uma variedade

suave e T'w é uma aplicacao sobrejetora.

Define-se a conex@o principal A em um fibrado principal 7 como uma 1-forma com
valores na éalgebra de Lie, de maneira que, para todo, ¢ € Q e £ € g, A(g(q)) = e
A(Ty®4(vq)) = AdgA(vy), ou seja, A é Ad-equivariante, para uma acao ®, do grupo de
Lie G em Q.16

Note que A é equivariante com relacdo a g ao passo que J, em relacio a g*.
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2.5.3 Curvatura do Fibrado Tangente

A curvatura da conexao principal A, representada por B, é uma aplicagdo a algebra de

Lie, determinada por
B(X,Y) = —A([horX,horY])

onde [.,.] sdo os colchetes de Jacobi-Lie. Para os campos vetoriais invariantes & esquerda

X,Y, pode-se escrever
B(X,Y) = X[A(Y)] - Y[A(X)] - [A(X), A(Y)] (2.5.5)

onde [.,.] s@o os colchetes da algebra de Lie. Nas coordenadas locais (s,r), calcula-se a

curvatura da conexao através da expressao
B'(X,Y) =Bz X*Y"” (2.5.6)

onde

oA, DA OA, DAL
b a B a B ja o
Bag = <87’5 or« +Aa 0s® A 0s®
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Capitulo 3

Mecanica nao-Holontmica

3.1 Mecanica Lagrangiana

A discussao da estrutura do fibrado principal apresentada neste capitulo segue dos
resultados provenientes de Ostrowski (1995) além das referéncias adicionais Bloch et al.

(1996) e da referéncia conjunta Bloch (2003).

Na mecénica nao-holonémica aqui considerada atengao é voltada aos sistemas mecanicos
sujeitos a restricoes na velocidade que nao sao derivaveis das restrigoes de posicao ou,
mais genericamente, da configuracao. Nestas condigOes, a simetria do sistema nao mais
necessariamente corresponde as grandezas sendo conservadas! mas, ao invés, a equacao
de momento generalizada, (Bloch et al., 1996). Em geral, a nao-holonomicidade é
encontrada sempre que a forma de Pfaff das restrigoes de um sistema nao puder ser
transformada na forma de um diferencial perfeito que, porventura, permite ser integrada.

Para uma explanagao mais detalhada do assunto, ver (Meirovitch, 1970).

Como mostrado em Bloch et al. (1996), utiliza-se o principio de Lagrange-d’Alembert
como ferramenta para equacionar esta classe de sistemas. Em geral, o principio de
Lagrange-d’Alembert é também aplicavel a outros casos, como sistemas sem restrigoes
com forgas externas, sistemas holonémicos com ou sem forcas externas e, como menci-

onado acima, a sistemas nao-holondémicos com ou sem forgas externas.

1 . ~ ~ N L, .
Ou leis de conservagao, como o Teorema da Conserva¢dao do Momento Angular da mecénica classica,

ou a aplicacao momento J.
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3.1.1 Principio de Hamilton

Recorda-se que a variagao infinitesimal 6 de uma curva ¢(t) € @ é dada por

dult) = gratt.e)
A variagao infinitesimal da curva dg, também conhecida como deslocamento virtual,
pode ser imaginada como uma mudanca infinitesimal da coordenadas da curva que sao
consistentes com as restricoes do sistema mas que, em caso contrario, sao arbitrarias
(Meirovitch, 1970). Seja o Lagrangiano L : TQ — R com coordenadas (¢’,¢'), para
t=1,...n, onde dim @) = n. Para sistemas sem restri¢oes, ou seja, livre de vinculos as

equacoes da dindmica podem ser obtidas a partir do Principio de Hamilton:

b . .
5/ L(q'(t),q'(t)) dt=0, i=1,...n (3.1.1)

para variagoes arbitrarias §. Sabe-se que, na auséncia de restrigdes e de forgas externas,
as equagoes de Euler-Lagrange sdo condigbes necessaria e suficiente para que a dindmica

do sistema atenda ao Principio de Hamilton.

3.1.2 Sistemas com Restricoes

Para um sistema n-dimensional, consideram-se dados m restrigdes (m < n), ou vincu-
los, nas velocidades. Estas restricbes podem ser classificadas em duas categorias. As
restrigoes holonomicas correspondem a sub-espagos integraveis do fibrado tangente a
variedade de configuracao do sistema, 7'Q). Esta nocdo de integrabilidade é a mesma
presente no contexto do Teorema de Frobenius e é avaliada com relacao & distribuicao

associada a restrigdo do sistema, no fibrado tangente 7'Q).

As restricoes de juntas rotativas de sistemas interconectados, como as presentes em
manipuladores, representam um tipico exemplo de vinculos holondémicos. Por exemplo,
o movimento de um sistema com N corpos fica completamente definido com as equagoes
da dinamica livre juntamente com a descricdo de m = 2N — 2 equacdes de vinculos?.
Para o caso holonomico, as coordenadas generalizadas ¢* sdo independentes, porque as

restrigoes sao integraveis e, portanto, redutiveis a m diferenciais perfeitas em T'Q).

A conexao de Ehresmann é, em geral, utilizada para definir as restrigoes cinematicas.

Nas consideragoes que se seguem, é conveniente empregar uma distribuigao de restrigoes

2Duas equacdes para cada junta de corpos adjacentes: uma equacio de velocidade e outra de posicao.
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correspondente D C T,Q) para descrever estes vinculos. Logo, uma distribuigao das
restricbes em ) é um subconjunto de T'Q) das dire¢bes admissiveis da dindmica do

sistema, definido para cada g € Q.

Restricoes Nao-Holonémicas

Quando da existéncia de restricdes nao-holondémicas, a distribuicdo de restricdo nao
é mais integravel. Neste caso, as quantidades conservadas de um sistema dinémico,
relacionadas as simetrias correspondentes, e que podem ser entendidas como a aplicagao
de uma conexao principal, constituem em um exemplo de restricao nao-holonémica. Na
teoria nao-holonoémica, as coordenadas generalizadas ¢* ndo sdao mais independentes,

mas sujeita a restrigoes.

Alguns casos usuais em que restricdes tomam forma sdo as lineares e afins. A restricao
linear, ou homogénea, nas velocidades do sistema é equivalente a uma restrigao hori-
zontal, ou seja, A(q)¢d = 0. Seja a configuragdo com estrutura principal ¢ = (g,7) € @,

como apresentada na Secao 2.5. Logo, para uma restri¢ao horizontal:

Gge Hy= ¢ = (1*,5%) = (1%, — A%) (3.1.2)

As restrigbes cinematicas sao geralmente realizadas por restrigoes lineares. Portanto, a

distribuicao da restricao D,
D, ={¢€TyQ | Alq) -4 =0} =ker A,

onde A; = A(q) é a conex@o de Ehresmann no espaco @, em g € ). Logo, a restrigao é
especificada por um subespago horizontal associado & conexao A, (Bloch, 2003). Maiores
detalhes a respeito de como as restri¢oes influenciam o movimento do sistema multi-

articulado através das fases geométricas serdao vistos na Segao 5.2.

As equagoes de Lagrange-d’Alembert representam uma extensao geral das equagoes de
Euler-Lagrange para inclusao de restrigdes nao-holonémicas via o Principio de Lagrange-
d’Alembert 3.

3As equacdes de Lagrange-d’Alembert simplificam, ou equivalem, as equacdes de Euler-Lagrange

quando da presenca de vinculos holonémicos apenas.
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3.1.3 Principio de Lagrange-d’Alembert

O Principio de Lagrange-d’Alembert é empregado para quantificar os efeitos de forgas de
entradas ou de restri¢cées na dindmica de um sistema através da modificacao das equagoes
de Euler-Lagrange. Faz-se importante mencionar que a mecanica nao-holonémica nao
é variacional como observado na teoria de controle 6timo, uma vez que as restrigoes de
movimento nao sao impostas a velocidade ¢ mas apenas a variagao dq, ver (Bloch, 2003)
e suas referéncias. Para um sistema com configuragao q € @), as restrigoes cinematicas
sao descritas pela distribui¢ao m-dimensional D, onde D, C T, para todo ¢ € Q. A
dindmica do sistema é completamente definida através de n equagdes diferenciais de
segunda ordem - que podem ser reescritas nas Equagoes de Hamilton como 2n equagoes
de primeira ordem - e com a subvariedade D, que define m equagoes de vinculos ou

restricoes na velocidade ¢.

Definigao 3.1.1. Para toda curva t € [a,b] — ¢(t) em @, o principio de Lagrange-
d’Alembert estabelece que

5/] ) dt =0 (3.1.3)

onde a variagao d¢q(t) da curva q(t) satisfaz dq(t) € Dy(t). Esta variacdo desaparece nos

pontos extremos, ou seja, dq(a) = dq(b) = 0 e a curva ¢(t) preserva as restrigoes.

Na definicdo acima, toma-se a variacao da curva previamente a imposicao das restri-
¢Oes; ou seja, as restricdes na familia de curvas sdo impostas apenas apos a variacao dq.
Estas duas operacoes nao comutam em geral mas representam justificativa conceitual
A mecanica nao-holonémica nao constituir em um problema, variacional. Conseqiiente-
mente, as variaces, ou deslocamentos virtuais, associadas a d¢’ ndo sao independen-
tes mas devem satisfazer a distribuicdo das restrigoes Dq(t),4 ou seja, sao horizontais
§q' = (6r%, —A%6r®).

3.1.4 Equacgoes de Lagrange-d’Alembert

As equagbes da dindmica de um sistema sujeito a restrigoes lineares nas velocidades,

derivadas a partir do Principio de Lagrange-d’Alembert, sdo dadas por:

4Observe que a curva ¢(t) € Q satisfaz as restrigdes se ¢(t) € Dyt)-
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onde A sdo os multiplicadores de Lagrange e A, a conexdo que define as restrigbes de
velocidade do sistema. Note que no caso holonémico a curvatura da conexao Bgﬁ =0,
o que é equivalente a afirmar que a diferenciagao externa da 1-forma da conexao A(q)
que define a restricdo se anula, ou seja, dw® = 0. Isto corresponde a situacdo em que
a distribuicao é totalmente integrével no sentido de Frobenius, como esperado quando
apenas restrigoes holonémicas sao presentes. No caso geral, o caso nao-holonémico, tem-
se Bg 3 #£0,% o que traduz em esforcos adicionais a serem considerados nas equacdes de

movimento obtidas a partir do Principio de Lagrange-d’Alembert.

Figura 3.1: Em geral, o pareamento dos elementos duais de T'Q) e T*@Q ¢é nao nulo. Na
mecanica, no entanto, as forgas de restrigoes f. sao perpendiculares a velocidade, pois

nao realizam trabalho.

Quando forcas externas f¢*! sdo presentes, como as entradas de um sistema por exemplo,
o Principio de Lagrange-d’Alembert é formulado com a restricdo adicional de que as
forgas nao realizam trabalho na direcao da variagao dq, Figura 3.1. Dada a curva

t € [a,b] — q(t) em @, tem-se que

b b
5/ L(q(t),q(t)) dt+/ Fet(q(t),4(t)) - 6q dt =0 (3.1.4)

para uma dada variacdo dg que se anula nos pontos extremos. A expressao acima

permite obter as equagoes modificadas de Euler-Lagrange:
G5~ 5 = M)+ 1

onde A sao os multiplicadores de Lagrange e A, a conexao das restri¢oes.

5A curvatura da conexdo de uma restricio B serve como uma medida de falta de integrabilidade.
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3.1.5 Nao-holonomicidade do Sistema

Sabe-se, da mecanica classica ou pelo Teorema de Noether, que na auséncia de torques
externos um sistema mantém o seu momento angular conservado. Neste caso, a con-
servagao do momento angular representa uma restrigao, ou vinculo, nao-holonémica do
sistema (Fernandes, Gurvits e Li, 1994). Observe que a conservac¢ao do momento é uma
restricao dindmica. Pode-se adiantar que o sistema em estudo é conhecidamente nao-
holonémico, porque possui uma restricao nas velocidades, dado pelo momento angular,
nao-integravel no sentido de Frobenius. Um sistema sujeito a restricbes cineméticas, no
entanto, representa um caso diferente. Neste caso as equagoes de Lagrange d’Alembert
regem a dinamica do sistema sob as restrigoes lineares na velocidade, como apresen-
tado acima. Neste trabalho, o sistema em consideracdo nao sofre acao de restri¢oes

cineméticas.

A seguir, apresentam-se as expressoes de um dos casos de reconstrugdo da dindmica no

espaco de configuracoes total @, a saber, a conexdo mecanica®.

3.2 A Conexao Mecanica

A utilidade da conexao mecénica resume-se na sua aplicacdo a teoria de reducao de
sistemas com simetria e sem restricoes. No que se segue, descreve-se os principais

elementos envolvidos neste contexto.

Seja ¢ = (r,g) € Q. O tensor de inércia travado’ I, que induz a aplicacio equivariante
I(q) : g — g%, pode ser definido pela expressao que iguala o pareamento entre elementos
da algebra g e sua correspondente dual com a métrica de Riemann, em @), dos geradores

infinitesimais correspondentes:

(I(g)n, ¢) = (ne(@); (@),  q€Q (3.2.1)

onde n,¢ € ge ((.,.))g é a métrica devido a energia cinética do sistema em (). A aplica-
¢ao induzida pelo tensor de inércia travado I(g) possui a propriedade de ser equivariante,
ou seja:

I(q) = Ad;1(®49)Ad,

bAlguns outros casos importantes neste contexto, mas nao utilizados no presente estudo, sao os

relativos s conexdes cinematica e nao-holondémica.
"Traduzido diretamente do inglés: “locked”, (Marsden, Montgomery e Ratiu, 1990).
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Utiliza-se esta propriedade para determinar a versao local da inércia I;,. que é indepen-
dente da fibra G:
]Iloc(’l”) = ]I(T', 6) = Ad;ﬂ(q)Adg (322)

Note que Ij,.(r) é uma trivializagao local da expressao para o tensor de inércia travado

em Q/G.

Recorda-se que a aplicagdo momento J : T'Q) — g*, quando definida no fibrado tangente
TQ, é dada por

<J<q,vq>,§>=<<5Q<q>,vq>>:<84@,5@<q>>, ceg (323

Note que a aplicacao momento J fornece valores na algebra g* cujos elementos corres-
pondem ao momento do sistema no referencial inercial e simbolizados por ug, ou seja:
J(q,vq) — ps € g*, onde g representa a algebra de Lie dos elementos invariantes a di-
reita. Logo, a versao no referencial mével da aplicacao J pode ser obtida pela aplicagao

coadjunta Ad*, consulte as secoes do Apéndice A, através da expressao
Jp = AdyJ (3.2.4)

Neste caso Jp(q,vq) — pp € g%, para a algebra de Lie g dos elementos invariantes &

esquerda.

TﬁQ J - g
FL(q) I(q)
Oy ¢

Figura 3.2: Diagrama definindo a conexao mecénica.

Definigao 3.2.1 (Conexao Mecénica). A conexao mecanica no fibrado principal Q@ —
Q/G é definida pela aplicagao principal A : TQ — g que atribui, Figura 3.2, para
todo (q,v4) € TQ, a velocidade angular correspondente ao sistema “travado” a partir

da aplicacao momento J segundo a expressao:

Alq) - vg = Alq,v¢) =T (q)I(q,vq) (3.2.5)
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Observe que o espago horizontal, como definido na Segao 2.5, determinado pela conexao
mecénica A(g) é obtido pela subespaco {(q,vq) € TQ | J(vq) = 0}, ou seja, subespago
de T'QQ que rende momento nulo. Note também que, por ser uma conexao principal, a

conexao mecénica resulta em uma 1-forma, como apresentado em (2.5.1):
A(r, 9) = dgg™" + Auge(r, g)dr
Para obter a versao da expressao da conexao A(q) no referencial movel,

A(r, g) = dgg™" + Aoc(r, g)dr
= Ad, (g~ 'dg + Ajpe(r)dr)
= AdyAg(r,9) (3.2.6)

Observe, no entanto, que a 1-forma Ap(r,g) ndo é uma conexao. Define-se por Q a
velocidade no espaco vertical V; obtida pela conexao no referencial mével através da

relagao

0= g_lg + Aloc(r)"'ﬂ
= §B + Aloc(r)f (327)

onde £p representa a velocidade devido ao movimento somente na fibra. A partir de

(3.2.2), a conexao em T'Q pode ser construida conforme o seguinte

Alg) -4 =T1""(q)I(vg) =T (q)us
= (Adgl, (r)Ad} ) ps
— Ady (T} (1A )

A partir da ultima linha acima e utilizando a definicdo da conexao no referencial movel

-1
loc

em (3.2.6), verifica-se que Q = I (r)Ady ps. A expressdo de €, construida apenas com

elementos definidos no referencial moével, fica determinada por
QO =T (r)Adjps =T, (r)is (3.2.8)

De (3.2.7) e (3.2.8) segue a expressao do momento do sistema no referencial movel, dado
por
1B = lioe(r)(§B + Aloc(r)7) (3.2.9)

ou, invertendo a expressao acima, pode-se obter g a partir de up

&8 = —Apoe(r)i + 1L (r) s (3.2.10)

loc
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3.3 Principio Variacional Reduzido

Seja L um Lagrangiano G-invariante, como definido na Se¢ao 2.4. Pode-se mostrar que
o fibrado tangente reduzido T'Q/G ¢é isomorfico ao espago g X T'B que, por sua vez,
induz um Lagrangiano reduzido [ em T'Q)/G com coordenadas £ € g e 7 € TB. Logo,
a partir de um Lagrangiano L invariante & esquerda, o Lagrangiano reduzido [ é obtido

segundo

Ur,7&p) == L(r,e, 7,97 ') = L(r.g""g,7,979) = L(Lg(r, 9), TLy(7", §))

onde £p é um elemento da algebra de Lie correspondente sistema de referéncia moével e

[ é fungao da 4algebra de Lie g do referencial movel parametrizada pela velocidade &p.

As forgas e torques correspondem as entradas de um sistema mecénico e, como apre-
sentado na Segdo 2.2, sao elementos do espago T;/() e, portanto, sao covetores e sujeitas
a estrutura geométrica de (). As entradas sao representadas por 7. O particionamento
da entrada 7 na estrutura do fibrado trivial, segundo os componentes nas dire¢oes dos
espacos de fibra e base, é realizado de maneira analoga & decomposigao da configuragao
q. Desta maneira, tem-se

T = Todg® + Tidr' € T;Q

onde 7. € Ty G corresponde aos componentes da entrada 7 relativos as dire¢oes da fibra
G e 7; € TY B, os componentes relativos as diregoes no espaco de base B. Pode-se levar
os covetor 7 a algebra dual correspondente a g através da expressao do levantamento
cotangente da agao de grupo ®4 aplicado a 7. € TjG, onde 7. ¢ a restrigao de 7 nas

diregoes da fibra G, obtendo-se 7.g € TG = g*.

Em termos da métrica ((.,.))g, o Lagrangiano reduzido do sistema [ : T'Q/G — R fica

_]‘ T .T
I=5[¢ ]

G111 Gz
G211 Ga2

5] (3.3.1)

Similarmente, um L invariante a direita confere um Lagrangiano [ fungao da algebra de

Lie representado por coordenadas inerciais £g.

Define-se 0 momento generalizado do sistema no referencial mével em funcao do La-

grangiano reduzido [, a partir de (3.2.9), como

ol

up = @ = ]Iloc(r)(fB + AZOC(T)f“) (3.3.2)
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Ao usar (3.3.2) para definir uma restri¢ao da velocidade de um ponto do sistema &g,

induz-se uma func¢ao em T'B x g* denominada Lagrangiano reduzido da restri¢ao I..:

lC(r7 ’f", IU’B) = l(T’, 7‘17 fB)‘gB

No que se segue, reproduz-se as expressoes da dinamica do sistema reduzida do espaco
de fase de velocidade T'Q) para o espago quociente T'QQ/G segundo a agao de G em Q.
Para um Lagrangiano L invariante a agdo de G, a projecao do principio variacional
em 7'Q/G induz um Lagrangiano reduzido [ e o principio variacional reduzido
correspondente. Este processo de redugao, propicia um particionamento da dindmica
no espago fibrado definido pela algebra de Lie concatenado ao fibrado tangente da base
(g x TB) e regida pelas equagoes de Lagrange-Poincaré, ver (Marsden e Scheurle, 1993)
e (Ostrowski, 1995) para detalhes adicionais.

Proposicao 3.3.1 ((Ostrowski, 1995)). As equagoes reduzidas definidas em gxT B, com

restri¢oes nao-holonémicas, relativas ao principio variacional sio dadas pelas expressoes

d ([ ol ol
it (gs) — otegge =i+ (3:3:3
d (o ol .

onde a,b=1,...,dimG ei=1,...,dim B.

Note que 7%, para a,b=1,...,dim G, é dado pela expressio do levantamento cotan-

gente da ag@o de grupo calculado nos componentes da fibra G de .

Note que a primeira equacao, definida em g, corresponde & equacao de Euler-Poincaré
forgada. A partir destas expressoes gerais é possivel obter as equagoes diferenciais que
regem as dindmicas do momento generalizado, do espago de base do sistema e uma
expressao da reconstrucao da cinemética na fibra. Estas trés tltimas equacoes acima

serao apresentadas na préxima se¢ao por ocasiao da modelagem do sistema.

3.4 Reconstrugao da Dinamica

A trajetoria no espacgo total ) pode ser recuperada a partir de um caminho percorrido no

espago de base @)/G, em conjunto com as restrigdes em D, o momento total generalizado
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e com a equacao de momento do sistema. Este processo, inverso da reducao, recebe o

nome de reconstrugao.®

O modelo da dindmica total de um sistema com simetria pode ser apresentado da

seguinte maneira (Bloch, 2003):

979 =—A(r)i + B(r)p
p=r"H(r)r + 7" K(r)p+p" D(r)p
M(r)i =06(r,7,p)+ 7

onde a primeira expressao corresponde & equagao de reconstrugao que modela a cinema-
tica do sistema em fungao do elemento de grupo g € GG, a segunda expressao representa a
equagao de momento em T*G, para o momento p € TG em coordenadas do referencial
movel, e a terceira equagao apresenta a dindmica do sistema no espago de base Q/G
em fungao da configuragdo r. Em geral, os esforcos externos 7 da representacdo acima
afetam apenas as variaveis de forma em B; sendo, portanto, G-invariantes. No entanto,
as entradas do sistema que sera definido no capitulo seguinte, possui componentes que

afetam, além das varidveis de forma, as varidveis da fibra G.

Com os elementos acima, tem-se condigoes de estabelecer as equagoes de reconstrugao
no referencial movel, ver (Ostrowski, 1995; Murray, 1997). Estas sdo deduzidas a partir
do principio nao-holonémico variacional reduzido, resultando nas expressoes:

. . —1

9= 9 (= Awoe(r)i + L. (r)up)

fup =adf pup +7 (3.4.1)
M ()it + 71 C(r)i + N = X(r)1

onde define-se a matriz de inércia reduzida M (r) como

M(r) = Gon(r) — AL (1) Loe (1) Ajoe (1), (3.4.2)

e as forgas centripeta e de Coriolis sao determinadas a partir do seguinte tensor da

métrica Riemanniana

Cijie(r) i = 5

1 <6Mij L M 3M{cj> ik (3.4.3)

ork orJ ort
Note que os coeficientes Cj;;, dos termos acima sao dados pelos simbolos de Christoffel,

definidos em (2.5.4), avaliados apenas no espago de base B. O termo da dindmica N,

8No caso nao-holonémico mais geral, o processo de reconstrucio deve considerar a interacio entre
as restricoes e a simetria do sistema. Neste caso, a dindmica reduzida do sistema em D/G é elevada ao

subconjunto do espago total D € TQ.
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responsavel pela incorporagao da dindmica do momento do sistema pp & dindmica no
espaco de base B, é dado pela expressao

. Ol ol . 100}
N() = ang @-"boc(-) + @ <d./4loc(7“, ) + 2Z8TIUB()> (3.4.4)

onde 0l/0¢p representa o momento no referencial movel definido em (3.2.9) e (.) assume

valores em T'B.

Observagao 3.4.1. Observe que um dos termos da expressao da dindmica N(.) deve-se
a derivada exterior do componente local da 1-forma relativo a conexao principal A,
e dado por dA;,(7,.), como definida na Secao 2.5.3. Note também que, pelo fato do
componente local da conexao A, ndo ser fungao das coordenadas da fibra GG mas apenas
das coordenadas do espago de base B, a derivada exterior implica a seguinte 2-forma

em B:

orB ore

uma vez que o termo dependente do colchete de Jacobi-Lie se anula. Vale mencionar

0 Aioc
d Ao (7, 01) = <8Al°c“ A 5> 7o

que o resultado, avaliado nos vetores 7 e dr, corresponde a um elemento na algebra g e,

portanto, de dimensao igual & dimensao da fibra G.

A contribuigao das entradas 7 = (7, 7;) na equagao do momento é dada por 7, = Tbgg,
onde g° representa a acao do grupo G, no componente da entrada relativa a fibras 7, €
T, G, elevada ao espago cotangente através da agao de translagao dual do levantamento
cotangente T} Ly, veja Secao A.1 para detalhes. Na equagao do movimento na base, a
parcela da forga 7 é determinada pela aplicagdo da 1-forma X, fun¢do da conexdo A, a
T

(X(T‘)T)i =T; — Te(-Aloc(T))f

As equagOes acima expressas em fungdo das coordenadas do referencial inercial sao
apresentadas abaixo. Observe que AdgAjc(r) = Aoe(r,9), € que nas coordenadas

inerciais, tem-se (Murray, 1997):
g =9 (=Ae(r, )7 + 171 (r, g)pus)
s = Ad;?
M(r)it 4+ #7C(r)i + Ng = X(r)T

onde M(r) e C(r) sao dadas pelas mesmas expressoes quando no referencial movel. A

funcao Ng, por outro lado, toma a seguinte forma

) 1 8]1_1#5
Ng = ( us; AdgangAloc(.) + AdgdAlOc(T, )+ > or () (3.4.5)
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Uma evidente vantagem de se escrever a dindmica do sistema no referencial moével se
revela no desacoplamento na equagao de momento das variaveis do grupo g € G, facili-
tando a obtencao do movimento na fibra pela integracao da equacao de momento, dada
uma curva 7(t) no espago de base. Esta caracteristica nao é observada quando fungao
das coordenadas inerciais. Entretanto, a conservacdo do momento é verificada apenas

no referencial inercial.

3.5 Conclusao

A modelagem Lagrangiana de um sistema segue das equacoes de Lagrange, quando
livre de restri¢goes ou vinculos de velocidade. Estas equagOes foram aqui apresentadas
sob a mesma decomposi¢ao da estrutura principal da Segao 2.5 e serao utilizadas na

modelagem do sistema multi-articulado sem restrigoes no préximo capitulo.
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Capitulo 4

Modelagem do Sistema
Multi-Corpo

No presente capitulo apresenta-se a modelagem do sistema multi-articulado no plano.
O cenario utilizado para a formulagdo da modelagem da dindmica do sistema, segue
de Sreenath (1987) e Marsden e Ratiu (1999), para a dinamica Hamiltoniana, e de

Ostrowski (1995), para uma abordagem Lagrangiana.

Como mencionado no capitulo introdutorio, a classe de sistemas multi-articulados aqui
definida apresenta uma evolucao em relagao aos sistemas multi-articulados encontra-
dos na literatura. Esta evolucao diz respeito & incorporacao dos esforcos externos, ou
entradas as equacoes de movimento do sistema. Em particular, os sistemas consistem
de representacoes de sistemas veiculo-manipulador considerados “ativos” no sentido de
usufruirem da capacidade de auto-manobra no espaco de configuracdao pela agdo de
propulsores distribuidos pelo sistema. No caso plano, aqui considerado, os veiculos sao
dotados de manipuladores com inércia nao desprezivel de um grau de liberdade, a saber,
a rotacao em torno do eixo perpendicular ao plano. Estes sistemas podem ser vistos
como uma rede interconectada de corpos rigidos. A medida que o ntimero de corpos e
conexoes entre estes corpos aumentam, o nimero de variaveis aumenta, e o modelo da

dinamica do sistema se torna altamente complexo.

Ao longo deste capitulo, e nos que se seguem, assume-se a modelagem do sistema
negligenciando-se a existéncia de forgas potenciais, como a gravidade ou magnéticas,

e dissipativas, como o atrito ou arrasto de fluidos, por exemplo. Adota-se também,
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juntas rotativas ideais quando da conexao dos corpos. Quando presentes, as forcas de
propulsao sao tomadas como agentes nos centros de massa do corpo correspondente.
Além disso, nao sao consideradas forcas vetorizadas, o que simplifica as expressoes so-

bremaneira.

4.1 Cinematica do Sistema no Espago Completo

Para um sistema restrito ao plano composto por N corpos livres, o espago de configu-

ragao é dado por
Qlivre = SE(2) x ... x SE(2) (N-vezes)

onde SE(2) é o grupo Euclideano especial no plano'. Porque o grupos SE(n) e SO(n) x
R"™ sao isomorficos entre si, para qualquer n € N, a seguinte aplicagdo é naturalmente

definida como
R r

SE(n) 3
( ) lolxn 1

] — (R,r) € SO(n) x R"

onde R representa uma matriz de rotacao e r, o vetor posicao em relagdo a um refe-
rencial, conforme a Fig. 4.1. Portanto, identificam-se os elementos de SE(n) com os

elementos de SO(n) x R™. Logo:

q=(¢") = (R1,r1), Ra,12), ..., Ry, TN)) € Quipre

onde ¢' = (Ry,r;), parai=1,..., N, ou, em forma vetorial,
(r, Ry)T
q= € Qlivre
(rn,Ry)T

No caso de sistema multi-corpos interconectados, os corpos sao fisicamente acoplados
dois-a-dois entre si por juntas de rotacdo. Neste caso define-se uma restri¢iao de junta?®

através da relacao:

iy =1+ RO ~R(O1)d),,  1<j<N

10 grupo SE(n) é o produto semi-direto SO(n)®R", como visto na Secdo 2.2.1.
?Derivada da premissa que dois corpos articulados por meio de uma junta rotativa sempre mantém

contato em um mesmo ponto. Portanto, o ponto onde se localiza a junta rotativa é o mesmo se visto a

partir dos referenciais moveis em ambos os corpos.
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2
yr
SRS
I
. T ‘2‘1
Referencia
Inercial

Figura 4.1: O {-ésimo sistema de coordenadas é especificado, através da posigao da sua

origem r; e orientagdo #;, em relagao ao ¢ — 1-ésimo referencial.

onde d;“ ¢ a posigao da junta entre os j-ésimo e (j + 1)-ésimo corpos em relagao a
origem do sistema referencial do j-ésimo corpo. Portanto, o espago de configuragao do

sistema interconectado @, onde QQ C Qpivre, simplifica a:
Q=R?>xSO(2) x...xSO(2)  (N-vezes) (4.1.1)

Ademais, pode-se identificar os grupos SO(2) e S! devido ao seguinte isomorfismo:

SO(2) > R+ (w1,72) €S' CR?, (/o2 +a23=1

Adicionalmente, o circulo S! pode ser parametrizado através do difeomorfismo f :
[0,27] U [-m,71] — S : 6 +— (cosf,sinf).> Logo, determina-se um ponto em S' por

6 podendo-se escrever (4.1.1) como:
Q=R*xS'x...xS!"  (N-vezes)
e, conseqiientemente

q= (I‘, ((91)) = (I', 01,02, A ,91\[) c Q

30 dominio do difeomorfismo em questéo é estabelecido pela projecéo estereografica do circulo St
no eixo dos reais, (Spivak, 1999; Mather, 2005).
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onde r é a posigao de um ponto (qualquer) do sistema em relac¢ao ao referencial inercial.
Do exposto acima, pode-se parametrizar R; = R(6;) € SO(2) por §; € S'. Seja ¢ € Q.

A acdo de translacao do sistema por r pode ser explicitada como

r-g=r-((Ry,r1),(Ra,r2),...,(Ry,rn))
= ((R1,r+r1),(Re,r+r9),...,(Ry,r+ry))

Por outro lado, rotacionando-se o sistema em torno de qualquer ponto pertencente ao
sistema por R = R(#) € SO(2), o seguinte mostra que todos os corpos sao rotacionados

igualmente:

R-¢=R-((Ry,r+11),(Ro,r+r2),...,(Ry,r+1ry))
=((RRy,r+r;1),(RRo,r +r3),...,(RRyN,r +1y))
=((R(0+01),r+r1), R(O+62),r +12),...., RO+ 6n),r+1N))

Observe, pela ultima igualdade, que os elementos pertencentes a SO(2) comutam, tor-

nando explicito o homeomorfismo abeliano do grupo.

As equagbes de movimento da dindmica do sistema sdo definidas no espago de estados.
Toma-se o espaco de estados como sendo o fibrado tangente T'(Q sobre o espaco de
configuragao, o espago de fase de velocidade, ou como o espaco de fase de momento,
dado pelo espaco cotangente 1) sobre (), dependendo de uma abordagem Lagrangiana
ou Hamiltoniana. Para a configuragdo ¢ = (R, r;), parai =1,..., N, o espago de fase
TQ ¢é dado por

(R;, 1) € T,Q =T, SE(2) x ... x Ty SE(2) (N-vezes)

O vetor velocidade angular w fica determinado por

w1 91
w 0
w=| =" (4.1.2)
_WN_ _G‘N_

Pode-se escrever o vetor ¢ € T,Q, em ¢, em fungao das coordenadas (I, 0)

Lagrangiano do Sistema

O Lagrangiano do sistema L é determinado apenas pela energia cinética do sistema,

devido & auséncia, aqui considerada, de forgcas potenciais ou dissipativas. Logo, as
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equagoes da movimento sdo governadas somente por dindmicas inerciais. A energia
cinética total Kg do sistema plano, composto por N corpos, é obtida pela soma das
energias cinéticas individuais, (Bullo e Lewis, 2005). Conforme notagao apresentada na

Segao 2.2, segue de (2.2.2) que
1 .
L=Kg, = 2/ (X)) [Fem, |?d* Xy, k=1,...,N
By,

No contexto de Riemann, com estrutura definida por (@, ((.,.))), a métrica da energia
cinética pode ser definida através da métrica ((.,.))g, onde G é a matriz de inércia
generalizada, definida a seguir. Denominando-se por re, € R? o centro de massa do
sistema, tem-se, no referencial inercial, que:

1

o U R 1.
L(g,q) = {(@:d)e = 5 (64.0) = 5 0" G 4= 5 @' Jw + 5 m[[fem]” (4.1.3)

2 2

onde ¢ € T,Q), m* é a massa total do sistema e w foi definido em (4.1.2) e

(G‘:

m*ly 022
022 J

A matriz de inércia J é simétrica e definida e positiva e dada por, Se¢ao C.2.1:

[ I Mg - )\1N-
Mo Ip - Doy

p=xe)= | T (4.1.4)
AN Aoy e Iy |

onde o momento de inércia expandido do k-ésimo corpo [ pode ser calculado como

N
Lo =T+ > mylbsll?, (4.1.5)
j=1

o momento de inércia relativo entre os k-ésimo e o j-ésimo corpos Aj; ¢ dado por

N

Aij(015) = [Z my,(by; ’bkl>] cos(f;) +

N

> " milbg; x bk,|] sin(6;) (4.1.6)

k=1 k=1

e onde o angulo relativo entre os k-ésimo e o j-ésimo corpos é
01 =0, —0;

Quando | = j—1, diz-se que 6;; representam os angulos de junta. Nas expressoes (4.1.5)
e (4.1.6), b )€ R? representa o equivalente da distancia “linear” entre quaisquer dois

corpos do sistema e as operagoes do produto interno (.), produto vetorial x e norma de

um vetor |.| sdo tomadas como usuais em R2.
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Hamiltoniano do Sistema

Aplicando-se a transformada de Legendre FL : TQ) — T*(Q), ao vetor ¢, obtém-se p €

T, Q. Fixadas as coordenadas de configuragao g, o espago cotangente tem coordenadas

candnicas (¢*,p;), para i = 1,..., N, onde o momento conjugado p fica determinado
por: o i i
I"CT)’L pcm
. 61 M1
FL(¢) =FL ) — _ =p (4.1.7)
O | | an |
onde p é definido por
_ 0L(q,49)
9q

A partir da transformacdo no espacgo tangente acima, especificam-se os elementos do
espaco cotangente: o momento angular g é definido por g = Jw e o momento linear
do centro de massa pey € R? é obtido por pem = M* ey, onde m* é a massa total do

sistema.

Como visto na Segao (4.1), o elemento do espago tangente T,Q) fica determinado por
(Ri,f'i) € T;Q. Por outro lado, um ponto no espaco de fase de momento 7*(Q é dado
por

(15, Pem) € T, Q =T, SE(2) x ... x T, SE(2) (N-vezes)

Como a matriz de inércia do sistema J é definida e positiva, J é invertivel e o Hamilto-

niano do sistema H : T%() — R fica definido por

HpcmH2

4.1.
2m* ( 8)

1 _
H(Qap) = H(9>rcmall'7pcm) = EIJfTJ 1N +

Como H independe de r,,, o Hamiltoniano pode ser escrito como H(q,p) = H(0, i, Pem)-

4.1.1 Simetria do Sistema e Redugao

Pode-se mostrar que a classe de sistemas aqui considerada possui grupo de simetria
G = SE(2), o que traduz em invariancia da dindmica, como discutido na Secao 2.4.
Para a acao de levantamento a esquerda T'®,, a invaridncia da funcao Lagrangiano

pode ser verificada através da relagao

3 L(q.vg) = L(®4(q), Ty®y(vy) = L(g, v,) (4.1.9)
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No que se segue, descreve-se brevemente a reducao da din&mica do sistema que resulta
na dinamica relativa do sistema. Primeiramente, devido a estrutura do produto semi-
direto do grupo S = SE(2), a redugao de @ por S pode ser realizada em etapas, como
elucidado a seguir. A reducao ao centro de massa do sistema é realizada primeiro,
através da reducdo do movimento de translacdo pelo espaco vetorial V = R?, obtendo-
se Q/V. O espaco de fase de momento parcialmente reduzido em @Q/R? rende Py =
P/R? ~ T*(S! x ... x SY). Em seguida, prossegue-se com a reducdo da orientagio
inercial devido ao grupo G = SO(2), que corresponde a reducao ao referencial do corpo.
O espago de fase resultante em (Q/V)/G = Q/SE(2), obtido pela reducao de Py por
SO(2), fica Ps = Py /S* = T*(S! x ... x S!)/S!. Maiores detalhes sdo discutidos em

Marsden e Ratiu (1999) e suas nas referéncias.

Logo, a invaridncia translacional e rotacional é observada e a dinimica relativa entre os
corpos fica inalterada quando o sistema como um todo é deslocado no plano, na auséncia
de esforcos externos. Como comentado anteriormente, esta invaridncia corresponde a
conservagao do momento. Mesmo sob a acao de torques devido aos atuadores localizados
nas juntas rotativas entre os corpos que compoée o sistema, o momento angular nao sofre
alteracao?. A atuacdo destes torques sdo internos ao sistema e contribuem apenas para
a variacao de energia do sistema. Sob o enfoque geométrico, esta variagdo corresponde
a4 mudanga de trajetoria pertencente ao elipsdide de energia inicial para o elipsbide
de energia correspondente a variacao. Um comportamento dindmico distinto aparece
nos casos em que as juntas sao rotacionadas devido aos esforcos de propulsao. Neste
caso, pelo fato dos esforcos de propulsdo atuarem externamente ao sistema, nao ha
necessariamente conservacao do momento angular. A modelagem das entradas de torque

e propulsao é realizada na Segao 4.2.1.

A funcdo Hamiltoniano reduzida H do sistema é

_ Ly, IPenlsl?
H(g.p) = Gpu' I p+ =220 (4.1.10)

onde pem | p representa o momento linear do centro de massa do sistema em coordenadas

do referencial movel (Manikonda, 1998) e m* é a massa total do sistema. O campo

vetorial Hamiltoniano associado é X.

Analogamente, o espaco da dindmica reduzida do sistema pode ser decomposta em

40s torques nas juntas rotativas alteram os momentos angulares dos corpos individualmente; o
momento angular total do sistema se mantém constante uma vez que os incrementos de momentos dos

corpos devido aos torques internos se cancelam.
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folhas simpléticas. Conforme a expressao dada acima, a dindmica reduzida é invariante
a acao do grupo SE(2). O espaco reduzido é um espago de Poisson de trés dimensoes,
parametrizado por (¢, u1, p2). A especificagao de cada folha simplética é feita fixando
um valor do momento angular total 4 = pu; + pe. A dindmica em cada folha pode
ser parametrizada pelas variaveis (¢,v), onde v = po — 1. A Figura 4.2 ilustra as
trajetérias da dindmica do sistema de 2-corpos no plano restrita as folhas simpléticas
cilindricas. Refira & Segao 4.2 e (Sreenath, 1987) para detalhes da construgao das folhas
simpléticas e & Secao B.1 para detalhes da construgao da superficie de energia constante

do sistema de dois corpos no plano.

Dinamica do sistema 2-corpos na folha simepletica ( u=p+n,)

100 =

y = p sin(6)

X=u cos(o)

Figura 4.2: Trajetorias da dinadmica de rotagao do sistema de dois corpos no plano.
As trajetorias sao determinadas pela interseccao da superficie cilindrica, devida a con-
servacao do momento angular do sistema p; + pe, com o elipsbide, representativo da

conservagao de energia H. Ver Secao B.1.
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Decomposi¢ao da Configuracao na Estrutura Principal

Os angulos de junta ¢;, ou a orientagao relativa entre dois corpos consecutivos, sao
dados por
¢i:9i+1,ia iZl,...,N—l

e definem as coordenadas r do espago de base B tomado como o espago quociente QQ/G.
Por determinarem a “forma’” do sistema, fixando a orientagao relativa entre os corpos, os
¢; sao também denominados varidveis de forma do sistema, e o espago B, similarmente,
é chamado de espago de forma do sistema. Devido & invaridncia da matriz de inércia
J em relagdo & orientacao absoluta dos corpos, J é funcdo apenas das coordenadas do
espaco de base. Conseqiientemente, os termos de J podem ser escritos como fungao

apenas das ¢;. Logo, agrupando todos os ¢; em um tnico vetor ¢, segue de (4.1.4) que

J=1J(¢)

4.2 Modelo do Sistema no Espaco Cotangente

A determinacao das equagdes de movimento do sistema livre (sem entradas) com N-
corpos, no espago cotangente sobre o espago de configuracao @), é realizada em funcao
do Hamiltoniano H dado em (4.1.8).

Em se tratando de um sistema de Poisson, pode-se utilizar de uma particularizacao do
colchete de Poisson para o sistema e chegar a estrutura simplética. O colchete de Poisson
levanta a trajetoria ao espago dual sobre a configuracao do sistema () e que corresponde
ao espago cotangente T*(Q). Logo, para as coordenadas z = (¢,p) = (Yem, 0, Pem, ) €

T*Q e H(z) = H(0,pem, 1), as equagoes de movimento do sistema ficam determinadas

por:
Tem = {rcmaH}
'cm = cmaH
s (o) = Xpg(z) = | Do = Pem HT)
0, =1{0;,H}
ﬂi = {Mi7H}

Avaliando-se, primeiramente, o colchete de Poisson das duas primeiras equagoes, a di-
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namica de translagao do centro de massa do sistema é obtida por:

Fems = 8}‘21 (4.2.1)
Fem, = 8iiy (4.2.2)
Pem, = — afi =0 (4.2.3)
Pem, = — Gfiy =0 (4.2.4)

onde rem = (72,7y) € Pem = (Pz,Py). As duas tltimas expressoes se anulam devido
a invaridncia de H em relagao as coordenadas de posi¢do rem, confirmando, segundo
Noether, a conservagao do momento linear. A dindmica rotacional do sistema segue das

seguintes equacoes

- OH
Hi_aﬂz'
0H
.i:_77 .:172,...’N 42
=% i (4.2.5)

A dindmica acima é definida em uma variedade de Poisson, como pode-se atestar pelo
colchete de Poisson nao-degenerado®. Apesar disto, como pode ser observado, a estru-
tura das equagoes de movimento do sistema multi-articulado de N corpos é simplética e o
espago de fase T*() da sua dindmica tem dimensao par, dada por n = 2(N+2) = 2N +4.
A estrutura simplética também pode ser observada na subvariedade de () relativo & di-

nimica no espaco de base B.

Observacgao 4.2.1. Como introduzido na Secao 2.2.3, uma variedade de Poisson é dada
pela uniao disjunta de folhas simpléticas. Logo, a dindmica do sistema pode ser para-
metrizada em cada elemento da foliagao da estrutura principal. Cada folha do fibrado
principal é especificada pelos momentos linear e angular do sistema, que sdo corres-
pondentes as dire¢oes da fibra SE(2). Como a dinamica do sistema multi-articulado é
simplética, as equagoes de movimento acima descrevem a dindmica de cada folha como
exemplificado a seguir. A dindmica de movimento fica totalmente especificada na folha
fixados valores dos momentos linear p.,, e angular total p do sistema. Fixado valores
do momento de translacao e rotagao do sistema pg, sua dinAmica permanece invariante
a uma folha da variedade de Poisson, dado que, na auséncia de esforcos externos, o
momento nao tem o seu valor alterado como enunciado pelo Teorema de Noether. Note
que a estrutura simplética do movimento de translacao é degenerada pois pen = 0 e,

portanto, trivial, como apresentado em (4.2.1). Para o sistema de 2-corpos, a dinAmica

5 ~ . .
°Ou, nao identicamente nulo.
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rotacional em cada folha simplética é uma subvariedade de Poisson de trés dimensoes

(4.2.1).

Observagao 4.2.2. Note que a dinAmica da classe de sistemas em consideragao, salvo
os sistemas de um tnico corpo rigido, nao representa uma dindmica de Lie-Poisson,
veja (Marsden e Ratiu, 1999), uma vez que o espago de configuragdo @ nao se resume
simplesmente ao grupo de simetria G e, portanto, o espago reduzido nao pode ser

reduzido simplesmente a algebra de Lie g correspondente.

Reparametrizando as equagoes (4.2.5) em funcéo de angulos relativos 6;;_1, onde i =
1,..., N, pode-se mostrar utilizando o colchete de Poisson, (Sreenath, 1987), que a

dindmica de rotagao do sistema segue conforme

OH OH
O;ii1= - s }=2,...,N
T B Opia !
 oH
H1 = 9021
OH OH

Hi = iv1i 0011

OH

_ 4.2.6
00N N—1 ( )

pN =
As equagoes acima correspondem a dindmica reduzida do sistema multi-articulado,
como pode-se perceber pela auséncia de uma varidvel que caracterize a orientagao do
sistema em relagdo ao referencial inercial, além da dindmica de translacao. Esta ausén-
cia de variaveis de deslocamento e orientacao é conseqiiéncia da invaridncia do sistema
em relagdo ao grupo de simetria SE(2). As equagoes de movimento do sistema redu-
zido, provém da expressao do Hamiltoniano (4.1.10). Observe, também, que embora a
dindmica ainda permaneca em um espaco de Poisson, as equagoes do sistema reduzido
possuem a estrutura simplética no espago de variaveis presente em (4.2.5). E possivel,
no entanto, recuperar a informacao adicional da orientagao do sistema em relagao ao re-
ferencial inercial e determinar a atitude do sistema, bastando apenas adicionar a (4.2.6)

uma, expressao da forma
. oOH
0; =

Op;

Incorporando-se a configuracao do estado 61, por exemplo, & dindmica no espago de

base acima, em funcao das coordenadas ¢, é possivel descrever a dindmica completa

no fibrado principal. Logo, o espaco de estados do sistema compreende uma espaco
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2 N-dimensional, composto por N copias de (S' x R) com a seguinte dinamica;

T o501 T OH
01 o
é OH _ 0H
1 I o1
(;'5' = oH _ oH (4.2.7)
i-1 Opi Opi—1
é oH _  OH
| PN-1 ] L oun  Oun—1 |

acrescida da dindmica dos momentos p;.

4.2.1 Modelagem da Entrada do Sistema

As entradas fisicas, consideradas atuantes no modelo do sistema plano de N-corpos,
compreendem as forcas de propulsao f;, para i = 1,...,m,, onde m, < N. O ponto
de aplicacao de cada f; da-se no centro de massa do i-ésimo corpo. Adicionalmente as
juntas rotativas planas sao consideradas ativas. Os torques que atuam nas juntas sao
simbolizados por T}, para j = 1,...,my, onde m; < N —1. Portanto, o ntimero méaximo

de entradas do sistema corresponde a N + (N — 1) = 2N — 1.

Como discutido na Segao 2.2 e no Capitulo 3, a entrada do modelo do sistema 7 pode
ser identificada geometricamente como um elemento do espago tangente dual 7;7Q). Na

forma afim, como apresentado na Secao 2.3, a expressao da entrada 7 é escrita como
T=g1(2)u1 + g2(2)ug + - - + gm(2)tm, 1=1,...,m

onde g;(z) sdo os campos vetoriais da entrada do sistema e v = (ug,...,un) € U C R™
sao fungoes parametrizadas pelas forcas f; e torques Tj. A funcao u é detalhada nas

proximas secoes através de exemplos.

A modelagem da entrada do sistema é feita em duas etapas. Primeiramente, determina-
se a influéncia das forcas externas f; por todo sistema multi-articulado através dos
diagramas de corpo livre de cada um dos corpo componentes. A modelagem dos
torques T} é considerada posteriormente. A justificativa desta modelagem por etapas
deve-se ao principio da superposicao, isto é, escolhido um ponto do sistema, somam-se

as forcas e torques com origens distintas.

Os componentes da entrada 7 responsaveis pela translacao do centro de massa do sis-

tema, em relagao ao referencial inercial, sao representados por 7, e 7, nas direcoes dos
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eixos das abscissas e ordenadas, respectivamente, como indicam os subscritos. Neste
caso, dadas N forcas f;, os componentes 7, e 7, sao obtidos projetando as f; nos eixos

do sistema inercial através das matrizes de rotacao R; = Ry, de cada um dos corpos,

[T”] - iRi [O] (4.2.8)

Nesta etapa de modelagem, os componentes de rotagao da entrada 7 correspondem aos

conforme a expressao:

torques que derivam de forgas f; e que atuam rotacionando os corpos do sistema. Como
os corpos estao conectados através de articulagoes, ou juntas rotativas, ideais, estas nao
transmitem torque, mas apenas forca. Logo, o torque no i-ésimo corpo, i =1,..., N—1,
correspondente a uma forga f; atuante no k-ésimo corpo, i < k, de um sistema de NV

corpos, é dado por®

k . 0
Tz‘mt:_Z((kNl) i+1 X Ro, [fk

i

kit

- 0
d;—i_l X Rg )
N : [fk])

=— Z < dﬁﬂ cos(O0 ) fr + Md;“ cos(@k,i)fk) (4.2.9)

N

d’L-‘rl

onde é o vetor do baricentro do i-ésimo corpo & junta entre os copos i e i+ 1, dado

no referencial do i-ésimo corpo, conforme indica a Figura 4.3, e ||d||?> =

' rpok:..

Jr

% cos(Oki—1) fr = ZH cos(0r.q) fi

corpo ¢

% cos(0.i) fr

corpo ¢ — 1

Figura 4.3: Efeito das forgas de propulsao nas juntas de rotagao.

Exemplo 4.2.1. Para um sistema em que 0s dois corpos sao idénticos, com compri-

mento 21, os torques nos corpos 1 e 2 sao obtidos por

[Tm] _ [ ~1/2 lcos(921)/2] [ﬁ]
This —lcos(021)/2 /2 fa

50s passos intermediarios do desenvolvimento da expressio do torque devido a forca de propulsio

serdo aqui omitindos. Apresenta-se aqui apenas o resultado final.
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Observacao 4.2.3. Note que quando o sistema estéd totalmente estendido f2; = 0 e
f1 = fo, o sistema apenas translada, ndo havendo rotacgao inercial do sistema ou rotagao

relativa entre os corpos.

Exemplo 4.2.2. Analogamente, para um sistema com 5 com corpos idénticos, os torques

obtidos sao

-Tul_ i —% 2 cos(fa1) % cos(a1 + 032)
Tus —% cos(691) —% cos(f32)
Tug | =1 —cos(fa1 + 032) — cos(f32) 0
Tia —2 cos(01 + 032 + 643) —32 cos(f32 + 043) — cos(b43)
s | | — 1 cos(0a1 + 032 + 043 + 054) —% cos(f32 + Oz + O54)  — 1 cos(Oa3 + O54)
% cos(fa1 + 032 + 043) % cos(621 + 032 + 043 + O54) 1 [4]
3 cos(f32 + O43) 3 cos(s2 + 043 + O54) P
cos(643) cos(043 + O54) VE!
% 5005(054) fa
—% cos(0s4) % 1 Lfs]

Observagao 4.2.4. Note que quando o sistema acima é acionado apenas por f3, ou de

forma simétrica f; = f5 e fo = f4, o corpo do meio nao sofre rotagao.

A modelagem do acionamento dos &ngulos de junta pelos torques T; pode ser realizada
de duas maneiras. A primeira considera o efeito das forcas de propulsao f; no angulo
de junta no modelo do sistema em conjunto com os 7. A entrada de rotagao 7, do

i-ésimo corpo, para i =1,..., N, é:

T = Tim1 — Ty + T, (To, Ty = 0)

7

Na segunda, os torques 7T; representam valores liquidos de acionamento das juntas. Neste
segundo caso, os T; neutralizam os efeitos das forcas de propulsao e sao responsaveis pelo
acionamento direto das juntas. Isto pode ser justificado fisicamente, quando deseja-se
manter um angulo de junta ¢ constante mesmo quando a junta estd submetida a agao
de forcas que tendem a variar o dngulo de junta. Considere o acionamento da junta
rotativa por meio de um motor elétrico de corrente continua (CC). Acionando-se, por
exemplo, o motor com uma tensao de armadura a 50% do duty-cycle, a junta mantém
o seu angulo inalterado. O cancelamento do efeito das forgas f; é obtido escolhendo-se
um motor projetado para conduzir uma corrente elétrica no campo de modo a gerar um
torque maior que o torque produzido pelas f;. Esta idealizacao permite a modelagem

sem a consideragao explicita dos efeitos das forgas f;. Conseqiientemente, trabalha-se
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com uma nova parametrizacao dos torques T; segundo:
t
Tj = Tj + T7" (fi)

onde a funcao Tjext contabiliza os efeitos de propulsao de todas as forcas fr na j-ésima

junta, para 1 < k < N.

Observe que, por causa da entrada 7, a simetria do sistema é quebrada em geral, ou seja,
a aplicacao momento J nao mais permanece invariante & agao do grupo. Logo, para
entradas nao nulas, os momentos lineares e angulares nao permanecem necessariamente
constantes com o movimento do sistema. Faz-se importante observar, entretanto, que
os toques T}, por serem internos ao sistema, deixam a aplicacao momento J invariante,
nao contribuindo para a alteracao dos momentos linear ou angular, como estabelecido

pelo Teorema de Noether. Estes contribuem apenas na variagao da energia do sistema.

Fixados valores de magnitude arbitrarios em malha aberta para as forcas de propulsao,
as diregoes de f; sao tomadas como bésicas, como definido na Secao 2.2. Ou seja, a
diregéo das entradas de propulsao s6 dependem da configuracao ¢ € Q do sistema e nao
sao funcoes da velocidade vy € T;(Q) do mesmo. Em malha fechada, e diferentemente da
descricao acima, as forcas de propulsao obtidas através da lei de controle de realimen-
tagao podem ser funcoes da velocidade v, do sistema. Similarmente, para entradas de
torque arbitrarios, que atuam diretamente no espago de base B, os T nao dependem da
configuracao (), uma vez que sempre atuam nas juntas de rotagao entre os corpos com-
ponentes do sistema. Em malha fechada, os torques 7); podem ser fungoes da velocidade

Vg, assim como ocorre com as forgas f;.

4.2.2 Sistema de Controle Multi-Corpos

Renomeando o Hamiltoniano H relativo a dinamica livre para Hy(q, p), o Hamiltoniano

do sistema de controle fica determinado por:

m

j=1
onde u; sao as entradas generalizadas e H; sao fungoes usualmente chamadas de Ha-
miltonianos de acoplamento ou de intera¢ao (Nijmeijer e van der Shaft, 1990). Como
o sistema multi-articulado proposto é um sistema mecanico simples, Secao 2.3, sabe-se

que Hj(q,p) = H;(0). Para i = {x,y}, a expressdo geral do movimento do centro de
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massa do sistema fica

OHy N~ 0H; —_ 0H
Opem; 4= Opem; ~ Opem

rcmi =

m

. 0Hy
Pem: = _8Tcm Z 67dcm2 Z a7dcm

uma vez que

8?5; B?fsz cos(f1) cos(6n) [ O0H; } 0
a?ily B?fffy sin(f1) sin(Oy) Opem, o

(4.2.11)

(4.2.12)

e onde os componentes de entrada u; correspondem a forgas f e torques 1" externos, con-

forme discutido na Segao 4.2.1. Entretanto apenas as forgas contribuem na translagao,

como dado em (4.2.8), portanto:

OH, . OHp h
- Tx . O emy OTemy .
trans — OH, o OHN
Ty 8rcmy Brcmy f
N

Observe que o angulo absoluto 6 pode ser determinado fazendo-se

N-1

On =01+ o

j=1

A din&mica rotacional (4.2.5) nao reduzida é escrita como

5, _ OHo
O
0Hy
1= — ' =1,2,....N
K 0 !

(4.2.13)

(4.2.14)

Considerando entradas externas e internas atuando nas dindmicas de rotagao, tem-se

é"lzaHo_aHo i—o N
20— 8#@ a,Uzi—l ’ PR
O H,
_ _ T Te.rt
K1 0.1 1+
0H) 0Hy

N N —T+T_ +T¢mt7 L
Hi 00iv1,; 00,1 P !

0H,

— = Ty 4T
00N, N—1

AN =

(4.2.15)
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Observe que (4.2.15) representa a dindmica rotacional reduzida forgada. O vetor de

entradas que acionam a dindmica de rotagao 7.+ é dado por

Tin -1 0 T [ Tert |
This 1 -1 0 0 0 Ty gt
Tus 0 1 -1 o0 T3 TEwt
Trot = ‘ = . "
Tu; 0O 0 O -1 0 0 T; Ter
Tun—1 Tn—2 Tjiijl
L 7uv | L 0 1] [Tna) [T ]
(4.2.16)
parai=1,...,N e que 7 = [On+2, Ttrans, Tmt]T, onde 7 é dado pelos campos vetoriais
de entrada g; e pelas funcoes u € U C R™, de acordo com a Segao 4.2.1.
4.2.3 Exemplo: o sistema de 2-corpos
A fun¢éo Hamiltoniano para o sistema de 2-corpos é dada por
1
Hy = Sp' T (0 (4.2.17)

onde a matriz de inércia J é dada em (4.4.2) e o angulo relativo entre os corpos é

¢ = 0 — 01. Tomando a definicao para o determinante de J
A =det] =115 — (eX)?

a fungdo H acima toma a seguinte expressao

1 I —e\ |m
Hy=— s
o=axlm v [d I ] LJ

Iy} — 2eApy g + T1pi3) (4.2.18)

_ 1 [
C2A
As equacgoes de movimento sdo dadas abaixo em funcao das entradas obtidas no para-

grafo acima; as expressoes da dindmica linear sao

mi + mog 2m
fyzipy — Py (mp = mg =m)

mi + mog 2m
Pr = —sin(6h) f1 + sin(61 + ¢) fa
cos(01) f1 + cos(01 + @) fa

Py
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ao passo que, a dindmica rotacional do sistema na fibra fica definida por

. OHy  puls — psed
0 = = 4.2.19

e pela dinamica rotacional reduzida, nas coordenadas 021 = ¢ do espago de base B,

através de

0Hy 0Hy . /,Ll(E)\"—jQ) —ILLQ(E)\—FINl)

B Oz Oy A
. a}IO +
=900 e
251 8¢ +
— cdydy sin(g) V2= “1122(2‘“6A —#2h) et
OH,
ey — Y T Tezt
2 96 +1 +
— edydy sin(0) (p2eX — plp)(ed — pahy) o Tt

AQ

Os torques externos T¢% e T sao fungoes da forga de propulsao f; de cada corpo e da
distancia do centro de massa do sistema ao centro de massa do respectivo corpo, onde
localiza-se o ponto de atuagao do efeito de propulsao. Logo, usando a notagao e anélise

do diagrama de corpo livre da Segio 4.2.1 e d? = d} = [, tem-se:

Tt = —Lfi 4+ Lcos(B21) fo
Ts®t = —Lcos(02,1) f1 + L f

Observagao 4.2.5. A dindmica do sistema de N-corpos degenera-se ao do corpo rigido,
cujo modelo é apresentado no Apéndice C, quando os dngulos de junta ¢ sao mantidos

constantes. Isto sera detalhado a seguir.

As equagoes da dinamica do sistema de dois corpos idénticos, para f = (7, 7y, 0, ¢, Pz, Py, fi1, L),
ou seja, no referencial inercial, sao dadas a seguir:

px/m
py/m
(] — paK cos(9))/(I? — K2 cos?(¢))

‘- (12 = ) /(] = K cos(0) 20)

0

0
K sin(¢) (] — ppK cos(9))(ual — K cos(9))/(1* — K cos(¢))?
|~ K sin(9) (] — pa K cos(9)) (ol — p K cos(9)) /(17 — K2 cos?(9))? ]
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onde K = ed?d} e os campos vetoriais relativos as entradas (f1, f2,T)
[ 0 | 0] [0 ]
0 0 0
0 0 0
0 0 0
n= — sin(0) SRR sin(f + ¢) %= 0 (4.2.21)
cos(0) cos(0 + ¢) 0
—1/2 1/2cos(62,1) -1
| —(1/2) cos(f2,1) | i /2 ] | 1]

As ultimas duas linhas do campo vetorial referente & dindmica livre f correspondem as

taxas dos momentos angulares p1, ua. Observe que a taxa de variagdo temporal do mo-

mento angular total, dado por i1 + fi2, é nulo, como previsto pelo Teorema de Noether.

Note, também, que, apesar das dindmicas livres de fi; e fi2 serem linearmente depen-

dentes, é possivel controléd-las de modo independente devido & estrutura dos campos

vetoriais de entrada g1, go.

Considerando fixa a posic¢ao relativa dos dois corpos (d) = 0), na posi¢ao totalmente

extendida (¢ = 0), tem-se que 3 = pg. Nesta condigdo, é possivel mostrar que as

equagoes da dinamica do sistema multi-corpos (4.2.20) degeneram-se as equagoes do

corpo rigido (C.1.1). Tomando-se a equacao de movimento da orientagao em relagao ao

referencial inercial tem-se:

0 = (I — paK cos(¢))/(I* = K? cos*(¢))
= (ml — oK) /(I” = K?)

= /(I +2K) = /(I + 2€L?)

Note que a tltima expressao acima corresponde & divisao do momento angular total do

sistema, g1 + p2 = 2p1 pelo momento de inércia total do sistema 2(I + 2¢L?).

4.3 Modelagem da Dinadmica no Fibrado Principal

4.3.1 O Fibrado Principal

Por causa da restricao da dindmica do sistema ao plano, o grupo de simetria G é, para

a classe de sistemas aqui considerada, o grupo Euclidiano especial no plano SE(2).
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Como comentado previamente, este ¢ o produto semi-direto G*®@V = SO(2)®R2. O
espago de coordenadas gerado pelo SE(2) é tridimensional e, portanto, dim@ = n e

dim(Q/G) =n — 3.

Na estrutura do fibrado principal (2.4.2), o espago (/N + 2)-dimensional @) possui coor-

denadas
q=(s,7)=(9,0), ¢$€Q/G, geaq, (4.3.1)

onde ¢ é o vetor, com (N — 1) elementos, relativo a orientagao entre os corpos consecu-

tivos do sistema. O vetor ¢ € T,(), dado na estrutura acima, fica (7, §) = ((,i), g). Logo,

(¢,9.0,9) € TQ.

O fibrado tangente sobre o espago reduzido T'(Q/G), que corresponde a N — 1 copias
do S! x R, possui coordenadas (r,7) = (¢, ¢) € T(Q/G). O fibrado tangente reduzido
(T'Q)/G & uma espago vetorial sobre o fibrado tangente do espago de base T'(Q/G) cuja
fibra é isomorfica a algebra de Lie g e, portanto, T(Q/G) X g.

0 espaco (TQ)/G possui coordenadas (7,7, g~1g) = (¢, $,¢8) € (TQ)/G, onde &5 € g.
Este compreende, no caso sistemas invariantes a esquerda, por exemplo, as velocidades

lineares e angulares em coordenadas do referencial maével.

O espago de fase de velocidade, com esta estrutura principal, no ponto ¢ = (g,7) =
((rem, 0), @) é dado por

Fem, 0F, @) € T,Q ~ T(R?> x S' x ... x SY),
q

onde 6* é a orientacao de um ponto arbitrario do sistema, e o espago de fase de momento,
por
(Pemspo+,Pp) € Ty Q ~ T*(R* x S" x ... x S)

4.3.2 Exemplos de Parametrizacoes da Configuragao
Dinadmica com nova definigao para 6.,

Definigao 4.3.1. A orientacao do referencial fixo ao centro de massa do sistema em

relagdo ao sistema de coordenadas inercial é definida pela expressao

Oom = (01 + On) /2 (4.3.2)
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A expressdo para 6., acima juntamente com o vetor dos angulos relativos entre os

corpos ¢ estabelece o seguinte difeomorfismo entre as diferentes parametrizacoes de Q

(12 0 - 1/2]
-1 0

[0;771 _ P(9), N Pl=l0 -1 1 - (4.3.3)
0 -1 1|

Observagao 4.3.1. A definicao da orientacao 0., acima é satisfatoria pois é candnica,
ver (Lanczos, 1977) para detalhes, e independente das variaveis de forma ¢ e, por esta
razao, nao incorpora o movimento exclusivamente realizado no espagco B. A matriz
que define a mudanca de coordenadas P é definida e positiva e, portanto, invertivel.
Adicionalmente, note que por ser uma transformacao linear, P é, conseqiientemente,
um difeomorfismo global. Observe, também, que o determinante de [P] ¢ unitério,
permitindo preservar o volume entre os elementos das duas parametrizagoes. Pode-se

mencionar ainda que P diagonaliza a matriz de inércia do sistema J.

Observagao 4.3.2. Uma definigdo igualmente possivel para a orientagao do referencial

movel pode ser dada por

1 N
= — ; 4.3.4
Oem N;@ (4.3.4)

A transformacao P deve ser utilizada para gerar a transformacao equivalente entre as
coordenadas de momento do sistema e, desta maneira, definir o levantamento cotangente
sob as novas coordenadas do espago cotangente sobre o espaco principal. Desta maneira,
e utilizando a transformada de Legendre e a igualdade dos Hamiltonianos sob ambas as

parametrizagoes, tem-se que o momento angular, obtido para @ com (0., @), fica
HBemrt) = (PT) " 1ig (4.3.5)
e a matriz de inércia J escrita sob a nova parametrizacao de @) fica
Ity = (PT) TP (4.3.6)

Observe que, como esperado a partir de (A.2.7) no Apéndice A, a matriz que traduz o

levantamento cotangente da transformacao P, em func¢ao da matriz correspondente [P],

é a matriz transposta ou [P]7.
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Exemplo: o sistema de 2-corpos

Para um sistema composto por dois corpos interconectados, o espago completo 4-
dimensional @ iguala-se a R? x SO(2) x SO(2). Um elemento genérico do fibrado
tangente é (q,q) = ((rem, 01,02), (fcm,él,ég)) € TQ. Utilizando a decomposi¢ao pro-
vida pela estrutura do fibrado principal, as coordenadas sao g = (g,7) = (g, ¢), onde a
coordenada no espago de base ¢ € QQ/G é a orientagao relativa entre os corpos. As coor-
denadas no espaco tangente reduzido sao (r,7, 9 'g) = (¢, b, ¢p) € (TQ)/G, e &p € g.
O fibrado tangente sobre Q/G possui coordenadas (r,7) = (¢, ¢) € T(Q/G) = S! x R.

O difeomorfismo entre os sistemas de coordenadas de varidveis candnicas apresentado

acima, neste caso, é dado por

P)=

1/2 1/2] (4.3.7)

-1 1

Observagao 4.3.3. Pode-se verificar que, como mencionado anteriormente, P diagonaliza
a matriz de inércia J, a despeito das propriedades fisicas dos dois corpos. Para corpos
com caracteristicas inerciais distintas, J pode ser diagonalizada tomando-se

[P] = (4.3.8)

hi  ho
-1 1

onde hy = (I + K cos(¢))™! e hy = (I + K cos(¢))~'. Neste caso, entretanto, os
elementos na diagonal principal de J sdo dados por fungoes racionais.
A matriz de inércia generalizada G é definida por

m* Iy 0251 0O2x1
G=|01x2 1%J1y I
01x2 JT Ji

onde Jt = (I — I})/2 e J* = (I} + Iy — 2e\) /4.

Pode-se obter qﬁ pelas equagoes de Hamilton

. OH(9,9,ps, 1b5)

¢ ps
_ l(pgcm(fl — Iy) + 2pg(I1 + 2K cos(¢) + I2))
2 (I1 15 — K2 cos(¢)?)
s (=D =1) (4.3.9)

(.f — K cos(¢))
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Alternativamente, a equagao do momento py segue de

P = _OH($,9,ps, 1b5)
o
1 2 2
_ _Ksin(¢) (2o Pem P9 (4.3.10)
1T+ Keos(@)? (- K cos(@))?
A orientacao do referencial movel, localizado no centro de massa, é dada por
_ OH(,9,p¢, 115)

90m -
8p¢
_ 1 (Po,, (11 = 2K cos(§) + I2) + 2py (11 — I2)) (43.11)
4 (I 15 — K2 cos(¢)?) o
1 ~ - -
_ Pbem (L =I,=1)

" 2(I + Kcos(¢))’
Partindo da parcela relativo a dindmica rotacional do sistema na expressao do Lagran-
giano e tomando iguais as velocidades de rotagao dos corpos w; = -+ = Wy = w,
tem-se:

1 1 1
L(q,q) = 5" lw = gwlflwly = S Iw?

onde I} = I;(¢) é definido por I%leN, ou seja, a soma de todos os elementos da
matriz de inércia J e corresponde a inércia total em relagao ao centro de massa do
sistema. Observe que I; corresponde ao elemento (3,3) do tensor de inércia travado Ij,.

em (4.4.4). Para o sistema de dois corpos idénticos, I; é dado por:

I(¢) = 13 J1x
= Ji1 +2J12+ Ja2,  (J simétrica)
=1 + I+ 2eA(9)
= 2(I + eX(9)), (h=IL=1I)

Modelo do referencial no centro de massa

Neste caso, o campo vetorial da dindmica livre, pode ser escrito tanto em fungao
da velocidade do angulo de junta ¢ como em fungdo do momento angular relativo
ao mesmo angulo. As variaveis de momento no referencial movel sao definidas por
(Pus Pvs Do..,,) = (14By, 4By, 4Bs)- No primeiro caso, o campo vetorial f escrito em co-
ordenadas do referencial moével localizado no centro de massa do sistema, é dado por
(P, Ty, Berms Gy fLBy » fLBys f1Bs s bp) T, onde vy = be vy ¢ dado por
B K sin(¢) 1
T (N@)? — L) (I + 2eA(9) + Io)

((@\(gf)) + I~1)(6/\(¢) + fz)v?, + ,u233)
(4.3.12)
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No segundo caso, escrito no mesmo referencial, o campo vetorial 2 = (7, 7y, Oem, @, Pu, Pos

Poor» Do) T, onde z € TQ, fica

[ (1, cos(B) — g, sin(0))]

m (1B, sin(0) + 1, cos(0))
(4.3.11)

(4.3.9)
f= 15y (21, —J19) (4.3.13)
2m* 1 J1N
_ BB, (2uB, )
2m*15 J1y

0
(4.3.10)

Consultar Souza e Maruyama (2007), no Apéndice C, para detalhes da obtengao das

expressoes escritas com coordenadas do referencial mével.

Modelagem das Entradas

Utiliza-se aqui a decomposi¢ao da entrada 7 na estrutura principal” 7 = [7|g, 7| 5], onde
TG e Tp representam as entradas que atuam exclusivamente no espago de grupo G e no

espago de base B, respectivamente.

Observagao 4.3.4. Observe que a parametrizacao das entradas fisicas (f;, 7)) é realizada

de maneira a verificar dim G = dim 7¢.

Obtém-se, primeiramente, a entrada no referencial mével, fixo ao centro de massa do
sistema, Fig. 4.4; em seguida, escreve-se a entrada em relacdo ao referencial inercial. As
entradas no referencial moével sao G-invariantes a esquerda com relagdo ao referencial
movel localizado no centro de massa do sistema. A entrada 7 € g* dada nas coordenadas
do espago cotangente fica 7 = (Tu, Ty, T9,,,, T¢) € T*Q. Os componentes que afetam o
momento linear sao

H =R(-¢/2)

Ty

0 —sin(¢/2)(f2 — f1)

0
R 2 =
+R9/Z) H [ cos(o/2)(fa + 1)

Observe que, quando ¢ = 0, o sistema possui a mesma estrutura de entradas do corpo

1

rigido com dois propulsores localizados simetricamente em relagdo ao centro de massa

HE

e, portanto:
0

(f1 + f2)

"Discutida no Capitulo 3.
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Referencia  *
Inercial

Figura 4.4: Entradas relativas aos propulsores no referencial mével do sistema de 2-

COTPOS.

A entrada na diregdo rotacional da fibra G, para corpos idénticos, fica

Toom = Lcos®(¢/2)(f2 — f1)

Observe que, evitando termos que combinam fungbes trigonométricas e quadraticos
pode-se aliviar a carga computacional quando do célculo de distribuicoes, realizado no
préximo capitulo. Utilizando a relagdo trigonométrica fundamental sin?(.) +cos?(.) = 1

em conjunto com a expressao cos(¢) = cos?(¢/2) — sin?(¢/2), mostra-se que

cos?(6/2) = 3 (cos(6) + 1)

Utilizando o lado direito da igualdade acima, na expressao do campo vetorial para a
entrada 7y, , permite simplificar o calculo das distribuigoes do sistema de controle,

reduzindo a carga computacional e, conseqiientemente, o tempo de célculo.

A passagem da entrada 7 acima para o referencial inercial, assim como com qualquer

elemento pertencente ao dual da algebra de Lie g*, segue pela aplicacao coadjunta
TS = TInercial = AdZ,ﬂ'

Escrevendo os componentes de translagao acima (7, 7,) no referencial inercial, segue:

Ty S Ty Inercial Tv

[— sin(fem) cos(/2)  — cos(Ocm) sin(d/2) | | f1 + fo

cos(Oem) cos(¢/2)  —sin(Oep,) sin(¢/2) | | fo — f1
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O resultado acima pode ser confirmado quando a entrada 7y, € obtida através do
levantamento cotangente da aplicagao P das expressoes da Segao 4.2.1, como mostram

os exemplos abaixo.

Exemplo 4.3.1. Retomando o exemplo do sistema de 2-corpos, da Secao 4.2.1, a en-

trada T obtida sob a estrutura principal adquire a sequinte forma:
T T l
% 4

T2
A partir das consideragoes acima tem-se que 7., € obtido pela soma dos momentos das

2(1 + cos(®)(f2 — f1)
(1 —cos(¢)(f1 + fa)

forcas f; em relagdo ao centro de massa do sistema, ou seja

0
oo = Ty X R; [ ] (4.3.14)

No presente trabalho, tem-se o interesse no caso em que as forgas de propulsao estao
localizadas nos corpos extremos do sistema, isto é, apenas as forcas de propulsao fi,
aplicada no centro de massa do corpo 1, e fy, que atua no centro de massa do N-ésimo

corpo. Logo, de (4.2.8) e (4.3.14), segue que

0 0
Ty Rl + RN
| = {;1 In . (4.3.15)
TOorm I‘(l] X R1 —|-I‘9V X RN [ ]
I S fn]]

Escrito com coordenadas no referencial inercial, a dinamica livre f = (7, Ty, écm, q.S, Dzs Py,
pgcm,p¢)T, é dada por

[ po/m* ]
py/m”
(4.3.11)
f= (4.3.9) (4.3.16)
0
0
0

| (4.3.10)

Os valores nulos das trés primeiras linhas da dindmica livre, devem-se & aplicagao direta
do Teorema de Noether. Pode-se, alternativamente, mostrar que pg,, = 0: sabe-se

que o momento angular p; + ps do sistema se conserva. Logo, escrito sob a nova
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parametrizagao, tem-se a seguinte condicao de conservacao do momento angular

pecm
by

g1+ pe = 15 PT

No referencial inercial, os campos vetoriais relativos as entradas (ui,u2) = (f1+ fo, fo —
f1) e T séo

0 0 0
0 0 0

0 0 0

0 0 0

I sin(fem) cos(¢/2) |’ 27 c08(0Oem) sin(¢/2) | # 0
c08(0em) cos(¢/2) —sin(fer ) sin(¢/2) 0

0 L/2(cos(¢) + 1) 0

0 0 1

Dinamica com 6., = 6;

Proposicao 4.3.2. No espago de configura¢io Q, onde q = (rem, @), o Lagrangiano
do sistema pode ser escrito em fun¢ao da métrica de Riemann ({.,.))g’, induzida pela
energia cinética do sistema Kg, definida pela sequinte expressao
1. . lrp T 1 Gy
L=~ qTG’q:§ [r?m 0 }

2 0

I"cm
. ] (4.3.18)
21 22

Demonstragdo. Segundo (4.1.3), basta tomar G}; = m*Iy, Gjy = G5} = 0o 5 e Gy = J,
onde m* é massa do sistema, Is é a matriz identidade de dimensao 2 e J é a matriz de

inércia do sistema multi-corpos. O

Proposicao 4.3.3. No fibrado principal (Q, 7, B = Q/G,G), onde ¢ = (g,7) = (g, @)

e g = (Tem,01), o Lagrangiano do sistema pode ser escrito como

1 opo . Llog
L=5¢Gq=glg" ']

G G2
G211 Ga2

ﬂ (4.3.19)

7

Demonstracao. A prova abaixo seguird um desenvolvimento algébrico, através da de-

composigao de (4.1.3). Expandindo o vetor €, em fungao das coordenadas de base ¢, e
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utilizando um formato matricial segue que

_ , 3
0 b — (91 — 0)
01— (01— 02) - — (On—1— ON)
6, 0
61 —(61 — 02)
=|. |+ .
2 — (01 —02)---—(On-1—0ON)
1] 0 0 - 0] [ (B2—01) |
1 L0 o 0| | (65— 0n)
=|. 01 + .
_1_ _1 1 .- 1_ _(9]\[ — HN—l)_
1] 0 0 - 0] [on]
1 1 0 --- 0 P9
=|. |0+ .
_1_ _1 1 .- 1_ _¢N_
— 150 + M (4.3.20)

onde 1y é o N-vetor de 1s, ¢; sao os dngulos de junta e M é uma matriz N x (N — 1)

definida por

(00 0 ]
0, se 1=1
My=< 1, se 1<j<i = M=|11 0 --- 0 (4.3.21)
0, caso contrario S
11 1 - 1

Aplicando-se a expressdo acima para determinar a decomposicdo da orientagdo dos

corpos em relagao ao referencial inercial em fungdo dos dngulos de junta ¢;, segue

rcm _ rcm
o 1501 + Mo

onde I» é a matriz identidade de dimensao 2. Derivando-se a expressao acima, resulta

r
_[IQ 02,1 O2,N—1] ;m

1
ON,Q 1y M
@
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I.‘Cm

Tem Is 027 02 n—1 .
0 lony 1 M o
N2 1y .
¢

e1m

Transpondo-se esta tltima expressao, segue que

1‘« T I 02 N
. . .T

[ ;m] = [I‘Zm 91 ¢ } 0172 1%

Oy_12 MT

Fazendo uso das duas ultimas expressoes obtidas acima e de (4.1.3) e lembrando que

0; = w;, pode-se determinar a métrica ((.,.))g no fibrado principal:

[ I 02 N
7 m*ly Oy Io 027 02 n—1
G=] 012 1y
Ony_12 M7 Ov2 3 [ {On2 v M
[ m* Iy 021 02 N1
T T G Gig
—| 0, 1TJy | 1TIM | = (4.3.22)
T T Ga1 Gao
| On-—12 M7 J1y ‘ MM J
]

Observagio 4.3.5. Observe que G2 = G2, e a independéncia da Gao(r) = Goa(r, ) com

relacao as coordenadas das diregoes da fibra G.

Observagao 4.3.6. Note que o momento do sistema p pode ser obtido por ambas as
métricas em funcao de G’ e G utilizadas acima, assim como por qualquer outra métrica
definida em () e parametrizada por coordenadas diferentes das utilizadas acima, como
sugere a geometria Riemanniana. Neste caso, recordando que pen, € 0 momento linear

e p o momento angular do sistema, tem-se que

Pem .

e, | =G |Y (4.3.23)
T

Po

O espago T*(@ definido pelas coordenadas de configuragdo com estrutura principal acima

¢ difeomorfico ao espaco parametrizado pelas coordenadas original,® dadas por

Pem | m* Iy 02,N Tem
H On2 ] 6

8Note que isto é possivel apenas quando ambas as parametrizacdes sao realizadas com coordenadas

canodnicas, (Lanczos, 1977).
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Exemplo: o sistema de 2-corpos

Como alternativa, uma das equagoes do momento angular do sistema pode ser escrita
como a taxa de variagao do elemento do espaco T%(Q)/G), dado por pg. Primeiramente,

procede-se com o célculo do momento angular do corpo 1 (pg, ) através do Lagrangiano

1
L=3lg"]

Gi1 G
Go1 Gao

g
,f,

m*Iy 02,1 0o nv_1
012 13J1y 15IM
L Onv_12 MTJ1y ‘ M7JM J

, G=

1, ) i i . i

=3 (6" (G119 + Giar) + 71 (Ga1 g + Gaor'))
Pela definicao da transformada de Legendre, tem-se
_ 9L(¢,9.9,9)

00,
17T . T

=Gn {01,2 91} +Glh¢ [01,2 1} ) (Gi2 = G3;)
= 117150, + M7 159
= (J11 + 2012 + J22)01 + (J12 + J22)
= (I + 2eM() + 1)01 + (eA(¢) + o) (4.3.24)

Do,

Tomando-se py € T7(Q/G) em conjunto com a dinamica referente a u1, ou p2, o movi-
mento do sistema fica completamente determinado em T*(). Portanto, para as coorde-
nadas do espago de base r € B, segue que

_ 0L(g,49)
br=""5;

onde g = (r,g) e g é o elemento do grupo G. Para o sistema de dois corpos, onde N = 2

e r = ¢, segue que
_ 0L(¢,9.6.9)
o9
1.p 1 ) . T
=39 G2 + nglg + Ga29, (G12 = Gy)

P¢

= Glog + Gazd

= 01 9% + MTJ126; + MTIM¢

= (Jo1 + J22)01 + J226b

= (eX(9) + I2)01 + Ia¢ (4.3.25)
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Por outro lado, obtém-se gi) pelas equacoes de Hamilton

é _ aH(¢7g7p¢),U’S)
- o
o]
(I + K cos(¢))pe, — (I1 + 2K cos(¢) + I2)p,
(I I, — K cos(¢)?)
(Po, — 2py)

T = Keos() (h=L=1I)

Isolando-se pg e usando (4.3.23), lembrando que w = 9, na expressao acima, tem-se que
(I + K cos(¢) 1 + (112 — K* cos()*)o
(11 + 2K cos(¢) + 1)
= (I + K cos(¢))w1 + I

O resultado obtido pelo caminho acima confere com o obtido em (4.3.25), como esperado.

Obtém-se agora a taxa de variacao temporal do momento ps. Pode-se, primeiramente,

diferenciar a tltima expressao acima, obtendo-se
Do = (eN(9) + )0 — K sin(¢)ph + I

Alternativamente, a partir do Hamiltoniano, tem-se

. _aH(¢7gvp¢7MS)

by = 96

(Tapn — (T2 + K cos())pg) (L + K cos(¢))ps — K cos(¢)p))
(1:11:2 — K2 cos?(¢))?

= —Ksin(¢)

(4.3.26)

Substituindo as definigoes para p1 € pg, em termos de 0 e cz'S, no resultado acima, segue
que

Po = —K sin(¢)0(0 + )

As trés expressoes do momento Py acima sao equivalentes.

Observe que as expressoes (4.3.24) e (4.3.25), parametrizadas por (01,¢), onde ¢ =
0y — 91, sdo equivalentes as realizadas por p = Jw, quando a parametrizagao (01, 6s) é
utilizada. Esta equivaléncia pode ser observada pela conservagdo do momento angular
)T

p1+ p2 = pp. O campo vetorial da dindmica livre f = (7, 7y, 61, é,pz,py,pgl,pd, com
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a presente parametrizacao fica

pa/m”
py/m*
(Iop1 = (I2 + K cos(9))ps)/ (I ]2 — K cos()?)
—((Iz + K cos(¢))p1 — (I + 2K cos(¢) + La)py) /(11 Tz — K2 cos(¢)?)

0
0
0

(4.3.26)

e os campos vetoriais relativos as entradas (fi, f2,7") sdo obtidos de maneira analoga

aos do modelo obtido anteriormente, respeitando a estrutura do espago de configuragao.

4.4 Modelagem Lagrangiana

A modelagem do sistema realizada a seguir, aplica as expressoes da conexao mecanica,
do principio variacional reduzido e da reconstrucao da dindmica discutidos no Capitulo
3.

4.4.1 Exemplo: o sistema de 2-corpos (0., = 6,)

Para determinar a conexao mecénica do sistema, precisa-se, primeiramente, obter o
tensor de inércia travado. A partir das expressoes de construcao dos geradores infinite-
simais, detalhadas na Segao B.6.1, de (3.2.1)

I(q)n, ¢) = (ma(@).¢e(@))) = n'I"¢=n{Gl

e a partir da métrica induzida pela energia cinética G, obtida em (4.3.22),

(m* 0 0 0 |
feu 6] |0 o 0 0
CGa Gas| |0 0 Ju+JiotJa+ e Jio+ e

I 0 0 Jo1 + J22 J22 |



4.4. MODELAGEM LAGRANGIANA 80

obtém-se a expressao para a matriz de inércia travado

m* 0 —m*ry
m*Iy —m*Mr,, ]

—m*(Mr)T m*||r||? + 1%]]1]\/

= 0 m* m*ry

I =
—m*ry mrry m*(r2 + 7'22/) + 1%J1N
(4.4.1)

onde M é a matriz simplética de dimensao 2, veja Segao A.2.2. A matriz de inércia J

do sistema de 2-corpos é dada por

J— [Jn J12] _ [11 6)\] (4.4.2)

Jo1 Jao e I
onde
~ mimsg
I; = I; + ed?, == Mo) = did
€ € F——, (¢) 142 COS(¢)

A seguir, obtém-se a aplica¢do momento J do sistema. Seja vy = (74, 7y, w1, ¢) e a partir
de (3.2.3)
(J(g,0),6) = {(&o(a),vq)) = Ji€' = [Fa iy w1 6] G &g

e, portanto,
(T(vy), &) = (miy)&1 + (miy)a + (mryry — mryre + 18I1ywy + 15IM@)Es  (4.4.3)

Os momentos lineares nas duas diregoes sdo conservados independentemente um do
outro. O momento angular, escrito em relacdo ao referencial inercial, apresenta uma
parcela devido ao movimento linear do centro de massa do sistema, em adigao ao compo-
nente devido ao movimento angular do mesmo. No entanto, como os movimentos linear
e angular sao independentes quando parametrizados em relagdo ao centro de massa, as
parcelas dos movimentos linear e angular do momento angular mantém-se constantes

de forma independente.

A matriz auxiliar M é definida em (4.3.21). Para computar a conexao, segundo (3.2.5),

faz-se
A(Uq) = H_IJ(Uq)

(P + 7yw1)18 Iy + 7,15 IM¢
(7y — rxwl)lﬁq]]l]v — T;El%JM(ﬁ

1771y \
1001 ywr + 15IMe

Da Secao A.2.2, a expressao da agao adjunta Ady em se(2), escrita na forma matricial,
é obtida pela expressao

1 0172 R Mr
Adw) = [Mr R] = Ademy = [012 1 ]

)
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A conex@o em coordenadas do referencial movel segue diretamente de (3.2.5), e para
Ad )1
Ap(vg) = Adg—l.A<’Uq)
Rt
151 T w(1i 1)t

Devido a matriz J ser simétrica, observe, pelas expressoes (4.3.20) que I%JTw =

1%J1Nw1 + 1%,,]]Mq5, e, logo

RTI‘.cm 1 02><1 M .
A = + —_— - T L ~1g + A oc
B(Uq) [ wi ] 17]\“[0]]11\7 []_%JM ¢ glg—19 l (¢)¢

Observe, da expressao acima, que Tyl 19 = g g = &p. A expressao local do tensor

de inércia travado é obtida através de (3.2.2)

Lioe(¢) = Adgl(g)Ady (4.4.4)
- T
R Mr,, m* Iy —m*Mr,,, R Mr,,
_ (4.4.5)
01, 1 —m*(Mrem)? mlrem|? + 14 JJ1n] [012 1
[m* 0 0
o m 0 (4.4.6)
0 0 1%J1y

Para a obtencao da equacao cinematica de reconstrucao, faz-se necessaria a determina-
¢ao da velocidade £p na algebra de Lie se(2). Fazendo up = (up,, 1B, Bs) € a partir

de (3.2.10), segue que

Ep = —Ajoc(d)7 + ]Il_oi(r)NB

m* 0 0 15
) I S 1
S S m
1701y (1T M . HB:
MBl/m*
= /’LBz/m*~ )
= (AB)+12)6
11+26)\(¢)+12

Escreve-se a equacao de reconstrugao ¢ em funcao da expressao {p = (€B,,EB,,EBs)

acima, obtendo-se
cos(f) —sin(f) 1y 0 =By &

g=98 = |sin(f) cos(d) ry| [€B; O &B, (4.4.7)
0 0 1 0 0 0
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No calculo da reconstrucao da cinemaética na fibra, e diferentemente quando da obtencao
da conexao Ap realizada acima, utiliza-se elementos da algebra no referencial movel £p
escritos em fungao do momento correspondente pp. Observe, também, que os compo-
nentes do momento linear no referencial moével sao transformados ao referencial inercial
via matriz de rotacdo R. O termo rotational do sistema, funcdo do momento angular pp
e que simplifica a é, por sua vez, possui mesma representacao em ambos os sistemas de
coordenadas. A equagao do momento, determinada a partir de (3.4.1), toma a seguinte

forma
(hB)e = che(pp)éh

onde a,b,c =1,2,3 e cgc s@o0 as constantes estruturais da algebra se(2), refira a Secao

B.5. Para um elemento do grupo SFE(2) na forma g = (r.m,, R), s@o as constantes nao

nulas ci; = —ciy = 1 e ¢4, = —c; = 1, o que resulta no momento:
5 pBy—(A(9)+12)
MBQ€B By 11+26)\(¢)+]2~ )
g = — 3 = |_,, . BBy (Ad)+]2)0 4.4.8
UB ;LBlEB ) By 71+26)\(¢))+I~2 ( )
:u'BlgB - /J'BQSB 0

Note que, no referencial moével, os componentes do momento linear nao se conservam.
Procede-se, agora, com a determinagao da matriz de inércia para a dindmica do sistema

no espago de base B. Para r = ¢, tem-se, de (3.4.2):

M(¢) = Gaa(¢) — Aloe(@)1oc(0) Aloc(0)

= M?TJM — M
(1%I1y)

_ DL~ (eA(9))? (4.4.9)
(I + 2eA(¢) + ) B

O termo relativo a dinamica centripeta e de Coriolis é obtida avaliando-se (3.4.3) com

a expressao da matriz de inércia M acima:

(eA(@) + 11)(eA(9) + I2)

C(9) = (cdidysin(0) G P SO (4.4.10)
Como, para o sistema de dois corpos

dAjoe(¢) =0 (4.4.11a)

{ ad¢ 1B Aloc(®) = f1pAloc(¢) =0 (4.4.11b)

em (3.4.4), o termo da dinAmica N, escrito em fun¢ao do momento no referencial movel

up, simplifica a:
N = Chdasin) (4.4.12)
(I + 2eA(¢) + )2 ™
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Finalmente, pela funcao de entrada 7, calcula-se a entrada na dindmica de base segundo

a expressao
X(¢)T = 7_625 - [Tiba Tyv TQ]AlOC(¢)
1 0
=T — 12,7y, Tol == T2x1

—T_ (A) + o) 7o (4.4.13)

(I1 + 2eA(¢) + L)

A equagao de movimento do sistema no espago de base B, dada por M (¢)¢ +C (qb)éQ +
N = X7, fica

LI — (eA#))? - (€A (@) + D) (eN@) + D)
(I1 + 2eN(9) + D) ¢+ (edidzsin(9)) (I + 2eA(9) + I)? -
cidysin(@) 5 . (A(9) + 1)
(I + 2eA(¢) + I)2 7 (I, + 2eM(0) + Io)

Observe que a solugdo da dindmica no espago de base é dependente das equagoes de

momento (4.4.8), mais especificamente, da dindmica do momento angular pp,.

Para corpos iguais e Iy = I, = I, a equacao de movimento acima fica

(I — eA(9))

Ksin(p) 1
5 SHB; = T+ 570

. 1.

6 + K sin(¢)-¢* + ——— 2 —
4 2(1 + eX(9))

Quando o momento é escrito no referencial inercial, o tnico termo da dindmica de

junta ¢ que sofre modificagdo ¢ N enquanto que os termos M (r) e C(r) permanecem

inalterados em relacao as expressoes obtidas no referencial movel. Avaliando-se (3.4.5),

o termo Ng fica

_ : (Ts, — YHS, — Hs)>
Ng = (edydsy sin(¢)) 0, £ 2M0) + )? (4.4.14)

A aplicacdo momento J obtida no espaco de configuracao (J, parametrizado através

variaveis (0;, u;), fornece a expressao do momento total. Neste caso, fica evidente a
verificagdo da conservacao dos momentos lineares e angulares em relagdo ao referencial

inercial, como previsto pelo Teorema de Noether.

Uma modelagem Lagrangiana do sistema de 2-corpos, em que 0., € definida de forma
similar a (01 + 62)/2, é apresentada resumidamente em Souza e Maruyama (2007).
Resultados complementares da modelagem dos sistemas de 3 e 5 corpos sao apresentados

no Apéndice C.
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4.5 Conclusao

Em vista das definigdes da Secao 2.3 e do que foi discutido no Capitulo 3, apresentou-
se neste capitulo as equagoes de movimento do sistema multi-articulado, conforme a
estrutura de um sistema mecéanico simples. Utilizando diferentes parametrizacoes do
espaco de configuracao (), quatro modelos da dinAmica do sistema foram obtidos sob
o formalismo Hamiltoniano, um deles escrito nas coordenadas do referencial movel.
Alternativamente, um modelo do sistema foi obtido através da abordagem Lagrangiana.
A determinacdo dos modelos a partir do Hamiltoniano, através da estrutura simplética, é
relativamente mais simples; ao passo que o estabelecimento dos modelos pela abordagem
Lagrangiana é notadamente mais complexo, exigindo um conhecimento mais abrangente
dos elementos geométricos da mecénica envolvidos. Como o procedimento de modelagem
segundo os métodos Hamiltoniano e Lagrangiano sao equivalentes, os modelos obtidos
através destes dois métodos sao equivalentes. A equivaléncia dos modelos do sistema de

2-corpos obtidos pelas duas abordagens acima foi comprovada por simulagao.
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Capitulo 5

Analise do Sistema e
Controlabilidade

O presente capitulo apresenta uma introducao a analise da dindmica do sistema multi-
articulado. Na primeira secao abaixo apresenta-se a andlise para determinacao dos
pontos de equilibrio dindmico do sistema através de alguns exemplos. Em seguida,
discute-se um fenémeno freqiientemente utilizado no planejamento da locomocao de
sistemas multi-articulados, denominado de fases geométricas, e que representa um fend-
meno exclusivamente devido a uma restricdo cinematica! e, portanto, independente da

velocidade de movimento.

Finalmente, atencao seréd voltada a anélise de controlabilidade do sistema utilizando os
resultados apresentados em (Sussmann, 1987) e (Nijmeijer e van der Shaft, 1990). Pode-
se adiantar que, em geral, verificar as caracteristicas de controlabilidade de sistemas
nao lineares constitui uma tarefa de relativa dificuldade, em comparacao com anélises
similares realizadas com as suas aproximacoes lineares correspondentes. Esta relativa
dificuldade deve-se a notavel complexidade intrinseca da dindmica nao-linear, como a
presenca de equilibrios multiplos ou por fendémenos de ciclo limite e oscilacoes, que
nao estao presentes no ambito linear. Portanto, observa-se que quanto mais geral o
modelo do sistema sendo analisado, mais dificil é estabelecer a estrutura do espaco de
evolugao da dindmica do mesmo. Além disso, a anélise de controlabilidade para sistemas

lineares é local, em torno de um ponto determinado? do espaco de estados, ao passo

!'Definida nos pontos em que a conexao mecénica se nula.
2Em torno do qual a linearizacao é valida.
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que a verificacao das caracteristicas de controlabilidade dos sistemas nao-lineares nao

necessariamente se limita a um ponto, mas abrange um sub-conjunto do espago de fase.

5.1 Equilibrio e Estabilidade

O equilibrio de um sistema dindmico Z = f(z,u) é definido pelo conjunto dos pontos
z em T*Q os quais 2 = 0 se verifica. Ou, equivalentemente, para o componente da
dinamica livre, dado pelo campo vetorial f(.), de um sistema afim nas entradas, o

equilibrio é verificado quando f(z) = 0.

5.1.1 Equilibrio do Sistema Multi-corpos

O equilibrio relativo é obtido pelo equilibrio do sistema reduzido. Logo, das equagdes

do sistema reduzido em (4.2.15), segue que

$j=0j41;=0, 1<j<N-1
=0, 1<i<N

A primeira condi¢ao acima estabelece que as velocidades angulares de todos os corpos
sejam iguais, ou seja, w; = wp, para i = 1,..., N, onde wy é uma fungdo do tempo, por
exemplo. Isto equivale a restringir o estado relativo do sistema & origem do espaco de
base B. A segunda condigado resulta em

OH
90j+1,5

que estabelece condigbes para determinagao do equilibrio em relagao aos ¢. Note que,
todas as configuragoes ¢ sao equilibrio do sistema quando o vetor v, € T;Q ¢ nulo,

ou, em particular quando wy = 0 que representa pontos de equilibrio triviais.

Os pontos de equilibrio relativo para sistemas de dois e trés corpos foram obtidos em
Sreenath (1987); por exemplo, para o sistema de 2-corpos, o equilibrio relativo ¢ dado
por 6y =60y =0 ¢

e Parad>0e ¢ = 0 equilibrio estével;

e Paraf>0e ¢ = m equilibrio instavel,;
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e Para 6 = 0 infinitos pontos de equilibrio.

Note que a existéncia de mais de um ponto de equilibrio elimina a possibilidade do
sistema possuir apenas um ponto de equilibrio global. Logo, os equilibrios desta classe

de sistemas sao locais.

O equilibrio relativo para um sistema de N corpos pode ser determinado pela solugao

do seguinte sistema de N — 1 equagoes algébricas:
KX =0

onde o vetor de estados X é fungdo das NV — 1 coordenadas do espaco de base B, dadas
pelo vetor ¢. Note que a matriz K possui dimensao (N—1)x N(N—1)/2, onde o nimero
de colunas ¢ igual a Cy 2, isto é, ao niimero de combina¢oes de N ntimeros tomados 2
a 2 ou, ainda, determinado pela somatoéria de uma progressao aritmética unitaria até
o nimero N — 1. A titulo de exemplificagdo do procedimento acima, toma-se N = 5.

Denominando por m* a massa total do sistema, segue que:

2
oH = w‘l [Aysin(¢y) + By sin(or + ¢2)+
ad)l equil
Hisin(¢1 + ¢ + ¢3) + Jisin(pr + g2 + ¢3 + ¢4)] =0
2
oH =0 By sin(¢2) + Easin(¢1 + o) + Fysin(éa + ¢3)+
a¢2 equil -
Hysin(¢r + d2 + ¢3) + I2sin(p2 + ¢3 + ¢a)+
Josin(¢1 + ¢2 + ¢3 + ¢4)] =0
2
87[—[ = w(i [03 sin(¢3) + F3 sin(d>2 + ¢3) + Gjs sin(<b3 + ¢4)+ (511)
8¢3 equil m
Hssin(¢1 + ¢ + ¢3) + I3sin(pa + ¢z + ¢a)+
Jysin(¢1 + ¢ + @3 + ¢4)] =0
2
oH :w—i [Dysin(¢s) + Gysin(¢s + ¢4)+
8¢4 equil

Iysin(¢2 + ¢3 + ¢4) + Jasin(ér + d2 + @3 + ¢4)] = 0
A partir das expressoes acima, obtém-se o seguinte equilibrio relativo trivial do sistema:
(01, P2, D3, Pa)lequit = £(n17, nam, nam, N4TT)
n; = 0, 1, 2.
1=1,2,3,4.
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Em alguns casos praticos, no entanto, devido as restricbes dimensionais, os corpos do
sistema nao se sobrepode, ou seja, nao realizam uma rotacao relativa completa entre si.

Conseqiientemente, nestes casos os inteiros n; restringem-se somente a 0.

Como exemplo, adota-se um sistema simétrico, em relagdo aos pardmetros de massa e
dimensoes: os corpos extremos 1,5 sao idénticos com massa m; e dimensao longitudinal
2a, os corpos 2,4 sao idénticos com massa mg e dimensao longitudinal 2b e diferentes
do corpo central que possui massa mg e comprimento 2c. Neste caso, tem-se que:

,

Ki=A, =Dy,

Ky =By =Cj
K3s=F=FEy=G3=Gj3
Ky=Fy=F3

Ky=H =Hy,=Hs=1,=I3=1,
Ke=Ji=Jo=J3=J4

onde

K = abmj(2my + 3mg + 2ms3)
Ky = bc(2mq + ma)m*

K3 = acmim*

Ky = [b(2my + my)]?

K5 = abmy(2mq 4+ mo)

— 202
K¢ = a*m7

e m* = 2mq + 2mso + mg é a massa total do sistema. Note que nao é possivel reduzir
o namero de constantes K; acima mesmo adotando um sistema cujos corpos sao todos
iguais entre si. As quatro expressoes (5.1.1) podem ser apresentadas de maneira mais

compacta em forma matricial, como se segue

Ki 0 0 0 K3 0 0 K; 0 Kg
0 Ky 0 0 K3 K, 0 Ks; Ks Kg
0 0 Ky 0 0 Ky K3 Ks K5 Kg
0 0 0 Ki 0 0 K3 0 K5 Kg

0
0

X = 5.1.2
0 (5.1.2)
0

e o vetor X, fun¢@o das coordenadas ¢, é dado por

X(¢) = [sin(¢1),sin(¢2), sin(ps), sin(Pa), sin(d1 + ¢2), sin(¢2 + ¢3),
sin(¢s + ¢a), sin(P1 + P2 + ¢3), sin(pa + ¢3 + ¢4),
sin(¢1 + d2 + B3 + ¢a)]”
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Até o momento de conclusdo deste trabalho, ndo se teve conhecimento, por parte do
autor, de um método de resolugao geral da equacao acima. Uma alternativa é obter

familias de solugdo como procede-se abaixo.

Exemplo 5.1.1. Considerando wg # 0, determina-se a sequir as solugdes para trés

casos:

¢1 = ¢3 € P2 = ¢4 Torna o sistema de equagoes acima simétrico de maneira que apenas
o primeiro par de equacgdes seja necessdrio resolver. Obtém-se a sequinte solugdo

em [0,27[: ¢1 = (0,0, 7,7), ¢p2 = (0,m,0,m).
b1,03 = ¢ e ¢pa, g = —¢ Possui uma tinica solugio ¢ = 0.

1, P2, O3, P4 = ¢ As quatro equagdes de equilibrio simplificam em uma tUnica expressao,
dada por
(Ko — K1) sin(¢) + K4sin(2¢) + Kssin(3¢) =0

através da qual obtém-se a sequinte solucao

0
v
arctan( @7 — K4;{\5/72)
- arctan(—l/2@’_l/2m;{7\5/z)
arctan Z17I2(54‘/Z72’_K4-;(;/Zi2>
i arctan(—l/2@j_l/2m}7\5/27) ]

onde

7y = —2K} + 12K2 + 4K5 Ky — 4K5K)
Zy = Ki — 4K5 Ko + 4K5 K7 + 4K2

Note que, em geral, quanto mais estrutura € dada as coordenadas ¢ maior € o conjunto
solucao. FEspecula-se que nao exista solucdo diferente da trivial para o caso geral do

equilibrio relativo do sistema acima.
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5.2 Fases Geométricas: Analise

Como comentado no Capitulo 3, as conextes podem ser vistas como descri¢gbes da in-
fluéncia do movimento horizontal, ou seja, movimento descrito no espago H,, no mo-
vimento do sistema no espago vertical. Em geral, esta influéncia nao é constante mas
regida por um comportamento nao linear e, em alguns casos, esta conexao pode deter-
minar uma curvatura no espago de configuracao do sistema, sendo esta descrita pelos

simbolos de Christoffel.

Em geral, pode-se esperar que um movimento ciclico descrito no espago de base B, que
corresponde a um movimento horizontal conforme ao comentérios da Secao 2.5, nao
corresponda a um movimento ciclico no espaco de configuragao total Q). Apesar disso,
o movimento da configuragao do sistema percorrerd uma curva aberta, que descreve a
curva ciclica ou fechada quando projetada no espago de base B, mas que sofrerd um
deslocamento equivalente em @) e correspondente aos pontos de partida e chegada do
percurso fechado em B. Este deslocamento sofrido pela configuracao do sistema é um
movimento vertical, geralmente definido por um elemento da fibra G, e é denominado
de mudanca de fase ou fase geométrica, como comentado na Se¢ao B.3. Quando pug = 0,
a magnitude da mudanga de fase é dependente da éarea interna ao percurso fechado em

B e da geometria da conexao envolvida, (Bloch, 2003; Marsden, 2004).

A importéncia do mecanismo que define as fases geométricas deve-se, sobretudo, &
sua aplicagao no projeto de movimentos de locomocao em sistemas roboéticos multi-
articulados. Um exemplo trivial, embora interessante, ¢ dado em (Littlejohn e Reinsch,
1997). Como sera mostrado a seguir, o calculo da mudanga de fase reflete a alteragao

do tensor travado de inércia com relacao & mudanca de forma do sistema.

O momento angular do sistema g, dado no referencial inercial, pode ser obtido a partir

da matriz de inércia J e da velocidade angular w através da seguinte expressao:
p=Jw (5.2.1)
O momento angular total é obtido pela expressao
N
B=> m=13Jw (5.2.2)
k=1

onde 1y é um vetor coluna com N uns. Assume-se, na analise realizada a seguir, que o
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sistema possui momento angular total nulo. Entao
1RJw=m=0, = 15Jdo=0 (5.2.3)

onde d@ = [dfy, . ..,dOx]". Expandindo o vetor d de maneira analoga ao realizado em
(4.3.20), segue que
dO = 1ndf; + Mde

onde M é uma matriz N x (N —1) definida em (4.3.21). Neste caso o espago de grupo é o
grupo de Lie SO(2) e parametrizado pela coordenada 6,. Logo, considerando momento

angular nulo e a partir da Eq. (5.2.3) tem-se que

15J1ndo, = —15IMd¢
1%IM

6y = —
! 1%J1N

de (5.2.4)

Como pode-se observar, o momento de inércia instantaneo 1%,]]1 ~ € dependente da
forma do sistema e corresponde ao elemento (3,3) do tensor travado de inércia em
(4.4.4). De (5.2.4), segue que

Am:—AA@m¢ (5.2.5)

onde I' é um caminho fechado no espaco de base B, que corresponde a um movimento
horizontal em fungao da conexao A(¢). O escalar I%J 1 corresponde a inércia travada
do sistema, cuja forma é determinada por ¢». Em geral, a integral de linha acima avaliada
em um caminho fechado em B fornece um valor ndo nulo A#y, que corresponde a um
deslocamento ou uma mudanga de fase no espaco de grupo G. Esta mudancga de fase
determina uma restrigao linear nas velocidades angulares relativas ¢. Esta restrigao é
nao-integravel, ou nao-holonémica, no sentido de Frobenius, conforme a introducao da

Secao 2.1.2.

Observacdo 5.2.1. Uma dada conexdo é dita plana ou chata? se for desprovida de cur-
vatura. Neste caso, a conexao representa uma aplicacao constante e a mudanca de fase,
correspondente a um percurso fechado no espaco B, é dada simplesmente por um valor
proporcional & area definida pelo interior do percurso fechado em B, ou seja, proporci-
onal a uma métrica Euclidiana. Observe que, & principio, nada pode ser concluido com

relagao as fases geométricas de sistemas com conexoes de curvaturas planas.

No caso G = SE(2), o componente da dinAmica rotacional da aplicagdo momento J em

3Do inglés flat connections.
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T*(Q, em coordenadas inerciais, é:

N
J(3) = (rem X Pem) + B = rapy — TyDz + E i =0 (5.2.6)

i=1
~ . _ T _
onde a operacao x corresponde ao produto vetorial no plano, rem, = (rz,7y)" € Pem =
(Ps» py)T sao a posicao e o momento linear do centro de massa do sistema, dados em
relagao ao referencial inercial. Observe que a primeira parcela da expressao do momento
angular acima, dado por r.y, X Pem, deve-se a translagao do sistema com relacao a origem
do referencial inercial. Neste caso, observa-se, também, componentes da mudanca de

fase nos componentes de translagao do sistema, (Melli et al., 2006).

5.2.1 O Contexto Geomeétrico

Recorda-se que o grupo de Lie SE(2) nao é abeliano e que, por sua vez, rende uma al-
gebra se(2) nao abeliana, refira a Se¢ao A.2.2 para detalhes adicionais. Pode-se mostrar
que a dindmica no subespago abeliano SO(2) ¢ desacoplada do movimento no espago
vetorial R?, sendo este tltimo o subespaco ndo compacto do grupo SE(2). Um breve

detalhamento disto é feito na Segao B.2.

Observagao 5.2.2. O desacoplamento ocorre apenas em um sentido, ou seja, o compo-

nente de translagdo depende da parte abeliana do grupo.

Observacgao 5.2.3. A holonomia ndo nula para o componente de translacdo da conexao
serd possivel apenas quando os pontos da parametrizagao, do deslocamento linear do
sistema, forem escolhidos diferentes do centro de massa do mesmo. Ou seja, a mudanga
de fase nao sera observada se o centro de massa do sistema for o ponto escolhido para
parametrizar o componente de movimento linear do mesmo. Isto estd em acordo com a

conservagao da quantidade de movimento linear enunciado pelo Teorema de Noether.

Parametrizando-se o componente de translagao do espago do grupo SE(2) pela distancia
do centro de massa do sistema r.,, a holonomia da conexao mecéanica deve-se apenas a
parte abeliana de SE(2). Logo, para s(0) = e, a holonomia da parte abeliana do grupo
pode ser obtida por, (Marsden et al., 1990):

s(1) = exp <— /0 1 Ag(r)v*(t)dt> = exp (— . .Ag(r)dr) = exp <— / /Q DAg(r)dA>
(5.2.7)

onde Ay : TQ) — g ¢é o componente abeliano da conexao e D representa a derivada

covariante exterior. A tultima igualdade em (5.2.7) deve-se a generaliza¢do do Teorema
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de Stokes e a aplicagao exp : s¢(2) — SFE(2), dada por:

exp(w, vy, Uy) = (0,74, 7y)

onde (w, vz, vy) € R3 ~ s¢(2) e exp é a aplicacdo exponencial, detalhada para o grupo
SE(2) na Se¢ao A.2.2. Note que a expressao (5.2.7) ndo envolve uma parametrizagao
do caminho fechado no espago de base B. Por outro lado, a holonomia do componente

de translagao de fato depende dos pontos inicial e final da parametrizagao escolhida.

Nos casos em que G é um grupo de simetria abeliano, a mudanga de fase também
pode ser calculada através da curvatura B da conexao principal que, a partir de (5.2.7)

fornece:
holonomia := 6(1) = — / A(p)dop = — // BdQ (5.2.8)
r Q

onde I' = 99Q). A magnitude da mudanca de fase é fun¢do da curvatura da conexio e da

area definida pelo caminho percorrido no espago de base.

Exemplo 5.2.1. Para o sistema de 3-corpos, em que (¢1,¢2) parametrizam o espago

de base B, as fases geométricas podem ser calculadas seqgundo a expressao dada a seguir:

Al = - /F A(¢)dp =

(,0) (o,8) (0,8) (0,0)
_ / Fu(é1)dor + / Folda)ders + / Fu(é1)der + / Fo()dos
(0,0) (a,0) (a,8) (0,8)

(5.2.9)
ondeT' é o caminho fechado no espago (¢1,¢2) dado por T' =[(0,0), (e, 0), («, 5), (0, 3),
(0,0)]. Alternativamente, a curvatura da conexdo neste caso € obtida através, refira a

Secao B.4 para detalhes:

Ofs  Of 1) 1 2
B:d.A:(— do™ ANd 5.2.10
As Figuras 5.1 e 5.2 ilustram a mudanca de fase e a curvatura da conexrdo, respecti-
vamente. A Secao B.J do Apéndice B apresenta algumas expressées para o cdlculo das

fases geométricas do sistema com 5-corpos.

5.3 Analise de Controlabilidade

Seja V uma vizinhanga de um ponto z € M, onde M representa o espaco de fase de
velocidade T'Q) ou de momento P = T™() do sistema, e seja dado o conjunto de controle
U C R™ tal que u : [0,T] — U, para todo T > 0.
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System Phase Shift

Holonomy

Figura 5.1: Mudanga de fase do sistema de trés corpos. A mudanga de fase foi calculada
a partir de (5.2.9), para um caminho fechado no espago de base B parametrizado por

a, # = 3. As coordenadas do espago de base sao dadas por (¢1, p2) = (012, 623).
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Curvature of the Connection

o ==
o ==
>
®
2
>
o

e23 912

Figura 5.2: Curvatura B relativa a conex@o principal do sistema de trés corpos. A

curvatura da conexao A dada em (5.2.9) foi obtida a partir de (5.2.10).



5.3. ANALISE DE CONTROLABILIDADE 96

Definigao 5.3.1 (Conjunto Alcangavel). O conjunto alcancavel a partir de zg em tempo
T, definido por Ry (z9,T) C M, é o conjunto de pontos z(t) € V para os quais existem
entradas u(t) € U que conduzem o estado do sistema do ponto z(0) = zp € V ao ponto

z(T), onde 0 < t < T, ou seja:

Ry (20,T) ={z€ M | Ju(t) e U, 2(0) =29, 2(t) €V, Vt € [0,T]}

Observe, pela notacao Ry (.), que os critérios de acessibilidade e controlabilidade, apre-
sentados a seguir, sao definidos para todas as possiveis vizinhancas do ponto zg, re-
presentadas genericamente por V. O conjunto alcangével em até o tempo T é definido
por:

Ry(20,<T)= |J Rvl(z0.t (5.3.1)

Como visto previamente no Capitulo 4, o sistema multi-articulado é um sistema me-
canico simples. O modelo dindmico de um sistema de controle na forma afim (@, {f,
J1s---y9m},U), onde dim Q = n, é tal que

m

2(t) = f(2) + Zgi(z)ui, m<n (5.3.2)

i=1
onde z € P, f é o campo vetorial da dinamica livre e os g; sdo 0s campos vetoriais de

entrada. As func¢oes de controle sdo dadas por u € U.

5.3.1 Algebra e Distribuicdo de Acessibilidade de Sistemas Afim

Definigao 5.3.2 (Acessibilidade? Local). O sistema (5.3.2) é dito acessivel a partir de
20 € T*Q se Ry (z0,< T) contém um aberto nao vazio em 7*Q, para todo V de zg e
T > 0.

A algebra de acessibilidade C é a menor algebra fechada em relagao ao colchete de Jacobi-
Lie que contém os campos vetoriais {f, g1,...,gm}. O proximo resultado simplifica a

obtencgao desta algebra.

Proposigao 5.3.1. Qualquer itera¢do do colchete de Jacobi-Lie dos campos vetoriais
{f,91,---,9m} € uma combinagao linear das iteragoes a esquerda do colchete de Jacobi-

Lie de {f,q1,---,9m}-

10u alcancabilidade, em algumas referéncias.
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Demonstracao. Este resultado segue das propriedades das algebras de Lie, uma vez que
um conjunto de campos vetoriais em ) munido do colchete de Lie forma uma algebra
de Lie.

Seja L’ uma 4algebra de grau j e definida pelo colchete de Lie [.,.]. Por definigdo,
qualquer colchete de grau j 4+ 1 pode ser escrito pelo colchete de elementos de graus j
e 1, ou seja, [L7, L'] = L7*!. Generalizando, mostra-se que qualquer colchete de grau

J + 1 pode ser escrito pelo colchete de elementos de graus j e [, isto é
(L L) € L™
Assume-se que [L!, 7] € L' para todo j. Entdo, por indugdo, segue que
(L', LY = [L [0, 1Y) € ([, LY, 1) + (LY, 1), LY
C L, L]+ [L, LY

C [l+i+1

Para mostrar a implicagao inversa, ou seja, qualquer colchete de grau j é dado pelos
colchetes de j elementos de grau 1, basta mostrar que o sub-espago de um produto de
colchetes iterados a esquerda é uma sub-algebra da élgebra de qualquer combinagao dos

colchetes. Sejam dois colchetes com graus [ e 7 dados por

X = [X;, .0, [Xs, Xo], X1], .01 ]
Y =[Y,..,[¥3,Y2], 1], .., ]

Por induc¢do, pode-se mostrar que [X,Y] faz parte desta sub-algebra para quaisquer [
e j. Para todo Y, fixado [, verificar a tese nos casos j = 1,2 seque diretamente das
propriedades de anti-simetria e identidade de Jacobi da algebra de Lie. Supondo que a

mesma vale para j = k, verifica-se a condigao para j = k + 1 através na expressao:
(X, Y] = [[X;, X', Y] = [V, [X, X]]
onde X' = [X;_1,...,[X3,[X2, X1]]...]. Pela identidade de Jacobi, segue que
v, (X5, X+ (X [V, XG0 + [, X, Y] =0
Das duas tltimas expressoes tem-se

(X, Y] = =X, [V, X5]] = [X5, [ X, Y]]
= (X7, [X5, Y] = [X5, [ X Y]
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O primeiro termo [X', [X;, Y]] pertence a sub-algebra uma vez que, pela hipotese, um
elemento de grau j = k pertence a mesma sub-algebra e o grau de X’ é k. Como
[X', Y] pertence a sub-algebra, o segundo termo também pertence a sub-algebra. Logo,
um elemento genérico da algebra pode ser reescrito na forma de produtos sucessivos a

esquerda com o colchete de Lie (sub-algebra). O

Aplicando o resultado acima a defini¢ao da algebra de acessibilidade acima tem-se que,
para o campo vetorial X;, € {f,91,...,9m}, 0 < i < m, a algebra de acessibilidade do
sistema C, ou algebra de Lie de controle, é obtida pela seguinte definicao, empregando-se

a notagao de indices multiplos:

C({f,gl,...,gm}) = [Xi17[—Xi27"‘7[Xik_17Xi]"']7 kZl, OSil,...,ikSm
(5.3.3)
Esta algebra é também representada pela seguinte notacao C({f, g1, ..., 9m}) = Lie({f,

J1,---,9m}). A distribuigao associada a acessibilidade C' é involutiva e determinada por
C(z) =span{X(z) | X €C}, zeT*Q (5.3.4)

Teorema 5.3.2 (Acessibilidade Local: Suficiéncia, (Bloch, 2003)). Assume-se que o
sistema de controle afim (5.5.2) seja suave. Se o critério de posto pleno para acessibi-
lidade dim C(z0) = n, conhecido como a condi¢do de posto da dlgebra de Lie (LARC),
¢ verificado, entao o conjunto Ry (zo, < T) possui interior nao vazio para todo T > 0 e

o0 sistema € acessivel a partir de zg € T*Q.

A condic¢ado acima pode ser observada quando:
dim C' = dim(span{¢;}) = dim(Im[¢;]) = rank[C] =n (5.3.5)

Definigao 5.3.3. O sistema (5.3.2) é dito acessivel se a condi¢ao LARC for satisfeita
para todo z € T*Q.

Definigao 5.3.4. Um conjunto U é denominado proprio se 0 € int(conv)(U), onde int
é interior do menor conjunto convexo, representado por conv, contendo U. O conjunto

convexo de U é definido por

k
> Aui, EEN:N20, Y N=1
i=1 =1

5Do inglés Lie Algebra Rank Condition.
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Ademais, para sistemas definidos em uma variedade analitica e quando U é préprio, a
condic¢ao de acessibilidade implica na verificagao do critério de posto para acessibilidade
(LARC), ou seja, o LARC é uma condigao necessaria e suficiente para a acessibilidade

do sistema.

5.3.2 Controlabilidade

O conceito de controlabilidade de um sistema pode ser definido como:

Defini¢ao 5.3.5 (Controlabilidade). O sistema (5.3.2) é dito controlavel de zp € T#Q
se, para todo z € T*@Q, existir um 7" > 0 tal que z € Ry (z0,T), para z € V.

Defini¢ao 5.3.6 (Controlabilidade em Tempo Pequeno®: (Bullo e Lewis, 2005)). O
sistema (5.3.2) é dito controlavel em tempo pequeno de zy € T*Q se existir um 7 > 0

tal que Ry (z0, < T') contém uma vizinhanca V' de zp.

Note que a condigao acima V' C Ry (zg9, < T) é equivalente a condigao de zy estar no
interior de Ry (zg, < T'), ou seja zp nao pode ser um ponto limite de Ry (29, < T'). Esta
condicao permite que a trajetoria do sistema possa convergir a zg de todas as diregoes;
fato que nao ¢ verificado se zp pertence a fronteira da regido Ry (zg, < T'). Isto permite
que o estado do sistema possa ser levado ao ponto zy em tempo suficientemente pequeno.

Seguem abaixo algumas defini¢bes necessarias a um resultado para o STLC.

Define-se por 6%(B) como o nimero de vezes que o campo vetorial X, paraa =0,...,m,
é utilizado em B. O grau de um colchete de Lie B, simbolizado por §(B), é obtido

fazendo-se

3(B)=>_4*B)
0

Um elemento B € Br(X) é dito ruim se §°(B) for fmpar e §°(B), i = 1,...,m, par

(incluindo o zero). Se um elemento B € Br(X) nao ¢ ruim, ele é dito bom.

Teorema 5.3.3 (Controlabilidade em Tempo Pequeno: (Sussmann, 1987)). Seja o
sistema (5.8.2) com ponto de equilibrio em zo € Ty Q, ou seja, f(20) = 0, e assume-se
que (5.5.2) satisfaga a condigao LARC em zy. Se X € Br(X) for ruim, entao existem
Yi,...,Y: tais que

X =a'V,

Do original Small-time local controllability - (STLC).
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pamal,...,akER, e, parat=1,...,m

6(Y;) < 6(X)

Entao o sistema (5.3.2) é STLC de z.

Ou seja, se todo B € Br(X) ruim puder ser escrito como uma combinacao linear de
componentes bons de grau menor, e o sistema for acessivel de zp, entdo o sistema é
STLC de zp. Um corolario do teorema acima estabelece que um sistema na forma afim
é STLC a partir de zg se zg for um ponto de equilibrio e se o critério de acessibilidade

for verificado em zg.

Teorema 5.3.4 (Controlabilidade Especial: (Bloch, 2003)). Um sistema de controle na
forma afim cujos, campos vetoriais sao analiticos, é controldvel se dim C'(q) = n, para

todo q € Q, e se uma das sequintes condi¢oes se verificar:

o f=0, ou

o [ possui divergente nulo e QQ € compacto e Riemanniano.

Observe que apenas os modelos cineméticos do sistema multi-corpos se enquadrariam
no primeiro caso acima, Secao C.2.4. Uma particularizagao da segunda condigdao acima

7. Note que, embora o

diz respeito aos casos que o campo vetorial f é Hamiltoniano
sistema mecénico em estudo seja Hamiltoniano, como observado através da dindmica
livre dada pelo campo vetorial f em (4.2.1) e (4.2.5), o espago de fase do mesmo nao
é compacto, apesar de Riemanniano. A qualidade de ndo compaticidade do espaco de

fase T*(Q deve-se ao fato do mesmo conter o espaco vetorial R?, um espaco nao limitado.

Controlabilidade com o Modelo Cinematico do Sistema

Os modelos cineméticos sdo, em determinadas situacdes,® livres da presenca do campo
vetorial relativo a dindmica livre f e conseqiientemente sdo empregados na geracao
de trajetorias para os modelos dindmicos correspondentes em razao de preservarem a

estrutura dos canais de entrada 7 do sistema. Um modelo cinemético, no espago de

"Consultar a Secdo 2.2.
8Quando tem-se momento nulo, ver Secio C.2.4.
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configuracao () de dimensao n, pode ser escrito como:
m
i=> wX'(g), m<n (5.3.6)
i=1

onde g € Q é a configuracio, u € U C R™ sdo as funcdes de entrada e F = {X!, X?2,..., X™}
é um conjunto de campos vetoriais completos em (). Por causa da reversibilidade de
sistemas sem dinamica livre (Sontag, 1998), a acessibilidade implica em controlabilidade
para este caso, ou seja, a controlabilidade pode ser verificada através da critério de posto

para acessibilidade.

5.3.3 Controlabilidade do Sistema de Dois Corpos

Controlabilidade com Modelo Cinematico do Sistema

Referencial
Inercid

Figura 5.3: Cinematica do sistema de dois corpos.

A seguir procede-se com a anélise de controlabilidade para o sistema de dois corpos

articulados. O modelo cinemético do sistema de dois corpos da Figura 5.3 é dado por

= (fi— fo)sin (;b) cos(0) — (f1 + fo) cos ((5) sin(9) (5.3.7)
= (fi — fo)sin (i) sin(6) + (f1 + f) cos <‘§> cos () (5.3.8)
9:—{fy—ﬁﬁLam<§) (5.3.9)

o="T (5.3.10)
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que corresponde aos campos vetoriais de controle

[sin % cos(#) — cos (%) sin(6) ] [—sin % cos(#) — cos (%) sin(6) |
_|sin % sin(f) + cos (%) cos(0) ~|—sin % sin(6) + cos (%) cos(6)
"o —L cos (%) S L cos (%) 7
L 0 _ L 0 _

gs = 10,0,0,1]"

Observe que o sistema é composto por um atuador rotativo interno 7T além de duas
forcas propulsores fi e fa, um em cada corpo, e responsaveis pela condugao do sistema
ao longo da fibra G = SE(2).

A distribuicdo gerada pelos campos vetoriais é regular, ou seja, a dimensao da distri-
buigao é mantida constante para todo ¢ = (74, 7y, 0, ¢) € Q. Logo, a condicao de LARC

é satisfeita com colchetes de grau dois ou maior, pois

rank [g1, 92, 93, [91,92], [91,93], [92,93]] =4 = dimT,Q

A combinagcao linear de colchetes até o segundo grau é suficiente para gerar as diregoes do
espaco tangente & variedade de configuracao @), indicando a existéncia de um conjunto

de acessibilidade aberto e nao vazio Ry (qo, o, T") = T4, Q.

Tomando-se, por exemplo, o conjunto de campos vetoriais gs, [g1, g2], [91, 93], € [91, [91, 92]
pode-se facilmente verificar que estes geram um subespago 4-dimensional de T, apenas

se ¢ nao for miltiplos de 7, como mostra a solugao de:

¢

det([gs, [91, 92], [91, 93] 91, [91, 92]]) = 2L* sin <(§> cos” (2) =0

Uma répida anéalise das equagoes do modelo cinemético do sistema reafirma este resul-
tado, uma vez que, em ¢ = 7 os corpos estao sobrepostos e o movimento do sistema
na fibra se restringe aos dois sentidos da linha reta, que é um espago unidimensional.
Por outro lado, quando ¢ = 0, o sistema se degenera ao corpo rigido com dois propulso-
res, cuja acessibilidade é verificada no subespago 3-dimensional T,SE(2) C T,(), onde
g€ SE(2).

Controlabilidade com Modelo Dinamico do Sistema

A analise com o modelo dindmico do sistema de dois corpos mostrou resultado se-
melhante ao do modelo cinematico acima. Em geral, no entanto, é necessario obter

colchetes de Jacobi-Lie de grau maior que dois de modo a gerar o espago de fase.
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O modelo dindmico do sistema de 2-corpos simétrico, ou seja, em que 0s corpos sao
idénticos com relagao aos parametros m;, I;, d;, para ¢ = 1, 2, mostrou-se acessivel para
qualquer z = (13, 7y, 0em, @, Pem, Pp). Para um estado diferente do nulo, sao necessérios
apenas colchetes de segunda e terceira ordens. Ou seja, seja a matriz C'3 composta pelos
oito primeiros campos vetoriais em ordem crescente de grau, dados por f,gl, g2, g3,
(fs91], [f.92], [f,93] e [f,[f,91]]. A matriz C5 permite verificar o critério de posto

pleno verificando a condigao

det(Cs3(z)) # 0, z#0

Calculada para um ponto do estado na origem z = 0, a acessibilidade é alcancada
somente com a avaliacdo dos colchetes de grau 4, em conjunto com alguns colchetes
de menor grau obtidos acima. Com isso, obtém-se a seguinte matriz construida pelos
campos vetoriais que primeiro fornecem, na ordem de grau crescente, uma distribuicao

de dimensao igual ao espago de momento 7, Q:

000 O 0 0 0 S TT)
000 =& 0 0 0 0
-1
000 0 ggmy O 0 0
000 0 0 2 0 0
000 0 0 0 —3®&m 0
100 0 0 0 0 0
010 0 0 0 0 0
001 0 0 0 0 0

cujas colunas correspondem aos campos vetoriais de entrada g1, g2, ¢3 e aos [f,gl],
[f,92], [f, 93], (91, [f, 92]] e [f, 91, [f, 92]]] calculados na origem. Na matriz acima, tem-
se que K = edyds, como definido na Secio 4.2, ¢ I = I; = I,. Logo, rank(Cy(0)) =n =
8. Este resultado foi obtido com o modelo, cujo a dinamica da fibra SE(2) é dada em
funcao do centro de massa do sistema, apresentado em (4.3.16), e com campos vetoriais

de entrada parametrizados por (u1,u2) = (f1 + fa, fo — f1).

Observagao 5.3.1. O critério para verificar a acessibilidade localmente na origem equivale
ao critério para acessibilidade forte, uma vez que o campo vetorial relativo a dindmica

livre nunca contribui com informagao sobre o sistema, ou seja, f(0) = 0.

Analogamente, a analise do modelo do sistema de 2-corpos, em que 0s corpos possuem
propriedades fisicas distintas, mostrou mesmo resultado ao apresentado acima. Isto

vale tanto no caso em que este é modelado sob a abordagem Hamiltoniana quanto
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Lagrangiana, independentemente da parametrizacdo dos campos vetoriais relativos as

entradas.

Resultados com sistemas de trés ou mais corpos cujo as juntas rotativas sao todas

atuadas apresentam o mesmo resultado; como enunciado na seguinte proposicao:

Proposigao 5.3.5 (Controlabilidade: Sistema de N-corpos). Todo sistema multi-articu-
lado de N corpos, totalmente atuado no espago de base B e com, ao menos, duas for¢as
de propulsao linearmente independentes e necessariamente aplicadas em corpos distin-

tos, € acessivel e controldvel dos pontos de equilibrio.

Para um sistema multi-articulado de N corpos, cuja massa total é m*, os campos

vetoriais da dindmica livre e das entradas, sdo dados genericamente por

pz/m* 0
py/m” 0
Xo(@,po,Pep) 0
Xy, (9,10, D) 0
f= Xoy 1 (P, p0,9p) . g = 0 , i=1,...,my (5.3.11)
0 Xu, (Ocm, @)
0 Xy, (Ocm; @)
0 Xpy (@)

Xy, (0,90, Pg) 0

| Xpyy_, (#,10, D) ] 0]

Faz-se importante notar que os Xy, X, e X¢(,) sao funcoes de primeira, de segunda
e de primeira ordem, respectivamente, das varidveis dos momentos pg e pg. Este fato
servira, a seguir, para estabelecer limitacoes da iteracao dos colchetes de Lie para a
construgao de novas diregoes de movimento. Estas novas diregoes sao representadas por
componentes nao nulos dos campos vetoriais obtidos pelo colchete de Lie. Os demais
campos vetoriais, relativos aos torques nas juntas rotativas, sdo constantes e podem ser

parametrizados simplesmente pela base canénica de T;B, quando () possui estrutura
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principal, ou seja

On45 (U On+5
1 : 0
gmpi1=| 0 |,co gi=1] 1 |,ooi gm=] 0 (N=1) (5.3.12)
. 0 :
0 : 1

Por serem constantes, tem-se que Dg; = 0, rendendo o vetor nulo como tinico elemento
da algebra com o colchete de Jacobi-Lie de grau maior ou igual a dois dos g;: ad’gj g =0,
como definido na Segao A.1, para j,l = m, +1,...,m e Yk > 0. Pode-se estender este

resultado aos campos vetoriais dos propulsores.

Lema 5.3.6. Todo colchete de Jacobi-Lie dos campos vetoriais de entrada do sistema

multi-articulado é sempre nulo, ou seja, [gi,gx) =0, para i,k =1,...,m.

Note que esta afirmacgao decorre independentemente dos campos vetoriais serem line-
armente independentes ou nao, mas é conseqiiéncia do fato de que um componente
nao-nulo dos g;, e que atua em uma determinada dire¢ao, ndo é uma funcao da variavel
correspondente a esta mesma diregao. Por exemplo, os componentes nao nulos dos g;
sempre atuam nas direcbes que correspondem aos momentos lineares e angulares. No
entanto, estes nao sao funcoes das variaveis p., py, pg, P que modelam as diregoes pois

os campos vetoriais sdo fungoes apenas da configuracao g = g(q), ¢ € Q.

Explorando a estrutura dos campos vetoriais que modelam o sistema, as propriedades de
anti-simetria e da identidade de Jacobi do colchete de Lie-Jacobi podem ser utilizadas
para obtencao de expressoes que auxiliam na anélise da algebra de controlabilidade para

colchetes de grau maiores ou iguais a trés.

Lema 5.3.7. Para colchetes de grau trés [gi, [f, gk]] = ok, [f, 9i]], i,k =1,...,m.

Demonstragao. Para i,k,l = 1,...,m e lembrando, do Lema 5.3.6, que [g;,gx] = 0

tem-se, da identidade de Jacobi, que

[9i5 [ 9k]] + [k, (95 f1] + [, (9%, 9i]] = O
(96, [, 9]l + gk, [gi, F1] +0 =0
(96 [f: 9k]] — [9k, [f, 9:]) = 0 (anti-simetria)
(95, [f> gkl] = [gk: [, 9i]]
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Lema 5.3.8. Para colchetes de grau quatro, valem os sequintes:

Lo [f lgi Uy glll = [aa, [, [fogilll, i =1, ...om
2. gis gk, Lf, alll) = ok 96, [, @)l = Lo, gi, [f, gil)l, ksl =1,...,m

3 Agi, [F, 1, 9kl + Lok, U [ 9alll = 20, lgas [ gl 6k =1, om

Demonstracao. Para i, k,l =1,...,m, segue que:

1. Tomando [f,g;] = X, segue que

[ lgis XI) + [X, [f, 9il] + [ga, [X f
[flgi XI1+ 0+ [gi, [X, f

[ lgi: X]] = [gs, [f, X

[f, 19, [ 9il

0
0
0

(anti-simetria)

I
I
I
I = 1gi, [f, [, 9i]l]

2. Mostra-se primeiro a igualdade [g;, [9k, [f, ai]l] = [9k, [9i, [f, a1]]]. Fazendo X =
[f, qi], tem-se:

(9K 93> X]] + [X, (9, il] + (94, [X, 9]l = 0
9k, [96, X]] + 0 + [g4, [ X, gi]] = 0
9K+ [9i, X]] = [9i, [gk, X]] = 0 (anti-simetria)
9k, L9, [f, aill] = [9i, 9w, [, 91]]]

A segunda igualdade pode ser mostrada de maneira anéloga a primeira, fazendo

= [f, gk], obtendo-se [gi, [gx, [f, 91]l] = g, [9s, [f, gr]]]-

3. Tomando X = [f, ¢, tem-se:

gk, L, X1+ [X, [gr, £ + [f, [ X, g0]] = O
9k, [f, X]] = [X, [f, g]] — [f, 9%, X]] = 0 (anti-simetria) (5.3.13)

A partir do colchete do meio da tltima expressao, segue:

[Lf, 9ils [f, o] = [[f, 9a). Y] = = [, [f 9] (5.3.14)
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onde Y = [f, gx]. Utilizando a identidade de Jacobi no colchete obtido, segue que

[Y7 [fa gz“ + [gi, [Ya f“ + [fa [ghY“ 0
[Y7 [fv gz“ - [gia [f7 YH + [fa [g“YH

Y [f, gill = lgi, [, Y = [f ]9, Y] = A= B (5.3.15)

0 (anti-simetria)

Substituindo-se (5.3.14) e (5.3.14) em (5.3.13) mostra-se o resultado que

Fazendo uso dos resultados dos Lemas acima, apresenta-se, a seguir, uma esbogo da

demonstracao da Proposicao 5.3.5.

Demonstracao. Para que o sistema seja acessivel ou controlavel, a algebra obtida a
partir dos campos vetoriais do sistema de controle, segundo o colchete de Jacobi-Lie,
deve gerar um espaco dim@ = 2(3 + (N — 1)) = (2N + 4)-dimensional. Logo, basta
avaliar os primeiros 2N + 4 elementos da algebra que sao linearmente independentes
(L.I.) entre si. Como discutido na Secao 4.2.1, o nimero méaximo de entradas m do
sistema de N-corpos ¢ m < N + (N —1) = 2N — 1. Por exemplo, o sistema de 2-corpos
pode ser concebido com duas entradas de propulsdao e uma relativo ao torque de junta.
Neste caso sistema de controle é parametrizado por 3 elementos de entrada. Um sistema

com N corpos tem a entrada parametrizada por N + 1 elementos.
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O jacobiano do campo vetorial f em (5.3.11) é dado por
01 X3 l/m* O
01><3 s 0 0 1/m*
01x3 Xo 0 0
01x3 X, 0 0
0 : 0 0
Df _ 1x3
01x3 Xony 0 0
03x3 Osx(i-1) 03x1  Ozx(nv—1-i) O3x1  O3zx1
01x3 Xpy, 0 0
013 . : .. 0 0
01x3 Xpon 1 0 0
0 . 0 1
0
Xo(pe) Xo(po; pg;)
X1 (pgp) X4, (o, 0g;)
(5.3.16)
X¢N—1 (de) Xon_1 (pf)?pd)j)
0351 035 (i—1) 0351 035 (N—1-1)
qual <p97p3’>) XP¢1 (pg7p35j 7p¢z‘)
Xpo_, (0, 15) Xpon P53, Do:) |

para 1l < i,j < N —1e j # i. Na matriz acima os componentes representados por
X, correspondem a derivada parcial dos elementos do campo f, tomados na mesma
diregao ou linha, em relagao a variavel (.). Com o fim de ndo carregar excessivamente a
notagao das expressoes, observe que embora todas sejam fungdes dos dngulos de junta ¢,
apenas os momentos p() sao representados como parametros dos elementos X na matriz
acima. Isto se justifica uma vez que os X sao dependentes das variaveis ¢ através de
fungoes trigonométricas e, portanto, as derivadas parciais dos X sempre rendem fungoes
dos mesmos ¢. Alternativamente, os X sao fungoes lineares ou, no maximo, fungoes
de segunda ordem dos momentos p(). Esta constatacao ¢ importante na andlise para
determinacao do limite de construgao de elementos da algebra com novas diregoes, ou
componentes nao nulos, através do colchete de Jacobi-Lie. Em simbolos e generalizando

a situacao acima para colchetes de qualquer grau, tem-se:

(adli f)(z) = Dj;;j Xps, (... (5.3.17)
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ki =0,1,2,..., i =myp,...,m, j=1—my =1,...,N — 1. Se k; > 2, para Vi, entao
(s £)() = 0.

A demonstracao esbocada a seguir é construtiva: a estrutura dos colchetes dos campos
vetoriais de graus crescentes da &lgebra de acessibilidade sao analisados de maneira que
os elementos linearmente dependentes sejam identificados e eliminados da contagem até

que a dimensao do espago de momento, dado pelo ntimero 2N + 4, seja atingido.

Considere a algebra dada através do colchete de Jacobi-Lie dos campos vetoriais do sis-
tema. Observe, a partir da expressao do campo vetorial f dado em (5.3.11), de (5.3.12),
e de (5.3.16), que é possivel gerar campos vetoriais com componentes nao nulos em todas
as linhas do vetor que representa o campo vetorial obtido pelo colchete de Jacobi-Lie.
Faz-se necessério identificar os colchetes que sao linearmente dependentes e eliminé-los
da contagem dos elementos da algebra que geram o espago (). Logo, para o modelo
de um sistema com N corpos valem os seguintes, independente da parametrizagao do

espago @ escolhida:

Os colchetes de primeiro grau totalizam m + 1 elementos da algebra. Se todas as juntas
sdo atuadas, my = N — 1, e ¢ # 0, a algebra de grau um fornece, ao maximo, N + 2
elementos L.I.: N + 1 devido as entradas se dois propulsores forem utilizados mais 1
relativo a din&mica livre f; e N 4 3 elementos L.I.: N + 2 devido as entradas com trés
ou mais propulsores mais 1 da dindmica livre f. Quando z = 0, f se anula e o niimero

maximo de elementos L.I. é sempre N + 1, para dois ou mais propulsores.

O namero total de colchetes de segundo grau totalizam um arranjo de m + 1 elementos
tomados dois a dois, ou seja, Ag,41)2 = m(m + 1). No entanto, da propriedade de
anti-simetria do colchete de Jacobi-Lie e utilizando o Lemma 5.3.6, apenas m elemen-
tos, seriam L.I.. Como alguns destes m elementos sao colchetes de campos vetoriais que
foram eliminados na analise de colchetes de grau um, por serem linearmente dependen-
tes, a anélise prossegue. Quando B é totalmente atuado e ¢ # 0, a algebra de grau dois
fornece, ao maximo, IV + 1 elementos L.I., devido as entradas se dois propulsores forem
utilizados, e N + 2 elementos L.I., devido as entradas com trés ou mais propulsores.

Quando ¢ = 0, o ntimero maximo de elementos L.I. é sempre IV + 1, para dois ou mais

9Utilizando indices multiplos, para agrupar derivadas em relacio a mesma variavel, tem-se a seguinte

expressao geral
k;

iy ki
(adg,! f)(2) = IHDmnl Xy, (¢,--) (5.3.18)
=1
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propulsores.

Os colchetes de terceiro grau contam com um total de (m — 1)m(m + 1) elementos, o
que corresponde a um arranjo de m + 1 tomados trés a trés. Entretanto, utilizando a
identidade de Jacobi e o Lema 5.3.7, apenas m + Sy, ou 2m + C,, 2 colchetes seriam
L.I, onde Cy, 2 = m(m + 1)/2 é uma combinacao de m elementos tomados dois a dois.
Observe que elementos da forma [gx, [f, g;]], onde j,k = 1,...,m;, apenas contribuem
com elementos L.I. para a algebra quando j # k. Com isto, m; elementos devem ser
desconsiderados acima pois sao L.D.. Portanto, tem-se que m + S,,, — m; elementos de
grau trés sao candidatos a completarem a distribuicao da algebra de forma que a sua
dimensao seja dim 7*Q = 2N +4. Para ¢*, p; # 0, os colchetes obtidos até grau trés sao

suficientes para gerarem o fibrado cotangente T7Q).

Os colchetes de grau quatro sdo necessarios & anélise apenas para sistemas com dois
propulsores e quando z = 0. Este fato foi confirmado através de avaliagoes simbolicas
com modelos dos sistemas de 2 e 3 corpos. Os colchetes de grau quatro sao A, 41)4 =
(m+1)m(m—1)(m—2) no total. Utilizando o Lema 5.3.8 pode-se separar os elementos

em grupos:

e m: com estrutura [f,[f, [f, g;]]]

e m: dados por [f, [g;, [f, g;]]], que sdo iguais aos [g;, [f, [f, g;]]]

Am,2: com a forma [gjv [fv [f7 gkm € [gk’7 [f: [fv gjm

L4 Cm,B: com estrutura [gja [glv [fa gk]“

Apm2: com estrutura [g;, [g5, [f, g]l] € (g5 [gx, [f> 9k]]]

e my: com estrutura [g;, g5, [, g]]]

No ponto z = 0, o campo vetorial da dinamica livre f se anula (f(0) = 0), assim como
todos os elementos com estrutura [f,...,[f, g;]], com grau maior ou igual que trés, pois
todos os componentes nao nulos do campo vetorial sao lineares nos momentos. Para
z = 0 apenas um determinado grupo de elemento contribui para a algebra. Este grupo
é caracterizado por campos vetoriais em que alguns componentes sdo fungoes afim nos
momentos. Como comentado no inicio da demonstracao, as dindmicas dos momentos
angulares, presente em f, sao polinémios de segundo grau das coordenadas que repre-

sentam os momentos angulares. Ap6s um nimero sucessivo de diferenciacoes parciais,
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determinado pelos jacobianos da iteragao com colchete de Jacobi-Lie dos elementos de
algebra, o grau dos polindmios decresce até o zero e, finalmente, o polindmio se anula.
Quando o polinémio possui grau zero, este é dado apenas por um valor independente
da coordenada do momento angular que corresponde a aquela diregao. Logo, este valor
nunca se anula em z = 0. Sob uma determinada combinagao iterativa dos elementos da
algebra de acessibilidade, pode-se obter campos vetoriais com elementos nao nulos nas
diregbes, ou componentes, que faltam para completar o ntimero de geradores do espaco

fibrado T*Q e, desta forma, atingir a dimensao dim 7*() desejada. O

Resultados em que uma ou mais juntas nao sao atuadas, ou seja, sao deixadas passivas,
devem ser consideradas com maior atencao. Neste caso, devido a auséncia do torque de
junta, nao existe o cancelamento do efeito das forgas de propulsdo nas juntas passivas,
como considerado no segundo caso de parametrizacao dos torques de juntas adotada na
Secao 4.2.1. Logo, a modelagem do efeito das forgas de propulsdo nas juntas passivas
deve ser considerada na analise de controlabilidade do sistema multi-articulado. E
possivel verificar que o sistema de 2-corpos é acessivel, a partir de todo z # 0, através
da analise da sub-algebra obtida pelos colchetes, a partir dos dois campos vetoriais de
propulsao, com até grau trés; semelhantemente ao caso acima em que todos as juntas

do sistema sao atuadas.

Faz-se importante observar que controlabilidade linear implica na controlabilidade nao
linear avaliado através do colchete de Jacobi-Lie. A implicacdo inversa, em geral, ndo
é satisfeita. Embora o critério de controlabilidade “néao-linear”; verificado pelo célculo
das distribuigoes sucessivas em fungao dos campos vetoriais, seja atendido, o sistema
nao é controlavel, como mostra a analise de posto pleno, segundo o critério de Kal-
man'?, da aproximacio linear da dindmica do sistema, provida pelo truncamento da
expansao em série de Taylor das equagoes de movimento do sistema na primeira par-
cela (linear). Esta aparente contradigao dos resultados de anéalise pode ser facilmente
desfeita se considerado que a anélise de controlabilidade ndo linear estabelece “novas”
direcoes possiveis de movimento construidas através de deslocamentos sucessivos - e
infinitesimais se necessario - nas diregoes que sao diretamente atuadas. Ou seja, avalia
o movimento nas dire¢bes que nao sao atuadas em funcao do movimento nas diregoes
que sao diretamente controladas. Como comentado anteriormente, esta avaliagdo é re-

alizada em funcdo da comutagéo de curvas integrais dos campos vetoriais do sistema.

OVerificado nos pontos z do espaco de fase que nao tornam a aproximacao linear do sistema dege-

nerada, ou seja, quando a matriz D f(z) perde estrutura devido ao ponto z escolhido.
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Em contraste, o critério de controlabilidade linear fornece um resultado instanténeo,

independente do movimento; podendo-se associar a idéia de controlabilidade estéatica.

Como serd discutido no préximo capitulo, sdo necessérias trés ou mais entradas de
propulsao de modo a tornar o sistema linearmente controlédvel na origem do espago de
fase T*Q).

5.4 Conclusao

Nos paréagrafos acima, foram revisados alguns critérios de controlabilidade para a ané-
lise de sistemas nao-lineares. Alguns destes foram aplicados aos modelos cinemético e
dindmico do sistema de 2 e 3 corpos. Apresentou-se uma generalizacao do critério de

acessibilidade para um sistema de N corpos da classe considerada.
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Capitulo 6

Estabilizacao e Planejamento de

Trajetorias

Avalia-se, a seguir, as condigoes e os métodos em que o sistema multi-articulado permite
ser estabilizado. Assim como para a discussao de controlabilidade no capitulo anterior,
a analise das distribuicoes geradas pelos campos vetoriais do sistema, em especial das
caracteristicas dos campos vetoriais relativos as entradas, é decisiva na determinacao

destas condigoes e métodos.

Uma estratégia possivel para a estabilizagdo do sistema, em torno dos pontos de equi-
librio, consiste em aplicar técnicas de estabilizagao cléssicas ao modelo linearizado do
sistema. Neste caso, o projeto do controlador consiste simplesmente em projetar uma
matriz de ganhos!, alocando os polos do sistema linear em malha fechada, de modo a

tornar o sistema estavel e com propriedades dinAmicas bem determinadas.

Com vista a estabilizagdo de versoes lineares do modelo do sistema, emprega-se um
método de linearizagao por realimentagao, (Hunt, Su e Meyer, 1983; Isidori, 1995), a
alguns casos do modelo nao linear do sistema, como apresentado no Capitulo 4. Nos
casos em que o sistema nao é totalmente controlavel no espaco de fase, no entanto, outras
técnicas sao empregadas para compensar o baixo ntimero de entradas do sistema. Neste
caso, considerou-se a seguir a teoria de andlise da estabilidade de Lyapunov para o

projeto do controle de estabilizagao do sistema (Khalil, 2002).

Varias técnicas sdo disponiveis para a determinacio do ganho de realimentagio, como técnica de

controle linear robusto H, por exemplo.
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6.1 Estabilizacao

A estabilizacdo? do sistema a um ponto do espaco de fase é desejado em muitas situacoes
praticas, como o posicionamento do sistema em relagao a um referencial inercial, por
exemplo. A defini¢ao de estabilizagao para o corpo rigido, cujo modelo é apresentado

no Apéndice C, é feita abaixo.

Definigao 6.1.1 (Estabilizacao Assintotica do Corpo Rigido). Sejam dados os campos
vetoriais da dindmica livre f(q,p) e de entrada gi(q) e g2(q) que definem um corpo
rigido com dois propulsores. O ponto (¢,p) = (go,0) é equilibrio do sistema, para
qualquer ¢o € Q. Estabilizar o sistema f no equilibrio consiste em regular o sistema em

(go, 0) utilizando uma lei de realimentagao 7 = g1u; + goue, para as fungoes de controle

Quando o ponto final zy corresponde a um ponto de equilibrio estavel, isto é f(q) = 0,
e na auséncia de disturbios externos, entao pode-se tomar u(.) = 0 ap6s a estabilizacao
em zg. Isto pode nao ser verdade para um ponto final zy que nao seja um ponto de
equilibrio ou quando este é um ponto de equilibrio instavel, uma vez que qualquer
perturbacgao, nao modelada na dindmica nominal f, leva o sistema a deixar a condigao
de estabilidade. A definicao do problema de estabilizacao para um sistema de N corpos

é feita a seguir.

Definigao 6.1.2 (Estabilizagao Sistema Multi-Articulado). Sejam dados os campos
vetoriais da dinamica livre f(q,p) e de entrada g1(q), ..., gm(q) que definem o modelo
dindmico do sistema multi-articulado. Seja zg um ponto no espago de fase de equilibrio
do sistema multi-articulado obtido a partir do modelo do sistema. A estabilizagao
assintotica da dindmica do sistema consiste em determinar fungoes de controle u(q, p) €

U, onde u = (uy,...,up) e
7= g1(q)ur + - .. + g (@),
de maneira que o estado do sistema no espago de fase seja levado um ponto de equili-

brio zp em tempo finito e partindo de um ponto inicial pertencente a uma vizinhanca

suficientemente pequena de zg.

20bserve que a estabilizacio é um realizada mediante funcdes de controle em malha fechada, ao passo
que o procedimento denominado “Planejamento de trajetérias”, discutido posteriormente, é realizado

em malha aberta.
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Os resultados de estudo e implementagao de estratégias de realimentacgao visando a

estabilizagao do sistema sao apresentados.

6.2 Linearizacao por Realimentacao

A linearizagao por realimentagdo representa um método de linearizagao exata, em con-
traste com a linearizagao por truncamento da série de Taylor, relativo as equacoes
dindmicas do sistema. Quanto a linearizacao por Taylor, faz-se necessaria a realizagao

de simulagdes com fim na validacdo do modelo linear em relagdo ao nao-linear original.

Seja o sistema dindmico afim nas entradas dado por

f= )+ Y gD = 1) + G
i=1
y = h(z) (6.2.1)

A linearizacao por realimentacdo consiste da determinagao de uma lei de realimentagao

do estado da forma
u(z) = a(z) + B(2)v,

onde « e § sao operadores obtidos em relagao aos campos vetoriais do sistema e v repre-
senta a nova entrada do sistema composto, aliado a uma transformagao de coordenadas
®(z) de maneira a obter uma versao linear do sistema. Como ambas as operagoes nao
sao validas globalmente, isto é, para todo z € P, a linearizagao por realimentacao é um
procedimento geralmente com validade local, ou seja, valida em uma vizinhanga de um

ponto zg. Os operadores « e (3 sdo obtidos por, (Isidori, 1995):

onde, para o grau de relatividade do sistema {ri,...,r,}, a matriz A é obtida, em

funcao da derivada direcional L dos campos f e g e da funcao h, pela expressao

[ Lo, L7 'ha(z) o Lg, L7 'ha(2)

Lo L 'hi(2) -+ L, L' ‘ho(z
A= | " 1) o 2 | (6.2.2)

Lo L thin(2) -+ Loy Ly hin(2) |
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de maneira que esta seja nao singular em uma vizinhanca de zg; e o vetor coluna b é

dado por

[ L7 ha(2) |
L ha(2) (6.2.3)

202}

A transformacao de coordenadas £ = ®(z) é dada pelo seguinte difeomorfismo

L[J)chl (Z)
Ll;_lhl (2)

L];cilhi(z)

| L hin(2)

obtendo-se uma dindmica linear do sistema

-
& = bi(€) + A(Qiu

onde A; é a i-ésima linha da matriz A.

Em geral o sistema na forma linear, escrito nas novas coordenadas, fornece uma de-
composi¢cao da dindmica controlavel e da dindmica zero, usualmente representada por
1 = fen(€,n), (Isidori, 1995). A dindmica zero esté relacionada com os zeros de trans-
missao da aproximacao linear do modelo nao-linear do sistema. Entretanto, esta nao

sera importante para a anélise de estabilizacao do sistema em consideragao.

Observe que, aplicando (6.2.2) e (6.2.3) nas equagOes acima sob as novas coordenadas,
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obtém-se o sistema linear e controlavel f = A + Bev, onde, para j = 1,...,m, tem-se
0 1 0 - 0
0 0 1 : 0

Para estabilizar o sistema linearizado, pode-se impor uma realimentagao do estado &,
segundo v = K¢, onde K é uma matriz de ganhos, através de métodos de controle
lineares como Ho, ou Linear Quadratico (LQ), por exemplo, ou ainda por técnicas de

controle classicas.

Definicao 6.2.1. Sejam as distribuicbes G; determinadas pelos campos vetoriais do

sistema através da expressao

N
N

Gi:span{gj,...,adlfgj,j:1,...,m}, 0
onde o operador ad é definido na Se¢ao A.1.

Teorema 6.2.1 (Linearizagao por Realimentagao: (Isidori, 1995)). Seja o sistema dind-
mico (6.2.1), onde dim z = n e dim h(z) = dim g(z), ou seja, os espagos de entradas u e
saidas y do sistema possuem mesma dimensao®. (6.2.1) ¢ linearizdvel por realimentagio

em uma vizinhanca do ponto zy se e somente se

e as distribuicoes G, para 0 < i < n — 1, possuirem dimensao constante em uma

vizinhanca de zo;
e a distribuicio Gp_1 tiver dimensdo n;

e as distribuicoes G;, para 0 < i < n — 2, forem involutivas.

3Sistemas quadrados.
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Note que este corresponde a um resultado local, ou seja, valido apenas em uma vizi-

nhanca de um ponto zg do espaco de estados.

Outros resultados prevéem a linearizacao entrada-estado do sistema, ver as referéncias
(Charlet, Lévine e Marino, 1989), (Charlet, Lévine e Marino, 1991) e (Krener, 1999),
de certa forma abrangendo a limitacao de considerar sistemas quadrados para sistemas

com numero de entradas e saidas diferentes, se tomadas as saidas equivalentes ao estado.

Determinou-se, entretanto, que as distribui¢ées G1 dos campos vetoriais dos sistemas de
2 e 3 corpos, com apenas duas entradas de propulsao, nao sao involutivos. Conseqiien-
temente, nestes casos, nao é possivel verificar as condi¢ées que tornam o sistema lineari-
zéavel por realimentacao. Em geral, é possivel mostrar que todo sistema multi-articulado
da classe considerada e com apenas duas entradas de propulsao possui distribui¢cbes nao

involutivas.

Proposicao 6.2.2. Seja o sistema multi-articulado dado, na forma afim, por (5.3.2)
com duas entradas de propulsdo. Entao existe pelo menos uma distribuicao G; nao

mvolutiva.

Demonstracao. Apresenta-se primeiramente um resultado que serd tutil na seqiiéncia.
Uma distribuigao D(q) C T,Q é involutiva, para todo ¢ € @, se seguinte igualdade for

verdadeira

dim(span{X1(q), ..., Xa(q)}) = dim(span{X1(q), ..., Xa(q), [Xi, X;](q)}) ~ (6.2.4)

para 1l <i,j <deonde Xq,...,Xq€DedimD =d.

Para provar a proposigao faz-se importante observar que ela é conseqiiéncia direta da
Proposigao 5.3.5, uma vez que a acessibilidade do sistema nunca é alcangada apenas

com os colchetes de primeiro ou segundo graus.

A distribuicao G sempre sera involutiva uma vez que contém apenas os campos vetoriais
da entrada g; e, do Lema 5.3.6, os colchetes de Jacobi-Lie dos g; sempre sao nulos, ou

seja, nao contribuem com novas direcoes.

Os elementos que compoe a algebra G sao da forma [f, g;]. Para ¢ # 0, por exemplo, a
distribui¢do G1 possui dimensdo méxima igual a 2m < n, ou seja, os colchetes de grau
dois de G1 nao possui a mesma dimensao do espago de fase do sistema. No entanto, a

partir da anélise da algebra de acessibilidade da Proposi¢ao 5.3.5, apenas com a algebra
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2-corpos (n=28) | my, =2 (m = 3): sub-atuado | dimGy =3, dimG; =6
3-corpos (n=12) | mp =2 (m = 4): sub-atuado | dimGy =4, dimG; =8

my =3 (m =5): atuado dim Gg = 5, dim G = 10
my =2 (m = 5): sub-atuado | dimGy =5, dimG; = 10
4-corpos (n = 12) my =3 (m = 6): atuado dim Gy = 6, dim G = 12
my =4 (m = T7): sobre-atuado | dim Gy = 6, dimG; = 12
my =2 (m = 6): sub-atuado | dimGy =6, dim Gy = 12
5-corpos (n = 14) my =3 (m ="7): atuado dimGy =7, dimG; = 14
my =4 (m = 8): sobre-atuado | dimGp =7, dim G, = 14
myp =5 (m =29): sobre-atuado | dimGy =7, dimG; = 14

Tabela 6.1: Dimensao das primeiras distribui¢cbes G; dos sistemas com N < 5, para
z # 0. As atribuic¢bes sub-atuado, atuado e sobre-atuado designam, respectivamente,
sistemas com numero menor, igual e maior de entradas que a dimensao do espaco de

configuracao () correspondente.

dos colchetes de grau menor e igual a trés é possivel verificar esta condicao. Logo, é
possivel gerar as diregOes restantes do espago de fase com os elementos de G1, gerando
produtos da forma [gg, [f, g;]], k # j. Logo, de (6.2.4), a distribui¢cao G nao é involutiva.

Para z = 0, a argumentacao para a nao involutividade de GG é anéloga a acima. ]

Logo, o sistema multi-articulado proposto com apenas duas entradas de propulsao nunca

é linearizavel por realimentacao.

Exemplo 6.2.3. Resume-se na tabela abaizo as distribuicoes Gy e G para alguns sis-
temas e casos de entradas de propulsdo. O espaco de base B é totalmente atuado por

torques nas juntas.

Os sistemas com [N > 3 com trés ou mais entradas de propulsdo, entretanto, sdo sempre
linearizaveis por realimentagao estatica, pois Go, dim Gy < n, é sempre involutiva e G;

1 > 1 sao sempre involutivas, dado que dim G; = n.

Exemplo 6.2.4. Apresenta-se a sequir um resultado de estabiliza¢do do sistema de 3-
corpos com trés entradas de propulsao. O sistema possui m = 5 entradas e n = 10

estados.

A fungio de saida escolhida é dada apenas pela configuracao q € Q por h(z) = q, ou

seja, h(q) = (T2, 7y, Ocm, P1, $2). Com isto, o sistema possui grau de relatividade r; = 2,
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parai=1,...,5. A transformacdo de coordenadas para obter  através de ® € realizada
segundo ) ) ) )
hi(q) T
Lhi(q) Vg /0
ha(q) Ty
Lyha(q) Uy /m”
() = ha(a) | _ | Oem
Lghs(q) Lghs(q)
ha(q) $1
Lyha(q) Lyha(q)
hs(q) 05
| Lyhs(a)| | Lyhs(a))

Empregando-se uma realimentacao do estado &, projetou-se uma matriz de ganhos K de
maneira que os polos do sistema (Ag, Be) em malha fechada sejam estdveis e localizados

no plano complexo em

—1.0£1.0¢
—1.0£1.0¢
—1.4+£1.0¢
—1.5+1.0¢
—1.5+1.0¢

As Figuras 6.1 e 6.2 mostram os resultados de estabilizacao do sistema de 3-corpos.

Uma possivel solucao para estabilizar sistemas com menos de trés entradas de propul-
sao consiste em adicionar integradores ao sistema, obtendo-se um sistema estendido de
maneira que as distribui¢oes G; geradas, a partir deste sistema estendido, sejam involu-
tivas. O procedimento que lineariza de forma exata o sistema, empregando este método
acima, é conhecido como linearizagdo por realimentacao dindmica, em contraste com
o método anterior utilizado acima, em que a lineariza¢ao por realimentacao é estatica.
A designacdo dos termos “estatica”’ e “dinamica”’, para os métodos de linearizagdo por
realimentacao, referem-se ao fato dos compensadores obtidos pelo método dindmico pos-
suirem uma dindmica interna e regida por equacgoes diferenciais de estados internos. Em
contraste, nos compensadores obtidos pelo método estéatico, a realimentacao é realizada

por uma equagao algébrica, sem dindmica interna.
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Figura 6.1: Resultados da  estabilizaggo da  configuracdo no  ponto

(—=9.90, —5.10, —1.55,2.00, —2.00) do sistema de 3-corpos, através de linearizagao

por realimentagao.
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Figura 6.2: Resultados da estabilizagdo do momento do sistema de 3-corpos, através de

linearizacao por realimentagao.
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6.2.1 Linearizacao por Realimentagao Dinamica

Sabe-se, como comentado em Charlet et al. (1991), que o corpo rigido nao ¢ linearizavel
por realimentacao estatica. Isto se deve & qualidade das distribuicoes geradas pelos
campos vetoriais do sistema de controle do corpo rigido nao serem involutivas. A versao
plana do mesmo sistema, assim como o modelo do uniciclo no plano (Respondek, 2002),
igualmente nao pode ser linearizado por uma lei de realimentacao estatica. Uma maneira
de contornar esta limitacao destes sistemas, de maneira a permitir a estabilizagao do
sistema via linearizacao por realimentacao, constitui na adi¢ao de integradores & fungao

de realimentagao (Charlet et al., 1989; Krener, 1999).

Em (Battilotti e Califano, 2004) encontra-se um algoritmo para determinar os indices
tais que o sistema seja linearizavel por prolongamentos. A aplicacado do mesmo mostrou-
se, no entanto, demasiadamente complexa com a classe de sistemas em estudo; inclusive

com o exemplo de sistema mais simples com apenas 2-corpos.
Considere um sistema controlével na forma afim
m
2= f(z)+ Zgi(z)ui = f(z) + G(2)u (6.2.5)
i=1
Definem-se as distribuicoes em relacao ao sistema afim acima

Ao = span{gy : pi, = 0}
A +1=A;+adeA; + span{gy : pu, =i+ 1}, 1>0

Note, pela defini¢ao, que valem as relagbes Ag C Ay C --- C A;---.

Usando a notacéo de diferenciacao de ordem genérica, em que u(*) corresponde a deri-
vada da fungao d*u/dt*, o compensador com realimentagao dindmica aqui considerado
é da forma, (Charlet et al., 1991):

ugul) v
= a(z,¢) + B(z,()
u%‘m) o,

onde ( representa um estado interno ao compensador e v( ), as novas entradas do sistema

em malha fechada. O sistema em malha fechada fica, entdo, definido pela dinamica

2= f(2)+G(z,0)a(z,¢) + G(2,0)8(z, v
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onde a nova entrada ¢ dada por v € R”. O compensador acima pode ser realizado pela

integragao “pura” do sinal de entrada v, conforme (Battilotti e Califano, 2004):

wj = ¢(1), (6.2.6)
G=Ai¢+ B, j=1....m (6.2.7)
onde
Aj= O(Mjal)xl OI(#j—l) ] B; = 0(“7'11)“]
1><(“J 1) g X L Hj X1

onde ¢; € R*. Em (6.2.6), faz-se u; = vj quando p; = 0.4 O sistema em malha fechada

fica, entao, definido pela seguinte dindmica
2= f(2) + G(z,Q)a(z,0) + G(z,0)8(2 (v (6.2.8)

¢ = AC + Bu (6.2.9)

/ , .
com entrada v € R™. Quando m’ = m, pode-se escolher a saida do sistema como u.
As condigoes suficientes para linearizacdo local por realimentacdo dindmica devem-se

do seguinte resultado.

Teorema 6.2.5 (Linearizag¢ao por Realimentagao Dindmica - Suficiéncia (Charlet et al.,

1991)). Se ezistirem inteiros 0 < p1 < -+ < puy, tais que, em uma vizinhanga de xy,

o A; sejam involutivos e dimensdo constante para 0 < i < n 4+ iy, — 1
® dim(An+#m,1) =N

o [gs, Ai] C Ay, Vs tal que ps > 1 e Vi, 0 <i <n+ puy — 1,

entao (6.2.5) é localmente linearizdvel por realimentagao dindmica com indices de pro-

longamento p1, ..., .

Observagao 6.2.1. O Teorema acima diz que se o sistema é acessivel, se as distribuigoes
A; sao involutivas - que também representam a condigdes necessarias - e se [gs, A;] C

A1, entao o sistema é dinamicamente linearizével por realimentagao.

4 . . . . T , . L .
Em um sistema linearizavel por realimentacdo dindmica pelo método de linearizagdo por reali-
mentagao com prolongamentos, pelo menos um dos indices de prolongamentos deve ser nulo, ou seja,

O0=p1 <p2 << .
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6.2.2 O Sistema Multi-Articulado

Considere um exemplo de aplicagao do método acima ao sistema de 2-corpos.

Exemplo 6.2.6. Considere o sistema de 2-corpos onde o nimero de estados € dado por
n = 8 e o numero de entradas m = 3. Aplica-se o Teorema 6.2.5 acima ao modelo do

sistema de 2-corpos.

Apds algumas iteragoes de tentativa e erro, obteve-se 0s sequintes indices de prolonga-
mento p = [u1, po, u3] = [0,4,4] para o sistema de 2-corpos. Observe que, para p dado
acima, e de acordo com o Teorema (6.2.5), é necessdrio verificar as distribuigoes A;,
para 0 < i < n+ uy —1=11. Vale mencionar que os sistemas multi-corpos em geral,
do qual a classe de sistemas aqui proposta faz parte, sao caracterizados por equagoes de
movimento racionais, isto €, por funcées das varidveis de estado no denominador de
fragoes, origindrios do acoplamento do tensor de inércia. Isto representa um entrave
de considerdvel dificuldade no cdlculo iterativo dos colchetes de Lie, uma vez que podem
resultar no aumento progressivo da compleridade das fungoes componentes dos campos
vetoriais. Logo, calcular distribuigoes de colchetes de Lie de ordem elevadas de certos

sistemas, pode representar uma tarefa quase impraticdvel.

No entanto, no decurso das primeiras iteragcoes, pode-se observar que nem todas as dis-
tribuicoes precisaram ser verificadas. No que diz respeito as duas primeiras condigoes
suficientes do Teorema (6.2.5), observou-se que foi necessdria a verificagcao das distribui-
coes até, e incluindo, As, uma vez que dim A; = n =8, para i > 5, sendo involutivas®.
Isto permite evitar o cdlculo de colchetes de Lie com campos vetoriais de ordem elevada,
isto é, maiores que o0s contidos em As, pois nao agregam direcoes alcancdveis adicionais

no espago cotangente Tq*Q, sendo, portanto, desnecessdrias.

Para atender a terceira condi¢ao suficiente do Teorema (6.2.5), assim como nos dois
primeiros, nao se faz necessdrio calcular todas as relagoes [gs, Ai] C Ajt1, para 0 <
i < n+ pm — 1. Pode-se observar, como comentado em (Charlet et al., 1991), que as

primeira e terceira condicoes sao parcialmente redundantes.

Logo, € suficiente verificar apenas as condigoes [gj, N;] C Aiyq, tal que pj > i+ 1 e

5Uma distribuicéo regular D C TQ ~ R™ tal que dim D = n é sempre involutiva, pois o colchete de

Lie dos campos vetoriais que a geram nunca contribuirao para alterar a dimensao de D.
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1> 0. Ou seja,
[gj7 AO] C Al
[gj7 Al] C AQ
[gju AQ] C A?)

para j = 2,3 apenas, uma vez que 1 = 0. Utilizando os indices de prolongamentos

dados por p = 10,4,4], a lei de realimentagao dindmica é dada por

ug (1) u3 (1)
. C:2(2) _ | @B ’ G2) | _ | 6B
G(3) (2(4) G(3) (3(4)

(2(4) () (3(4) v3

Neste caso a saida do sistema é dada por u = (v, (2(1),¢3(1))7.
Note que neste caso, o difeomorfismo , relativo a transformagdo de coordenadas de z

para Z', € constante e dado pela matriz identidade.

Nao obstante a verificagao de atendimento do sistemas multi-corpos para com todos os
itens do Teorema 6.2.5, uma condicao necesséria para a linearizacao por realimentagao
dindmica consiste da controlabilidade linear, na origem, ou seja, a aproximacao linear
(por Taylor) do sistema afim deve ser controlavel na origem. As versoes lineares dos
modelos do corpo rigido e do sistema multi-corpos com duas entradas de propulsao nao
sao controlaveis em z # 0, como pode-se facilmente mostrar pelo critério de Kalman, e
na origem, pois rende um jacobiano degenerado, o que qualifica-os como sub-atuados.
Logo, apesar de ser possivel obter modelos lineares dos sistema por realimentagao diné-
mica, estes modelos lineares nao sao linearmente controlaveis e, conseqiientemente, nao

estabilizaveis a um ponto de equilibrio por uma realimentagao suave.

Embora seja possivel mostrar que o sistema multi-corpos é controlével, criando-se ‘“no-
o 1o~ , .. . L
vas’ diregoes - através dos colchetes dos campos vetoriais do sistema segundo o critério
STLC - até gerar todo o espago de fase em um ponto de equilibrio do sistema, a con-
trolabilidade® determinada pelas parcelas da dindmica do sistema até a primeira ordem
(linear) ditam até que ponto as entradas podem influenciar a dinadmica do mesmo.
Portanto, sistemas nao (linearmente) controléveis nao podem ser assintoticamente (ou

suavemente) estabilizados.

SRealizada nos pontos z do espaco de fase que néo tornam a aproximacao linear do sistema degene-

rada.
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A estabilizagdo por realimentacao nao-continua ou adicdo de mais uma entrada ao sis-
tema, que nao gere componentes no espago de fase que sao linearmente dependentes em

relagao as outras entradas, sao possiveis solugoes.

Pode-se mostrar que o sistema multi-corpos é controlavel em um sub-espaco do espaco
de fase que nao contém a origem; pois a origem implica na origem do espaco de base B e
das coordenadas ¢ = 0. Estas representam, como definido acima, um sistema na forma
de uma linha reta. Em principio seria possivel linearizar o sistema por realimentagao em
vizinhancgas dos pontos deste sub-espago. Observe, no entanto, que nao seria possivel
estabilizd-lo em torno da origem, ou seja, partindo ou chegando ao repouso uma vez
que as distribuicoes se anulam com momentos e configuracdo nulos. Propoe-se, uma

transformagao de variaveis para contornar o problema.

Exemplo 6.2.7. Considere o sistema de 3-corpos com trés entradas de propulsdo e
com as duas juntas ativas e cujos corpos estao disposto na forma de um tridngulo.
Quando todos os corpos sdo iguais o sistema € simétrico e nesta disposicao forma um
tridngulo eqiildtero. Neste caso, o sistema nao € linearmente controldvel pois, apesar
dos dois torques de junta, as trés entradas de propulsdo nao produzem torque em relagdo
ao centro de massa, dado que as direcoes de acao das mesmas passam pelo centro de
massa. Note que isto ocorre porque, neste caso, as trés forcas linearmente dependentes
entre si. Entretanto, o sistema nesta disposi¢cio € linearmente controldvel nas direcoes
lineares, o que permite linearizd-lo dinamicamente, pelo método discutido acima por
exemplo, e estabilizd-lo na origem se o mesmo for operado como corpo rigido. Como
os dangulos de junta nao sao nulos nesta configuracdo, recorre-se a uma transformagao
de coordenadas. Definindo-se esta formacao como a nova “origem” do espaco de base
B por uma transformagao de coordenadas estdtica que consiste apenas em reposicionar
a origem no espago de base B, € possivel estabilizar o sistema na origem de Q. A

transformacao proposta € dada por

¢ = ¢ +2r/3

Note que, por ser estdtica, e exceto pela modificacao das coordenadas originais ¢ do

espaco de base B, esta transformacdo mantém inalteradas as expressoes para ¢ e D

Exemplo 6.2.8. Para um sistema de N-corpos, € sempre possivel arranjd-lo na forma
de um poligono convexo de N lados; que se torna reqular quando o mesmo for composto
por corpos idénticos. Neste caso particular, as diregoes das forcas de propulsdo passam
pelo centro de massa do sistema, ou poligono. Se o numero de entradas de propulsdo

formy, = 3, ou seja, se o sistema conta com ao menos trés entradas de propulsao cujos
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campos vetoriais correspondentes sao linearmente independentes, o sistema € controldvel
na origem a menos de uma transformacgao das coordenadas do espago de base. Excluem-
se do conjunto de campos vetoriais da entrada L.I. os campos vetoriais dados quando o

sistema forma um poligono convexo reqular, por exemplo.

6.3 Controle de Sistemas Sub-atuados

Byrnes e Isidori (1991) mostraram que veiculos sub-atuados e na auséncia de campos
restaurativos, gravitacional e empuxo, por exemplo, nao podem ser assintoticamente
estabilizados por uma lei de realimentacdo do estado de classe C'. Mostrou-se em
(Pettersen e Egeland, 1996) que para campos restaurativos, como os devidos a gravidade
e ao empuxo hidrostatico, em geral nao é possivel estabilizar sistema sub-atuados com
realimentacgoes continuas ou descontinuas. Nestes casos, a estabilizagao assintotica é
possivel através de uma realimentagao do estado cujos termos, da lei de realimentagao,

sao fungoes explicitas do tempo.

Como mencionado anteriormente, o presente estudo considera um sistema livre da agao
de campos restaurativos. Por este motivo, uma realimentacao continua ou descontinua
é suficiente para a estabilizagao assintotica do sistema, como em (Fantoni et al., 1999).
Neste caso, a analise de convergéncia das leis de controle obtidas seguem da teoria de
estabilidade de Lyapunov (Khalil, 2002). Semelhantemente nao é possivel estabilizar su-
avemente sistemas nao-holonémicos a um ponto de equilibrio através uma realimentagao

suave (Bloch, Reyhanoglu e McClamroch, 1992).

Faz-se necessério a apresentacao de alguns resultados para a discussao que segue.

Teorema 6.3.1 (Método direto de Lyapunov (Khalil, 2002)). Seja z = 0 um ponto de
equilibrio do sistema (6.2.5). Seja V : R™ — R uma funcdo de classe C' tal que

Definida positiva: V(z) >0, Vz#0 e V(0)=0
Radialmente nao-limitada: ||z]| — oo = V(z) — o0

Definida negativa: V(z) <0, Vz#0

entdao z = 0 € global e assintoticamente estdvel.
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A fungédo V, como definida acima, ¢ denominada fungdo de Lyapunov. Quando néo é
possivel determinar se V é definida e negativa, faz-se uso do Principio de Invaridncia de
LaSalle:

Teorema 6.3.2 (Principio de Invariancia de LaSalle). Seja z = 0 um ponto de equilibrio
do sistema (6.2.5) e D C R™ um dominio contendo z = 0. Seja V : [0,00[xD — R uma
funcio Ct, definida e positiva em D. Seja S = {z € D | V(z) = 0} e suponha que apenas
a solugao trivial z(t) = 0 esteja contida em S. Entdo, a origem € assintoticamente

estdvel.

Para sistemas nao auténomos, ou seja, variantes no tempo, tem-se o seguinte resultado.

Teorema 6.3.3 (Método direto: sistemas nao autéonomos (Khalil, 2002)). Seja z = 0
um ponto de equilibrio do sistema (6.2.5) e D C R™ um dominio contendo z = 0. Seja

V 1 [0,00[xD — R uma funcio de classe C' tal que

kil|z]|* < V(t,2) < kefl2]|* (6.3.1)
v oV

_ < — @ 9.
o7 T, [(t:2) < ksl (6.3.2)

para ¥t > 0 e Vz € D, onde ki, ko, k3 e a sdo constantes positivas. Entdao, z = 0 €
exponencialmente estdvel. Se as hipdteses sao verificadas globalmente, entao z = 0 €

global e exponencialmente estdvel.

A utilidade do Teorema 6.3.3, devido a estabilidade de Lyapunov para sistemas néao-
autonomos, sera justificada quando a fungéo de Lyapunov for variante no tempo, por
ocasiao dos sinais de referéncia das equagoes cineméticas do sistema, como mostrado no

final desta secao.

Exemplo 6.3.4 ((Fantoni et al., 1999)). Seja um hovercraft definido por corpo rigido
no plano sob acao de uma entrada de propulsdo e um torque no centro de massa. A
transformacao de coordenadas de velocidade entre os referenciais movel e inercial seque

da expressao

Fem = Ra,,, VB = T3 = c08(Ocm)u — sin(Oep,)v

Ty = sin(fem)u + cos(Gem )v

onde vp = (u,v) € a velocidade no referencial movel e v = Ocp,. Define-se um difeomor-

fismo global determinando por coordenadas ficticias da posi¢cdo do sistema em relagcao
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ao referencial movel:

zZ = Rgcmrcm = 21 = c08(bem )Tz + Sin(Oem )1y

29 = — Sin(Oem )7z + €OS(Oem )Ty
Diferenciando-se no tempo as duas coordenadas z1, zo acima, obtém-se

zZ1 =u+ 291

Z9 =V — 21T

O modelo de velocidade do hovercraft, dado por um corpo rigido, € dado por

U = vr+m7, (6.3.3)
v = —ur (6.3.4)
o= T (6.3.5)

O componente da velocidade v do corpo rigido nao € diretamente controlado. Deseja-se
estabilizar a posicao do sistema vy, em relacdo ao referencial inercial. A orientagdo do
sistema Ocmy serd deixada “livre” e sua evolugdo no tempo serd determinada pela lei de
controle. Como proposto em (Fantoni et al., 1999), é possivel mostrar a estabilizagao

do sistema acima mediante a funcao de Lyapunov

V= %(u2 + 02 4 (r —v)?) (6.3.6)

e as funcoes de controle que estabilizam o sistema na origem sao dadas por

Tu = —kyu

Tr = —ur — ky(r —v)
A wariagao temporal de (6.5.6) fornece

V = ut +vo + (r — ) (7 —0) (6.3.7)

6.3.1 O Sistema de 2-Corpos

Sem perda de generalidade, considere o sistema de equagoes, com massa e inércia unita-

rios, que modelam a dindmica do sistema de 2-corpos em relagao ao referencial movel:
U o= ur+my (6.3.8)
v o= —ur—m, (6.3.9)
Fo= T (6.3.10)
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onde as entradas 7, Ty, 7 para cada uma das trés direcoes acima sao dadas por

cos(¢/2)(f1 + f2)
v = 2sin(¢/2)/(L(cos(¢) + 1))7:
7. = L(cos(¢) +1)/2(f2 — f1)

Tu

onde o angulo de junta é representado por ¢. Note que r é acionado diretamente e
que 7, possui influéncia direta na dindmica v apenas quando ¢ # 0, ou seja, quando o
sistema degenera-se no corpo rigido em (Fantoni et al., 1999). Observe que é possivel
estabilizar a origem de ambas as diregdes u e v através de 7, e todas as diregoes (u, v, r)

com 7,, como indicam anélises segundo o critério de controlabilidade de Kalman.

Note também que é possivel estabilizar (6.3.8)-(6.3.10) na origem através de uma lei de

realimentagao linear simples, sem, no entanto, a convergéncia de r a zero.

Objetiva-se extender o resultado de estabilizagdo do corpo rigido acima para o sistema
de 2-corpos de maneira que o primeiro represente um caso particular do segundo. Para
este proposito, entretanto, as tentativas de manter a estrutura da fungao em (6.3.6) para
analise de Lyapunov, da Proposicio 6.3.1, nio foram validas.” O projeto de estabilizacao
do modelo pode partir da adigdo de um integrador com a fungao de desacoplamento entre
T, € a dindmica ©. Neste caso, adotando-se uma variavel auxiliar s cuja taxa temporal
seré usada para designar a entrada 7,, assim como 7.% O sistema dinamico passa a ter

a seguinte forma:

U = Ur—+Ty

v = —ur—C(¢)s
$ = T

o= T

"Observe que, embora seja possivel mostrar que a velocidade sistema ¢ estabilizavel através da funcéo

dada em (6.3.6) e das leis de controle

Tu = —kuu — C(P)r[(20 — 1) — ky /U]

T = —ur — ke(r — o)

estas nao correspondem a uma solucao cabivel uma vez que 7, é racional em u e representa uma divisao
por 0 quando u << 0 e este converge mais rapidamente para 0 do que v ou r. Ademais, a lei de controle
Tp = —ur — k.(r — v)u? fornece V' com uma estrutura da forma —fcnu?. Esta estrutura ndo é desejavel

uma vez que u = 0 pode render uma estabilizagdo de v e r em pontos diferentes da origem.
8Embora s e r representam a mesma grandeza, adota-se variaveis distintas apenas com a finalidade

de facilitar os calculos intermediarios. Ao final destes, toma-se s = r.
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onde C(¢) = 2sin(¢/2)/(L(cos(¢) +1)). Adotando-se uma funcdo de Lyapunov, modi-

ficada em relagdo ao caso anterior, e igual a

V= %(u2+v2+(r—v)2+(8—v)2)a

tem-se, para as fungoes de entrada

Te = —kyu

3
T = —ur—ky(r—ov)— §C(¢)s
que a taxa temporal de V' é definida negativa e, fazendo a substituicao s = r, dada por
V = —kyu? — k.(r —v) — C(¢)r?

Logo, pela Proposi¢ao 6.3.1 e pelo Principio de LaSalle, o tinico ponto possivel para
V(z) = 0¢é 2z =0 e as leis de controle obtidas estabilizam global e assintoticamente o
subsistema de velocidade do sistema de 2-corpos. A validade global do controle deve-se
a caracteristica de V' ser radialmente nao-limitada (Khalil, 2002). As leis de controle
acima sdo validas apenas nos intervalos em que f ndo muda de sinal, como pode-se
observar a partir da tltima expressao. Note que o resultado, para o sistema de dois
corpos, obtido acima generaliza o obtido para o corpo rigido em (Fantoni et al., 1999).
A Figura 6.3 mostra a convergéncia do sistema para a origem sob agao das leis de
controle obtidas. O projeto acima é valido quando a forma do sistema é mantida fixa;
ou seja, para o angulo ¢ estatico. Pode-se, no entanto, obter uma realimentacao em que
¢ é dinamicamente alterado para melhorar o desempenho de estabilizacao do sistema.

Considerando a dindmica da junta, tem-se

U = vr+4 Ty
v = —ur—C(o)r
o= T

Py = Xp, +T

onde X, é a dinamica do momento de junta e a entrada T' corresponde ao torque da
junta que atua diretamente na variacao do angulo ¢. Note que, de acordo com a hipotese
de parametrizagdo adotada na Segdo 4.2.1, T' atua exclusivamente na dindmica de ¢.
Deseja-se avaliar a possibilidade de se variar ¢ de forma a melhorar o desempenho do
sistema. Adotando-se, portanto, uma curva de referéncia ¢,.y ao qual ¢ deve rastrear,
define-se a seguinte funcao de Lyapunov

1 1
Vo(b, ) = §(¢ — Gref)® + 5(% — D)’
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Figura 6.3: Estabilizagdo da velocidade do sistema de 2-corpos.
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Escolhe-se a entrada T' de maneira a cancelar a dindmica de junta X, :

T = _Xp¢ - K¢(¢ - ¢T€f) - qub(pd) _p¢ref) +p¢ref

Tomando ey, = ¢ — ¢ref € €p, = Py — Pg,.,» & dinmica de junta em malha fechada &

equivalente a

¢y = fen(ep,)

ép, = —Kopep — Kp,ep,

Sem maiores detalhamentos aqui, mostra-se que a dindmica do erro acima converge
para zero pelos argumentos de passivagao por realimentacao, (Khalil, 2002). Apresenta-
se abaixo um exemplo de como ¢, pode ser escolhido para melhorar o desempenho do

sistema.

Exemplo 6.3.5. Deseja-se levar o sistema de 2-corpos em repouso de uma configuracao

inicial, no instante tog, a origem do referencial inercial em tempo t1 — tg.

Relembrando as equagdes de movimento do centro de massa do sistema, tem-se

Pz = —sin(0em — ¢/2) f1 — sin(Ocm + ¢/2) f2 (6.3.11)
Py = co8(Ocm — /2) f1 + cos(Ocm + ¢/2) fo (6.3.12)

Para descrever um movimento horizontal, implica-se ter py, = 0 e p; > 0, se 0 mesmo

ocorre para a direita, ou py < 0, para um movimento & esquerda.

Especificando-se tg e t1, construiu-se curvas para as coordenadas Ocm, ¢ através de
equacoes algébricas de sequndo grau. Das equacdes acima, observa-se que, para uma
orientacao inicial Oqm(to) qualquer, o sistema € igualmente controldvel em ambas as
diregoes de translagao com ¢ = /2. Tomando-se a derivada da equagao do momento

Do, = 200 (I + K cos(¢)), com relagio ao tempo, tem-se que

o = 7 2L (6.3.13)

1+ cos(¢))

Resolvendo a expressao acima para fa, substitui-se o resultado em (6.5.12) para p, = 0
obtendo-se

—2co8(0em + ¢/2)
L(1 4 cos(¢)) (cos(bem — ¢/2) + cos(Bem + ¢>/2))p9m

fi=

A entrada fo pode ser determinada substituindo-se a curva encontrada para fi acima

na equac@o do momento (6.3.13). Como as curvas Oem(t) e ¢(t) foram construidas
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de maneira que o sistema se desloque para a direita, pode-se verificar que a erpressao
(6.3.11) é sempre positiva. As Figuras 6.4 e 6.5 ilustra o movimento do sistema obtido.
Note, portanto, que é possivel planejar uma trajetoria em funcio de ¢ de forma a me-
lhorar o desempenho de estabilizacdo: neste caso um funcional € otimizado para menor

trajetoria.

O projeto da estabilizagao cinematica segue igualmente de (Fantoni et al., 1999). A
sintese do controle de estabilizacdo da posicao do centro de massa do sistema é feita

com base nas expressoes da cinemética

Z21 = u+ zor
Z9 = vV—2T
¢ = po/ly

para entradas u, r e py, onde I é uma constante para cada ¢. Pelo fato da controlabi-
lidade na diregdo v ser deficitdria, impoe-se a convergéncia do movimento vertical para

a origem, equilibrio do sistema cinematico, segundo a expressao
O+ 29 := —(v+ 22)

A expressao acima estabelece que a composicao da velocidade v e a coordenada de
deslocamento correspondente zo, definidas no referencial moével, possuem variacao com
taxa negativa. A partir da expressdo acima e das equagbes cinematicas, obtém-se as

seguintes leis de controle para as velocidades de translacao u e rotagao r

1
u:—a+§ww+£ (6.3.14)

4 2
S (6.3.15)
V2 4 25 +2C

As expressoes acima sdo variantes no tempo e representam sinais de referéncia para a

r

malha de controle da dindmica da velocidade do sistema. Ou seja, a malha de controle

do sub-sistema cinemaético fornece os sinais de referéncia do sub-sistema dinamico.

Emprega-se a funcao de Lyapunov para o sub-sistema cineméatico V.

1 1 . 1
Ve(2) = 5t +20) + 0+ 22)° = Ve(s) = z1u— 5 (0" + 23)

Substituindo as leis de controle (6.3.14) e (6.3.15) em V e V, segue que

. 1 1
Vo(z) = —2F — 5(1;2 + 23) + 5,21\/1}2 + 23
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(b) Forgas de propulsao (f1, f2)(t) projetadas.

Figura 6.4: Planejamento de trajetoria do sistema de 2-corpos.
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(b) Trajetorias das coordenadas de momento (pg, py, Do, )-

Figura 6.5: Resultados de simulagao em malha aberta do planejamento de trajetéria do

sistema de 2-corpos.
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Completando as expressoes de V, e V, de maneira a obter-se o quadrado perfeito, tem-se

que

1
gL + 21 +0%) SVe(2) < (o + 41 +07)

. 1
Ve(2) < —7(at + 21 +07)

Logo, pela Proposicao 6.3.3, o sistema é global e exponencialmente estavel. Além disso,

pode-se mostrar que a velocidade de rotacao r tende a zero para alguns casos.

Proposigao 6.3.6. Seja o sistema de 2-corpos com o controle de realimentagdo cine-
mdtico dados por (6.5.14) e (6.3.15). Se ¢ # 0 entao r tende a zero quando zy,v — 0.

Demonstragao. Este resultado é uma extensao em relagao ao caso do corpo rigido, uma
vez que, para a fungdo de Lyapunov e as leis de controle para este sistema, r é apenas

limitado.

Tomando o limite em (6.3.15) quando z2,v — 0, observe que (6.3.15) pode ser reescrita
por uma fungao que tende a zero multiplicada por outra que é limitada se 0 < ¢min < ¢.

Logo, pelo resultado do Céalculo Diferencial, o limite de r quando zo,v — 0 é zero. [

A Figura 6.6 ilustra o resultado de estabilizacao pela composicao das leis de controle

cinematica e de velocidade obtidas acima.

6.4 Planejamento de Trajetorias e Controle Otimo

Definigao 6.4.1 (Planejamento de Trajetoria do Sistema de 2-corpos). Dados dois
pontos de configuragao g;, ¢ € @, determinar uma funcao v = [uy,ug,u3] tal que o
sistema

2(t) = f(2(1) + g1(q(®))ur(t) + g2(q(t))ua(t) + g3(q(t))us(t)
parametrizado pela curva z(t) = [q(t),p(t)] : [0,tf] — T, @ e partindo do ponto
(¢(0),p(0)) = (g:,0), seja conduzido ao ponto (q(ts),p(tr)) = (gf,0) em tempo t;.

Pode-se, adicionalmente, estabelecer penalidades sobre um ou todos a funcdo wu, os
estados ¢ ou o tempo ¢ a serem minimizados quando da determinagao do planejamento
da trajetéria. Este procedimento é conhecido como controle 6timo e serd comentado

mais detalhadamente a seguir.
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(b) Estabilizagao da velocidade (u,v,r).

Figura 6.6: Resultados de estabilizagao de posicao e velocidade pela composigao das leis

de controle.
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6.4.1 Controle Otimo do Modelo Cinematico

O planejamento de trajetorias para o sistema multi-articulado pretendido neste trabalho
é tratado como um projeto de determinacao da solugdo de um problema de controle
otimo. Para este fim, utiliza-se o modelo cinematico associado do sistema. Logo, para
as consideragoes a seguir considera-se o modelo cinematico do sistema controlavel, como

mostrado anteriormente na Sec¢ao 5.3.3.

Diferentemente da formulagao da mecénica nao-holonémica, o problema de controle
6timo é um problema variacional. Considere, primeiramente, uma subvariedade D C T'Q)
do espago tangente de uma variedade suave ). Seja uma fungao escalar F' = F(4(t)).

Percorrida a curva ¢(t) : [0,t¢] — @, entre os dois pontos distintos ¢;, ¢ € Q, avalia-se

IP/F

que corresponde ao custo do percurso ¢(t) em Q. A trajetéria em D que liga ¢; a gy e

o valor da integral de linha

cujo resultado minimiza I P dentre todas as possiveis trajetérias em D é denominada de
6tima. Uma condicao necessaria para a obtencao do minimo, ou extremo, do custo I P
é que a integral de F', avaliada nas variagoes de ¢(t), possua deslocamento infinitesimal
nulo?, ou seja

0IP =0

Definigao 6.4.2 (Controle Otimo). Admite-se que D possua pontos, ou segoes de ¢ € (),
com a seguinte parametrizagao & = G(mw(§),u1,...,uy) € D, onde G € C™ e onde
u=(ut,...,upy) €U CR™emx éaprojegao de TQ em Q. Logo, as trajetorias, em D,

que ligam os pontos ¢; e gy sao dadas por

Entao o custo do percurso partindo de g; até gy ¢ obtido pela expressao

P /tf FoG(t))dt
0

Neste caso, a tarefa de determinar as trajetorias 6timas é reinterpretada naquela em
que se deseja determinar o controle 6timo ug,...,u;y,, ou seja, a parametrizacao das

trajetoérias em D.

9Demonstra-se, que este resultado generaliza as equacbes de Euler-Lagrange para a funcido F em

#(t).
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O controle 6timo tem sido aplicado para resolver problemas de minimizagao da energia
quando o controle age apenas no espago de base, refira a (Yang, 1992). Estes problemas
de controle 6timo sao definidos conforme o seguinte: Dados os pontos de configuragao
inicial ¢; e final g5 em (B x G, B, 7, G), ambos na mesma fibra, determinar o controle

u(t) que conduz o sistema (Q, D, ((.,.)),G, H) de ¢; a ¢y minimizando
ty
P / Clr) + (u, u) pdt
t;

para a métrica Riemanniana (.,.) g em B e sujeito as equagoes da cinematica do sistema.
Entretanto, tem-se o interesse em minimizar funcionais, nao apenas das trajetérias no

espaco de base B, mas também, das trajetorias na fibra.

Nos paréagrafos a seguir, realiza-se um exemplo numérico com o modelo cinemético do
sistema de 2-corpos apresentado na Secao 5.3.3. Para o sistema de dois corpos em
questao (5.3.7), o vetor de configuracao é q(t) = (x,y,0,¢)(t), as condigdes terminais

(dg; = dqy = 0) de posicao e atitude

x(t;) = z; x(ty) = xy
yti)=vi  ylty) =yy
0(t;) = 0; O(ts) =0f
oti) =i B(ty) = ¢y
e de velocidade ¢(t) € TQ
B(t)=d =0  @(t;)=d; =0
yt)=9:=0  ylty)=9yr=0
é(ti)zezzo H(tf)=9f20
St)=di=0  $ty) =¢;=0

Vinculos de controle nas variaveis fi, fo, T

0= finin <f1, f2
flva < fmaac

Tmin ST < Tmax
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Alguns indices de desempenho de interesse estdo sendo utilizados. Entre estes:
ty
1P = / ldt =ty (3 u < Umaa)
t;
ty
Py = / 22(t) + y2(t) + 0%(t) + 62 (1) dt
t;

ty
Py = 1Py + / F2() + f2(t) + T2(t)dt
t;

Devido & existéncia do ntiimero relativamente elevado de restricées ou vinculos nas varié-
veis de controle e de estado, optou-se por uma investigacao numeérica, como alternativa
de se evitar a complexidade inerente & obtencao da solugao por métodos analiticos nestes

Casos.

Para tanto, fez-se uso do toolbox de controle 6timo para MatLab denominado RIOTS -
Recursive Integration Optimal Trajectory Solver, (Schwartz, Polak e Yangquan, 1997) e
as suas referéncias. Maiores detalhes a respeito da implementagao do RIOTS néao serao
aqui considerados. Uma recente e detalhada descrigao da teoria do funcionamento do

RIOTS pode ser encontrada em (Menegaldo, 2000).

As Figuras 6.7 e 6.8 mostram os resultados da sintonizac¢ao do controle 6timo aplicado ao
modelo cineméatico do sistema de dois corpos (5.3.7) utilizando o RIOTS. O referencial
movel é localizado na junta rotativa do sistema, com eixo horizontal direcionado ao
corpo direito e eixo vertical, restrito ao plano, é perpendicular ao horizontal, conforme
a Fig. 5.3. O procedimento numérico considerou tempo fixo de 2.4s e otimizagao o indice
de desempenho IP3; dado acima. O controle u é restrito aos valores —1 < f1, fo < 1
e —0.2 < T < 0.2. O sistema parte da origem no plano x — y inercial, totalmente
estendido ¢; = 0 e com orientagao inicial §; = —7/2, isto é, eixo vertical alinhado com o
eixo x inercial. O sistema ¢é levado ao ponto (—1,1) do plano, ¢y = 0 e com orientagao
final 0y = /4.
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Trajetéria Otima no plano x-y
1 T T T

0.8 -

0.7 b

06f : : E

0.3 b

0.2 -

0 I I I I I I I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6

X
op

(a) Deslocamento 6timo do centro do referencial mével no plano
z—y.

Trajetéria Otimas

2 T T

-2 L L L I

tempo (s)

(b) Trajetorias 6timas das coordenadas de fibra (7, 7y, Ocm).

Figura 6.7: Resultados do controle 6timo aplicado ao modelo cinemético do sistema de

dois corpos.
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Evolugdo Otima da variavel da Base
0.3 T T

0.25

0.2

0.15

0.1

0,

0.05

-0.05

0.5 1 15 2 25
tempo (s)

(a) Trajetoria otima das coordenadas da base ¢(t).

Controle Otimo

12

0.6 -

1| | i
1] |

-0.4 L 1 1 I
0 0.5 1 15 2 25

tempo (s)

op

Control u

(b) Controle 6timo u(t) = (f1, f2,T)(t).

Figura 6.8: Resultados do controle 6timo aplicado ao modelo cinemético do sistema de

dois corpos.
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6.5 Conclusao

A partir das consideragoes acima, determinou-se algumas condigOes, e os respectivos

métodos, em que o sistema é estabilizavel.

Os sistemas com apenas duas entradas de propulsao nao sao linearizéaveis por realimen-
tagao estatica uma vez que os seus campos vetoriais geram distribui¢coes nao involutivas.
Além disso, estes sistemas nao sdo linearizaveis por realimentacao dindmica, pois as suas
aproximagoes lineares nao sao controléveis, ou seja, sao sistemas sub-atuados. Neste
caso, recorre-se a técnicas de estabilizacao nao suaves ou variantes no tempo. Para este
proposito, considerou-se aqui uma extensao de um resultado obtido para a estabilizagao
no plano do corpo rigido sub-atuado através do procedimento de anélise e sintese do

controlador segundo a teoria de estabilidade de Lyapunov.

Os sistemas com trés ou mais entradas de propulsdo, que geram dire¢oes de propulsao
linearmente independentes, sao linearizéveis por realimentacao e, portanto, estabilizé-
veis por uma realimentacao do estado obtida através de técnicas de controle lineares,

por exemplo.

Apresentou-se, ainda, exemplos analitico e numérico do planejamento de trajetoria do

sistema de 2-corpos.
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Capitulo 7

Conclusoes

Modelagem

Apresentou-se, neste trabalho, as equagoes de movimento dindmico de uma classe de
sistemas multi-corpos em que os corpos componentes sao fisicamente acoplados por
articulagoes rotativas. Além das articulagbes, ou juntas, ativas, o sistema é dotado de

propulsores que atuam na variacao da posi¢ao do centro de massa do sistema.

Como mencionado no Capitulo 3, a dindmica de sistema em geral associada as restri-
¢Oes de movimento implicam em uma dindmica nao-holonémica. A dindmica do sistema
multi-articulado, apesar de caracterizada por medidas nao integraveis no sentido de Fro-
benius, dado pelo momento angular, foi aqui considerado livre de restrigoes cinematicas
no espaco bidimensional. Logo, as equactes de Euler-Lagrange foram utilizadas para a

modelagem Lagrangiana do sistema.

Na presenga de restricoes nao-holonémicas de velocidade, no entanto, a modelagem
do sistema deve seguir pela formulacao do Principio de Lagrange d’Alembert, como
discutido no Capitulo 3. Neste caso, a dindmica ndo é obtida por um procedimento
variacional, que caracteriza os problemas de controle 6timo, uma vez que a variagao das

curvas é tomada sem as restrigoes.

Além desta, a modelagem Hamiltoniana do sistema foi apresentada segundo duas para-

metrizagoes da orientacao do centro de massa do sistema.
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Controlabilidade

A importancia da analise de acessibilidade nao-linear de sistemas dindmicos reside na
analise com vista a obtencao de controle e da sintese de algoritmos de planejamento de
trajetéria, atividade nao realizada neste trabalho mas reservada como um dos tema de

trabalhos futuros.

O sistema proposto, com pelo menos duas entradas de propulsao e com o espago de base
totalmente atuado, sempre é acessivel em todo espago de configuracao @, independente
do ntimero de corpos. Isto decorre do fato de que, para um conjunto de sistemas com N
crescente, o nimero de direcoes de movimento possiveis, e construidas pelos colchetes
de Jacobi-Lie, cresce mais rapidamente que o niimero de estados ou dimensao do espaco

de fase para o qual a dimensao da algebra de acessibilidade deve alcancar.
Estabilizacao

O método utilizado para a estabilizagao do sistema no plano é dependente do niimero de
entradas; em particular, do namero de entradas de propulsao. Pode-se enfatizar que, em
geral, este nimero de entradas é também funcao da quantidade de diregoes linearmente

independentes que os campos vetoriais correspondentes podem gerar.

Para sistemas da classe, em que o espago de base é totalmente controlado, com trés
ou mais entradas de propulsao é possivel estabilizar o sistema a um ponto de equilibrio
empregando-se técnicas lineares de controle ao modelo linear do mesmo. O procedimento
considerado para a lineariza¢ao do modelo do sistema é exato e realizado por um método
de linearizagdo por realimentagao. Note que, pela definicao da classe de sistemas no
primeiro capitulo, nao é possivel utilizar esta solucao de estabilizacao para o sistema
com apenas dois corpos, uma vez que possui apenas duas entradas de propulsao. Neste
caso, assim como para sistemas de /N corpos mas com apenas dois propulsores, utilizou-
se uma técnica derivada da teoria de estabilidade de Lyapunov para estabilizagao da

dinamica do sistema.

7.1 Sugestoes para Trabalhos Futuros

Algumas possiveis contribuicoes futuras sdo resumidas a seguir:
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Modelagem tridimensional do sistema. A extensido dos modelos obtidos no plano
ao espaco de trés dimensoes nao é trivial e requer atencao com relacao ao apare-

cimento de singularidades;
Analise da dindmica: estabilidade, bifurcagdes e caos;

Modelagem do sistema sob acao de forgas dissipativas ou potenciais: como no caso

de robds submarinos e terrestres;

Planejamento de trajetérias construtiva, com embasamento nos resultados de aces-

sibilidade do sistema;

Planejamento de trajetérias através de uma abordagem analitico-numérica do con-
trole 6timo. Otimizagao da configuracao de entradas, isto é, determinar uma
combinacao 6tima de entradas, propulsores e atuadores rotativos, para uma de-

terminada trajetoria dada;

Investigacao de outras técnicas nao-lineares de estabilizagdao. Considerar técnicas

de rastreamento.
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Apéndice A

Fundamentos (GGerais

A.1 Aplicacoes e Conjuntos Usuais na Mecanica Geomé-

trica

Seja um grupo de Lie G agindo em uma variedade M e g a élgebra de Lie correspondente

ao grupo G. Parax € M, g € G, e {,n € g, definem-se os seguintes.

Para uma curva, t-parametrizada, t£ em g e t € R, a aplicagao exponencial é dada pelo

subgrupo de um parametro v¢(t) tal que

exp:g— G:t&— exp(tf) = EL(e)

A orbita da acao ¢ de G em M corresponde a uma variedade imersa de M
Orb(z) ={®y(z) |ge G} C M (A.1.1)

A aplicagdo de projecdo m e o espaco quociente estdo relacionados pelas seguintes ex-

pressoes

T M— M/G
x +— Orb(z)

Seja £ € g. A R-agdo em M segue da relagao

BE(t,7) = B () = D(exp(t€), 7) = Pexp(re) () (A.1.2)
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Seja ® : G x M — M uma agao de grupo suave a esquerda. O gerador infinitesimal
de ® é definido como o campo vetorial relativo a acao de grupo ¢ dada pela aplicagdo

exponencial de uma trajetéria na algebra g parametrizada por ¢, ou seja

d
fM(.T) = % 0 (I)exp(ti) (‘T)

Automorfismo interno, ou aplicagdo conjugacao, é definida por

I,:G—G (A.1.3)
h Iy(h) = Ry-1 0 Lg(h) = ghg™" (A.1.4)

A acdo adjunta de g € G em £ € g corresponde a aplicagdo Ad : G x g — g. Esta repre-
senta uma transformagao de similaridade para Lie algebras de matrizes. Sob o contexto
da cinematica do corpo rigido, a aplicacdo adjunta representa uma transformagao do

sistema de coordenadas de referéncia
Adg=Tl,:g— g (A.1.5)

§ Te(Rg1 0 Ly)(€) = . gh(e)g~' = g&g " (A.1.6)

onde £ é a tangente da curva h(e) em € = 0. A agdo coadjunta de g € G em p € g* é a
aplicacao Ad* : G x g* — g* ou

Adj1:g" — g (A.1.7)

onde
(Ady -1 (p), &) = (p, Adyg-1(€)) (A.1.8)

observe que Ad; nao é definida como a aplicagao coadjunta, mas representa simples-
mente a aplicagao dual de Ady e que Ady = AdgT para grupos de matrizes. O operador

adjunto ou, simplesmente, ad, é definido por

ad¢ :g— g (A.1.9)
n i &(n) = (& 7] (A.1.10)

onde o gerador infinitesimal {; para a agao adjunta ¢ dado por

d

§g(77) - % o Adexp(tf) (77)

Sejam X e Y dois campos vetoriais e a algebra definida pelo operador adjunto adxY =
[X,Y]. Aiteragio do colchete de Jacobi-Lie por [ vezes ¢ dada por ady Y = [X,...,[X,Y]...].
Define-se adg(Y =Y.
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O operador coadjunto
adg : g" — g (A.1.11)

onde
(adg(a), m) = (o, adg(n)) (A.1.12)

Assim como no caso da aplicacdo adjunta, vale a relacdo ad* = ad” para grupos de

matrizes.

A.2 Representacoes Espaciais com a Algebra do Grupo

A.2.1 Representagoes entre Referenciais

Para g = £ € TyG a representacao inercial, respectivamente de corpo, é dada pela

translagao a direita, respectivamente esquerda, em T'G ou, para grupos de matrizes,
Es=T,Ry (O =dg o &a=TLa(=gg  (A21)

onde §() pertence a Lie dlgebra de G, isto &, {) € T.G = g.

Para g* = p € TG a representagao inercial de p ¢ dada por sua translagao a direita

em T*G ou

ps =TrRy(p). (A.2.2)

Analogamente, a representacdao de corpo de p é dada pela translagao a esquerda em T*G
ou
s = T2 Ly (1), (A.2.3)

onde p () pertence a Lie algebra de G*, ou seja, p() € T,G = g*.

Para grupos de matrizes, tem-se
&s = Adgép = gépg ™" (A.2.4)

Logo, a relagao entre as representacoes nos referenciais inercial e moével em T'G, respec-

tivamente T*G, sao dadas pela aplicagao adjunta

§s=Ady &g & Ep=Ad,1 &g e (A.2.5)
ps =Ad; o pp & pp=Ady ps (A.2.6)
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A ponte entre a algebra de Lie e a sua representacido dual é feita pelo levantamento

cotangente da acao de grupo @4, (g € G) e dada pelo pareamento da algebra
(T7@gm, &) = (m, TeDyE) (A2.7)

onde { € genm € T/G. Logo, para manipulagoes com matrizes, onde o elemento
identidade e é dado pela matriz identidade (e = I), e para uma agdo de grupo a
esquerda ®, = Ly, (A.2.7) é definida por

(Tf Ly, &) = (m, TrLy&p) = tr(n’ gép) = tr(ép g” )
= (ép, g ™) = (€, T Lgm) € R

onde tr é a operacao traco, definida no espago matrizes quadradas. Portanto

pp=TiLy=g'meg (A.2.8)

A.2.2 O Grupo SE(2)

Para R = R(f) € SO(2), onde 6 ¢ a parametrizagao de um elemento do circulo S' e

r = (z,y)7 € R?, tem-se que

€ SE(2) (A.2.9)

R r
g:
O1x2 1

O elemento inverso correspondente

. [ R0 —-RYO)r ] B [ RT(0) —RT(0)r

= € SE(2) (A.2.10)
01x2 1

pois R71(#) = RT(9) = R(—0). Como mencionado anteriormente, qualquer elemento

g de SE(2) pode ser parametrizado pela tripla (z,y,6) e

, R
g =
O1x2

Os elementos da Lie dlgebra para SE(2) podem ser obtidos pela translagao dos pontos

€ T,SE(2) = Tr»)SE2) = T(p.ry)SE(2) (A.2.11)

do espaco tangente Ty SFE(2) aos pontos do espaco tangente na origem TeSE(2). As
translagoes a esquerda fornecem representaces do espaco de fase do sistema no referen-
cial movel; alternativamente, as translagoes a direita fornecem representacoes do espaco

de fase do sistema no referencial inercial. Uma translacio a direita de ¢ por g~! fornece

s — 4g! RR” —RR'r+v
s=99 =
O1x2 0

€ T, SE(2) = se(2) (A.2.12)
O1x2 O

[—wM v
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onde v = 4+ wMr, w = 0 € R, o elemento identidade e do grupo SE(2) é a matriz

identidade I3 e M é a matriz (quadrada) simplética de dimensao 2 dada por

“ |

Note que é possivel tomar se(2) ~ R? e os elementos {s podem ser definidos pela

parametrizacao {g = (w, V).
Ademais, para us = T R,m e utilizando o pareamento entre os elementos dos espacos
duais, tem-se

(T Ry, &s) = (m, TeRy€s) = tr(psés) = pw + a - v = ((p, ), (w,V))
Portanto, os elementos da Lie algebra dual se*(2) possuem a seguinte estrutura

IM 02x1
j1s =
o

€ T}, SE(2) = s¢*(2) ~ R?

onde ¢ € R e a € R?. Identificando se(2) ~ R? ~ s¢*(2) o pareamento entre se(2) e

s¢*(2) corresponde ao produto interno usual em R3, como mostrado acima.

Para elementos de grupo parametrizados por g = (R, r), a agado adjunta Ad, na algebra

se(2), relativa ao referencial movel, fica

(A.2.13)

B —wM 1+ wMr
Admnés=9&p g ' = [ ] =¢s

01><2 0

que recupera (A.2.12), ao passo que a agao adjunta inversa Ad;1 em &g fornece

—wM RTF

—¢p (A.2.14)
0152 0

Adgy1 & =9 ¢s g = [

o que recupera o elemento correspondente no referencial mével £g. Sob o contexto em
que operacoes sao realizadas com vetores, ao contrario de quando com matrizes, pode-
se obter a representagao matricial da agdo adjunta aplicada a {g = (w, V) através da

expressao

1 0172 1 0172 w w
Adwa) = [Mr R] = Admp(@v) = [Mr R] (v) - (er—i—Rv)

(A.2.15)
que parametriza o resultado em (A.2.13). Analogamente, a representagdo matricial da

acao adjunta inversa Ady—1 fica

1 0
Ad(R,r)—l _ [ 1x2 ]

—R™Mr RT
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que fornece Adg -1 s = g Y59 = £ quando aplicado em £g, ou seja:

1 01><2 w w
Adg p)-1 (w0, V) = - A.2.16
(R (V) [ _R’Mr R7 ] (v) (RT f) (A.2.16)

No resultado acima utilizou-se (A.2.12). Observe, também, que este condiz com a
expressao obtida em (A.2.14). Alternativamente, é possivel obter expressoes da acao

adjunta para elementos de grupo dados por ¢ = (r,R), como apresenta a seguinte

expressao
1 0qp2 R Mr
Ad(R,r) = = Ad(r,R) =
Mr R 0172 1
Neste caso, a representacao matricial da agdo adjunta de £ = (v,w) ¢é obtida pela
expressao

Ad(r,R) (Va w) =

R Mr| /(v wMr + Rv
= (A.2.17)
0172 1 w w

que corresponde ao resultado de (A.2.15), como esperado. A aplicagao adjunta inversa

correspondente, equivalente ao resultado em (A.2.16), é dada por

Adgpry-1 (V,w) = [RT _RTMr] (:) = <RTf) (A.2.18)

012 1 w

Note que [Ad,-1] = [Adg]~1. Observe, também, que a agao adjunta inversa Adg-1,
anula a acao da agao adjunta direta, como esperado; ou seja, AdgAd,—1 = I3 para um
sistema plano. O mesmo vale para a acao coadjunta Ad;. A velocidade do corpo rigido

no referencial movel g € se(2) ¢ obtida segundo a expressao

e — gL [RTR RTf]
B=9 9=

—wM RTF
O1x2 0

O1x2 0

Mostrar que a algebra se(2) nao é abeliana é trivial. Sejam dois os elementos da &algebra

se(2) dados por & = (w1, u1,v1) € & = (w2, uz, v2). Calcula-se, entao

_—wlwg 0 —w1112_

§fo=| 0  —wiwy wiug

| 0 0 0 |

€ - -
—Wwiwy 0 —w2v1

§61 = 0 —Wiws  waul

| 0 0 0 |
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Logo, &1 e & nao comutam. Observe, no entanto, que, assim como ocorre com 0 grupo

SO(2), os elementos da algebra so(2) comutam.

A aplicacao exponencial exp : se(2) — SE(2) : (w, vz, vy) — (6,74,7y), também conhe-

cida por hélice, provem da formula de Rodrigues, veja (Bullo e Lewis, 2005):

0=w (A.2.19)

Vg
[ ] , para w =0 (A.2.20a)

sinw (1—cosw) Vg
« w ) para w # 0 (A.2.20b)
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Apéndice B
Resultados Auxiliares

Resultados auxiliares para mecénica geométrica sao detalhados a seguir.

B.1 Superficie de Energia Constante para o Sistema de 2-

corpos

No que segue, apresenta-se o calculo das superficies iso-energia (energia constante) para
a din&mica rotacional do sistema de dois corpos interconectados. Para isto, deseja-se
reduzir o Hamiltoniano do sistema (4.2.18) a T*S!. Definem-se os parametros y e v

COomo
M2 — 1

=1 +p=p v 5

Parametriza-se o momento angular como
_ 1
p1 = —V+gp
p2 =V + %M

Substituindo estas defini¢oes em (4.2.18), tem-se:

- 1\? 1 1 . 1\?
2AH = [IQ <—I/+2M> — 2€eA <—u+2u> <Z/+2M> + I <V+2M> ]

. - 1 . - .
= |:([1 + Iy + 26/\)V2 + (Il — IQ)/,LV + ZMQ(II + Iy — 26)\)] (B.l.l)
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A parametrizacido para a plotagem no espago 3D é feita através de coordenadas cilin-

dricas:

{xzucos«z») ;S{ p=yat (B.1.2)

y = psin(¢) ¢ = arctan ()
Substituindo p e ¢ em (B.1.1) e resolvendo a equagao algébrica de segunda ordem para

a componente vertical v, para um dado valor de H, determina a superficie iso-bérica.

B.2 Desacoplamento dos Componentes da se(2)

Tem-se o interesse de mostrar aqui a estrutura desacoplada dos componentes da élgebra
de Lie de grupos com produto semi-direto. Uma abordagem similar a encontrada em
Marsden, Ratiu e Weinstein (1984) sera tomada a seguir. Como caso especial, pode-se
mostrar o desacoplamento dos componentes de se(2), que resulta do fato da estrutura

do grupo SO(2) de SE(2) estar desacoplada da estrutura do espago vetorial R2.!

Seja a agao de um grupo de Lie G no espaco vetorial V. Para g1,90 € Gevi,v2 €V, a

estrutura de grupo GOV é definida por

(g1,v1) - (92, v2) = (9192, g1v2 + V1) (B.2.1)

onde ® determina o produto semi-direto. Denomina-se por S o grupo dado pelo produto

semi-direto do grupo de Lie G com o espaco vetorial V,
S=GOV =Gx,V

O simbolo x, ¢ empregado em Marsden et al. (1984) para representar a mesma estrutura
de produto dada por ®. Logo, para g € G e u € V, tem-se (g,u) € S. A algebra de
Lie associada é

s=g@V =gx,V

onde V ~ T,V e ey ¢ o elemento identidade do espaco vetorial V. Isto pode ser
explicitado pela seguinte identidade: (0,v) = (ey,v) € T,V ~ V. Logo, os elementos

da algebra Lie e da sua dual sao

Ee€g, veV=({v)€Es (B.2.2)
peg, acV = (ua)es” (B.2.3)

LObserve que, apesar de ambos SO(2) e R? serem abelianos, a estrutura do produto semi-direto de
SE(2) nao é abeliana.
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Ademais, o fibrado tangente possui a seguinte estrutura
vp € TG, W eIV =V = (vp,v,w) € T(j ) (G x V) (B.2.4)
ap € TG, acTyV =V = (ap,v,a) € T(), (G x V) (B.2.5)
A agdo a esquerda L de (g,u) em (h,v) é
Ligw(h,v) = (gh,u+ p(g)v) (B.2.6)

Por causa da estrutura de um produto semi-direto de S, o elemento inverso de S é

(g,v)"1 = (9*1, —p(gfl)v),2 onde p é um automorfismo de G em V. Segue que

L(g,u)—l(hav) = (g_lh’g_lv - p(g_l)u)

Uma translagdo genérica, no fibrado tangente, de (h,v) no ponto (g,u) é dada por

T(h,v)L(g,u) (Uhv v, W) = (Tthvh7 u+ p(g)v, p(g)w)

A translagdo a esquerda para a algebra de Lie s fica

v p(h ) p(hw)

Tth ) Lny-1 (0n, v, W) = (Th Lyp-10p, —p(h™")
= (h_lvhaoap(h_l)w)
= (h_lh,O,p(h_l)w)
== (€G76V7£V) €s

Observe, da ultima igualdade, que a algebra do espago vetorial é dependente do elemento

de grupo h. Alternativamente, a algebra de grupo é independente do espago vetorial V.

Pode-se também verificar o desacoplamento da algebra abeliana de grupo g da algebra
do espago vetorial V' através da obtencao das constantes estruturais cgc da algebra s.

Refira a Segao B.5.

B.3 Equacao da Conexao Horizontal e Holonomia

Seja @ dado por uma estrutura principal (s,7) € Gx B. A solugao da equagao diferencial

relativa ao componente horizontal de uma conexao de Ehresman A é dada por:

5(t) = —s(t)A(r(t))r(t) = —TeLyw)&(t), s(0) =e. (B.3.1)

2Isto pode ser mostrado fazendo

1_

(9:v) (g, v) " = (g, v)- (g7, =p(g " )V) = (997, v — p(9)p(g~")v) = (e,0)

Pela natureza comutativa da agao de grupo, o elemento identidade pode ser obtido quando o elemento

inverso age a esquerda de (g,Vv).
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Denominando-se s(t)~15(t) = 7(t) € g, onde 17(0) = 0, pode-se proceder segundo

/Ot iy dt =n(t) —n(0) = n(t) = (— /Ot Alr)r dt) - <_ /Otf(t) dt) (B.32)

A solugao da equagao diferencial (B.3.1), como discutido em Marsden et al. (1990), é

da forma

s(t) = exp(n(t)) (B.3.3)

$(t) = n(t) exp (n(t)) (B.3.4)

Substituindo (B.3.3) e (B.3.4) em (B.3.1), segue que
nexp(n(t)) = —exp(n(t)) A(r)r = (B.3.5)
— A(r)rexp </0 A(r)r dt) = —exp (/0 A(r)r dt) A(r)r (B.3.6)

Ambos os lados da ultima expressao sdo iguais somente se seus fatores comutarem, ou

seja, se (condigao suficiente) o grupo de Lie G for abeliano.

B.4 Curvatura da Conexao

A finalidade desta secdo é mostrar como obter as expressoes para o calculo das fases ge-
ométricas de um sistema de corpos articulados. Algumas defini¢Ges que serao utilizadas
abaixo podem ser encontradas no Capitulo 4 de (Marsden e Ratiu, 1999). As expressoes
serao escritas para um sistema de (N = 5)-corpos. O vetor orientacao 6 e de formato

do sistema ¢ sao dados por:

01 - 5 7 r g 7 r 6 — 0 7 0 00O

0, gbl 021 92 01 100 0

0=16;|, o= (; = 932 = 93 92 ., M=1]110 0

0 ¢3 043 94 03 1110

0 | | P4 | | Usa | | U5 — 04 | 1111
Seja dz®, i = 1,...,n, a base dual para um dado sistema de coordenadas de uma
variedade genérica. Para uma funcao real f arbitraria, tem-se
of of of of
_ _ b _ 1 2 3 n

d(f) = gradf - dx = (gradf)’ = %d:v + @dx + @dx +- 4 %dsv (B.4.1)
Seja d¢', i = 1,...,N — 1, a base dual de um sistema de coordenadas para um espaco

de base.
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Partindo de (5.2.4), define-se a fungao vetorial F' como

13J(¢)M
13J(f)1n

onde as funcoes reais f;, ou também 0-formas, sdo dadas por

F(¢)=— = (f1, fo. f3, 1) (@) : RND — ROV-D)

fi=filg) :RWV-D S ROV-D =1 N —1
Transformando o vetor F' em uma 1-forma por meio de um operador bemol b, segue que

F’ = f1dd" + fod¢? + fzdd® + fade* = Al(¢)de’

Observe que F” corresponde a 1-forma da conexao A(¢)dp no espaco de base. A

derivada exterior de F”, simbolizada por d(F b), ¢é obtida segundo a expressao

d(F’) = dfy Ado' — f1 Ad(de) + dfs A d? — fo Ad(de?)
+dfs Adp — f3 Ad(dp®) + dify Adet — fu A d(de?)

Note o uso do operador produto exterior A, agora que df; é composta por 1-formas.
Sabe-se também, das propriedades gerais de diferenciacdo externa das formas, que
dd¢’ = 0. Utilizando (B.4.1), tem-se

d(F’) = df) Ado' + dfs Adg? + dfs Adg® + dfy A do?

(B g G B

+ <§£21 o + gﬁ de? + gf; d¢® + ggj de > A dgp?
<§£§ ' + gf; d® + §£§ e’ + gﬁ de ) A dg?
R T

Utilizando a propriedade de anti-comutatividade do produto exterior para 1-formas,
obtém-se dr Ady = —dy Adx e de ANdx = 0. Agrupando os termos com fatores comuns,

chega-se a expressao

) ) 0 9

Ofs Ofs 3 4 Ofs  0fi 1 4
+(&¢533¢4)d¢ Ade Jr(&&@qﬁ‘l)dgb A de

af?) afl 8f4 8f2
+ (&¢1 — D63 ) dopr N dos + <&¢2 — 8¢4> dpa A doy (B.4.2)
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Para o espaco R?, a expressio geral do equacionamento acima segue da seguinte equacio
d(F’) = n - curlF dQ

onde a funcdo curl de F ¢ (+d(F”))! e dQ ¢ o elemento infinitesimal da area sobre o

qual a integracao da forma da curvatura é realizada, (Spivak, 1999).

Para uma k-forma genérica no espago vetorial dual n-dimensional 7;/Q) (k < n) e com

a base {dz', ..., dz*}, tem-se que
w = ijdm[ = Z wil,m’ikdmil A A dzt® (B.4.3)
1 1 <<
onde a notagdo multi-indice I = (i1, ..., i) é definida acima. Observe que uma seqiién-

cia de produtos exteriores dos elementos da base acima define a funcao determinante

usual no espaco de matrizes GL(k,R).> O diferencial da forma w é

dw = Z dwrdz! = Z z”: §;¢d$a A da! (B.4.4)
1

I a=1

Especializa-se, agora, as expressoes acima para a conexao principal (k = 1) e para a

curvatura de formas (k = 2). A holonomia para o sistema pode ser computada através

de
holonomia := // d(F’) :// BdQ
Q Q

onde d(F’), para o sistema de 5-corpos, é dada por (B.4.2). Para um sistema de
3-corpos, uma holonomia nao nula pode ser obtida variando-se as duas variaveis do
espaco de base. Dada a conexdo A : TSO3(2) — s0(2) em SO3(2)/S0(2) segue que,
para um movimento horizontal, o movimento na dire¢ao da fibra é obtida através da
integracao de

Aoc(¢) = Z a;, do™ = ayd¢' + azde® (B.4.5)

O sinal negativo é omitido na expressao acima. Por outro lado, para a curvatura B
B = byadp* A d¢? (B.4.6)

onde b12 pode ser escrita como uma fungao de ay, usando (B.4.4), como

8(12 8(11

= 591 ~ 55 (B.4.7)

12

30 operador determinante de matrizes é um exemplo de um tensor alternante.
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Note que, por s0(2) ser abeliana, o termo restante do colchete de Lie nao entra nas
férmulas de curvatura. Isto pode ser facilmente verificado observando que a tnica

constante estrutural nula é c}; = 0, uma vez que a algebra é uni-dimensional.

No fibrado principal, a expressao para os componentes da curvatura da conexao é Byye(r)-

. . b ..
(7'1,72) = Bygri72ep, onde

OAY QA
b _ 8 a b jga gc
Baﬁ = <8ra arﬁ CacAaAB)

sao as constantes estruturais detalhadas na Segao B.5.

b

e onde as c,..

B.5 Constantes estruturais da algebra se(2)

Seja g a algebra de Lie algebra do grupo de Lie G. As constantes estruturais da algebra
g sdo os escalares 2, para a,b,c = 1,...,n, onde n ¢ a dimensdo da algebra g. Dada
uma base da algebra {ej, €9, ..., e, }, as constantes estruturais sao determinadas através

de

[eas ec] = CZC

€y
onde [.,.] representa a operacao dada pelos colchetes de Lie. Para o grupo SE(2),
parametrizado pelos elementos com a estrutura g = (5,7, ), tem-se os seguintes com-

ponentes da base para a élgebra correspondente se(2)

0 01 0 00 0 -1 0
er=10 0 O, e=1]|0 0 1|, es=1]1 0 O
0 00 0 00 0 0 O

pois dimse(2) = 3. Utilizando esta base no célculo das constantes estruturais através

dos colchetes de Lie, obtém-se

0O 0 O 0 0 -1
Ctllc =10 0 1}, C?w =10 0 O], CZC = 03«3 (B.5.1)
0 -1 0 1 0

B.6 Espaco Tangente & Orbita do Grupo

O espago tangente a érbita do grupo pelo ponto ¢ € @ é definido pela expressao

T,0rb(q) = {¢q(q) [ £ € g} C T,Q
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Para G = SO(2) e um elemento w € s0(2), o espago 1,0rb(g) fica

0 0 0
oo = (- e 0

891 892 89]\[
R R
— P 96, T 90, 90
pois SO(2) age igualmente em todos os corpos e w = 0 =6, =--- = 0y. Quando

G = SE(2) e para um elemento da algebra { € se(2), em fungdo das coordenadas
(w, vz, vy), tem-se que o espaco T;Orbg(g) toma a seguinte forma
0 0 0 0 0 0 0
T Orb = vy i TS T T T
qOr SE(Q)(q) v ar. +Uy8ry + w < Tyﬁrx +r or, + 9, + 0, 4+ 4 39N)
0 0 0 0 0 0 }

0
_bpan{%,%,—ry%+rx%+%+aez++89N

Observe que T;0rbg(q) é um espaco tridimensional, ou seja, dim 7,0rbg(q) = 3, mer-
gulhado no espaco tangente 7,(, cuja dimensao, em funcao do nimero de corpos com-

ponentes do sistema, é 2(NN + 2).

B.6.1 Gerador Infinitesimal de SE(2)

O objetivo desta secao consiste em obter o gerador infinitesimal da algebra do grupo
SE(2) no espago de configuracao Q. A titulo de exemplificagao, utilizar-se-a o espago
de configuragao do sistema de dois corpos (N = 2). Revisa-se, primeiramente, a a¢do
do grupo G na variedade Q. Seja G = SFE(2) o grupo de Lie, dado por g = (R,r) € G,
agindo nele mesmo, ou seja em @ = SE(2), onde ¢ = (Ry,rem) = (01,72,7y) € Q. Este
é o tipico caso de transformacoes da configuracao do corpo rigido no plano. Portanto,

a acado a esquerda ®, do grupo SE(2) em @ fica

R r

. (B.6.1)

®y(q) = [

R: ro, B RR:1 Rrg, +r
0 1 0 1

Seja agora a acdo de SE(2), com a mesma parametrizacdo acima, em Q = S x S' x R?,
onde ¢ = (R1,Ra,rem) = (01,02,72,7y) € Q. Logo, a agao a esquerda @, é

(B.6.2)

R r R1 R2 Tem RR1 RR2 chm+r
(I)g(Q): =

0O 1]({0 O 1 0 0 1

Observe que a orientagao relativa entre os corpos 1 e 2, dada pela coordenada ¢ do

espaco de base B, nao é alterada com a acao de grupo. Isto equivale a dizer que a
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agao de grupo se aplica somente a componente da fibra G do espago de configuragao @,

permanecendo inalteradas as coordenadas do espago de base B.
Seja o elemento da algebra de Lie se(2) dado por £ = (w, V) = (w, v, vy), onde w define
a matriz anti-simétrica € como

0 —w
w 0

Q=

] = wM € 50(2)

onde M ¢é a matriz simplética definida na Segao A.2.2. Seja uma curva na algebra se(2)
parametrizada por t e dada por t§ = t(w, vy, vy) € se(2). Para computar a exp de t£

observe que, para tw # 0, tem-se

exp(t&) = € SE(2) (B.6.3)

onde

p(t) = 1 [ sin(tw) —(1-— cos(tw))] [t%] (B.6.4)

tw |1 — cos(tw) sin(tw) tvy
Quando tw = 0, segue, da regra de diferenciacao de I’'Hospital, que exp(t§) é simples-
mente t£. Portanto
(R(tw)R1, R(tw)Ra, R(tw)r + p(t)), paraw #0 (B.6.5a)
Pespiee)(4) = { (R(tw)Ro, R(tw)Ro, R(fw)r + tv),  paraw = 0 (B.6.5D)

Logo, o gerador infinitesimal é dado por

d
gQ(Q) = dt‘ (I)exp(tg)(Q) <B66)
t=0
- (ﬁRl, OR,, Or + v> (B.6.7)
pois
d R(tw)ﬁ’ =Q, ou (B.6.8a)
—| R(tw)= < _ =0
dt],_y QR(tw)‘ =0 (B.6.8b)
t=
e
d p(t) 1wR(tw) v=DLv=v (B.6.9)
n = - =Iv = 6.
dt =0 w +=0

Procura-se, agora, obter uma base para o espaco gerado pela Algebra de Lie, parametri-

zado por £, na variedade de quatro dimensoes Q). Qualquer elemento do espago tangente
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sobre @) tem coordenadas dadas por (z, 9, 01, 03). De (B.6.7), segue que

il 244, 0 1, 0
1= e Ty T ge, T "5,
0 8 0 0 . . .

—v2+v2+w ngngriwLi =£¢0(q)
Y T Wy Yor "Toy 96, " 00, @\

Ou, equivalentemente

0 o o9 0
Sala) = (v =) go + (o T rew)g T wgg T wgg

O espaco gerado pela Algebra de Lie, através de €, em @Q é denominada espaco tangente
4 oOrbita do grupo em ¢ e representado por T,0rb(g). Segundo a descri¢do do caso

acima, este espago é construido da seguinte maneira

g 0 0 0 0 0
T S G W )
qOrb(q) = spam{a "5y Yom +x (9 + 9, + 99, } C T,Q

e, portanto, dim 7;0rb(g) = 3. Logo, uma base natural para o gerador de se(2) em @ é

0
1
(1,0,0)0 =5
0
1
0.1,00=5
0 0 0 0
(0,0,1)q =~y + o+ 2o+ o

dr oy 00, ' 90,

Observe que o quando espago de configuragao ) é dado por uma estrutura principal
G x B, o gerador infinitesimal em () nao apresenta influéncia da acdo de grupo nas
direcoes do espaco de base B. No caso estudado acima, o gerador infinitesimal adquire

a seguinte forma:

0
(17O>O>Q_%
0
1 = —
(0,1,0)q 3y
0 0 0 0
(0,0,1)@— y%—anfy—Faiel"F %
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Apéndice C

Modelagem Complementar

C.1 O Corpo Rigido

Referencial
Movel

S

Referencial
Inercial

Centro de
Massa

Figura C.1: O corpo rigido com dois propulsores no SE(2).

Considere um corpo rigido no plano com dois propulsores fi, fo alinhados na diregao
longitudinal do corpo e localizados simetricamente em ambos os lados do centro de
massa. Note, pela Fig. C.1, que os propulsores atuam na dire¢do v do referencial do

moével do corpo.

As coordenadas inerciais sao determinadas por (14, 7y,6) e por ps = (pz, Py, Ps), onde
Tz,Ty,0 sdo as coordenadas de grupo SE(2) do centro de massa do corpo. O movi-

mento no referencial do corpo é parametrizado por pup = (Py, Py, Py). As equagoes de
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movimento, no referencial inercial, sdo dadas por:

Ty :px/m C.1l1
Ty = py/m C.1.2
0 = po/I C.1.3

Pe = —(f1 + f2)sin(0)
Py = (f1+ f2) cos(0)
po = (fo— f1)L

Note que a aplicagdo momento fornece o momento total do sistema com relagao a origem

do referencial inercial:

Dz mry
J(UQ) = MKSs = Dy = mry
T2Py — TyDz + Do m(ryty — ryiy) + 160

Na auséncia de esforgos externos, a taxa de variacao temporal do momento total j1g = 0,

como previsto pelo Teorema de Noether.

Observe que a estrutura das equagOes acima em muito se assemelha & estrutura das

equacoes cinematicas do uniciclo, dadas por

T = up cos(0)
Ty = uq sin(6)

0 = us

e parametrizadas pela entrada (uj,u2). Sabe-se que estas equagdes nao sdo lineari-
zéveis por realimentagdo estatica (Respondek, 2002), pela falta de involutividade de
determinadas distribui¢oes geradas pelos campos vetoriais do modelo. As equagOes de

movimento (dindmica) do uniciclo sdo dadas por

Tz = Dz/M (C.1.7)
Ty = py/m (C.1.8)

6 = po/T (C.1.9)
Pz = uy cos(6) (C.1.10)
Py = u sin(6) (C.1.11)
Po = U2 (C.1.12)
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Observe a semelhanca das equagbes acima com as equagoes de movimento do corpo
rigido (C.1.1). Isto pode ser verificado por uma reparametrizacao das variaveis de

entrada, em relagao aos parametros de entrada originais (f1, f2), definida por

ARSIk

O corpo rigido com dois propulsores possui todos os seus autovalores nulos, quando

fi+ fo
fo—f

o modelo dindmico correspondente é expresso nas coordenadas do referencial inercial
(rz,7y, 0, pz, Dy, II). Neste referencial o sistema é controlavel na fibra, ou na algebra
s¢(2)*, uma vez que o critério de posto pleno (LARC) é satisfeito para um sistema com
campo vetorial f(z) identicamente nulo. O equilibrio do corpo rigido dado no referencial

inercial é dado por (¢,p) = (qo,0), fixada uma configuragao gy qualquer.

Obtendo-se o momento correspondente no referencial mével, através de up = Ad;_l s,

tem-se
cos(8)ps + sin(8)py P,
pp = | —sin(f)p, +cos(@)py | = | Py
10 Py

Como, no caso plano, um dos eixos estéa sempre alinhado, tem-se que Py = pg = [ 0 e,
portanto, quando da conservacao do momento angular pg = Py = 0. As equacoes de

movimento escritas no referencial movel, utilizando o momento linear acima, sao dadas

por:
Py = %(Px cos(0) — P, sin(6)) (C.1.13)

iy = (Pesin(6) + P, cos(6)) (C.1.14)

0=Py/1 (C.1.15)

P, = Py/IP, (C.1.16)

By = —Pp/IP; + (fi + f2) (C.1.17)

Py=(fo— fi)L (C.1.18)

Quando expresso nas coordenadas do referencial movel (ry, ry, 6, Py, Py, II), entretanto,
pode-se verificar a existéncia de dois autovalores no eixo imaginario (+:I1/I) e os quatro
autovalores restantes sao nulos. Neste caso, o campo vetorial das variaveis em se(2)* é

nao-nulo.
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C.2 Sistema Multi-Corpos

C.2.1 Matriz de Inércia do Sistema

Detalha-se nesta secao o algoritmo iterativo para determinagao da matriz de inércia J
originalmente apresentado em Sreenath (1987), mas mostrado corretamente a seguir. A

matriz de inércia é utilizada no modelo analitico apresentado na Segao 4.1.

Considera-se o referencial mével localizado no centro de massa do sistema. A posigao

do centro de massa do sistema, em relagdo ao referencial inercial Figura C.2, é dado por

L
= — 2.1
r=_ ;mkrk (C.2.1)

corpo k

-1
corpo k corpo k+ 1

Referencial
Movel

Centro de
Massa

Referencial
Inercial

Figura C.2: Esquema para a modelagem da matriz de inércia do sistema multi-articulado

J.

Para um sistema de N corpos interconectados note que aq, 517. Adicionalmente, 35 é

o vetor do centro de massa do corpo 1 a junta com o corpo 2.

A posicao do k-ésimo corpo em relacao ao baricentro do sistema, é dado, em coordenadas
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inerciais, por

N N
N==>al > B - aq
T ie sy - J € Sok
i#1 j#1
N[N N N
==Y« LiBi| + > IniBi — > cou + ay,
=2 Li=1 i=1 1=2

x| >

Bi + Zbk 187}

=1

Il
—

=2

Ii — > Te

=2

- 11

[ak iBi + by, zaz]

=1

+ Z ﬁj-I-Oék

N N
> 61] 11 Bi + Z Leifi = Y eici + oy,
N

Os vetores ry e rg sao dados no referencial inercial. A inércia expandida é obtida

fazendo-se
N

I =T+ > myllogg |
=1
onde
Okj =brjdi+ > awbi
V ¢ tal que
J@@) =j

onde os coeficientes acima sao definidos por

N
i = Iy — ZIlifla
=2

1—¢, para k =iei# 1
bri = < 0, para k=i=1

—€;, para k #ie i # 1,

1, sei € Sypei#1
I; =

0, caso contrario

(C.2.2)

(C.2.3)

(C.2.4)

(C.2.5a)
(C.2.5b)
(C.2.5¢)

(C.2.6a)
(C.2.6b)

O processo iterativo inicia-se no corpo denominado corpo 1. Note que, ao comegar a

iteragao do corpo 1, oy and 31 nao sdo definidos.
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Observagcao C.2.1. A matriz de inércia J é invariante a acao da fibra SE(2), como
pode ser observado pela auséncia de coordenadas do grupo, mas fungdo apenas das
coordenadas ¢ do espago de base B. Além disso, a matriz de inércia determinada pelo
algoritmo acima é definida positiva e simétrica e, portanto, invertivel e diagonalizavel,

respectivamente, como esperado.

C.2.2 Modelo do sistema de 3-corpos

A matriz de inércia do sistema é dada por

Ju Jiz Ji3
J=|Jan Jo2 Jo3 (C.2.7)
J31 Jz2 Js3

onde, lembrando que J = J7, e
Ji =1 4 [mi(—ez — e3)? + (ma 4+ m3)(1 — ey — e3)?]d?
Jog = I + [my(—ea — 2e3)% + ma(1 — e3 — 2e3)? + m3(2 — ey — 2e3)?]d3
Jsz = I3 + [(m1 + ma)e3 +ma(1 — e3)?]d3
= [m1(e2 + e3)(e2 + 2e3) + (ma2(1 — ez — 2e3) + m3(2 — ez — 2e3))
(1 — ey — e3)]dids cos(¢q)
Jiz = J31 = [mies(ez + e3) — (maes — m3(1 — e3))(1 — ez — e3)]|d1d3 cos(p1 + ¢2)
[

d2d3 COS(¢2)

Adotando m1 =mo =mg=m, I1 =1, = I3 =1, e di = do = d3 = d, J simplifica na

I+ 2md? md? cos(¢1)  Emd? cos(¢1 + ¢2)
J= md? cos(¢1) I + 2md>? md? cos(¢o) (C.2.8)
smd? cos(¢1 + ¢2) md? cos(pz) I+ 2md?

As equagbes do movimento de translacao, quando apenas as forcas de propulsao fi e f3

estao presentes, sao dadas por

o= Pz :pi
v mi1 + mo + ms 3m
fy:p—y_ Dy

mi+my+ms  3m
Pz = —sin(01) f1 — sin(61 + ¢1 + ¢2) f3

cos(01) f1 + cos(b1 + ¢1 + ¢2) f3

Py
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A dindmica da orientacao do sistema #; segue da expressao

0 =——
O
B 3u1(5m2d4 +16Imd? + 612) + md?(2I + md?)(3uz cos(¢p1) + ps cos(¢ + ¢2))

0H

+

18A

m2d*(3ps cos(py — ¢2) + 2 cos(dr + 2¢p2) — 3pu1 cos(2¢2))

+3

18A
onde A = det(]) e
10 37 5
A=1? WP+ = Imd® + —
—I-md(3 + 13 md 1z
1
- 8m2d4(md2 + 3I)(cos(2¢1) + co

18
5(2¢2))

1
m2d4) 4 7m2d4(md2 — I) COS(2¢2 + 2¢1)_

Utilizando a parametrizagao 6., = (61 +03)/2, os campos vetoriais relativos as entradas

(f1, f2), Th e Ty séo os seguintes

g1 =

—~ O O O o O

sin(—0cm + (p1 + ¢2)/2)
cos(—blem + (P1 + ¢2)/2)
d(—2/3 — cos(¢1) — cos(¢1 + ¢2)/3)
0
0

d(cos(¢1 + ¢2)/3 + cos(p2) +2/3)

o O O o O

—sin(bem + (P1 + ¢2)/2)
cos(Oem + (P01 + ¢2)/2)

0
0

Os campos vetoriais dos torques sdao dados por g3 = [0,0,0,0,0,0,0,0,1,0] e g4 =
[0,0,0,0,0,0,0,0,0,1].

C.2.3 Modelo do sistema de 5-corpos

Para N =5 onde tomam-se m; =m, I, =1,ed;, =d,i=1,...,5, a matriz de inércia

J simplifica a

I+4/5md?>  7/5md? cos(6a1)

md? cos(631)

3/5md? cos(f41) 1/5md? cos(0s1)

7/5md? cos(f1) I +16/5md?>  3md?cos(f32) 9/5md? cos(fs2) 3/5md? cos(6s2)

md? cos(631) 3md? cos(632)

I + 4md>?

3/5md? cos(041) 9/5md? cos(fs2) 3md? cos(f43)

| 1/5md? cos(051)  3/5md? cos(fs2)

md? cos(0s3)

3md? cos(043) md? cos(0s3)
I+16/5md?*  7/5md? cos(0s4)
7/5md? cos(0s4) I+ 4/5md?
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As equagoes do movimento de translacido sao dadas por

P Po

Fyp =

mi1 + mo +ms -+ my + ms 5m

Py Py

Ty

mi1 + mo +ms -+ my + ms 5m
Pr = —sin(61) fi —sin(01 + é1 + g2 + B3 + ¢4) f5
Dy = cos(01) fi + cos(61 + d1 + P2 + ¢35 + ¢a) f5

A dindmica rotacional do sistema é determinada por

Oii1= O0Hy _ OHy , i=2,..,N

’ Opi  Opi—1
m=$ﬁ—n+ﬁ“
o = G = S~ T+ Ty
iz = ggz —gf&Z—TwTQ
ﬂ4:g£i—ggz — Ty + T3
ﬂ5=—§£)i}1 + Ty + TS

onde T¢*" e T sao determinadas em (4.2.9), para k = 1,5.

dindmica serao omitidas por serem demasiadamente extensas.

C.2.4 Modelo Cinemaéatico do Sistema

As demais equagoes da

O modelo cinematico para o sistema multi-corpos é composto pelo componente cine-

matico em (3.4.1), descrevendo o movimento do sistema na fibra G, cujas entradas sao

dadas pelas coordenadas de velocidades que parametrizam o momento do sistema. Além

da expressdo acima, a cinemaética do sistema é definida pelas equagoes em B

éi:éi-i—l—éi, i=1,....,N—1

Observe que, quando o momento do sistema nao representa uma entrada mas apenas

um parametro nao-nulo do movimento, o sistema cinemaético é caracterizado por um

componente de dindmica livre.
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C.2.5 Modelagem Lagrangiana

Reproduz-se nas proximas péaginas o artigo Souza e Maruyama (2007), publicado no
3rd IFAC Symposium on Systems, Structures and Control - SSSC, realizado em Féz do
Iguagi em Outubro de 2007.



