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Resumo

Alves, Sancrey R.; Hacon, Derek D. J.; Costa, Therezinha de S.;
;. Aplicagoes do método tipo Jacobi quaternionico. Rio de
Janeiro, 2008.. 58p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de
Matematica, Pontificia Universidade Catoélica do Rio de Janeiro.

O método tipo-Jacobi quaternionico foi proposto em 1993.

Varios estudos provaram sua convergéncia e melhoram a teoria proposta
desde entao.

O presente trabalho realiza uma sintese do método tipo-Jacobi quater-

nionico, apresentando aplicagoes do mesmo a diferentes tipos de matrizes.

Palavras—chave

Anidlise numérica. Métodos de Jacobi.
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Abstract

Alves, Sancrey R.; Hacon, Derek D. J.; Costa, Therezinha de S.; ;
. Quaternionic Jacobi method applications. Rio de Janeiro,
2008.. 58p. MsC Thesis — Departament of Mathematics, Pontificia
Universidade Catoélica do Rio de Janeiro.

The quaternionic Jacobi method was proposed on 1993.
Lots of studies has proved his convergence and also has improved the theory
proposed.

This document makes a survey of this method.

Keywords

Jacobi Methods.  Numerical analysis.
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1
Introducao

1.1
Motivacao

Com o desenvolvimento da teoria quantica nas décadas de 20 e 30, o
estudo das matrizes tornou-se de grande importancia. No final da década de 40,
cientistas se perguntavam como o computador digital poderia ser empregado
para resolver o problema de autovalores das matrizes. A determinagao de
autovalores de uma matriz é assunto de grande importancia para varios ramos
das Ciencias Exatas, tais como:

e analise do insumo-produto, introduzida por Leontief ligando industrias
individuais a todo trabalho da Economia;

e vibragoes das asas de um aviao;

e vibracoes de pontes e outras estruturas sélidas;

e oscilagao de particulas atomicas e moleculares nas ondas de
Schrodinger;

e teoria dos operadores lineares diferenciais e integrais, dentre outros.

O alto custo computacional relacionado a resolucao da equagao carac-
teristica de ordens elevadas, resultou em diversos algoritmos alternativos, cada
vez mais poderosos e complexos.

O algoritmo de Jacobi classico foi proposto em meados do século XIX.
Durante a década de 1960 foi descoberto o método ()R, mais indicado para
as maquinas da época. Por esta razao, os métodos de Jacobi deixaram de ser
utilizados em grande escala.

Um método tipo Jacobi quaternionico bastante simples, porém muito
eficiente foi proposto em (9): baseando-se no isomorfismo entre H x H e M4 (R)
é possivel construir uma similaridade ortogonal que transforma uma matriz
anti-simétrica na forma de Schur desejada. Segundo (4), uma das grandes
vantagens dos métodos tipo Jacobi estd na precisao inerente ao método,
enquanto o método () R possui velocidade de processamento, em geral, superior.

Em 1995, foi a vez do caso simétrico: (14) desenvolve um algoritmo

através de uma analogia com o caso anti-simétrico, capaz de obter os autova-
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lores de matrizes simétricas utilizando quatérnios. A convergéncia do método
foi estudada em (20).

Pouco tempo depois, estudos baseados nos casos simétricos e anti-
simétrico permitiram o calculo de autovalores para matrizes Hamiltonianas
utilizando rotagoes por quatérnios.

O presente trabalho tem por objetivo realizar um escrutinio das apli-
cagoes do tipo Jacobi quaternionico, além de propor uma extensao do algoritmo

para o caso das matrizes reais normais.

1.2
Estrutura do trabalho

- o capitulo 2 introduz alguns conceitos matematicos basicos, necessario
a compreensao do método;

- o capitulo 3 apresenta o método tipo Jacobi quaternionico para o caso
anti-simétrico;

- 0 capitulo 4 descreve o algoritmo para o caso das matrizes simétricas e
propoe o uso do algoritmo matrizes reais normais;

- o capitulo 5 desenvolve o algoritmo para matrizes Hamiltonianas;

- o capitulo 6 consiste na conclusao e alguns resultados numeéricos.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510533/CB


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0510533/CB

2
Conceitos fundamentais para compreensao do método

Antes de lancar mao do método em questao devemos, entretanto, verificar

alguns conceitos basicos:

2.1
Conceitos fundamentais sobre a teoria dos Quatérnios

2.1.1
Introducao histérica

Depois da invencao dos niimeros complexos, uma questao em aberto era
a classificac@o de corpos (nao necessariamente comutativos) de dimensao finita
sobre R. Hamilton tentou em vao, durante varios anos, definir tal corpo para

dimensao 3. Certa vez, escreveu para seu filho:

Todas as manhas. .. quando descia para tomar café da manha, seu
irmao e vocé geralmente me perguntavam: “Bem papai, vocé jad
conseque multiplicar trés nimeros complexos?”, e eu era obrigado a
dizer, com um sorriso sem graca na face: “Ndo, eu apenas consigo

somar e subtrai-los.”.

Finalmente, Hamilton resolveu o problema através da criacao do corpo
nao-comutativo de dimensao real 4 contendo os complexos como sub-corpo,
cuja multiplicacdo envolve os produtos escalares e vetorias em R3. Hamilton
passou grande parte do resto de sua vida tentando obter uma aplicacao
importante para a sua descoberta mas, somente no final do século XIX
foi feita a conexao dos quatérnios com o espaco-tempo de Minkowski e as
transformacoes de Lorenz.

Além da utilizacao dos quatérnios proposta por essa dissertacao, os
quatérnios possuem aplicacoes em varios ramos da matematica, computagao

grafica e robodtica, etc.
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2.1.2
A teoria dos quatérnios

Os quatérnios foram descobertos em outubro de 1843 e sao representados
por H em homenagem a Hamilton, seu criador. E uma algebra de dimensao
quatro e nao comutativa, formada pelas bases padrao {1,i, 7, k}. Nela, sao

validas as seguintes regras:
i =4 =k =ijk=—1 (2-1)

Podemos considerar um quatérnio como uma quadrupla de niimeros reais

do espaco R*:
q = (9,192, 93) (2-2)

ou de outra forma, utilizando-se das bases padrao:
q=qo+qi+qj+ gk (2-3)

Conceitualmente, podemos dividir um quatérnio em uma parte real,
denotada por R, composta pelo elemento qq, € uma parte pura, denotada por

P, definida por q1i + g2 + q3k.

Dois quatérnios sao iguais se, e sé se, possuem elementos correspon-
dentes iguais, isto é, dados os quatérnios p =py+pit+p2J+p3sk e q=
Qo+q1i+q2j+qsk, temos que p = g se, e 86 se, po = o, P1 = ¢1,P2 = 42,3 = q3-

A soma de dois quatérnios é definida somando-se os elementos correspon-

dentes:
p+qg=Po+q)+ D1+ q)i+ (p2+q)j+ (ps+ q3)k (2-4)

Cada quatérnio possui um inverso aditivo a ele associado,—¢q, que é

obtido invertendo-se cada componente do quatérnio q.

Outra defini¢ao usual é a da multiplicacao de um quatérnio por um escalar

¢, obtido da seguinte forma:
cq = cqo + cqui + cqaj + cqzk (2-5)

O produto entre dois quatérnios fica definido baseando-se em regras

especiais:
ij=k=—ji, jk=1i=—kj, ki=j=—ik (2-6)

Agora, utilizando as regras especiais e usuais de multiplicagao, obtemos:

P-q=Dpoqo — (P1q1 + P2q2 + p3q3) + po(qui + q27 + qsk) + qo(p1i + p2j + psk)—+
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(p2qs — P3q2)t + (P31 — p1g3)J + (Pr1g2 — P2qu) ke (2-7)

Chamamos de quatérnio conjugado de um quatérnio ¢ = qo + q1¢ +
q2J + g3k, ao quatérnio obtido invertendo-se a parte pura do mesmo, isto é,
7= qo— q11 — q2J — q3k. Como a conjugacao preserva a norma do quatérnio ¢,

podemos facilmente obter uma regra importante da multiplicacao:

q=qD (2-8)

A norma de um quatérnio ¢ é definida por:

lal = V7 q (2-9)

Observamos que o conceito de norma é o mesmo que a do comprimento
de um vetor no R*, ou simplesmente, o mesmo conceito da norma euclidiana.
Chamamos de inverso de um quatérnio ¢ ao quatérnio ¢~' em que a

propriedade seguinte se verifica:

9 =qq=1 (2-10)
Multiplicando por g ambos os lados da equagao (2-10), obtemos:

1 q
¢ =5 (2-11)
lal?
Uma classe muito importante dos quatérnios sao os quatérnios que

possuem modulo 1, chamados de quatérnios unitdrios.

Observamos que |g| = Va2 + b2 + 2 + d?, ou seja, a norma usual eu-
clideana < p,q >= [p+q* = [p|* = |¢]* = (p+ @) (P+7) — PP — 47 =< pg >=
307 + qp).

Como espaco vetorial podemos identificar H com R* através do isomor-

fismo: ’
qo + ¢ + @27 + gk < (qo, 01,92, G3) (2-12)

ou pelo também isomorfismo entre o subespaco P dos quatérnios puros com
R3:
Qi+ q2j + ask < (q1, g2, 03)" (2-13)

Podemos, assim, escrever H decomposta pela base padrao:
H={1}®{i,jk}=RoP (2-14)

logo, H ¢ a soma direta dos subespacos ortogonais P e R. Em particular,

{1,1,7,k} é base ortonormal.
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2.2
Produto Tensorial

Um grande mérito do produto tensorial estd no fato do mesmo introduzir
a multiplicacao em uma algebra. Com isso, uma algebra onde o produto

tensorial esta presente é chamada de dlgebra associativa.

Definicao 2.2.1 Sejam FE,F espacos vetoriais definidos sobre o corpo K.
Um forma bilinear f : E x FF — R € uma funcio f(u,v), linear em cada
uma das suas varidveis uw € E,v € F. Mais precisamente, para quaisquer

u,v' € E,v,v" € F ea € K, devem valer:

Com isso, as operagoes de soma e produto por um ntumero fazem do
conjunto F(E x F') das formas bilineares f : E' x F' — R um espago vetorial
sobre o corpo K.

Tomando as bases U = {uy, ug,...,upt C EeV ={vy,v9,...,0,} CF,
os numeros f; ; = f(u;, v;), definem uma matriz f = [f; ;] € M(mxn) chamada
de matriz da forma bilinear f relativamente as bases U, V.

Conhecidos os valores de f;; = f(u;,v;), os quais podem ser tomados
arbritariamente, a forma bilinear f : £ x F' — R fica inteiramente determinada,

pois, para u = Y x;u; € E e v =) y;v; € F quaisquer, tem-se:

f(u,v) = inyjf(ui,vj) = Zbi,jxiyj, 1<i<m,1<j<n. (2-15)
irj ]

A correspondéncia que associa a cada forma bilinear f : £ x F — R sua
matriz f = [f;;], relativamente as bases Y C E,V C F, é um isomorfismo
entre os espagos vetoriais F(E x F') e M(m x n). Segue-se que F(FE x F') tem

dimensao mn.

Definicao 2.2.2 Sejam V e W espacos wvetoriais sobre um corpo K, de
dimensao m e n, respectivamente. Seja {e, : 1 < r < m} uma base para
Ved{fs:1<s <n} uma base para W. Entao V@ W € um espago vetorial
mn dimensional sobre K com bases {e, @ fs: 1 <r <m,1 <s<mn}, equipado

com a forma bilinear

Q:VXW--VW
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(Z UrCy, Z wsfs) —® Z Urws(er &® fs) (2—16)
s=1 r,s

r=1 = s
onde eg, €1, €2, e3 correspondem aos elementos da base padrao 1,1, 7, k, respec-
tivamente.

Geralmente, denotamos ®(u,w) por (v @ w), onde v € V, w € W.

Considerando A e B como algebras sobre o corpo F, considerando o
produto tensorial A ® B sobre F e considerando a,a’ € A e b, b’ € B quaiquer,

podemos afirmar, segundo (19), que é valida a seguinte propriedade:

(a®b)(d @V)=ad @ bb (2-17)

2.3
Alguns isomorfismos importantes. . .

Alguns isomorfismos importantes séo citados em (9), e importantes para
compreensao do método em questao. Sao eles:
v/ Isomorfismo entre P ® P e M(R;3): Consideremos agora P ® P, um
subespago vetorial de H @ H, de dimensao 9.

Baseado no produto de Kronecker (7), vamos definir a fungao f :
P xP— M(R3), f(p,q)=pq",ondepe qsio quatérnios puros.

Usando as propriedades do produto tensorial, podemos definir um

isomorfismo:

com a propriedade: .
v(p®q) =pq (2-18)
Uma observacao importante é que tal isomorfismo nao preserva a
estrutura multiplicativa e portanto, nao é um isomorfismo algébrico. Também

P ® P nao é uma algebra.

v’ Isomorfismo entre H ® H e M(R,): Devido ao exposto anterior-
mente, tentaremos criar um isomorfismo entre as algebras 16-dimensionais
H® H e My(R).

A fim de construir tal isomorfismo, consideremos a transformacao R linear
definida em (20):

H—-H

v — puq

e dai, definiremos a aplicacao bilinear:
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U HXxH— M(R4)
que induz uma aplicacao linear:

tal que
P(p®q) = pp,q) (2-19)

onde, podemos verificar que ®(p ® q) = pu(p,q) é um isomorfismo entre as
algebras 16-dimensionais H @ H e M(R,), uma vez que preserva a estrutura
do espaco vetorial bem como preserva a estrutura multiplicativa. Dessa forma,
obtemos uma base ortonormal p ® ¢ para M.

Conforme o exposto até agora, e utilizando a funcao ®, temos que, se

q=r+xi+1yj+ zk, entao:

D(1®q) = (2-20)
-y z r -
-z -y x T

€

ro—r -y —Z
X T —Z

d(ge1) = Y (2-21)
y z r —x

z -y x T
Por comodidade de notagao, vamos substituir a expressao ®(p ® q), por
pP®q.
Utilizando a propriedade (2-17) do produto tensorial podemos escrever

(p®q)=(p®1)(1®q) e ainda, utilizando a forma matricial:

Po —pP1 —P2 —P3 qo q1 q2 q3
P1 Po —P3 D2 —q1 G —43 Q2
(p®q) = (2-22)
P2 P3 Po —D1 —q2 g3 G —q1
P3s —P2 P1 Po —q3 —42 1 qo

Definicao 2.3.1 Seja p® g € H® H. O conjugado de p ® q, denotado por
P ® q, € definido por:

P®q=P®7 VYp,qeH (2-23)
Observando (2-20) e (2-21), temos que

el =@pPeol) ¢ 107 =(11q¢" (2-24)

Assim, podemos observar que o isormorfismo preserva a estrutura mul-

tiplicativa de H ® H e M(R,) e tem a propriedade relacionar um elemento
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conjugado de H ® H com imagem em uma matriz transposta em M(R,), ou

seja, uma conjugacdo em H ® H corresponde a uma transposicio em M(Ry).
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3

O método Jacobi quaternionico para matrizes anti-simétricas

3.1
O Método de Jacobi

O uso de reflexdes e rotagoes é computacionalmente interessante pela sua
simplicidade e porque podem ser facilmente utilizados para introduzir zeros
em um determinado vetor coluna da matriz considerada, apenas escolhendo-se
um angulo ou um plano de rotagao apropriados.

Uma classe de métodos baseados em rotacoes sao os chamados métodos
de Jacobi, originalmente proposto em 1846. A técnica consiste em transformar
a matriz original na forma diagonal através de uma seqiiéncia de rotagoes.
Numericamente, o nimero de rotagoes que transformam essa matriz na forma
diagonal é infinita, muito embora podemos encerrar o processo quando uma
determinada precisao é encontrada para os elementos fora da diagonal, ou seja,

devemos nos concentrar em diminuir a quantidade:

(3-1)
Para isso, devemos utilizar rotagoes da forma:
1 ... 0 e 0 .0
0 ... cos 0 | ... sen6|... 0
0 ... —sen 0| ... cos@|... 0
0 ... 0 e 0 |

Denotando a matriz original A por Ag, entao o método de Jacobi pode ser

descrito de forma a gerar uma seqiiéncia de matrizes Ay de forma a satisfazer:

A = R A RY (3-3)

Suponha que o elemento de maior ordem fora da diagonal encontra-se na


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510533/CB


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0510533/CB

Aplicagbes do método tipo Jacobi quaterniénico 20

posicao (p,q), e com isso a matriz Ry, corresponde a uma rotac¢ao no plano de
posicao (p,q) e o angulo 6 é escolhido de forma a anular o elemento (p,q) da
matriz Ay_;.

Quando escolhemos a linha/coluna (i, j), i < j, temos
(3-4)

{ ay = cos 0 a; — sen 0 aj,

aj, = cos 0 aj. + sen 0 a;,

se r ¢ {i,7}. O angulo de rotacao das rotagdes acima podem ser obtido da

seguinte forma: T
0 = :tz S5€ Ay = Ay (3—5)
2a;; ;.
tan(20) = ———, caso contrério (3-6)
ajj — Qi
Temos dois angulos 6 que satisfazem a equagao (3-6) abaixo: chamamos ¢

contido no intervalo [5*, 7) como o menor dangulo. O outro angulo é chamado

de mazor angulo.

Ao considerarmos o menor angulo, os novos valores para os elementos

diagonal sao:
{ a;; = a; — tan 0 a;; (37)
a;; = aj; +tan 0 a;
se 0 é escolhido pelo maior angulo, temos
{ Qi; = az; +tan 0 a;j (3.8)
aj; = a; —tan 0 a;;

Um problema citado por (8) no método cldssico de Jacobi estd na busca
do maior elemento a cada iteragao, dando ao algoritmo um tempo médio de
O(n?). Uma tentativa de melhora nesse algoritmo pode ser obtida através da

adocao de uma ordem ciclica por linha, ou seja:

(p,q) ={(1,2),(1,3),...,(2,3),(2,4),...,(2,n),...,(n—1,n)}

Podemos também considerar um ordem ciclica por coluna.

3.2
Rotacoes e quatérnios

O estudo das rotagoes desempenham um importante papel na elaboracao
do método tipo Jacobi quaternionico.

Ha aproximadamente 150 anos atras, Cayley comegou a utilizar o conceito
de quatérnios para estudar rotacoes. Muitos estudiosos se interessaram pelo
assunto mas, somente em 1946, Coxeter em (3) considerou uma rotagao como
produto de duas reflexoes.

Considere o conjunto:
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S ={rcH;|z| =1} (3-9)

de todos os quatérnios unitarios constituem um um grupo com a multiplicacao
em H e um subgrupo do grupo multiplicativo (H, x). Seja GL,(R) o grupo de
todas as matrizes inversiveis de ordem n.

Consideremos também V' um espaco vetorial de dimensao finita e munido

de produto interno. Uma fungao linear f : V' — V é dita ortogonal, se:
< f(x), fly) >=< x,y > para todo x,y € V (3-10)

ou seja, se e somente se, a funcao linear preserva a norma: |f(x)| = z. Fungoes
ortogonais formam um grupo ortogonal O(V') do espago vetorial V. Estas

fungoes possuem determinante com valor +1, isto é:
det f =+1 quando f € O(V) (3-11)

O subgrupo SO(V), chamada de fung¢ées ortogonais préprias, é definido

- SOWV) = O (V) :={f € OV);detf = +1} (3-12)

e o subgrupo das reflexoes é dado por:
O ={feOV),detf = -1} (3-13)

e, obviamente, temos O(V) = OH(V)U O~ (V).

Os grupos O(R™) e SO(R™) sao denotados por O(n) e SO(n), donde
podemos escrever: O(n) = {A € GL,(R); AAT = ATA=1,} e SO(n)={A €
GL,(R); AAT = ATA =1, e det A= +1}.

Teorema 3.2.1 Cada transformagao ortogonal em quatro dimensoes ¢é

definida por:
x — prq T — pIq (3-14)

onde x € H e p,q sao quatérnios unitarios.

Uma prova detalhada desse teorema encontra-se em (3).
Com base no teorema, podemos definir a seguinte proposicao:

Proposicao 3.2.2 A funcao definida por:

0:SxS—GL,(R)

(p7 Q) = pvqa (3_15)
¢ um homomorfismo, onde a imagem é um elemento de SO(H) com nicleo

{(-1,-1),(+1,+1)}.
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Prova: A funcao claramente é um homomorfismo, pois:
[(a,b) o ple, D] () = pla,b)(cad) = acebd = plac,bd)(x), = € H

A prova que a imagem da transformagcao (3-15) é um elemento de SO(4) estd
baseada nos teoremas de Cayley e Hamilton, descritos detalhadamente em (6).

Ainda em relagao as rotagoes, devemos enunciar alguns lemas citados em

(9):
Lema 3.2.3 Se p e g sdo quatérnios unitdrios, entio (p ® q) € uma rotagao.

Prova: Observando as matrizes (2-20) e (2-21) concluimos que elas tém
determinante positivo e sao matrizes ortogonais. Com isso, podemos concluir

que pR 1, 1®q, e p® g sao rotagoes.

Lema 3.2.4 Se p é um quatérnio puro unitdrio, entdo p®p € uma rotagao de

180° e seu eixo de rotagao passa por p.

Lema 3.2.5 Sejam 0 e ¢ quatérnios puros e unitdrios. A rotacgao
1—0¢ 1—0¢

T (3-16)

leva ¢ em 6.

Prova: Sabemos que qualquer rotacao no espaco tridimensional pode ser
escrito como um produto de duas rotacoes de 180 graus. Considere uma rotagao
passando pelo eixo bissetor do angulo formado pelos quatérnios € e ¢. Dessa
forma, levamos ¢ e 6. Consideremos um vetor perpendicular, v, a ¢ e . Apds
essa rotagao, levamos vy em -7. Agora, fazemos uma rotacao por 6 de 180 graus;

isso traz de volta v em -v. Dessa forma, podemos escrever a rotagao da forma:

0+ ¢ 0+ ¢
0®0 & ) 3-17
O v ol 0
que ¢ igual a 1 1
bp—1 g 00 (3-18)
0o —1] ~ 66 — 1]
finalmente, reescrevendo a equagao (3-18), temos:
1-— 1-—
b9 b9 (3-19)

100 ° [L—69)
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3.3
Reducao das matrizes 4 x 4 anti-simétricas

Baseando-se na teoria descrita no capitulo anterior, podemos escrever
um quatérnio como soma direta entre sua parte pura e imaginaria, ou seja,

induzindo a seguinte decomposicao:
HoH = (R&P)R(REP) = {(ROR)S(PRP)}&{(R&P)S(PRR)} (3-20)

Considere os subespacos S = (ROR)E(P@P)e L = (ROP)B(PRR).
Podemos observar que o subespaco & representa as matrizes simétricas e o
subespago K representa as matrizes anti-simétricas. Observamos que dim =6
e dim §=10.

Usando (2-17), podemos escrever:

p®q = [po(1@1)+p1(i®1)+pa(j@1)+p3(k@1)|@[q0(1®1)+q1 (104)+¢2(1®7) +q3(1k)]

(3-21)

e dessa forma definimos uma base quaternionica para My(R), descrita no
apéndice [A].

Afim de obter uma matriz similar & matriz anti-simétrica dada inicial-
mente, precisamos encontrar uma matriz de similaridade R € SO(4). Antes de
obter tal matriz devemos, entretanto, considerar o seguinte corolario enunciado

em (14), baseando-se na proposigao 3.2:

Corolario 3.3.1 A funcao

S — GL(R)
x— ¢(r @ x)

¢ um homomorfismo de grupos com nicleo {1, -1} e imagem no conjunto de

todas as matrizes em SO(4) da forma:

1 000

o O O

que pode ser encarado como rotacoes de P = R3.

Outro fato ja conhecido, estd no fato de que uma conjugacao em H x H
corresponde a uma transposi¢ao em My(R) e, com isso, podemos escrever a

matriz R ¢(p,q) RT na forma:

(z@y)(p®q)(T@7Y) = (2pT) @ (yqy)
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onde, de acordo com o Corolario 3.3, (zpT) e (yqy) agem na parte pura dos
quatérnios p e ¢, ou seja, o efeito de uma matriz de similaridade ortogonal
4 x 4 em uma matriz 4 x 4 pode ser decomposta na acao de duas matrizes

independentes que sao rotagoes em P.

Lema 3.3.2 (Caracterizagcdo das matrizes reais anti-simétricas) A
matriz real A, 4X 4, € anti-simétrica se e O se, existirem quatérnios puros m
e Y tais que

A=11+1Y (3-22)
Prova: Observando a equagao (3-13), temos que a matriz A é formada como
uma combinagao linear dos elementos anti-simétricos da base ortonormal de

H ® H. Sejam u, v, w, X, y, z € R, tais que:

A=u(i®l)+v(jol)+w(k®l)+x(100)+y(10))+2(1ek) = (uitvj+zk)R1+1Q(xi+yj+2k)

(3-23)

Com isso, temos que A é anti-simétrica se e so se existirem quatérnios puros,
p=ui+vj+wkeyyp=xi+yj+zk, taisque A=0¢o21+ 1.
Substituindo (i®1), (j®1), (k®1), (1®1), (187), (1®k) pelas matrizes

correspondentes definidas no apéndice [A], temos:

0 r—u  Yy—v  z—w
uU—2x 0 —z—w Y+ (3-24)
v—y z+w 0 —U—x
w—z —v—y u+z 0

donde, a partir dos elementos de A podemos determinar ¢ e 1 e vice-versa.

Teorema 3.3.3 (Método tipo Jacobi quaternionico): Seja A uma matriz anti-

simétrica na formap®1+1® q e R a matriz de rotacao

ol —ip _ gl —iq

. . (3-25)
[lpl = ip| ~ lq| —iq]
entdo RAR™! estd na forma de Schur.

Com isso, podemos escrever:
0 t—s O
—t 0 0 0

RKRT =si®l+leti=| (3-26)
0 0 0 —s—t

onde s = |p[, t = |q.

Teorema 3.3.4 A matriz R = © ® y pode ser computado como produto das

matrizes:
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pl+p1 0 —D3 P
1 0 pl+p  p ps (3.27)
|lp| — ip| s —p2 Ipl+pm 0
—Pp2 —Dp3 0 Ip| + p1
e
lgf+a 0 a3 —
1 0 lg| + a1 D) q3 (3-28)
gl — iq] —q3 —@ gl +a 0
7 —qs3 0 lg| + ¢

onde 0s quatérnios puros p e q sao computados de K wvia (3-14).

. _ l9l-is _ gl
Prova: Como = = 5=g e ¥ = [

pelo lema 3.2, R = z ® y é uma rotagao. Com isso:

sao quatérnios unitarios entao,

RKRT = (z@y)(p@1+10¢)(z2y)" (3-29)
e fazendo
(|| —im)m = | i(|n| — im) (3-30)

e da mesma forma para 1. Com isso, podemos reescrever (3-29) da forma:
RKR"=(poq¢(r@1l+1@)peq) '=|ri®l+1e[y)i  (3-31)

Como |¢]i e |¢]i sao miltiplos reais de 4, RKRT é uma matriz bloco-

diagonal.

3.4
Convergéncia do método qJ para matrizes bloco anti-simétricas

Considere a matriz A real, anti-simétrica, de ordem n, particionada em
n = 2m blocos 2 x 2. Tentaremos verificar a velocidade na qual o algoritmos
tipo Jacobi quaternionico converge.

Denotaremos a matriz inicial A por A e consideraremos a matriz
resultante da transformacao por similaridade no passo k por A®).

A prova da convergéncia do método qJ, assintoticamente quadratica,
foram publicados em vérios trabalhos: em (14), obtemos uma prova para
matrizes simétricas; em (9) concentrou-se nas matrizes anti-simétricas e ordens
de pivotamento ciclicas e, merecem também grandes ressalvas, o trabalho
(20), que obteve resultados baseados em ordens quase-ciclicas. Vamos seguir
os caminhos de Hacon e observar a convergéncia do método tipo Jacobi
quatérnionico com ordem ciclica e para o caso onde todos os autovalores
sao distintos, ou seja, para uma matriz real anti-simétrica, em que todos os
autovalores sao pares de conjugados complexos, temos os autovalores dados

por Aii, —A14, ..., A\pi, —Ani, onde :
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0< A< <. <\ (3-32)
Definimos também
§= m;n |Ar — As] (3-33)
Seja A particionada em blocos 2 x 2:
All Ce Aln
A=1| = (3-34)
An ... A

Consideremos também a matriz do elementos “fora da diagonal”, Off(A)

0 A12 Aln
A 0

of(A) = | (3-35)
A Apn ... 0

Considere os seguintes lema e teorema descrito em (9):

Lema 3.4.1 Suponha a primeira rota¢do da ordem ciclica do método tipo
Jacobi quaternionico, que anula os elementos Ao e Aoy, que transforma a
matriz A em AW . Entdo, para m # 1,2,

A(O) A(O)
A0 < gy + 1zl el (3-36)
onde € = § — ||Off(A)]|.
Prova: Consideremos:
0 r—u Yy—-v z—w
A A — 0 —w —
B— 11 12 :7T®1—|—1®w: u—x w z vty
A21 Agz v—Y w+z 0 —UuU—x
w—2 —v—Y u+zx 0
(3-37)

onde ™ = ui +vj + wk e Y = xi + yj + zk, onde u,x > 0. A primeira rotagao
R=p®q

R 0
Fazendo ) = ( 01 ), temos Bis = 0 = By, e para m # 1,2, temos

Bin, A
oy =pr( ! (3-38)
B2m AQm
para as demais linhas, temos que By, = A, paral,m # 1,2, e com isso,

S Bwml? = 1 Aml? (3-39)
l l

Outra informagao importante é que Off(A) > Off(B), pois,

temos:
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|OfE(A)||? = [|Of(B)|* + | AD |1 + [|AS) || (3-40)
0 que equivale a ) , )12
|Of(B)|1? = Ofi(A)|? - 2 A (3-41)

Escrevendo a matriz de rotacdao R = p ® ¢ da forma:

P, P
p®1 = 11 112 e 1®q= Qu Qr (3-42)
Py Py Qa1 Q2

A primeira rotacao da ordem ciclica transforma
Alm
A2m
em
Bim _ Py Py Qu Q2 Aim (3-43)
Bom Py Py Q21 Q2 Ao,

Donde obtemos

Bim = (P1iQu1 + P12Q21) Arm + (P11Q12 + P12Q22) Ay, (3-44)
com isso,
[Bimll < [Pull@ull|Aimll + - .- + [ Pr2]| Qa2 || Azm | (3-45)
Como

|Pul”>+ [Po|*=1 pois [pl=1 e [Qu>+|Qul’=1 pois [¢|=1
(3-46)

Com isso, temos |Py1]|@Q11] + |Pi2||@21] < 1. Dessa forma, temos
[ Bimll < [[Avnll + ([Pr2] + [Q12]) || A2m|| (3-47)

Das formulas de p e ¢

Vu? 4+ w? VY2 + 22

| Pa| < m e Q2] < Wtz (3-48)
Dessa forma,
) 7 3 2
|Pro| + [Quo| < YW VY *2 (3-49)

2u 2x
Para mostrar que x e u nao sao tao pequenos, consideremos oz, i como
autovalores de A (onde « e [ sdo reais) tal que, para ¢ definido em (3-32),

temos:

B—6>a>0 (3-50)

(u—1x—a)’+ (u+x—B3)° < =|Off(A)|? (3-51)

N | —
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Interpretando em termos da distancia no plano, a distancia entre (o, (3)

e (u—z,u+ ) é quase

|Of(A)]

—_— 3-52
7 (3-52)
Projetando sobre a linha x + y = 0, segue-se que
2 — Off(A
V2 V2 V2
e com isso,
€ €
r> - e u> -
2 2
Se x> u >0, e ja foi provado que u > 5. Entao
Vo2 +w? + 24 2 \/§
I Bunll < A+ VR g € Al 2 (V)
(3-54)
Com isso,
Ap|||| Ao
1Bunl 2 Ay + el (359)

Teorema: Seja A uma matriz anti-smétrica com autovalores distintos.
Suponha a primeira iteracao do método de Jacobi que transforma a matriz
A a matriz AW Isto fornece
|OE(A@)|J?

V2¢e

Prova: Com (3-55) disponivel, seguiremos a prova do Teorema. Enquanto

|OfF(AM)] < (3-56)

as iteragoes continuam, ¢ permanece inalterado e ||Off(A)|| ndo aumenta, e por
isso, podemos usar o mesmo ¢ em cada iteracao do método.
Provaremos (3-56) para n = 5. A iteracdo transforma A©® em A% apés

uma seqiiéncia de (k + 1) iteragdes consecutivas, como segue:

So Ay By Cy Dy St 0 By C; D
T, E, F, Go T B F G
A= ... ... Uy Hy I, ~ o. ... Uy Hy Iy ~
Vo Jo B VA )
Wy P 1 7
S, Ay 0 Cy D, S, A, By 0 Dy
Tn By, F G ... Ty Ey Fy G4
~ . ... Uh H Lt ~ | ... ... Uy Hy I, ~
Vo Jo Vi
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Sy Ay By Cy O Sy As Bs Cy 0
Ty By F Gy . Ty 0 F Gj
~ U Hy I |~ ]| ... ... Uy Hy Iy |~
Vi s N
W N 1
S4 A? BG CG D5 S4 A? B? C’6 D6
T, Eg Fs 0 .. Ty E; F5 G
~ Us 0 Iy [~ ... ... U Hg 0 |~
Vs Js N (A
W, e

S4 A7 B7 07 D7
T4 E? F7 G7

~ U4 H7 ]7 :A(k+1)
Vi Jq
Wy

Aplicando (3-54) trés vezes, temos

HBIH ||02H ||D3||
[Aal] > ——|Ex|| + — |11l + — |G\ ]| (3-57)
Da mesma forma,
||Cz|| ||D3|| ||D3||
[Bal] < ——|Hil| + ——I[Ll| e [[Cul| < —=[/l] (3-58)

Por essa razao,

1
1A+ 1Ball® + 1Call* < ZUBP+ Gl + D) A + 1) + [1Gal”)
(3-59)

+ a5 (1Co|* + [1DsIP) IHHPIP) + & (1Ds[P) (2 7)
< S(IBP NGl + D3P (LB + [ F )+ Gl + [ H P+ [P+ (%)

Seguindo a estratégia de (25), ao final da ultima iteragao, temos:
|OfE(A)[* || OfE(A)
2¢? 2

Dessa forma, para autovalores distintos, temos que a convergéncia para

1
S Of(A)|J < (3-60)

ordens ciclicas é assintoticamente quadratica.

3.5
Resultados numeéricos

O método tipo Jacobi quaternionico para matrizes anti-simétricas pode

ser facilmente implementado para ordens superiores ou iguais a 4.
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Nessa secao iremos apresentar alguns resultados numéricos obtidos
através da execucgao do algoritmo.

A implementagao do algoritmo foi codificado utilizando a linguagem C
em uma maquina com sistema operacional Windows Xp ! com processador
Intel Pentium 4 e 1 GB de memoria RAM.

Eis abaixo o pseudocddigo:

ALGORITMO qJ

Entrada: Matriz anti-simétrica de ordem > 4

Saida: Matriz de entrada na forma de Schur

Inicio do Algorimo

1 iteracao < 0
2 Enquanto (iteragdo < numerolteracoesMaxima) Faga
3 Escolher bloco-pivo na ordem ciclica

4 Determinar a matriz de rotacao R =p ® q

) Calcular a matriz RART

6 Se (Norma < PrecisaoDesejada) Entao

7 Sai do Enquanto

8 Fim Se

9 iteracao « iteracao + 1

10 Fim Enquanto

Fim do Algoritmo

O método tipo Jacobi quaternionico foi executado, para cada ordem, 100
iteragoes. As matrizes utilizadas como massa de teste possuem seus elementos

gerados aleatoriamente no intervalo [—100,4100].

lsistema desenvolvido pela Microsoft Corporation (©)
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Eis os resultados obtidos:
Ordem 4 Ordem 10 Ordem 50 Ordem 100

No Iteragoes | Precisao | Tempo | Precisao | Tempo | Precisao | Tempo | Precisao | Tempo
1 5.514e-12 | 0.00” 2.554e4 0.00” | 1.216eb 1.58” 2.519eH 50.45”

2 4.547e-12 | 0.00” 3.350e3 0.00” | 1.670e4 | 3.16”7 5.659¢e4 100.94”

3 4.547e-12 | 0.00” 3.640e2 0.00” | 4.197e3 | 4.75” 9.209e3 151.44”

4 4.547e-12 | 0.00” | 3.680e-2 | 0.00” | 9.570e2 6.317 3.725e3 | 201.78”

) 4.547e-12 | 0.00” | 1.497e-11 | 0.00” | 4.688el 7.88” 3.745e2 | 252.14”

10 4.547e-12 | 0.00” | 1.497e-11 | 0.00” | 1.37e-10 | 15.75” | 3.469e-10 | 503.89”
20 4.547e-12 | 0.00” | 1.497e-11 | 0.02” | 1.37e-10 | 31.50” | 3.469¢-10 | 1007.61”
30 4.547e-12 | 0.00” | 1.497e-11 | 0.03” | 1.37e-10 | 52.16" | 3.469e-10 | 1578.19”
40 4.547e-12 | 0.00” | 1.497e-11 | 0.06” | 1.37e-10 | 82.11" | 3.469e-10 | 2521.00”
50 4.547e-12 | 0.00” | 1.497e-11 | 0.08” | 1.37e-10 | 111.95” | 3.469e-10 | 3464.25”
60 4.547e-12 | 0.00” | 1.497e-11 | 0.09” | 1.37e-10 | 141.73” | 3.469e-10 | 4414.67"
70 4.547e-12 | 0.00” | 1.497e-11 | 0.117 | 1.37e-10 | 171.50” | 3.469e-10 | 5367.41”
80 4.547e-12 | 0.00” | 1.497e-11 | 0.13” | 1.37e-10 | 201.19” | 3.469¢-10 | 6321.83”
90 4.547e-12 | 0.00” | 1.497e-11 | 0.14” | 1.37e-10 | 230.91” | 3.469e-10 | 7333.45”
100 4.547e-12 | 0.00” | 1.497e-11 | 0.16” | 1.37e-10 | 260.72” | 3.469e-10 | 8339.58”

Tabela 3.1: Precisao obtida no decorrer do tempo de execugao do algoritmo
tipo Jacobi quaternionico para matrizes cujos elementos foram gerados aleato-

riamente

A convergéncia do algoritmo tipo Jacobi quaterniénico para o caso anti-

simétrico foi provada assintoticamente quadrética para ordens ciclicas em

(9) e

para ordens quase-ciclicas em (20). Abaixo, temos a convergéncia para matrizes de
ordens 10, 50 e 100:

250000 ¢
1
.
-
.
n .
200000
“
.
- B .
= 1500001 *,
£ 9 .
= ]
2 N
S 100000 .
2 TN .
N
1 o
50000+ N .,
: \ o .
, .
1 e A s,
1 2 3 4
no. itera ies
Ordem 10
—— = Ordem 50
------ Ordem 1000

Figura 3.1: Convergéncia para uma matriz de ordem 100 utilizando o método

qJ
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Podemos também realizar uma comparacao de execucao do método tipo
Jacobi quaternionico com outros métodos comumente utilizados para a obtencao
dos autovalores de uma matriz (anti-simétrica). Um método bastante utilizado
atualmente é o método QR, criado em 1961 por J. G. F. Francis, publicado em
um artigo chamado “The @R Transformation”, publicado pela Computer J., volume
4. O método consiste no seguinte:

Seja A € R™*™. Entao a decomposicao

A=QR (3-61)
onde @ é ortogonal e R é uma matriz triangular superior é chamada de
decomposicao QR.

Segundo (10), podemos definir um algoritmo iterativo através da decom-
posicao QR, produzindo sucessivamente a matriz A através de transformagoes sim-
ilares, reduzindo assim a matriz inicial a matriz na forma de Schur.

Dessa forma, considere Ag = QoRy, onde @y é unitaria e Ry é uma matriz
triangular superior. Em seguida, calculamos A1 = RpQo. Novamente, fazemos
A1 = Q1R até que a precisao desejada seja obtida e/ou um determinado niimero

de iteragoes sejam realizados.

ordem 4 ordem 10
Norma qJ QR qJ QR
Iteracoes | Tempo | Iteracoes | Tempo | Iteracoes | Tempo | Iteracoes | Tempo
<107t 1 0.00” 5 0.02” 4 0.00” 28 0.02”
<1077 1 0.00” 11 0.02” 5 0.00” 53 0.02”
<10°® 1 0.00” 12 0.02” 5 0.00” 58 0.04”
<107 1 0.00” 13 0.02” 5 0.00” 61 0.04”
<1071 1 0.00” 14 0.02” 5 0.00” 66 0.04”
<1074 1 0.00” 15 0.02” 5 0.00” - -
<1072 1 0.00” - - - - - -
Tabela 3.2: Comparacdao de execugdao entre o método qJ e o método QR classico
para matrizes de ordens 4 e 10
ordem 50 ordem 100
Norma qJ QR qd QR
Iteracoes | Tempo | Iteracoes | Tempo | Iteracoes | Tempo | Iteragoes | Tempo
<107t 6 8.927 420 2.6” 7 357.45” 7129 441.427
<1077 7 10.427 891 5.8” 8 408.517 | 12709 | 808.55”
<10°® 7 10.427 970 6.27” 8 408.517 | 13641 | 874.25”
<107 7 10.42”7 1048 6.74” 8 408.51” - -

Tabela 3.3: Comparacdo de execugao entre o método qJ e o método QR cldssico
para matrizes de ordens 50 e 100
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Através da observacao das tabelas (3.2) e (3.3)podemos concluir que o método
qJ tem uma execugao que converge mais rapidamente para a precisao desejada que
o método QR classico. Quanto maior a ordem da matriz, maior sera a diferenca do
tempo de precisao entre o método ¢J e o método QR.

Em razao da grande diferenca entre o tempo de execucgao existente entre o
método ¢J e o método QR para um determinada precisao, podemos efetuar uma
comparacao utilizando uma tentativa de aceleracao de convergéncia do método QR:
o método QR via reflexbes de Householder. Dessa forma, podemos ter uma melhor
compreensao entre a execucao do método qJ e o método QR.

Tal alternativa consiste em utilizar um vetor unitdrio e, apartir do mesmo,
construir uma matriz simétrica e ortogonal. As transformagoes de Householder sao
bastante utilizadas também em problemas que envolvem minimos quadrados, calculo
computacional de bases ortonormais, etc.

Geometricamente, multiplicar uma matriz de Householder por um vetor x é

equivalente a refletir o vetor x através do plano perpendicular a w.

b 4

plano perpedicular a w PrOjEca0 de 3 m w

Figura 3.2: Hx é uma reflexao de Householder do vetor x através do plano
perpendicular a w

ordem 4 ordem 10

qJ QR Householder qJ QR Householder
Norma | Iteracoes | Tempo | Iteracoes | Tempo | Iteragoes | Tempo | Iteragoes | Tempo
<107t 1 0.00” ) 0.00” 4 0.00” 28 0.00”
<1077 1 0.00” 11 0.00” D 0.00” 53 0.02”
<1078 1 0.00” 12 0.00” d 0.00” 28 0.02”
<107 1 0.00” 13 0.00” 5 0.00” 61 0.02”
<1071 1 0.00” 14 0.00” 5 0.00” 66 0.03”
<1074 1 0.00” 15 0.00” D 0.00” - -
< 10712 1 0.00” - - - - - -

Tabela 3.4: Comparacao de execucdo entre o método qJ e o método QR
Householder para matrizes de ordens 4 e 10
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ordem 50 ordem 100

qJ QR Householder qJ QR Householder
Norma | Iteragoes | Tempo | Iteragoes | Tempo | Iteragoes | Tempo | Iteracoes | Tempo
<107t 6 0.00” 420 2.61” 7 357.45” 6852 438.59”
<1077 7 10.427 891 5.62” 8 408.517 | 12709 | 845.22”
<1078 7 10.427 970 6.19” 8 408.517 | 13641 | 902.05”
<107 7 10.427 1047 6.45” 8 408.51” - -
<1071 7 10.427 - - 8 408.51” - -

Tabela 3.5: Comparacao de execugcao entre o método qJ e o método QR
Householder para matrizes de ordens 50 e 100



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510533/CB


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0510533/CB

4
O algoritmo tipo Jacobi quaternidnico para Matrizes Normais

Diferentemente com o que acontece com a maioria dos algoritmos existentes
para o calculo de autovalores de uma matriz em especifico, o método tipo Jacobi
quaternionico foi proposto inicialmente para matrizes anti-simétricas. Em 1995, (14)
propos uma extensao do algoritmo a matrizes simétricas.

Com o caso simétrico existente, tornou-se evidente a possibilidade de gene-
ralizacao para matrizes reais normais, baseando-se em uma série de propriedades,
dentre as quais podemos citar: matrizes normais sao unitariamente diagonalizaveis,
além de possuirem uma série de propriedades ligadas ao seu espectro.

Devido ao fato de que a normalidade de matrizes aparece nas mais diferentes
formas, o algoritmo torna-se aplicdvel a vasta quantidade de casos em que a mesma

se apresenta.

4.1
Quatérnios para a determinacao do espectro de Matrizes Simétricas

Uma importante propriedade das matrizes simétricas estd descrita a seguir:

Proposicao 4.1.1 As sequintes afirmacdes sao equivalentes:
1) § € simétrica.
2)Se RR)® (P®P).
3) Podemos decompor a matriz S na forma S =cl®@1+pRi+qRj+rk,

onde c € R ep,q, e T sGo quatérnios puros.

Considerando a matriz § = S — cI + PR1+q®7J+r&®k, devemos obter uma

matriz de rotagdo R =z ® y € SO4 que a diagonalize, ou seja:
RSRT = 2pT @ yiy + 24T @ yjy + 21T @ yky (4-1)

Para que a matriz R diagonalize S , entdo esta deve diagonalizar a tupla de
vetores {p,q,r} ao longo dos eixos ortogonais {i,7, £k}. O problema estd no fato
de que tal tupla {p,q,r} é geralmente obliqua, o que torna essa tarefa impossivel.
Uma solugao consiste em decompor essa rotagdo em duas rotagoes independentes,
ao invés de apenas uma.

Considerando a decomposicao de S da forma

a1 ® by +as ® by + ag ® bs e PxP (4—2)
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com a propriedade de que as tuplas {ai,a2,a3} e {b1,b2,b3} tem seus elementos

ortogonais entre si. Utilizando o isomorfismo definido em (3-18) temos

w(g)zw(p®i+q®j+r®/~c):pef—l—qezT+regT (4-3)
P1 1 "1
= | p2 q2 T2 | = 01UV + O2U2V2 + O3U3V3 =
b3 43 T3

= (o1u1 ® V1 + o2ur ® V2 + o3U3 @ U3)

Obtemos, entao, a matriz R = x ® y de forma que um os vetores singulares a
direita e outro a esquerda sejam rotacionados em direcao ao eixo dos i. Com isso, os
demais vetores serao movidos para o plano-jk. Agora basta um vetor de cada tupla
na direcao do eixo j ou do eixo k. Com isso, os dois vetores restantes, um de cada
tupla, ja estao alinhados na outra diregao diferente da escolhida. Considerando a
matriz ) como a responsavel pelo alinhamento de um dos dois vetores escolhidos
de cada tupla no segundo processo, podemos dizer que a matriz QR?RTQT esta na
forma diagonal.

Resumindo o paragrafo anterior, uma alternativa para obter os autovalores

da matriz simétrica dar-se-4 de acordo com a seguinte alternativa:
R rotaciona u1,v; no eixo 1

() rotaciona u1,v] NO €iX0 ¢ € U2, Vs NO €iXo j

Em face do exposto, dados R, .S € SO, podemos escrever
011®i+ 09 Rj+ o3k Rk

011®i+ 09 Rj— o3k Rk
O primeiro caso é valido quando os vetores que compdem as duas tuplas

QR(p®i+q®j+rok)RTQT =

envolvidas tenham sido projetadas nos eixos {4, 7, k}. O segundo caso é aplicado aos

eixos {1, j, —k}. Dessa forma, devemos considerar dois casos:

Caso 1: Os vetores foram alinhados na diregao dos eixos {1, j, k}:

Entao escreveremos

o1+ 09+ 03 0 0 0
0 01— 09— 0O 0 0
01iQi+02jRj+03k@k = LR
0 0 —01 + 09 — 03 0
0 0 0 —01 — 09 + 03

Caso 2: Os vetores que compdem as duas tuplas foram alinhados na diregao
dos eixos {i,j, —k}:

Donde se obtém:
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o1+ 09 — 03 0 0 0
.. . 0 o1 —09+0 0 0
01i®i+02j@j+0o3k@k = oo
0 0 —01 + 02 + 03 0
0 0 0 —o0l —02—03

4.2
Aplicacao do método tipo Jacobi quaternionico a uma matriz simétrica

A implementagao do algoritmo tipo Jacobi quaternionico para o caso simétrico
¢ mais complexo que o do caso anti-simétrico; a decomposicao da matriz em seus va-
lores singulares, aliado a obtencao das tuplas de vetores ortogonais contribuem para
um aumento na complexidade da codificacao e execugao do algoritmo computacional.

Abaixo, uma tabela de execucao do método ¢gJ para a matriz simétrica de

ordem 10, cujos elementos estao localizados no intervalo [—10,410]:

Matriz Simétrica F
Iteragoes | Tempo | Norma Obtida

<107t 4 0.00” 7.58e-1

<1077 6 0.02” 3.245e-9
<1078 6 0.02” 3.245e-9
<107° 6 0.02” 3.245e-9
<1071 7 0.04” 7.849e-11
<107t 7 0.04” 7.849e-11

Tabela 4.1: Ezecucdo do algoritmo tipo Jacobi quaternionico para uma matriz
de ordem 10 cujos elementos encontram-se no intervalo [-10,+10]

A tabela abaixo faz uma comparacao entre os valores encontrados pelos
métodos comumente utilizados para a obtencao de autovalores e o software Maple
9.5 1; tal comparacdo tem como objetivo analisar os resultados obtidos através de
um software comercial e os algoritmos em suas versoes classicas.

Eis a tabela comparativa abaixo:

!desenvolvido pela Waterloo Software Incorporation(©)
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Maple qJ QR Householder
-15.75787 | -15.75778 -15.68972
-14.60071 | -14.55803 -14.55298
-10.64974 | -10.64971 -10.57320
-9.02126 | -9.10231 -9.020995
-8.59356 | -8.65724 -8.90497

0.54855 0.55347 0.67236

3.65580 3.81749 3.95822

5.98235 5.99649 5.74588

8.01080 8.64839 8.84774
40.42564 | 40.69230 40.94872

Tabela 4.2: Tabela dos wvalores obtidos no cdlculo dos autovalores da matriz
simétrica de ordem 10

4.3
O caso da Matrizes Normais...

Uma matriz real A é dita normal se satisfaz a condigao
AAT = AT A (4-4)

onde AT é a transposta da matriz.

A seguir algumas consideracoes sobre matrizes normais:

Definicao 4.3.1 Dizemos que a matriz A é equivalente a uma matriz B (notag¢do

A= B) se existe uma matriz ortogonal P tal que B = PT AP,

Lema 4.3.2 Sejam A uma matriz normal e uma matriz B tal que A = B. Entdo

B também € normal.

Teorema 4.3.3 (Teorema FEspectral para Matrizes Normais) Toda matriz
normal € equivalente a wma matriz da forma A1 @© Ay ® A3 D ... D A, onde cada

Aj é de ordem 1 x 1 ou possui a forma

a b

A; =
—b a

(4-5)

com b > 0. A menos de reordenacdo dos A; tal forma € unica.

O caso 2 x 2 do teorema é facilmente demonstrado. No caso geral, toda matriz

é equivalente a uma matriz da forma

A X
O N|
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com A uma matriz de ordem 1 x 1 ou 2 x 2, donde segue a reducao da forma
A1 DAy D ... D A, acima.

Matrizes reais normais sao generalizagoes de matrizes simétricas. Sao exemplos
importantes de matrizes normais: matrizes simétricas e anti-simétricas, matrizes
ortogonais, etc.

Para aplicar o algoritmo tipo Jacobi quaternionico para matrizes normais
devemos, primeiramente, escrevé-la como uma soma de uma matriz simétrica e uma
matriz anti-simétrica. Sabemos que, em uma matriz normal, a parte simétrica e
anti-simétrica comutam entre si. Matematicamente, decompondo a matriz normal A

A+ AT A-—AT
2 2

em sua forma real simétrica, definida por S = e anti-simétrica, K =

podemos escrever:

Aénormal & A=K -5=5-K.

Diagonalizando a matriz simétrica S através do algoritmo tipo Jacobi quater-
niénico nos permite escrever:

UAUT = UKUT + Dg, onde Dg estd na forma diagonal.

Denotando B = UKU”, temos que tal matriz j4 é bloco-diagonal.

Devido a comutatividade entre as matrizes simétrica e anti-simétrica no
caso das matrizes normais, os unicos elementos nao nulos fora da diagonal de B
correspondem aos autovalores correspondentes em Dg.

Dessa forma, o primeiro passo do algoritmo ¢J aplicado a matrizes reais
normais consiste em diagonalizar S, ou seja, USUT = al @ bI ® + - - - +kI, onde
a,b,-- -k saoreais. De S- K = K - S, segue-se que, se B, ® By ® - - - ® By ja sao
blocos-diagonais da forma (4.5).

Em nossos experimentos, obtemos a priori a decomposicao da matriz da normal
em sua forma simétrica e anti-simétrica, em seguida, executamos o algoritmo tipo
Jacobi quaternionico para o caso simétrico e para o caso anti-simétrico, obtendo a
norma ao final de cada um dos processos.

Foram utilizados trés tipos de matrizes normais de ordem 40 x 40: a primeira
matriz de teste possui todos os seus autovalores reais; o segundo tipo de matriz
possui metade dos autovalores reais e metade dos autovalores complexos; no terceiro
caso, a matriz possui todos os seus autovalores complexos.

Eis a tabela de execucao do algoritmo para os trés casos observados:

Caso 1 Caso 2 Caso 3
Norma | Iteracoes | Tempo | Iteracoes | Tempo | Iteracoes | Tempo
<107! 9 9.00” 10 9.15” 10 9.52”
<1077 14 11.23” 15 12.74” 16 14.217
<1078 14 11.23” 15 12.74” 16 14.217
<107 15 12.31” 16 13.95” 16 14.21”
<1071 16 13.92” 16 13.95” 17 15.02”

Nas figuras abaixo, temos a evolucao da norma de cada elemento de uma

matriz 4 x 4 normal ao longo do processo:
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Figura 4.1: Norma dos elementos de uma matriz normal antes de primeira
iteracao do algoritmo
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Figura 4.2: Norma dos elementos de uma matriz normal apos a terceira
iteragao do algoritmo
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Figura 4.3: Norma dos elementos de uma matriz normal apos dez iteragoes do
algoritmo
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Matrizes Hamiltonianas

Ao longo dos ultimos 25 anos, o estudo das matrizes Hamiltonianas vém
ganhando interesse da comunidade cientifica. Isto se deve, em parte, a sua aplicagao
em areas como teoria do controle, processamento de sinais, etc. Além disso, tal
problema ainda estd relativamente aberto devido ao alto custo computacional
associado — O(n?).

Geralmente, métodos utilizados para a obtencdo de autovalores de uma
matriz Hamiltoniana ndo preservam a estrutura da matriz. Em (18) é citado pela
primeira vez um método numeérico que preserva a estrutura da matriz Hamiltoniana,
destacando-se por uma maior eficiéncia e pela sua robustez. Este capitulo descreve
o método tipo Jacobi quaternionico para matrizes Hamiltonianas, que também

preservam a estrutura da matriz cliente através do uso de matrizes simpléticas.

5.1
Conceitos Importantes

Uma matriz real 2n x 2n H da forma

E F

H:
G —-ET

é chamada Hamiltoniana se, dados E,F,G € R™", temos FI = F e GT = G.
Podemos ainda caracterizar as matrizes Hamiltonianas pelo conjunto H de todas as

matrizes Hamiltonianas 2n x 2n tal que:
H={H e R**"|(JH)" = JH}

onde s = [ fl é ] e I é a matriz identidade de ordem n. Da mesma forma, podemos

definir o conjunto de todas as matrizes anti-Hamiltonianas como:
W ={W e R**|(JW)T = —JW}
Matrizes anti-Hamiltonianas possuem também a seguinte estrutura em bloco

A B
c AT
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onde A,B,C e R"™*" e BT = —Be CT = —C.

Uma maneira importante de explorar a estrutura de matrizes Hamiltonianas ou
anti-Hamiltonianas consiste em utilizar estruturas que preservam sua similaridade.
A fim de obter tal estrutura, podemos utilizar matrizes reais simpléticas, definidas
por:

S:={S eR™™ ST 5 = J}

Matrizes reais simpléticas possuem as seguintes propriedades:

e formam um grupo multiplicativo com a operacao de multiplicacao;

e a inversa de uma matriz simplética também é uma matriz simplética;

e toda matriz simplética é nao-singular;

e 0 produto de duas matrizes simpléticas também é uma matriz simplética;

e preservam a estrutura bilinear da matriz Hamiltoniana ou anti-Hamiltoniana;
Apartir dessa tltima propriedade podemos escrever:

Seja S uma matriz simplética, entao:

HeH=S"1HSeH
WeWw=8S1wsSew

Consideremos uma bijecio em R2?"*2" definida por A — JA, onde J
:[ fI é } Tal funcao leva matrizes simétricas em matrizes Hamiltonianas e ma-
trizes anti-simétricas em matrizes anti-Hamiltonianas.

De posse da base quaternionica definida no apéndice [A], podemos montar a

seguinte tabela:

211 1 | k
1| W W H W
i |H H W H
i /H H W H
k |[H H W H

Tabela 5.1: Matrizes 4 x 4 Hamiltonianas (H) e anti-Hamiltonianas (W)

Teorema 5.1.1 (i) Uma matriz Hamiltoniana pode ser decomposta na seguinte

forma quaternionica:

b1@j)+pR®1+q@i+trk
(i) Uma matriz anti-Hamiltoniana tem a sequinte forma quaternionica equivalente:
b(1®1) +p®j+1® (ci+ dk)

onde p,q,7 € P eb,c,d € R.
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Segundo (14), podemos obter os valores de p,q,7 € P e b,c¢,d € R da segunte
forma:

Seja H uma matriz simétrica Hamiltoniana:
1
b= Z(hl?’ — h31 + hog — hao) (5-1)
1 1 1
p1 = §(h21 —hi2), p2= Z(h24 —hiz+hs1 +hg1 —haa), p3s = §(h41 —h14) (5-2)
1 1 1
q1 = §(h11 + h22), @2 = §(h41 +hia), @3 = 1(h24 — hiz + hag — h31)  (5-3)

1 1 1
T = Z(hl?’ + hg1 + hoa + hya), 1o = —§(h21 + ho1), 3= §(h11 — ha2) (5-4)

Seja W uma matriz anti-Hamiltoniana:
1

1
c= §(w11 +w), c= §(w12 —wo). d= 5(“’14 + w32) (5-5)

1 1 1
p1= §(w32 —wi), p2= 5(1011 —wz2), p3= 5(“’12 + Wa1) (5-6)

Utilizando o teorema 5.1.1, podemos enunciar a seguinte proposicao:

Proposicao 5.1.2 (a) H € R** ¢ Hamiltoniana simétrica < 3 q,7 € P tal que
H=q®i+rok

(b) H € R¥™* ¢ Hamiltoniana anti-simétrica < 3 p € P, 3 b € R tal que
H=(1®j)+px1

(c) W € R¥™ ¢ anti-Hamiltoniana simétrica < 3 p € P, 3 b € R tal que
W=b1®1)+p®j

(d) W € R¥™ ¢ anti-Hamiltoniana anti-simétrica < 3 ¢,d € R tal que W =
1® (ci + dk)

Eis o conjunto de férmulas que permite escrever as matrizes citadas na
proposi¢ao em sua forma quaternionica:

simétrica Hamiltoniana:

1 1

Q= §(h11 +ha2), q@=hua, = §(h24 — his) (5-7)
1 1

ry = §(h13 +hos), ro=—hi2, 13= §(h11 — ha) (5-8)

anti-simétrica Hamiltoniana:

1 1
b= §(h13 + hoa), p1=ha, p2= §(h31 — h42), p3=ha (5-9)

simétrica anti-Hamiltoniana:
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1 1
b= §(w11 +wo), p1=wi, p2= §(w11 —w2), P3=wi2 (5-10)

anti-simétrica anti-Hamiltoniana:
C = w12, d= w14 (5—11)

Afim de obtermos uma matriz de rotacdo simplética e ortogonal, torna-se

0 I

necessario que a matriz cliente comute com a matriz J = [ oo

} . Com isso,

podemos escrever a equagao quaternionica seguinte:
(w@v)(1®j) =11 j)(udv) (5-12)
ou, de outra formas:
URUj=u®jveu® (vji—jv)=0 (5-13)

Como H é uma &algebra de divisao, temos vj — jv = 0, ou seja, o vetor v e
o vetor j comutam. Isto sé acontecerd se v € {1,j}, ou v = ¢+ dj, com ¢,d € R.

Escrevendo em uma forma matricial, temos
weo % o= 5 ]w@ew

A matriz que satisfaz a equagdo matricial acima é da forma J = | Y VY ]

% U
Dessa forma, a matriz de rotacao devera possuir essa estrutura em bloco.

O nosso objetivo passa a ser o de encontrar uma matriz de rotacao para cada

tipo de matriz Hamiltoniana ou anti-Hamiltoniana:

5.2
Matrizes Hamiltonianas Simétricas

Dada uma matriz H = q® i+ r ® k, devemos encontrar uma matriz simplética
ortogonal R tal que RHRT = (z®y)(¢®i+r®@k)(r @ y) seja diagonal.

Considerando o isomorfismo definido em (3-18) e escrevemos:

Y(H) =p(q@1i) +Y(r@ k) = gel +rej =

qgq 0 nm
=l qg 0 rn | = alulvip + Jguwg = P(o1u1 ® v1 + ous ® v3)
g3 0 73

Como 1 é um isomorfismo, podemos escrever H = q®i+r®k = o1u; @ v1 +
oou2 ®v9, onde 01 < g9 < 0. A grande vantagem desse tipo de representagao produz
dois pares de vetores ortonormais entre si, {u1,u2} e {v1,v2}. A rotagao pode, entao
ser decomposta em duas rotagoes: a primeira manda u; para i e up para +k e a
segunda efetua o alinhamento do vetor v; no eixo i e do vetor ve na diregdo +k.

Uma importante observacao é que a rotagao em duas partes nem sempre é necessaria:
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isto porque, algumas vezes, um dos vetores que compoem o par de vetores é nulo ou
ja estao alinhados entre si.

A primeira rotagdo, que alinha os vetores {uj,us} para os eixos i e +k,
respectivamente, pode ser escrita da forma R; = ¢(x ® x), onde x pode ser escrito

da forma:
_ ‘Z'||U1|—Z.U1 . 1—iu1

il =] 1~ g
Com isso, a rotacdo R; manda u; para o eixo ¢ e transforma o vetor us
em algum vetor us no plano-jk. A rotacdo Rs, que alinha os vetores v; e wvg,
respectivamente, aos eixos ¢ e -k estd definida da forma Ry = ¢(y ® y), onde:
- 1— iUl
T
Finalmente, obtemos a matriz de rotagao simplética e ortogonal E, que pode

ser escrita com R = ® Y e escrevemos a equacao:
RHR" = (2 ® y)(01u1 ® ug + 0otz @ 02) (T @) = (5-14)
= 01(2uT @ yun1Y) + o2(zusT @ yvay) = 01(i ® i) + o2(uz @ k)

onde uy € plano-jk.
Uma outra forma consiste em escrever a matriz R = ¢(z®y) = ¢(z®1)p(18y),
através da equagao (2-17) e, utilizando os vetores u; = (u11,u12,u13) € v1 =

(v11,0,v13), obtemos:

dy 0 —wiz w2 d, 0 vz O
~ 1 0 d 0 d 0
. u ui2  u13 v v13 (5-15)
2v/d,d, U13 —U12 dy, 0 —V13 0 dy
—u12 —uiz 0 dy 0 -wvm3 0 d,

onde d, =1+wuj1 edy, =1+ v17.
Finalmente, afim de obtermos uma diagonalizacao completa podemos utilizar

a seguinte matriz simplética:

cos 0 sen 0
7o —sen 6 cos 0
cos 0 sen 0

—sen 6 cos 0

Da mesma forma que Ré simplética e ortogonal, entao R = RR é também
simplética e ortogonal.
Além do caso 4 x 4, podemos estender o algoritmo para matrizes 2n x 2n,

baseando-se no seguinte teorema:

RQnX 2n

Teorema 5.2.1 Para qualquer matriz simétrica Hamiltoniana H € existe
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uma matriz simplética ortogonal S tal que

STHS = b0 .
0 —-D

A extensdo para matrizes simétricas Hamiltonianas de ordem 2n x 2n pode ser
obtida através da criacao de submatrizes, responsaveis por diagonalizar a matriz aos
poucos, através de sweeps. A cada iteracdo deve-se obter sweeps que cubra todas as
regioes da matriz.

O uso de transformacoes ortogonais para o cdlculo do espectro das matrizes
Hamiltonianas tem a propriedade de preservar a norma da matriz cliente envolvida.
Com isso, devido a simetria da matriz Hamiltoniana envolvida, a cada iteragao a
troca de blocos, para submatrizes 4 x 4, o peso de cada linha envolvida é preservada,
fazendo com que o peso dos elementos diagonais aumente, enquanto o peso dos
elementos fora da diagonal diminuem. Essa “compensagao” permite que a norma

seja preservada e que o processo convirja para a solucao desejada.

5.3
Anti-simétrica Hamiltoniana

Seja H uma matriz anti-simétrica Hamiltoniana. Dessa forma, podemos escre-
ver H=b(1®j)+p®1,ondebeRepeP. Comol®j=Js, nao existe rotagao
simplética ortogonal sobre o primeiro termo de H. Dessa forma, precisamos apenas

de uma rotacao que leva p em j. Fazendo

_ Ipl=3p
lpl — jpl

obtemos a matriz de rotagao de ordem 4 x 4.

Ip| + p2 D3 0 —p1
1 - + — 0
Rewol— ps Ipl+p2 —m (5-16)
V2Ipl(Ip| + p2) 0 P1 Ip| + po P3
p1 0 —p3  |p| +p2
Itand
resultando 0 0 ipl +b 0
0 0 0 +b
RHRT = i (5-17)
Ip| —b 0 0 0
0 —Ip| —b 0 0
Corolario 5.3.1 Para toda matriz anti-simétrica Hamiltoniana H € R2" 2" egiste

uma matriz simplética ortogonal S tal que

SHST:(O _D>
D 0
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Dessa forma, a matriz de rotagdo para ordens superiores a 4 estd definida
como a insercao da submatriz 4 X 4 na matriz identidade de mesma ordem da matriz

cliente.

5.4
Simétrica anti-Hamiltoniana

Uma matriz simétrica anti-Hamiltoniana pode ser escrita na seguinte forma
quaternionica W = b(1®1)+p®j. A matriz de rotacao é a mesma matriz definida no
caso anterior, que efetua a rotagao de p em diregao ao eixo j, donde obtemos a forma
RWRT =b(1®1)+|p|(j®j), obtendo a matriz diag(b+ |p|,b— |p|, b+ |p|,b— |p|). O
caso das matrizes simétricas anti-Hamiltonianas se assemelham ao caso das matrizes

anti-simétricas Hamiltonianas.

Coroldrio 5.4.1 Para cada matriz simétrica anti-Hamiltoniana W € R2"%2" egiste

uma matriz simplética ortogonal S tal que

SwWST = b0
0 D

Para ordem superiores a 4, a matriz de rotacao consiste na matriz identidade

de ordem igual & da matriz cliente, com a insercao da matriz 4 x 4 correspondente.

5.5
Anti-simétrica anti-Hamiltoniana

Uma matriz anti-simétrica anti-Hamiltoniana possui a seguinte forma
quatérnionica equivalente: W = 1 ® (ci + dk). A rotagao que alinha o vetor ci + dk
no eixo 7 esta baseada no quatérnio unitario

_|ei+ dE| —i(ci + dk)
||ci + dk| —i(ci + dk)|

ou x=x0+ T2 (5-18)

obtendo a matriz de rotacao

0 o 0 i)

—XI2 0 i) 0

A matriz final obtida se parece com
RWRT = (1@2)(1® (ci+ dk)(1®7) = |ci + dk|(1 ® i) =

0 Ve 4+ d? 0 0
—Ve2 +d? 0 0 0

0 0 0 —Ve2 +d?

0 0 Ve + d? 0
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Coroldrio 5.5.1 Para toda matriz anti-simétrica anti-Hamiltoniana W € RZnx2n

existe uma matriz simplética ortogonal S tal que

SwST = B0
0 —B

O caso anti-simétrico anti-Hamiltoniano, para matrizes com ordem superiores
a 4 nao é tao simples como nos casos anteriores. Como a diagonal das matrizes anti-
simétricas anti-Hamiltonianas possuem valores iguais a zero, o peso da norma dos
elementos fora da diagonal nao podem ser transferidos para a diagonal. Uma solugao
caminha em dire¢ao ao aumento da ordem da submatriz de rotacao.

Considerando uma matriz anti-simétrica anti-Hamiltoniana de ordem 8 x 8. A

matriz W = { 2 _CA } com blocos anti-simetricos A, C' € R***. Podemos reduzir a

A 0

0o -4 :|7 onde A € R*** ¢ simétrica e

matriz W para uma matriz desejada W= [
tridiagonal. Tal matriz w pode ser obtida de duas formas:

e através de finitas redugoes para matrizes anti-Hamiltonianas descritas por
Van Loan em (22). Este método envolve quatro matrizes simpléticas de Householder
com ordens 8 X 8 e trés transformagoes simpléticas de Givens.

e utilizando quatro transformagoes de Givens: trés delas de ordem 4 x 4 e uma
delas de ordem 2 x 2.

A seguir, faremos a exposicdo do método descrita em (22), que utiliza

matrizes ortogonais e simpléticas. Com isso, dado Q € R2™ 2" entdo a equacdo

JTQJ = Q=T = Q implica que:

Q:[ Q1 Q2

, , RTLXTL
Q2 @1 ] Q1,2 €

As matrizes simpléticas e ortogonais de Householder possuem a forma:

H (ke w) = [ diag(Iy—1, P) 0

0 diag(I-1, P)

onde P = I — 2ww?, onde w € R**+1,
Caso w = 0, assumimos H (k,w) = Ia,. Notamos que H (k,w) é a soma direta
de duas matrizes comuns n x n de Househoulder.

Por outro lado, as transformacoes simpléticas de Givens sao da forma:

c S

JhoO) =] "o

(5-19)

onde C' = diag(Ix_1,cos 0,1,_) e S = diag(0x_1, sen 6,0,_).
Dessa forma, o algoritmo para matrizes anti-simétricas anti-Hamiltonianas

consiste na utilizacao das matrizes de Householder para inserir zeros em uma grande


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510533/CB


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0510533/CB

Aplicagbes do método tipo Jacobi quaterniénico 50

quantidade de entradas, e das rotacoes de Givens para a insercao de zeros apenas
nas entradas desejadas.

Eis os algoritmos para matrizes de Householder (algoritmo H) e o algoritmo
para rotacoes de Givens (algoritmo G):
ALGORITMO H

Dados k(1 < k < n) e y,z € R", o seguinte algoritmo determina w = (wg, ..., wy,)

e (1)=(2)

onde z; =0 parat=k+1,....,n:

tal que:

Inicio do Algoritmo H
o= /2l + ...+ 22
wy = 2 + sgn(z)o
Parai=k+1,....n

W; 1= Z;

U = W N =

Fim Para
Fim do Algoritmo H
Dado k(1 < k < n) e y,z € R™, o algoritmo seguinte calcula ¢ = cosf e

s = senf para a matriz de rotacao de Givens:

J(k:,@):(y):<”>. (5-20)

obtemos o seguinte algoritmo:
Inicio do Algoritmo J
1 U:z,/y%—i—...—l—zg
2 Se 0 = 0 Entao c:= 1 e s:=0
3 Sendo ¢:= % e 5 = 2k
Fim do Algoritmo J
Eis um quadro evolutivo do algoritmo proposto em (22), para a primeira e

segunda colunas:

o o o o) o o o o o o o) o o o
e o o o0 () o o e o o o0 () o o
e o o o 0o o () o e o o o0 o (

e o o o 0 o o ( e o o o0 o o 0

~ Householder ~~

0 o o0 o o o 0O ¢ 0 O|e o o o
x 0 o o o o o e 0 o o0 o o o
x o 0 o o o o 0O ¢ O o o o o
X o o O|e o o o o o Ojo o o o
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e o o o |0 0 0 e o o o |0 o o
o o o o0 (0 o O o o o o0 () o o
0O ¢ o o0 o (0 o 0O o o o|0 o (0 o
0 0 X e|e e e 0 00O o o0 o o 0
~ 2 X 2Ghivens ~»
0 00 O|e @ o o 00 0 0O|e ¢ 0 O
0 0O O Ojle o o @ 00 0 O|le o e O
0 0O 0O e|e o o o 00 0O O|e o e o
0 O X O|e o o @ 0 0O 0O O|e o o o

5.6
Resultados Numeéricos

Face ao exposto neste capitulo, embora o método computacional possua alguns
célculos de natureza complexa, segundo (14) o método mostrou-se bastante preciso
para matrizes Hamiltonianas. Da mesma forma, a convergéncia teérica demostrada

anteriormente, pode ser facilmente verificada conforme as tabelas abaixo:

1

10

Morrma da matriz

10

o 2 4 B 8
no. iteragdes

Figura 5.1: Convergéncia para uma matriz simétrica Hamiltoniana de ordem
100 utilizando o método qJ
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1

=
%

Morrma da matriz

e

10

0 2 4 B 8
no. iteragdes

Figura 5.2: Convergéncia para uma matriz anti-simétrica anti-Hamiltoniana de
ordem 100 utilizando o método qJ
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Conclusoes

O método de Jacobi classico foi criado para obter autovalores de matrizes
simétricas. Pouco tempo depois, o método foi aperfeicoado para o calculo de qualquer
tipo de matriz. A presente dissertacao mostrou um método tipo Jacobi baseando-se
em rotagoes quaternionicas.

A principal vantagem dos métodos de Jacobi sobre os métodos baseados em
tridiagonalizagao, tal como o método Q) R, esta na precisao inerente aos mesmos, além
do fato que métodos tipo Jacobi sao facilmente paralelizaveis. Dessa forma, com o
avanco da arquitetura de computadores, algoritmos baseados no método de Jacobi
vém se apresentando como uma alternativa para a implementacao de algoritmos
eficientes. A chave para paralelizar um bom algoritmo de Jacobi ou um algoritmo
tipo Jacobi é escolher a ordem correta para paralelizé-lo. Bons exemplos de ordens
podem ser encontrados em (1) e (2).

Conforme o exposto no capitulo 3, os resultados obtidos nesse trabalho para
matrizes anti-simétricas demonstram que, ao comparar o algoritmo ¢J com os
algoritmos baseados no método @ R, houve uma melhora na precisao, em detrimento
ao aumento do tempo de execucao do algoritmo. No caso das matrizes simétricas, o
custo computacional para obter os autovetores — mesmo que a precisao dos mesmos
nao seja importante para o calculo da matriz de rotacao devido ao fato que, como
os vetores sao unitdrios, a matriz R serd ortogonal — torna-se um fator relevante.
Uma melhoria pode ser feita no sentido de calcular os autovetores com uma precisao
menor para as primeiras iteragoes, uma vez que os elementos diminuirao em maédulo
rapidamente durante a execucao inicial do algoritmo.

Para matrizes normais, uma grande dificuldade consiste em decompor a matriz
em uma soma direta de uma matriz simétrica e outra anti-simétrica. Outro problema
do algoritmo esta no caso do algoritmo nao ter aplicabilidade na obtencao do espectro
de matrizes quase-normais, uma vez que nao ha comutatividade entre as partes
simétrica e anti-simétrica verificada para esses casos.

Por fim, a aplicacdo do algoritmo a matrizes Hamiltonianas tem uma con-
tribuicao relevante devido, em grande parte, ao uso das matrizes simpléticas a fim
de preservar a estrutura da matriz cliente ao longo do processo. Uma boa estima-
tiva acerca da quantidade de memodria necessaria para alocar uma matriz de ordem
2n x 2n estd em n? + n para matrizes simétricas Hamiltonianas, e n2 — n no caso

das matrizes anti-simétricas anti-Hamiltonianas.
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O uso de matrizes simpléticas, em conjunto com rotagdes quaternionicas
poderé trazer melhores compreensdes para problemas no espaco R3. A deficiéncia
do método para matrizes anti-simétricas anti-Hamiltonianas pode ser compensada
com o uso de outros métodos, conforme descrito no Capitulo 5.

Como conclusao do presente trabalho, concluimos que o isomorfismo existente

entre H x H traz uma decomposicao natural para alguns tipos especiais de matrizes.
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