PUC-Rio - Certificacé@o Digital N° 0510532/CA

PONTIFfCIA UNIVERSIDADE CATC’)LICA
DO RIO DE JANEIRO

Raquel Ribeiro Barroso Portela

Nés Legendreanos em R? e o niimero maximo
de Thurston-Bennequin para nés de 2 pontes

Dissertacao de Mestrado

Dissertacao apresentada como requisito parcial para obtencao do
grau de Mestre pelo Programa de Pés—graduacao em Matematica
Pura do Departamento de Matematica da PUC-Rio

Orientador: Prof. Paul Alexander Schweitzer, s.j

Rio de Janeiro
junho de 2007


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510532/CA


Livros Gratis

http://www.livrosgratis.com.br

Milhares de livros gratis para download.



PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0510532/CA

PONTIFfC]A UNIVERSIDADE CATéLICA
DO RIO DE JANEIRO

Raquel Ribeiro Barroso Portela

Nés Legendreanos em R? e o niimero maximo
de Thurston-Bennequin para nés de 2 pontes

Dissertacao apresentada como requisito parcial para obtencao do
grau de Mestre pelo Programa de Pés—graduacdo em Matematica
Pura do Departamento de Matematica do Centro Técnico
Cientifico da PUC-Rio. Aprovada pela Comissdo Examinadora
abaixo assinada.

Prof. Paul Alexander Schweitzer, s.j
Orientador
Departamento de Matematica — PUC—Rio

Prof. Derek Douglas Jack Hacon
Departamento de Matematica — PUC-Rio

Prof. Leonardo Navarro de Carvalho
Instituto de Matematica — UFF

Prof. Paulo Henrique Cabido Gusmao
Instituto de Matematica — UFF

Prof. Nicolau Corcao Saldanha
Departamento de Matematica — PUC-Rio

Prof. José Eugenio Leal
Coordenador Setorial do Centro
Técnico Cientifico — PUC-Rio

Rio de Janeiro, 27 de junho de 2007


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510532/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0510532/CA

Todos os direitos reservados. E proibida a reproducao total
ou parcial do trabalho sem autorizacao da universidade, do
autor e do orientador.

Raquel Ribeiro Barroso Portela

Graduacao em Licenciatura Plena em Mateméatica, Univer-
sidade do Estado do Rio de Janeiro (agosto/2000 — dezem-
bro/2004).

Mestrado em Mateméatica Pura, Pontificia Universidade
Catdlica do Rio de Janeiro (margo/2005 — junho,/2007).

Ficha Catalografica

Portela, Raquel Ribeiro Barroso

Nés Legendreanos em R3 e o nimero maximo de
Thurston-Bennequin para nds de 2 pontes / Raquel Ribeiro
Barroso Portela; orientador: Paul Alexander Schweitzer, s.j.
— Rio de Janeiro : PUC-Rio, Departamento de Matematica,
2007.

v., 109 f: il. ; 29,7 cm

1. Dissertagdo (mestrado) - Pontificia Universidade
Catdlica do Rio de Janeiro, Departamento de Matematica.

Inclui referéncias bibliogréficas.

1. Matematica — Tese. 2. Nés topoldgicos. 3. Nos leg-
endreanos. 4. Nés de 2-pontes. 5. Isotopia legendreana. 6.
Numero de Maslov. 7. Nimero de Thurston-Bennequin. 8.
Polinémio de Kauffman.
|. Schweitzer, s.j., Paul Alexander. Il. Pontificia Universidade
Catdlica do Rio de Janeiro. Departamento de Matematica. Il

Titulo.

CDD: 510


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510532/CA


PUC-Rio - Certificacé@o Digital N° 0510532/CA

Agradecimentos

Especialmente a Deus, que me da forcas nos momentos dificeis, e me
torna vencedora a cada dia.

A minha mae, Maria da Graca, pela dedicacao e carinho em ter me
educado e cuidado de mim.

Aos professores de graduagao, especialmente ao Luérbio Faria e a Clicia
Valladares, por acreditarem em mim e terem me ensinado mais do que
matematica, mas a ser um profissional.

Ao meu orientador, Paul Alexander Schweitzer, por ter me encaminhado
ao mestrado nesta Instituicao.

Ao professor Derek Hacon, por me apresentar a teoria dos nés legen-
dreanos e pelo incentivo dado.

Aos matematicos, Peter Zvengrowski e Vladimir Chernov, por estarem
sempre dispostos a esclarecer duvidas e dar sugestoes.

Ao amigo Ivan Gonzales, pela ajuda em questdes matemaéticas e pelos
conselhos dados neste dois anos de mestrado, os quais me ajudaram a chegar
até aqui.

Aos amigos da UFRJ, Leandro Araujo, por fazer as figuras desta dis-
sertacao, e Fabio Ramos, por me fornecer os artigos necessarios, os quais nao
tinha acesso.

Aos amigos, Renata Arruda e Guilherme Frederico, que se disponibi-
lizaram a ler esta dissertacao.

A todos que me ajudaram direta ou indiretamente durante todo o meu

mestrado.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510532/CA


PUC-Rio - Certificacé@o Digital N° 0510532/CA

Resumo

Portela, Raquel Ribeiro Barroso; Schweitzer, s.j., Paul Alexander.
Nés Legendreanos em R? e o niimero maximo de Thurston-
Bennequin para nés de 2 pontes. Rio de Janeiro, 2007. [[09p.
Dissertacao de Mestrado — Departamento de Matematica, Pon-
tificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

O propdsito deste trabalho é apresentar a teoria dos nods legendreanos,
que diz respeito a noés tangentes a uma estrutura de contato, assim como
demonstrar o Teorema do Numero Maximo de Thurston-Bennequin para
nés de 2-pontes em termos do polindmio de Kauffman. Iniciamos este
trabalho com uma introducao aos nés topoldgicos. Apresentamos a teoria
de nés legendreanos, dando énfase aos nés legendreanos em R? tangentes &
estrutura de contato canonica neste espaco. Apresentamos dois invariantes
classicos de nos legendreanos: os nimeros de Thurston-Bennequin e Maslov.
Finalmente, obtemos o niimero maximo de Thurston-Bennequin, motivo de
estudos nos dias atuais, para todos os nos legendreanos topologicamente

isotépicos aos nés de 2-pontes na estrutura de contato candnica em R3.

Palavras—chave
Nos topologicos. Nos legendreanos. Nos de 2-pontes.  Isotopia legen-
dreana. Numero de Maslov. Numero de Thurston-Bennequin. Polinémio

de Kauffman.
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Abstract

Portela, Raquel Ribeiro Barroso; Schweitzer, s.j., Paul Alexander.
Legendrian Knots and the maximal Thurston-Bennequin
number of two-bridge knots . Rio de Janeiro, 2007. 109p.
MsC Thesis — Department of Matematica, Pontificia Universidade
Catoélica do Rio de Janeiro.

The purpose of this work is to present the Theory of the Legendrian knots,
which refers to knots tangent to a contact structure, and also to prove the
Theorem of the Maximal Thurston-Bennequin number for 2-bridge knots in
terms of the Kauffman polynomial. We begin this study with an introduction
to topological knots. We present the theory of the Legendrian knots, we
emphasize Legendrian knots in R3, knots tangent to the standard contact
structure in this space. We present two classical invariants of Legendrian
knots, the Thurston-Bennequin and Maslov numbers. Finally we show the
maximal Thurston-Bennequin number for Legendrian two-bridge knots in

standard contact structure on R3, an active area of current research.

Keywords
Topological Knots.  Legendrian Knots. 2-bridge knots. Legendrian
isotopy. Thurston-Bennequin number. Maslov number. Kauffman polyno-

mial.
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1
Introducao

Atualmente é conhecido que, como uma teoria matematica, a teoria
dos nés apareceu no final do século XVIII. Um primeiro estudo matematico
dos nos foi provavelmente realizado por K. F. Gauss (1777 - 1855) em
pesquisas em eletrodinamica, que incluia uma formulacao analitica de nimero
de enlagamento.

Estudos sistematicos da teoria dos nés comegaram no final do século XIX.
Contudo, os resultados mais significantes tiveram lugar na segunda metade do
século XX. Nas ultimas duas décadas do século passado, devido a pesquisas em
parte nesta area, Jones, Witten, Drinfeld (1990) e Kontsevich (1998) receberam
a medalha Fields.

Novas direcoes da teoria dos nds surgiram. Uma interessante area é a
teoria dos nés legendreanos. Esta teoria relaciona a teoria dos nés, geometria
de contato e topologia, e se tornou motivo de estudos desde o trabalho de
Bennequin (1) em 1983, porém ganhou destaque em 1997 com o trabalho de
Fuchs e Tabachnikov (39). Nés legendreanos em uma variedade, em particular
R3, sdo nds tangentes a uma estrutura de contato.

Com o intuito de classificar os nés legendreanos, Bennequin (1) definiu
um invariante, atualmente conhecido como o niimero de Thurston-Bennequin.
Neste artigo, Bennequin mostrou também a primeira cota superior do niimero
de Bennequin. Em 2001, Ng (32), mostrou com exatiddo o mais recente
resultado sobre cotas superiores do nimero de Thurston-Bennequin para uma
classe de nés legendreanos, o nimero maximo de Thurston-Bennequin para
nos de 2-pontes, que é dado pelo polinomio de Kauffman.

Foi neste contexto que despertei meu interesse pela teoria dos nos legen-

dreanos e pelo invariante de Thurston-Bennequin.

Nesta dissertagao, introduzimos, esperando que com justica, a con-
tribuicao de varios matematicos para a teoria dos nés.

O objetivo deste trabalho é descrever alguns dos principais conceitos
da atual teoria dos nos legendreanos e resultados obtidos para seus cléssicos

invariantes. Damos uma descricao de nés legendreanos em uma variedade e
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Capitulo 1. Introducao 9

estudamos o caso em R3. Além disso, incluimos importantes resultados sobre os
invariantes classicos de nés legendreanos, os nimeros de Thurston-Bennequin e
Maslov. Como resultado principal, demonstramos de forma clara o importante
e recente Teorema do Numero Maximo de Bennequin para nds de 2-pontes,
em termos do grau do polinomio de Kauffman.

Durante toda a dissertacao nos concentramos em licidas exposigoes e
fazemos uso extensivo de diagramas para facilitar o entendimento do leitor
a partir de dados geométricos. Incluimos textos explicativos e varios exem-
plos, que tornam mais simples a leitura. Contudo, as provas sao feitas com
padrao usual de rigor matematico. Em certos casos, por conveniéncia, fizemos
apéndices no final da dissertagao.

Essa dissertagao é dividida em cinco capitulos.

No capitulo dois, sao apresentadas nogoes basicas da teoria dos nés
topoldgicos, principais defini¢oes, conceitos e importantes resultados. A demon-
stracao do teorema de Reidemester, o qual diz que dois nés sao equivalentes
se um pode ser obtido do outro por trés movimentos e isotopia planar, que
pode ser encontrada em (30)), é feita de forma mais simples que a realizada por
Reidemester, a qual utiliza teoria de singularidades. Discutimos também o con-
ceito de invariante de nds topoldgicos e, como caso particular, os polinomios,
enfatizando o polinomio de Kauffman, que é parte do resultado principal desta
dissertacao.

O terceiro capitulo contém os conceitos dos nés tangles e de duas pontes.
O motivo pelo qual é dedicado um capitulo a esses ndés é dado claramente
pelo titulo da dissertacao, suas propriedades e defini¢oes sao extremamente
importantes para o nosso principal resultado. E também neste capitulo que é
determinada a féormula para o polinomio de Kauffman para nés de 2-pontes
em termos do produto de matrizes.

O quarto capitulo é dedicado a interessante teoria dos nés legendreanos.
Sao apresentadas algumas estruturas de contato, entre elas a estrutura de con-
tato canonica no espaco R?, que é trabalhada no restante da dissertacao; e
entao sao definidos os nds legendreanos, que sao os nds tangentes a estruturas
de contato. Sao discutidas suas propriedades e como recuperar os nos legen-
dreanos através de suas projecoes frontal e lagrangeana.

No quinto capitulo sao apresentados dois classicos invariantes de nos
legendreanos: o nimero de Thurston-Bennequin e o nimero de Maslov. Sao
discutidas propriedades e relacoes entre estes numeros. Através da operacao
de estabilizacao é observado que é possivel diminuir o nimero de Thurston-
Bennequin de um tipo de né e entao introduzir o conceito de cotas superiores

do nimero de Bennequin de um né. E neste capitulo que ¢é introduzido o
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Capitulo 1. Introducao 10

conceito de nimero maximo de Thurston-Bennequin de nés legendreanos de
um determinado tipo topologico.

Finalmente, o sexto capitulo é dedicado a demonstracao do Teorema
do Nimero Maximo de Thurston-Bennequin para todos os nés legendreanos
topologicamente isotopicos aos nés de 2-pontes em termos do grau do polinomio

de Kauffman.
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2
Nos Topoldgicos

Uma area fascinante da matematica é a teoria dos nds, cuja origem
remonta ao final do século XIX e modernamente se insere no campo da
topologia algébrica. A teoria dos nds estuda as curvas no espago, sem auto
intersecoes e fechadas. Em outras palavras, as curvas que sao imagens (suaves)
de um circulo, no espaco tridimensional.

Apresentaremos neste capitulo as nogoes basicas de nds topoldgicos
necessarias ao entendimento da dissertacao. Uma abordagem mais detalhada
destes contetiidos pode ser encontrada em livros especificos (35). Suporemos que
o leitor ja esteja familiarizado com os conceitos fundamentais de topologia.

O capitulo contém uma base elementar da teoria dos nds. Definimos e
discutimos nés e suas classes de equivaléncia, assim como as projecgoes regulares

dos nés e enfatizamos os movimentos de Reidemeister.

2.1
Definicoes basicas
Definicao 2.1.1 Um nd k é um mergulho suave por partes de um circulo no

espaco euclidiano de dimensao 3.

Equivalentemente, podemos dizer que um né k, é uma curva k : [0,1] —
R3 simples fechada, que é imersao por partes.

Nos referiremos a um né k : [0, 1] — R3, k(ty) # k(t1) se to # t; exceto
k(0) = k(1), que é uma imersao de classe C'' por partes, pela sua imagem
k([0,1]) = K. E conveniente assumirmos que k seja suave por partes, ou seja,
para uma determinada parti¢do do intervalo [0,1], 0 < tg < t; < ... < t = 1,
a restricao kg, 4] : [ti_1,t;] — R? é suave, pois veremos mais a frente que
esta consideragao evitard certos tipos de nds (nés selvagens), os quais nao

estudaremos nesta dissertacgao.

A definicao de né pode ser generalizada da seguinte maneira. Em vez de
apenas uma curva fechada no espago, podemos considerar uma colecao (finita)

de curvas disjuntas no espaco, eventualmente enlacadas entre si.
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Definicao 2.1.2 Um enlace é uma colegao finita ordenada de nés L;, i € N

que nao se intersectam entre si. Cada no L; € dito uma componente do enlace.

Note que nos referindo a um né pela sua imagem, escrevemos um enlace
de k componentes [ : ]_[le[O, 1] — R3 pela sua imagem l(]_[le[(), 1))=1L,o

que nos permite escrever L = L U Ly U ... U Ly, onde cada L; é um no.

Nas Figuras 2.1], e 2.3 mostramos trés desses nés: o enlace de Hopf,
que sao dois circulos enlacados da maneira mais simples, o enlace de Whitehead
e o enlace de Borromean, sendo os dois primeiros com duas componentes e o
terceiro com trés. Um outro exemplo é o simbolo das olimpiadas, que é um

enlace de 5 componentes.

av

Figura 2.1: Enlace de Hopf.

D &

Figura 2.2: Enlace de Whitehead. Figura 2.3: Enlace de Borromean.

Note que um né é um enlace de uma componente. Com o intuito de nao
haver repeticoes, nos referiremos a nés durante a dissertacao, sabendo-se que

os resultados e defini¢oes para nods se estendem naturalmente para enlaces.

2.2
Equivaléncia de noés

O problema central da teoria do nés é classifica-los. Classificar significa
saber lista-los todos (mesmo que sejam em nimero infinito, como é o caso),
sem que haja uma isotopia (Definicao 2.2.7]) entre eles, e saber dizer, para
cada curva, qual n6 dessa lista ela representa. Isto implica, em particular, ter
critérios para dizer se duas curvas sdo, ou nao sao, equivalentes (Definigao
223).

A teoria considera como equivalentes, duas curvas tais que uma pode ser

deformada continuamente de tal forma a ficar idéntica a outra, sem que no
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2

Figura 2.4: Diagrama ilustrando o
colapso.

processo de deformacao se criem auto-intersecoes, sem que a curva “se rompa’”
e sem colapsos (como um né tao apertado que desaparece, como podemos ver
na Figura 2.4]). A preocupagao nao é com a forma exata das curvas, mas sim
obter critérios para dizer se duas curvas sao ou nao sao equivalentes.

Um no6 nao é uma curva em particular, mas todo o conjunto de posic¢oes
que ela pode assumir se for deformada de acordo com esses critérios. Por
exemplo, o né trivial é a classe de curvas que podem se deformar até se

tornarem circunferéncias.
Definigao 2.2.1 Uma isotopia ambiente de R® é uma aplicagio C°,
h:R®x1— R3,

tal que hg =id e hy = h(.,t) é um difeomorfismo para todo t € 1 = [0, 1] .

Definicao 2.2.2 Dois nos K1 e Ky sao isotopicos se existe uma isotopia
ambiente h, tal que hi(K,)=K, onde K;=k;(I), 1=[0,1]. Além disso, se os

nos sao orientados, hy preserva a orientacao.

Em uma isotopia ambiente, o espago inteiro deve ser deformado, arra-
stando a curva de uma posicao a outra. Com isotopias ambientes impede-se
que haja o colapso de uma porgao nao trivial do ng, reduzindo sua complex-
idade de forma artificial. Nos referiremos a isotopia ambiente, simplesmente
por isotopia.

Uma isotopia preserva a orientacao, isto ¢, se dois nés Ky e K; orientados

sao isotopicos por uma isotopia h, entao a isotopia h preserva a orientacao.

Definicao 2.2.3 Dois nos Ky e Ky sao equivalentes se eles sao isotopicos,
KO ~ Kl-

Sem dificuldades, podemos verificar que a relacao ~ é uma relacao de
equivaléncia. Entao podemos falar de classe de equivaléncia de um né. Cada
classe de equivaléncia de um né é dito um tipo de no; entao nds equivalentes
tem o mesmo tipo de nd. Por exemplo, nds equivalentes a uma circunferéncia

sao chamados triviais, e constituem o tipo trivial.
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Definigao 2.2.4 Dois enlaces L = L1ULyU...UL,, e L' = LyUL,U...UL, sdo
equivalentes se satisfazem as sequintes condicoes:

(1) m = n, ou seja, os enlaces L e L' tem o mesmo mimero de
componentes;

(2) eziste um difeomorfismo de R3 em si mesmo que preserva a orientacdo
e leva a cole¢cao L1ULsU...UL,, na colecao L;ULIQU...UL;W

Com o intuito de simplificar certas demonstragoes através de determina-
dos movimentos, os quais serao vistos na Secao 2.5 usaremos a definicao de

noé como se segue.

Definicao 2.2.5 Um no K chama-se no poligonal se K € isotopico a uma

linha poligonal fechada, sem intersecoes, em R3.

Podemos considerar um né poligonal como um poligono em R3?. Um

exemplo de no poligonal se encontra na Figura

Definicao 2.2.6 Um enlace poligonal de k-componentes, € uma colecao finita

de nos poligonais disjuntos K;, com i € N.
Definicao 2.2.7 Um no € dito docil se ele é equivalente a um nd poligonal.

Se um noé nao é docil, ele é chamado selvagem. Nessa dissertacao nos
concentramos no estudo de nés déceis, por tal motivo a Definicao dada
anteriormente nao inclui os nos selvagens. Exemplos de nés selvagens se en-
contram nas Figuras e 2.7 Note também que, para o tnico ponto limite
p, 0 no é suave, porém nao é imersao. Esta distincao é de fundamental im-
portancia, pois toda teoria desenvolvida nessa dissertagao ¢ aplicada somente
a nds docéis. Em diversos momentos usaremos a definicao de nds poligonais
em R3.

E natural perguntarmos que tipo de nés sao nos déceis. Uma resposta

parcial para isto ¢ dada pelo seguinte teorema.

Teorema 2.2.8 (Ver (7)) Se um ndé parametrizado pelo comprimento de
arco é uma imersao de classe C1, isto €, continuamente diferencidvel com

derivada nao nula, entao ele é docil.

Definicao 2.2.9 Dizemos que uma aplicacio ¢ : X — R3, é uma reflexzdo
(ou uma simetria) de X C R® com respeito a um plano E, se para todo ponto
p € X, ¢(p) € o ponto simétrico a p com respeito a E. A imagem p(K), obtida

pela reflexao ¢ do no K, € dita ser uma imagem por reflexao de K.
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&y (=

Figura 2.5: N6 poligonal. Figura 2.6: N6 selvagem.

Figura 2.7: N6 selvagem.

A imagem por reflexdo de um né K orientado, inverte a orientagao do

no.

Exemplo 2.2.10 A imagem por reflexao com respeito a um plano, por exem-

plo, o plano xy, dada por f(z,y,z) = (x,y,—z), ndo € um homeomorfismo que

preserva a orientagdo, de fato, a orientagdo € inversa (ver Figura[2.8).

\9/

~

. .

-
:"-l-‘
k4 A

- ?

Figura 2.8: Imagem por reflexao.

2.3
Projecoes e diagramas

O estudo dos nés é realizado de uma maneira mais simples que o estudo
em um mergulho de uma curva em R3. Suas propriedades sao obtidas através

de seus graficos em R2?, isto é, através de suas projecoes.
) )
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Definicao 2.3.1 A projecao em P, P C R?, de um né K em R? é a imagem
7(K) de K por uma aplicagio linear sobrejetiva, © : R3 — P, onde P é um

plano.

Se K é um no, diremos que 7(K) é a projecao do né K. Um ponto p na
imagem 7(K) é chamado de ponto multiplo se a imagem inversa 7~ 1(p) tem
mais de um ponto, caso contrario p é dito ponto regular.

Se 7~ !(p) possui exatamente dois pontos, entao dizemos que p é ponto
duplo. Um ponto duplo é dito transversal se 7~'(p) = {a,b} e Im dr, + Im
dm, = T,R?, ou seja, m é imersao em a e em b e as retas imagens das retas

tangentes em a e b nao coincidem (Figura 2.9)]).

X

Figura 2.9: Ponto duplo transversal.

Em geral a imagem de 7(K) pode ser bem complicada em relacado ao
nimero e tipo de pontos multiplos. Contudo, todo né décil K é equivalente a

outro né, cuja projecao seja relativamente simples.

Definigao 2.3.2 A projecio w(K) de um né K € dita regular se,
(i) 7 restrita a K € imersao;
(ii) existe um nimero finito de pontos multiplos e todos sao pontos duplos

transversais.

Numa projecao regular de um né poligonal, nao ocorre pontos multiplos

como na Figura 2100

KT

Figura 2.10: Pontos multiplos nao permitidos numa
projecao regular.
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Uma isotopia se transpoe naturalmente para as projecoes. Assim como as
curvas, dizemos que duas projecoes sao equivalentes se uma isotopia transforma
uma na outra.

Sendo K um n6 orientado, a projecao de K herda a orientacao de maneira
natural.

A projecao regular de um né com suas informagoes adicionais é chamada

de projecao do no ou diagrama do no.

Definicao 2.3.3 Uma isotopia planar de um diagrama do né € um difeomor-

fismo do plano em si que nao muda a estrutura combinatoria do diagrama.

Um né pode ser representado por sua projegao, porém esta projecao
somente determina o né diante algumas informagdes. Se para todo ponto duplo
transversal, chamado cruzamento, numa projecao regular for determinado o
segmento que passa por baixo (cima), o né pode ser reconstruido, a menos de

isotopia, a partir da projecao, como por exemplo, a projecao da Figura 211l

— \/\//

Figura 2.12: Cruzamentos positivo

Figura 2.11: Projecao regular de (4) e negativo (-) respectivamente.

um no.

Um cruzamento é chamado positivo (negativo) se o segmento que passa
por cima precisa girar no sentido anti-horario (horario) para chegar & mesma

posicao do segmento de baixo. Os cruzamentos sao ilustrados na figura 2.12]

Um né entao é representado pela sua classe de projegoes (regulares)
possiveis. Observe que uma isotopia pode desfazer cruzamentos ou mudar sua
disposi¢ao, mas nao pode inverter a posi¢ao de dois segmentos em um cruza-
mento, fazendo quem passa por baixo passar por cima (se isso fosse possivel,
tranformariamos qualquer curva em uma circunferéncia). Note também que
quando um cruzamento é desfeito pode haver uma posicao de transicao que
nao seja regular, mas nés estamos preocupados apenas com as projegoes reg-
ulares que ocorrem “antes” e “depois” da transicao, as quais serao estudadas

durante este trabalho.
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2.4
Invariantes de ndés

Os invariantes sao, em geral, calculados sobre projegoes (regulares). Um
invariante é um objeto matemdatico que pode ser um numero, polindmio de
uma ou mais varidveis, um grupo, etc, que serve para distinguir projecoes
que nao sao equivalentes. Se o resultado for diferente entao uma nao pode
ser deformada na outra. Infelizmente, a reciproca é falsa. Nao necessariamente
duas projegoes com o mesmo objeto matemadtico representam o mesmo né.
Contudo, nés equivalentes tem os mesmos invariantes.

Reservamos a tltima secao deste capitulo aos polinémios invariantes de

nos, destacando um deles, o qual sera de grande importancia nesta dissertacao.

Nao foi encontrado até hoje um invariante finito, de facil acesso (isto
é, calculavel em um nimero finito de passos) que seja completo; dizemos que
um invariante é completo se é capaz de determinar quando duas projecoes
determinam o mesmo noé. Porém, para merecer esse nome, é essencial que o
invariante nao dependa da projecao do no utilizada para o calculo.

Nos perguntamos como podemos saber se uma regra que associa a
cada projecao um numero, polinomio, grupo ou outro objeto matemaético é
realmente invariante, isto ¢, independente da projecao utilizada entre todas as
projecoes equivalentes.

Em geral, nao existe problema enquanto a isotopia nao mexe com
cruzamentos, mas apenas muda o formato da projecao, chamada de isotopia
planar (Definicao [23.3]), pois os invariantes ji costumam ser definidos sem
se dar muita importancia ao desenho exato das curvas. Mas, quando um
cruzamento é alterado e a nova projecao é essencialmente diferente da inicial,
sera que a regra continua gerando o mesmo polinomio, grupo, ou outro objeto
matematico?

Pensamos agora no que ocorre durante uma isotopia. Havera instantes
de transicao onde a projecao pode nao ser regular, e os demais instantes cor-
respondem a projecoes regulares, transformadas apenas por isotopias planares
onde essencialmente nada acontece. Durante a isotopia se transita de uma
projecao regular a outra.

Concluimos que mostrar que um invariante independe da projecao é
mostrar que ele nao se altera entre duas projegoes regulares separadas por uma
transicao nao regular. O problema é que para ter uma resposta deveriamos,
necessariamente, conhecer todos os tipos de transicao entre projecoes regulares.
Essa questao foi estudada por Kurt Reidemeister, o qual nos fornece um

importante teorema sobre equivaléncia de ndés. Reservamos a proxima secao
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para estes resultados.

2.5
Movimentos de Reidemeister

Pelas consideracoes feitas na secao anterior, é necessario saber os tipos
de transicoes entre duas projecoes regulares para determinar se dois nés sao,
ou nao, equivalentes. Estudos realizados por Kurt Reidemeister em 1920
nos fornecem um teorema que restringe essas transicoes a trés tipos de
movimentos, chamados movimentos de Reidemeister, e além disso, garante
que estes movimentos sao necessarios e suficientes para garantir a equivaléncia
de dois nds. Os movimentos de Reidemeister sao ilustrados na Figura [2.13]

incluindo os movimentos para a imagem por reflexao do no.

Q, \Q
Ql-l /

N Q,

J/
AN B
e XK

AN

7

Figura 2.13: Movimentos de Reidemester.

A demonstracao do resultado principal desta secao, o Teorema 2.5.3]
utiliza-se de teoria de singularidades e é realizada através de complicadas
técnicas, porém, uma outra prova feita por Manturov (25), pode ser realizada
a partir da definicao de no6 poligonal, sendo necessario para isso, introduzirmos

o conceito de A-movimento, o qual veremos a seguir.

Definigao 2.5.1 Seja u um segmento de reta de um né poligonal K em R3, e
T um triangulo em R3, 0T = uUvUw, u,v,w sdo as arestas de T'. Se TNK =u,
entio K' = (K —u)UvUw define outro nd poligonal. Nds dizemos que K resulta
de K por um A-movimento. Se K € orientado, K' herda a orientacio de .0

processo inverso € denotado por A7, veja Figura[2.17.
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Figura 2.14: A-movimento.

Um A-movimento também é dito um movimento elementar.

Podemos observar que os movimentos de Reidemester nao alteram a
classe de isotopia do né. De fato, o primeiro movimento preserva um cruza-
mento. O segundo perde ou ganha um cruzamento positivo e um negativo. E

o terceiro mantém os cruzamentos existentes.

Definicao 2.5.2 Dois nds sdo equivalentes ou isotopico por movimentos se
existe uma sequéncia finita de A- e A~ -movimentos que transforma um né

em outro.

e N

Figura 2.15: Movimentos de Reidemester para
nés poligonais.

Teorema 2.5.3 Dois nos K; e Ky com diagramas requlares Dy e Do, respec-
tivamente, sao equivalentes se, e somente se, um diagrama pode ser transfor-
mado no outro por uma sequéncia finita de movimentos de Reidemester ();, 1=

1,2,3 ou seus inversos Q;le 1sotopias planares.

Prova. Como os movimentos de Reidemester nao mudam a classe de isotopia

do n6, uma implicacao é evidente. Provemos a afirmacao inversa do teorema.
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Sejam Dy e Dy dois diagramas regulares de nés poligonais equivalentes
K, e K, respectivamente. Entao, por definicao, existe uma sequéncia finita
de A— ou A~!'— movimentos que transformam K; em K,. Se observarmos
esta sequéncia de movimentos na projecao (podemos assumir que todos os
nds intermedidrios tem projegoes regulares sem muito esforgo), vemos uma
sequencia de diagramas, cada um obtido do anterior por uma substituicao
de um segmento de reta por outros dois (ou vice-versa), sendo estes os lados
do triangulo. Queremos mostrar que esta substituicao pode ser feita por uma
sequéncia de movimentos €21, 25 e {23 e seus inversos e isotopias.

Sejam 7 (7T) um triangulo de vértices A,B,C no plano, onde TNKj é um
segmento apenas, e Dy o diagrama regular do n6 Kj inicial, no sentido de ser
anterior a um movimento. Consideremos dois pontos D e F no exterior do
triangulo ABC, e suporemos que os segmentos DA e BE nao intersectam o
interior do triangulo ABC, caso isso ocorra, fazemos o primeiro movimento
de Reidemester. Agora separamos a interseccao das componentes de ABC,
e Dy em dois conjuntos: superior e inferior, de acordo com a localizagao dos
segmentos do diagrama Dy com respeito ao plano ABC. Agora podemos dividir
T em pequenos triangulos de quatro tipos, onde os lados de cada pequeno
triangulo nao contém vértices de Dy.

O triangulo do primeiro tipo possui somente um cruzamento de Dy, assim
lados de Dy intersectam dois lados do triangulo. O triangulo do segundo tipo
contém um tnico vértice de Dy e partes dos lados de Dy. O triangulo do terceiro
tipo nao contém nenhum vértice, somente partes de lados de Dy. Finalmente,
o triangulo do quarto tipo nao contém nem vértices e nem lados, (isto faz
corresponder o A-movimento como a composicao de muitos A-movimentos em
pequenos triangulos). Todos os triangulos estao ilustrados na Figura 2.16l

Tal triangulacao de T pode ser feita da seguinte maneira: primeiro,
isole todos os cruzamentos e todos os vértices por triangulos do primeiro e
segundo tipo, respectivamente. Entao triangularize as partes restantes de T'
com triangulos do terceito e quarto tipo.

Agora, ao invés de observar isotopias elementares de T', analisaremos as
isotopias elementares para os pequenos triangulos.

Esses movimentos elementares (isotopias) podem ser representados como
uma combinagao de movimentos de Reidemeister e de isotopias planares. Mais
precisamente, o triangulo do primeiro tipo gera uma combinagao de €25 e €13,
os triangulos do segundo e do terceiro tipo geram €2, ou isotopia planar e o
quarto tipo gera uma isotopia planar.

Assim concluimos que dois diagramas de nés que sao equivalentes podem

ser transformados um no outro por uma sequéncia finita de movimentos de
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Q Q Q Q
. s . N . . . .
. . . . . N . N
oy s N N
\'/\ ! —__ ‘ N ‘ .
. . . . ’ N . N
¢—————eo ¢—m o é °é PY
Q Q Q

Figura 2.16: Triangulos do primeiro, segundo e terceiro tipo,
respectivamente.

Reidemester e de isotopia planares. [ |

E importante observar a independéncia dos movimentos de Reidemeister,
ou seja, para cada movimento existem dois diagramas de nods equivalentes,
que nao podem ser transformado um no outro usando apenas os outros dois
movimentos. Em outras palavras, um movimento de Reidemeister nao pode

ser obtido por combinagao dos outros dois (Veja Apéndice [A.T)).

2.6
Superficie de Seifert

Definicao 2.6.1 Seja K um no orientado. Uma superficie de Seifert do no
K ¢ uma superficie bidimensional, conexa, compacta, orientada em R3, cujo

bordo ¢ o no K, tal que a orientagao do no K induz a orientagao da superficie.

Teorema 2.6.2 Para cada né K em R3, existe uma superficie de Seifert de
K.

Prova. Considere um diagrama regular D do né orientado K. Suavizamos os
cruzamentos do né como mostra a Figura 217l Entao obtemos um conjunto de
curvas fechadas que nao se intersectam no plano. Essas curvas sao chamadas
de circunferéncias de Seifert.

Considere os discos presos as circunferéncias. Embora o interior dessas
circunferéncias no plano possam conter uma outra circunferéncia, discos no
espaco 3-dimensional podem ser presos sem intersegoes.

Numa vizinhanga de cada cruzamento, dois discos encontram-se cada um

com o outro. Escolhamos dois intervalos fechados no bordo desses discos e os
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conectemos por uma faixa torcida como na FiguraZI8 Os bordos destas faixas
sao dois ramos do né incidentes a escolha dos cruzamentos. As duas posicoes
(superior e inferior) na Figura .18 mostram diferentes maneiras de torcer (em
um caso a reta vertical esta sobre a horizontal e no outro caso o contrério).
Verifiquemos agora que a superficie obtida é uma superficie orientada.
Cada faixa ¢é orientada coerentemente com o n6 K e cada disco recebe a
orientacao do né. Dessa forma obtemos uma superficie orientada que pode
nao ser conexa. Entao unimos diferentes componentes dessas superficies por
um tubo fino, respeitando a orientacao e obtemos uma superficie conexa, com

0 mesmo bordo. [ |

_ | A

T 4

—> » »

Y

—

Figura 2.17: Suavizando os cruza- Figura 2.18: Conexao dos discos
mentos no diagrama. por faixas torcidas.

Exemplo 2.6.3 A figura [2.19 mostra o processo para obter a superficie de

Seifert (c) do nd trevo.

2.6.1
Género de um né

O conceito do género de um né foi introduzido por H. Seifert em (36), o

qual ocupou uma posicao central na teoria dos nos.

Considere o seguinte teorema:

Teorema 2.6.4 (Massey) Seja F), ;. uma esfera de dimensao 2 com nimeros
finitos m (> 0) de algas presas e k (> 0) de componentes de bordo (Figura
2.20). Entao,
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Figura 2.19: Superficie de Seifert do né trevo.

(i) uma superficie compacta, conexa e orientdvel é homeomorfa a F,,
para algum m >0 e k > 0;

(ii) Fx e F. 7 sao homeomorfas se, e somente se, m = mek =k.

A 4
&=

A
&
(©)

Figura 2.20: Superficies homeomorfas a esfera com
alcas.

A teoria para classificacao de superficies fechadas nao orientaveis pode

ser encontrada em (27)).

O Teorema [2.6.4 diz que uma superficie compacta, conexa e orientada M
é topologicamente equivalente (isto é, homeomorfa) a esfera com vérias algas
presas em sua superficie. O nimero dessas alcas, bem definido, é chamado de

género da superficie F' e denotado por g(F).
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Exemplo 2.6.5 A Figura[Z.20 (a), com m= 1 e k= 0, mostra uma superficie
de género 1, chamada toro, enquanto (b), com m=2 e k=0, é uma
superficie de género 2. A Figura (¢) com m=1 e k=1 mostra uma

superficie de género 1.

Definicao 2.6.6 O género minimo g de todas as superficies de Seifert do no

K ¢é chamado de género do no K.

Nos perguntamos como calcular o género de um né. Para um né ar-
bitrario existem algoritmos para calcula-lo, mas tais algoritmos sao de dificil
implementacao. Embora a determinacao do género de um né arbitrario seja
dificil, determinar o género de uma superficie de Seifert “construida” ¢ relati-

vamente facil.

Teorema 2.6.7 Dada uma superficie F' compacta, conexa e orientdvel, dividi-
mos esta em o pontos, oy arestas e aw faces.

Seja
X(F) = ap— a1 + g,

entdo x(F) é um inteiro que é independente de como dividimos F, isto €, x(F)
depende somente da superficie F'. Este inteiro é chamado de caracteristica de
Euler de F'.

A caracteristica de Euler, x(F), e o género, g(F), de uma superficie

fechada F', , sao relacionados pelas equacoes:
X(F) =2 = k(F) = 29(F)
onde k(F') é o niumero de curvas fechadas que constituem o bordo de F.

Note que, se F' nao tem bordo, entdo k(F) é igual a zero e, portanto,
2 —x(F)

g(F) 5
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2.6.2
Ndamero de enlacamento

Nesta se¢ao definiremos o nimero de enlacamento de dois nés orientados
disjuntos, um importante invariante de nés orientados, o qual sera abordado

no capitulo 4.

Sejam K, K5 nds orientados disjuntos com D;, Dy seus respectivos
diagramas e P = { p ;p € Dy N Dy } o conjunto de todos os pontos de
cruzamento no diagrama D, U Dy, que supomos ser regular, onde D; intersecta

Ds. Atribuimos a cada ponto p € P o valor +1, conforme segue:

{ +1 se p é cruzamento positivo
S, =
P

—1 se p é cruzamento negativo

onde s, ¢é dito o sinal de p (Figura 212).

Definicao 2.6.8 Dados dois nos orientados K1 e Ko, entdo o niumero

1
lk’(Kl, Kg) = 5 Z Sp
peP

¢ chamado numero de enlacamento de K; e K.

O numero de enlacamento depende da orientacao. Se invertemos a
orientacao dos dois nés, o sinal do niimero de enlagamento é preservado, porém,
se invertemos a orientagao de apenas um dos nds, o nimero de enlagamento
muda de sinal.

Note que, o nimero de enlacamento entre dois nés é o nimero de vezes

(contados com sinal) que um deles intersecta a superficie de Seifert do outro.

Proposicao 2.6.9 Seja L um enlace orientado de duas componentes, L =
Ky U K;. Entao o nimero de enlagamento lk(Ky, K3) é um invariante de L

(com a sua orienta¢do).

Prova. Analisemos os movimentos de Reidemester.

O movimento €); é realizado sobre um dos dois nés, logo nao altera
lk(K;, K3). O movimento {2 cria ou remove um cruzamento positivo e um
negativo, logo nao altera [k(K7, Ks). O movimento 23 ndo altera um cruza-

mento e portanto nao altera lk(K7, K5). |

Definicao 2.6.10 Seja L um enlace orientado e C o conjunto de todos os

pontos de cruzamento no diagrama de L. Entao o numero
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w(L) = Z Sp

peC

¢ chamado de nimero de torcao de L.

Note que, a torgao, w(L), de um enlace L nao é invariante pelo movimento
de Reidemeister €2;. De fato, o movimento €2; cria ou remove um cruzamento,
o que altera w(L) em uma unidade.

Se a torgao fosse um invariante de isotopia (isotopia ambiente), entao
seu calculo seria um excelente método para distinguir imagens por reflexao.
Dizemos, entao, que o nimero de tor¢ao de um enlace L é um invariante sob
1sotopia reqular, ou seja, dois diagramas sao ditos ser isotdpicos por isotopia
regular se um pode ser obtido do outro por uma sequéncia de movimentos de

Reidemeister €25 e €)5.

2.7
Soma Conexa

Em 1934 idéias geométricas conduziram H. Schubert a soma conexa de
nos e posteriormente, em 1954, ele introduziu a no¢ao de niimero de pontes de

um no.

Definicao 2.7.1 Seja K um né orientado que intercepta um plano E C R3
em dois pontos P e ). Em cada semiespaco de E temos os arcos K e Ky
fechados, obtidos de K pelos arcos de P a ) e de () a P respectivamente,
ambos fechados por arcos em E. O no K € dito uma soma conezxa dos nos Ky
e Ky orientados, denotado por K = K 11Ks.

)
J—

E
Figura 2.21: Soma conexa de nos K; e K.
Uma soma conexa pode ser vista como uma operacao entre nos orientados

e é também chamada de composicio de nds. A operagao de soma é bem

definida, isto é, nao depende dos pontos P e () escolhidos, de modo a compor
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o novo né. Entao dizemos que K #K5 é unicamente determinado por K; e Kj.

Proposicao 2.7.2 Sejam K, Ky, K3 nos orientados e Ky o no trivial orien-
tado. Entao

(1) K1fKs ~ Kot Ky,

(2) K1 §(Ko8Ks) ~ (K18 Ks) K,
(3) KifKy =~ K;;
(4)

4) se Ky € um nd nao trivial, entdo K 4Ky € um no nao trivial.

Prova.(1) Facilmente vemos que a soma conexa é comutativa. De fato, considere
os diagramas das composicao de nés K11 K5 e KoK, entao através de isotopias
planares, concluimos que eles sao idénticos.

(2) Considere a soma conexa Kif(KtK3). Agora fagamos Kot K3=M e
K1#M=M'. Sejam E e E" os planos que interceptam M e M nos pontos P, Q
e P', Q' respectivamente. Agora, facamos a soma conexa de K; e K, através
da unido dos arcos de P" a Q" nos dois semi planos de E'; da mesma forma,
fazemos a soma conexa do né obtido, (KfK53), com K3 através dos arcos de
P a @ nos dois semi planos de E e, portanto obtemos a soma conexa de nos
(K18K5)1 K3, que é isotdpica a K (Kot K3).

(3) A verificagao é imediata.

(4) Suponhamos que KK, é um né trivial. Considere a sequéncia
KK, (K 3K) 3K K, (KK (KK 1( K 1K),

onde cada termo M,, da sequéncia estd numa bola de raio 1/2"~!. Dessa forma,
construimos uma série infinita dentro de um compacto, obtendo assim um né
que possivelmente ¢ selvagem. Denotamos esse né por K .

Como o n6é K1fK, é trivial, o n6 K " 6 trivial também. Além disso temos

a decomposi¢ao
K' = Kif(K K (Kb Ky) . ...

7’ 7’ . ~ 7’ /7 . . ! 7’
A soma conexa de nés é comutativa e entao Ko K7 é um no trivial. Logo K é

isotépico a K, pelo item (3). O que é uma contradigao, pois K é nao trivial. B

A proposigao (item (4)) nos diz que um né nao trivial ndo possui um
simétrico com relagao a operagao de composicao de nés. Dai, concluimos que
o conjunto de todos os nés com a operagao de soma conexa tem a estrutura

de um semigrupo e nao de um grupo.
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A
N

Figura 2.22: Diagramas de dois nds de 2-pontes e um enlace de 2-
pontes, respectivamente.

Definicao 2.7.3 Um no K que é a soma conexa de dois nos nao triviais é

chamado composto. Um no nao trivial que nao é composto é dito um no primo.

Definicao 2.7.4 Seja K um né em R? que intersecta um plano E C R em
2m pontos, tais que os arcos de K contidos em cada semi espago (provenientes
da intersec¢ao com o plano E) possuem projecao ortogonal em E, as quais
sao simples e disjuntas. Entao o nimero minimo m possivel para um no K é

chamado de nimero de pontes de K, e o no € dito um no de m-pontes.

Exemplo 2.7.5 A Figura[2.22 mostra diagramas de nds de 2-pontes.
Proposicao 2.7.6 Todo no K de 2-pontes € um no primo.

A demonstragao desta proposicao se encontra em (2)),7.8.

2.8
Polinbmios

Nesta secao faremos uma breve apresentacao, baseada nos trabalhos:
Nudos e Variedades Tridimensionales por Marfa Teresa Lozano Imizcoz (18],
e em (19, 20) por Louis H. Kauffman, dos polinémios para enlaces ou nés.
Restringiremos esta secao somente as suas defini¢oes, visto que as usaremos
raramente nos proximos capitulos, exceto para o polinomio de Kauffman, ao
qual daremos uma atencao especial por possuir importante papel nessa dis-
sertacao. Com o intuito de nao nos estendermos em contas, todos os exemplos
aqui apresentados serao para o né trevo, o qual é o né nao trivial com o menor

nimero de cruzamentos. Para um aprofundamento, ver (19, 20).

Em 1928, o matematico Alexander encontrou um polinomio de Laurent
em uma varidvel ¢ (com poténcias positivas e negativas), que resultou ser um
invariante de n6. Contudo, seu trabalho s6 utiliza algebra linear, determinantes
e movimentos de Reidemeister. O polinomio é conhecido como polinomio
de Alexander e denotado por Ag(t). A descoberta deste polinomio foi um

importante avango em teoria dos nods, pois ¢ um polinomio de célculo acessivel.
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Observou-se que o polinomio de Alexander do né trivial é igual a 1,
mas para certos outros nos nao triviais o polindmio também tem valor igual
a 1, como, por exemplo, o n6 de Kinoshita-Terasaka (Figura 2.23). Em 1984
Alexander verificou que ha infinitos pares de nés distintos cujos polinomios

sao iguais, logo o polinomio de Alexander nao é um invariante completo.

Figura 2.23: N6 de Kinoshita-Terasaka.

No final dos anos 60, matematicos buscaram novos algoritmos para
calcular os invariantes e, em 1970, J.H Conway definiu um novo polinomio
de Laurent, V(z), para um enlace orientado, conhecido como polinémio de
Conway, que é definido por um mecanismo indutivo, com uma regra que per-
mite escrever o polinomio de um né em aplicagao das variaveis. Sendo assim,
apos um numero finito de etapas elimina-se completamente os cruzamentos,
restando apenas circunferéncias. O polinomio de Conway ¢ determinado de

forma recursiva pelos seguintes axiomas:

1 - V(2)=1, onde O é o no trivial;

2-Vi, (2) - Vi_(2) = 2V, (2); onde os diagramas dos enlaces L, L_
e Ly sao como na figura 2.24t

3-Se L é equivalente a L' entdo, Vi (2) = V,/(2).

O polinomio de Conway ¢ independente da orientagao escolhida. Isto
significa que o polinomio de Conway é um invariante de né sem orientacao.
O polinomio de Conway esta relacionado com o polinomio de Alexander por

uma mudanca de varidvel,

KOG

Figura 2.24: Diagramas dos enlaces Ly, L_, Ly e L,
que diferem por um cruzamento.
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An(t) =V, <\/E— %) .

Exemplo 2.8.1 Polinomio de Conway do no trevo:

Vi(2) = 1Vo(2) +2Vo0(2) + 22V (2) = (1+2%) Vo (2) +1V(2) = (1427

Figura 2.25: Arvore para o célculo do polinémio de Conway do
no trevo.

Em 1984, V. Jones encontrou um polinomio invariante que depois levaria
seu nome. Varios estudos foram realizados com o intuito de encontrar invari-
antes de nés e enlaces. O trabalho de Jones abriu novas linhas de pesquisa em
diversos campos e o tornou merecedor da medalha Fields, no Congresso In-
ternacional de Matemaética celebrado em Kyoto em 1990. Jones trabalhou em
mecénica estatistica e estudou grupo de trancas I(Todo n6 pode ser construido
por uma tranga, embora nao de maneira tnica). Jones provou que o polinémio
era um invariante para cada tranca, logo para cada nd. Imediatamente, ele
mostrou que cumpria a propriedade que podemos chamar de axioma (2) para
sua definicao. Assim, o polinomio de Jones de um né ou enlace orientado,

Vi(t), satisfaz os axiomas:

1 - Vo(2)=1, onde O é o né trivial;
1 1
2 - ;VLJF(Z) - tV[_ (Z) = (\/E - %> VLo(t)

Podemos verificar que o polinémio de um enlace orientado, definido por
estes axiomas preserva os movimentos de Reidemeister. Logo, pode ser calcu-

lado de forma andloga aos polinomios de Conway e Alexander. Observamos

'Uma n-tranca é um conjunto de n arcos disjuntos que unem n pontos em um plano
. ~ !
com suas projecoes em outro plano paralelo € .
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por simetria do axioma 2, que o polinomio de Jones da reflexao de um né é o

polinémio de Jones inicial por uma mudanca de varidvel ¢ por t~.

Exemplo 2.8.2 Polinomio de Jones para o no trevo:

Vi(t) = Vo) + (\/+ 7) Vool(t) + 2 (ﬂ— %)2%@) =

t+ 13—t

028C
Q@)/@ OO

12 ¢-1/12 @

Figura 2.26: Arvore para o calculo do polinomio de Jones do
noé trevo.

.

Varios especialistas em teoria dos nds descobriram independentemente,
mas ao mesmo tempo, que ambos polinomios sao casos especiais de um in-
variante mais geral, definido para enlaces ou nés orientados com os mesmos
axiomas, porém introduzidas duas variaveis, v e z. Esse polinomio ¢ chamado
polinomio de HOMFLY, nome formado pelas letras iniciais dos nomes dos
matematicos que o definiram: Hoste, Ocneanu, Millett, Freyd, Lickorish, and

Yetter, e é denotado por Pk (v, z). Os axiomas que o definem sao :

1- Pry(v, z)=1,;
1
2- PL+(U z) —vPp_(v,2) = 2P, (v, 2).

O polinomio de HOMFLY se relaciona com os anteriores da seguinte

Vi (t) = Px (t, Vit — %) :
Vi(t) = P (1, Vit — %) :

Isto implica que ambos os polinomios, o de Alexander e o de Jones

forma:

sao casos particulares do polinomio de HOMFLY. Assim como os demais

polinémios, Pk (v, z) também nao é um invariante completo de no.
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Exemplo 2.8.3 Polinomios de HOMFLY para o no trevo T :

a—at
Pr(a,z)=a* (T) (2a —a™' +a2?).

Grandes avancos na teoria combinatéria de nés foram produzidos em
velocidade. Os avancgos mais significativos sao devidos a Louis Kauffman, o
qual escreveu varios livros e numerosos artigos sobre estes temas. Realmente,
Kauffman trabalhou em teoria dos nés desde os anos 70. No final da década de
80, Kauffman descobriu um polinomio, chamado polinomio de Kauffman, que
assim como o de HOMFLY, é definido axiomaticamente para duas varidveis.

Os polinomios de HOMFLY e de Kauffman merecem uma atencao
especial. Importantes relagoes entre estes polinomios podem ser vistas em
(I5). Para os invariantes de nds, estes polindémios contribuiram de forma
significativa, como, por exemplo, a contribuicao do polinomio de Kauffman
para um dos principais resultados dessa dissertacao, o nimero maximo de
Thurston-Bennequin para nés de 2-pontes em termos do grau minimo do

polinomio de Kauffman, o qual serd visto no capitulo 5.

Antes de definirmos o polinémio de Kauffman para um enlace orientado
L, definimos o polinémio de Laurent, Ry (a,z) € Z[a*!, 2*!] (de Kauffman),

do enlace L, desconsiderando a orientagao, pelos axiomas:

1 - Ry, é um invariante de isotopia regular, isto é, se L e L sao isotépicos
por isotopia regular entdo, Ry = R ;
2- Ry, + Ry =x(R, + Rr..);
3 - RL+ = CLRL
R;,- =a 'Ry;
4 - Ry =1, onde O ¢ o né trivial.

Os diagramas dos enlaces Ly, L_, Lo, Looe LT, L=, L%, L™ se encontram
nas Figuras [2.24] e 2.271

O polinomio de Kauffman de um enlace orientado L é definido por :

FL = (l_w(L)RL,

onde w(L) é o nimero de tor¢ao de L.
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Figura 2.27: Diagramas dos enlaces L™, L=, L%e L™ que
diferem por uma torg¢ao.

s

Figura 2.28: N6 M, com torcao em “espiral”.

3

Figura 2.29: Diagramas dos enlaces Ly, L_, Lye Lo

O polinémio de Kauffman, F;, = a R, de um enlace L é um
invariante sob isotopia regular. Basta lembrar que a tor¢ao w(L) é um

invariante sob isotopia regular.

Observagao 2.8.4 O polinomio de Kauffman aplicado na tmagem por re-

1

flexao de L ¢ obtido substituindo a por a™ no polinomio de L.

Vejamos algumas importantes propriedades do polinomio de Kauffman:

Proposicao 2.8.5 Sejam L e M enlaces orientados, como nas Figuras[Z29 e
(228, respectivamente, K ¢ K' nds (ou enlaces) orientados e -K o né com a
orientacao contraria de K. Entao:

) RLO =

(i :
() Frox' = 0Fk-Fyr;
(#i) Fx = F_;

() F, KiK' = = Fk. FKa
(v)Ry = a®®),

Prova. (i) Pelos axiomas do polinomio de Laurent, Ry, temos as seguintes
relacoes:

- Rf+ + R37 = ZL’(RZO -+ Rzoo)
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-Ry =aeRp =a'
- Rz = Ro=1.
1 a+ afl
Dessa forma, a +a™' = 2(Rg, + 1) e portanto Ry, = — 1.
x

(ii) Determinemos o polinémio de Kauffman para o enlace L orientado

com tor¢ao, como mostra a Figura 2.27]

Pelo axioma do polinomio de Laurent, Ry, temos a seguinte relagao:

RL+ + RL— = ZE(RLO + R[po)
e assim,

a+a?!

X

RLO — |: - 1:| RLoo.

a+at

x
a uniao disjunta, o que implica que Fi z = dF'%. Mas geralmente para dois

Facamos § = [ - 1} , entao Rpo = R g = 0Rg, onde U denota

, / ~
nos K e K | temos a relagao:

FKUK/ - 5FK‘FK/' (2‘1)

(iii) De fato, pela definigdo do polinomio de Laurent, Rx = R_

(iv) Sejam K e K dois nés orientados (ou enlaces) e KK  a soma conexa

de K e K'. Pela definicao do polinémio de Kauffman, temos que:

RKﬁK’+ + RKnK’, = 'T(RKﬁK'O + RKtiK'oo)a

a+a!
( T ) RKﬁK' = (RKﬁK'o + RKﬁK'Oo)'

Mas Ry = Ry € Ry, = Ry s entao

a+at!
< - 1) RKﬁK' = Rk’

X

pela relacao (ii), temos

1
(“ Z“ - 1) Ry = 0B Rl
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Portanto, Fy, = Fi.F.

(v) Pelo axioma 3 do polinomio Ry, observamos que para um diagrama
de um né M néo trivial, em forma de “espiral”(por exemplo, o diagrama da
Figura 2.28) o polinémio de Laurent é dado por Ry = a®™). |

Exemplo 2.8.6 O polinomio de Kauffman para o no trevo T é dado por:

-1
a—a
Fr=a73 (1 + —) (2a —a '+ z—a %+ a2 - a_lzg)
z
E importante mencionar que os resultados acima sao demonstrados de
forma analoga para o polinomio de HOMFLY e, portanto, para os demais

polinomios, por estes serem casos particulares do polinomio de HOMFLY.
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Nos Topoldgicos

Uma area fascinante da matematica é a teoria dos nds, cuja origem
remonta ao final do século XIX e modernamente se insere no campo da
topologia algébrica. A teoria dos nds estuda as curvas no espago, sem auto
intersecoes e fechadas. Em outras palavras, as curvas que sao imagens (suaves)
de um circulo, no espaco tridimensional.

Apresentaremos neste capitulo as nogoes basicas de nds topoldgicos
necessarias ao entendimento da dissertacao. Uma abordagem mais detalhada
destes contetiidos pode ser encontrada em livros especificos (35). Suporemos que
o leitor ja esteja familiarizado com os conceitos fundamentais de topologia.

O capitulo contém uma base elementar da teoria dos nds. Definimos e
discutimos nés e suas classes de equivaléncia, assim como as projecgoes regulares

dos nés e enfatizamos os movimentos de Reidemeister.

2.1
Definicoes basicas
Definicao 2.1.1 Um nd k é um mergulho suave por partes de um circulo no

espaco euclidiano de dimensao 3.

Equivalentemente, podemos dizer que um né k, é uma curva k : [0,1] —
R3 simples fechada, que é imersao por partes.

Nos referiremos a um né k : [0, 1] — R3, k(ty) # k(t1) se to # t; exceto
k(0) = k(1), que é uma imersao de classe C'' por partes, pela sua imagem
k([0,1]) = K. E conveniente assumirmos que k seja suave por partes, ou seja,
para uma determinada parti¢do do intervalo [0,1], 0 < tg < t; < ... < t = 1,
a restricao kg, 4] : [ti_1,t;] — R? é suave, pois veremos mais a frente que
esta consideragao evitard certos tipos de nds (nés selvagens), os quais nao

estudaremos nesta dissertacgao.

A definicao de né pode ser generalizada da seguinte maneira. Em vez de
apenas uma curva fechada no espago, podemos considerar uma colecao (finita)

de curvas disjuntas no espaco, eventualmente enlacadas entre si.
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Definicao 2.1.2 Um enlace é uma colegao finita ordenada de nés L;, i € N

que nao se intersectam entre si. Cada no L; € dito uma componente do enlace.

Note que nos referindo a um né pela sua imagem, escrevemos um enlace
de k componentes [ : ]_[le[O, 1] — R3 pela sua imagem l(]_[le[(), 1))=1L,o

que nos permite escrever L = L U Ly U ... U Ly, onde cada L; é um no.

Nas Figuras 2.1], e 2.3 mostramos trés desses nés: o enlace de Hopf,
que sao dois circulos enlacados da maneira mais simples, o enlace de Whitehead
e o enlace de Borromean, sendo os dois primeiros com duas componentes e o
terceiro com trés. Um outro exemplo é o simbolo das olimpiadas, que é um

enlace de 5 componentes.

av

Figura 2.1: Enlace de Hopf.

D &

Figura 2.2: Enlace de Whitehead. Figura 2.3: Enlace de Borromean.

Note que um né é um enlace de uma componente. Com o intuito de nao
haver repeticoes, nos referiremos a nés durante a dissertacao, sabendo-se que

os resultados e defini¢oes para nods se estendem naturalmente para enlaces.

2.2
Equivaléncia de noés

O problema central da teoria do nés é classifica-los. Classificar significa
saber lista-los todos (mesmo que sejam em nimero infinito, como é o caso),
sem que haja uma isotopia (Definicao 2.2.7]) entre eles, e saber dizer, para
cada curva, qual n6 dessa lista ela representa. Isto implica, em particular, ter
critérios para dizer se duas curvas sdo, ou nao sao, equivalentes (Definigao
223).

A teoria considera como equivalentes, duas curvas tais que uma pode ser

deformada continuamente de tal forma a ficar idéntica a outra, sem que no
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2

Figura 2.4: Diagrama ilustrando o
colapso.

processo de deformacao se criem auto-intersecoes, sem que a curva “se rompa’”
e sem colapsos (como um né tao apertado que desaparece, como podemos ver
na Figura 2.4]). A preocupagao nao é com a forma exata das curvas, mas sim
obter critérios para dizer se duas curvas sao ou nao sao equivalentes.

Um no6 nao é uma curva em particular, mas todo o conjunto de posic¢oes
que ela pode assumir se for deformada de acordo com esses critérios. Por
exemplo, o né trivial é a classe de curvas que podem se deformar até se

tornarem circunferéncias.
Definigao 2.2.1 Uma isotopia ambiente de R® é uma aplicagio C°,
h:R®x1— R3,

tal que hg =id e hy = h(.,t) é um difeomorfismo para todo t € 1 = [0, 1] .

Definicao 2.2.2 Dois nos K1 e Ky sao isotopicos se existe uma isotopia
ambiente h, tal que hi(K,)=K, onde K;=k;(I), 1=[0,1]. Além disso, se os

nos sao orientados, hy preserva a orientacao.

Em uma isotopia ambiente, o espago inteiro deve ser deformado, arra-
stando a curva de uma posicao a outra. Com isotopias ambientes impede-se
que haja o colapso de uma porgao nao trivial do ng, reduzindo sua complex-
idade de forma artificial. Nos referiremos a isotopia ambiente, simplesmente
por isotopia.

Uma isotopia preserva a orientacao, isto ¢, se dois nés Ky e K; orientados

sao isotopicos por uma isotopia h, entao a isotopia h preserva a orientacao.

Definicao 2.2.3 Dois nos Ky e Ky sao equivalentes se eles sao isotopicos,
KO ~ Kl-

Sem dificuldades, podemos verificar que a relacao ~ é uma relacao de
equivaléncia. Entao podemos falar de classe de equivaléncia de um né. Cada
classe de equivaléncia de um né é dito um tipo de no; entao nds equivalentes
tem o mesmo tipo de nd. Por exemplo, nds equivalentes a uma circunferéncia

sao chamados triviais, e constituem o tipo trivial.
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Definigao 2.2.4 Dois enlaces L = L1ULyU...UL,, e L' = LyUL,U...UL, sdo
equivalentes se satisfazem as sequintes condicoes:

(1) m = n, ou seja, os enlaces L e L' tem o mesmo mimero de
componentes;

(2) eziste um difeomorfismo de R3 em si mesmo que preserva a orientacdo
e leva a cole¢cao L1ULsU...UL,, na colecao L;ULIQU...UL;W

Com o intuito de simplificar certas demonstragoes através de determina-
dos movimentos, os quais serao vistos na Secao 2.5 usaremos a definicao de

noé como se segue.

Definicao 2.2.5 Um no K chama-se no poligonal se K € isotopico a uma

linha poligonal fechada, sem intersecoes, em R3.

Podemos considerar um né poligonal como um poligono em R3?. Um

exemplo de no poligonal se encontra na Figura

Definicao 2.2.6 Um enlace poligonal de k-componentes, € uma colecao finita

de nos poligonais disjuntos K;, com i € N.
Definicao 2.2.7 Um no € dito docil se ele é equivalente a um nd poligonal.

Se um noé nao é docil, ele é chamado selvagem. Nessa dissertacao nos
concentramos no estudo de nés déceis, por tal motivo a Definicao dada
anteriormente nao inclui os nos selvagens. Exemplos de nés selvagens se en-
contram nas Figuras e 2.7 Note também que, para o tnico ponto limite
p, 0 no é suave, porém nao é imersao. Esta distincao é de fundamental im-
portancia, pois toda teoria desenvolvida nessa dissertagao ¢ aplicada somente
a nds docéis. Em diversos momentos usaremos a definicao de nds poligonais
em R3.

E natural perguntarmos que tipo de nés sao nos déceis. Uma resposta

parcial para isto ¢ dada pelo seguinte teorema.

Teorema 2.2.8 (Ver (7)) Se um ndé parametrizado pelo comprimento de
arco é uma imersao de classe C1, isto €, continuamente diferencidvel com

derivada nao nula, entao ele é docil.

Definicao 2.2.9 Dizemos que uma aplicacio ¢ : X — R3, é uma reflexzdo
(ou uma simetria) de X C R® com respeito a um plano E, se para todo ponto
p € X, ¢(p) € o ponto simétrico a p com respeito a E. A imagem p(K), obtida

pela reflexao ¢ do no K, € dita ser uma imagem por reflexao de K.
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&y (=

Figura 2.5: N6 poligonal. Figura 2.6: N6 selvagem.

Figura 2.7: N6 selvagem.

A imagem por reflexdo de um né K orientado, inverte a orientagao do

no.

Exemplo 2.2.10 A imagem por reflexao com respeito a um plano, por exem-

plo, o plano xy, dada por f(z,y,z) = (x,y,—z), ndo € um homeomorfismo que

preserva a orientagdo, de fato, a orientagdo € inversa (ver Figura[2.8).

\9/

~

. .

-
:"-l-‘
k4 A

- ?

Figura 2.8: Imagem por reflexao.

2.3
Projecoes e diagramas

O estudo dos nés é realizado de uma maneira mais simples que o estudo
em um mergulho de uma curva em R3. Suas propriedades sao obtidas através

de seus graficos em R2?, isto é, através de suas projecoes.
) )
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Definicao 2.3.1 A projecao em P, P C R?, de um né K em R? é a imagem
7(K) de K por uma aplicagio linear sobrejetiva, © : R3 — P, onde P é um

plano.

Se K é um no, diremos que 7(K) é a projecao do né K. Um ponto p na
imagem 7(K) é chamado de ponto multiplo se a imagem inversa 7~ 1(p) tem
mais de um ponto, caso contrario p é dito ponto regular.

Se 7~ !(p) possui exatamente dois pontos, entao dizemos que p é ponto
duplo. Um ponto duplo é dito transversal se 7~'(p) = {a,b} e Im dr, + Im
dm, = T,R?, ou seja, m é imersao em a e em b e as retas imagens das retas

tangentes em a e b nao coincidem (Figura 2.9)]).

X

Figura 2.9: Ponto duplo transversal.

Em geral a imagem de 7(K) pode ser bem complicada em relacado ao
nimero e tipo de pontos multiplos. Contudo, todo né décil K é equivalente a

outro né, cuja projecao seja relativamente simples.

Definigao 2.3.2 A projecio w(K) de um né K € dita regular se,
(i) 7 restrita a K € imersao;
(ii) existe um nimero finito de pontos multiplos e todos sao pontos duplos

transversais.

Numa projecao regular de um né poligonal, nao ocorre pontos multiplos

como na Figura 2100

KT

Figura 2.10: Pontos multiplos nao permitidos numa
projecao regular.
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Uma isotopia se transpoe naturalmente para as projecoes. Assim como as
curvas, dizemos que duas projecoes sao equivalentes se uma isotopia transforma
uma na outra.

Sendo K um n6 orientado, a projecao de K herda a orientacao de maneira
natural.

A projecao regular de um né com suas informagoes adicionais é chamada

de projecao do no ou diagrama do no.

Definicao 2.3.3 Uma isotopia planar de um diagrama do né € um difeomor-

fismo do plano em si que nao muda a estrutura combinatoria do diagrama.

Um né pode ser representado por sua projegao, porém esta projecao
somente determina o né diante algumas informagdes. Se para todo ponto duplo
transversal, chamado cruzamento, numa projecao regular for determinado o
segmento que passa por baixo (cima), o né pode ser reconstruido, a menos de

isotopia, a partir da projecao, como por exemplo, a projecao da Figura 211l

— \/\//

Figura 2.12: Cruzamentos positivo

Figura 2.11: Projecao regular de (4) e negativo (-) respectivamente.

um no.

Um cruzamento é chamado positivo (negativo) se o segmento que passa
por cima precisa girar no sentido anti-horario (horario) para chegar & mesma

posicao do segmento de baixo. Os cruzamentos sao ilustrados na figura 2.12]

Um né entao é representado pela sua classe de projegoes (regulares)
possiveis. Observe que uma isotopia pode desfazer cruzamentos ou mudar sua
disposi¢ao, mas nao pode inverter a posi¢ao de dois segmentos em um cruza-
mento, fazendo quem passa por baixo passar por cima (se isso fosse possivel,
tranformariamos qualquer curva em uma circunferéncia). Note também que
quando um cruzamento é desfeito pode haver uma posicao de transicao que
nao seja regular, mas nés estamos preocupados apenas com as projegoes reg-
ulares que ocorrem “antes” e “depois” da transicao, as quais serao estudadas

durante este trabalho.
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2.4
Invariantes de ndés

Os invariantes sao, em geral, calculados sobre projegoes (regulares). Um
invariante é um objeto matemdatico que pode ser um numero, polindmio de
uma ou mais varidveis, um grupo, etc, que serve para distinguir projecoes
que nao sao equivalentes. Se o resultado for diferente entao uma nao pode
ser deformada na outra. Infelizmente, a reciproca é falsa. Nao necessariamente
duas projegoes com o mesmo objeto matemadtico representam o mesmo né.
Contudo, nés equivalentes tem os mesmos invariantes.

Reservamos a tltima secao deste capitulo aos polinémios invariantes de

nos, destacando um deles, o qual sera de grande importancia nesta dissertacao.

Nao foi encontrado até hoje um invariante finito, de facil acesso (isto
é, calculavel em um nimero finito de passos) que seja completo; dizemos que
um invariante é completo se é capaz de determinar quando duas projecoes
determinam o mesmo noé. Porém, para merecer esse nome, é essencial que o
invariante nao dependa da projecao do no utilizada para o calculo.

Nos perguntamos como podemos saber se uma regra que associa a
cada projecao um numero, polinomio, grupo ou outro objeto matemaético é
realmente invariante, isto ¢, independente da projecao utilizada entre todas as
projecoes equivalentes.

Em geral, nao existe problema enquanto a isotopia nao mexe com
cruzamentos, mas apenas muda o formato da projecao, chamada de isotopia
planar (Definicao [23.3]), pois os invariantes ji costumam ser definidos sem
se dar muita importancia ao desenho exato das curvas. Mas, quando um
cruzamento é alterado e a nova projecao é essencialmente diferente da inicial,
sera que a regra continua gerando o mesmo polinomio, grupo, ou outro objeto
matematico?

Pensamos agora no que ocorre durante uma isotopia. Havera instantes
de transicao onde a projecao pode nao ser regular, e os demais instantes cor-
respondem a projecoes regulares, transformadas apenas por isotopias planares
onde essencialmente nada acontece. Durante a isotopia se transita de uma
projecao regular a outra.

Concluimos que mostrar que um invariante independe da projecao é
mostrar que ele nao se altera entre duas projegoes regulares separadas por uma
transicao nao regular. O problema é que para ter uma resposta deveriamos,
necessariamente, conhecer todos os tipos de transicao entre projecoes regulares.
Essa questao foi estudada por Kurt Reidemeister, o qual nos fornece um

importante teorema sobre equivaléncia de ndés. Reservamos a proxima secao
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para estes resultados.

2.5
Movimentos de Reidemeister

Pelas consideracoes feitas na secao anterior, é necessario saber os tipos
de transicoes entre duas projecoes regulares para determinar se dois nés sao,
ou nao, equivalentes. Estudos realizados por Kurt Reidemeister em 1920
nos fornecem um teorema que restringe essas transicoes a trés tipos de
movimentos, chamados movimentos de Reidemeister, e além disso, garante
que estes movimentos sao necessarios e suficientes para garantir a equivaléncia
de dois nds. Os movimentos de Reidemeister sao ilustrados na Figura [2.13]

incluindo os movimentos para a imagem por reflexao do no.

Q, \Q
Ql-l /

N Q,

J/
AN B
e XK

AN

7

Figura 2.13: Movimentos de Reidemester.

A demonstracao do resultado principal desta secao, o Teorema 2.5.3]
utiliza-se de teoria de singularidades e é realizada através de complicadas
técnicas, porém, uma outra prova feita por Manturov (25), pode ser realizada
a partir da definicao de no6 poligonal, sendo necessario para isso, introduzirmos

o conceito de A-movimento, o qual veremos a seguir.

Definigao 2.5.1 Seja u um segmento de reta de um né poligonal K em R3, e
T um triangulo em R3, 0T = uUvUw, u,v,w sdo as arestas de T'. Se TNK =u,
entio K' = (K —u)UvUw define outro nd poligonal. Nds dizemos que K resulta
de K por um A-movimento. Se K € orientado, K' herda a orientacio de .0

processo inverso € denotado por A7, veja Figura[2.17.
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Figura 2.14: A-movimento.

Um A-movimento também é dito um movimento elementar.

Podemos observar que os movimentos de Reidemester nao alteram a
classe de isotopia do né. De fato, o primeiro movimento preserva um cruza-
mento. O segundo perde ou ganha um cruzamento positivo e um negativo. E

o terceiro mantém os cruzamentos existentes.

Definicao 2.5.2 Dois nds sdo equivalentes ou isotopico por movimentos se
existe uma sequéncia finita de A- e A~ -movimentos que transforma um né

em outro.

e N

Figura 2.15: Movimentos de Reidemester para
nés poligonais.

Teorema 2.5.3 Dois nos K; e Ky com diagramas requlares Dy e Do, respec-
tivamente, sao equivalentes se, e somente se, um diagrama pode ser transfor-
mado no outro por uma sequéncia finita de movimentos de Reidemester ();, 1=

1,2,3 ou seus inversos Q;le 1sotopias planares.

Prova. Como os movimentos de Reidemester nao mudam a classe de isotopia

do n6, uma implicacao é evidente. Provemos a afirmacao inversa do teorema.
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Sejam Dy e Dy dois diagramas regulares de nés poligonais equivalentes
K, e K, respectivamente. Entao, por definicao, existe uma sequéncia finita
de A— ou A~!'— movimentos que transformam K; em K,. Se observarmos
esta sequéncia de movimentos na projecao (podemos assumir que todos os
nds intermedidrios tem projegoes regulares sem muito esforgo), vemos uma
sequencia de diagramas, cada um obtido do anterior por uma substituicao
de um segmento de reta por outros dois (ou vice-versa), sendo estes os lados
do triangulo. Queremos mostrar que esta substituicao pode ser feita por uma
sequéncia de movimentos €21, 25 e {23 e seus inversos e isotopias.

Sejam 7 (7T) um triangulo de vértices A,B,C no plano, onde TNKj é um
segmento apenas, e Dy o diagrama regular do n6 Kj inicial, no sentido de ser
anterior a um movimento. Consideremos dois pontos D e F no exterior do
triangulo ABC, e suporemos que os segmentos DA e BE nao intersectam o
interior do triangulo ABC, caso isso ocorra, fazemos o primeiro movimento
de Reidemester. Agora separamos a interseccao das componentes de ABC,
e Dy em dois conjuntos: superior e inferior, de acordo com a localizagao dos
segmentos do diagrama Dy com respeito ao plano ABC. Agora podemos dividir
T em pequenos triangulos de quatro tipos, onde os lados de cada pequeno
triangulo nao contém vértices de Dy.

O triangulo do primeiro tipo possui somente um cruzamento de Dy, assim
lados de Dy intersectam dois lados do triangulo. O triangulo do segundo tipo
contém um tnico vértice de Dy e partes dos lados de Dy. O triangulo do terceiro
tipo nao contém nenhum vértice, somente partes de lados de Dy. Finalmente,
o triangulo do quarto tipo nao contém nem vértices e nem lados, (isto faz
corresponder o A-movimento como a composicao de muitos A-movimentos em
pequenos triangulos). Todos os triangulos estao ilustrados na Figura 2.16l

Tal triangulacao de T pode ser feita da seguinte maneira: primeiro,
isole todos os cruzamentos e todos os vértices por triangulos do primeiro e
segundo tipo, respectivamente. Entao triangularize as partes restantes de T'
com triangulos do terceito e quarto tipo.

Agora, ao invés de observar isotopias elementares de T', analisaremos as
isotopias elementares para os pequenos triangulos.

Esses movimentos elementares (isotopias) podem ser representados como
uma combinagao de movimentos de Reidemeister e de isotopias planares. Mais
precisamente, o triangulo do primeiro tipo gera uma combinagao de €25 e €13,
os triangulos do segundo e do terceiro tipo geram €2, ou isotopia planar e o
quarto tipo gera uma isotopia planar.

Assim concluimos que dois diagramas de nés que sao equivalentes podem

ser transformados um no outro por uma sequéncia finita de movimentos de
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Q Q Q Q
. s . N . . . .
. . . . . N . N
oy s N N
\'/\ ! —__ ‘ N ‘ .
. . . . ’ N . N
¢—————eo ¢—m o é °é PY
Q Q Q

Figura 2.16: Triangulos do primeiro, segundo e terceiro tipo,
respectivamente.

Reidemester e de isotopia planares. [ |

E importante observar a independéncia dos movimentos de Reidemeister,
ou seja, para cada movimento existem dois diagramas de nods equivalentes,
que nao podem ser transformado um no outro usando apenas os outros dois
movimentos. Em outras palavras, um movimento de Reidemeister nao pode

ser obtido por combinagao dos outros dois (Veja Apéndice [A.T)).

2.6
Superficie de Seifert

Definicao 2.6.1 Seja K um no orientado. Uma superficie de Seifert do no
K ¢ uma superficie bidimensional, conexa, compacta, orientada em R3, cujo

bordo ¢ o no K, tal que a orientagao do no K induz a orientagao da superficie.

Teorema 2.6.2 Para cada né K em R3, existe uma superficie de Seifert de
K.

Prova. Considere um diagrama regular D do né orientado K. Suavizamos os
cruzamentos do né como mostra a Figura 217l Entao obtemos um conjunto de
curvas fechadas que nao se intersectam no plano. Essas curvas sao chamadas
de circunferéncias de Seifert.

Considere os discos presos as circunferéncias. Embora o interior dessas
circunferéncias no plano possam conter uma outra circunferéncia, discos no
espaco 3-dimensional podem ser presos sem intersegoes.

Numa vizinhanga de cada cruzamento, dois discos encontram-se cada um

com o outro. Escolhamos dois intervalos fechados no bordo desses discos e os
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conectemos por uma faixa torcida como na FiguraZI8 Os bordos destas faixas
sao dois ramos do né incidentes a escolha dos cruzamentos. As duas posicoes
(superior e inferior) na Figura .18 mostram diferentes maneiras de torcer (em
um caso a reta vertical esta sobre a horizontal e no outro caso o contrério).
Verifiquemos agora que a superficie obtida é uma superficie orientada.
Cada faixa ¢é orientada coerentemente com o n6 K e cada disco recebe a
orientacao do né. Dessa forma obtemos uma superficie orientada que pode
nao ser conexa. Entao unimos diferentes componentes dessas superficies por
um tubo fino, respeitando a orientacao e obtemos uma superficie conexa, com

0 mesmo bordo. [ |

_ | A

T 4

—> » »

Y

—

Figura 2.17: Suavizando os cruza- Figura 2.18: Conexao dos discos
mentos no diagrama. por faixas torcidas.

Exemplo 2.6.3 A figura [2.19 mostra o processo para obter a superficie de

Seifert (c) do nd trevo.

2.6.1
Género de um né

O conceito do género de um né foi introduzido por H. Seifert em (36), o

qual ocupou uma posicao central na teoria dos nos.

Considere o seguinte teorema:

Teorema 2.6.4 (Massey) Seja F), ;. uma esfera de dimensao 2 com nimeros
finitos m (> 0) de algas presas e k (> 0) de componentes de bordo (Figura
2.20). Entao,
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Figura 2.19: Superficie de Seifert do né trevo.

(i) uma superficie compacta, conexa e orientdvel é homeomorfa a F,,
para algum m >0 e k > 0;

(ii) Fx e F. 7 sao homeomorfas se, e somente se, m = mek =k.

A 4
&=

A
&
(©)

Figura 2.20: Superficies homeomorfas a esfera com
alcas.

A teoria para classificacao de superficies fechadas nao orientaveis pode

ser encontrada em (27)).

O Teorema [2.6.4 diz que uma superficie compacta, conexa e orientada M
é topologicamente equivalente (isto é, homeomorfa) a esfera com vérias algas
presas em sua superficie. O nimero dessas alcas, bem definido, é chamado de

género da superficie F' e denotado por g(F).
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Exemplo 2.6.5 A Figura[Z.20 (a), com m= 1 e k= 0, mostra uma superficie
de género 1, chamada toro, enquanto (b), com m=2 e k=0, é uma
superficie de género 2. A Figura (¢) com m=1 e k=1 mostra uma

superficie de género 1.

Definicao 2.6.6 O género minimo g de todas as superficies de Seifert do no

K ¢é chamado de género do no K.

Nos perguntamos como calcular o género de um né. Para um né ar-
bitrario existem algoritmos para calcula-lo, mas tais algoritmos sao de dificil
implementacao. Embora a determinacao do género de um né arbitrario seja
dificil, determinar o género de uma superficie de Seifert “construida” ¢ relati-

vamente facil.

Teorema 2.6.7 Dada uma superficie F' compacta, conexa e orientdvel, dividi-
mos esta em o pontos, oy arestas e aw faces.

Seja
X(F) = ap— a1 + g,

entdo x(F) é um inteiro que é independente de como dividimos F, isto €, x(F)
depende somente da superficie F'. Este inteiro é chamado de caracteristica de
Euler de F'.

A caracteristica de Euler, x(F), e o género, g(F), de uma superficie

fechada F', , sao relacionados pelas equacoes:
X(F) =2 = k(F) = 29(F)
onde k(F') é o niumero de curvas fechadas que constituem o bordo de F.

Note que, se F' nao tem bordo, entdo k(F) é igual a zero e, portanto,
2 —x(F)

g(F) 5
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2.6.2
Ndamero de enlacamento

Nesta se¢ao definiremos o nimero de enlacamento de dois nés orientados
disjuntos, um importante invariante de nés orientados, o qual sera abordado

no capitulo 4.

Sejam K, K5 nds orientados disjuntos com D;, Dy seus respectivos
diagramas e P = { p ;p € Dy N Dy } o conjunto de todos os pontos de
cruzamento no diagrama D, U Dy, que supomos ser regular, onde D; intersecta

Ds. Atribuimos a cada ponto p € P o valor +1, conforme segue:

{ +1 se p é cruzamento positivo
S, =
P

—1 se p é cruzamento negativo

onde s, ¢é dito o sinal de p (Figura 212).

Definicao 2.6.8 Dados dois nos orientados K1 e Ko, entdo o niumero

1
lk’(Kl, Kg) = 5 Z Sp
peP

¢ chamado numero de enlacamento de K; e K.

O numero de enlacamento depende da orientacao. Se invertemos a
orientacao dos dois nés, o sinal do niimero de enlagamento é preservado, porém,
se invertemos a orientagao de apenas um dos nds, o nimero de enlagamento
muda de sinal.

Note que, o nimero de enlacamento entre dois nés é o nimero de vezes

(contados com sinal) que um deles intersecta a superficie de Seifert do outro.

Proposicao 2.6.9 Seja L um enlace orientado de duas componentes, L =
Ky U K;. Entao o nimero de enlagamento lk(Ky, K3) é um invariante de L

(com a sua orienta¢do).

Prova. Analisemos os movimentos de Reidemester.

O movimento €); é realizado sobre um dos dois nés, logo nao altera
lk(K;, K3). O movimento {2 cria ou remove um cruzamento positivo e um
negativo, logo nao altera [k(K7, Ks). O movimento 23 ndo altera um cruza-

mento e portanto nao altera lk(K7, K5). |

Definicao 2.6.10 Seja L um enlace orientado e C o conjunto de todos os

pontos de cruzamento no diagrama de L. Entao o numero
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w(L) = Z Sp

peC

¢ chamado de nimero de torcao de L.

Note que, a torgao, w(L), de um enlace L nao é invariante pelo movimento
de Reidemeister €2;. De fato, o movimento €2; cria ou remove um cruzamento,
o que altera w(L) em uma unidade.

Se a torgao fosse um invariante de isotopia (isotopia ambiente), entao
seu calculo seria um excelente método para distinguir imagens por reflexao.
Dizemos, entao, que o nimero de tor¢ao de um enlace L é um invariante sob
1sotopia reqular, ou seja, dois diagramas sao ditos ser isotdpicos por isotopia
regular se um pode ser obtido do outro por uma sequéncia de movimentos de

Reidemeister €25 e €)5.

2.7
Soma Conexa

Em 1934 idéias geométricas conduziram H. Schubert a soma conexa de
nos e posteriormente, em 1954, ele introduziu a no¢ao de niimero de pontes de

um no.

Definicao 2.7.1 Seja K um né orientado que intercepta um plano E C R3
em dois pontos P e ). Em cada semiespaco de E temos os arcos K e Ky
fechados, obtidos de K pelos arcos de P a ) e de () a P respectivamente,
ambos fechados por arcos em E. O no K € dito uma soma conezxa dos nos Ky
e Ky orientados, denotado por K = K 11Ks.

)
J—

E
Figura 2.21: Soma conexa de nos K; e K.
Uma soma conexa pode ser vista como uma operacao entre nos orientados

e é também chamada de composicio de nds. A operagao de soma é bem

definida, isto é, nao depende dos pontos P e () escolhidos, de modo a compor
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o novo né. Entao dizemos que K #K5 é unicamente determinado por K; e Kj.

Proposicao 2.7.2 Sejam K, Ky, K3 nos orientados e Ky o no trivial orien-
tado. Entao

(1) K1fKs ~ Kot Ky,

(2) K1 §(Ko8Ks) ~ (K18 Ks) K,
(3) KifKy =~ K;;
(4)

4) se Ky € um nd nao trivial, entdo K 4Ky € um no nao trivial.

Prova.(1) Facilmente vemos que a soma conexa é comutativa. De fato, considere
os diagramas das composicao de nés K11 K5 e KoK, entao através de isotopias
planares, concluimos que eles sao idénticos.

(2) Considere a soma conexa Kif(KtK3). Agora fagamos Kot K3=M e
K1#M=M'. Sejam E e E" os planos que interceptam M e M nos pontos P, Q
e P', Q' respectivamente. Agora, facamos a soma conexa de K; e K, através
da unido dos arcos de P" a Q" nos dois semi planos de E'; da mesma forma,
fazemos a soma conexa do né obtido, (KfK53), com K3 através dos arcos de
P a @ nos dois semi planos de E e, portanto obtemos a soma conexa de nos
(K18K5)1 K3, que é isotdpica a K (Kot K3).

(3) A verificagao é imediata.

(4) Suponhamos que KK, é um né trivial. Considere a sequéncia
KK, (K 3K) 3K K, (KK (KK 1( K 1K),

onde cada termo M,, da sequéncia estd numa bola de raio 1/2"~!. Dessa forma,
construimos uma série infinita dentro de um compacto, obtendo assim um né
que possivelmente ¢ selvagem. Denotamos esse né por K .

Como o n6é K1fK, é trivial, o n6 K " 6 trivial também. Além disso temos

a decomposi¢ao
K' = Kif(K K (Kb Ky) . ...

7’ 7’ . ~ 7’ /7 . . ! 7’
A soma conexa de nés é comutativa e entao Ko K7 é um no trivial. Logo K é

isotépico a K, pelo item (3). O que é uma contradigao, pois K é nao trivial. B

A proposigao (item (4)) nos diz que um né nao trivial ndo possui um
simétrico com relagao a operagao de composicao de nés. Dai, concluimos que
o conjunto de todos os nés com a operagao de soma conexa tem a estrutura

de um semigrupo e nao de um grupo.
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A
N

Figura 2.22: Diagramas de dois nds de 2-pontes e um enlace de 2-
pontes, respectivamente.

Definicao 2.7.3 Um no K que é a soma conexa de dois nos nao triviais é

chamado composto. Um no nao trivial que nao é composto é dito um no primo.

Definicao 2.7.4 Seja K um né em R? que intersecta um plano E C R em
2m pontos, tais que os arcos de K contidos em cada semi espago (provenientes
da intersec¢ao com o plano E) possuem projecao ortogonal em E, as quais
sao simples e disjuntas. Entao o nimero minimo m possivel para um no K é

chamado de nimero de pontes de K, e o no € dito um no de m-pontes.

Exemplo 2.7.5 A Figura[2.22 mostra diagramas de nds de 2-pontes.
Proposicao 2.7.6 Todo no K de 2-pontes € um no primo.

A demonstragao desta proposicao se encontra em (2)),7.8.

2.8
Polinbmios

Nesta secao faremos uma breve apresentacao, baseada nos trabalhos:
Nudos e Variedades Tridimensionales por Marfa Teresa Lozano Imizcoz (18],
e em (19, 20) por Louis H. Kauffman, dos polinémios para enlaces ou nés.
Restringiremos esta secao somente as suas defini¢oes, visto que as usaremos
raramente nos proximos capitulos, exceto para o polinomio de Kauffman, ao
qual daremos uma atencao especial por possuir importante papel nessa dis-
sertacao. Com o intuito de nao nos estendermos em contas, todos os exemplos
aqui apresentados serao para o né trevo, o qual é o né nao trivial com o menor

nimero de cruzamentos. Para um aprofundamento, ver (19, 20).

Em 1928, o matematico Alexander encontrou um polinomio de Laurent
em uma varidvel ¢ (com poténcias positivas e negativas), que resultou ser um
invariante de n6. Contudo, seu trabalho s6 utiliza algebra linear, determinantes
e movimentos de Reidemeister. O polinomio é conhecido como polinomio
de Alexander e denotado por Ag(t). A descoberta deste polinomio foi um

importante avango em teoria dos nods, pois ¢ um polinomio de célculo acessivel.
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Observou-se que o polinomio de Alexander do né trivial é igual a 1,
mas para certos outros nos nao triviais o polindmio também tem valor igual
a 1, como, por exemplo, o n6 de Kinoshita-Terasaka (Figura 2.23). Em 1984
Alexander verificou que ha infinitos pares de nés distintos cujos polinomios

sao iguais, logo o polinomio de Alexander nao é um invariante completo.

Figura 2.23: N6 de Kinoshita-Terasaka.

No final dos anos 60, matematicos buscaram novos algoritmos para
calcular os invariantes e, em 1970, J.H Conway definiu um novo polinomio
de Laurent, V(z), para um enlace orientado, conhecido como polinémio de
Conway, que é definido por um mecanismo indutivo, com uma regra que per-
mite escrever o polinomio de um né em aplicagao das variaveis. Sendo assim,
apos um numero finito de etapas elimina-se completamente os cruzamentos,
restando apenas circunferéncias. O polinomio de Conway ¢ determinado de

forma recursiva pelos seguintes axiomas:

1 - V(2)=1, onde O é o no trivial;

2-Vi, (2) - Vi_(2) = 2V, (2); onde os diagramas dos enlaces L, L_
e Ly sao como na figura 2.24t

3-Se L é equivalente a L' entdo, Vi (2) = V,/(2).

O polinomio de Conway ¢ independente da orientagao escolhida. Isto
significa que o polinomio de Conway é um invariante de né sem orientacao.
O polinomio de Conway esta relacionado com o polinomio de Alexander por

uma mudanca de varidvel,

KOG

Figura 2.24: Diagramas dos enlaces Ly, L_, Ly e L,
que diferem por um cruzamento.
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An(t) =V, <\/E— %) .

Exemplo 2.8.1 Polinomio de Conway do no trevo:

Vi(2) = 1Vo(2) +2Vo0(2) + 22V (2) = (1+2%) Vo (2) +1V(2) = (1427

Figura 2.25: Arvore para o célculo do polinémio de Conway do
no trevo.

Em 1984, V. Jones encontrou um polinomio invariante que depois levaria
seu nome. Varios estudos foram realizados com o intuito de encontrar invari-
antes de nés e enlaces. O trabalho de Jones abriu novas linhas de pesquisa em
diversos campos e o tornou merecedor da medalha Fields, no Congresso In-
ternacional de Matemaética celebrado em Kyoto em 1990. Jones trabalhou em
mecénica estatistica e estudou grupo de trancas I(Todo n6 pode ser construido
por uma tranga, embora nao de maneira tnica). Jones provou que o polinémio
era um invariante para cada tranca, logo para cada nd. Imediatamente, ele
mostrou que cumpria a propriedade que podemos chamar de axioma (2) para
sua definicao. Assim, o polinomio de Jones de um né ou enlace orientado,

Vi(t), satisfaz os axiomas:

1 - Vo(2)=1, onde O é o né trivial;
1 1
2 - ;VLJF(Z) - tV[_ (Z) = (\/E - %> VLo(t)

Podemos verificar que o polinémio de um enlace orientado, definido por
estes axiomas preserva os movimentos de Reidemeister. Logo, pode ser calcu-

lado de forma andloga aos polinomios de Conway e Alexander. Observamos

'Uma n-tranca é um conjunto de n arcos disjuntos que unem n pontos em um plano
. ~ !
com suas projecoes em outro plano paralelo € .
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por simetria do axioma 2, que o polinomio de Jones da reflexao de um né é o

polinémio de Jones inicial por uma mudanca de varidvel ¢ por t~.

Exemplo 2.8.2 Polinomio de Jones para o no trevo:

Vi(t) = Vo) + (\/+ 7) Vool(t) + 2 (ﬂ— %)2%@) =

t+ 13—t

028C
Q@)/@ OO

12 ¢-1/12 @

Figura 2.26: Arvore para o calculo do polinomio de Jones do
noé trevo.

.

Varios especialistas em teoria dos nds descobriram independentemente,
mas ao mesmo tempo, que ambos polinomios sao casos especiais de um in-
variante mais geral, definido para enlaces ou nés orientados com os mesmos
axiomas, porém introduzidas duas variaveis, v e z. Esse polinomio ¢ chamado
polinomio de HOMFLY, nome formado pelas letras iniciais dos nomes dos
matematicos que o definiram: Hoste, Ocneanu, Millett, Freyd, Lickorish, and

Yetter, e é denotado por Pk (v, z). Os axiomas que o definem sao :

1- Pry(v, z)=1,;
1
2- PL+(U z) —vPp_(v,2) = 2P, (v, 2).

O polinomio de HOMFLY se relaciona com os anteriores da seguinte

Vi (t) = Px (t, Vit — %) :
Vi(t) = P (1, Vit — %) :

Isto implica que ambos os polinomios, o de Alexander e o de Jones

forma:

sao casos particulares do polinomio de HOMFLY. Assim como os demais

polinémios, Pk (v, z) também nao é um invariante completo de no.
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Exemplo 2.8.3 Polinomios de HOMFLY para o no trevo T :

a—at
Pr(a,z)=a* (T) (2a —a™' +a2?).

Grandes avancos na teoria combinatéria de nés foram produzidos em
velocidade. Os avancgos mais significativos sao devidos a Louis Kauffman, o
qual escreveu varios livros e numerosos artigos sobre estes temas. Realmente,
Kauffman trabalhou em teoria dos nés desde os anos 70. No final da década de
80, Kauffman descobriu um polinomio, chamado polinomio de Kauffman, que
assim como o de HOMFLY, é definido axiomaticamente para duas varidveis.

Os polinomios de HOMFLY e de Kauffman merecem uma atencao
especial. Importantes relagoes entre estes polinomios podem ser vistas em
(I5). Para os invariantes de nds, estes polindémios contribuiram de forma
significativa, como, por exemplo, a contribuicao do polinomio de Kauffman
para um dos principais resultados dessa dissertacao, o nimero maximo de
Thurston-Bennequin para nés de 2-pontes em termos do grau minimo do

polinomio de Kauffman, o qual serd visto no capitulo 5.

Antes de definirmos o polinémio de Kauffman para um enlace orientado
L, definimos o polinémio de Laurent, Ry (a,z) € Z[a*!, 2*!] (de Kauffman),

do enlace L, desconsiderando a orientagao, pelos axiomas:

1 - Ry, é um invariante de isotopia regular, isto é, se L e L sao isotépicos
por isotopia regular entdo, Ry = R ;
2- Ry, + Ry =x(R, + Rr..);
3 - RL+ = CLRL
R;,- =a 'Ry;
4 - Ry =1, onde O ¢ o né trivial.

Os diagramas dos enlaces Ly, L_, Lo, Looe LT, L=, L%, L™ se encontram
nas Figuras [2.24] e 2.271

O polinomio de Kauffman de um enlace orientado L é definido por :

FL = (l_w(L)RL,

onde w(L) é o nimero de tor¢ao de L.
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Figura 2.27: Diagramas dos enlaces L™, L=, L%e L™ que
diferem por uma torg¢ao.

s

Figura 2.28: N6 M, com torcao em “espiral”.

3

Figura 2.29: Diagramas dos enlaces Ly, L_, Lye Lo

O polinémio de Kauffman, F;, = a R, de um enlace L é um
invariante sob isotopia regular. Basta lembrar que a tor¢ao w(L) é um

invariante sob isotopia regular.

Observagao 2.8.4 O polinomio de Kauffman aplicado na tmagem por re-

1

flexao de L ¢ obtido substituindo a por a™ no polinomio de L.

Vejamos algumas importantes propriedades do polinomio de Kauffman:

Proposicao 2.8.5 Sejam L e M enlaces orientados, como nas Figuras[Z29 e
(228, respectivamente, K ¢ K' nds (ou enlaces) orientados e -K o né com a
orientacao contraria de K. Entao:

) RLO =

(i :
() Frox' = 0Fk-Fyr;
(#i) Fx = F_;

() F, KiK' = = Fk. FKa
(v)Ry = a®®),

Prova. (i) Pelos axiomas do polinomio de Laurent, Ry, temos as seguintes
relacoes:

- Rf+ + R37 = ZL’(RZO -+ Rzoo)
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-Ry =aeRp =a'
- Rz = Ro=1.
1 a+ afl
Dessa forma, a +a™' = 2(Rg, + 1) e portanto Ry, = — 1.
x

(ii) Determinemos o polinémio de Kauffman para o enlace L orientado

com tor¢ao, como mostra a Figura 2.27]

Pelo axioma do polinomio de Laurent, Ry, temos a seguinte relagao:

RL+ + RL— = ZE(RLO + R[po)
e assim,

a+a?!

X

RLO — |: - 1:| RLoo.

a+at

x
a uniao disjunta, o que implica que Fi z = dF'%. Mas geralmente para dois

Facamos § = [ - 1} , entao Rpo = R g = 0Rg, onde U denota

, / ~
nos K e K | temos a relagao:

FKUK/ - 5FK‘FK/' (2‘1)

(iii) De fato, pela definigdo do polinomio de Laurent, Rx = R_

(iv) Sejam K e K dois nés orientados (ou enlaces) e KK  a soma conexa

de K e K'. Pela definicao do polinémio de Kauffman, temos que:

RKﬁK’+ + RKnK’, = 'T(RKﬁK'O + RKtiK'oo)a

a+a!
( T ) RKﬁK' = (RKﬁK'o + RKﬁK'Oo)'

Mas Ry = Ry € Ry, = Ry s entao

a+at!
< - 1) RKﬁK' = Rk’

X

pela relacao (ii), temos

1
(“ Z“ - 1) Ry = 0B Rl
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Portanto, Fy, = Fi.F.

(v) Pelo axioma 3 do polinomio Ry, observamos que para um diagrama
de um né M néo trivial, em forma de “espiral”(por exemplo, o diagrama da
Figura 2.28) o polinémio de Laurent é dado por Ry = a®™). |

Exemplo 2.8.6 O polinomio de Kauffman para o no trevo T é dado por:

-1
a—a
Fr=a73 (1 + —) (2a —a '+ z—a %+ a2 - a_lzg)
z
E importante mencionar que os resultados acima sao demonstrados de
forma analoga para o polinomio de HOMFLY e, portanto, para os demais

polinomios, por estes serem casos particulares do polinomio de HOMFLY.
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Tangles e nés de 2-pontes

Durante o final dos anos 60 e comego dos anos 70, o objetivo da teoria
dos nés era formar uma tabua @ completa de nds até um certo nimero de
cruzamentos maior do que a tabua conhecida. Contudo, os invariantes de
noés descobertos nao foram suficientes para tal objetivo. Portanto, Conway
introduziu o conceito de tangle. Usando esta variacao em nos, novas classes
de nos foram definidas: os nds racionais. Através desta classe de nés, varios
problemas locais foram resolvidos, os quais conduziram a um avanc¢o no nivel
de problemas da teoria de ndés. Contudo, desde que existem nds que nao sao
racionais, a classificacao completa de nds nao pode ser realizada. A introducao
destas novas pesquisas teve um significante impacto na teoria dos nés. Neste
capitulo, estudaremos os nés de 2-pontes, que sao um tipo especial de no
racional obtido de nds tangles. Para um aprofundamento em teoria dos tangles,

sugerimos (21, [6)).

3.1
Tangles

Considere a esfera S? em R? e a bola limitada por S?, B3, isto é, a bola
de dimensao 3, cuja fronteira é S?. Em B? considere 2 curvas simples «;, i=1,2,
cujos 4 pontos extremos estao na superficie S2. Se estas curvas, o, intersectam

S? somente nos 4 pontos extremos, obtemos um tangle.

Definicao 3.1.1 Um tangle é um mergulho proprio de dois arcos nao orien-

tados em B3, tal que os 4 pontos extremos dos arcos estao no bordo de B3.

Se projetarmos este tangle no plano, por exemplo yz, como no caso de
um nod, podemos obter uma projecao regular do tangle, ou diagrama regular
do tangle, Figura 3.4

Neste capitulo representaremos um tangle T, por seu diagrama regular.

A definicao de tangle pode ser generalizada a m curvas, contudo, nosso
interesse esta no caso m = 2. Alguns exemplos de tangles sao dados na Figura
B2l O caso em que existe uma curva fechada no interior de B3, Figura[3.2] (c),

nao sera considerado nessa dissertacao.

IT4bua é uma lista de todos os nés, com seus tipos identificados e sem repeticdes.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510532/CA


PUC-Rio - Certificacé@o Digital N° 0510532/CA

Capitulo 3. Tangles e nés de 2-pontes 38

%/

Figura 3.1: Tangle

(a) (b) (c)

Figura 3.2: Diagramas de tangles.

Agora, fixemos 4 pontos na esfera S?, NE, NO, SE, SO, conforme Figura

3.3l Esses pontos podem ser descritos em R? pelas coordenadas:

NO NE

SE SO SE

SO

Figura 3.3: Bsfera com 4 pontos Figura 3.4: Projecao de um tangle.

fixos.

O né obtido pela conexao dos pontos NO e NE, SO e SE por curvas
simples no complemento de B? é chamado de numerador e denotado por
N(T). Similarmente, o né obtido da conexao dos pontos NO e SO, NE e SE
por curvas simples no complemento de B? é chamado de denominador e é

denotado por D(T), veja a Figura B0 A razao para esta terminologia pode
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N(T) D(T)

NO NE

SO SE

(@) (b)

Figura 3.5: Numerador (a) e denominador (b) do tangle T.

ser encontrada em (30) e estd relacionada com o conceito de determinante de

nos, o qual nao abordaremos aqui.

Definicao 3.1.2 Sejam T, e Ty dois tangles em B2. Se podemos transformar
T, em Ty através dos movimentos de Reidemester em B3, mantendo os pontos
(NE, NO, SE, SO) fizos, entao Ty e Ty sdo ditos equivalentes.

3.1.1
Tangles racionais

Considere os tangles mostrados na Figura 3.6} estes tangles sdo chama-
dos T(0), T(o0), T(-1) e T(1) respectivamente. Os tangles T(0) e T(oc0) sao

chamados tangles triviais.

DU &

Figura 3.6: Tangles: T(0), T(c0), ) e T(1), respectivamente.

Definicao 3.1.3 Um tangle racional é um tangle que é a imagem do tangle
T(o0) (ou T(0)) por um homeomorfismo que leva B® em B? e o conjunto { NO,
NE, SO, SE} no mesmo conjunto.

Exemplo 3.1.4 Uma rotacdo de R3 sobre o eizo & de um angulo de T 5, ENUia

o tangle T(o0), no tangle T(0). Além disso, T(0) € um tangle trivial. Veja

Figura[3.7]
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Y —» y

X X
Figura 3.7: Rotacao do tangle T(c0).

Considere a rotagao da esfera sobre o eixo z de um angulo 7, mantendo
o hemisfério norte e o polo sul fixos. Entao, é realizada uma torc¢ao tal que SE
e SO trocam de posigao (Figura[3.8)). Tal tor¢ao é dita uma tor¢do vertical.

Considere a rotagao da esfera sobre o eixo y de um angulo de 7, mantendo
o hemisfério oeste e ponto 1.(0,1,0) no equador fixos. Entao, é realizada uma
torgao tal que NE e SE trocam de posigao (Figura B.8). Tal torgao é dita uma

tor¢ao horizontal.

Figura 3.8: Rotagao da esfera sobre os eixos z e y.

Atribuimos uma orientacao as torcoes descritas. Os sinais das torgoes se
encontram nas Figuras [3.9 e 3.101

X0

Figura 3.9: Torcao horizontal positiva e
negativa, respectivamente.
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UL
DANG

Figura 3.10: Torcao vertical negativa e pos-
itiva, respectivamente.

Proposicao 3.1.5 Um tangle racional pode ser obtido por uma sequéncia de

tor¢oes verticais e horizontais em T(0) ou T(c0).

Segue desta proposi¢ao que tangles racionais podem ser completamente
determinados por movimentos que alternam em torcoes horizontais e verti-
cais. Expressaremos o né racional obtido por esta sequéncia de torgoes por
T(ay,as, ...,a,), onde a; é tor¢ao do tangle; e seu diagrama é dito estar em

forma racional. Explicaremos com poucos detalhes como ocorre esta sequéncia.

Se n é fmpar, obtemos a expressao T(aq,as,...a,), onde a; é torcao
horizontal em T(0), as é torgdo vertical, az é torcao horizontal e assim
alternadamente até a,, torcao horizontal.

Se n é par, obtemos a expressao T(aq, as, ...a,) onde a; é torgao vertical
em T(00), ay é tor¢ao horizontal, ag é torgao vertical e assim alternadamente

até a,, torcao horizontal.

/ . ~
Se um tangle T(aq, ag, ..., a,) tem todos os a;s com o0 mesmo sinal, entao
dizemos que o tangle T é alternado e o diagrama regular obtido é um diagrama

alternado.

Exemplo 3.1.6 Considere o tangle T(oo). Fazendo 3 torgdes wverticais e
depois -4 tor¢oes horizontais, obtemos o tangle T (3,-4) (Figura [3.4]) . Note

que n € par e, portanto, a primeira tor¢ao é vertical.

Exemplo 3.1.7 O né racional T(—2,—3,—2) € obtido do tangle T(0) pela
sequéncia de -2 tor¢oes horizontais, -3 torgoes verticais e -2 tor¢oes horizon-

tais, como mostra a Figura 31

Exemplo 3.1.8 Um outro exemplo pode ser visto na Figura[313, onde temos

dois tangles racionais com n par e n impar respectivamente.
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OO

Figura 3.11: Construcao do tangle T(—2, —3, —2).

Proposicao 3.1.9 A fracao continua

1
a17a27a37"'7an]:a1+ 1
as +
ay + . 1
+ I

Ap—1 + )

n

! . . 7z
com os a;s # 0, determina um tangle racional T(ay,as,...,a,) € um nimero

racional g, chamado fragao do tangle.

Seja o numero racional 2. Facamos rg = p, r; = ¢ e consideremos:
q 0 )

To = airy + 7o
L = Qgra + T3
Tho1 = QpTp+0, |rn‘ =1L (3_1)

Sendo 0 < r; < r;_1, a equacao B=Il descreve um algoritmo euclidiano que
é unicamente definido por p = rg e ¢ = 1. Tal algoritmo pode ser expressado
por uma fracao continua, descrita na Proposicao [3.1.9.

Os inteiros a; sao chamados de quocientes da fracao continua. Da
desigualdade 0 < |r,,| < |rp_1], segue que |a,| > 2. Além disso, para a fracao
continua [ay, as, ..., a,] podemos sempre considerar n impar. De fato,

se n é par e a, > 1 entao escrevemos

la1,as,...,a,) = [a1,az, ...,a, — 1,1],

se a, = 1, escrevemos

[alaa'Qv "'7an] = [a17a27 vy Qp—1 1]7

1
is a, =1+ — = a,.
pois a +:F1 a
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Proposicao 3.1.10 Seja § um numero racional. Entao

(i) existem ay € Z, ag,as, . ..,a, € Z — {0} tais que gz[al,ag,...,an].
(1) 1 =la1 £ 1 as,...,a,],

(i) I =1[0,a1,a,...,ax].

(zzz)—g [—ay, —ag, ..., —ay].

Para mais informacoes sobre fracoes continuas, ver Apéndice [A.2

Observagao 3.1.11 O tangle racional T*(—ay, —as, ..., —ay,) € imagem por

reflexao do né T(aq,as,. .., ay).

Podemos observar que na imagem por reflexdo de um né (em relagao a

um plano) a tor¢ao muda, e, portanto, verificamos a Observacao BTl

O préximo teorema, enunciado em (6) e demonstrado em detalhes em
(21), mostra que existe uma boa correspondéncia entre nimeros racionais e

tangles racionais (incluindo 0o).

Teorema 3.1.12 FExziste uma correspondéncia bijetora entre o conjunto de
todos os nimeros racionais (incluindo 00) e a classe de tangles racionais. Em
outras palavras, se os tangles racionais T(ay,as,...,a,) € T(by,bs,...,b,) tém
suas fragoes continuas |ay,as, ..., a,| e [bi,ba,...,b,] representando o mesmo
numero racional, entao os tangles sao equivalentes. A afirmacdo inversa

também € verdadeira.

Figura 3.12: Tangles T(2,3,-4,2) e T(-3,2,4) respectiva-
mente.

Em particular a fracao do tangle T(0) é [0], e a fracao do tangle T(oc0) é
[0,1]= 0 + §, que é denotada por oc.

Defini¢ao 3.1.13 Uma fragio continua [ay,as,...,a,] e um tangle racional
~ . A . !
T(ay,a9,a...,a,) sao ditos estar em forma candnica se todos os a;s tem o

mesmo sinal (isto é, T € alternado) e n é impar.
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Exemplo 3.1.14 Seja o tangle racional T(2,-3,5). Sua fragdo continua deter-
mina o nimero racional ﬁ = [2,-3,5]. Mas ﬁ = [1,1,1,1,4], assim T € isotopico
ao tangle cuja fragao continua é [1,1,1,1,4], tal tangle € a forma canénica de

T. Dizemos ainda que [1,1,1,1,4] € a fragdo continua em forma canoénica de T.

Lema 3.1.15 (Ver (22)) Todo tangle racional € isotdpico a um tangle em

forma canonica.

Lema 3.1.16 Dada uma fragio continua [ai,as,...,a,] existe uma unica
fracao continua [by,bs, ..., by] em forma canénica com o mesmo nimero
racional.

A demonstragdo em detalhes do Teorema B.I.12 se encontra em (22)).

Contudo, daremos aqui uma breve idéia da mesma.

Prova. Primeiramente demonstremos que se dois nés sao isotépicos entao eles
tém as fracoes continuas representando o mesmo nimero racional. Sejam T e
S dois tangles racionais isotépicos, e T' e S’ sua respectivas formas canonicas,
que garantimos existir pelo lema Isso corresponde a levar as fracoes
continuas de T e S nas fracdes continuas de T' e S'. Agora os tangles T e S’
sao alternados e isotdpicos, e como demonstrado em (22)), eles diferem apenas
por rotagoes horizontais e verticais de um angulo 7. Entao se dois nos diferem
por rotacao, eles tém a mesma fracao continua, portanto a mesma fracao.
Assim, os nés T e S tem a mesma fragao continua.

Inversamente, mostremos que se dois tangles racionais possuem

suas fragoes continuas representando numeros racionais iguais, entao

eles sdo isotépicos. De fato, sejam T(a,as,...,a,) e S(by, b2, ..., by)

dois tangles racionais com fragoes [ai,as,...,a,] = E = [b1,b2, ..., by
/ ’ A . .

e T(aq,00,...,ar) e S(61,Ps,...,0) suas formas canodnicas. Da im-

plicacao anterior deste teorema, temos a igualdade das fracoes continuas
[aq, g, ..., ax]=laq, ag, . .., an|=[b1,ba, ..., by]=[01, B2y ..., Bi]= £. Pelo Lema
B.1.16, a fragao § tem uma tUnica expansao em fracao continua em forma
canonica [y1, 72, - .., 7]- Isto nos dd um tangle racional Q, que é unicamente
determinado pelos inteiros {y1,72,...,7,}. Afirmamos que Q = T' (similar-
mente Q = S'). De fato, se Q é diferente de T' temos duas diferentes expansoes

em fracoes continuas em forma canonica dada pelo mesmo niimero racional,

[, ag, . .. ,Oék]:§:[71,72, .. .,¥]. Mas isso contradiz a unicidade da forma
canonica de fragoes continuas, Lema [3.1.101 [ |

Facamos alguns comentarios sobre o Teorema B.1.121 O Teorema [B.1.12

nos diz que numeros racionais sao representados bijetivamente por tangles
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racionais; seus negativos sao representados pelas imagens por reflexao dos
tangles racionais. O teorema diz também que a forma canonica de um tangle
racional é unica, desde que a correspondente forma candnica de sua fracao
continua seja unica. Outra observacao, é que levar um tangle racional em sua
forma canonica é o mesmo que calcular sua fracado continua e expressar em
forma canonica. Essa forma canonica nos da o tangle em forma canodnica, que,
pelo Teorema é isotépico ao inicial.

3.2
Nés de 2-pontes

O conjunto de nds (ou enlaces) de 2-pontes, introduzido por Schubert
em 1954, é uma familia de nés que tem intima relagao com tangles racionais,
e como o proprio nome implica, possuem 2 pontes. O conjunto dos nés de 2-
pontes tem sido completamente classificado, mas a caracteristica local desses
nos é ainda uma importante area de pesquisa.

Nessa dissertacao, consideraremos somente nos de 2-pontes com o

nimero de tor¢oes impar, salvo em caso mencionado.

Entendemos por no de 2-pontes, um né nao trivial que admite um
diagrama com quatro tangentes verticais: duas a esquerda e duas a direita
(Figura B.13). Observe que pelo fato de um né de 2-pontes possuir somente
quatro tangentes verticais, o diagrama regular do né pode ser considerado como
o diagrama regular reduzido, como na Figura (a). A defini¢do precisa de
nés de m-pontes é dada em 2.7

Nosso objetivo nesta secao é mostrar a relagao entre nos de 2-pontes e

tangles racionais. Nesta secao consideraremos somente nés nao orientados.

Teorema 3.2.1 (1) Um nd (ou enlace) de 2-pontes é o denominador de algum
tangle racional.
(2) O denominador de um tangle racional é um né (ou

enlace) 2-pontes.

Prova. (1) Considere um diagrama regular D, de um né (ou enlace) de 2-pontes.
Sendo D um diagrama regular de 2-pontes, o seu diagrama é equivalente a
Figura (a).

Nossa intencao é mover os pontos de cruzamento da parte inferior do
diagrama (Figura B.I3](a)) para a parte superior ou centro do diagrama. Do
fato de que a prova do teorema nao depende da orientacdao, entao nao nos

importaremos com os cruzamentos positivos e negativos, e denotaremos o
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C, ¢, C; C,
M.— .- Bu x Gn\ 1 :
o a4, a, a,

Figura 3.13: (a) - Diagrama regular de um né de 2-pontes. (figura
superior) (b) - Diagrama obtido de (a) por isotopia. (figura inferior)

nimero de pontos de cruzamentos por a;, bj, ¢, incluindo a possibilidade
de que algum dos a;, bj, ¢; seja igual a zero.

Agora fazemos uma modificacdo no Diagrama (a) para que ele se
torne o diagrama da Figura (b). Por conveniéncia, denotemos o diagrama
D da Figura (b) pela seguinte notagao:

D= (al,ag, ...,an|b1,b2, ceey bn,bn+1|01,62, ...,Cn).

Queremos agora mover os pontos de cruzamento aq, as, ..., a, da esquerda
para a direita. Em outras palavras, queremos mostrar que o diagrama D pode

ser transformado no diagrama
(O, 0, couy O|b1, bQ, bn, bn+1|a1 —+ C1,0Q2 + Coy .y + Cn).

Por simplicidade, fagamos d; = a; + ¢; (i = 1,2,...,n) e chamemos os
ramos meio-circular com b; pontos de cruzamentos de i-ésimo brago de D.

Primeiro movemos os a,, pontos de cruzamento a esquerda para a direita
por torgoes, ou positivas, ou negativas, do (n+1)2 brago, um ntimero apropriado

de vezes. Assim, D é transformado em

D1 = (al, as, ...,Clnfl,()’bl,bg, "'bn7bn+l‘617027 ceey dn)

Agora, rotacionamos a,_; vezes (em cada diregdo) a parte interior da
linha pontilhada ao redor do eixo horizontal A, mantendo a parte exterior da
linha pontilhada fixa (Figura BI4). Assim, a, 1 pontos de cruzamento tem
sido movido para a direita. Tal rotacao sera chamada de rota¢ao horizontal.

Ha dois casos a considerar:

(i) Se a,—1 € par, entao o diagrama resultante é
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Figura 3.14: Diagrama ilustrando a parte interior da linha
pontilhada que sera rotacionada ao redor do eixo horizontal A.

D2 = (&1, as, ...,Ap_9, O, O’bl, bg, ey bn, bn+1‘61, Coy.ny dnfl, dn)

(ii) Se a,—; é impar, entao

D2 = (ala A2, ..oy Ap—2, Oa O|b17 b?v ) bn—h brm bn+1|cl7 €2, ...Cpn—2, dn—la dn)?

onde b; significa que o i-ésimo brago com b; pontos de cruzamentos esta acima
do eixo horizontal A, como na Figura [3.15]
Agora, para a parte inferior do (n — 1)2 brago, formamos um novo braco

(n — 1)2 horizontal (sem pontos cruzamentos) abaixo de A, veja Figura B.10

Figura 3.15: Diagrama apds rotacao horizontal da parte
interior da linha pontilhada, Figura B.I4] neste caso a,_; é
impar.

Rotacionamos b,,_; vezes o interior da linha pontilhada, na Figura [3.16]
em torno do eixo vertical B, de modo que b,_; cruzamentos acima de A
desaparecem, mas b,,_; pontos de cruzamentos sao criados no braco inferior.

Tal rotagao sera chamada de rotacao vertical. O diagrama resultante, D3 é da
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Figura 3.16: Diagrama ilustrando a parte interior da linha
pontilhada que serd rotacionada ao redor do eixo vertical B.

Figura 3.17: Diagrama D,,.

forma:

(1) Dgz(al, ag, ..., Ap_9, O, 0|b1, bz..., bn,Q, bnfl, bn, bn+1|C1, Co,y...,Cp_2, dnfl, dn>,

se b,_1 é par.

(11) D3:<017 €2y .5 Cn—2, OJ O|b17 bQ"'v bn727 bnfla bn7 bn+1’a1> az, ..., an-2, dn717 dn),

se b,_1 € impar.

Através de repetidas aplicagoes de rotacoes horizontais e verticais um
numero apropriado de vezes, eventualmente obtemos um novo diagrama
(Figura B.17),

D, = (a1,0,...,0]by, ba, ..., byy1|c1, da, ..., dy)
ou

D, = (¢1,0,...,0[by, by, ..., by y1]ar, da, ... dy).

E ficil mover os pontos de cruzamento a; ou ¢; da esquerda para a
direita por uma rotacao horizontal no interior do quadrado pontilhado. Assim,
o Teorema B.2] item (1) estd provado.

Inversamente, podemos facilmente ver que o denominador de um tangle
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racional tem um diagrama regular que é o diagrama regular padrao de um né

2-pontes, tal como no exemplo, figura B.I8 u

C - D)

C 2 2, )

Figura 3.18: n impar

‘ az an

Figura 3.19: n par

De acordo com este teorema, os nds 2-pontes sao frequentemente chama-

dos nds racionais.

Dizemos que um né 2-pontes que tem um diagrama regular na forma
da Figura B.I8 estd em sua forma racional e denotaremos este né por
C(a1, as, ..., a,). Convencionaremos o diagrama regular, Figura BI8, como o

diagrama reqular padrao para um né de 2-pontes.

Um diagrama em forma racional corresponde ou a um né trivial ou a
um né de 2-pontes. Pela classificacao de nés de 2-pontes (37), qualquer enlace

de 2-pontes tem um diagrama em forma racional.

Consideremos o diagrama de um né de 2-pontes e o diagrama equivalente
em forma regular padrao, como mostra a Figura .20 Observemos que no
diagrama regular padrao do né de 2-pontes, as torcoes a; com k impar
correspondem as tor¢oes horizontais e as tor¢oes ay com k par correspondem as
torgoes verticais no diagrama original. Lembremos que estamos considerando n
impar. Notemos também que no diagrama padrao do né de 2-pontes obtemos as
torgdes a;s com i par, com os sinais de tor¢ao opostos ao do diagrama regular
inicial; pois para obter o diagrama padrao do né de 2-pontes rotacionamos
as torcoes verticais para se tornarem horizontais e portanto obtemos sinais
opostos. No entanto, faremos a seguinte convencao. Para nods de 2-pontes

com diagrama em forma regular padrao, identificaremos os sinais das torgoes


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510532/CA


PUC-Rio - Certificacé@o Digital N° 0510532/CA

Capitulo 3. Tangles e nés de 2-pontes 50

horizontais (todas sao horizontais) e definiremos a fra¢ao continua associada

ao né de 2-pontes como na proposicao abaixo.

. -~ 7/ 7 /
Proposicao 3.2.2 O nd de 2-pontes C(ay, as, ..., a,), com n impar, os a;s # 0,
e diagrama em forma padrao (Figura[3.18), corresponde a um nimero racional

§, que tem uma expansao em fracao continua dada por

lay,as,...,a,] = a1 + i
—az + T

onde mdc(p, q) = 1.

Observe que a alternancia de sinais é devido a discussao anterior a
Proposicao B.2.2

Se a; é um inteiro positivo para todo i=1...n, entao 0 < ¢ < p. Contudo,
se a; é negativo para todo i=1 ... n, sendo a fracao § < —1, nés podemos
assumir que p > 0 e ¢ < 0. Além disso qualquer né6 2-pontes C(ay, as, ..., Gog11)

corresponde a um nuimero racional IE’, onde —p<g<peq>0.

a, ~ ‘=

Figura 3.20: Diagrama regular e diagrama regular padrao de um
no de 2-pontes.

Exemplo 3.2.3 O nd de 2-pontes C(—2,3,—2), obtido do tangle racional
S(—2,3,—2) (Figura[3.2]1), possui expansio em frag¢ao continua,

1 16
-2,3,-2) = -2+ —— = -,
-3+ —
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que corresponde a fragao racional do tangle racional T(—2,—3,—2), Figura

(211

Figura 3.21: Tangle S(-2,3,-2)

Se, de duas diferentes expansoes de fragoes continuas de £, nés obtemos

q
diagramas regulares de dois nés de 2-pontes, entao eles sao diagramas regulares
do mesmo né. Em resumo, dois nds de 2-pontes sao completamente classificados

por seus numeros racionais associados, como o seguinte teorema :

Teorema 3.2.4 (Ver (37)) Sejam K e K' nds de 2-pontes associados aos
numeros racionais § e 2’—, respectivamente; entao K e K’ sao equivalentes se, e
somente se,

(i)p="p, q=q (modp)
ou

(it) p=1p, q¢ = L(mod p).
Além disso, a tmagem por reflexao K* de K € um no 2-pontes associado ao

ndmero racional _Lq.

A prova deste teorema depende da teoria de espaco de lente, a qual nao
serd abordada nesta dissertacao. Para o leitor interessado em teoria de espago
de lente, ver (3)). Através deste teorema, Schubert determinou a classificacao de
nos de 2-pontes, que sera de grande importancia na demonstragao do teorema,

capitulo 7.

Teorema 3.2.5 (Ver (37)) (1)Suponha que invertemos a orienta¢do de uma
componente de um enlace de 2-pontes orientado, associado ao nimero racional
g. Entdao o enlace 2-pontes orientado resultante estd associado aos niumeros
racionals:

(7) ﬁ, seq >0,

(1) s seq <0.

(2)Dois enlaces de 2-pontes orientados associados aos nimeros racionais

/
e zi, sao equivalentes com orientacdao se um dos sequintes caso ocorre.

SN
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(i) p=1p, ¢ =q (mod2p),
(#) p=1p', q¢ =1(mod2p).
Além disso, essas sao condicoes suficientes para que os nds sejam equivalentes.

3.3
Polinomio de Kauffman para nés 2-pontes

Nosso objetivo nesta secao é encontrar o polinomio de Kauffman para nés
de 2-pontes em termos do produto de matrizes. Baseado no trabalho de Lickor-
ish (23), o qual utiliza técnicas elementares de algebra linear, demonstraremos

0 seguinte teorema.

Teorema 3.3.1 Para um nd de 2-pontes, C(ay,as,...,a,), o polinomio Rc

de Kauffman € definido por
Rec(ayas,..am) (0, ) = av! M LS LS M Sw,

onde t denota transposta e

r —1 =z 010 a
M=]1 0 0], S=[001]|, v=]0]e w= a?
0 0 a a 00 0 a?Hl g

Assim como nas segOes anteriores representaremos tangles e nés de
2-pontes por seus diagramas regulares, salvo em caso mencionado. Além disso,

consideraremos somente tangles em forma canonica (Defini¢ao BI.T3]).

Lembremos que o polindmio de Kauffman de um né orientado K é
definido por Fi(a,r) = a *®) Ry (a,z), onde w(K) é o ntimero tor¢ao de K

e R(a,z) é o polinomio de Laurent definido pelas relagdes dadas na segao 2.8

Sejam B a bola em R3 e s tangles com os 4 pontos extremos no bordo, 9B.

Considere £(B) o médulo livre sobre o anel Z[a*!, 2F!]

, gerado pelas classes
de isotopia regular de tangles racionais nao orientados, s, com as condigoes:
(1) sy +s- = (S0 + Seo),
(ii) st =ase s =als,
onde s; e 8%, com i = +, —,0, 00, tem a projecao idéntica a do tangle original,

exceto numa pequena vizinhanca do cruzamento do tangle, onde o diagrama
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é modificado segundo as Figuras 2.24] e .27

Antes de enunciarmos a préxima proposicao, convém lembrar que um
no de 2-pontes é o denominador de algum tangle racional. Esse resultado é
importante, pois daqui em diante trabalharemos com o tangle racional, do

qual o né de 2-pontes é obtido.

Proposicao 3.3.2 Seja K um né de 2-pontes, obtido do tangle racional T. O
polinémio, Ry, de Kauffman é invariante pelas relagoes de L(B). Portanto,
induz uma aplicagao L(B)—Z(a*!, z%1), que leva o tangle nao orientado T no

polinomio, Ry, de Kauffman, definido em [2.8.

A demonstracao dessa proposi¢ao pode ser encontrada em (23).

Denotemos por A,,, m € Z, o elemento de L(B) representado pelo
tangle nao orientado, como mostra a Figura .22 com m cruzamentos se m é
positivo e com |m| cruzamentos se m é negativo; A, também é mostrado na
Figura 322 Seja T(a1,as,...a,) o elemento de L£(B) representado pelo tangle
racional, como na Figura B.22 com n tangles iguais a A,,, i=1,...,n, onde a; é

o numero de torcao contando seus sinais.

Inserindo o tangle T numa bola, como mostra a Figura[3.23] produzimos
um né6 de 2-pontes, C(aq,as,...,a,), associado ao nimero racional g, com

expansao em fragao continua

[a17a27"'7an] =a+ 1
—az + I
as +

—ay+ - 1

onde mdc (p,q) = 1.

Demonstracao do Teorema [3.3.7]
Prova. Considere um né de 2-pontes em forma racional, obtido do tangle
racional T(ay,as,...,a,), com n tangles iguais a A,,, i=1, ..., n, veja Figura
Aplicando as relagoes de £(B) para um dos cruzamentos de A,, com

a; = m, fazemos a seguinte afirmacao:
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Figura 3.22: Diagramas de tangles A,,, A e T(ay,as,...,a,)
com n impar e n par respectivamente.

Figura 3.23: N6 racional obtido do tangle T inserido na
bola (denominador do T).

Afirmagao 3.3.3 Considere o tangle de A, (Figural[3.22). Entdo aplicando

as relagoes de L(B) para um dos cruzamentos do diagrama de A,,, temos
Am + Am,Q =X (Am,1 + amfleo) (3-2)
para todo m € 7.

Prova. Suponha m > 0 e p o cruzamento do diagrama de A,, a ser aplicado as
relagoes de £(B). Suponha p o primeiro cruzamento. Pelas relagoes de £(B),
temos a relacao (A,,)+ + (Am)- = 2((Amn)o + (Am)s)-

Observe que o diagrama (A,,)_ inverte a posi¢ao dos fios do cruzamento
p em A,,, assim A, perde dois cruzamentos e portanto, obtemos A,,_s. Agora,
note que, (A,,) elimina o cruzamento em A, e portanto, obtemos A,, 1. Além

disso, para eliminar a torgao resultante de (A,,)s produzimos (m-1) torgoes e,
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obtemos a™ A, (Proposigao 28] (v)). Os diagramas podem ser vistos nas
Figuras [3.24] [3.25] e [3.26] Assim, concluimos a relagao

Am + Am_g = J](Am_l + am_leo).

Analogamente verificamos para m < 0 e para o caso m=0 é imediato. B

(An). (A.). A

Figura 3.24:

I - ‘
(Am )0 Am-1

Figura 3.25:

. - @
(An)w a"Ag

Figura 3.26:

Colocando a Equacao em forma de matrizes, obtemos:

Am Am—l
Am—l =M Am—2 ) (3'3)
a™As a™ A

com M definida no Teorema B.3.1l Facamos,
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Ay xA; — Ag + arAs Ay
M AO - Al = Al
aAs a’Ay a’A
Al AQ Z'AQ - Al + CZQ.TAOO Ag
M.M AO =M Al - AQ = AQ
CLAOO GQAOO ango agAOO
Al Ag Z'Ag - A2 + Cl3ono A4
M.M.M AO =M AQ == Ag = Ag
aAs a’ Ao a*A a*A

Procedendo (m-1) vezes, obtemos.:

A, A,
Apoy | =M™ A (3-4)
a™A aAs

A, Ao
Apy | =M™1S | 4 (3-5)
a™ A Ap

Agora, nosso intuito é estender a Equacao para o tangle racional

T(ay,az,...,ay).

Afirmagao 3.3.4 Considere o tangle racional, T(ay,aq, ..., a,). Aplicando as

relagoes de L(B) nos cruzamentos do diagrama do tangle T obtemos:

T(al,az,...,an) AOO
T(al - 1,&2,...,6Ln) = MalilSMCuilS...Mayl_lilsManils Al
CLle(a,z, a/37 P 7an) AO

Prova. Considere o tangle racional T(ay,ag, ..., a,) (Figura B:22]). Aplicando
as relagoes de £(B) em um dos cruzamentos do diagrama de A,,, obtemos a
Equacao B=4l com m=a;. Agora, relacionamos o tangle T(ay, aq, ..., a,), apds

as modificagoes em A,,, com a Equagao [B=4] para m=a,
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Observe que, se nao alterarmos A,,, mantemos o tangle T(ay, as, ..., a,);
e para o tangle A, menos um cruzamento, A, 1, temos o tangle T(a; —
1,as,...,a,). Agora, note que, para a® A,,, obtemos o tangle a®T(as, . .., a,).

Para o caso em que a; = 1, eliminamos o tnico cruzamento (positivo)
em A, por uma torcao negativa em as, o que diminui a; em uma unidade,
e assim obtemos T(ay — 1,...,a,), veja Figura B.27 Se a; = oo temos o
tangle T(as,...,a,), conforme Figura 3291 Agora, se a; = 0, eliminamos A,,

desfazendo a torgao ay e obtemos o tangle a®*T(ag,...,a,), como na Figura

DR LG
e 2

Figura 3.27: Tangle T(as — 1, ..., a,).

Agora podemos escrever a Equagao B-4] da seguinte forma:

T(ay,as,...,a,) T(ay —1,as,...,a,)
T(ay — 1,as,...,a,) = M| a®T(as, a4,...,a,)
a™T(ag, as, ..., a,) aT(ag,as, ..., a,)
T(ag, as, ..., a,)
=M*'S| T(ag—1,as,...,a,) | (3-6)
a®T(ag,ay, ..., a,),

Usando a Equagao B=6 fazemos o (n-1) iterado.
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-

Figura 3.28: Tangle a®T(as, ..., a,).

Figura 3.29: Tangle T(as, ..., a,).

T(ay,aq,...,a,) T(ag,as, ..., a,)
T(ay — 1,az,...,a,) | =M>*"1 S T(ay — 1,as,...,a,)
a™T(ag,as, ..., a,) aT(ag,ay, ..., ap)

T(as,...,a,)
=M tSMet S T(as —1,...,a,)
a®T(ay, as, ..., a,)
T(&nflaan)

_ MalflsMazfls. . .Man—Qfls T(an—l - 17an)
aan—lT(an)

o8

(3-7)
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T(ay,)
= M SM®2TNS L M S LS L T (a, — 1) | (3-8)
a®"
Observe que,
T(ay) A,,
T(an - 1) - Aan,1 5
a™ a Ay
entao pela pela Equacao temos,
T(an) Aa, As
T(a, —1) | =| Ay |=M""'S| 4, |,
a® a’ A Ay
o que implica que
T(ay,as,...,a,) T(ay —1,a3,...,a,)
T(ay — 1,as,...,a,) = Mu! a®T(az,aq,...,a,)
aT(ag, as, ..., a,) aT(as,as, ..., a,)
A
= M@LSpets o Mt TiS | A,
Ao
Assim, demonstramos a Afirmacao 3341 |
Agora, inserimos o tangle T(aj,aq,...,a,) na bola B e obtemos o né
de 2-pontes C(ay,as,...,a,) e uma aplicagio L£(B)— Z[a*!, 2*], que leva o
tangle T(a, az, . .., a,) no polinomio de Laurent, Rc(q, as....,a,), de Kauffman.

Verificamos através da Proposicao .85 que os polinomios, Ry, de
Kauffman, para A, A1, Ay saoiguaisa 1l,a te (% — 1) respectivamente.
Assim, o resultado desejado é dado pela primeira linha do produto de matrizes

da Afirmacao 3.3.4

Concluimos, entao, que
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Re(ayas,...an) (a,x) = av! M@= 1S =S M1 S,

Observacao 3.3.5 Observe que para a imagem por reflexao do no C', o sinal

da tor¢ao muda e portanto o polinomio de Kauffman é dado por Fo = %w(C)RC.

Dessa forma, segue a férmula para nés de 2-pontes C*, que é imagem por

reflexao do no 2-pontes C.

1
Rex(—ay—ag,....—an) (@ T) = —vtMuTtg el M S,

a
r —1 =z 010 a
M = 0O 0], S=]10011], v=]0]e w= a?
0 0 1L Loo 0 R
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4
Nés legendreanos

Nos legendreanos em estrutura de contato sao objetos naturais, nascidos
hé dois séculos atras no trabalho de Huygens, Hamilton e Jacobi em optica
geométrica e no trabalho de Lie em equagoes diferenciais parciais. Os néds
legendreanos foram aplicados em diversas areas da Matematica e da Fisica e
tém profunda ligacao com topologia e dinamica em baixa dimensao. O estudo
dos nos legendreanos tem se tornado popular em geometria de contato desde
o trabalho de Bennequin (1I), publicado em 1983. Atualmente o estudo de nds
legendreanos é uma bonita e rica teoria com muitas aplicagoes.

Essa dissertacao se concentra em nés legendreanos no espaco R3 com a
estrutura de contato canonica deste espago, onde sua teoria é mais fortemente
desenvolvida e intimamente ligada a topologia.

Com o objetivo de apresentarmos a teoria de nés legendreanos, omitimos

alguns conceitos de topologia diferencial utilizados durante o capitulo.

4.1
Estrutura de contato

Em 1971, Martinet (26) mostrou que toda variedade orientével de di-
mensao 3 admite uma estrutura de contato. Como consequéncia, Bennequin
(1) e Eliashberg (10) mostraram a existéncia de dois tipos de estrutura de

contato em R?, sao elas classificadas em estruturas tensas e super torcidas.

Definicao 4.1.1 Uma estrutura de contato em wma variedade M, de di-

mensao 3, € um campo de 2-planos tangentes completamente nao integrdvel.

Considerando ¢ um campo de planos, para cada z € M, & é um
subespaco 2-dimensional de T, M. Para cada ponto x de M podemos considerar
localmente o campo de planos &, como o nicleo de uma 1-forma (localmente
definida), isto é, existe uma l-forma « tal que &, = Ker(a,), a é dito uma
forma de contato e (M, &) é uma variedade de contato. O campo de planos & é
completamente nao integravel se a forma de contato a satisfaz aAda # 0 em

todo ponto.
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A condicao aAda # 0, implica que a estrutura de contato nao é, nem
mesmo localmente, tangente a nenhuma superficie na variedade. Podemos ver
isso na Figura [4.1], onde o campo de planos rotaciona ao longo da direcao do
eixo y. Essa rotagao impede que os planos de contato sejam tangentes a uma

superficie.

Teorema 4.1.2 Uma wvariedade de dimensao 3 admite uma estrutura de

contato se, e somente se, é orientdvel.

Uma implicacao é evidente, desde que dada uma variedade M e uma
I-forma «, o produto exterior aw A da (observe que —a A d(—a) = a A da)
define uma orientacao em M, ou seja, uma estrutura de contato em uma
variedade M determina uma orientacao em M . A implicagao inversa é um
dos primeiros teoremas de estrutura de contato, demonstrado por Martinet,
e sua demonstracao nao é de facil entendimento, e nao sendo relevante nesta

disssertagao, a omitiremos.

Vejamos alguns exemplos de estruturas de contato.
Exemplo 4.1.3 Estrutura de contato canénica em R?, denotada por &.qp.

Considere a variedade R® com coordenadas cartesianas (x,y,2) e a 1-

forma o = dz — ydx. Note que,

aNda = (dz —ydx) A (de AN dy) = dz ANdx A dy # 0.

Assim .., = Ker « é uma estrutura de contato.

Para um ponto (z,y,z) o plano de contato ., é gerado por
{a%’ a% + y%}. O campo de planos esta indicado na figura [411

Observe que, para qualquer ponto no plano zz, o campo de planos £ é
horizontal, isto é, paralelo ao plano xy e observe também que, ao longo do
eixo y positivo, da origem para o infinito, os planos comegam horizontais e
rotacionam no sentido anti-horario em torno deste eixo. Nesta direcao, e, em

qualquer reta paralela ao eixo y, os planos rotacionam 90°.

Exemplo 4.1.4 Versao simétrica da estrutura de contato &eqn em R3, deno-

tada por Egim .-

Considere a variedade R? e a forma diferencial o = dz + zdy — ydx ou

em coordenadas cilindricas (r, 6, z), a = dz + r?df. Note que, para r # 0,

aANda=2rdz A (dr Adf) #0.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510532/CA


PUC-Rio - Certificacé@o Digital N° 0510532/CA

Capitulo 4. N6s legendreanos 63

Figura 4.1: Estrutura de contato canonica - &,

Assim, &, = Ker a é uma estrutura de contato.
Para um ponto (r,6,z) o plano de contato &, € gerado por
%, % — 7“2%}. O campo de planos esté indicado na Figura
Considere o difeomorfismo (z,y,2) +—— (2,2y,z + xy). Vemos que
d(z + zy) — (2y)dzr = dz + xdy — ydr = dz + r?df. Assim a estrutura de

contato canoénica em R3, &4, é isomorfa a sua versao simétrica gp,.
Exemplo 4.1.5 Estrutura de contato super torcida em R3, denotada por &or.

Considere a variedade R? com coordenadas cilindricas e a 1-forma a =

cosrdz + rsenrdf. Note que para r # 0

senrcosr

a/\da:<1+ )dr/\d&/\dz.

r

Com um pequeno calculo, verificamos que

<1 i sem“cosr) < 0.
r

Assim, &40 = Kera é uma estrutura de contato. A estrutura de contato &g,
é mostrada na Figura [4.3

Observe que os campos de planos de contato de &, sao similares aos da
estrutura de contato &, mas percorrendo um raio perpendicular ao eixo z,
os planos rotacionam muitas vezes (infinitas vezes), enquanto na estrutura
de contato &, eles rotacionam somente 90°. Note também que o disco
D = {(r,0,2)/z = 0,r < m} é tangente aos planos de contato ao longo de

sua borda. Esse disco é chamado disco torcido.
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Figura 4.2: Estrutura de contato simétrica -

Figura 4.3: Estrutura de contato super torcida - &

Uma estrutura de contato é chamada super torcida se existe um mergulho
de um disco torcido em R?; caso contrario, as estruturas de contato sao ditas
tensas.

Para um campo de planos ser uma estrutura de contato, deve rotacionar,
evitando assim a tangéncia a uma variedade, mas £, rotaciona muito mais
do que o necessario, entao o nome “super torcida”. Vemos claramente na

Figura 3] que &4, € super torcida.

Veremos na proxima secao que as estruturas de contato tensas nos
fornecem interessantes informagoes quando estudadas juntamente com os nos.
Para uma maior abordagem sobre as estruturas de contato super torcidas e

tensas, ver (9, [I1)).
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Defini¢ao 4.1.6 Duas variedades de contato (My,&1) e (Ms, &) sao ditas
contactomorfas se existe um difeomorfismo f: My — My com Tf(&) = (&)
onde T'f : TMy, — TM, denota a aplicacao derivada de f. Neste caso f €
chamado um contactomorfismo.

Se existem formas de contato oy, © = 1,2 tais que & = Kerq;, equiva-
lentemente dizemos que duas variedades (My,&,) e (Ms, &) sdo contactomor-
fas se existe um difeomorfismo f : My — My e uma aplicagcdio nao nula

g: My — R tais que f*as = ga;.

Exemplo 4.1.7 As estruturas .o, € Esim SG0 contactomorfas, como pode ser
visto no Ezemplo 14, ou seja, o difeomorfismo ¢ : R® — R3 definido por

o(z,y,2) = (x,2y,x + yz) € um contactomorfismo entre ean € Esim-

Teorema 4.1.8 (Darboux) Seja o uma forma de contato em uma variedade
M de dimensao (2n + 1) e p um ponto em M. Entao existem coordenadas

Ty ooy Ty Y1y - -y Yny 2 €m uma vizinhangca U C M de p tal que

a|U =dz + Z.deyj.

J=1

Este teorema nos diz que todo ponto em uma variedade tem uma vizin-
hanca contactomorfa a &, em R?. A demonstracao deste teorema pode ser

encontrada em ([16).

Definicao 4.1.9 Dizemos que duas estruturas de contato & e &1 sao isotopicas

se eziste uma familia suave de estruturas de contato {&,t € [0,1]}.

Daremos uma breve idéia de como mostrar que em R? todas as estruturas
de contato sao isotdpicas.

Considere ¢ uma estrutura de contato em R3. Pelo teorema de Darboux
e uma isotopia apropriada, existe B = B,(0), bola de centro em 0 e raio € > 0,
tal que (|p ¢é isomorfa a estrutura de contato canénica em R3, &oon. Entao a
familia de pull-backs de ¢ por funcoes f;, que levam R3 na bola B nos d4 uma

isotopia entre ( e ..y, definida por:

f,:R* — R?

v (— 2
<tH37H +€)
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e ¢ = f7(¢) com fy =id, tal que (,=C e f1(R3) = B. Além disso (; é isomorfa

a é-can .

Teorema 4.1.10 (Gray) Dada uma familia a um parametro {&,t € [0,1]}
de estruturas de contato em uma variedade fechada M e um ponto t, € [0, 1],
entao existe uma familia a um parametro {¢,t € [0,1]} de difeomorfismos
o1 M — M tal que para todo t, ¢*(&) = &, -

Proposigao 4.1.11 Dado p € S* a wvariedade de contato (S*\{p},Ecan) €

contactomorfa a (R3, Eean).
A demonstragao desta proposicao pode ser encontrada em (16)), 2.20 .

Teorema 4.1.12 (Bennequin) A estrutura de contato canénica em S® é

tensa.

Do Teorema [LI1.12] e da Proposicao IT.11] segue que a estrutura de

contato canonica em R? é tensa.

Teorema 4.1.13 (Eliashberg (10)) Toda estrutura de contato tensa em S°

¢ contactomorfa a &ean .

O Teorema [4.1.13 nos diz que a menos de contactomorfismo, existe uma

Unica estrutura de contato tensa em S3.

Nos preocupamos com o estudo de nés em estruturas de contato tensas.
Para o restante desse capitulo nos restringiremos a estrutura de contato
canonica, &.un, em R3) salvo em caso mencionado, pois de acordo com o
teorema de Darboux, estamos estudando a “teoria local” de nés legendreanos
em qualquer variedade de contato. Além disso, essa estrutura de contato facilita

o estudo dos nés legendreanos através de suas projecoes.
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4.2
N&s legendreanos e transversais

Uma estrutura de contato de dimensao 3 admite duas classes de nés,
os legendreanos e os transversais. Embora nosso interesse seja em nos legen-
dreanos definiremos também nesta secao nds transversais, uma vez que usare-

mos sua definicao no préximo capitulo.

Definigao 4.2.1 Seja K um né em M?3. Dizemos que K é um nd legendreano
na variedade de contato (M3,§can) se ele € tangente aos planos da estrutura
de contato, isto ¢,

T.K C &,Vr € K.

Definigao 4.2.2 Seja T um ndé em R®. Dizemos que T é um nd transversal
na variedade de contato (Mg, Ecan) Se ele € transversal aos planos da estrutura
de contato, isto ¢,

T, Teé =T,M Ve eT.

A partir de agora trabalharemos com a estrutura de contato canonica,
Ecan, em R3. Quando nao houver ambiguidade denotaremos &.,,, simplesmente
por £.

Lembremos que K é imagem do né k. Considere a parametrizacao do
né legendreano K, k : [0,1] — R3, definida por k(t) = (z(t),y(t), 2(t)),
que ¢ uma imersio de classe C'. Por definicao, o né legendreano K é
tangente aos planos da estrutura de contato &. Assim, k' (1) € k() ou ainda

¢ = Ker(dz — ydz), e portanto,

z (t) —y(t)x (t) = 0. (4-1)

4.3
Projecoes frontal e lagrangeana

A secao anterior nos diz que um né legendreano é um né topoldgico
tangente a uma estrutura de contato. Entao, é natural perguntarmos se todo
no topoldgico é isotopico a um néd legendreano, e quais sao as propriedades que
caracterizam esta rica classe de noés.

Assim como os nds topoldgicos, o estudo dos nés legendreanos é realizado
através de sua projecao em um plano. Porém, para este tltimo, a projecao
frontal é a mais indicada, como veremos no decorrer desta secao. Através de
propriedades em uma projecao seremos capazes de analisar se tal projecao
corresponde, ou nao, a de um né legendreano e ainda recuperar o né a partir

desta projecao.
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4.3.1
Projecao frontal

Seja K um né legendreano na variedade de contato (R?, €., ). Considere

a aplicacao

mp RP—R?
(x7 y? Z)'—>(x7 Z)'

A imagem 7p(K), é a projecao frontal de K. A projegao frontal de um né é

também dito um diagrama frontal. Considere k,,=7r o k definida por

krp 2 [0,1] — R?
t—(2(t), 2(1)),

entdo k., parametriza 7p(K).

Temos que k é imersdo (de fato, um mergulho), porém nao podemos
garantir que ky, seja, e de fato nao sera. Note que a Equacao =1l implica que
2 (t)=y(t)z' (t); entdo se z'(t)=0 para algum t, € [0, 1], tem-se z (ty) = 0, o
que nao ¢ permitido numa imersao no plano zz. Note ainda que se k., ¢ uma
imersdo entdo ' (t) # 0 para todo t € [0,1]. Entdo, se k,, é uma imersio,
implica que 7mr(K') nao possui tangentes verticais. Assim obtemos a primeira

propriedade:

P1-Projecoes frontais ndo possuem tangentes verticais.

Definicao 4.3.1 Um nd legendreano K, K C R3, € dito ser genérico se todas
as autointerse¢oes da curva na projecao frontal, mp(K), sdo pontos duplos

transversais.

Veremos que, por uma pequena pertubacio C° de um né topoldgico
k, podemos obter um né legendreano k isotépico a k e, por uma pequena
perturbacao C?, podemos fazer com que a projecao frontal de k tenha somente
cuspides semictibicas singulares, isto é, ao redor de um ponto cispide para

t =0 a curva é vista como

k(t) = (A2 + b, t + a, —\(2t* 4+ at?) + ¢) com \ # 0,

como na Figura .41
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Figura 4.4: Cuspide

Genericamente, as cuspides tém forma de uma parabola semicubica, por
exemplo, a curva (2, 5,753) tem cuspide em (0,0,0) e a curva t — (0,¢,0) é
um exemplo de uma curva legendreana cuja projecao frontal é um inico ponto.

Estudamos as propriedades de um né legendreano através de sua projecao
frontal, facilmente obtida pela aplicacao wp. Agora o que queremos é recuperar
o n6 legendreano a partir dessa projecao, ou seja, recuperar a coordenada y de
k através de k.. A partir da projecao frontal de um né suave genérico (exceto

nos pontos cuspides) podemos recuperar o né legendreano em R? através de

z
Yy = T Utilizando as equacoes,
x

y(tp) = lim 2 (1)

fim S5 se ' (to) = 0 para algum to

obtemos o valor de y.
Concluimos que a partir de qualquer curva regular no plano zz com
cuspides semicubica e sem tangentes verticais podemos obter um tunico né

legendreano em R3.

Vale a pena mencionar que as intersecoes transversais definem unica-
mente a estrutura de um cruzamento do né e ainda que, em um cruzamento
na projecao, o segmento de menor inclinagao “passa por cima” do de maior
inclinacao e portanto, em R? o segmento estd a frente do de maior inclinacao.
Assim, o n6 é bem determinado. Sem perda de formalidade matematica,

podemos imaginar que o eixo y entra na pagina.

E importante observar que em uma projecao frontal de um né genérico,
o conjunto {t € [0,1];z'(t) = 0} é discreto. Vejamos: existem nés legendreanos
tais que 2'(t) = 0 em intervalos abertos. Podemos entdo, de acordo com o
intervalo, criar ctspides mais pontiagudas (Figura [.6]). Isso pode ser feito
através de uma isotopia legendreana (Defini¢ao [£.4.1]) em apenas um ponto no

arco do n6 onde z'(t) = 0.
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z Yy

_%W A

Figura 4.5: Projecdo com ' (t)=0 em um ponto.

z y

_%H 1

Figura 4.6: Projecio com z'(t)=0 em um intervalo.

Assim, em um mergulho suave em R3, que é uma imersao genérica de
classe C*, &’ (t) anula-se somente em pontos isolados. Desse fato, concluimos
que pontos cuspides sao pontos isolados. Além disso, para estes pontos isolados
existe uma reta tangente bem definida na projegao frontal. O que nos da uma

nova propriedade:

P2 - Projecoes frontais de nos legendreanos genéricos podem ser
parametrizadas por uma aplicacao, que € uma 1mersao exceto em um numero
finito de pontos bem definidos por retas tangentes. Tais pontos sao ditos

cuspides generalizadas.

Da discussao anterior concluimos que P1 e P2 caracterizam projecoes

frontais de um né legendreano genérico. Em particular, qualquer aplicacao
f : [07 1] - R3

t— (zp(t),ys(t), 24 (1)),
tal que
far 1 [0, 1]—R?

t— (zs(t), /(1))

satisfaz P1 e P2, e nao possui pontos duplos com tangéncia, representa um né

legendreano, desde que estas condi¢oes definam y;(t) pela Equagao E=1l As-
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sim a imagem da aplicagao f(t) = (xs(t),ys(t), zf(t)) sera um né legendreano .

Resumindo as propriedades P1 e P2 em termos de diagramas de nés,

dizemos que um diagrama de né que:

(1) nao tem tangentes verticais,
(2) os tinicos pontos nao suaves sdo cispides generalizadas,

(3) s6 possui pontos duplos transversais,

representa a projecao frontal de um no legendreano.
Para que a condi¢ao (3) se torne clara, lembremos que assumimos

anteriormente que o eixo y positivo “entra” na pagina.

Exemplo 4.3.2 Nas Figuras A7 [A.8] e [L.9], mostramos diagramas frontais de

nos legendreanos.
Soo< <

Figura 4.7: N¢ trivial Figura 4.8: N¢ trevo

Figura 4.9: N6 figura oito

As informacoes obtidas até o momento sao suficientes para responder
algumas das indagacoes do inicio do capitulo. Somos capazes agora de fazer a

seguinte afirmacao.

Proposicao 4.3.3 Para todo nd topoldgico existe um né legendreano C°
prozimo a ele. Em particular, existem nos legendreanos representando qualquer

tipo de no topologico.

Antes de provarmos esta proposigao, esclarecemos que, dizer que um
n6 L é C° préximo a um né M significa dizer que o né L pode ser aprox-

imado de forma continua ao né M, de forma que, dado ¢ > 0, tem-se que
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sup|L(t) — M(t)| < €, para todo t € [0, 1].

Provemos agora a Proposicao [£.3.3
Prova. Considere a estrutura de contato candnica em R3. Seja K um né
topoldgico orientado em R?® e 7x(K) sua projecao frontal. Agora considere
v : la,b] — R? a curva que descreve 7r(K) e P partigao de [a,b]. Para
cada arco, ¥([a;, b;]), da curva =, identificamos os cruzamentos e as tangentes
verticais, e entao, fazemos as modificacoes conforme as Figuras [A.TT] e
4. 15!

Com o intuito de evitar grande variagao na coordenada y dos nds,

determinada pelas projegoes, a aproximagao em cada arco pode ser feita de

tal forma que o coeficiente angular seja préximo a y(t) = ;/Eg, t € la;,b;] do

né K. Para isso basta procedermos conforme a Figura [£.14] e pela discussao
anterior recuperamos o no legendreano através da sua projegao frontal.

Pelo teorema de Darboux a proposicao se estende a qualquer variedade
M3, |

o3 ==

Figura 4.10: Conversao de um diagrama de né topolégico (esquerda)
em diagrama frontal de né legendreano (direita).

> (4

Figura 4.11: Conversao em no legendreano.

~ -
Figura 4.12: Conversao em né leg- Figura 4.13: Conversao em né leg-
endreano. endreano.

M N
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Figura 4.14: Aproximagdao a um arco legen-
dreano em uma projecao frontal.

Diante da necessidade de deformacgoes continuas entre nds legendreanos,
podemos pensar sobre os movimentos em sua projecao frontal. Para isso, temos
um conjunto de movimentos. Assim como os movimentos de Reidemester para
nos topoldgicos, existe um conjunto de movimentos de Reidemester para nos

legendreanos. Os movimentos se encontram na Figura BI5] e incluem os

movimentos obtidos pela imagem por reflexao.

e =
>\ -

/A
N /

Figura 4.15: Movimentos de Reidemester para projecoes
frontais de nés legendreanos (incluem as imagens por reflexao).

= X <o

Figura 4.16: Varias projecoes frontal do mesmo né legendreano.

Uma outra forma de estudar um no legendreano é através de sua projecao
lagrangeana, ou seja, no plano xy. O estudo através dessa proje¢do nem
sempre é o mais indicado, pois na maioria dos casos as propriedades de um né

legendreano sao mais facilmente identificadas em projegoes frontais. Contudo

sua defini¢ao e propriedades seguem na préxima subsegao.
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4.3.2
Projecao lagrangeana
Seja K um né legendreano na variedade de contato (R?, €., ). Considere

a aplicacao

7 s RB—R2
(2, y, 2)— (2, ).

A imagem wp(K) é a projecao lagrangeana de K. A projecao lagrangeana
de um né é também dito um diagrama lagrangeano. Considere k;, = 7wy ok

definida por

kr, 0 [0,1] — R?

t—(x(t), y(1)),

entao k,, parametriza m(K).
Ao contrario da projecao frontal, a projecao lagrangeana é sempre

parametrizada por uma imersdo. De fato, se z'(ty) = 4 (to) = 0 para algum

9
0z’

qual nao pode pertencer aos planos da estrutura de contato. Assim qualquer

to € [0,1] entdo 2'(ty) # 0, pois o vetor tangente a K estd na direcio 0

parametrizacao de K é uma imersao.
No caso normal, a projegao lagrangeana é suave (ndo tem cuspides ou

outras singularidades diferentes da projecao frontal).

Definigao 4.3.4 Um né legendreano K, K C R3, € dito ser genérico se todas

as auto interse¢oes da imersao da curva wr,(K) sao pontos duplos transversais.

Como na projecao frontal, a projecao lagrangeana permite-nos recuperar
a estrutura do cruzamento, isto é, recuperar a coordenada z de k. Com este

objetivo procedemos da seguinte forma.

1) Escolha um niimero 2, e faca 2(0) = zp. Entao defina:

“”:%+AEW£@“' (4-2)

Como o né legendreano satisfaz a equacao [4=1l, obtemos

2(t) = 20 + /0 t 2 (t)dt,
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0 que é uma tautologia. Assim, a inica ambiguidade em recuperar o né K é a

escolha de zj.

2) Considere o né G dado por
g:[0,1]-R’

t—(x(t), y(t), (1)),

e a lmersao

Gxy 2 0,1] — R?
gT(L - 7TLOg'

Devemos fazer algumas observagoes para que a imersao g, seja projecao
lagrangeana de um né legendreano. Se tentarmos definir z(¢) pela Equagao
teremos um problema, pois para t € [0,1], z(¢) serd uma aplicagdo bem

definida em [0, 1] somente se, z(0) = z(1). Assim, podemos escrever,

e é claro que esta condi¢ao nao é satisfeita para toda imersao ¢ . Este é o inico
impedimento para “levantar”@ a curva gr, a0 n6 g, cuja imagem G, ¢ tangente
a k.

A condigao de integracao significa dizer que, se G é um né legendreano,
gr, € uma curva fechada no plano zy e a integral fgm ydx é a area da curva
orientada dada por g¢,,. Entao, pelo teorema de Stokes, a 4rea deve ser nula,

ou ainda, significa dizer que ao “levantar” a curva, ela tem que se fechar.

Afirmamos que a imagem G sera um no legendreano se g é um mergulho,
e ainda, a unica forma desta afirmagdo nao ser vélida (e entdo o mergulho
nao ser um né legendreano) é se pontos duplos transversais na imagem de g,

tiverem a mesma coordenada z em R3.

Resumindo as conclusoes obtidas, fazemos a seguinte afirmacao. Recu-
peramos o né legendreano G (bem definido por uma isotopia), a partir da

imersao g,, se,

(1) J; y(t)' (t)dt =0,

!Entende-se por levantar uma curva no plano xy a um né em R3, por obter coordenadas
do né em R3, a partir das coordenadas da curva no plano xy.
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(2)];;1 y(t)x' (1)dt#0, para todo to#t; tal que g(to) = g(ty).

Infelizmente, essas condi¢oes nao sao faceis de se interpretar diagramat-
icalmente. Esse é um dos motivos de se trabalhar com projecoes frontais ao se
estudar noés legendreanos .

A Figura EI7 mostra os movimento de Reidemeister para projecao

lagrangeana .

! !
R o=

Figura 4.17: Movimentos de Reidemester para projecoes la-
grangeanas de nés legendreanos (incluem as imagens por re-
flexdo).

Observacao 4.3.5 O Proposicio [{.3.5 pode ser demonstrado através da
projecio lagrangeana. Consideremos vy : [a,b] — R? a curva que descreve
7 (K), K nd topoldgico orientado em R® e P particdo de [a,b]. A aproxrimagdo
em cada arco, v([a;, b;]), pode ser feita conforme Figura[{.1§ e pela discussdo

anterior recuperamos o no legendreano através da sua projecao lagrangeana.

ad

Figura 4.18: Aproximagao de um arco topoldgico a um legen-
dreano pela projecao lagrangeana.

4.4
Isotopia legendreana

Ao considerarmos as se¢Oes anteriores, somos levados a pensar sobre
isotopias entre diagramas de nés legendreanos e, consequentemente, entre nés
legendreanos.

Na tentativa de classificar nés legendreanos isotépicos podemos fazer

diferentes afirmacgoes, as quais serao vistas nesta secao. Apresentamos
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aqui duas classificacoes para nods legendreanos isotopicos e mostramos sua
equivaléncia. No entanto, para um melhor entendimento e facilidade de nosso
estudo trabalharemos apenas com uma delas.

Por diferir da isotopia de nds topoldgicos nos referimos a uma isotopia
entre nos legendreanos por isotopia legendreana e ainda, por dois nos legen-
dreanos isotopicos por esta isotopia, dizemos que os mesmos sao isotopicos
por isotopia legendreana . Essas defini¢oes assim como outros resultados sao o

motivo de estudo desta secao.

Definicao 4.4.1 Dois nos legendreanos Ky e Ky sdo isotopicos por isotopia
legendreana se existe uma familia {K;, t € [0,1]} de nds legendreanos, cujo
campo de vetores varia continuamente e nunca se anula, com K, sendo o no

wmicial e K1 o no final.

Podemos também classificar nés legendreanos isotopicos por isotopia de

contato, como na definigao seguinte.

Definigao 4.4.2 Dois nés legendreanos Ky e Ky em (M,£) sdo isotdpicos por
1sotopia de contato se existe uma familia a um parametro ¢, : M—M,t €
[0,1], de contactomorfismos de M tal que ¢y = id e ¢1(Ko)=K;.

Teorema 4.4.3 A classificacao de nds legendreanos isotopicos por isotopia

legendreana € equivalente a classificacao por isotopia de contato.

Prova. E clara a implicacao que isotopia de contato leva a uma isotopia
legendreana. Provemos a outra implicagao. Seja Ky, t € [0,1] uma isotopia
entre nds legendreanos na variedade de contato (M, ¢). Existe uma familia de
difeomorfismos ¢, : M — Mt € [0, 1], tal que ¢;(Ky) = K. Além disso, é facil
ver que ¢; (¢ |k,) = & |k, Seja & = ¢;(€). Esta é uma familia a um parametro
de estruturas de contato com & = &y ao longo de Kj. Pelo teorema de Gray
(1)), segue que existe uma familia de difeomorfismos v, tal que ¥} (&)=E, e

W é identidade em K. Considere f; = ¢; o 1;. Notemos que

ft*(§0) = lﬁ(ft) = 0.

Assim, f; para todo t € [0,1] é um contactomorfismo de & = £. Além

disso, fi(Ko) = ¢¢(Ko) = K. L

De acordo com a Definicao [£.4.1] uma isotopia legendreana é uma iso-
topia através de nods legendreanos. Assim, dois nés legendreanos sao ditos

isotopicos por esta isotopia se eles sao isotopicos através de nos legendreanos.
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Podemos ainda dizer que, durante a isotopia quaisquer diagramas do né

(genérico) serd um diagrama de um né legendreano .

A partir deste momento trabalharemos somente com a Definicao [£.4.11

Teorema 4.4.4 Dois diagramas frontais representam nos legendreanos
1sotopicos por isotopia legendreana se, e somente se, eles sao relaciona-
dos pela sequéncia de movimentos de Reidemester (Figura [{.10) e isotopia

planar.
Para demonstragao ver (38)).

Teorema 4.4.5 Dois diagramas lagrangeanos representam nos legendreanos
1s0topicos por isotopia legendreana se seus diagramas sao relacionados pela

sequéncia de movimentos de Reidemester (Figura[{.17) e isotopia planar.

Infelizmente esses movimentos nao sao suficientes para garantir uma
isotopia legendreana, devido a condicao da integragao discutida na Secao[4.3.21
Entao, nao basta que a isotopia seja realizada através dos dois movimentos de
Reidemester, é necessario que as condigoes 1) e 2) da Subsecao sejam
satisfeitas.

Para estudos de isotopia legendreana, a projecao frontal é mais con-
veniente, porque nés sabemos precisamente quais diagramas representam

projecoes frontais de nés legendreanos.
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Invariantes de nds legendreanos

Vimos nos primeiros capitulos, os conceitos de invariante e de isotopia
legendreana. Nosso objetivo neste, é apresentar invariantes de isotopia legen-
dreana que distinguem estas classes. Entao, para nés legendreanos introduz-
imos dois cléssicos invariantes de isotopia legendreana. Sao eles o nimero de
Bennequin e o nimero de Maslov, que podem ser usados para distinguir classes
de isotopia de noés legendreanos na mesma classe de isotopia topoldgica.

Embora nao seja sempre essencial, consideraremos nesta secao nos leg-

endreanos orientados.

5.1
Niameros de Bennequin e Maslov

5.1.1
Niamero de Thurston-Bennequin

Para facilidade de expressao nos referiremos ao invariante de Thurston-

Bennequin simplesmente por invariante de Bennequin.

Dado um n6 legendreano K, o invariante de Bennequin mede intuitiva-
mente o nimero de rotagoes dos planos de contato £ em torno de K.

Mais rigorosamente, este invariante ¢ definido por uma trivializagao de
um fibrado normal v de K. Uma identificacao fixa de v com K x R? é chamada
uma trivializagio de v ou um referencial de K. Um né legendreano tem
um referencial canonico, desde que &, e v, intersectam-se transversalmente
(T, K C &) gerando uma fibrado em linha, [, = & Nv,. O fibrado em linha
da um referencial de v sobre K. Este referencial é o referencial de Thurston-
Bennequin de K.

Se o fibrado normal tem um outro referencial F entao nés podemos
determinar um numero para o referencial de Thurston-Bennequin de K. Este
nimero tw(K,F) é justamente a rotagao de [ com respeito a F e é chamado
de rotacao de K com respeito a F. Se K é homdlogo a zero, entao K tem
um referencial dado por uma superficie de Seifert, ou seja, o referencial que é

dado pelo campo vetorial que aponta para dentro da superficie de Seifert. A
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rotacao de K com respeito a este referencial serd chamada de invariante de

Thurston-Bennequin de K e serd denotada por S(K).

Definicao 5.1.1 Seja v um campo de vetores nao nulo ao longo de K em vN§
e seja K' uma cdpia de K obtida por um movimento de K na dire¢io de v. O

nimero de Thurston-Bennequin, f(K), é o nimero de enlagamento entre K e
K', isto ¢, B(K) = Ik(K,K").

Observacgao 5.1.2 Se v' € um campo de vetores nao nulo ao longo de K

transversal o & e K" € obtido de K por um movimento de K na direcdo de v’

entio B(K) = lk(K,K").

Figura 5.1: N6 K (preto) e n6 K’ (cinza) obtido de K por um
movimento na direcao de v.

Seja K um né legendreano na variedade de contato (M,£), onde £ tem
orientacao transversal. Sendo K orientado, cada curva transversal possui ori-
entagdo canodnica. Se movimentarmos o n6 K na direcao positiva ou negativa
do campo de vetores normais v de K, de modo que v é um referencial de K,
obteremos dois novos nés K, e K_, respectivamente. Note que os nés K, e
K_ sao transversais a & e, consequentemente, K, possui a orientacao de K e

K_ a orientacao oposta de K .

Considere agora nés legendreanos em (R?, .., ). Interpretemos o invari-
)

ante de Thurston-Bennequin em termos das projecoes frontal e lagrangeana.

X X

Figura 5.2: Cruzamento positivo (+), na projecao frontal.

<X

Figura 5.3: Cruzamento negativo(-), na projecao frontal.
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Proposigao 5.1.3 Seja K um nd legendreano orientado em (R, &.q,). Na

projecao frontal tem-se

B(K) = Cry(K) ~ Or_(K) — 5C(K), (5-1)

onde Cr(K) (Cr_(K)) € o numero de cruzamentos positivos (negativos) da

projecio mp(K), C(K) € o nimero de cispides.

Prova. Seja v = %, para qualquer n6 legendreano K, v entao v é um campo
de vetores transversais a £ ao longo de K (como na observagao 5.1.2]). Assim
B(K) é o ntimero de enlacamento de K com uma cépia K de K obtida por
um ligeiro movimento na direcdo z. Entdo, a projecoes frontais de K e K séo
como na Figura 5.1l Agora, o nimero de enlacamento de K e K é a metade
do nimero (contados os sinais) de intersegoes entre eles. Lembremos que K e
K' sio orientados. Observe que para cada cruzamento positivo (negativo) da
projecao de K existird dois cruzamentos positivos (negativos) de K e K e para
cada cuspide positiva ou negativa de K existird um cruzamento negativo de K
e K'. Assim, na projecio frontal temos, (K) = Cry(K) — Cr_(K) — 1O(K).

AKX

Figura 5.4: Cruzamento positivo (+) e negativo (-) respectiva-
mente.

Proposicao 5.1.4 Seja K um nd legendreano em R3. Na projecdo la-
grangeana tem-se

B(K)=Cry—Cr_

Prova. Na projecao lagrangeana K e K projetam o mesmo diagrama. De fato,
B(K) é o niimero de enlacamento de K e K . Na projecio lagrangeana se ao
fazer o ligeiro movimento para obter K, e este nio intersectar K, entdo o
numero de enlacamento é zero. Além disso, cada cruzamento no diagrama de

K contribui (1) para o nimero de enlacamento. Dai segue o resultado. W

Corolario 5.1.5 O numero de Thurston-Bennequin independe da orientacdo
do no K.

Exemplo 5.1.6 A Figural2.0 mostra as projecoes lagrangeana e frontal de um
nd trevo. A projecao lagrangeana possui 3 cruzamentos positivos e 2 negativos,
logo o nimero de Bennequin do nd trevo T, é 3(K)= 3 - 2 =1. A projecao

. , . e . 4 _
frontal possui 4 cispides e 8 cruzamentos positivos, logo (T) = 3 — ;=1L
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—
Figura 5.5: Projecao lagrangeana e frontal do né trevo T.

Teorema 5.1.7 O numero de Bennequin (3 € um invariante de isotopia

legendreana.

Prova. Analisaremos a veracidade deste teorema examinando os trés movimen-
tos de Reidemeister.

Se o primeiro movimento é realizado, ou duas ctspides e um cruzamento
positivo sao perdidos, produzindo uma mudanca de zero, ou duas cuspides
e um cruzamento positivo sao acrescentados, produzindo uma mudanca de
zero. Assim, o primeiro movimento de Reidemester nao altera o nimero de
Bennequin.

Se o segundo movimento de Reidemeister é realizado, um cruzamento
positivo e um negativo sao perdidos, produzindo uma mudanca de zero.

Se o terceiro movimento de Reidemeister é realizado, um cruzamento
positivo e um negativo sao perdidos, e um cruzamento positivo e um negativo

sao acrescentados também produzindo uma mudanca de zero. [

5.1.2
Nuamero de Maslov

O segundo e ultimo invariante classico de nés legendreanos K é o nimero
de Maslov. Este invariante ¢ bem definido para ndés homologos a zero
assim assumimos que K = 0¥ onde Y é um mergulho de uma superficie
orientdvel. Os planos de contato, quando restrito a X (¢|y), formam um fibrado
trivial bidimensional (qualquer fibrado dois planos orientével é trivial sobre
uma superficie com bordo). Esta trivializagdo de |y induz uma trivializagao
¢|x = K x R% Lembremos que K tem uma orientagao, entao seja v um campo
de vetores nao nulo tangentes a K apontando na dire¢ao da orientacao de K.
O campo de vetores v estd em £|x = K x R? e usando esta trivializagao, nés
podemos pensar em v como uma trajetéria de vetores nao nulos em R?, tal
que ela tem um nuimero de rotagao. Este nimero de rotacao é o numero de
Maslov de K. Note que o numero de rotacao depende da orientacao de K e
muda de sinal se a orientacao é trocada.

Considere agora nés legendreanos em (R3,€.,,,). Interpretemos o invari-

ante de Maslov em termos das projecoes frontal e lagrangeana.
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;o

Figura 5.6: Cuspides positivas e negativas, respectivamente.

Proposicao 5.1.8 Seja K um né legendreano em R3. Na projecao frontal
tem-se
1
p(K) = 5(C, — ),

onde C(C_) € o numero de ciuspides positivas (negativas).

Prova. Seja w = a%' Esta é uma parte nao nula de £ e assim pode ser usada
para trivializar {|x independente da superficie de Seifert de K. Agora, para
calcular o nimero de rotagoes de K, precisamos saber quantas vezes o campo
de vetores (nao nulo) v tangente a K, pensando em R? pela trivializagao dada
por w, rotaciona em torno da origem de R?. Isto é equivalente a contar quantas
vezes v e w apontam na mesma direcao, chamaremos isto de intersecao de v
e w. O sinal da intersegdo é determinado como anterioremente (+1 e -1), veja
as Figuras e B3l Nas cuspides na projecao frontal, v aponta na direcao de
+w = a%' Pode-se facilmente verificar que a intersecao serd positiva quando
a cuspide é positiva e negativa quando a cuspide é negativa. Além disso, o
processo acima conta o numero de vezes que v intersecta +w, entao dividimos

por dois e obtemos o nimero de Maslov. [

Exemplo 5.1.9 O nidmero de Maslov do né trevo T (Figura [53) é p(T) =

%(2—2) = 0.

Proposicao 5.1.10 Seja K um nd legendreano em R3. Na projecio la-

grangeana tem-se

w(K) = numero de rotagoes de wp(K).

. _ a . ~ . a . ,
Prova. Seja w = By Na projecao lagrangeana w projeta 5y © assim o nimero
de rotagao é facilmente visto como o nimero de rotagao do vetor tangente a
WL(K) . |

Proposicao 5.1.11 O nimero de Maslov de um nd K, u(K), é um invariante

de isotopia legendreana.

Prova. Desde que o segundo e o terceiro movimento de Reidemeister nao

alteram o numero de cuspides positivas ou negativas, precisamos checar a
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invariancia do primeiro movimento. Considerando a orientagao, o primeiro
movimento de Reidemeister ou remove ou adiciona uma cispide positiva e uma
cuspide negativa. Nem a adi¢cao nem a remocao muda o ntimero de Maslov .

Portanto o niimero de Maslov é um invariante de isotopia legendreana. [

Exemplo 5.1.12 Seja K um no legendreano com numero de Maslov igual a
zero e seja K sua imagem pelo difeomorfismo f(x,y,2) = (x, —y, —2). Sendo
f wma rotacio do espaco, K ¢é topologicamente isotdpico a K, além disso
WK = —u(K) =0 e B(K'") = B(K). Pergunta-se K e K' sdo isotdpicos por

1sotopia legendreana ?.

Definigao 5.1.13 A reflezdo legendreana R(K) € a imagem de um né legen-

dreano K pelo difeomorfismo (x,y,z) — (x,—y, —z).

Desde que a reflexao legendreana é somente uma rotacao de um né no

espago, ela tem o mesmo tipo de isotopia topoldgica que a do préprio no.

Proposicao 5.1.14 A reflexzdo legendreana R(K) e K nao sdo isotopia leg-

endreana.

Para a prova deste teorema ver (4), em que Chekanov mostrou este
resultado usando outro tipo de invariante legendreano, as algebras graduadas

diferenciais ou DGAs.

Desde que os cruzamentos de um né legendreano sao determinados pelas
inclinagoes dos segmentos em cada cruzamento, a imagem refletida de um

no legendreano troca essas inclinacoes. Isto pode ser realizado pela rotacao

s
bR
tangeéncia vertical por cispides e vice-versa.

do diagrama frontal por um angulo de I, e entao, substituindo os pontos de

5.2
Estabilizacao

Dado um no legendreano K, existe um modo simples de se obter outro
no legendreano com o mesmo tipo de nd topoldgico; através da estabilizacao.
Nosso principal objetivo é mostrar que, através da estabilizagao, é possivel
diminuir o nimero de Bennequin de um né legendreano e assim introduziremos
o conceito de cota superior e portanto o nimero maximo de Bennequin.

Descrevemos a estabilizacao na estrutura de contato canonica em R3?, ou seja,

em (R3, € ).
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A estabilizacao de um no pela projecao frontal é realizada da seguinte
maneira: Se um segmento do né K na projecao frontal de K estd em linha
reta, entao a estabilizacao de K ¢é obtida acrescentando zig-zags como mostra
a figura (.71 Deve-se notar que o coeficiente angular aproximado dos zig-zags
é proximo ao valor de 3. A essa operagao chamamos de estabilizagao. Se as
cispides a serem acrescentadas sdo positivas (negativas), a estabilizagdo é dita
positiva (negativa) e denotada por S (S_).Note que, se um zig-zag com duas

cuspides € inserido, entao
B(S(K)) = B(K) -1

p(S=(K)) = u(K) £ 1.

E importante observar que a operagao de estabilizagao ¢ bem definida, ou seja,
nao depende do ponto em que a estabilizacao é feita. Em R?, observe que os
zig-zags podem ser feitos passando por cuspides e cruzamentos na projecao
frontal. Além disso, pelo teorema de Darboux, a operacao de estabilizacao
pode ser estendida a qualquer variedade de contato de dimensao 3.
Analogamente, temos a estabilizacaio de um né pela projecao la-

grangeana. Um importante resultado segue abaixo.

S

'/'
\

S,

f/ \\m

A

Figura 5.7: Estabilizagbes nas projegoes frontal (superior) e la-
grangeana (inferior).

Teorema 5.2.1 (Ver (39) 2.7) Dado dois nds legendreanos K; e Ky em
(R3, £,an) isotdpicos topologicamente, entdo depois de cada um ser estabilizado

um certo numero de vezes, eles serao isotopicos por isotopia legendreana.
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Assim, a classificacao topolégica de nds é equivalente a classificacao
estavel legendreana de nds. Verificamos que os movimentos de Reidemester
para noés topolégicos podem ser alterados por movimentos de Reidemester
para nés legendreanos apés um numero suficiente de estabilizagoes e assim
constatamos o teorema.

Note que, usando a estabilizacao fazemos com que nés legendreanos
tenham o numero de Bennequin negativo. Basta observar que o ntmero de
Bennequin dado pela Equacao b-Il diminui a medida que o ntimero de cuspides
aumenta, entao basta fazer a estabilizacao acrescentando um niimero suficiente
de cuspides.

Veremos que, em estruturas de contato tensas, existem cotas superiores
do nimero de Bennequin para nés legendreanos com o mesmo tipo de né
topoldgico subjacente.

Enquanto estabilizar um noé é relativamente simples, nao é necessaria-

mente facil desestabilizar um no.

Definicao 5.2.2 Seja K um né legendreano. Dizemos que K ¢é desestabilizdavel

se existe um nd legendreano K tal que K = £S(K').

5.3
Cotas superiores

Na estrutura de contato canonica em R3, ou mais geralmente em uma
estrutura de contato tensa, existem muitas cotas superiores de invariantes
classicos de nos legendreanos e transversais. A busca pela menor cota superior,
ou seja, o nimero maximo, do invariante de Bennequin, resultou em interes-
santes desigualdades.

Como nosso interesse sao os nos legendreanos, nossa abordagem se resume

a cotas superiores de invariantes de nés legendreanos.

Proposigao 5.3.1 (Ver (24)) Seja T um né transversal em (R?, Eean ), entio
B(T) < —x(Xr1), onde x(X7) € a caracteristica de Euler da superficie de Seifert
do no T.

Teorema 5.3.2 Sejam K nd legendreano em (R3 &), Ky e K_ como

acima. Entao

BKL) = B(K) + u(K)

BK-) = B(K) — u(K).
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Prova. Sejam X um campo de vetores nao nulo. O nimero S(K ) é o nimero
de enlacamento de K, = K +eve K, +€X = K+ ev+ € X, para € > 0
pequeno. Note que desde que v é perpendicular a K, o nimero 5(K) é o
numero de enlacamento de K e K + ev, e além disso é também o nimero de
enlacamento de K 4 ¢ X e K + ev + ¢ X. Assim, 3(K,) — 3(K) é o niimero
de rotagao de v com respeito a X, que é igual a u(K). Isto prova a igualdade

B(K;) = B(K) + pu(K). A prova da segunda igualdade é andloga. |

Coroldrio 5.3.3 Seja K nd legendreano em (R3 &.n) com superficie de
Seifert Y. Entao

BIK) + |u(K)| < —x(Ek) (5-2)

Prova. Do fato de K, e K_ serem nés transversais a .., € isotopicos a K,

temos que

BK) = B(Ky) +u(K) e BK) = B(K-) — p(K).

Pelo teorema [5.3.2], e pela proposicao (.31l segue que

BK) < =x(K) — u(K) e B(K) < —x(K) + pu(K)

logo,
BK) < —x(Zk) — |u(K)]|

Corolario 5.3.4 Seja K wum no legendreano topologicamente trivial em

(R3, £an), entio B(K) < 0.

Prova. Como K é né trivial, temos que x(Xg) = 1. Pelo Corolério (.33l
B(K) < —1 - [p(K)] < 0. .

Teorema 5.3.5 (Ver (13))) Dada uma estrutura de contato &, sio equiva-
lentes:

(i) & € supertorcida.

(i) Eziste um nd legendreano ndo trivial com invariante de Thurston-
Bennequin igual a zero.

(ii1) Eziste um nd transversal ndo trivial com niumero de enlagamento

wgual a zero.
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Definigao 5.3.6 Seja K um tipo de né topoldgico em R3 e L(K) classe de
nos legendreanos isotopicos ao tipo de no IC. Definimos o niumero maximo de

Thurston-Bennequin por:

max((K) = max{3(K); K € L(K)}

Teorema 5.3.7 Seja K um noé legendreano, entao:

1) B(K) + [u(K)| < 29(K);
2) B(K) + |u(K)| < graumin, Py
3) B(K) < graumin, F,

onde g(K) denota o género de K e graumin, Py (graumin,Fy) denota o grau
minimo da varidvel a do polinomio Px de HOMFLY (Fy de Kauffman).

As demonstragoes das desigualdades deste teorema encontram-se em (1)
e (39), Teorema 2.3.
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6
Namero Maximo de Thurston-Bennequin para nés de 2-
pontes

Pelas consideracoes feitas no capitulo anterior, sabemos que para um
tipo de nd, somos capazes, através da estabilizagao, de diminuir sem limites
o numero de Thurston-Bennequin sem mudar a classe de isotopia ambiente.
Contudo, o conjunto dos possiveis nimeros de Thurston-Bennequin dos néds
legendreanos isotépicos a um né subjacente é limitado superiormente. Entao,
¢é natural tentar encontrar o niimero maximo de Bennequin, max/3, para uma
classe de nés legendreanos.

Vérios estudos com a finalidade de estabelecer este ntiimero foram real-
izados. A primeira cota superior foi provada por Bennequin (I]) em termos do
género do né K. Desde entao, outras cotas superiores tem sido encontradas,
em particular em termos dos polinomios de HOMFLY e Kauffman.

O objetivo de encontrar um niimero mais préximo do ntimero maximo
de Thurston-Bennequin de uma classe de nés legendreanos isotopicos a um
no6 topolégico levaram matematicos como Ng, Ferrand, Rudolph, Bennequin,
entre outros, a nos fornecerem diversas desigualdades, ver ([15).

Veremos neste capitulo um importante e recente resultado obtido por
Ng, para noés de 2-pontes, que inclui todos os nés primos com até 9 e 10 cruza-
mentos, resultado este para nds primos com maior nimero de cruzamentos

até entao obtido.

Embora o titulo deste capitulo se refira a nds, nos referiremos a nés ou
enlaces apenas por nés, e ainda ao niimero de Thurston-Bennequin simples-
mente por numero de Bennequin. E importante mencionar que consideraremos
os nos de 2-pontes em forma candnica, e mantendo a notacao do capitulo 3,
nos referiremos aos nés de 2-pontes em forma canonica por C. Lembremos
ainda que os nés serao representados por seus diagramas. Nosso objetivo neste
capitulo é provar o teorema do nimero maximo de Bennequin para nos de

2-pontes.
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Teorema 6.0.8 Teorema do Numero Maximo de Thurston-
Bennequin para nés de 2-pontes

Se K é um no de 2-pontes orientado, entdo

max((K) = graumin, F(a,z) — 1

Antes de iniciarmos a demonstracao do teorema [6.0.8, apresentaremos os

resultados utilizados na demonstracao.

6.1
Forma racional legendreana

Seja C(ay, as, ..., a,) um né de 2-pontes em forma racional, com todos os
’ , . ~
a;s > 0, o qual corresponde a um numero racional 1507 que tem expansao em

fracao continua dada por

lay,as, ...,a,] = a1 + 1
—az + T
CL3+

—as+ - 1

REE =

onde mde(p, q) = 1.

Considere as tor¢oes horizontais (figura [6.1]), como no capitulo 3.

X0 O

Figura 6.1: Tor¢ao horizontal positiva e nega-
tiva respectivamente.

Para mais detalhes sobre nés de 2-pontes e nds racionais, ver capitulo 3.

Nosso objetivo é encontrar adequadamente um mergulho legendreano de

um né de 2-pontes, tal que seu diagrama esteja na forma racional.

1 1
Proposicao 6.1.1 Se - € Z, entao os nos de 2-
[a1, a2, ....,a,]  [b1,ba, ..., bp]
pontes Cy(ay, as, ..., a,) € Co(by, by, ..., b,) sdo isotdpicos.

Prova. Sejam Ci(aq,as,...,a,) e Co(by,bo,...,b,) nés de 2-pontes associados

/
aos numeros racionais %) e % respectivamente, tais que § = [a1,aq,...,a,] e

Q
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/

Iql, = [b1, bs,...,b,]. Suponha que,

’

1 1
9 9 _ _ —kecZ.

p P laaz,.an] [brbe . by

Do fato das fracoes serem fracoes reduzidas e a diferenca entre as fragoes

q—dq
’ ! p

q — q = pk. Portanto, ¢ = ¢q (modp). Concluimos entao pelo teorema [3.2.4]

ser um inteiro, segue que p = p/. Assim = k € Z, o que implica que

que os n6s C(ay, as, ...,a,) e Cy(by, bs, ..., b,) sdo isotépicos. [ |

Ressaltamos que esta proposigao garante somente a condi¢ao suficiente
para equivaléncia de nos, porém a condicao necessaria para que dois tais noés

sejam isotopicos é mais complicado e nao nos interessa aqui.

Defini¢ao 6.1.2 Dizemos que um nd de 2-pontes C(ay,as, ...,a,) estd em

forma racional legendreana, se a; > 2 para todo i.

Embora C(ay, as, ..., a,) corresponda a um né legendreano, sempre que
a; > 1 para todo i, consideraremos somente os casos em que a; > 2. De fato,
se um dos a; = 1, entao sem dificuldades vemos pela projecao frontal, que o

no legendreano nao maximiza o nimero de Bennequin, o que nao nos interessa.

Qualquer diagrama de nd legendreano na forma racional é facilmente
convertido em um diagrama frontal (isto é, projegdo no plano xz) de um
no legendreano, através da substituicao das quatro tangentes verticais por
cuspides, como podemos observar na Figura [6.2l Desde que os cruzamentos
na projecao frontal sao determinados localmente, sendo os segmentos com
menor inclinagao o segmento que passa por cima dos de maior inclinagao,
um diagrama de né em forma racional legendreana é a projecao frontal de um
unico né legendreano. Podemos observar na Figura a correspondéncia entre
forma racional legendreana (neste caso, T(2,2,3)) e a projegao frontal do né de

mesmo tipo ambiente.

Lema 6.1.3 Qualquer no de 2-pontes pode ser expressado como um diagrama

em forma racional legendreana.

Prova. Seja C'(aq, ag, ..., a,) um né de 2-pontes em forma racional associado ao

nimero racional £; escrevemos |ay,ag, ..., a,| =2, com p, ¢ € Z. Temos entao
q q

que L%J € 7Z. Além disso,
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, —
m\ﬂ\%%
l

Figura 6.2: Correspondéncia entre um diagrama em forma
racional legendreana e a projecao frontal de um né legendreano
do mesmo tipo topoldgico.

11 :g_q—m:q—(q—tﬁJ@:{f—,Jp:FJEZ
o q_Lp%Jp p p p D
0<2—BJ<1 — WM. (6-1)
p o Lp

Portanto, pela proposicao B.I1T], C(ay,as, ..., a,) é isotépico a qualquer né de
2-pontes com diagrama na forma racional associado a fracao r = q_f';ﬂjp > 1.
Observe que, se % ¢ um inteiro entao C' é o no trivial e nao é né de 2—qpontes.

Agora defina a sequéncia 1, xs, ... de nimero racionais por x; = 1, ...,
Tit] = W+r A sequéncia termina em x,,, quando z,, é um inteiro, pois x,, é
uma fragao continua. Faca b; = [z;] e observe que r = [by, bs, ..., b, ]. Suponha

agora que b; < 2 para algum 4, e r > 0. Assim,

o et Ik [ el EEE S BENEY

o que é uma contradi¢ao. Logo b; > 2 para todo 1.
Concluimos que C(ay,ag, ..., a,) é isotépico a S(by, by, ..., by), que estd

em forma racional legendreana. [ |
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6.2

Demonstracao do Teorema do Nimero Maximo de Thurston-Bennequin
para nés de 2-pontes

Teorema 6.2.1 (Ver (39)) Seja Fi(a,z) o polinomio de Kauffman de um

no K orientado, entao
B(K) < graumin, F(a,x) — 1.

O teorema foi demonstrado por Fuchs e Tabachnikov em (39)), utilizando
um invariante para nos legendreanos em termos do polinomio de Kauffman,
definido por Rudolph (34) em 1990. Este teorema nos dd uma cota superior
para o numero de Bennequin, a qual mostraremos ser o ntimero maximo de

Bennequin para nos legendreanos isotopicos ao né de 2-pontes.

Lema 6.2.2 Seja C(ay, as, ..., a,) um no de 2-pontes, onde ay,a, > 1 ea; > 2

para 2 < i < n—1, entdo graumin, Re(a, as,....a0) (@, ) = -1.

Prova. Lembremos que o polinomio de Kauffman de um né de 2-pontes em
forma racional C' (abreviamos C(ay,as,...,a,)) é definido por Fe(a,z) =
a*Re(a,z) (aqui substituimos a por 1), onde Re(a,z) é definido como no

teorema [3.3.1], ou seja,

1
Rc(a17a27...7an)(a7 ZL‘) = EUtM_al_ISM_GQ_IS...M_an_lsw,

onde t denota transposta e

r —1 =z 010 1 a
M=|1 0 0 S=|0 01 v=1| 0 w= a?
0 0 1L Loo 0 CH g

Note que, da forma que Rc(a,x) é definido, nenhum dos termos M1,

M~1S e w contém poténcias negativas de a. Assim, o lema ficard provado se

f(z) # 0, onde

flx) = (W'M~ (M S)M~>(M~1S).. M~ (M~S)w)|a=o.

Apds um pequeno calculo obtemos as matrizes:
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0 1 0 1 0 0
M7'=| -1 2 ar |, (M?PSM ) =] 2 ar —az®—a+ az?
0 0 a 0 a 0

Defina as matrizes auxiliares:

0 100
A= M_1|a:0 — -1 = 0O ’B — (M—QSM—l) |a:0 — xr 0 0 , U =
0 00 0 00
A partir das matrizes definidas acima, obtemos:
1 1
- X - 1 00
x x
(ASw)|e=0=1 1 |, EAU =1 1|, Aw )= 2 0 0
0 0 0 00

Portanto,

(ASw)|a=o = lAu e B= Au
x

Nosso objetivo agora é escrever f(z) em termos das matrizes obtidas.

Vejamos:

WM (MM 2(M1S) ... M~ (M~S)w)|azo

W (M) TIMESMTH (M) TPM TS L M7 (ASw))]a—o
— (ARTIBABAD? L (ASw))|usg

(0 A% (Aunt) A% (Aurt) A .. (iAU>)|a=0

flx) =

= (A" u") (A2 ) (A% Tt L (iAu))Llo

1
= (A" w) (VAT ) (VAT ) L (0P A T ) (vf A ).
x
Por hipétese a; > 2 para 2 < i < n — 1, o que garante que (v'A%* 1) é

nao nulo para 2 < k < (n — 1); dessa forma precisamos somente verificar que

os termos (v'A%u) e (v A% u) sdo nao nulos.
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Considere a sequéncia fi(z) = v'A*u. Afirmamos que para todo k > 1,

fr(x) tem grau (k-1) e, portanto, é nao nulo.

Considere f(z) = v'Au e fo(x) = v' A%u, entao
0
fi(z) = 1 0 0 —1 2 0 1] =1
0 0
0 0
fa(z) = 100 -z 2—-1 0 1 = .
0 0
Portanto, fi(xz) = 1 tem grau 0 e fo(x) = = tem grau 1. Agora basta mostrar

que fy(z) tem grau (k-1) para k > 3. Con51dere a funcao

T fr1 () — fo(z) = 20" AF Ty — 0! APy = (20t A — o) AR

Temos que,
0 10
@ia-v)y=(z00) | -1z0|-(100)=(-120)
0 00
(§]
-1 T
(vaQ):<1oo) —z 22-1 0 :<—1x0).
0 0

Assim, (zv'A — v') APy = (vPA%) ARy e, portanto, frio(x) = 2 fr1(z) — fu(x).
Entao, mostrar que fi(z) tem grau (k-1) para todo k& > 3 é o mesmo que

mostrar que frio(x) tem grau (k+1) para todo k > 1.

Primeiramente, se k=1 temos que f3(x) = zfo(x) — fi(z) = 2* — 1 e,
portanto, f3(z) tem grau (1+1). Suponha que frio(z) = xfry1(x) — fr(x) tem
grau (k+1), para algum 1 < k < [. Seja fii3(x) = xfire(z) — fiz1(x); por
hipétese de indugao fiio(z) tem grau (I+1), e portanto, xfj12(x) tem grau

(I42). Como o grau fi11(z) é menor que o grau de fj o(z), segue que fi,3(z)
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tem grau [4+2. Assim, para todo k > 1, fyio(z) tem grau (k+1).

Concluimos que f(z) é nao nulo e, portanto, o

grauminaRC(al,a27...,an) (C% x) =—-1

Prova do teorema
Prova. Seja K um né de 2-pontes e C(ay,as,...,a,) uma forma racional
legendreana associada ao né K, que chamaremos de K. Como K é né de
2-pontes, o seu diagrama possui 4 cuspides, e portanto, podemos escrever a
equacio do ntimero de Bennequin da seguinte forma: 3(K') = (C —C_) —2.

Assim,

= (graumin, Fy (a, ) — grauminL - (a, z)) — 2
= graumin, Fy (a,z) — 1,

pelo Lema [6.2.2

Sendo K isotépico topologicamente a K, entdo pelo Teorema [6.2.1]

concluimos que maxf3(K) = graumin, Fx(a,z) — 1. [
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A
Apéndice

A.l
Independéncia dos movimentos de Reidemeister

Verificaremos, através de contra exemplos, a independéncia dos movimen-
tos de Reidemester, ou seja, para cada movimento mostraremos a existéncia
de dois diagramas de nds, da mesma classe de isotopia, que nao pode ser trans-
formado um no outro usando apenas os outros dois movimentos.

Analisaremos cada movimento separadamente.
Mowvimento €); - Considere dois diagramas isotopicos ao no trivial.

O primeiro movimento de Reidemester é o inico movimento que altera a
paridade do nimero de cruzamentos. Assim, cada diagrama de né da mesma
classe de isotopia dos nés triviais com um nimero impar de cruzamentos nao
pode ser transformado num diagrama sem cruzamentos usando apenas os

movimentos (25 e 3.
Considerando a definicao de né primo, analisamos o segundo movimento.

Movimento 9 - Sejam Dy, Dy, D3, D, diagramas de diferentes nés pri-
mos (nao triviais) Ky, Ky, K3, K4. Considere os diagramas L = D1§Dsf D3t Dy,
e M = D #D38D>4D,, conforme figura [A1l

Cada subdiagrama dos nés K;, i = 1,2,3,4 é representado pelas respectivas
“caixas”. Podemos observar que os diagramas L e M sao equivalentes. De fato,
K3 e Ky podem trocar de posicao e assim os diagramas L e M tornam-se
iguais. Para ver isto, note que K3, por exemplo, pode se tornar tao pequeno
(mas nunca desaparecer), de modo a passar por entre Ks e tomar sua posicao.

Mostraremos que nao existe uma isotopia que transforma L em M,

envolvendo apenas os movimentos de Reidemester, €2, e 23.
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Considere os subdiagramas D;, i=1,23.4 em L. Esta ordem é tal que
entre os nés K; e K3 nao existem nos triviais em ambos os lados.

Os movimentos realizados nos subdiagramas ocorrem em suas “caixas”,
assim durante a isotopia suas ordens permanecem a mesma, desse modo
diferentes D; nao se encontram. Contudo, D, e D3 sao adjacentes em M, o que
nos da que L nao pode ser transformado em M usando apenas os movimetnos

1 e )3 e isotopia planar.

K, K
(= =R
K, K, K, K,

) 1/

Figura A.1: Contra exemplo para €2y, Q3 => ()5.

Movimento )3 - Considere o diagrama do anel de Borromean e construa

um enlace como mostra a Figura[A.2(a), denotamos o diagrama por L;.

As componentes do enlace Li, sdo nés triviais, entao L; é isotopico ao

diagrama Loy, como mostra a FiguraA.2] (b).

OO0 @@

Figura A.2: Contra exemplo para ]
O, Qy — Q. Figura A.3:

Mostraremos que o diagrama L, nao pode ser transformado no diagrama
Lo, usando apenas as sequéncias de movimentos §2; e €25.

Considere um diagrama planar arbitrario de trés componentes triviais,
tal que, para cada componente, associamos um elemento de Z,, da seguinte
maneira. Fixe uma componente [ do diagrama L;. No interior desta compo-
nente considere os cruzamentos provenientes das outras duas componentes,
como por exemplo na Figura[A.3] e entdo calculamos sua paridade.

Procedemos da mesma forma para as outras duas componentes, e assim

temos trés elementos de Zs.
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Facilmente vemos que para o diagrama L, todos esses trés niimeros sao
iguais a um e para Lo todos sao iguais a zero. Entao, essa 3-upla de ntimeros
é um invariante para 2y e (.

Note que, para o movimento §2; esta afirmacao é evidente. E o movimento
Q5 é aplicado a arcos de diferentes circunferéncias. Basta entao, observar que
ambos os cruzamentos estao dentro ou fora da componente [.

Mas L; e Lo sao isotopicos e, no entanto, possuem elementos de Zs
diferentes. Assim L; nao pode ser transformado em L, usando apenas €y e
Q.

Verificamos, a partir dos trés exemplos acima, a independéncia dos

movimentos de Reidemeister.
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A.2
Fracoes continuas

As fracoes continuas foram estudadas por grandes matematicos dos
séculos XVII e XVIII e, até hoje, sao objeto de estudos em véarias areas da
matematica, principalmente em teoria dos ntimeros.

A aproximacao de nimeros reais por racionais é uma questao de grande
importancia em diversas situacgoes. No entanto, a aproximacao que se obtém

simplesmente ao truncar o real em um numero finito de casas decimais,

3141
1000°

certas situagoes, pode ser necessario limitar os valores do numerador e do

por exemplo, m ~ 3,141 = nem sempre ¢ a mais adequada pois, em

denominador da aproximagao racional.

Definicao A.2.1 Uma expressao da forma

by
by
bs
b
as + 1

xr = ag+
ap +

as +

Y

¢ dita a expansao em fracoes continuas do numero x, onde, para todo niumero i
natural, os nimeros a; e b; sao reais ou complexos, e o niumero de termos pode

ser finito ou infinito. Representamos uma fra¢ao continua por [ay, ag, ..., ay, ...].

Se os termos b; sao iguais a 1, para todo nimero ¢ natural, a fracao é
dita fracdo continua simples, onde a; é sempre positivo para ¢ > 1.

Os termos aq,as,as, ...,a, sao chamados quocientes parciais da fracao
continua.

A expansao em fracoes continuas do numero z significa que ele é o limite
da sequéncia

P 1

r aq +

onde as fragoes py/qr sao os convergentes.

Nao abordaremos aqui a expansao de fracoes continuas de nimeros
irracionais, a qual pode ser obtida a partir da transformagao de Gauss, ou
seja, as imagens de um numero irracional z pela transformacao de Gauss

determinam os quocientes de x. Para o leitor interessado sugerimos (33).
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Teorema A.2.2 (Algoritmo da divisao) Dados dois inteiros a e b, b > 0,

existe um unico par de inteiros q e r tais que
a=qgb+r, com0<r <b,

onde q € chamado o quociente e r de resto da divisao de a por b.

Teorema A.2.3 (Ver (33)) Um nimero x € R € racional se, e somente se,

sua expansao em fracoes continuas € finita.

Exemplo A.2.4 Vamos expressar o nimero —37/5 como wma frag¢ao

continua. E fdcil verificar que,

—37T=—-8x5+3

F=1x3+2
3=1x2+1
2=2x14+0
—-37 1 1 1
=8t 5 =8t —g =8+ ——
14+ = 14+ = 14—
3 2 1 1
T3

Como se pode ver, no processo de divisoes sucessivas, somente o primeiro
quociente pode ser negativo. Disto concluimos que na fracao continua simples

la1, as, as, ...], todos os als sdo inteiros positivos, com a possivel excegao de a;.

Exemplo A.2.5 Considere o nimero m = 3,141592654 . ..

1
~ 340141592654 ~ 3+ ——— ~ 3
TR o+, o685 T - 1
15, 99659976
7+ - 7+ -
5+— 15
* 1 003411841 " I

* 293, 096894
T~ [3,7,15,1,293]
Qualquer fragao racional p/q pode ser expandida em uma fragao continua

simples finita

p
a = [a17a27a37 -"?anflaan]-
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Chamamos a atencao do leitor para o fato de que a unicidade da
representagdo de um numero racional em fragdo continua simples (a menos
da modificagdo do tltimo termo a,) é garantida pelo Teorema [A.2.2l Na
realidade temos em geral, que se a representacao em fracao continua do racional
’g(p > q) é dada por [aj,as, ..., a,], entdo a representacao de % ¢ dada por

[0,a1,as, ..., a,]. Isto é consequéncia imediata do fato de

1
T=0+5
p =
q
Considere os convergentes
P a1 po 1 ps 1
_:T’—:al a_7_:a1+—17
q1 a2 2 43 ay + —

obtidos pelas expansoes das fragoes continuas

[a1]7 [a’17 a2]7 [G/l’ as, a3]7

Entao temos p; = a; ps = ajas + 1 e g = ao, calculando os demais

convergentes, obtemos,
D3 aspz +pi

g3  a3q2 t+q1
D4 Qap3 + D2
& g+ g
Ds _ asps+ P3
a5 asqut gz

Observando estes resultados podemos conjecturar que os numeradores e

. Pr . . ~
os denominadores dos convergentes — satisfazem as seguintes relagoes:
4k

Di = Q;Pi—1 + Pi—2
¢i = a;Gi—1 + Gi—2. (A-2)

Por inducao podemos verificar que as igualdades sao validas para i= 3,

4, 5,....,n, porém nao faremos a verificacao aqui.

Teorema A.2.6 A relacao

Piti—1 — pic1gi = (—1)° (A-3)
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se wverifica para todo i > 0, onde p; e q; sao, respectivamente, o numerador, e

o denominador do 1-éstmo convergente.

Prova. Para i=0 temos pog_1 — p_1q0 = 1 = (—1)° uma vez que py = ¢_; = 1
ep-1=qo=0.

Vamos assumir, como hipétese de inducao, a validade de [A=3] e mostrar
que a mesma relagdo também se verifica quando substituimos ¢ por i+1.

Sabemos, da Equacao [A=2, que

Di+1 = Qi11Pi + Pi—1€Git1 = Qi41G; + Gi—1-

Logo,
Pi+1Gi — Pidiv1 = (@iy1pi + pi-1)¢ — pi(@iy1Gi + ¢i1)
= @i11Pi¢i + Pi-1Gi — @ix1Piqi — Piqi — 1
= <_1)<piq1e1 - pifl%)-
Utilizando, a hipdtese de indugao, obtemos

Pi+149; — Pidi+1 — (_1)(_1)i = (_1>i+17
o que conclui a demonstracgao. [
Corolario A.2.7 Para todo convergente Z—: temos que mdec(p, qx)=1.

Prova. Pelo Teorema [A2.6] temos que p;q;_1 — pi_1q; = (—1)%. Isto nos diz
que qualquer divisor comum de p; e ¢; deve ser um divisor de 1 ou -1. Logo o

maximo divisor comum de p; e ¢; deve ser igual a 1. [ |


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510532/CA


Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas



http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1

Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo



http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

