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Resumo

Schnoor, Miguel A. K.; Diaz, Lorenzo J.. Transitividade robusta
e ergodicidade de aplicagoes na reta. Rio de Janeiro, 2007.
B3p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de Matemaética,
Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

Em meados do século XIX, G. Boole mostrou que a transformacao x —
x — 1/x, definida em R — {0}, preserva a medida de Lebesgue (Bl€). Mais
de um século depois, R. Adler e B.Weiss mostraram que essa aplicacao,
chamada de transformacao de Boole, é, de fato, ergddica com respeito
a medida de Lebesgue (Adl). Nesse trabalho, apresentaremos o conceito
de sistemas alternantes, definido recentemente por S. Munoz (Munl), que
consiste numa grande classe de aplicagoes na reta que generaliza a trans-
formagao de Boole e que torna possivel uma andlise abrangente de pro-
priedades como transitividade robusta e ergodicidade. Para mostrar que,
sob certas condicoes, sistemas alternantes sao ergodicos com relacao a me-
dida de Lebesgue, mostraremos, usando o Teorema do Folclore, que a trans-

formagao induzida do sistema alternante é ergddica.

Palavras—chave
Sistemas  alternantes. Transitividade  robusta. Ergodicidade.

Dinamica simbélica. Transformagao de Boole.
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Abstract

Schnoor, Miguel A. K.; Diaz, Lorenzo J.. Ergodicity and robust
transitivity on the real line. Rio de Janeiro, 2007. B3p. MsC
Thesis — Departament of Mathematics, Pontificia Universidade
Catolica do Rio de Janeiro.

In the middle of the 19th century, G. Boole proved that the transformation
r — x — 1/z, defined on R — {0}, is a Lebesgue measure preserving
transformation (Ble). Over one hundred years later, R. Adler and B.Weiss
proved that this map, called Boole’s map, is, in fact, ergodic with respect
to the Lebesgue measure (AdI). In this work, we present the notion of
alternating systems, recently introduced by S. Mufioz (Munl), which is a
large class of functions on the real line that generalizes the Boole’s map
and allows us to make a wide analysis on certain properties such as robust
transitivity and ergodicity. In order to show that, under certain conditions,
alternating systems are ergodic with respect to the Lebesgue measure, we
show, using the Folklore Theorem, that the induced transformation of an

alternating system is ergodic.

Keywords

Alternating systems. Robust transitivity. Ergodicity. Symbolic dy-

namics. Boole’s map.
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1
Introducao

A formulagao matematica de fendomenos naturais envolve, necessaria-
mente, alguma simplificacao das leis que os regem, caso contrario, seria im-
possivel trata-los analitica ou numericamente. Essas simplificacoes, entretanto,
podem nao preservar algumas caracteristicas intrinsecas ao fenomeno. Assim,

as propriedades robustas do modelo também serao validas para o evento estu-

dado.

Nesta dissertacao, estudaremos a transitividade robusta e a ergodicidade
de certos sistemas dinamicos definidos na reta (exceto por um ponto). Tran-
sitividade e ergodicidade significam, em aspectos topoldgicos e mensuraveis
respectivamente, que o sistema é formado por uma unica pega dinamica. Isto
é, o estudo do sistema nao pode ser dividido no estudo de diferentes partes

"relevantes”, independentes entre si.

Seja (X,d) um espago métrico completo e f: X — X uma aplicacao
continua. Dizemos que f é transitiva se existir uma Orbita densa em X.
Veremos, no préximo capitulo (Corolario Z4]), que os abertos invariantes
pela acao de uma aplicacao transitiva devem ser, necessariamente, densos no
espaco ambiente. Assim, o conceito de transitividade mostra-se essencial para

a compreensao da dinamica global de um sistema.

Se (X, A, i) é um espago de medida (estamos particularmente interessa-
dos no caso em que a medida é absolutamente continua em relacao a medida
de Lebesgue) e f: X — X é uma aplicacdo que preserva a medida p, entao
o estudo do comportamento assintotico de f pode ser feito a partir de uma
abordagem estatistica, restrigindo a andlise das 6rbitas apenas a conjuntos de
medida positiva. Dizemos que f é ergddica se todo subconjunto invariante de

medida positiva coincidir com X a menos de um conjunto de medida zero.

A diferenca entre as abordagens mensurdavel e topoldgica de uma
dinamica é que, na primeira, os conjuntos que consideramos irrelevantes sao
os que tém medida nula, enquanto que, na segunda, conjuntos irrelevantes
(magros) sao aqueles cujo fecho possui interior vazio (ou, ainda, uma uniao

enumeravel de conjuntos deste tipo).
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Nosso principal objetivo, nesse texto, é investigar a transitividade robusta
e a ergodicidade de aplicacoes diferenciaveis definidas em um aberto denso
da reta. Um importante exemplo de aplicagao diferenciavel e transitiva na
reta - que, inclusive, motivou grande parte da andlise feita nesse texto - é
a transformagao de Boole ¢(z) = = — 1/x, definida em toda a reta, exceto
em z = 0. O fato do espaco nao ser compacto gera certas dificuldades e
particularidades no estudo da dinamica tanto do ponto de vista topoldgico,

quanto do ponto de vista estatistico.

Uma aplicacao diferenciavel robustamente transitiva nao pode, por exem-
plo, ser definida em toda a reta. Isso é conseqiiéncia do fato de que a
existéncia de pontos criticos impossibilita a robustez da transitividade (pode-
mos criar pontos periédicos atratores com C'-perturbagoes). Por outro lado,
se a aplicacao nao possui pontos criticos e esta definida em toda a reta, entao
deve ser monétona (digamos, crescente) e, portanto, qualquer aberto (p, o)
¢ invariante e nao denso. Isso, por sua vez, contradiz o fato da aplicacao ser
transitiva (Corolario EZ4). Assim, restringiremos nossos estudos as aplicagoes
transitivas definidas em R — {0} - um passo inicial para a compreensao de

todas as dinamicas transitivas em subconjuntos abertos densos da reta.

No préximo capitulo da dissertacao, além de apresentarmos algumas
definicoes e resultados gerais sobre transitividade e ergodicidade, mostraremos
dois exemplos de dinamicas transitivas e ergédicas definidas no circulo S':
a rotacao irracional e a aplicacdo expansora. A segunda, diferentemente
da primeira, é robustamente transitiva, como sera mostrado na Proposicao
ETABT Na Segao 3, definiremos a dinamica do shift no espago de seqiiéncias
de dois simbolos, que é comumente usada para provar, por meio de uma
conjugacao, que uma certa aplicagdo é transitiva (como faremos na prépria

Segao 23 e na Segao E.T)).

No terceiro capitulo, apresentaremos uma grande classe de funcgoes, in-
troduzida recentemente por S. Munoz(Munl), que, de certa forma, generaliza a
transformacao de Boole. Essas funcoes, que chamaremos de sistemas alternan-
tes, possuem caracteristicas particularmente uteis no estudo da transitividade
robusta e da ergodicidade de aplicagoes definidas em R — {0}. Veremos que a
andlise de um sistema alternante f : R — {0} — R pode ser entendida através
da andlise de uma transformagao f; : I — {0} — I, onde I é um intervalo

compacto tal que
R—{0} =)
n=0

Essa transformagao, ferramenta cléssica de teoria ergddica infinita, é chamada
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de transformacio induzida por f em I, e é definida por f;(x) = f®)(x), onde

n(x) é o primeiro iterado positivo de x que estd em 1.

No quarto capitulo, mostraremos que a transitividade da transformacao
de Boole nao é robusta, mas que existe uma familia de transformacoes
fa(x) = ax — 1/x que sdo robustamente transitivas (Corolario E20). Esse
resultado ilustra bem a teoria desenvolvida na dissertacao e sua demonstracao
¢ um bom exemplo de como a andlise da tranformagao induzida nos permite

estudar a robustez da transitividade na reta.

No ultimo capitulo, mostraremos que sistemas alternantes, sob condic¢oes
especificas, sdo ergddicos com respeito & medida de Lebesgue (B.H). Isso sera
feito aplicando o conhecido Teorema do Folclore (Teoremadl) a transformacao

induzida.

Tendo em vista a nitida similaridade existente entre as nocoes de tran-
sitividade e ergodicidade, poderiamos nos perguntar sob quais condigoes um
sistema alternante é robustamente ergddico. Este problema, que é, de fato,

relevante, encontra-se em aberto e ultrapassa o escopo desta dissertacao.
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2
Transitividade e ergodicidade

Nesse capitulo, definiremos os conceitos de transitividade e ergodicidade,
demonstraremos alguns resultados sobre essas propriedades, mostraremos a
analogia que existe entre elas e daremos alguns exemplos de transformagoes
transitivas e ergodicas.

Quando nao for explicitado em qual espaco estamos trabalhando, X
denotarda um espago métrico completo e perfeito (sem pontos isolados) que
possui um subconjunto enumeravel denso. Nos exemplos fornecidos no final
do capitulo, os espacos considerados sao o circulo S e o espaco de seqiiéncias
infinitas de dois simbolos 3y = {0, 1}.

2.1
Resultados gerais

2.1.1
Transitividade

Um dos principais objetivos nesse trabalho é procurar aplicagoes dife-
rencidaveis em subconjuntos abertos e densos da reta que sejam transitivas.
Nessa subsec¢ao, definiremos transitividade e demonstraremos um teorema de
equivaléncia que nos serd bastante util no decorrer do texto.

Antes de definirmos transitividade, precisamos nos familiarizar com

alguns termos que aparecem com freqiiéncia no estudo de sistemas dinamicos.

Definigao 2.1 Seja f : X — X uma func¢ao continua. A orbita positiva de
x em relagio a f € o conjunto OF (x) = {f"(x) nen. A drbita negativa de um
ponto x € definida de maneira andloga: Of () = {f~"(x)}nen. A drbita do

ponto x em relagcdo a f € a unido desses dois conjuntos, Of(z) = {f"(2) }nez-

Definigao 2.2 (transitividade) Uma func¢dio f : X — X ¢ transitiva se

existe v € X tal que sua orbita positiva O]T (x) é densa em X.

Embora essa seja a definicaio mais comum de transitividade, usaremos
com freqiiéncia uma outra definicao que resulta do seguinte teorema de

equivaléncia:
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Teorema 2.3 Seja [ : X — X wuma funcao continua. Entao f € transitiva
se, e somente se, dados dois abertos nao vazios U,V C X, existe um inteiro

n >0 tal que f*(U)NV # 0.

Prova: Suponhamos que f é transitiva e z € X é tal que % = X. Assim,
dado um aberto U C X, existe i € N tal que f'(z) € U. Como f*(z) € OF (x),
que é denso em X, entao (’)j[(fl(:p)) = X, pois X nao possui pontos isolados e
as orbitas OF (f'(z)) e OF () diferem de apenas um niimero finito de pontos.

Assim, dado outro aberto V de X, existe j € N tal que f/(f%(z)) € V.
Logo, dados dois abertos U e V, podemos construir um inteiro n tal que
fM(U) NV # 0, basta tomarmos fi(z) € U e n = j.

Vamos agora supor que vale a condicao da intersecao dos abertos. Pela
[o.¢]

hipétese, temos que U f7™(V) é denso em X para todo aberto V', pois

intersecta qualquer aberto U de X. Como X & espaco métrico com subconjunto

enumeravel denso, entao existe uma base enumeravel {V;};cn para a topologia
o

de X. Assim, ﬂ U f7(V;) é intersecao enumeravel de abertos densos em X

1€ENn=0
e, portanto, pelo teorema da categoria de Baire(Mnkl, Capitulo 8), é denso e,

em particular, ndo vazio. Tomando z € ﬂ U f7(V;), temos que O}L(:p) = X.

1€Nn=0
O

Corolario 2.4 Sejam f: X — X wuma func¢ao transitiva e A um aberto nao
vazio de X tais que f(A) C A. Entio A= X.

Prova: Suponha, por absurdo, que existe um aberto nao denso A C X tal
que f(A) € A. Como A nao é denso, podemos tomar um aberto B C X\ A.
Dai f"(A) N B = () para todo n € N. Pelo Teorema 23 temos que f nao é

transitiva, contrariando nossa hipodtese. a

Corolario 2.5 Seja f : X — X uma funcao transitiva e A C X um aberto
ndo vazio tais que f~1(A) C A. Entio A= X.

Prova: A demonstracao é analoga a do corolario anterior. Suponha, por
absurdo, que A C X é um aberto nao denso tal que f~1(A) C A. Considere
um subconjunto aberto B C X\A e repare que f~"(A) N B = () para todo
n € N. Nesse caso, AN f"(B) = (), contrariando o Teorema 3 O

Em alguns casos, pode ser dificil mostrar que uma aplicacao f: X — X

possui uma certa propriedade dinamica, como, por exemplo, transitividade.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0521442/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0521442/CA

Transitividade robusta e ergodicidade de aplicacbes na reta 14

Para contornar esta dificuldade, é comum fazermos uso de uma conjugacao
entre a funcao que estamos trabalhando e uma aplicacao g : Y — Y em que tal
andlise seja mais simples. Dizemos que as dinamicas f: X - X eg:Y =Y

sao conjugadas se existir um homeomorfismo A : X — Y tal que
f=htogoh.

Dizemos que g : Y — Y é um fator de f: X — X se existir uma

aplicagao h : X — Y continua e sobrejetora tal que
hof=goh.

Nesse caso, dizemos que h é uma semiconjugacdao e que g € semiconjugada a

f. Claramente uma conjugacao é uma semiconjugacao.

Todas as propriedades dinamicas de uma aplicacao sao preservadas
por semiconjugacao: misturamento, transitividade, periodicidade de orbitas,
densidade de pontos periddicos etc. Vamos, entretanto, provar apenas que a
transitividade é preservada, pois, além de esta ser a propriedade que estamos
interessados em estudar, a idéia da demonstracao para os outros casos é, de

um modo geral, a mesma.

Lema 2.6 Se g : Y — Y é um fatorde f: X =X eh : X - Y €a

semiconjugacao entre as dinamicas, entao
hof"=g"oh
para todo inteiro n > 0.

Prova: Demonstraremos usando indugao em n. Pela definicao de semicon-

jugacao, o lema é satisfeito para n = 1. Suponha, entao, que vale para n = k.

Assim,
ho ff*Y=ho(ffof)=(hof*)of
=(¢*oh)of=g"0o(hof)
=gto(goh)=(4"0g)oh
Hop
e a inducao esta completa. a

Proposicao 2.7 Se f: X — X € um aplicagao transitiva e g : Y — Y € um

fator de f, entao g € transitiva.
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Prova: Suponha que g nao é transitiva. Entao, para todo y € Y, existe um
aberto V' C Y tal que, para todo n > 0, ¢"(y) ¢ V. Seja =z € X tal que
h(z) =y (tal = existe, pois h é sobrejetora). Assim, pelo Lema 26|

9" (M) €V = h(f"(x)) ¢ V = ["(z) ¢ b7 (V).

Pela continuidade de h, sabemos que h™!(V') é aberto. Dessa maneira, a érbita

de z nao é densa em X e, portanto, f nao é transitiva. O

2.1.2
Ergodicidade

Nessa subsecao, definiremos o conceito de ergodicidade, que, por possuir
muitas analogias com a nogao de transitividade, é também chamado de
transitividade métrica. Mostraremos também algumas diferencas entre os casos

em que o espaco é ou nao de medida finita.

Definigao 2.8 Seja (X, A, 1) um espago de medida. Dizemos que a fun¢ao
f: X —= X preserva a medida p se, para todo E € A, temos que
u(f~YE)) = u(E). Alternativamente, dizemos que pu € uma medida f-

mvariante.

Proposicao 2.9 Seja (X, A, ) um espago de medida e considere a trans-

formagao f: X — X. Entao [ preserva a medida i1 se, e somente se,

/cbdu:/(mf)du, (2-1)
para toda funcao integrdvel ¢ : X — R.

Prova: Antes de comecar a demonstracao, lembremos que a funcao carac-

teristica x4 : X — {0,1} é definida por

(2) 1, z€A,
) =
x4 0, =z¢A.

Lembre também que chamamos uma funcao s : X — R de funcdao simples
se s for uma combinacao linear finita de fungoes caracteristicas de espacos
mensuraveis, ou seja, se existirem constantes ay,...,ar € R e conjuntos

disjuntos Ay, ..., Ay € A tais que

k
5§ = E QXA -
J=1
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Suponha que f preserva a medida u. Para mostrar que a equagao =1
é satisfeita, usaremos um argumento classico de teoria da medida: primeiro
mostraremos que vale se ¢ = x4, em seguida vamos estender o resultado para
¢ simples e, finalmente, concluiremos que vale para ¢ integravel.

Se ¢ = x4, temos que

pof=xa0f=xr104

e, portanto,

Jwonan= [xien =t a0 =) = [ oan

Assim, provamos que a equacao vale quando ¢ é uma funcao caracteristica.
Como conseqiiéncia da linearidade da integral, a equagao ainda vale se ¢ for

uma funcao simples. Se ¢ é uma funcao integravel qualquer, pela definicao de

/¢du= lim /¢ndu,

onde ¢, é uma seqiiéncia de fungoes simples crescendo para ¢, ou seja,
O < P < ...elim, o @n(z) = ¢(x) para todo z € X. Por outro lado,

¢n o f € uma seqiiéncia de fungoes simples crescendo para ¢ o f. Logo,

integral, temos que

Jondu=tw [0 ndn

Como [ ¢, dp = [(¢y o f)dpu, tomando o limite nos dois lados, temos

[odn= [@or)an

A volta é trivial pois, dado um conjunto A € A, tomamos ¢ = x4 e

que

temos

u(4) = [xadn= [tcae £dp= (),
Assim, concluimos a prova da proposicao. O

Dizemos que um espago de medida (X, A, ) é o-finito se

X:G&
1=0

onde E; € A e pu(E;) < oo para todo i.
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Definigao 2.10 (ergodicidade) Seja (X, A, ) um espago de medida (o-
finito) e T : X — X wma transformacgao que preserva a medida p. Dizemos
que T' € ergodica com respeito a medida p se, para todo conjunto T'-invariante
E € A (ou seja, T"Y(E) = E), temos que u(E) =0 ou u(X — E) = 0.

Note que, nessa definicao, nao estamos supondo que a medida seja de
probabilidade, ou sequer finita, pois o nosso principal objetivo é estudar
transformacoes que preservam a medida de Lebesgue na reta. Quando o espaco
¢ de probabilidade, podemos substituir u(X — E) = 0 por u(F) = 1 na
definicao de ergodicidade, obtendo a definicao cléssica. Claramente, a definicao

que demos generaliza a definicao de ergodicidade em espacos de medida finita.

Dizemos que uma certa propriedade vale para p-quase todo ponto de
X (p-q.t.p.) se ela vale para todos os pontos do conjunto X — N, onde N é
um conjunto de medida nula. Quando a medida em questao estiver implicita,

escreveremos abreviadamente que a propriedade vale q.t.p..

Proposicao 2.11 Seja (X, A, ) um espago de probabilidade. Entio T é
ergodica em relagcao a medida |1 se, e somente se, toda fungao integrdvel f,

tal que f(T(z)) = f(z) q.t.p., for constante q.t.p..

Prova: Suponha que toda funcao mensuravel T-invariante seja constante
q.t.p. e seja E € A um subconjunto T-invariante. Assim, xyg tem de ser
constante q.t.p. e, portanto, pu(E) = 0 ou p(F) = 1. Para mostrar a volta,
suponha que 7' é ergddica e f é uma fungao tal que f(7'(z)) = f(x) q.t.p..

Dessa maneira, o conjunto
E.={reX: f(z)<c}

¢ mensuravel, T-invariante e, portanto, pela hipotese de ergodicidade, deve
ter medida 0 ou 1, independente da escolha de ¢ € R. Repare que deve haver

algum ¢ € R tal que u(FE.) = 1, pois, caso contrario, tomando uma seqiiéncia
<< ...<c, < ...

tal que ¢, — oo, terfamos que

[e.9]

w(X) = p ( E) < ZM(EQ) = 0.

Seja a = inf{c € X : u(E.) = 1} e repare que, para todo 6 > 0,

M(Ea—HS) = M(Ea—é) + ,u({x €EX:a—-0< f(ZL‘) <a+ 5})
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Como p(Eqis5) =1 e p(Eq—s) = 0, temos que
p{reX:a—d< f(z) <a+d}) =1,
independente da escolha de . Dessa maneira, concluimos que

pre X f(z) =a}) =1
e terminamos a demonstracao. O

A seguir, enunciaremos sem demonstrar o principal resultado em teoria

ergodica: o Teorema de Birkhoff (veja uma demonstragao em (Manl, p.115)).

Teorema 2.12 (Birkhoff) Seja (X, A, ) um espago de medida o-finito,
T : X — X uma transformacio que preserva a medida ji e f € L'(u). Entdo,

existe gy € L' () tal que

1
lim —
n—oo N

ST = gs8) gt

Além disso, groT = gr q.t.p. e, se E € A € tal que u(E) < 0o, entdo

[ngduz/Efdu-

Observacao 2.13 Se T' € ergddica, entao, pela Proposicao [Z11l, g5 € cons-
tante q.t.p. e, portanto, se u(X) < oo, temos que

1
- d
gr MX)/XfM q.t.p

Portanto, se (X, A, ) for espago de probabilidade e T' for ergddica, entao,
para toda f € L*(p), vale

lim lz_:f(TZ(:zc)) :/Xf(:p)du q.t.p..

n—oo M,

Precisaremos, adiante, fazer uso de um importante teorema em Teoria
da Medida - o Teorema da Convergéncia Dominada - que enunciaremos a
seguir sem demonstré-lo. Para uma prova do teorema veja, por exemplo, (Bar,
Teorema 5.6, p.45).
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Teorema 2.14 (Teorema da Convergéncia Dominada) Sejam (X, A, 1)
um espago de medida e (f,) uma seqiiéncia de fungdes integrdaveis convergindo
[-q.t.p. para uma fung¢ao mensurdvel f. Se existe uma funcdao integrdvel g tal

que | fn| < g para todo n, entdo f é integrdvel e
/fd,u: lim /fndu.

Teorema 2.15 Seja (X, A, ) um espago de probabilidade e T : X — X uma

transformacao que preserva . Entao sao equivalentes:
1. T € ergodica,

2. para quaisquer A, B € A, vale

n—1

> uwTANB) — p(Au(B) qtp,

1=0

1
n

3. se A, B € A sdo conjuntos de medida positiva, entao existe um inteiro n
tal que
w(T(A)N B) > 0.

Prova: (1)=(2)
Pelo Teorema de Birkhoff,

n—1
1 )
lim — T = u(A t.p..
Jim — ZZ;XA( ()) = u(4) atp
Multiplicando os dois lados por xp(x), temos

T LS AT (o) = pAs() b

Por outro lado, como
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para todo n, podemos usar o Teorema da Convergéncia Dominada para obter

n—0o0

lim /X N AT (e di = /X W(A) s () di

(8
tim 23 [ (T @) al) dn = () [ xale)d
|3
lim 3" u(T(A4) 0 B) = (AlB) atp.
(2)=(3)

Sejam A, B € A conjuntos de medida positiva. Entao,

n—1
1 —i
ST (T B) = p(A)u(B) > 0.
i=0
Em particular, uma das parcelas do somatério deve ser positiva, ou seja, existe
um inteiro k tal que u(T-%(A) N B) > 0

(3)=(1)
Seja A € A um conjunto T-invariante de medida positiva. Entao, para

todo inteiro i,
W(T~(A) N A%) = p(AN A%) = u(0) = 0.

Mas, pela hipétese, A° nao pode ter medida positiva. Assim, u(A°) = 0 e,

portanto, T" é ergddica. O

A estreita relacao entre os conceitos de transitividade e ergodicidade
pode ser observada se compararmos o Teorema com a propriedade (3) do
teorema acima. Vemos também, claramente, que uma transformagao ergddica
com respeito a medida de Lebesgue é sempre transitiva. O inverso, entretanto,
nem sempre é verdade (veja um exemplo de uma transformacao que preserva

medida, é transitiva mas nao é ergédica em (Manl, Secao 2.7, p.172)).
2.2
Aplicacoes no circulo

Antes de comecarmos a estudar dinamicas transitivas e ergddicas na

reta, é conveniente nos familiarizarmos com o conceito de transitividade e
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ergodicidade de aplicacoes no circulo S' pois, como S! é uma variedade

compacta, essa andlise se torna um pouco mais simples.

O circulo unitario pode ser representado de duas maneiras distintas:

St={z€C:|z|=1}={2€C:z2=e"" 1 cR}

ou
St =R/Z.

Nesse segundo caso, representaremos o circulo como o intervalo unitario,

identificando os pontos 0 e 1.

Claramente, existe um isomorfismo entre essas duas notagoes:
re0,1] — &

2.2.1
Rotacoes irracionais

Usando a notacao do circulo no plano complexo, uma rotacao de z € C

por um angulo « é

e, portanto,

RZ<2> — <€27ria)nz — e2m’naz — Rna<z)-

J& na representacio S' = R/Z, temos

R.(z) =2+ a (mod 1),

onde (mod 1) significa que os nimeros reais que distam de um nimero inteiro

estao identificados. Assim,

R () = 2+ na (mod 1).

H& dois tipos muito distintos de rotagoes no circulo: as racionais e as
irracionais.
A érbita de um ponto z € S* por uma rotacgio Ry(z) =+ a (mod 1) é

periddica se a € Q e densa se @« € R — Q.

De fato, se &« = p/q é uma fracao irredutivel com p € Z e ¢ € N, entao a

érbita de qualquer ponto x € St seré periddica de periodo ¢ pois
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Rl(x)=x+q (Z—)) (mod 1) =z +p (mod 1) =z
q
e, claramente, ¢ é o menor inteiro positivo que satisfaz essa condicao.

A seguir, definiremos um conceito mais forte que transitividade.

Definigao 2.16 Seja f : X — X uma transformacao continua. Dizemos que

f € minimal se (’);{(x) = X para todo v € X.

Proposicao 2.17 A rotag¢io R, € minimal (e, em particular, transitiva) se,

e somente se, « € R — Q.

Prova: Ja vimos que se o € Q, entao a érbita de qualquer ponto é periddica.
Assim, precisamos apenas mostrar que se « € R—Q, entao a érbita de qualquer
ponto é densa em S!.

Em primeiro lugar, considere uma seqiiéncia de niimeros racionais «,, =
Pn/qn que converge para «, onde p, e ¢, sao primos entre si para todo n € N.
Repare que a seqiiéncia {q, }nen, induzida por {a,}nen, é nao limitada e,
portanto, para todo € > 0 e todo inteiro M > 0, existe n € N tal que ¢, > M
e |a, — al < e. Além disso, a 6rbita de um ponto z € S por R,,, é constituida

de ¢, pontos periédicos equidistribuidos em S':

On(@) = {z+ 722 (mod 1) : j € {0, gn — 1}}.

n
Por outro lado, a seqiiéncia de fungoes R, converge uniformemente para
R,. Assim, para € > 0 e um inteiro M > 0, existe um inteiro n > 0 tal que
Gn > M e

|Ra(w) — R, (2)] < e

para todo inteiro k < M.
Como € é arbitrariamente pequeno e M arbitrariamente grande, temos

que a 6rbita de R, é densa em S!', independente da escolha de z. O

E trivial ver que rotagoes no circulo preservam a medida de Lebesgue,
pois o tamanho de qualquer intervalo é preservado pela acao de R,, ou seja,
R, é uma isometria. Da mesma forma, R, tem de ser ergédica (com respeito
a medida de Lebesgue) se a € R — Q, pois os tnicos conjuntos invariantes sao
St e (. Esse fato, entretanto, nao é tao ébvio: em principio, poderia haver um

subconjunto de S! invariante e de interior vazio, mas com medida positiva.

Proposicao 2.18 Rotacoes irracionais R, sao ergodicas com respeito a me-
dida de Lebesgue.
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Prova: Seja f € L*(S',B,)\), onde B sao os borelianos do circulo e A é a

medida de Lebesgue no circulo. Entao, f possui expansao de fourier

o)
— E an62ﬂznx
—00

em L2. Se f é R,-invariante, entao

.’L‘-'- Oé E A€ 27rma 27rm:r E A€ 27rm:r — (.T)

mina: para todo n € Z. Como « é irracional, e? " £ 1

e, portanto, a, = a,e
se n # 0. Assim, a,, = 0 para todo n # 0 e temos que f(x) = ag em L% Pela

Proposicao ZT1l R, tem de ser ergddica. O

2.2.2
Aplicacoes expansoras

Apresentaremos, agora, outra aplicacao que, embora também seja transi-

tiva e ergddica, é muito diferente da rotagao irracional, como veremos adiante.

Considere a funcao ¢y, : St — S* definida por

¢r(x) = kx (mod 1),
onde k € N é maior que 1.

Diferente da rotacao, a aplicacao expansora ¢ nao é uma isometria. As-
sim, pontos em S! podem possuir érbitas com comportamentos bem distintos,
algo que nao acontece para R,, em que todas as érbitas ou sao densas ou sao
periédicas (e de mesmo periodo). Existem, por exemplo, pontos periddicos de

periodo arbitrario e pontos cuja orbita é densa.

Vamos, por enquanto, deixar as comparacoes de lado e provar que

Proposicao 2.19 ¢, ¢é transitiva.

Prova: Basta repararmos que a funcao ¢, dilata o comprimento dos intervalos
por um fator k& > 1 (se eles forem suficientemente pequenos). Denotando
o comprimento de um intervalo (a,b) por |(a,b)| = b — a, temos que, dado

qualquer intervalo aberto U C S!,

|05(U)] = min{1, K"[U]}
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e, portanto, deve existir um n € N tal que |¢7(U)| = 1, ou seja, ¢7(U) = S'.
Em particular, ¢?(U) intersecta qualquer outro aberto de S'. Pelo Teorema
23 ¢ é transitiva. O

Observacao 2.20 Na demonstracao acima, o que estamos provando, na ver-
dade, € que a aplicacdo ¢y € misturadora, um conceito de recorréncia mais forte
que transitividade. Dizemos que uma funcao f : X — X € misturadora se, para
todo par de abertos nao vazios U,V C X, existe um inteiro N = N(U,V) >0
tal que f*(U)NV # 0 para todo n > N. Pelo TeoremalZ3, vemos claramente
que aplicacoes misturadoras sao transitivas. No caso de ¢y, para todo inter-
valo U, vimos que existe um N > 0 tal que ¢2(U) = S' para todo n > N e,

portanto, a aplicagao ¢y €, de fato, misturadora.

Vamos, agora, nos concentrar na andlise estatistica de ¢;. Primeiro,

repare que ¢y preserva a medida de Lebesgue. De fato,

1 _(ab a+1 b+1 a+k—-1b+k—-1
on ((a’b))_<k’k)u( P Uu...U o ?

e, portanto,

k-1
b+z a+1

oo =3 (%

=0

) =b—a=pu((a,b)).

Como intervalos geram a o-algebra dos Borelianos, concluimos que ¢ preserva

a medida de Lebesgue.

(M}
|

Figura 2.1: A aplicacao expansora ¢- preserva a medida de Lebesgue.

Os préximos dois lemas serao necessarios para provarmos que a aplicacao
expansora de grau 2 é ergddica. As demonstracoes dos lemas e do teorema
podem ser facilmente generalizadas para ¢,,, escolhemos, entretanto, provar

apenas o caso m = 2 para nao sobrecarregar a notagao.
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Lema 2.21 Seja £ a colecao de todos os sequintes intervalos:

1
B, = (%,p; ) neN,pe{0,1,...,2" —1}.
Entao a o-dlgebra de Borel B (em S') € gerada por £, ou seja, B ¢ a menor

o-dlgebra que contém &.

Prova: Denotemos por A¢ a o-algebra gerada por £ e Az a o-dlgebra gerada
pelos intervalos (a,b) C S'. Sabemos que B = Az e, portanto, iremos mostrar
que A7 = Ag. E trivial vermos que Ag C Az pois E, , é um intervalo aberto
de St. Como Ag¢ é a menor o-algebra que contém &, entdo Ag C Az.

Vamos, entao, provar que Az C Ag. Dado um intervalo real (a,b), defina
as seqiiéncias . .

o = [2 c;]n—l—l e d = 2 l;]n—l’

onde [-] denota a parte inteira de um ntimero real. Repare que, para todon > 1,

cn > aed, <b. Além disso,
lime¢,=a e limd, =0

n—0o0 n—oo

Assim, existe N > 1 tal que (¢,,d,) C (a,b) se n > N e, portanto,

(Ci7 dz) = (a, b)

L

1

Concluimos, entao, que (a,b) € Ae. Como A7 é a menor o-algebra que contém

os intervalos (a,b), temos que Az C Ag e a prova estd terminada. O

Como conseqiiéncia do lema anterior, se quisermos mostrar que uma certa
propriedade estatistica vale para conjuntos B-mensuraveis, basta mostrarmos

que ela vale para os conjuntos E, , € €.

Lema 2.22 Seja E,,, € £. Entao, para todo B € B,

N(QZ)Q_N(B”En,p) = u(B),
onde
1(AN B)
n(B)

¢ a medida condicional de A com respeito a B.

u(A|B) =
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Prova: Repare que

2m—1

. a+k b+k
¢2 (((I,b)): U ( on ) on )7
k=0
pois
on <(“;k b;k)) — (a+k (mod 1),b+k (mod 1)) = (a,b)
para todo inteiro 0 < k < 2". Além disso, existe um inteiro k, € {0,1,...,2" —
1} tal que
a+k, b+k, c (2 p+1
an 7 9n oan’  9n :
Assim,

(5 5) ooaye
w((F5)) oy

A prova do lema esté concluida. O

(2" ((a, b)) Enp) =

Teorema 2.23 A aplicacdo ¢o € ergodica com respeito a medida de Lebesque.

Prova: Seja A um conjunto ¢o-invariante mensuréavel tal que p(A) > 0,
mostraremos que p(A¢) = 0.
Pelo Lema e pela invariancia de A temos:

(92" (A) | Enp) = p(AlEnyp) = p(A).
Como p(A) > 0, concluimos que
1(EnplA) = p(Enp).

Pelo Lema [ZZ7], os conjuntos F, , geram os borelianos e, portanto, para todo

conjunto mensuravel B,

1(AN B)
B)y=——— -
u(B) (A
Escolhendo B = A€, temos que
. AN A° 0
e AN )

e, portanto, ¢, é ergddica. a
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2.3
O shift unilateral

Considere o espaco X = {0, 1} das seqiiéncias infinitas de dois stmbolos.
H& muitas maneiras de definirmos uma topologia para esse espaco, uma delas

¢ adotar a seguinte métrica:

> drﬁk,yk

I

k=1
onde z = (z)k>1, ¥ = (Yr)r>1 € d : {0,1} — R é a métrica discreta.
Definigao 2.24 Seja v = (2,,)n>1 € X2, definimos o shift como a aplicagao

o . 22 — 22

T o w,

onde w = (Wy, = Tpi1)n>1-

Teorema 2.25 O shift ¢ é wuma aplicagao Lipschitz (e, em particular

continua,).

Prova: Dados z = (zx),y = (yx) € X2, temos que

d(o _ i J $n+1, Yni1) _ i d(xm?/n)

2n—1
n=2
= Z @ ’y <2 LQ;F )~ 2d(z.y).
n=1
Logo o é Lipschitz com constante de Lipshitz igual a 2. a

Teorema 2.26 O shift o é uma aplicacao transitiva.

Prova: A idéia da demonstracao é construir uma seqiiéncia de dois simbolos
cuja érbita positiva seja densa em 5. Antes, observamos que a distancia entre

dois pontos z,y € ¥y cujos primeiros N termos coincidem satisfaz:

o0

1 1 1 1 1
d<x7y>f§ j{: 5;:: 2N44 <1'+'§'+'Z *‘---) :Ziﬁy-
n=N-+1

Agora repare que, dado € > 0, podemos tomar o menor inteiro N, tal

que Q}Ve < €. Assim, fixando z* € Yy, temos que, se os primeiros N, termos de

x € 3y coincidem com os de x*, entdo x pertence a bola B (z*).
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Considere

a seqiiéncia formada pela concatenacao das seqiiéncias finitas de dois simbolos,
comecando pelas seqiiéncias de comprimento 1, seguidas pelas de comprimento
2 etc.

Para vermos que a 6rbita do ponto  é densa em Y5, basta observarmos
que, pela construcao de x, para qualquer € > 0 e para todo x € Xy, existe um
inteiro n tal que os primeiros N, termos de x coincidem com os de ¢"(Z) e,

portanto, concluimos que ¢™(z) € B(x). Logo, Of (z) = Xs. O

Vamos, agora, definir um conjunto AN/ C Y, da seguinte maneira:
(a;)52, € N se, e somente se, existe k € N tal que a; = a;41 para todo j > k.
Repare que N é o-invariante, bem como seu complementar Y, = ¥y — N e,

portanto, faz sentido definirmos uma dinamica para o : Yo — Y.

Corolario 2.27 O shift o : % — ivg € uma aplicagao transitiva.

Prova: E suficiente reparar que o elemento ¥ que construimos na demons-
tracdo do Teorema pertence a Y. a

A seguir, construiremos uma semiconjugacao entre a aplicacdo expansora

de grau 2, que definimos em 222 e o shift, descrito nessa secao.
Considere os intervalos Iy = [0,1/2] e I} = [1/2,1]. Seja xz = {a;}52,,
defina h : ¥y — S! tal que

h(x) = ﬂ ¢;J<[aj+1)'
j=0
Primeiro, repare que h esta bem definida, pois
An = (02" (Lo;.)
j=0
é uma seqiiéncia de intervalos compactos encaixados.
A sobrejetividade de h é garantida pelo fato de que todo nimero x € [0, 1)

possui uma expansao em base 2, ou seja, para todo z € S!, existe uma seqiiéncia
{a;(x)}32, € {0,1}" tal que

r=y

J=1
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Podemos, por exemplo, definir

a;(w) = 263 (2)], (2-2)

onde [-] representa a parte inteira de um nimero real.

Repare que se z € ¢,"(0), entdo a;(z) = 0 para todo j > n. Nesse caso,

h~Y(z) consiste em duas seqiiéncias de Yo: a que acabamos de definir (2=2) e

by — { aj(z),  j<n

1, 7 >n.

uma {b;}52, tal que

Dessa maneira, vemos que h nao ¢é injetiva e, assim, pode ser somente uma
semiconjugacao, nao uma conjugacao total.

Para terminarmos de provar que h é uma semicojugacao, resta apenas
mostrarmos que h é continua. Se x,y € ¥, sdo tais que d(z,y) < €, entao
os primeiro N, termos de x e y devem coincidir, onde N, é o menor inteiro

positivo tal que 1/2N¢ < e. Pela construgao de h,

Ne
h(x), h(y) € () ¢27 " (Lo,) = En. p,
1

j=

para algum inteiro 0 < p < 2%¢ — 1. Assim,

1
| (g )| = v <

Logo, h é continua e ¢- ¢é fator de o.

d(h(x), h(y)) < [Enp

Assim, as propriedades dinamicas das orbitas de o : ¥y — X5 sao
herdadas por ¢, : St — S*.
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Sistemas alternantes

Em 1857, George Boole (BI€) provou que, para toda fungao integrével ¢,

vale a seguinte férmula:

/_ Z é(a)da = /_ Z é(z — 1/z)dz.

Pela Proposicao ZU, sabemos que isso é equivalente a dizer que a
transformagao p(r) = x — 1/ preserva a medida de Lebesgue na reta. Essa
funcao ¢ - chamada de transformacao de Boole - é, na verdade, ergddica com

respeito a medida de Lebesgue (AdI).

Nosso objetivo, nesse capitulo, é definir uma classe de fungoes na reta que
abranjam a transformacao de Boole e apresentar certas ferramentas que serao
necessarias para mostrarmos, nos préximos capitulos, sob que circunstancias
essas fungoes sao transitivas, robustamente transitivas e ergddicas. Chama-
remos essa classe de funcoes que generalizam a transformacao de Boole de

sistemas alternantes.

3.1

Sistemas alternantes: preliminares
Para simplificar a notacao da definicao de sistemas alternantes, vamos

primeiro apresentar algumas definigoes.

Seja B = {by,by,...,b,} uma colegdo de n numeros reais distin-
tos. Dizemos que B estd entrelagado ao conjunto de numeros reais A =
{aj,as,...,a,_1} se, para todo intervalo aberto F da partigao induzida por

A em R, existe um tnico ¢ € {1,...,n} tal que b; € E, ou seja, se

b <ap <by<...<by_1<ap_1<b,.

Considere uma fungao sinal, definida em R — {0} por

-1 <0
sinal(x) = { . T 0
, z > 0.
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Dada uma fungdo f : R — R, dizemos que a érbita O (x) troca
de sinal indefinidamente se, para todo N > 0, existe M > N tal que
sinal(fM(x)) = —sinal (fN(x)).

Definigao 3.1 Seja f : R — {0} — R wma transformag¢ao continua. Dizemos

que f € um sistema alternante se:

(A1) Para todon > 1, f~"(0) é um conjunto com 2" elementos distintos e é

entrelacado ao conjunto
n—1
U 7 (0);
i=0

(A2) OF (x) troca de sinal indefinidamente para todo x € R — N, onde N é

um subconjunto enumerdvel.

Observe que o conjunto N da Defini¢ao Bl deve, necessariamente, conter

as pré-imagens de zero, ou seja,

Urocw,
=0

e ¢}

pois, como a orbita dos pontos em U f _i(O) nao estao sequer definidas, entao,
=0
em particular, nao podem trocar indefinidamente de sinal.

Observagao 3.2 Seja f: R — {0} — R um sistema alternante e X = R —
{f7™0) : n > 0}. Mais que ser f-invariante, X € o conjunto formado pelos
pontos da reta cujas orbitas estao definidas e, assim, nao apenas faz sentido
definir uma dinamica restrita a X, como essa dinamica é essencialmente
a mesma. Se quisermos, por exemplo, mostrar que f ¢é transitiva, basta

procurarmos por um ponto de X cuja orbita seja densa.
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© .
F710) 0 o

7200 O 0 0 o
720) oo 00000

Figura 3.1: Primeira propriedade de um sistema alternante: pré-imagens en-

trelacadas e duplicadas.

Lema 3.3 Seja f: R — {0} — R uma transformacgdao continua. Se f satisfaz

as propriedades abairo, entao € sistema alternante.

1. f € crescente em cada componente conera de R —{0}.
2. f(0,+00) = f(—00,0) =R.

3. A reta {x =0} € uma assintota vertical de f tal que f(x) — oo, quando

r— 0" e f(zr) = —o0, quando x — 0.
4. f(z) = —o0, quando v — —oo e f(xr) — +o0, quando v — +o0.

5. [ estd acima da diagonal em (—00,0) e abaizo da diagonal em (0,400).

Observacao 3.4 Repare que uma das hipdteses acima é redundante, mais
precisamente, uma dentre as hipoteses (2),(3) e (4) € redundante. De fato, duas
dessas hipotese mais a continuidade de f implicam a terceira. FEscolhemos,
entretanto, enunciar todas no lema, pois se quisermos mostrar que uma
determinada funcao € um sistema alternante usando o Lema [Z3 podemos

escolher uma dentre as hipdteses (2),(3) e (4) para ndo demonstrar.

Prova da Observacgao:

(3),(4) = (2)
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E conseqiiéncia direta do Teorema do Valor Intermediario.

(2),(3) = (4)

Considere f~ = flo0) © fT = floo)- Vamos mostrar que se
}}L% f(z) =00e f(—00,0) =R, entdo xErEloof(x) = —00.

Suponha, por absurdo, que lim f(x) # —oo. Nesse caso, terfamos duas
possibilidades: lim f(z) = L pg;z;oz;lgum L € Rou lim f(zx) = co. Em
ambos os casos,$;(_ig(t>iria um L € R tal que f(—00,0) = ECL_:_CSS), contradizendo
(3) (ver figuras eB3). A demonstracao para f* é andloga.

L
L
Figura 3.2: lim f(z) =L Figura 3.3: lim f(z) = o0

(2),(4) = (3)

Demonstraremos de maneira semelhante a prova anterior. Vamos mostrar
que se :1:1~i>1;noo f(z) =—oc0e f(—00,0) =R, entao }:IL% [ (z) = 0.

Suponha, por absurdo, que 9161_% f~(z) # oo. Nesse caso, terifamos duas
possibilidades: };li%f_(x) = L para algum L € R ou ;};li%f_(x) = —o0.
Em ambos os casos, existiria um L € R tal que f(—00,0) = (—o0,L),
contradizendo (2).

(I

Prova do Lema: Vamos mostrar que f~"(0) possui 2" elementos usando

indugao em n. O caso n = 0 é trivialmente verificado pois
card(f~°(0)) = card({0}) =1 = 2°.

Suponha que seja verdade para n = k. Como f é bijetora em cada componente

conexa (—00,0) e (0,00), entao, para cada elemento z; € f~%(0), temos que a


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0521442/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0521442/CA

Transitividade robusta e ergodicidade de aplicacbes na reta 34

equagao f(z) = x; possui duas raizes: uma em (—o00,0) e a outra em (0, 00).
Assim,

card(f571(0)) = 2 - card(f5(0)) = 2 2F = 2k+1

e a indugao esta completa.

Para terminar de mostrar que a propriedade (A1) é satisfeita, precisamos
n—1

mostrar que f~"(0) é entrelacado a Uf’i(O). Como ja sabemos que
i=0

n—1 -1 n—1
card(f7"(0)) =2" = 1+Z = ZCGTd =1+ card <U f_l> ;
=0

=0

basta mostrarmos que entre dois elementos de f~"(0) sempre hé pelo menos um
n—1

elemento de Uf ). Para isso, considere z,y € f~"(0) e tome o menor k < n

tal que smal( f’l‘C (z)) = —sinal(f*(y)). Pelo Teorema do Valor Intermediario
aplicado a f*, deve haver um w € f~%(0) entre z e y. Assim fica provada a
propriedade (Al).

Para verificar a propriedade (A2), vamos mostrar que, para todo = €
X=R—-{f":n>0} (9;{ troca indefinidamente de sinal.

Como f é mondtona crescente em (—o0,0), entdo, para todo = €
X N (—00,0), deve existir algum inteiro N = N(z) > 0, tal que f¥(z) > 0.
Caso contrario, (9;{ (x) seria uma seqiiéncia monétona crescente definida em
um intervalo limitado e, portanto, deveria convergir para algum real ¢ < 0.
Mas, nesse caso,

fle) = f(lim f"(2")) = lim f**(2") =c,

n—0o0 n—0o0

contradizendo a inexisténcia de pontos fixos. Com um argumento analogo,
podemos mostrar que, para todo z € XN (0, 00), existe um inteiro M = M (x)
tal que fM(x) < 0. Assim, concluimos que toda érbita de f deve trocar

indefinidamente de sinal. O

Repare que a transformagao de Boole ¢ é, de fato, um sistema alternante,
pois as hipoteses do Lema sao facilmente verificadas - basta analisarmos

seu grafico:
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Figura 3.4: O grafico da transformagao de Boole = +— = — 1/x.

Nem todo sistema alternante, entretanto, satisfaz o Lema B3, como

mostraremos a seguir.

Observagao 3.5 A transformac¢ao ) = 1/x—x = —p é um sistema alternante

que nao satisfaz as hipdteses do Lema [T3.

Prova da Observacao: Na verdade, é facil ver que nenhuma das hipéteses
do lema sao satisfeitas por 1. Para mostrar que 1 é um sistema alternante,
comecaremos mostrando a propriedade (Al). Como a transformagao de Boole

é simétrica, ou seja, ¢(—x) = —p(x), temos que, para todo n € N,

Assim, 9" (x) = 0 se, e somente se, "(x) = 0 e, dessa maneira, 1) também
satisfaz a propriedade (Al) de um sistema alternante.

Para provarmos que 1 satisfaz a propriedade (A2) devemos verificar se
o conjunto Ny dos pontos cuja drbita nao troca indefinidamente de sinal é
enumeravel. No caso da transformacao de Boole, esse conjunto é exatamente
N, = {¢7(0) : n € N}. Para 1, veremos que

Ny =N, UN,

onde N = D P(EV2/2).
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Repare que, como t((—o0, =1)) = R, — {0} e $((1,00)) = R — {0},
entdao basta mostrarmos que se x € I, = (0,1) — N, entdo deve existir um
inteiro N > 0 tal que ¥V (z) ¢ I,. Para isso, fixe z € I, tal que ¥(z) € I, e

considere o intervalo A cujos extremos sdo z e ¥(x), ou seja, A = (z,9(x)) ou

A= (¢Y(z),x). Como
1
v =-(1+5).
entao inf{|¢y/(z)| : © € I, } = 2. Pelo Teorema do Valor Médio,
[P (A)] > 27| A]

e, portanto, deve haver um inteiro N > 0 tal que [V (A)| > 1 > |I,|. Assim,
[N (z) =N T ()| > |1, ] e, portanto, ou YV (z) ¢ I, ou ™ (z) ¢ I,.. O caso
rel =(-1,0)— N é anélogo. O

Chamaremos uma transformacao que satisfaz as hipoteses do Lema

de sistema alternante crescente.

Teorema 3.6 Seja f: R — {0} — R uma funcgdo diferencidvel tal que:

1. f € transitiva.

2. Existe a > 0 tal que f'(x) > a, para todo x.
Entao f é um sistema alternante crescente.

Prova: Vamos mostrar que [ satisfaz as hipdteses (1),(3),(4) e (5) do
Lema A hipétese (2), como vimos na Observacao B4, nao precisa ser
demonstrada. A hipdtese (1) - que f é monétona crescente - é conseqiiéncia
imediata de f’(z) > a > 0. Vamos mostrar agora que a hip6tese (4) é satisfeita,
isto é, que xh_)ngo f(z) = o0 e mkmwf(x) = —o0. Suponha, por absurdo, que
lim f(z) = ¢ € RY, ou seja, que para todo ¢ > 0, existe z. € R tal que
z_;oof(x) < €, se x > x.. Tomando z,y > z. tais que y — z > €/a, temos, pelo
Teorema do Valor Médio, que existe z € (z,y) tal que

fly) = flx) c—flx) e

f(z) = o < - <(€/a):a,

mas isso contradiz a segunda hipdtese do teorema. Assim, provamos
que lim f(z) =o0o. Com um argumento idéntico, podemos mostrar que
lim x?@) = —00.
z——00
Para provar (5) - que f estd acima da diagonal em R_ e abaixo em R,

precisamos, primeiro, mostrar que f nao possui pontos fixos. Suponha, por
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absurdo, que p é ponto fixo de f, ou seja, que f(p) = p. Nesse caso, temos
que f((p,00)) = (p,00), se p > 0 ou f((—o0,p)) = (—00,p), se p < 0. Sendo
assim, pelo Corolério Z4], f nao é transitiva, contrariando a primeira hipétese
do teorema.

Bom, sabemos que f nao tem pontos fixos, se f nao satisfizesse a hipdtese
(5) terfamos que f(x) > x para todo z > 0 ou que f(x) < x para todo z < 0.
Em qualquer um dos casos, como f é crescente em cada componente conexa,
terfamos f(0,00) C (0,00) ou f(—o00,0) C (—00,0) e, portanto, novamente
pelo Corolario Z4], f nao seria transitiva.

Finalmente, suponha que a hipétese (3) nao é satisfeita, ou seja, que
existe ¢ € R tal que f(z) — ¢, quando x — 07, ou tal que f(z) — ¢,
quando z — 0%. Como f estd abaixo da diagonal em R, e acima, em R_,
terfamos que f~!(c,00) C (¢,00) ou que f~'(—o0,c) C (—00,¢), contrariando

a transitividade de f (Coroldrio ZH). Com isso a prova estd completa. O

3.2
A transformacao induzida

Considere um sistema alternante crescente f: R — {0} — R. Sejam z;
e xar as raizes negativa e positiva, respectivamente, da equagdo f(x) = 0 e
defina f_ = f|(—c,0) € f+ = f|(0,00)- Chamamos de segiiéncias induzidas por f,

as seqiiéncias que definidas recursivamente a seguir:

{ﬁzﬁ%h% {%ZLWM%

af = i (ad), ay = [N (ag),

{%:fwmx {%Zﬁﬂh%

uy = [N ag), uf = fi(xg).

Repare que z, e u, sao os pontos minimo e méaximo, respectivamente,
de f7™(0) N (—o0,0), assim como wu} e x} sdo o minimo e o maximo,

respectivamente, de f~"(0) N (0,00). Pelas hipdteses do Lema B33, vemos
-

£ — 0% Além disso, vemos que,

claramente que =} — oo, z, — —o0 e u

por definicao, os pontos dessas seqiiencias possuem a seguinte dinamica:

— + + + +
Up g — Ty —— Ty | — ... — 1] — x5 — 0,
Jr - - — —
Up g — X, —> T, | —...— 1] — x5 — 0.
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Figura 3.5: Os primeiros quatro termos das seqiiéncias induzidas pela transformacao

de Boole z — x — 1/z.

Chamaremos de particdo induzida por f em R a particao disjunta Pj
induzida pelas seqiiéncias definidas anteriormente. Os atomos dessa particao

sao descritos por

{B;—f—l = (:Er_z+17 x;)}nz()’ {B:—f—l = ("L‘r—’z—’ xrf—i—l)}nZO?

{Ir:-i-l - (ur_z-i-l’ u;)}nz()? {I;zi_—f—l - (u:;, ujz_-f—l)}nZO’

- = eyt — ot
onde uy, =z, e uy = g .

Pela continuidade de f, temos que a dinamica dos atomos acompanha a

dinamica das seqiiéncias, ou seja,

I;+1—>B+—>B:1—> —>Bf—>(0,xaL), 3-1
I:zr+1 — B, — B, ,—...— B — (xg,O) (3-2)
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Dessa forma, se [z,y] C I, entdo

[f(x).f ()] C B,
(@), f* ()] € By,

[f™ (@), ™ ()] € By_pias

(@) f ) c I

Para podermos mostrar uma série de propriedades de um sistema al-
ternante f, usaremos uma transformacio definida no conjunto I = [zg,z¢].

Chamaremos tal conjunto de intervalo distribuidor.

Lema 3.7 -
R— {0} = (0,

Prova: Conseqiiéncia das dinamicas dos dtomos descritas em (B=1l) e (B=2). O

Como X = R — {f~™(0) : n > 0} é um conjunto f-invariante, temos

também que

X = D FINX).

Defini¢ao 3.8 (transformagao induzida) Sejam f: R — {0} — R um sis-
tema alternante crescente e I =[xy, x| seu intervalo distribuidor. Definimos

a transformagao fr: I — {0} — I por

fi(x) = f" (@),

onde
n(x) =min{n > 1: f*(z) € I}.

Chamaremos f; de transformacao induzida por f no intervalo distribuidor I.

A seguinte observacao implica que f; estd bem definida.

Observagao 3.9 Note que I = J, IF e que se x € I, U}

o entdo fi(z) =
f™(x). Esse fato é conseqiiéncia direta da dinamica dos dtomos descrita em

(3=1) e (3=3) e serd utilizado com freqiiéncia no decorrer do texto.
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Lema 3.10 Seja E C I um conjunto na o-dlgebra de Borel. Entao

o0

frE) = JTnf(E)  (disjunta)
onde I, = I UL,

Prova: Usaremos o simbolo | | para denotar a uniao de conjuntos disjuntos.

Como {I; }nen € {I,] }en sdo familias de intervalos disjuntos, temos que

E = D(Em[n).

n=1

Além disso, f;1(I,) = f™(I,,). Assim,

e = £t (I_I(E N In>> = | EnL) = BN
e a prova esta completa. O

Teorema 3.11 Seja f: R — {0} — R um sistema alternante que preserva a
medida de Lebesque e f1 sua transformagao induzida. Entao f é ergddica (com
respeito a medida de Lebesque na reta) se f; for ergddica (com respeito a

medida de Lebesque em I ).

Prova: Seja £ C R um conjunto mensuréavel e invariante com medida positiva.
Assim, pelo menos um dos conjuntos (I NE) e (INE°) possui medida positiva.

Suponha, sem perda, que p(I N E) > 0. Pelo Lema BI0, temos que

YENT) Ufmf (INE) G[nﬂf"([)mE
n=1
:UInﬂE:EﬂI.
n=1

Como f; 1 é ergddica, temos F NI = I médulo um conjunto de medida zero.

Assim,
R = Uf (EnD)=|JEnf"() =

modulo um conjunto de medida zero. a
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Transitividade de Sistemas Alternantes

Existem sistemas alternantes que nao sao transitivos. De fato, considere
uma funcdo f: R — {0} — R diferencidvel que satisfaz as hipdteses do Lema
e um ponto xy € R — {0} tais que xy é periddico de periodo 2, f'(xp) < 1
e f'(f(xg)) <1 (veja Figura ELTl). Nesse caso, zg é um ponto periédico atrator
com respeito a f e, portanto, existe um subconjunto A = A_UA, (FiguralTl)
- que chamamos de bacia de atrag¢ao da 6rbita periddica - tal que int(A) # 0 e

f(A) C A. Pelo Corolario 4 uma fungao desse tipo nao pode ser transitiva.

Figura 4.1: Um sistema alternante Figura 4.2: A 4rbita de um ponto
com Orbita periddica atratora de p € A sendo atraida para a érbita de
periodo dois. xp .

4.1
Atomo-expansividade

Nessa secao, definiremos o que é um sistema alternante A-expansivo e
provaremos que esta propriedade é, de fato, equivalente a transitividade de
sistemas alternante. Com isso, seremos capazes de mostrar que dois exemplos
simples de sistemas alternantes crescentes, apresentados ao final da secao, sao

transitivos.
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Definicao 4.1 Seja f wum sistema alternante crescente. Dizemos que a
fungao f € dtomo-expansiva (ou, simplesmente, A-erpansiva) se dados
z,y e X=R —{f7(0) : n > 0}, existem dtomos Ay # Ay da parti¢ao Py in-
duzida por f e um inteiro N > 1 tais que f¥(x) € Ay e fN(y) € As.

Como Py NI é uma particao de I, podemos estender a nogao de dtomo-
expansividade para a tranformacao induzida f; de forma natural: f; é A-
expansiva se, para todo par z,y € I N X, existe um inteiro N > 0 tal que

P (x) e fN(y) estdo em &tomos diferentes da particao I NPy.

Proposicao 4.2 Seja f:R — {0} = R um sistema alternante crescente.
Entao a funcdo f € A-expansiva se, e somente se, a transformacao f; induzida

por [ no intervalo distribuidor I é A-expansiva.

Prova: Suponha a atomo-expansividade de f; e considere, sem perda,
z,y € XN B;}. Como, pela definigao de By, f*(x), f*(y) € I, podemos tomar o
menor inteiro N > 0 tal que f(f*(z)) e fN¥(f*(y)) estdao em dtomos diferentes
da particao I N Py. Para todo x € I, defina a seqiiéncia {nj};";l da seguinte

maneira;:

n(f"(x)),

n;(z)

onde n(z) é o tempo de primeiro retorno (ver Definigao BH). Repare que, plea
minimalidade de N, n;(f*(z)) = n;(f*(y)) para todo j € {1,...,N}.

Vamos, entdo, denotar n;(f*(z)) por n; com j € {1,...,N}. Assim,
IN(fE () = fzjyzlnf(fk(x)) e, portanto, existe um inteiro K = (k + Zjvzl n;)
tal que f5(z) e fX(y) estao em &tomos distintos da particao P;. Logo, f é
atomo-expansiva.

Agora, suponha a dtomo-expansividade de f e considere z,y € I N X no
mesmo dtomo da partigdo P;. Seja N > 0 o menor inteiro tal que f¥(z) e
N (y) estao em 4dtomos diferentes. Pela dindmica dos dtomos, descrita em B=1],
fN(z) e fN(y) devem, necessariamente, estar em I. Assim, deve existir um
inteiro k < N tal que fF(z) = fN(z) e fF(y) = f¥(y) e concluimos que f; é

atomo-expansiva. O

Lema 4.3 Seja f: R — {0} — R um sistema alternante crescente. Se o con-

gunto {f7"(0)}n>1 for denso em R, entdo f é A-expansiva.
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Prova: Considere dois pontos # < y de um mesmo atomo A € P;. Se
{f7™(0)}n>1 é denso em R, entdo existe v < w < y tal que f*(w) = 0.
Mais ainda, pela propriedade de entrelacamento de sistemas alternantes, para
um inteiro n > 0 minimo, existe um tdnico w € (z,y) tal que f"(w) = 0.
Assim, pela continuidade de f, temos que sinal(f"(x)) = —sinal(f"(y)) e, em

particular, f™(x) e f"(y) estao em &tomos distintos. O

Lema 4.4 Seja f : R — {0} — R um sistema alternante crescente. Se f é uma

aplicacao dtomo-expansiva, entao f: X — X € conjugado a o : i; — i;

Prova: Obviamente, a escolha dos simbolos de uma dinamica simbdlica
¢é totalmente irrelevante, o que importa é a cardinalidade do conjunto de
simbolos. Na Se¢ao 23, a escolha dos simbolos 0 e 1 era conveniente por causa
da analogia entre as seqliéncias simbdlicas e a expansao binaria de um ntmero
real em [0, 1). Agora, consideraremos Sy C By = {—1,1} em analogia & troca

de sinais dos sistemas alternantes.

Supondo a atomo-expansividade da f, construiremos um homeomorfismo
h:X—>§;talquehof:croh.
Defina h : X — i; por

h(z) = (a1az...a,...),

onde a, = sinal(f"(z)).

Como, para todo z € X, OF () troca de sinal indefinidamente (proprie-
dade (A2) da Definicao Bl), entao existe a € 3 tal que h(x) = a. A dtomo-
expansividade da f implica que se x # y, entao existe um iterado positivo n
tal que f*(x) <0 < f™(y). Em outras palavras, se  # y, entao h(z) # h(y).

Sendo assim, h estd bem definida e ¢é injetora.

Para mostrar que h é sobrejetora, tome a = (ajasy...) € X e considere

0s conjuntos

Qir={ze€R:2>0} e Q_-={reR:z<0}.

Afirmacao 1 Para todo inteiron > 1,

fﬁn(QJr) =LU (xiflv OO) e fﬁn<Q*) =LU (—OO,J};il),

onde I. € um conjunto limitado.
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Prova da Afirmagao: Mostraremos que f~"(Q.) = L U (z;_;,00) usando
inducao em n (o caso para () é anédlogo). Note que para n = 1, a afirmagao
vale pois

fﬁl(QJr) = (55570) U (x(J)rv OO)

Neste caso, L = (z,,0). Suponha, entdo, que a afirmacdo vale para n = k.

Assim,

FHQy)

HHQ)) = ST U N (wfy, 00)) U f7H (274, 00))
HIL) U (g, 0) U (af, 00).

/-
/-

Para terminar a prova da afirmacao, basta mostrarmos que f~(IL) é um con-
junto limitado. De fato, como f é mondtona e crescente em cada componente

conexa de seu dominio e L. é limitado, entao

inf f7Y(L) = fZ'(infL) e supf (L) = f;'(supL).
A prova da afirmacao esta concluida. a

ueremos mostrar que, dado a = {a;}?2,, existe x € X tal que h(x) = a.
j S k=0

Para isso, defina

= f_l(Qal) N an

Ap = [7(Qa,) V[T Qo) N N Qay, 12 1.

Queremos mostrar que

() An #0.
n=1

Por construgao, os conjuntos A,, sao fechados e encaixados. Seja k € N o menor

inteiro tal que ap1; = —a. Entdo, pela afirmacao 1, f=*"1(Qq,,,) N Qq ¢

compacto. Como, para todo inteiro n > k, A, C [~ 1(Qq,,,) N Qq,, entao,
{A, } >k € uma seqiiéncia de compactos encaixados e, portanto, a intersegao é

nao-vazia.

Afirmagao 2 Se

T € ﬂAn,

n>1

entao h(z) = a.
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Prova da Afirmacao: Repare que

A, = f_n(Qan) N f_n—H(Qanfl) n...N an
= an N fa_()l(Qal) n...nN a_nl,l(Qan)?
onde f=' e fI! sdo as inversas de f_ = flg_ e fy = f|o+. Entdo, para um n

suficientemente grande, A, = [¢,d] é um intervalo (intersecao de conexos) tal
que ¢,d € f7(0). Além disso,

c=[fT(An) e d=[)f7(An).
=0 1=0

Como a € 3, entdo z € X e, por construgio, sinal(f7~(z)) = aj. O

A continuidade de h é conseqiiéncia da continuidade de f e concluimos

a demonstracao do lema. O

O préximo teorema relaciona atomo-expansividade com transitividade.

Teorema 4.5 Seja f um sistema alternante crescente. Entao f é A-expansiva

se, e somente se, € transitiva.

Prova: Se f for A-expansiva, entao, pelo lema anterior, f|x é conjugada a
ols,. Como olg; é transitiva (Coroldrio Z22T), entdo f é transitiva (Proposicao
20).

Agora, vamos mostrar o outro sentido. Provaremos que se f nao é A-
expansiva, entao nao € transitiva. Se f nao é A-expansiva, entao, pelo Lema
B3 o conjunto {f~™(0)},>1 ndo é denso em R. Logo, existe um intervalo
aberto U = (a,b) tal que U nao contém pré-imagens de zero e, devido ao fato

de que f é crescente (em cada componente conexa de seu dominio), temos que
fMU) = (f"(a), fr(b)) para todo n > 0. Assim,

1. para qualquer n > 0, f™(U) nao contém pré-imagens de zero,

2. para qualquer n > 0, f"(U) estd em algum atomo da particao P; induzida

por f em R.

Agora suponha, por absurdo, que f é transitiva. Entao existe K, tal que
Un fE(U) # 0. Repare também que, como, para todo K € N, U e f&(U) sao

intervalos, entao U N f5°(U) é um intervalo e, por (1), temos que

frieUn W) = i) n i)
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também é um intervalo, qualquer que seja m € N. Dessa maneira, o conjunto

J =] v

n>0

é um intervalo limitado (pois J estd em algum dtomo da partigdo Py) com
interior nao vazio que verifica fX°(J) C J. Pelo Corolario 4, f nao pode ser

transitiva. O

Corolario 4.6 Se f; € atomo-expansiva, entao f € transitiva.

Prova: Segue diretamente do Teorema e da Proposicao EZ. O

Proposicao 4.7 Se fi(x) > M > 1 para todo x € I, entao f é A-expansiva

(e, portanto, transitiva).

Prova: Suponha, por absurdo, que f;(z) > M > 1 e que f nao é A-expansiva.
Pela Proposicao B2, f; é nao A-expansiva. Considere, entao, pontos x,y € [
tais que, para todo inteiro n, f/'(z) e f7'(y) nunca estdao em atomos distintos.

Pelo Teorema do Valor Médio, temos que

[f1(x) = f1)] > Mz =yl = | (@) = fi(y)| = min{ M|z —y|, [I]}.

Em particular, existe inteiro & > 0 tal que |fF(z)— fF(y)| > max{|IL,| : n € N},
donde concluimos que fF(z) e fF(y) devem estar em 4tomos distintos, um

absurdo. Logo, f é A-expansiva. O

Definigao 4.8 Seja f : R — {0} — R um sistema alternante crescente. Dize-
mos que f € afim se f for uma funcao afim em cada intervalo da particao Py

mduzida em R.

Proposicao 4.9 Seja f: R — {0} — R um sistema alternante afim. Se f for

simétrico (ou seja, f(—x) = —f(x)), entdao f € transitiva.

Prova: Sejam {rf},>o e {uf},>o as seqiiéncias induzidas por f, seja [ =
(—o, xo) o intervalo distribuidor e {1, 1 }n>0.{,\ 11 }n>0, 08 dtomos da partigao

induzida por f em I. No caso linear, é facil entender como é a transformacao


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0521442/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0521442/CA

Transitividade robusta e ergodicidade de aplicacbes na reta 47

fr: I — I.Devido a linearidade e a simetria, f; é uma transformacao afim em

cada dtomo do intervalo distribuidor. Assim, temos que

In "] :
f = = inf
Jnf {f1(@)} max{|I]]:j €N} max{|I,|:j €N} =t i)}
Como I‘ Iﬂl > 1 para todo n, concluimos, pela Proposicao 1, que f é transitiva.
(I

Observagao 4.10 A proposicao anterior estd enunciada como em (Munl,
Coroldrio 1.2.1) e demonstrada de uma forma diferente. Repare que sequindo
a demonstracao que apresentamos, percebe-se que a hipdtese de simetria pode

ser substituida por Il > 1 ¢ es)

7] > 1 para todo n.

Defina f, : R — {0} — R da seguinte maneira: tome zy,a € R tais que

zg > 1lel—e <a <1 (considere € > 0 pequeno). Definau = 1/x¢ e 21 = x¢/a.

ax, T e <_OO7 —.771] U (371, OO),

(=) (x +x0), —1 <z < —2p,

(7 )@+ 1), —xo <z < —u,
fa(x) =
—1/x, x € (—u,0)U(0,ul,

(o) —20), u <z <0,

To—U

(2 xo)(x —x9) xo<x< 1M,

Repare que essa funcao é um sistema alternante crescente simétrico e que

ela é afim fora do intervalo distribuidor I = [—xg, x].
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Figura 4.3: O gréfico da fun¢ao f, com a = 0.95 e x¢ = 1.75.

Proposicao 4.11 f, ¢ um sistema alternante transitivo.

Prova: Mais uma vez, a idéia é mostrar que f, é A-expansiva. Primeiro,

{xf}:{ix—g} e {ug}:{i“—n}.

a Zo

observe que

n—1

Assim, fixando n > 2 e tomando = € I, temos que z € (“;O , ;—‘?) e, dessa

forma,

(fa)i(x) = fa(@) folfal@)) - fo( £ ()

anfl x2an71 $2

_ 0 _ 0

o 2 > 2n—2 —1>1’
X a“" a”

onde (f,); é a transformacao induzida por f, no intervalo distribuidor /. Pela

Proposicao B, f é transitiva. O

4.2
Transitividade robusta

Nessa secao, além definir C'-perturbacoes e transitividade robusta, pro-

varemos que a rotacao irracional no circulo e a transformagao de Boole nao sao
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robustamente transitivas, diferentemente da aplicagdo expansora no circulo.
Provaremos que sistemas alternantes que satisfazem certas condicoes de dis-
torcao sao robustamente transitivos e, por fim, provaremos que a aplicacao
fa(x) = ax — a/x é robustamente transitiva se a € (0,1) é suficientemente

proximo de 1.

Definicao 4.12 Seja f : X — X uma tranformacdo C*, k > 1. Dizemos que
g: X — X estd e-C' prozima de f se d(f(x),g(x)) < e e d(f'(x),d () <€
para todo x € X. Alternativamente, dizemos que g é uma e-C* perturbagdo de

f.

Definicao 4.13 Seja f : X — X wma transformacgdao C*, k > 1. Dizemos que
f € uma funcio C' robustamente transitiva se existe € > 0 tal que, para toda

g: X — X e-C! prézima de f, temos que g € transitiva.

Vimos, na Secao EZA duas aplicacoes transitivas definidas em S': a
rotacao irracional R, e a aplicacao expansora ¢;. Vamos mostrar, agora, que

a transitividade de ¢, é robusta, mas a de R, nao.

E fécil ver que existe uma e-C* perturbacao de R,, com ¢ arbitrariamente
pequeno, que nao € transitiva. Para todo € > 0, podemos tomar uma rotacao
Rg com € Q e |a — (| < e. Assim, obtemos transformacoes arbitrariamente
C! préximas de R, tal que todos os pontos de S' sdao periédicos e, portanto,

nao possuem orbita densa.

Proposicao 4.14 A aplicagdo expansora de grau k, ¢p(x) = kx (mod 1), é

robustamente transitiva.

Prova: Seja ¢ uma e-C! perturbacao de ¢y, (€ < 1). Como |¢/(z) — ¢ (z)] < €
para todo x € S', entao ¢/ (z) € (k—¢, k+¢) e, em particular, ¢'(z) > k—e > 1.
Assim, como conseqiiéncia direta do Teorema do Valor Médio, temos que o
comprimento de um intervalo I C S' (suficientemente pequeno) é dilatado por
um fator maior que k — ¢ > 1 pela acao de ¥ e, portanto, para todo ¢ € N,

temos que
(k=o' <[v'(D)] < 1.

Assim, deve existir um n € N tal que ¥"(I) = S'. Em particular, y" (/)
intersecta qualquer outro aberto de S!. Isso implica que ¢ é misturadora e, em

particular, transitiva. O
Escélio 4.15 Seja f: St — St uma aplicacio diferencidvel. Se

inf |f/(2)] > 1,

zeS!
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entdo f é C' robustamente transitiva.

Observacao 4.16 Pela Proposi¢ao[f. 7, a transformagao de Boole p(x) = x—
1/x é um sistema alternante transitivo, pois ¢'(x) > 1 para todo x € R — {0}.
Entretanto, a transitividade nao € robusta. De fato, a func¢do p. = ¢ + € é
uma e-C' perturbacio de ¢ (na verdade, uma e-C> perturba¢io), mas nao é
transitiva pois
x——+e::p:>x:1.
x €
Assim, independente da escolha de € > 0, a funcao p. possui um ponto fixo
p = 1/e. Como jd vimos, a ezisténcia de tal ponto firo p > 0 implica na
existéncia de um aberto f-invariante (p,o00). Pelo Coroldrio [Z3, f nao pode

ser transitiva.

Definigao 4.17 Seja f um sistema alternante crescente C*. Dizemos que f
é uma aplicagao expansora com respeito a transformacao fr se existe 0 > 1 e
C > 0 tal que

fi(x) > Co™® > 1,

para todo x € I N X, onde n(z) = min{n > 1: f"(x) € I}.

Lema 4.18 Seja f um sistema alternante crescente Ct. Suponha que :
1. existe 6 >0 tal que f(z) <z —9d sex>0c¢e f(x)>x+6 sex <O0;
2. existe a > 0 tal que f'(x) > a para todo x # 0 e

3. existe L > 0 suficientemente grande tal que M = sup{f'(z) : |z| > L} <
1.

Entao existe € > 0 com a sequinte propriedade: para toda g e-C' prézima de

f, temos que g ainda é um sistema alternante crescente e existe K > 1 tal que

ng(x) — K <ng(z) <nglx)+ K

para todo x € Iy, onde I, € o intervalo distribuidor de g e ng,n, sao as fungoes

de retorno de f e g, respectivamente.

Prova: Repare que as hipdteses (1) e (2) nos permitem tomar fungoes
suficientemente préximas de f que ainda satisfacam as condigoes do Lema
e, portanto, que ainda sejam sistemas alternantes crescentes. Fixemos, entao,

uma e-C? perturbacao g de f que seja um sistema alternante crescente.
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Vamos denotar por {zF},>0,{ut},>0 as seqiiéncias induzidas por f e
{2E},50,{wE },>0 as seqiiéncias induzidas por g. Faremos a prova considerando
apenas a perturbacao de f em |2, ,0)U[zg, 00), pois a demonstracio para uma
perturbacio em (—oo, zg]U(0, 2§ ] é totalmente idéntica. Assim, sé precisamos
considerar as seqiiéncias {z;}},{u.} e {z7},{w,} e, por conta disso, iremos
omitir os sinais.

Como as seqiiéncias x, e z, divergem, podemos tomar N, P € Z* tais
que xy > L exy > zp > xny1. Repare que se zpi,, = xy1, para todo n > 0,
entdo o lema segue trivialmente, pois, nesse caso, K = |N — P|. Suponha,

entao, que Ty > zp > Ty4 e tome K € Z7 tal que
ne(r) — K <ng(z) <ns(z)+ K

para todo = € [z, wpy1] tal que ¢"(z) # 0 e f(x) # 0 para todo n > 0 (isso
é possivel pois, em um intervalo é compacto, s6 pode haver um ntmero finito

de atomos).

Seja Ny o menor natural tal que x; > L para todo j > Ny. Pelo Teorema

do Valor Médio e do fato que M < 1, temos que, para todo n > 0, vale

_ _ 1
LNo+n+1 — LNo+n = f 1<xN0+n> - f 1<xN0+n*1) > M(xNoJrn - xNoJrn*l)?

onde f~! denota a inversa de f,. Usando o mesmo argumento repetidas vezes,

obtemos que

1

n
TNo+n+1 — TNotn = <M) (TNot1 — TNy )-

Assim, para todo C' > 0, podemos tomar N suficientemente grande tal que
IN+n+1 — TN4n > CeM (4—1)
para todo n > 0.

Afirmagao 1 Se z € [y + €M, 2N 11 — eM] para algum n > 0, entdo:

TNnt1 < 971(2) < TN4n+2-

Prova da Afirmagao: Fixe z € [xy1, + €M, 2y 1ns1 — €M].
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eM eM

Se fi e g4 sdo, respectivamente, as componentes de f e g em (0,00),

denotemos por f~! e g~! suas inversas. Sabemos que:

1.ﬁ>ﬁse\y\>lj,

2. fNy) —e< g '(y) < ['(y) + € para todo y.
Usando (1), o Teorema do Valor Médio e que f é crescente, temos:

1 Me

F7HE) = angaen = [F7H(2) = FH (angn)| > 277 T o) > o =€ (42)

Por (2), conclufimos que zyiny1 < ¢ *(2). Analogamente,

97 1(2) < Tniny2 €, assim, provamos a afirmacao. O

Afirmagao 2 Se 0 < znyyp1 — 2 < Me para algum n > 1, entdao

97 (2) — TNiny1 > Me.

Prova da Afirmacao: Se N é suficientemente grande entao, usando que f
é crescente, temos que Ty i1 < f1(2) — € (veja BE=). Por (2), temos que
também que Ty 1,1 < g H(2).

Seja N suficientemente grande para que também satisfaca:
(SL’N+1 — Me — .T}N) > €<M2 + 1)

Assim, pelas nossas hipdteses e do fato que {zyi,}, é mondtona crescente,

temos:
(Z - .CUN+n) > <$N+n+1 — Me — .CUN+n) > €<M2 + 1) (4-3)

para todo n > 0.

Faremos a prova por contradicao. Suponha, por absurdo, que:
971(2) = tnpn1 < Me, (4-4)
Seja

A=g(g7' () = Flg™ () = |2 = flansnir) = (Flg7'(2) = F(@nrnsa))]-
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Assim, por (E=1), E=3), [=4), da definicao de M e do fato que zni, =

J(#N4n+1), obtemos

Az |z = anial = 1£(971(2) = f(@nsns1)]
> |z — anpn] — Mg (2) — Tnpnsa| > e(M? + 1) — M?e = e.

Mas isso contradiz o fato de g ser uma e-perturbacao de f e a prova da

afirmagao esta completa. O

Fixe uma constante positiva d (por exemplo d = 1/2) e tome € > 0 tal

que:
<d(E 1) e Me<d (4-5)
€ M (§] € . -

Seja N tal que xn11 — 2y é arbitrariamente grande e considere a seguinte

afirmacao:

Afirmacao 3 Se z € (xpy,xp41) € 2 — x> d, entdo g (2) — zusr) > d
para todo M > N.

Prova da Afirmacdo: Sabemos que z(y41) = f~'(zy). Entdo, usando
(1),(2), EH) e o Teorema do Valor Médio, obtemos:

§7E) — ey > 1) — TN ow) — > 2oz~ — )

1 1
Cd—d— 1) =d.
>t —dy =

E, assim, terminamos de provar a afirmagao. O

As afirmacoes que acabamos de provar nos dizem que o tempo de retorno
da funcao g ¢é limitado a direita com respeito ao tempo de retorno de f, ou
seja, existe K tal que ng < ny+ K (de fato K =K +1, onde K é o possivel

crescimento de n, em uma parte compacta da reta).

Se g é uma e-C' perturbacao de f tal que, para algum a > 0
a<m<qg <M<1,
onde m = inf{g'(z) :  # 0} e M = sup{g'(x) : || > L} para algum L > 0

suficientemente grande, entao a mesma prova funciona considerando f uma

e-C* perturbacao de g. Isso termina a demonstracao do Lema ETS. a

Teorema 4.19 Seja f um sistema alternante crescente. Suponha que:
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1. f € expansora com respeito a transformacgdo induzida (ver Defini¢do
1)
2. eziste § > 0 tal que f(x) <x—6 sex >0e f(z) >x+ 09 sex <0

3. existe a > 0 tal que f'(x) > a para todo x # 0;

4. existe L > 0 tal que 037 > 1, onde o € a constante de expansao de f (ver
Defini¢ao[f-17), m = min{f'(x) : |z| > L} e M = max{f'(x) : |x| > L};

5 M < 1.

Entao f é C' robustamente transitiva.

Prova: Vamos provar que qualquer perturbacao C* suficientemente préxima
de f é um sistema alternante crescente A-expansivo. Dai, a prova segue ime-
diatamente do Teorema Isso sera feito mostrando que as transformagoes
induzidas por perturbacoes C! de f (em seus respectivos intervalos distribui-
dores) sao dtomo-expansivas. Com isso, teremos que a perturbacao em questao

também serd atomo-expansiva.

Repare que podemos tomar €; > 0 suficientemente pequeno tal que
d—e > 0ea—e > 0. Dessa maneira, concluimos que toda €,-C* perturbacao
de f satisfaz as hipoteses do Lema e, portanto, ainda é um sistema

alternante crescente.

Pela hipdtese (4), podemos exigir ainda que ¢€; satisfaga:

pm—a)

M

Podemos também supor, pela hipétese (5), que €; seja pequeno suficiente
de tal modo que uma €;-C"! perturbacio de f satisfaca o Lema EETIRl Assim, se

g é uma €,-C! perturbacao de f temos que
ng— K <ng<ny+ K

para algum inteiro K > 1.
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Sejam J = [yy,ys] e I = [z, 2] os intervalos distribuidores de g e f,

respectivamente. Considere x € J e defina

pr=max##{g(z) € [=Lyg ] Ulyg, L] : = 1, mg(w) = 1};
po = max #{ () € [=L,x] U fag, L] 1 j = 1, np() — 1}
m = min{f'(z) : 2 € [-L,yg | U [y, L]} e

M =max{f'(z) : z € [-L,a5] U [z, L]}

Pela definigdo de J, do fato que |¢’ — f'| < €1, da hipdtese (1) e dos

argumentos anteriores, temos:
95(x) = ¢'(x)g'(9()) - g'(g" ! (2))

> (f'(2) = e)(f'(9(x)) =€) -+ (f' (g™ (@) — 1)

€1 ) (f'(g(x)) —e1) - (f'(g" " (2)) — &)
Frf (@) fr(frat(a)

) e N @ T
R (m —e) 7(@)
> (C (a i ,
Onde o p1 Mp2+1
¢ clm=—a) inf{l — — : z #£0}.

P’

Mpr2  (m —e)P1H1-K
Repare que
- - mpPr )fp2tl
Assim, se {v7} e {uF} sdo as seqiiéncias induzidas por f, deve existir
um inteiro N > 1 minimo tal que ¢’;(z) > 1 para todo = € (uy,0) U (0, u},).
Como f é expansora com respeito a f7, podemos tomar €5 > 0 tal que se
g é uma e,-C'! perturbagdo de f no conjunto compacto [zy_1, uy]Uuk, 2k ]

entao:

gi(z) > 1

para todo z € (y, uy) U (uh, 3i))-
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Dessa maneira, escolhendo ¢ = min{e;, €2}, temos que, se g estd e-C!
proxima de f, entao

g5(x) > 1,

para todo x € J. Pela Proposicao BT, g; é atomo-expansiva e, portanto,

transitiva. O

Repare que, para a transitividade ser robusta, nao podemos exigir apenas
que exista ¢ > 1 tal que f;(z) > o. Para ver isso, considere um sistema
alternante crescente que satisfaz as hipdteses (2) e (3) do teorema acima
e suponha que existe ¢ > 1 tal que 0 < fj(x) < 20. Dado um ¢ > 0

arbitrariamente pequeno, tome um inteiro N > 0 tal que

1

N

\/—>1-¢c
20 ¢

Se x* € Iy, podemos construir uma e-C! perturbagao g de f (com o mesmo

intervalo distribuidor) tal que g*(z*) = f*(z*) e
J'(g" (@) = f'(f@") V1/20

para todo k € {0,..., N — 1}. Assim,

di(@) = T o ("))
— T[(Ha) V/TE)
k=0
— (YT [ ()
k=0
A 20
20 20 '

Corolério 4.20 Dadoa € (0,1), defina f : R — {0} — R por f(x) = ax—1/x.

Entao f ¢é robustamente transitiva se a for suficientemente proximo de um.

Prova: Vamos mostrar que a funcao f satisfaz as hipéteses do Teorema ELT9.
Claramente, f satisfaz as hipdteses do Lema e, portanto, é um sistema

alternante crescente C*°. A hipétese (3) é satisfeita, pois

, 1
f(x)za+;.
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Precisamos, agora, mostrar que f é expansora com relagao a transformagao
. . . . . . _ _L L
induzida no intervalo distribuidor I = | 7 \/a]

Afirmamos que se z < 0 (o caso x > 0 é andlogo, pois f é simétrica),

entao:

(4-6)

para todo n € N.

Primeiro repare que a inequagao vale se n = 1:

1 1
flz)=arx — — < ——.
x x
Suponha, entdo, que a inequacao (B=fl) vale para n = k. Como f é crescente,

temos que

P4 () = F(fH(a)) < f (—

ak—1 ) a® x a®

X

Donde concluimos que a inequacao (B=0]) ainda vale paran =k + 1.

Desta maneira, como

FO @) € (o a) = (%x) |

entao
1 an(:v)f2
n(z)—1
< —
< ) < =
4
1 a2n(x)—4
- <
a x?
4
1 1

? > a2n(@)—3"
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Assim, temos que

fi(x) = f'@) f(f@) - f (07 ()

donde concluimos que f é expansora em relagao a transformacao induzida e

2

com constantes C' = a* < 1 e 0 = 1/a. Assim, as hipéteses (4) e (5) sao

satisfeitas tomando L > ﬁ, independente da escolha de a € (0,1). Pois,

nesse caso, m = a, M =a+ 1/L? < 1 e, portanto,

m - 1 a o1
o— - —= )
M a)a+1/L?

Como f7(z) > 1 se n(x) > 2, entdo precisamos mostrar que f7(x) > 1 se
x € I para qualquer valor de a suficiente préximo de 1. Como f}(z) = f'(z)

se x € [xy,uj| e f'(z) é uma fungao crescente em R_, entao

inf {f/(2)} = f/(~1/a) = 2a.

zel]

Logo se a > 1/2, entao f é robustamente transitiva. a


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0521442/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0521442/CA

5
Ergodicidade de Sistemas Alternantes

Queremos procurar condi¢oes que garantam a ergodicidade de um sistema
alternante com respeito a uma medida absolutamente continua em relacao
a medida de Lebesgue. Apresentaremos, nesse capitulo, uma versao de um
teorema que fornece condigoes para que exista uma medida absolutamente
continua em relacao a medida de Lebesgue que seja preservada por uma
aplicagao definida no intervalo. Esse teorema garante, ainda, que a aplicacao
seja ergddica.

Primeiro, vamos dar algumas defini¢oes:

Defini¢ao 5.1 Sejam I = [a,b] e f : I — I uma aplicagao diferencidvel por

partes. Dizemos que f € expansora se, existe um inteiro n > 0 tal que
| inf(f")'(z)] > 1
para todo x € 1

Definicao 5.2 Dizemos que uma transformacao f : I — I do intervalo
I = [a,b] é Markov se existe uma cole¢ao enumerdvel {I;}r>1 de intervalos

abertos e disjuntos tal que:
1. f estd definida em \JIx e I —|J Iy tem medida nula;
2. fl1. é mondtona e é estendida a uma fun¢io C* em Iy para todo k;
3. se f(Iy) N1; # 0, entao I; C f(I);

4. para cada par k, 7, existe um inteiro R > 0 tal que

R
I; C U [ (k).
n=1
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Observacao 5.3 A transformacdao fr, induzida por um sistema alternante

crescente, € uma aplicacao de Markov. De fato,

- =Urto
k=1 k=0

€ um conjunto enumerdvel e, portanto, tem medida nula. A monotonicidade
de fr € conseqiiéncia da monotonicidade de sistemas alternantes e as hipdteses
(3) e (4) da Definicio [ZA sio trivialmente satisfeitas pois f(I) = IT para
todo k.

Seja £ a particao de uma aplicacao de Markov f : I — I. Denotaremos

por £ a particao formada pelos intervalos
LOf Y L)n...nf~etr),

onde I,...,I, € &.
Apresentaremos, agora, um conhecido teorema (ou uma de suas mui-
tas versoes). Veja uma demonstracao em (Renl, Teorema 1, p.483) e mais ex-

plicagoes em (Bowl).

Teorema 5.4 (Folclore) Seja f: R — {0} — R um sistema alternante e fr :
I — I sua transformacdo induzida. Se f; for uma aplicacio de Markov
expansora e existir M > 0 tal que

'(f")/(l“)

) <M 5

onde n € arbitrdrio e x,y sdo pontos do mesmo dtomo da particio €™, entdo
f admite uma medida invariante, absolutamente continua em relacao a medida

de Lebesgue. Além disso, [ € ergddica com respeito a essa medida.

Se uma funcao de Markov satisfaz a hipétese (B=1l) (chamada de condicao

de Rényi), entao dizemos que f possui distor¢ao limitada.

Teorema 5.5 Seja f um sistema alternante crescente C?. Suponha que valem

as sequintes hipoteses:

1. f € expansora com respeito a transformacdo f; induzida por f no

tervalo distribuidor I.
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2. Seja & a partigao induzida por f em I. Entao, existe C > 0 tal que, para
todo n € N e para quaisquer xo,yy € €M™,

Flao) fe)  f()

C ) P F )

onde

j = [ (@5),
yp ="y ) j> 1

3. As seqiiéncias
M, =max{f'(z):x € B, UB} e m,=min{f(y):y€ B, UB,}

satisfazem % < 1+e€,, onde {e,} € uma seqiiéncia de nimeros positivos
n

tal que, para todo x,

[e.9]

Z(El 4+ ...+ En(xj)—l) < OQ.
=0

Entao f ¢é ergodica com respeito a medida de Lebesgue.
Prova: Pela Observacao B3 e pelo Teorema B4, precisamos apenas mostrar

que f; possui distor¢ao limitada com respeito a partigao & = {I,,,I;7 : n > 1}

induzida por f em I. Fixe m > 1 e considere zg,yy € €. Pela definicdo de

fr, temos:
() (@ ﬁ(ﬁ PP () (T L )
vt~ W e = (e ) L 1L
Pela hipétese (2), existe C' > 0 tal que

(Y @) _ T L)

M JA0) J AT

Uy~ M )

Repare que f7(z) € Bi(x) paratodoz € IT—If ej=1,...,n(x)—1. Logo,

1 n(z;)—1

=
Gy =L

j=1
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Tomando o logaritmo nos dois lados,

=0 j=1

m— 1n1'z
<1ogC+Z Z log(e; + 1).

=0 j=1

Como log(1 + €) < € para todo € > 0, temos que

m—1n(z;)—1
(f}”)’(xo)) \
log (mi <logC + €.
(77" (w) 2, 2
Assim,
(/1) (g =
- < Cexp (614 ...+ €na)-1)
(7 (o) Z 1 o
< Cexp Z(el .ot nay)-1)
j=1
I[sso termina a prova. O

Corolario 5.6 Se f é um sistema alternante afim e simétrico, entao f é

ergodica com respeito a medida de Lebesgue.

Prova: O Corolario segue pois as hipoteses do Teorema sao satisfeitas

com C' =1 e com a seqiiéncia constante €, = 0. O
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