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Departamento de Matemática — PUC-Rio
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obrigado! Em especial: Eugênia Tavares, Humberto Bortolossi, Jorge Delgado,

Maria do Socorro, Pierre Pétin, Tomas Lewiner e Wallace Tavares. Muito

obrigado amigos do CEDERJ: Adriana França, Aline, Jefferson, Mirele, Joyce
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Resumo

Tavares, Leandro; Anciaux, Henri. Superf́ıcies Mı́nimas Ćıclicas
em R

3, S
2×R e H

2×R. Rio de Janeiro, 2007. 71p. Dissertação de
Mestrado — Departamento de Matemática, Pontif́ıcia Universidade
Católica do Rio de Janeiro.

Nesse trabalho descrevemos superf́ıcies mı́nimas mergulhadas em espaços

produtos M × R, onde M = R
2, S2 e H

2 que são folheadas por geodésicas

(superf́ıcies regradas ) e curvas de curvatura constante de M (superf́ıcies

ćıclicas ). Em R
2×R, ou seja, em R

3 vamos demonstrar que só existem duas

superf́ıcies mı́nimas ćıclicas, que são o catenóide e o exemplo de Riemann.

Em seguida caracterizamos as superf́ıcies mı́nimas ćıclicas em S
2 × R que

formam uma famı́lia a dois parâmetros e por fim exibimos três famı́lias de

dois parâmetros de superf́ıcies mı́nimas ćıclicas em H
2 × R.

Palavras–chave
Superf́ıcies Mı́nimas. Geometria Diferencial.
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Abstract

Tavares, Leandro; Anciaux, Henri. Cyclic Minimal Surfaces in
R

3, S
2 ×R and H

2 ×R. Rio de Janeiro, 2007. 71p. MsC Thesis —
Departament of Mathematics, Pontif́ıcia Universidade Católica do
Rio de Janeiro.

In this work we describe minimal surfaces embedded in product spaces

M × R, where M = R
2, S2 and H

2 which are foliated by geodesics (ruled

surfaces) and curves of M with constant curvature (cyclic surfaces). In

R
2 × R, i.e. R

3, we shall prove that there exist only two minimal cyclic

surfaces which are the catenoid and the Riemann example. Then we

characterize minimal cyclic surfaces in S
2 × R; they form a two-parameter

family. Finally we exhibit three two-parameter families of minimal cyclic

surfaces in H
2 × R.

Keywords
Minimal Surfaces. Differential Geometry.
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1
Preliminares

1.1
Teoria das Curvas

1.1.1
Curvas em R

3

Definição 1 Uma curva diferenciável parametrizada é uma aplicação dife-

renciável α : I −→ R
3 de um intervalo aberto I = (a, b) de R em R

3 e seu

traço é a imagem dessa aplicação.

Definição 2 Uma curva diferenciável parametrizada α : I −→ R
3 é chamada

regular se α′(t) �= 0 ∀ t ∈ I.

Definição 3 O comprimento de arco de uma curva regular α : I −→ R
3, a

partir de um dado t0 ∈ I, é:

s(t) =

∫ t0

t0

|α′(t)| dt,

onde

|α′(t)| =
√

(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2

é o comprimento do vetor α′(t). Como α′(t) �= 0, o comprimento de arco s é

uma função diferenciável de t e ds
dt

= |α′(t)|

Definição 4 Seja α : I −→ R
3 uma curva diferenciável parametrizada. A

curva α diz-se parametrizada por comprimento de arco se |α′(t)| = 1

Definição 5 Seja α : I −→ R
3 uma curva parametrizada pelo comprimento

de arco s ∈ I. O número |α′′(s)| = k(s) chama-se curvatura de α em s.

Assim k(s) �= 0, fica bem definido pela equação α′′(s) = k(s)n(s), um

vetor n(s) na direção de α′′(s). Temos também que α′′(s) é normal a α′(s),

pois derivando 〈α′(s), α′〉 = 1 obtemos 〈α′′(s), α′(s)〉 = 0. Dáı n(s) é normal

a α′(s) e é chamado vetor normal em s. Os vetores α′(s) e n(s) determinam

um plano chamado plano osculador em s.
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Para definirmos completamente o triedo de Frenet assumiremos sempre

que k(s) �= 0. Com isso podemos indicar por t(s) = α′(s) o vetor tangente

unitário de α em s. Portanto, t’(s) = k(s)n(s).

O vetor unitário b(s) = t(s) × n(s) é normal ao plano osculador e é

chamado vetor binormal em s. Para determinar b’(s) observamos que b’(s) é

normal a b(s) e

b’(s) = t’(s) × n(s) + t(s) × n’(s),

isto é, b(s) é normal a t(s). Conclúımos, então, que b’(s) é colinear a n(s) e,

assim, podemos escrever:

b’(s) = τ(s)n(s)

onde τ(s) é alguma função.

Observamos que n é normal a b e a t, ou seja, n = b × t, então a derivada

n’ é:

n’(s) = b’(s) × t(s) + b(s) × t’(s) = −τ b(s) − kt(s)

Assim podemos destacar as equações de Frenet:

⎧⎪⎨
⎪⎩

t’ = kn

n’ = −kt − τb

b’ = τ n

Definição 6 Seja α : I −→ R
3 uma curva parametrizada pelo comprimento de

arco s tal que a′′(s) �= 0, s ∈ I. O número τ(s) definido por b’(s) = τ(s)n(s)

é chamado torção de α em s.

Teorema 1 (Teorema Fundamental da Teoria Local das Curvas)

Dadas as funções diferenciáveis k(s) > 0 e τ(s), s ∈ I, existe uma curva

parametrizada regular α : I → R
3 tal que s é o comprimento de arco, k(s)

é a curvatura e τ(s) é a torção de α. Além disso, qualquer outra curva α̃,

satisfazendo as mesmas condições, difere de α por um movimento ŕıgido;

isto é, existe uma transformação linear ortogonal ρ de R
3, com determinante

positivo, e um vetor c tal que α̃ = ρ ◦ α + c

Observação 1 As considerações anteriores demonstram a primeira parte do

teorema, essa que usaremos nos próximos caṕıtulos. O principal ingrediente

da rećıproca é o teorema de existência e unicidade de soluções de equações

diferenciais ordinárias.
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1.1.2
Curvas no espaço de Minkowski-R3

1

Definição 7 (Espaço de Minkowski) O espaço R
3
1, chamado espaço de

Minkowski ou espaço de Lorentz, é definido como o espaço R
3 usual, porém é

dotado do produto interno:

〈X,Y 〉1 = −x1y1 + x2y2 + x3y3

onde X = (x1, x2, x3) e Y = (y1, y2, y3).

Definição 8 Um vetor X é chamado:

tipo-espaço, se 〈X,X〉1 > 0,

tipo-tempo, se 〈X,X〉1 < 0,

tipo-luz ou isotrópico ou vetor nulo, se 〈X,X〉1 = 0

mas X �= 0

Definição 9 Uma curva regular α : I −→ R
3
1 é chamada:

tipo-espaço, se 〈α′, α′〉1 > 0,

tipo-tempo, se 〈α′, α′〉1 < 0,

tipo-luz ou isotrópica ou curva nula, se 〈α′, α′〉1 = 0

Definição 10 O comprimento de arco de uma curva regular tipo-tempo

α : I −→ R
3
1, a partir de um dado t0 ∈ I, é:

s(t) = −
∫ t

t0

|α′(t)| dt,

onde

|α′(t)|1 =
√
−(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2

é o comprimento do vetor α′(t). Como α′(t) �= 0, o comprimento de arco s é

uma função diferenciável de t e ds
dt

= |α′(t)|1.

Definição 11 Seja α : I −→ R
3
1 uma curva tipo-tempo. Diremos que a curva

α é parametrizada pelo comprimento de arco em R
3
1 se |α′(t)|1 = −1.

Definição 12 Seja α : I −→ R
3
1 uma curva tipo-espaço. Diremos que a curva

α é parametrizada pelo comprimento de arco em R
3
1 se |α′(t)|1 = 1.

Definição 13 Seja α : I −→ R
3
1 uma curva tipo-tempo ou tipo-espaço,

parametrizada pelo comprimento de arco s ∈ I. Chamaremos o número

|α′′(s)|1 = k(s) de curvatura de α em s.
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Teorema 2 Se k ≡ 0 então α é uma linha reta.

Nos pontos onde k �= 0, fica bem definido pela equação α′′(s) = k(s)n(s) um

vetor unitário n(s); indicaremos por t(s) = α′ o vetor tangente unitário de α

em s.

Definição 14 Seja e1, e2 e e3, três vetores. Para e1 e e2 temos 〈ei, ei, 〉1 = ±1

e 〈e1, e2, 〉1 = 0, o terceiro vetor é definido por e3 := e1 × e2, portanto

{e1, e2, e3} é uma base ortonormal de R
3
1. Definimos ε, η ∈ {1,−1} por

〈e1, e1, 〉1 = ε, 〈e1, e2, 〉1 = η e 〈e3, e3, 〉1 = −εη. Chamamos e1, e2 e e3 de

t,n, b respectivamente.

Lema 1 Seja v ∈ R
3
1, então

v = ε〈v, t〉1t + η〈v,n〉1n− εη〈v, b〉1b,

isto é, cada vetor em R
3
1 pode ser decomposto de uma única maneira em três

componentes.

Prova: Temos que {t,n,b} é uma base, assim podemos escrever

v = v1t + v2n + v3b

〈v, t〉1 = v1〈t, t〉1 + v2〈n, t〉1 + v3〈b, t〉1

Temos que 〈n, t〉 = 〈b, t〉 = 0, assim:

〈v, t〉1 = εv1

〈v,n〉1 = v1〈t,n〉1 + v2〈n,n〉1 + v3〈b,n〉1
〈v,n〉1 = ηv2

〈v,b〉1 = v1〈t,b〉1 + v2〈n,b〉1 + v3〈b,b〉1
〈v,b〉1 = −εηv3

conclúımos que:

v = ε〈v, t〉1t + η〈v,n〉1n − εη〈v,b〉1b

Definição 15 Seja α uma curva tipo-tempo ou tipo-espaço, parametrizada

pelo comprimento de arco que satisfaz 〈α′′, α′′〉1 �= 0. Assim as equações de
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3, S

2 × R e H
2 × R 13

Frenet são definidas como:

⎧⎪⎨
⎪⎩

t’ = ηkn

n’ = −εkt + εητb

b’ = ητn

Teorema 3 (Teorema Fundamental das Curvas em R
3
1) Dadas as fun-

ções diferenciáveis k(s) > 0 e τ(s), s ∈ I, existe uma curva parametrizada

regular α : I → R
3
1 tal que s é o comprimento de arco, k(s) é a curvatura e

τ(s) é a torção de α.

1.2
Teorias das Superf́ıcies

Definição 16 Um subconjunto S ⊂ R
3 é uma superf́ıcie regular se, para cada

p ∈ S, existe uma vizinhança V de p em R
3 e uma aplicação X : U → V ∩ S

de um aberto U de R
2 sobre V ∩ S ⊂ R

3 tal que:

1. X é de classe C∞;

2. X é um homeomorfismo (ou seja, sua inversa X−1 : V ∩ S → U é

cont́ınua);

3. Para qualquer q ∈ U , a diferencial dXq : R
2 → R

3 é injetiva.

Definição 17 Definimos o espaço tangente a uma superf́ıcie S num ponto

p, que denotamos por TpS, como sendo o conjunto dos vetores tangentes, no

ponto p, das curvas cujo traço esteja em S:

TpS = {α′(0)|α : (−ε, ε) → S é C∞ e α(0) = p}

Definição 18 A primeira forma fundamental de S em p ∈ S é a forma

quadrática Ip : TpS → R
+ definida por Ip(v) = 〈v, v〉p, onde 〈·, ·〉p é a restrição

a TpS do produto usual em R
3. Se X(u, v) for uma parametrização de S e

α(t) = X(u(t), v(t)) uma curva diferenciável, temos

Iα(t)(α
′(t)) = 〈u′(t)Xu + v′(t)Xv, u

′(t)Xu + v′(t)Xv〉α(t)

= Iα(t)(Xu)(u
′(t))2 + 2〈Xu, Xv〉α(t)u

′(t)v′(t) + Iα(t)(Xv)(v
′(t))2

= E(u′(t))2 + 2Fu′(t)v′(t) + G(v′(t))2,
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onde E, F e G são os coeficientes da primeira forma fundamental para a

parametrização X(u, v), definidos por:

E = 〈Xu, Xu〉
F = 〈Xu, Xv〉
G = 〈Xv, Xv〉

Definição 19 Seja S ⊂ R
3 uma superf́ıcie, diremos que S é orientável se

existir uma aplicação diferenciável N : S → S
2 tal que N(p)S seja normal

unitário a S em p, N é chamado aplicação de Gauss de S.

A diferencial dNp de N em p ∈ S é uma aplicação linear de TpS em TN(p)S
2.

Temos que TpS e TN(p)S
2 são o mesmo espaço vetorial pois ambos são o

complementar ortogonal da reta gerada por N , assim dNp pode ser olhada

como uma aplicação linear em TpS.

Proposição 1 A diferencial dNp : TpS → TpS da aplicação de Gauss é uma

aplicação linear auto-adjunta.

Definição 20 O máximo da curvatura normal k1 e o mı́nimo da curvatura

normal k2, são chamados curvaturas principais em p.

Definição 21 Seja p ∈ S e seja dNp : TpS → TpS a diferencial da aplicação

de Gauss. O negativo da metade do traço de dNp é chamado a curvatura média

H de S em p. Em termos das curvaturas principais k1 e k2 temos

H :=
1

2
(k1 + k2)

Definição 22 Seja c uma curva regular em S que passa por p ∈ S, k a

curvatura de c em p, e cos θ = 〈n,N〉, onde n é o vetor normal a c e N é

o vetor normal a S em p. O número kn = k cos θ é chamado a curvatura

normal de c em p.

A diferencial dNp : TpS → TpS por ser uma aplicação auto-adjunta nos

permite associar dNp a uma forma quadrática, assim temos a seguinte definição:

Definição 23 A forma quadrática IIp, definida em TpS por IIp(v) =

−〈dNp(v), v〉, é chamada a segunda forma fundamental de S em p.

Dada uma parametrização X(u, v) em um ponto p ∈ S de uma superf́ıcie

S, seja α(t) = X(u(t), v(t)) uma curva parametrizada em S, com α(0) = p,

vamos considerar que todas funções abaixo têm seus valores no ponto p.
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Observamos que α′ = Xuu
′ + Xvv

′ e

dN(α′) = N ′(u(t), v(t)) = Nuu
′ + Nvv

′.

Como Nu e Nv pertencem a TpS, escrevemos

Nu = a11Xu + a21Xv, (1-1)

Nv = a12Xu + a22Xv, (1-2)

e assim,

dN(α′) = (a11u
′ + a12v

′)Xu + (a21u
′ + a22v

′)Xv;

logo,

dN

(
u′

v′

)
=

(
a11 a12

a21 a22

)
=

(
u′

v′

)

Portanto na base {Xu, Xv}, dN é dada pela matriz (aij), i, j = 1, 2.

Notamos que essa matriz não é necessariamente simétrica, a não ser que

{Xu, Xv} seja uma base ortonormal.

Por outro lado, a expressão da segunda forma fundamental na base

{Xu, Xv} é dado por

IIp = −〈dN(α′), α′〉 = −〈Nuu
′ + Nvv

′, Xuu
′ + Xvv

′〉
= e(u′)2 + 2fu′v′ + g(v′)2,

onde e, f e g são os coeficientes da segunda forma fundamental nas coordenadas

(u,v); agora já que 〈N,Xu〉 = 〈N,Xv〉 = 0,

e = −〈Nu, Xu〉 = 〈N,Xuu〉,
f = −〈Nv, Xu〉 = 〈N,Xuv〉 = 〈N,Xvu〉 = −〈Nu, Xv〉
g = −〈Nv, Xv〉 = 〈N,Xvv〉.

Vamos agora determinar a matriz (aij), i, j = 1, 2 em termos de e, f, g. As

entradas da matriz são determinadas pelas igualdades (1-1) e (1-2). Formando

o produto interno de cada uma dessas igualdades com Xu e Xv obtemos:

f = −a11F − a21G,

f = −a12E − a22F,

e = −a11E − a21F,

g = −a12F − a22G,
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que sob a forma de matricial escrevemos

(
e f

f g

)
= −

(
a11 a21

a12 a22

)(
E F

F G

)

ou seja, (
a11 a21

a12 a22

)
= −

(
e f

f g

)(
E F

F G

)−1

donde, (
a11 a21

a12 a22

)
= −

(
e f

f g

)
1

EG − F 2

(
G −F

−F E

)
(1-3)

Calculando o traço de (1-3) temos:

H = Tr

(
a11 a21

a12 a22

)
=

1

EG − F 2
Tr

(
e f

f g

)
Tr

(
G −F

−F E

)
=

1

2

eG − 2fF + gE

EG − F 2
,

isto é,

H =
1

2

eG − 2fF + gE

EG − F 2

Definição 24 Uma superf́ıcie parametrizada regular é chamada mı́nima se a

sua curvatura média é identicamente nula.

Observação 2 Seja S uma superf́ıcie mı́nima, temos que H ≡ 0, mas

H = 1
2
(k1 + k2), assim k1 = −k2

Vamos entender o emprego da palavra mı́nima para tais superf́ıcies, assim

vamos introduzir a noção de variação. Seja X : U ⊂ R
2 → R

3 uma superf́ıcie

parametrizada regular, escolhemos um domı́nio limitado D ⊂ U e uma função

diferenciável h : D̄ → R, onde D̄ é a união do domı́nio D e sua fronteira ∂D.

A variação normal de X(D̄), determinada por h, é a aplicação dada por:

ϕ : D̄ × (−ε, ε) → R
3

ϕ(u, v, t) = X(u, v) + th(u, v)N(u, v), (u, v) ∈ D, t ∈ (−ε, ε).

Para cada t ∈ (−ε, ε) fixado, a aplicação X t : D → R
3 dada por

X(u, v) = ϕ(u, v, t)
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é uma superf́ıcie parametrizada com

∂xt

∂u
= Xu + thNu + thuN ,

∂xt

∂v
= Xv + thNv + thvN .

Assim, denotamos por Et, F t, Gt os coeficientes da primeira forma fundamental

de X t, obtemos:

Et = E + th(〈Xu, Nu〉 + 〈Xu, Nu〉) + t2h2〈Nu, Nu〉 + t2huhu

F t = F + th(〈Xu, Nv〉 + 〈Xv, Nu〉) + t2h2〈Nu, Nv〉 + t2huhv

Gt = G + th(〈Xv, Nv〉 + 〈Xv, Nv〉) + t2h2〈Nv, Nv〉 + t2hvhv

Utilizando o fato de que

〈Xu, Nu〉 = −e, 〈Xu, Nv〉 + 〈Xv, Nu〉 = −2f , 〈Xv, Nv〉 = −g,

e que a curvatura média H é dada por

H =
1

2

Eg − 2Ff + Ge

EG − F 2

obtemos

EtGt − (F t)2 = EG − F 2 − 2th(Eg − 2Ff + Ge) + R

= (EG − F 2)(1 − 4thH) + R

onde lim
t→0

R

t
= 0

Temos então que ε é suficientemente pequeno, X t é uma superf́ıcie

parametrizada regular. Além disso a área A(t) de X t(D̄) é

A(t) =

∫
D

√
EtGt − (F t)2dudv

=

∫
D̄

√
1 − 4thH + R̄

√
EG − F 2dudv,

onde R̄ = R/(EG− F 2). Assim, se ε é pequeno, A é uma função diferenciável

e a sua derivada em t = 0 é

A′(0) = −
∫

D̄

2hH
√

EG − F 2dudv

Agora podemos justificar o emprego da palavra mı́nima para superf́ıcies
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com curvatura média nula.

Proposição 2 Seja X : U → R
3 uma superf́ıcie parametrizada regular e seja

D ⊂ U um domı́nio limitado em U . Então X é mı́nima se e somente se

A′(0) = 0 para todo D̄ e toda variação normal de X(D̄).

Assim, qualquer região limitada X(D̄) de uma superf́ıcie mı́nima é um

ponto cŕıtico para a função área de qualquer variação normal de X(D̄).

Devemos notar que esse ponto cŕıtico pode não ser um mı́nimo e que isso

faz o uso da palavra mı́nima um pouco estranha, porém esta terminologia é

consagrada pelo uso.

Definição 25 Vamos definir em R
3:

ē = 〈Xu × Xv, Xuu〉 = (Xu, Xv, Xuu)

f̄ = 〈Xu × Xv, Xuv〉 = (Xu, Xv, Xuv)

ḡ = 〈Xu × Xv, Xvv〉 = (Xu, Xv, Xvv)

H̄ = ēG − 2f̄F + ḡE

Onde o vetor normal de uma superf́ıcie parametrizada X(u, v) é Xu × Xv

Lema 2 H anula-se se e somente se H̄ anula-se.

Prova: Temos que H =
1

2

eG − 2fF + gE

EG − F 2
, como e =

(Xu, Xv, Xuu)

|Xu × Xv| e

ē = (Xu, Xv, Xuu), logo ē = |Xu × Xv|e e analogamente f̄ = |Xu × Xv|f e

ḡ = |Xu × Xv|g. Assim H =
1

2

ēG − 2f̄F + ḡE

EG − F 2
, mas H̄ = ēG − 2f̄F + ḡE,

portanto H =
H̄

2(EG − F 2)
3
2

.

Corolário 1 A superf́ıcie é mı́nima se e somente se H̄ ≡ 0.

Observação 3 Agora sempre usaremos a notação ē, f̄ , ḡ e H̄.
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1.2.1
Superf́ıcies em uma Variedade Riemaniana

Definição 26 Uma variedade diferenciável de dimensão n é o conjunto M

junto com uma famı́lia (Mi)i∈I de subconjuntos tais que:

1. M =
⋃

i∈I Mi

2. Para todo i ∈ I existe uma aplicação injetiva ϕi : Mi → R
n tal que

ϕi(Mi) é aberto em R
n

3. Para Mi ∩ Mj �= φ, ϕ(Mi ∩ Mj) é aberto em R
n, e a composição

ϕj ◦ ϕ−1
i : ϕi(Mi ∩ Mj) → ϕj(Mi ∩ Mj)

é diferenciável para i, j arbitrários.

Observação 4 A partir de agora quando nos referirmos a M , variedade de

dimensão n, escreveremos apenas Mn.

Definição 27 Seja M uma variedade diferenciável. Uma aplicação diferenci-

ável α : (−ε, ε) → M é chamada uma curva diferenciável em M . Suponhamos

que α(0) = p ∈ M , e seja F o conjunto das funções de M diferenciáveis em

p. A função α′(0) : F → R dada por

α′(0)f =
d(f ◦ α)

dt

∣∣∣∣∣
t=0

, f ∈ F .

é o vetor tangente à curva α em t = 0. Um vetor tangente em p é o vetor

tangente em t = 0 de alguma curva α(−ε, ε) → M com α(0) = p. Indicamos

o conjuntos de vetores tangentes a M em p por TpM .

Definição 28 Sejam Mn e Nn variedades diferenciáveis. Chamamos de

imersão a aplicação diferenciável ϕ : M → N se dϕp : TpM → Tϕ(p)N é

injetiva para todo p ∈ M . Além disso se ϕ é homeomorfismo sobre ϕ(M) ⊂ N ,

onde ϕ(M) tem a topologia induzida por N , diz-se que ϕ é um mergulho. Se

M ⊂ N é um mergulho, diz-se que M é uma subvariedade de N .

Definição 29 O conjunto

S
2 = {(x1, x2, x3) ∈ R

3|x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1}

é chamado a esfera em R
3.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510525/CA



Superf́ıcies Ḿınimas Ćıclicas em R
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Definição 30 O conjunto

H
2 = {(x1, x2, x3) ∈ R

3
1| − x2

1 + x2
2 + x2

3 = −1, x1 > 0},

munido da restrição do produto interno 〈 , 〉1 é chamado modelo do hiper-

bolóide do plano hiperbólico.

Teorema 4 A restrição de 〈 , 〉1 a H
2 é positiva, isto é, (H2, 〈 , 〉1) é uma

superf́ıcie riemanniana.

Exemplos de variedades de dimensão 3

- S
2 × R com métrica induzida de R

4 = R
3 × R.

- H
2 × R com métrica induzida de R

4
1 = R

3
1 × R.

Definição 31 Seja X : U → S
2 × R uma parametrização local de uma

superf́ıcie S de S
2 × R, e N um vetor normal não nulo à superf́ıcie. Vamos

definir:

ē = 〈N, Xuu〉
f̄ = 〈N, Xuv〉
ḡ = 〈N, Xvv〉

H̄ = ēG − 2f̄F + ḡE

Definição 32 Seja X : U → H
2 × R uma parametrização local de uma

superf́ıcie S de H
2 × R, e N um vetor normal não nulo à superf́ıcie. Vamos

definir:

ē = 〈N, Xuu〉1
f̄ = 〈N, Xuv〉1
ḡ = 〈N, Xvv〉1

H̄ = ēG − 2f̄F + ḡE

Proposição 3 S é mı́nima se e somente se H̄ = 0.
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2
Caracterização das Superf́ıcies Ḿınimas Ćıclicas em R

3

Nesse caṕıtulo estamos interessados nas superf́ıcies folheadas por curvas

de curvatura constante, ou seja, retas e ćırculos. Inicialmente apresentaremos

as superf́ıcies mı́nimas regradas que podem ser vistas como um caso limite de

ćıclicas no sentido que uma linha reta tem k = 0, ou seja, “raio infinito” em

seguida daremos uma caracterização das superf́ıcies mı́nimas ćıclicas. Parte

desses resultados encontra-se em [NI1].

2.1
Superf́ıcies Regradas: O Helicóide

Em R
3 pode-se demonstrar que as únicas superf́ıcies regradas que

também são mı́nimas são o plano e o helicóide, confira [DC1].

O helicóide é uma superf́ıcie gerada por uma reta que gira em um plano

horizontal que esta subindo; localmente ela pode ser parametrizada por:

Xab : R × R −→ R
3

(u, v) 
−→ (v cos au, v sen au, bu)

onde a �= 0 e b �= 0.

O plano por sua vez aparece como dois casos limites do helicóide:

a) Xa0 - Reta girando sem subir, onde a �= 0: plano horizontal

b) X0b - Reta subindo sem girar, onde b �= 0: plano vertical

Figura 2.1: O Helicóide
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2.2
Superf́ıcies Ḿınimas de Revolução: O Catenóide

Seja uma superf́ıcie de revolução, localmente ela pode ser parametrizada

por:

X : I × (0, 2π) −→ R
3

(u, v) 
−→ (R(u) cos v,R(u) sen v, u)

onde I é um intervalo e R : I −→ R, assim temos as primeiras derivadas de

X:

Xu = (R′ cos v,R′ sen v, 1),

Xv = (−R sen v,R cos v, 0),

E a primeira forma fundamental:

E = (R′)2 + 1

F = 0

G = R2

Agora calcularemos as segundas derivadas parciais de X:

Xuu = (R′′ cos v,R′′ sen v, 0)

Xuv = (−R′ sen v,R′ cos v, 0)

Xvv = (−R cos v,−R sen v, 0)

Precisamos calcular o vetor normal:

Xu × Xv = (−R cos v,−R sen v,RR′),

|Xu × Xv| =
√

R2(1 + (R′)2) = R
√

1 + (R′)2,

e finalmente temos então N:

N =
Xu × Xv

|Xu × Xv| =
(− cos v,− sen v,R′)√

1 + (R′)2
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Com as segundas derivadas parciais de X e seu vetor normal obtemos a segunda

forma fundamental:

e = 〈Xuu,N〉 =
−R′′√

1 + (R′)2

f = 〈Xuv,N〉 = 0

g = 〈Xvv,N〉 =
R√

1 + (R′)2

Como estamos interessados nas superf́ıcies mı́nimas,

H =
1

2

eG − 2fF + Eg

EG − F 2
= 0 ⇐⇒ eG + Eg = 0

pois f = 0, assim

eG + Eg = −R′′R2 + R((R′)2 + 1) = 0

−R′′R2 + R(R′)2 + R = 0

Dividindo por R, temos:

−R′′R + (R′)2 + 1 = 0

que reescrevemos fica:

RR′′ = 1 + (R′)2

para resolver essa equação vamos multiplica-lá por R′, assim

R′R′′

1 + (R′)2
=

R′

R
=⇒

∫
R′dR′

1 + (R′)2
=

∫
dR

R

resolvendo essas integrais temos

1

2
ln(1 + (R′)2) = ln(R) + c′

e portanto,

√
1 + (R′)2 = cR c = ec′ é positivo e c′ é qualquer,

logo,

1 + (R′)2 = c2R2

(R′)2 = c2R2 − 1
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3, S

2 × R e H
2 × R 24

agora podemos ter a expressão de R explicitamente:

R′ =
√

c2R2 − 1 =⇒ R(u) =
1

c
cosh cu

Assim temos X(u, v) = (1
c
cosh cu cos v, 1

c
cosh cu sen v, u). Vários valores do

parâmetro c correspondem a dilatações da mesma superf́ıcie, portanto existe

uma única superf́ıcie de revolução mı́nima, o catenóide.

Figura 2.2: O Catenóide

2.3
Superf́ıcies Ćıclicas com Ćırculos Horizontais: Exemplos de Riemann

Seja agora uma superf́ıcie folheada por ćırculos, todos paralelos. Sem

perda de generalidade podemos assumir que todos os planos são horizontais.

Portanto essa superf́ıcie pode ser parametrizada localmente por:

X : I × S
1 −→ R

3

(u, v) 
−→ (a(u) + R(u) cos v, b(u) + R(u) sen v, u),

onde (a(u), b(u)) é a projeção dos centros dos ćırculos que geram a

superf́ıcie e R(u) é o raio de um ćırculo, para cada u. Vamos provar que a

curva determinada pelos centros dos ćırculos é uma reta.

Determinaremos a primeira e a segunda forma fundamental de X(u, v).

Vamos determinar as primeiras derivadas de X, para podermos calcular

a primeira forma fundamental:

Xu(u, v) = (a′ + R′ cos v, b′ + R′ sen v, 1)

Xu(u, v) = (−R sen v,R cos v, 0)
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Agora podemos determinar a primeira forma fundamental:

E = 〈Xu, Xu〉 = (a′)2 + (b′)2 + (R′)2 + 2R′(a′ cos v + b′ sen v) + 1

F = 〈Xu, Xv〉 = R(b′ cos v − a′ sen v)

G = 〈Xv, Xv〉 = R2

A seguir temos as derivadas segundas:

Xuu(u, v) = (a′′ + R′′ cos v, b′′ + R′′ sen v, 0)

Xvv(u, v) = (−R cos v,−R sen v, 0)

Xuv(u, v) = (−R′ sen v,R′ cos v, 0)

Então podemos encontrar os coeficientes ē, f̄ , ḡ da segunda forma fundamental

de X:

ē = −R(b′′ sen v + a′′ cos v) − RR′′

f̄ = 0

ḡ = R2

Agora calcularemos H̄, temos então:

H̄ = − R3(b′′ sen v + a′′ cos v) − R3R′′+

R2[(a′)2 + (b′)2 + (R′)2 + 2R′(a′ cos v + b′ sen v) + 1]

Dividindo por R2, pois R �= 0, temos:

H̄ = − R(b′′ sen v + a′′ cos v) − RR′′ + (a′)2 + (b′)2 + (R′)2+

2R′(a′ cos v + b′ sen v) + 1

Colocando o cosseno e seno em evidência teremos:

H̄ = (−Rb′′+2R′b′) sen v+(−Ra′′+2R′a′) cos v+(a′)2+(b′)2+(R′)2−RR′′+1

Como H̄ = 0 e chamando b1 = −Rb′′ + 2R′b′ e a1 = −Ra′′ + 2R′a′, fazemos:

b1 = 0 ⇒ −Rb′′ + 2R′b′ = 0 ⇒ b′′ =
2R′b′

R

a1 = 0 ⇒ −Ra′′ + 2R′a′ = 0 ⇒ a′′ =
2R′a′

R
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Seja a curva plana γ(u) = (a(u), b(u)), γ′(u) = (a′(u), b′(u)) e γ′′(u) = (a′′, b′′).

Logo:

γ′′ × γ′ = a′′b′ − a′b′′ =
2R′a′b′

R
− 2R′b′a′

R
= 0

Então a curvatura k(s) = γ′′×γ′
|γ′|3 = 0 de γ é zero e portanto γ é uma

linha reta, podemos então supor que γ percorre o eixo x, ou seja, b ≡ 0. Assim

temos: {
−Ra′′ + 2R′a′ = 0

−RR′′ + (R′)2 + (a′)2 + 1 = 0
(2-1)

e da primeira equação de (2-1):

a′′

a′ = 2
R′

R

integramos ambos os lados:

∫
da′

a′ = 2

∫
dR

R

assim

a′ = λR2

onde λ é uma constante real positiva, agora podemos reescrever a segunda

equação de (2-1) da seguinte maneira:

−RR′′ + (R′)2 + 1 + λ2R4 = 0

que dividindo por −R pode ser reescrita assim:

R′′ − (R′)2 + 1

R
− λ2R3 = 0 (2-2)

Observação 5 Se λ = 0 a função a é constante, ou seja, os centros se

projetam num único ponto, a superf́ıcie sendo de revolução, reencontramos

o caso do catenóide. Se λ �= 0 as superf́ıcies são chamadas exemplos de

Riemann.

Considere agora a seguinte expressão:

E(R(u), R′(u)) = ((R′)2 + 1)A(R) + B(R)

derivando E obtemos:

dE

du
(R(u), R′(u)) = 2R′′R′A +

dA

dR
R′((R′)2 + 1) + R′dB

dR
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dividindo por 2AR′ temos

dE

du
= R′′ +

AR((R′)2 + 1)

2A
+

BR

2A

onde AR = dA
dR

e BR = dB
dR

, vamos escolher A e B de forma que
dE

du
= 0, ou

seja, E é uma integral primeira de (2-2):

AR

2A
= − 1

R
=⇒ AR = −2A

R

logo,

A =
1

R2

e

BR = −λ2R32A

como A = − 1
R2 temos:

BR = −2λ2R

Assim B = −R2. Com isso podemos reescrever E:

E =
(R′)2 + 1

R2
− λ2R2

Agora para uma análise dessa expressão fazemos E igual a uma constante e

traçamos o gráfico dessas curva para diferentes valores de E e para λ = 0, que

é o caso do catenóide, como podemos ver na figura abaixo:

R’

R

Abaixo fazemos a mesma análise, mas para λ �= 0, caso dos exemplos de
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Riemann.

R’

R

Agora vamos mostrar que se R(u) é uma solução da equação (2-2)λ, para

λ > 0, uma dilatação conveniente de R(u) é solução da equação (2-2)1. Com

efeito seja R1(u) uma solução de (2-2)1 e Rμ = 1
μ
R1(

1
μ
). Temos então:

R′′
μ − (R′

μ)2 + 1

Rμ

− λ2R3
μ =

1

μ
R′′

1 −
(R′

1)
2 + 1

μR1

− λ2μ3R3
1

=
1

μ
[R′′

1 −
(R′

1)
2 + 1

R1

− λ2μ4R3
1].

Portanto escolhendo μ = 1√
λ

deduzimos que R1/
√

λ é solução (2-2)λ se e somente

se R1 é solução de (2-2)1. Em conclusão os exemplos de Riemann formam

uma famı́lia a um parâmetro (módulo dilatações). Assim em seguida fixaremos

λ = 1.

Observamos que sobre toda curva integral, R admite um mı́nimo que

denotaremos por R0 e que cada curva tem dois fins, onde R tende ao infinito.

Sem perda de generalidade suponhamos que R(0) = R0. Vamos mostrar que

R tende a infinito em tempo finito. Considerando a parte da curva integral em

que R′ é positiva, temos que R(u) é crescente, então existe a função inversa,

que denotamos por u(R), definida sobre o intervalo [R0,∞). Antes vamos ver

o comportamento de u(R) quando R → R0:

u(R) =

∫ R

R0

du

dR
dR =

∫ R

R0

dR√
R4 + ER2 − 1

observamos que essa última integral é imprópria em R0, uma vez que√
R4

0 + ER2
0 − 1 = 0, mas é bem definida, pois

√
R4 + ER2 − 1 ∼

√
R − R0 com R → R0
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e a integral imprópria

∫ 1

0

dx√
x

converge, com efeito, seja f(R) =√
R4

0 + ER2 − 1, isto é, f(R) = (R2 − X1)(R
2 − R2

0) onde R2
0 e X1 são

as ráızes distintas do polinômio quadrático P (X) = X2 + EX − 1.

Calculamos f ′(R0) = 2R0(R
2
0 − X) �= 0, então pela fórmula de Taylor:

f(R) = f(R0) + (R − R0)f
′(R0) + o(R − R0),

mas f(R0) = 0, logo podemos reescrever u(R):

∫ R

R0

dR√
f(R)

=

∫ R

R0

dR√
(R − R0)f ′(R0) + o(R − R0)

assim, ∫ R

R0

dR√
f(R)

∼ 1√
f ′(R0)

∫ R

R0

dR√
R − R0

< ∞

Agora podemos calcular lim
R→∞

u(R).

Tome
u(R) =

∫ R

R0

du

dR
dR =

∫ R

R0

dR√
R4 + ER2 − 1

(2-3)

Como
1√

R4 + ER2 − 1
<

1

R2
e lim

R→∞

∫
1

R2
< ∞,

conclúımos que a integral (2-3) converge, isto é, existe u∞ < ∞ tal que

lim
R→∞

u(R) = u∞.

Para R′ < 0, a situação é simétrica com respeito ao plano horizontal u = 0.

assim a superf́ıcie está limitada por dois planos horizontais.

Agora temos que a′(u) = R2(u), logo

a(u) =

∫ u

0

R2(u)du

mas du =
dR

dR

du

, assim

a(R) =

∫ R

R0

dR√
1 +

E

R2
− 1

R4

com isso obtemos que lim
R→∞

a(R)

R
= 1, então lim

R→∞
a(R) − R < ∞.

Conclúımos que quando u → u∞, o raio dos ćırculos tende ao infinito enquanto

um dos dois pontos de interseção dos ćırculos com o eixo x converge. Portanto

a posição limite dos ćırculos quando z = u → u∞ é uma reta horizontal

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510525/CA
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perpendicular ao eixo x. Por simetria, a posição limite quando z = u → −u∞
é também uma reta horizontal perpendicular ao eixo x. Aplicando o prinćıpio

de reflexão de Schwarz, cf. em [NI1], podemos refletir a superf́ıcie com respeito

a estas duas retas; iterando o processo obtemos uma superf́ıcie periódica,

invariante por um grupo de translações.

Figura 2.3: O Exemplo de Riemann

2.4
Superf́ıcies ḿınimas ćıclicas em R

3: O caso geral

Seja uma superf́ıcie ćıclica S, denotaremos por R(u) o raio de cada ćırculo

e por z(u) a posição de cada ćırculo e seja {y1, y2} uma base ortonormal do

plano, seja agora N o vetor normal aos planos que contém cada ćırculo, tal que,

{y1, y2,N} é uma base ortonormal de R
3. Portanto S pode ser parametrizada

por:

X : I × S
1 −→ R

3

(u, v) 
−→ z(u) + R(u) cos vy1(u) + R(u) sen vy2(u)

Queremos provar que se a superf́ıcie é mı́nima, então esses ćırculos são

todos horizontais, para isso enunciamos o teorema:

Teorema 5 Seja uma superf́ıcie mı́nima folheada por ćırculos, então todos os

ćırculos são paralelos.

Prova: A prova que se encontra em [NI1] será feita por contradição, então

agora assuma N não constante, isto é, N’ �= 0. Então o vetor N é paralelo ao

vetor t, tangente a alguma curva parametrizada pelo comprimento de arco e

temos n vetor normal e b binormal a essa curva. Vamos assumir os vetores y1

e y2 como os vetores n e b. Seja a curvatura e a torção da curva: k > 0 e τ ,

respectivamente, e seja z’ = αt + βn + γb. Então:

X(u, v) = z(u) + R(u) cos vn(u) + R(u) sen vb(u)
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A seguir determinamos as derivadas primeiras de X usando as equações de

Frenet.

Xu(u, v) = z′ + R cos vn + R cos vn’ + R′ sen vb + R sen vb’

Xu(u, v) = αt + βn + γb + R′ cos vn − Rk cos vt

−Rτ cos vb + R′ sen vb + Rτ sen vn

Assim temos,

Xu(u, v) = (α − kR cos v)t + (β + R′ cos v + τR sen v)n

+(γ − τR cos v + R′ sen v)b

e também

Xv(u, v) = −(R sen v)n + (R cos v)b,

com isso podemos calcular a primeira forma fundamental:

E = α2 − 2Rαk cos v + R2k2 cos2 v + β2 + 2R′β cos v +

2Rβτ sen v + R2τ 2 + γ2 + 2R′γ sen v − 2Rγτ cos v + (R′′)2

F = −R(β sen v + Rτ − γ cos v)

G = R2

Agora para calcular a segunda forma fundamental vamos precisar das segundas

derivadas de X:

Xuu(u, v) = (α′ − 2R′k cos v − Rk′ cos v − βk − kRτ sen v)t +

(β′ + αkRk2 cos v + R′′ cos v + 2R′τ sen v + Rτ ′ sen v + γτ − Rτ 2 cos v)n +

(γ′ − βτ − 2R′τ cos v − Rτ 2 sen v + R′′ sen v − Rτ ′ cos v)b

Xuv(u, v) = (Rk sen v)t + (−R′ sen v + Rτ cos v)n + (R′ cos v + Rτ sen v)b

Xvv(u, v) = (−R cos v)n + (−R sen v)b
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Então determinamos a segunda forma fundamental:

ē = −R(2kRτβ sen v cos v + Rk′γ cos v sen v − 2Rkγτ cos2 v + 2R′kγ cos v sen v

−αRτ 2 − RkR′′ cos v + R2kτ 2 cos v + kRτγ + Rk′R′ cos v − α′R′ + αR′′ +

βkR′ + 2(R′)2k cos v + kRτR′ sen v − Rkγ′ cos v sen v − Rkβ′ cos2 v +

2R′kβ cos2 v + βkγ sen v + αγτ cos v − αβτ sen v + Rβk′ cos2 v

−2αRk2 cos2 v + αβ′ cos v + α2k cos v − α′γ sen v − α′β cos v +

β2k cos v + αγ′ sen v + R2k3 cos3 v)

f̄ = R2(kβ sen v cos v + kγ − kγ cos2 v + kR′ sen v − ατ + Rkτ cos v)

ḡ = −R2(−α + Rk cos v)

Temos H̄ = Eḡ − 2F f̄ + Gē = 0, então:

H̄ =
R3

2
[5αk2R + β′kR − βk′R − 6βkR′] cos 2v − 1

2
kR3[k2R2 + β2 − γ2] cos 3v

−R2

2
[3R3k3 + 3Rβ2k + 8Rα2k − 2Rα′β + 6(R′)2Rk + 2Rαβ′ + 2R2k′R′ + 2Rγτα

−4R′βα − 2R2kR′′ + 3Rγ2k] cos v − βγkR3 sen 3v

−R2

2
[−2Rβτα − 2Rα′γ − 4R′γα − 2R2kτR′ + 2Rαγ′] sen v +

R3

3
[γ′kR − γk′R − 6γkR′] sen 2v − R2

2
[−5R2αk2 + R2k′β

−2β2α − 2(R′)2α + 2RαR′′ − 2Rα′R′ − 2R2kτγ − 2α3 + 4RβkR′ − 2γ2α − R2kβ′]

H̄ = a3 cos 3v + b3 sen 3v + a2 cos 2v +

b2 sen 2v + a1 cos v + b1 sen v + a0 (2-4)

Onde:

a3 = −kR3

2
[k2R2 + β2 − γ2]

b3 = −βγkR3

a2 =
R3

2
[5αk2R + β′kR − βk′R − 6βkR′]

b2 =
R3

3
[γ′kR − γk′R − 6γkR′]

a1 = −R2

2
[3R3k3 + 3Rβ2k + 8Rα2k − 2Rα′β + 6(R′)2Rk + 2Rαβ′ +

2R2k′R′ + 2Rγτα − 4R′βα − 2R2kR′′ + 3Rγ2k]

b1 = −R2

2
[−2Rβτα − 2Rα′γ − 4R′γα − 2R2kτR′ + 2Rαγ′]

a0 = −R2

2
[−5R2αk2 + R2k′β − 2β2α − 2(R′)2α + 2RαR′′ − 2Rα′R′

−2R2kτγ − 2α3 + 4RβkR′ − 2γ2α − R2kβ′]
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Temos que R > 0 e k > 0, logo:

b3 = 0 =⇒ βγ = 0, então β = 0 ou γ = 0

a3 = 0, vamos considerar β = 0, pois se γ = 0 teŕıamos k2R2 + β > 0 o que é

absurdo, uma vez que a3 = 0, logo −γ2 + k2R2 = 0 ⇒ γ2 = k2R2

a2 = 0 =⇒ 5αk2R = 0, pois β = 0, R > 0, k > 0; logo α = 0.

Temos agora:

b2 = 0 =⇒ 6γkR′ = γ′kR − γk′R =⇒ γ(6kR′ + k′R) = γ′kR (2-5)

mas
γ2 = k2R2 ⇒ γ = ±kR (2-6)

que derivando obtém-se:

γ′ = ±(k′R + kR′), (2-7)

e substituindo (2-6) e (2-7) em (2-5) temos:

±kR(6kR′ + k′R) = ±(k′R + kR′)kR,

podemos simplificar R e k portanto

6kR′ + k′R = k′R + kR′ (2-8)

temos que 6kR′ = kR′ e como k �= 0 ⇒ R′ = 0. Substituindo R > 0, R′ = 0,

k > 0, α = β = 0 e γ2 = k2R2 em (2-4) temos que:

a3 = 0, b3 = 0, a2 = 0, b2 = 0, b1 = 0.

Atribuindo em a1 os valores R′ = 0, α = β = 0, obtemos:

a1 = −3

2
R5k3 − 3

2
R3γ2k = 0

Como γ2 = k2R2, podemos escrever a1 desta maneira:

−3R5k3 − 3R3k2R2k = 0 ⇒ −3R5k3 − 3R5k3 = 0 ⇒ −6R5k3 = 0

Sabemos que R �= 0, então k = 0 o que é uma contradição.

Logo N é constante.

2.5
Conclusão

Após toda essa discussão podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 6 As únicas superf́ıcies mı́nimas ćıclicas em R
3 são o catenóide e

os exemplos de Riemann.
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3, S

2 × R e H
2 × R 34

Observação 6 Os exemplos de Riemann admitem uma outra descrição, mais

clássica, em termos da representação de Weierstrass e de funções eĺıpticas.

Com essas ferramentas pode-se mostrar que os exemplos de Riemann são

superf́ıcies completas, com curvatura total finita e de tipo conforme retangular.

Confira em [HM] e [EN].
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3
Caracterização das Superf́ıcies Ḿınimas Ćıclicas em S

2 × R

3.1
Exemplos de superf́ıcies ḿınimas ćıclicas folheadas por grandes ćırculos

Em R
3 t́ınhamos as retas como geodésicas, mas em S

2 ×R as geodésicas

são os grandes ćırculos de uma esfera, com isso apresentaremos a seguir uma

série de exemplos de superf́ıcies mı́nimas folheadas por grandes ćırculos.

3.1.1
A Esfera

Seja S a esfera em S
2 × R parametrizada localmente por:

X : S
1 × S

1 −→ S
2 × R

(u, v) 
−→

⎛
⎜⎝
⎛
⎜⎝

cos v

sen v cos u

sen v sen u

⎞
⎟⎠ , 0

⎞
⎟⎠

S é totalmente geodésica (isto é, a segunda forma fundamental anula-se)

portanto ela é mı́nima.

3.1.2
O Cilindro

Seja o produto de um grande ćırculo por R em S
2×R, ele é parametrizado

por:

X : R × S
1 −→ S

2 × R

(u, v) 
−→

⎛
⎜⎝
⎛
⎜⎝

cos v

sen v

0

⎞
⎟⎠ , u

⎞
⎟⎠

S é o produto de uma curva geodésica por R, então ela é totalmente geodésica,

logo S é mı́nima.
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3.1.3
O Helicóide

Seja S, o helicóide em S
2 × R parametrizado localmente por:

Xab : R × S
1 −→ S

2 × R

(u, v) 
−→

⎛
⎜⎝
⎛
⎜⎝

cos v

sen v cos au

sen v sen au

⎞
⎟⎠ , bu

⎞
⎟⎠

Apresentaremos agora dois casos limites do helicóide:

a) Xa0 - ćırculo gira e não sobe, obtemos assim a esfera S
2×{0} ⊂ S

2×R.(cf.

seção 3.1.1)

b) X0b - ćırculo sobe e não gira, obtemos o cilindro.(cf. seção 3.1.2)

Vamos provar que essa superf́ıcie é mı́nima em S
2×R, para isso temos a seguir

as derivadas primeiras de Xab(u, v), que para simplificar vamos chamar apenas

de X(u, v)

Xu = (0,−a sen v sen au, a sen v cos au, b)

Xv = (− sen v, cos v cos au, cos v sen au, 0)

temos assim a primeira forma fundamental:

E = a2 sen2 v + b2

F = 0

G = 1

Abaixo temos as derivadas segundas de X:

Xuu = (0,−a2 sen v cos au,−a2 sen v sen au, 0)

Xuv = (0,−a cos v sen au, a cos v cos au, 0)

Xvv = (− cos v,− sen v cos au,− sen v sen au, 0)

Seja o vetor

N = (0,−a sen v sen au, a sen v cos au, t)
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onde t é escolhido de maneira que N seja normal a superf́ıcie, então os

coeficientes em relação a N da segunda forma fundamental são:

ē = 0

f̄ = a2 sen v cos v

ḡ = 0

Portanto temos que H̄ = 0, logo pela proposição 3 temos que essa superf́ıcie é

mı́nima.

3.2
O Catenóide

Seja uma superf́ıcie de S
2×R folheada por ćırculos paralelos de S

2, pode-

mos considera-los horizontais, portanto podemos parametriza-lá localmente

como:

X : R × S
1 −→ S

2 × R

(u, v) 
−→

⎛
⎜⎝
⎛
⎜⎝

cos θ(u)

sen θ(u) cos v

sen θ(u) sen v

⎞
⎟⎠ , u

⎞
⎟⎠

Novamente vamos definir:

Y (u, v) = (cos θ(u), sen θ(u) cos v, sen θ(u) sen v)

Assim temos:

X(u, v) = (Y (u, v), u)

Com isso calculamos as derivadas primeiras de Y(u,v):

Yu = (−θ′ sen θ, θ′ cos θ cos v, θ′ cos θ sen v)

Yv = (0,− sen θ sen v, sen θ cos v)

Primeira Forma Fundamental:

E = 1 + (θ′)2

F = 0

G = sen2 θ
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Agora determinamos as derivadas segundas de Y :

Yuu = (−θ′′ sen θ − (θ′)2 cos θ, θ′′ cos θ cos v − (θ′)2 sen θ cos v, θ′′ cos θ sen v

−(θ′)2 sen θ sen v)

Yuv = (0,−θ′ cos θ sen v, θ′ cos θ cos v)

Yvv = (0,− sen θ cos v,− sen θ sen v)

Agora precisamos, para calcular a Segunda Forma Fundamental, de

algum vetor N normal a superf́ıcie, uma vez que não precisamos de um vetor

normal unitário por causa da proposição 3. Sabemos que Xu e Xv são tangentes

a superf́ıcie, logo:

〈N, Xu〉 = 0

〈N, Xv〉 = 0

Isso significa que Xu e Xv pertencem a Tx(S
2×R) = TyS

2×R, tal que x ∈ S
2×R

sendo x = (y, t), assim temos:

Y (u, v) ∈ S
2

e que X(u, v) = (Y (u, v), u), assim N = (M, t), tal que M = (a, b, c), agora

vamos determinar M , mas não o calcularemos explicitamente t, uma vez que

todas segundas derivadas de X tem como última coordenada o zero.

Então para calcular M temos:

〈N, Xu〉 = 〈M,Yu〉 + t.1 = 0 ⇒ t = −〈M,Yu〉

〈N, Xv〉 = 〈M,Yv〉 + t.0 = 0

Agora determinaremos a, b e c de M = (a, b, c), então:

〈M,Yv〉 = 0 ⇒ −b cos θ sen v + c cos θ cos v = 0

Como cos θ �= 0, portanto podemos simplificar:

−b sen v + c cos v = 0

Determinamos agora:

b = cos v

c = sen v
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e M = (a, cos v, sen v), para encontrar a, fazemos:

〈Y,M〉 = 0

Como Y (u, v) = (cos θ, sen θ cos v, sen θ sen v), temos:

〈Y,M〉 = a cos θ + cos2 v sen θ + sen2 v sen θ

= a cos θ + sen θ = 0

Assim teŕıamos a = − tan θ, mas para simplificar vamos definir b = cos v cos θ

e c = sen v cos θ, então:

〈Y,M〉 = a cos θ + cos θ sen θ = 0

Todavia sabemos que cos θ �= 0, logo a = − sen θ.

Com isso encontramos M :

M = (− sen θ, cos v cos θ, sen v cos θ)

e como N = (M, t), temos

N = (− sen θ, cos v cos θ, sen v cos θ, t) (3-1)

Segunda Forma Fundamental

ē = −θ′′

f̄ = 0

ḡ = − cos θ sen θ

Portanto temos que a curvatura média é:

H̄ = θ′′ sen2 θ − (θ′)2 cos θ sen θ − cos θ sen θ

No caso das superf́ıcies mı́nimas temos H̄ = 0, assim:

θ′′ sen θ − (θ′)2 cos θ − cos θ = 0 (3-2)

Uma solução trivial dessa equação é θ ≡ 0, o caso do cilindro, já estudado na

seção 3.1.2. Veremos que a equação (3-2) é um caso particular de uma equação

que resolveremos na seção seguinte.
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3.3
O caso geral

Nessa seção vamos estudar as superf́ıcies mı́nimas ćıclicas em S
2 × R.

Daremos uma parametrização de uma superf́ıcie ćıclica qualquer e iremos

estudar quando ela é mı́nima.

Seja então um ćırculo C em S
2. O ćırculo C tem raio R ≤ 1 . Seja então

θ ∈ (0, π
2
] de tal maneira que o raio de C seja sen θ, isto é, R = sen θ. Isto

implica que o centro c de C em R
3 está a uma distância cos θ da origem, então

seja c = t cos θ, o centro de C, com |t| = 1. Como foi feito no caṕıtulo anterior,

vamos considerar a curva parametrizada γ tal que γ′ = t, isto é:

γ(s) =

∫ s

s0

t(σ)dσ

e agora vamos assumir que k �= 0, pois já tratamos o caso contrário, assim seja

(t,n,b) o triedo de Frenet, associada a γ, então C esta no plano Π formado

pelos vetores n e b, então C é parametrizado por:

C(v) = sen θ(u)(n cos v + b sen v) + t cos θ(u) ∈ S
2

para alguma função θ = θ(u). Assim podemos parametrizar localmente

qualquer superf́ıcie ćıclica por:

X : I × S
1 −→ S

2 × R

(u, v) 
−→ (sen θ(u)[cos vn(u) + sen vb(u)] + cos θ(u)t(u), u),

ou seja,

X(u, v) = (cos θ(u))t(u) + (sen θ(u) cos v)n(u) + (sen θ(u) sen v)b(u) + u

Definiremos agora

Y (u, v) = (cos θ(u))t(u) + (sen θ(u) cos v)n(u) + (sen θ(u) sen v)b(u),

para facilitar os cálculos, uma vez que:
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X(u, v) = (Y (u, v), u)

Xu(u, v) = (Yu(u, v), 1)

Xv(u, v) = (Yv(u, v), 0)

Xuu(u, v) = (Yuu, 0)

Xuv(u, v) = (Yuv, 0)

Xvv(u, v) = (Yvv, 0)

Agora vamos determinar as derivadas primeiras de Y (u, v), todas na base

{t,n,b}

Yu(u, v) =
(−k sen θ cos v − θ′ sen θ, θ′ cos θ cos v + τ sen θ sen v + k cos θ,

θ′ cos θ sen v − τ sen θ cos v
)

Yv(u, v) =
(
0,− sen θ sen v, sen θ cos v

)
Primeira Forma Fundamental:

Antes de apresentar os coeficientes da primeira forma fundamental de X(u, v),

vale observar o seguinte:

E = Ē + 1

F = F̄

G = Ḡ

Onde Ē, F̄ e Ḡ são os coeficientes da primeira forma fundamental de Y (u, v).

Abaixo são apresentados os coeficientes da primeira forma fundamental de

X(u, v)

E = 1 + (θ′)2 + τ 2 sen2 θ + k2 cos2 θ + 2θ′k cos v +

2τk cos θ sen θ sen v + k2 sen2 θ cos2 v

F = −k sen θ cos θ sen v − τ sen2 θ

G = sen2 θ
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Abaixo as derivadas segundas de Y (u, v):

Yuu(u, v) =
(−k′ sen θ cos v − 2kθ′ cos θ cos v − θ′′ sen θ − (θ′)2 cos θ

−kτ sen θ sen v − k2 cos θ,

−k2 sen θ cos v − 2kθ′ sen θ + θ′′ cos θ cos v − (θ′)2 sen θ cos v +

τ ′ sen θ sen v + 2τθ′ cos θ sen v + k′ cos θ − τ 2 sen θ cos v,

−2τθ′ cos θ cos v − τ 2 sen θ sen v − τk cos θ − θ′′ cos θ sen v −
(θ′)2 sen θ sen v − τ ′ sen θ cos v

)
Yuv(u, v) =

(
k sen θ sen v,−θ′ cos θ sen v + τ sen θ cos v, θ′ cos θ cos v +

τ sen θ sen v
)

Yvv(u, v) =
(
0,− sen θ cos v,− sen θ sen v

)
Para calcular a segunda forma fundamental usaremos o vetor normal

N(cf.3-1) que encontramos na seção 3.2 desse caṕıtulo, pois o espaço normal

a uma superf́ıcie não depende da base usada.

Segunda Forma Fundamental.

Agora podemos determinar ē, f̄ e ḡ:

ē = θ′′ − τ 2 sen θ cos θ + (−2kτ cos2 θ + kτ) sen v +

k′ cos v + k2 cos θ sen θ sin2 v

f̄ = τ cos θ sen θ − k sen2 θ sen v

ḡ = − cos θ sen θ

Temos H̄ = Eḡ − 2F f̄ + Gē = 0, então:

H̄ = (θ′′ sen θ − (θ′)2 cos θ − cos θ − k2 cos θ) sen θ − kτ sen2 θ sen v +

(k′ sen2 θ − 2θ′k cos θ sen θ) cos v

Se a superf́ıcie é mı́nima, temos:

H = 0 =⇒

⎧⎪⎨
⎪⎩

θ′′ sen θ − ((θ′)2 + 1) cos θ − k2 cos θ = 0

−kτ sen2 θ = 0

k′ sen2 θ − 2θ′k cos θ sen θ = 0

Vamos analisar a segunda equação do sistema. Sabemos que sen2 θ �= 0

e k �= 0, logo τ = 0, significando que a curva γ é plana, o plano no qual
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γ pertence é paralelo ao plano gerado por t e n e observamos que o fato de

termos τ = 0 também significa b constante. Já vimos que o ćırculo C tem

centro c = t cos θ e temos que o centro em S
2 é t, temos então que t pertence

a um grande ćırculo.

Analisando agora a equação k′ sen θ = 2θ′k cos θ, ou seja,

k′

k
= 2θ′ cotan θ

Agora integramos os dois termos:

∫
1

k
dk = 2

∫
cotan θdθ

obtemos,

ln k = 2 ln | sen θ| + c

Que simplificando fica k = λ sen2 θ, onde λ é uma constante positiva. Obser-

vamos que k é sempre positivo, o que implica que t’ nunca se anula logo t

percorre um grande ćırculo sempre no mesmo sentido.

Resolveremos agora a equação:

θ′′ sen θ − ((θ′)2 + 1) cos θ − k2 cos θ = 0

na qual reescrevemos dessa maneira:

θ′′ sen θ − ((θ′)2 + 1) cos θ − λ2 sen4 θ cos θ = 0 (3-3)

Uma solução simples dessa equação é θ =
π

2
que corresponde uma superf́ıcie

folheada por grandes ćırculos, nesse caso temos k = λ, o que implica que o vetor

t(u) (normal aos grandes ćırculos) percorre um ćırculo à velocidade constante,

portanto a superf́ıcie é um helicóide.

Agora para auxiliar nos cálculos multiplicamos a equação acima por

2θ′ sen θ, obtendo assim:

2θ′′θ′ sen2 θ − 2θ′ cos θ sen θ((θ′)2 + 1) − 2λ2θ′ sen5 θ cos θ = 0

agora dividindo por sen4 θ temos:

2θ′′θ′ sen2 θ − 2θ′ cos θ sen θ((θ′)2 + 1)

sen4 θ
− 2λ2θ′ sen θ cos θ = 0
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Como

(
(θ′)2 + 1

sen2 θ

)′

=
2θ′′θ′ sen2 θ − 2θ′ cos θ sen θ((θ′)2 + 1)

sen4 θ
temos:

(
(θ′)2 + 1

sen2 θ

)′

−2λ2θ′ sen θ cos θ = 0

ou seja, (
(θ′)2 + 1

sen2 θ
− λ2 sen2 θ

)′

= 0

então a função E(θ, θ′) =
(θ′)2 + 1

sen2 θ
−λ2 sen2 θ é uma integral primeira de (3-3).

Se λ = 0 reencontramos o caso do catenóide.

Agora para uma análise dessa expressão fazemos E igual a uma constante e

traçamos o gráfico dessas curva para diferentes valores de E e para λ = 0, que

é o caso do catenóide, como podemos ver na figura abaixo:

p/2

p

e para λ �= 0 temos:

p/2 p

Vemos com esses gráficos que o raio dos ćırculos não tende para infinito como
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em R
3 e H

2×R, que veremos no próximo caṕıtulo, mas é periódico com respeito

à variável u.

Observamos pelo gráfico que θ′ = 0 para dois valores de θ, que chamare-

mos de θ0 e θ1, considerando a parte da curva integral onde θ′ é positivo, temos

que θ(u) é crescente, então existe a função inversa que denotaremos por u(θ),

definida sobre o intervalo [θ0, θ1], que estudaremos quando θ → θ0, assim:

u(θ) =

∫ θ1

θ0

dθ√
f(θ)

,

onde f(θ) = λ2 sen4 θ + E sen2 θ − 1, que é convergente pelo mesmo racioćınio

do caṕıtulo 2. Para a parte da curva integral onde θ′ é negativa, o racioćınio

é análogo por simetria e conclúımos que a superf́ıcie é periódica na direção

vertical.

3.4
Conclusão

Demonstramos então que as superf́ıcies mı́nimas ćıclicas e regradas de

S
2 × R são:

– A esfera S
2 × {0} (cf. seção 3.1.1)

– O cilindro S
1 × R (cf. seção 3.1.2)

– O helicóide (cf. seção 3.1.3)

– O catenóide (cf. seção 3.2) descoberto por Pedrosa, Ritoré.

– Uma famı́lia a dois parâmetros E, λ de superf́ıcies folheadas por pequenos

ćırculos, periódicas na direção vertical. A trajetória dos centros dos

ćırculos percorre uma “hélice” em S
2 × R, no sentido que ela “sobe”(a

última coordenada é crescente) e se projeta sobre uma geodésica de S
2;

além disso o raio de um ćırculo da superf́ıcie é relacionado com a posição

do seu centro sobre a “hélice”.

Reencontramos então um resultado de Laurent Hauswirth cf. [HA]
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4
Exemplos de Superf́ıcies Ḿınimas Ćıclicas em H

2 × R

No modelo do hiperbolóide de H
2, as geodésicas são curvas obtidas pela

intersecção de planos vetoriais de R
3
1 com o hiperbolóide, confira em [KU],

e as curvas de curvatura constantes são interseção de planos afins com o

hiperbolóide. Nesse caṕıtulo descreveremos várias famı́lias de exemplos de

superf́ıcies mı́nimas ćıclicas em H
2 × R, essas famı́lias foram descobertas e

classificadas por Laurent Hauswirth em [HA].

4.1
Exemplos de superf́ıcies ḿınimas folheadas por geodésicas

4.1.1
Plano Hiperbólico horizontal

Seja H
2 × {0} ⊂ H

2 × R parametrizada localmente por:

X : R × R −→ H
2 × R

(u, v) 
−→

⎛
⎜⎝
⎛
⎜⎝

cosh v

senh v cos u

senh v sen u

⎞
⎟⎠ , 0

⎞
⎟⎠

S é totalmente geodésica (isto é, a segunda forma fundamental anula-se)

portanto ela é mı́nima.

4.1.2
O Cilindro

Seja o produto de uma geodésica de H por R em H
2×R, é parametrizado

localmente por:

X : R × R −→ H
2 × R

(u, v) 
−→

⎛
⎜⎝
⎛
⎜⎝

senh v

cosh v

0

⎞
⎟⎠ , u

⎞
⎟⎠
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ela é totalmente geodésica, logo é mı́nima.

4.1.3
O Helicóide

Seja S, o helicóide em H
2 × R parametrizado localmente por:

Xab : R × R −→ H
2 × R

(u, v) 
−→

⎛
⎜⎝
⎛
⎜⎝

cosh v

senh v cos au

senh v sen au

⎞
⎟⎠ , bu

⎞
⎟⎠

Apresentaremos agora dois casos limites do helicóide em H
2 × R

a) Xa0 - gira e não sobe, obtemos assim o hiperbolóide H
2×{0} ⊂ H

2×R.(cf.

seção 4.1.1)

b) X0b - sobe e não gira, obtemos o cilindro.(cf. seção 4.1.2)

Agora iremos provar que essa superf́ıcie é mı́nima em H
2 × R, para isso

calculamos abaixo as derivadas primeiras de S:

Xu =

⎛
⎜⎝
⎛
⎜⎝

0

−a senh v sen au

senh v cos au

⎞
⎟⎠ , b

⎞
⎟⎠

Xv =

⎛
⎜⎝
⎛
⎜⎝

senh v

cosh v cos au

cosh v sen au

⎞
⎟⎠ , 0

⎞
⎟⎠

com isso obtemos a primeira forma fundamental:

E = a2 senh2 v + b

F = 0

G = 1

Em seguida temos as derivadas segundas:

Xuu = (0,−a2 senh v cos au,−a2 senh v sen au, 0)

Xuv = (0,−a cosh v sen au, a cosh v cos au, 0)

Xvv = (cosh v, senh v cos au, senh v sen au, 0)

Seja o vetor

N = (0,−a senh v sen au, a senh v cos au, t),
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onde t é escolhido de maneira que N seja normal a superf́ıcie, então os

coeficientes em relação N da segunda forma fundamental são:

ē = 0

f̄ = a2 cosh v senh v

ḡ = 0

Portanto temos que H̄ = 0, logo pela proposição 3 temos que essa superf́ıcie é

mı́nima.

4.2
O Catenóide

Vamos procurar uma superf́ıcie mı́nima na forma de uma superf́ıcie

folheada por ćırculos paralelos no modelo do hiperbolóide, que são curvas com

curvatura constante maior que 1. Tal superf́ıcie é parametrizada por:

X : R × S
1 −→ H

2 × R

(u, v) 
−→ (cosh θ(u), senh θ(u) cos v, senh θ(u) sen v, u)

Agora vamos definir:

Y (u, v) = (cosh θ(u), senh θ(u) cos v, senh θ(u) sen v)

Assim temos:

X(u, v) = (Y (u, v), u)

Vamos então calcular as derivadas de Y (u, v) para obtermos a curvatura média

de X(u, v):

Yu = (θ′ senh θ, θ′ cosh θ cos v, θ′ cosh θ sen v)

Yv = (0,− senh θ sen v, senh θ cos v)

Yuu = (θ′′ senh θ + (θ′)2 cosh θ, θ′′ cosh θ cos v + (θ′)2 senh θ cos v,

θ′′ cosh θ sen v + (θ′)2 senh θ sen v)

Yuv = (0,−θ′ cosh θ sen v, θ′ cosh θ cos v)

Yvv = (0,− senh θ cos v,− senh θ sen v)
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Primeira Forma Fundamental:

E = (θ′)2 + 1

F = 0

G = senh2 θ

Agora precisamos, para calcular a Segunda Forma Fundamental, de

algum vetor N normal a superf́ıcie, uma vez que não precisamos de um vetor

normal unitário por causa do proposição 3. Sabemos que Xu e Xv são tangentes

a superf́ıcie, logo:

〈N,Xu〉1 = 0

〈N,Xv〉1 = 0

Isso significa que Xu e Xv pertencem a Tx(H
2 × R) = TyH

2 × R, tal que

x ∈ H
2 × R sendo x = (y, t), assim temos:

Y (u, v) ∈ H
2

e que X(u, v) = (Y (u, v), u), assim N = (M, t), tal que M = (a, b, c) onde

vamos determinar M , mas não calcularemos explicitamente t, já que não

aparece nas expressões da segunda forma fundamental.

Para isso temos:

〈N, Xu〉1 = 〈M,Yu〉1 + t.1 = 0 ⇒ t = −〈M,Yu〉

〈N, Xv〉1 = 〈M,Yv〉1 + t.0 = 0

Agora determinaremos a, b e c de M = (a, b, c), então:

〈M,Yv〉 = 0 ⇒ −b senh θ sen v + c senh θ cos v = 0

Como senh θ �= 0, portanto podemos simplificar:

−b sen v + c cos v = 0

Determinamos agora:

b = cos v

c = sen v
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e M = (a, cos v, sen v), para encontrar a, fazemos:

〈Y,M〉1 = 0

Uma vez que Y (u, v) = (cosh θ, senh θ cos v, senh θ sen v),temos:

〈Y,M〉1 = −a cosh θ + senh θ cos2 v + senh θ sen2 v

= −a cosh θ + senh θ = 0

Simplificando, podemos definir b = cosh θ cos v e c = cosh θ sen v, então:

〈Y,M〉1 = −a cosh θ + cosh θ senh θ = 0

Como sabemos que cosh θ �= 0, então: a = senh θ

Com isso encontramos M :

M = (senh θ, cosh θ cos v, cosh θ sen v)

e como N = (M, t), temos

N = (senh θ, cosh θ cos v, cos θ sen v, t) (4-1)

Segunda Forma Fundamental:

ē = θ′′

f̄ = 0

ḡ = − senh θ cosh θ

Com isso temos que a curvatura média é:

H̄ = θ′′ senh2 θ − (θ′)2 senh θ cosh θ − senh θ cosh θ

E com H̄ = 0, temos:

θ′′ senh θ − (θ′)2 cosh θ − cosh θ = 0 (4-2)

Veremos que a equação (4-2) é um caso particular de uma equação que resol-

veremos na seção seguinte.
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4.3
Superf́ıcies Ḿınimas folheadas por curvas de curvatura constante maior
que 1

Nessa seção vamos estudar as superf́ıcies mı́nimas folheadas por curvas

de curvatura constante k > 1 em H
2 × R. Seja (t,n,b) uma base ortonormal

tal que: ⎧⎪⎨
⎪⎩

〈t, t〉1 = −1

〈n,n〉1 = 1

〈b,b〉1 = 1

e algum número real θ. Vamos provar que C parametrizada por:

C(v) = senh θ(n cos v + b sen v) + t cosh θ ∈ H
2

tem curvatura constante maior que 1. Por isso reparametrizamos a curva pelo

comprimento de arco w = v senh θ:

C(w) = cosh θt + senh θ
(
cos
( w

senh θ

)
+ sen

( w

senh θ

))
C ′(w) = − sen

( w

senh θ

)
n + cos

( w

senh θ

)
b

C ′′(w) =
1

senh θ

(
− cos

( w

senh θ

)
n − sen

( w

senh θ

)
b
)

logo 〈C,C ′′〉1 = −1. Seja {e1, e2} base ortonormal de TC(w)H
2 então {c, e1, e2}

é base ortonormal de R
3
1 e podemos escrever:

C ′′(w) = −〈C,C ′′〉C + 〈C ′′, e1〉e1 + 〈C ′′, e2〉e2

ou seja,

(C ′′)T = C ′′ + 〈C,C ′′〉C = C ′′ − C

portanto

(C ′′)T = − cosh θt−
( 1

senh θ
+senh θ

)
cos
( w

senh θ

)
n−
( 1

senh θ
+senh θ

)
sen
( w

senh θ

)
b

logo

|(C ′′)T |21 = 1 +
1

senh2 θ
> 1

Conclúımos que a curvatura da curva C é constante e maior que 1. Assim

podemos parametrizar localmente uma superf́ıcie folheada por curvas de
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curvatura constante maior que 1 em H
2 × R por:

X : I × S
1 −→ H

2 × R

(u, v) 
−→ (senh θ(u)(cos vn + sen vb) + cosh θ(u)t, u)

onde θ(u) é uma função real e {t,n,b} é o triedo de Frenet de alguma curva

de tipo-espaço de R
3
1, portanto nas equações de Frenet (cf. definição 15), temos

ε = −1 e η = 1 e logo: ⎧⎪⎨
⎪⎩

t’ = kn

n’ = kt − τb

b’ = τn,

Definiremos também para simplificar os cálculos:

Y (u, v) = senh θ(u)(cos vn + sen vb) + cosh θ(u)t

Assim temos:

X(u, v) = (Y (u, v), u)

Xu(u, v) = (Yu(u, v), 1)

Xv(u, v) = (Yv(u, v), 0)

Xuu(u, v) = (Yuu, 0)

Xuv(u, v) = (Yuv, 0)

Xvv(u, v) = (Yvv, 0)

Usando as equações de Frenet calculamos:

Yu(u, v) =
(
k senh θ cos v + θ′ senh θ, θ′ cosh θ cos v − τ senh θ sen v + k cosh θ,

θ′ cosh θ sen v + τ senh θ cos v
)

Yv(u, v) =
(
0,− senh θ sen v, senh θ cos v

)
Antes de apresentar os coeficientes da primeira forma fundamental de X(u, v),

vamos fazer a seguinte observação:

E = Ē + 1

F = F̄

G = Ḡ

Onde Ē, F̄ e Ḡ são os coeficientes da primeira forma fundamental de Y (u, v).

Abaixo são apresentados os coeficientes da primeira forma fundamental de
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X(u, v).

E = 1 + (θ′)2 + τ 2 senh2 θ + k2 cosh2 θ + 2θ′k cos v +

2τk senh θ cosh θ sen v − k2 senh2 θ cos2 v

F = −τ senh2 θ − k senh θ cosh θ sen v

G = senh2 θ

Abaixo as derivadas segundas de Y (u, v):

Yuu(u, v) =
(
k′ senh θ cos v + 2θ′k cosh θ cos v + θ′′ senh θ + (θ′)2 cosh θ

−kτ senh θ sen v + k2 cosh θ,

k2 senh θ cos v + 2kθ′ senh θ + θ′′ cosh θ cos v + (θ′)2 senh θ cos v

−τ ′ senh θ cos v − 2τθ′ cosh θ sen v + k′ cosh θ − τ 2 senh θ cos v,

2τθ′ cosh θ cos v − τ 2 senh θ sen v + kτ cosh θ + θ′′ cosh θ sen v +

(θ′)2 senh θ sen v + τ ′ senh θ cos v
)

Yuv(u, v) =
(−k senh θ sen v,−θ′ cosh θ sen v − τ senh θ cos v, θ′ cosh θ cos v

−τ senh θ sen v
)

Yvv(u, v) =
(
0,− senh θ cos v,− senh θ sen v

)
Para calcular a segunda forma fundamental usaremos o vetor normal

N(cf. 4-1) que encontramos na seção 4.2 desse caṕıtulo, pois o espaço normal

a uma superf́ıcie não depende da base usada.

Segunda Forma Fundamental.

Agora podemos determinar ē, f̄ e ḡ:

ē = θ′′ − τ 2 senh θ cosh θ + k′ cos v + (kτ − 2kτ cosh2 θ) sen v

−k2 cosh θ senh θ sen2 v

f̄ = τ cosh θ senh θ + k senh2 θ sen v

ḡ = − senh θ cosh θ

Temos H̄ = Eḡ − 2F f̄ + Gē = 0, então:

H̄ = −(k2 cosh θ + (θ′)2 cosh θ − θ′′ senh θ + cosh θ) senh θ − kτ senh2 θ sen v +

(k′ senh2 θ − 2θ′k senh θ cosh θ) cos v

Se a superf́ıcie é mı́nima:
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H = 0 =⇒

⎧⎪⎨
⎪⎩

−k2 cosh θ − (θ′)2 cosh θ + θ′′ senh θ − cosh θ = 0

−kτ senh2 θ = 0

k′ senh2 θ − 2θ′k senh θ cosh θ = 0

Vamos analisar a segunda equação do sistema. Sabemos que senh2 θ �= 0 e

k �= 0, logo τ = 0, significando que a curva γ é plana e pertence ao plano

paralelo ao plano gerado por t e n e observamos que o fato de termos τ = 0

também significa b constante.

Vamos analisar agora a equação k′ senh θ = 2θ′k cosh θ, ou seja,

k′

k
= 2θ′ coth θ

Agora podemos integrar os dois termos:

∫
1

k
dk = 2

∫
coth θdθ

obtemos,

ln k = 2 ln | senh θ| + c

Que simplificando fica k = λ senh2 θ, onde é uma constante positiva.

Agora devemos resolver a seguinte equação:

θ′′ senh θ − (θ′)2 cosh θ − cosh θ − k2 cosh θ = 0

Que reescreveremos dessa maneira:

θ′′ senh θ − ((θ′)2 + 1) cosh θ − λ2 cosh θ senh4 θ = 0 (4-3)

agora multiplicamos por 2θ′ senh θ, teremos:

2θ′θ′′ senh2 θ − ((θ′)2 + 1)2θ′ cosh θ senh θ − 2λ2θ′ cosh θ senh5 θ = 0

Agora dividindo por senh4 θ temos:

2θ′θ′′ senh2 θ − ((θ′)2 + 1)2θ′ cosh θ senh θ

senh4 θ
− 2λ2θ′ cosh θ senh θ = 0

logo, (
(θ′)2 + 1

senh2 θ
− λ2 senh2 θ

)′

= 0

e a função
E(θ, θ′) =

(θ′)2 + 1

senh2 θ
− λ2 senh2 θ, (4-4)

é uma integral primeira de (4-3).
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Agora para uma análise dessa expressão fazemos E igual a uma constante

e traçamos o gráfico dessas curva para diferentes valores de E e para λ = 0,

caso do catenóide, como podemos ver na figura abaixo:

q’

q

Abaixo fazemos a mesma análise, mas para λ �= 0:

q’

q

Observamos que sobre toda curva integral, θ admite um mı́nimo que deno-

taremos por θ0 e que cada curva tem dois fins, onde θ tende ao infinito. Sem

perda de generalidade suponhamos que θ(0) = θ0. No caso λ �= 0, vamos

mostrar que senh θ tende a infinito em tempo finito. Considerando a parte da

curva integral em que θ′ é positiva, temos que θ(u) é crescente, então existe

a função inversa, que denotamos por u(θ), definida sobre o intervalo [θ0,∞),

que estudaremos quando θ → θ0, observamos que temos uma situação análoga
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ao Caṕıtulo 2, assim podemos concluir que

u(θ) =

∫ θ

θ0

dθ√
λ2 senh4 θ + E senh2 θ − 1

,

é uma integral convergente.

Agora iremos calcular lim
θ→∞

u(θ), para mostrar que senh θ tende para o infinito

em tempo finito.

Tome
u(θ) =

∫ θ

θ0

du

dθ
dθ =

∫ θ

θ0

dθ√
λ2 senh4 θ + E senh2 θ − 1

(4-5)

Como
1√

λ2 senh4 θ + E senh2 θ − 1
<

1

λ senh2 θ
<

1

θ2
,

conclúımos que a integral (4-5) converge, isto é, existe u∞ < ∞ tal que

lim
θ→∞

u(θ) = u∞. Conclúımos assim que senh θ tende para o infinito em tempo

finito, pois θ tende para o infinito e a curva limite tem curvatura igual a 1,

isto é, um horociclo. A situação é simétrica no caso θ′ < 0 logo a superf́ıcie

é limitada por duas folhas H
2 horizontais. Assim a situação é muito parecida

com o caso do exemplo de Riemann de R
3.

4.4
O Catenóide folheado por curvas de curvatura constante menor que 1

Agora vamos procurar uma superf́ıcie mı́nima na forma de uma superf́ıcie

folheada por curvas de curvatura constante menor que 1, que no modelo do

hiperbolóide, são hipérboles.

X : R × H
1 −→ H

2 × R

(u, v) 
−→ (cosh θ(u) cosh v, cosh θ(u) senh v, senh θ(u), u)

Agora vamos definir:

Y (u, v) = (cosh θ(u) cosh v, cosh θ(u) senh v, senh θ(u))

Assim temos:

X(u, v) = (Y (u, v), u)
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Vamos então calcular as derivadas de Y (u, v) para obtermos a curvatura média

de X(u, v):

Yu = (θ′ senh θ cosh v, θ′ senh θ senh v, θ′ cosh θ)

Yv = (cosh θ senh v, cosh θ cosh v, 0)

Yuu = (θ′′ senh θ cosh v + (θ′)2 cosh θ cosh v, θ′′ cosh θ senh v + (θ′)2 cosh θ senh v,

θ′′ cosh θ + (θ′)2 senh θ)

Yuv = (θ′ senh θ senh v, θ′ senh θ cosh v, 0)

Yvv = (cosh θ cosh v, cosh θ senh v, 0)

Primeira Forma Fundamental:

E = (θ′)2 + 1

F = 0

G = cosh2 θ

Agora precisamos, para calcular a Segunda Forma Fundamental, de

algum vetor N normal a superf́ıcie, uma vez que não precisamos de um vetor

normal unitário por causa da proposição 3. Sabemos que Xu e Xv são tangentes

a superf́ıcie, logo:

〈N, Xu〉1 = 0

〈N, Xv〉1 = 0

Isso significa que Xu e Xv pertencem a Tx(H
2 × R) = TyH

2 × R, tal que

x ∈ H
2 × R sendo x = (y, t), assim temos:

Y (u, v) ∈ H
2

e que X(u, v) = (Y (u, v), u), assim N = (M, t), fazendo cálculos análogos aos

que foram feitos na seção 4.2 temos que:

M = (senh θ cosh v, senh θ senh v, cosh θ)

e como N = (M, t), temos

N = (senh θ, cosh θ cos v, cos θ sen v, t) (4-6)
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Segunda Forma Fundamental:

ē = θ′′

f̄ = 0

ḡ = − senh θ cosh θ

Com isso temos que a curvatura média é:

H̄ = θ′′ cosh2 θ − (θ′)2 cosh θ senh θ − cosh θ senh θ

E com H̄ = 0, temos:

θ′′ cosh2 θ − ((θ′)2 + 1) cosh θ senh θ − cosh θ senh θ = 0

logo
θ′′ cosh θ − (θ′)2 senh θ − senh θ = 0 (4-7)

Veremos que a equação (4-7) é um caso particular de uma equação que resol-

veremos na seção seguinte.

4.5
Superf́ıcies Ḿınimas folheadas por curvas de curvatura constante menor
que 1

Nessa seção vamos estudar superf́ıcies mı́nimas folheadas por curvas de

curvatura constante k < 1 em H
2×R. Inicialmente ver como parametrizar tais

curvas: Seja {e1, e2, e3} base ortonormal de R
3
1 tal que

⎧⎪⎨
⎪⎩

〈e1, e1〉1 = −1

〈e2, e2〉1 = 1

〈e3, e3〉1 = 1

e algum número real θ. Vamos provar que a curva C parametrizada por:

C(v) = senh θe2 + cosh θ cosh ve1 + cosh θ senh ve3 ∈ H
2

tem curvatura constante menor que 1. Antes vamos fazer uma mudança de

variável w = cosh θv e escreveremos:

C(w) = senh θe2 + cosh θ cosh
( w

cosh θ

)
e1 + cosh θ senh

( w

cosh θ

)
e3
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Calculamos inicialmente C ′(v) = senh
( w

cosh θ

)
e1 + cosh

( w

cosh θ

)
e3, portanto

C ′′(w) =
1

cosh θ

(
cosh

( w

cosh θ

)
e1 + senh

( w

cosh θ

)
e3

)

logo 〈C,C ′′〉1 = −1. Seja {v1, v2} base ortonormal de TC(w)H
2 então {C, v1, v2}

é base ortonormal de R
3
1 e podemos escrever:

C ′′(w) = −〈C,C ′′〉1C + 〈C ′′, v1〉1v1 + 〈C ′′, v2〉1v2

ou seja,

(C ′′)T = C ′′ + 〈C,C ′′〉1C = C ′′ − C

portanto

(C ′′)T = − senh θe2+
( 1

cosh θ
+cosh θ

)
cosh

( w

cosh θ

)
e1+

( 1

cosh θ
+cosh θ

)
senh

( w

cosh θ

)
e3

logo

|(C ′′)T |21 = 1 − 1

cosh2 θ

e obtemos

0 < 1 − 1

cosh2 θ
< 1

4.5.1
1o
¯ Caso, onde o vetor normal à curva é de tipo-tempo

Seja a superf́ıcie em H
2 × R parametrizada localmente por:

X : I × H
1 −→ H

2 × R

(u, v) 
−→ (cosh θ(u)(cosh vn + senh vb) + senh θ(u)t, u)

onde θ(u) é uma função real e (t,n,b) é o triedo de Frenet de alguma curva

de tipo-espaço de R
3
1, tal que o vetor normal seja de tipo-tempo, portanto nas

equações de Frenet (cf. definição 15), temos ε = 1 e η = −1 e logo:

⎧⎪⎨
⎪⎩

t’ = −kn

n’ = −kt − τ b

b’ = −τ n,

Definiremos também para simplificar os cálculos:

Y (u, v) = cosh θ(u)(cosh vn + senh vb) + senh θ(u)t
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Assim temos:

X(u, v) = (Y (u, v), u)

Xu(u, v) = (Yu(u, v), 1)

Xv(u, v) = (Yv(u, v), 0)

Xuu(u, v) = (Yuu, 0)

Xuv(u, v) = (Yuv, 0)

Xvv(u, v) = (Yvv, 0)

Usando as equações de Frenet calculamos:

Yu(u, v) =
(
θ′ cosh θ − k cosh θ cosh v,−k senh θ + θ′ senh θ cosh v − τ cosh θ senh v,

−τ cosh θ cosh v + θ′ senh θ senh v
)

Yv(u, v) =
(
0, cosh θ senh v, cosh θ cosh v

)
Antes de apresentar os coeficientes da primeira forma fundamental de X(u, v)

vamos fazer a seguinte observação:

E = Ē + 1

F = F̄

G = Ḡ

Onde Ē, F̄ e Ḡ são os coeficientes da primeira forma fundamental de Y (u, v).

Abaixo são apresentados os coeficientes da primeira forma fundamental de

X(u, v).

E = 1 + (θ′)2 + τ 2 cosh2 θ − k2 senh2 θ + 2θ′k cosh v

−2τk senh θ cosh θ senh v + k2 cosh2 θ cosh2 v

F = −τ cosh2 θ + k senh θ cosh θ senh v

G = cosh2 θ
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Abaixo as derivadas segundas de Y (u, v):

Yuu(u, v) =
(−k′ cosh θ cosh v + (θ′)2 senh θ + θ′′ cosh θ − 2θ′k senh θ cosh v +

k2 senh θ + kτ cosh θ senh v,

−2θ′k cosh θ − k′ senh θ + (θ′)2 cosh θ cosh v + θ′′ senh θ cosh v +

k2 cosh θ cosh v − 2θ′τ senh θ senh v − τ ′ cosh θ senh v + τ 2 cosh θ cosh v,

τ 2 cosh θ senh v + (θ′)2 cosh θ senh v − τ ′ cosh θ cosh v + kτ senh θ +

θ′′ senh θ senh v − 2θ′τ senh θ cosh v
)

Yuv(u, v) =
(−k cosh θ senh v,−τ cosh θ cosh v + θ′ senh θ senh v,−τ cosh θ senh v +

θ′ senh θ cosh v
)

Yvv(u, v) =
(
0, cosh θ cosh v, cosh θ senh v

)
Para calcular a segunda forma fundamental precisamos de um vetor

normal, que determinaremos a seguir:

Sabemos que Xu e Xv são tangentes a superf́ıcie, logo:

〈N, Xu〉1 = 0

〈N, Xv〉1 = 0

Isso significa que Xu e Xv pertencem a Tx(H
2 × R) = TyH

2 × R, tal que

x ∈ H
2 × R sendo x = (y, t), assim temos:

Y (u, v) ∈ H
2

e que X(u, v) = (Y (u, v), u), assim N = (M, t), fazendo cálculos análogos aos

que foram feitos na seção 4.2 temos que:

M = (cosh θ, senh θ cosh v, senh θ senh v)

e como N = (M, t), temos

N = (cosh θ, senh θ cosh v, senh θ senh v, t) (4-8)

Segunda Forma Fundamental.

Agora podemos determinar ē, f̄ e ḡ:

ē = +θ′′ − τ 2 cosh θ senh θ − k′ cosh v + (−kτ + 2kτ cosh2 θ) senh v

−k2 cosh θ senh θ cosh v2v

f̄ = τ cosh θ senh θ − k cosh2 θ senh v

ḡ = − senh θ cosh θ
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Temos H̄ = Eḡ − 2F f̄ + Gē = 0, então:

H̄ = (−k2 senh θ − (θ′)2 senh θ + θ′′ cosh θ − senh θ) cosh θ − kτ cosh2 θ senh v +

(−k′ cosh2 θ + 2θ′k senh θ cosh θ) cosh v

Se a superf́ıcie é mı́nima:

H = 0 =⇒

⎧⎪⎨
⎪⎩

θ′′ cosh θ − (θ′)2 senh θ − k2 senh θ − senh θ = 0

−kτ cosh2 θ = 0

−k′ cosh2 θ + 2θ′k senh θ cosh θ = 0

Vamos analisar a segunda equação do sistema. Sabemos que cosh2 θ �= 0 e

k �= 0, logo τ = 0, significando que a curva γ é plana e pertence ao plano

paralelo ao plano gerado por t e n e observamos que o fato de termos τ = 0

também significa b constante.

Vamos analisar agora a equação k′ cosh θ = 2θ′k senh θ, ou seja,

k′

k
= 2θ′ tanh θ

Agora podemos integrar os dois termos:

∫
1

k
dk = 2

∫
tanh θdθ

obtemos,

ln k = 2 ln | cosh θ| + c

Que simplificando fica k = λ cosh2 θ, onde λ é um número real positivo. Assim

podemos resolver a seguinte equação:

θ′′ cosh θ − (θ′)2 senh θ − k2 senh θ − senh θ = 0

na qual reescrevemos dessa maneira:

θ′′ cosh θ − ((θ′)2 + 1) senh θ − λ2 cosh4 θ senh θ = 0 (4-9)

multiplicando por 2θ′ cosh θ, teremos:

2θ′θ′′ cosh2 θ − 2((θ′)2 + 1)θ′ cosh θ senh θ − 2θ′λ2 cosh5 θ senh θ = 0

que dividindo por cosh4 θ fica:

2θ′θ′′ cosh2 θ − 2θ′((θ)2 + 1) senh θ cosh θ

cosh4 θ
− 2λ2θ′ cosh θ senh θ = 0
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logo, (
(θ′)2 + 1

cosh2 θ
− λ2 cosh2 θ

)′

= 0

temos que a função E(θ, θ′) =
(θ′)2 + 1

cosh2 θ
− λ2 cosh2 θ é uma integral primeira

de (4-9). Agora para uma análise dessa expressão fazemos E igual a uma

constante e traçamos o gráfico dessas curva para diferentes valores de E e

para λ = 0, que é o caso do catenóide, como podemos ver na figura abaixo:

q’

q

Observamos pela figura acima que obtivemos três tipos de curvas inte-

grais, sendo um deles muito semelhante ao caso anterior, no qual θ′ = 0 e

portanto θ admite um mı́nimo que novamente suporemos que θ(0) = θ0. No

caso λ �= 0, vamos mostrar que cosh θ tende a infinito em tempo finito. Con-

siderando a parte desse tipo de curva em que θ′ é positiva, temos que θ(u)

é crescente, então existe a função inversa, que denotamos por u(θ), definida

sobre o intervalo [θ0,∞) e expressada por:

u(θ) =

∫ θ

θ0

dθ√
λ2 cosh4 θ + E cosh2 θ − 1

, (4-10)

que é uma integral convergente pelo mesmo argumento feito no caṕıtulo 2 seção

2.3.

Vamos calcular lim
θ→∞

u(θ).

Tome
u(θ) =

∫ θ

θ0

du

dθ
dθ =

∫ θ

θ0

dθ√
λ2 cosh4 θ + E cosh2 θ − 1

(4-11)

Como
1√

λ2 cosh4 θ + E cosh2 θ − 1
<

1

λ cosh2 θ
<

1

θ2
,

conclúımos que a integral (4-11) converge, isto é, existe u∞ < ∞ tal que

lim
θ→∞

u(θ) = u∞. Conclúımos assim que cosh θ tende para o infinito em tempo
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finito, pois θ tende para o infinito. Aqui novamente a curva limite tem curvatura

1, isto é, um horociclo. Esse caso é parecido ao da seção anterior.

Para o outro tipo de curva onde temos que θ′ �= 0 e positiva para todo θ,

dáı θ(u) é crescente, então existe uma função inversa u(θ) definida da mesma

maneira que em (4-10) e portanto têm as mesmas caracteŕısticas.

O terceiro tipo de curva que obtivemos é a curva que passa pela origem

no plano de fase (θ, θ′), assim analisando novamente a função inversa u(θ) onde

θ0 = 0 para θ → 0 observamos que ela é convergente e novamente que θ → ∞
e então cosh θ tende para o infinito em tempo finito.

4.5.2
2o
¯ Caso, quando o vetor binormal é de tipo-tempo

Seja a superf́ıcie em H
2 × R parametrizada por:

X : I × H
1 −→ H

2 × R

(u, v) 
−→ (cosh θ(u)(senh vn + cosh vb) + senh θ(u)t, u)

onde θ(u) é uma função real e {t,n,b} é o triedo de Frenet de alguma curva

de tipo-espaço de R
3
1, tal que o vetor binormal seja de tipo-tempo, portanto

nas equações de Frenet (cf. definição 15), temos ε = 1 e η = 1 e logo:

⎧⎪⎨
⎪⎩

t’ = kn

n’ = −kt + τb

b’ = τn,

Definiremos também para simplificar os cálculos:

Y (u, v) = cosh θ(senh vn + cosh vb) + senh θt

Assim temos:

X(u, v) = (Y (u, v), u)

Xu(u, v) = (Yu(u, v), 1)

Xv(u, v) = (Yv(u, v), 0)

Xuu(u, v) = (Yuu, 0)

Xuv(u, v) = (Yuv, 0)

Xvv(u, v) = (Yvv, 0)
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Usando as equações de Frenet calculamos:

Yu(u, v) =
(
θ′ cosh θ − k cosh θ senh v, k senh θ + θ′ senh θ senh v + τ cosh θ cosh v,

τ cosh θ senh v + θ′ senh θ cosh v
)

Yv(u, v) =
(
0, cosh θ cosh v, cosh θ senh v

)
Antes de apresentar os coeficientes da primeira forma fundamental de X(u, v)

vamos fazer a seguinte observação:

E = Ē + 1

F = F̄

G = Ḡ

Onde Ē, F̄ e Ḡ são os coeficientes da primeira forma fundamental de Y (u, v).

Abaixo são apresentados os coeficientes da primeira forma fundamental de

X(u, v).

E = 1 + (θ′)2 + τ 2 cosh2 θ + k2 senh2 θ + 2θ′k senh v

+2τk senh θ cosh θ cosh v + k2 cosh2 θ senh2 v

F = τ cosh2 θ + k senh θ cosh θ cosh v

G = cosh2 θ

Abaixo as derivadas segundas de Y (u, v):

Yuu(u, v) =
(−k′ cosh θ senh v + (θ′)2 senh θ + θ′′ cosh θ − 2θ′k senh θ senh v

−k2 senh θ − kτ cosh θ cosh v,

2θ′k cosh θ + k′ senh θ + (θ′)2 cosh θ senh v + θ′′ senh θ senh v +

−k2 cosh θ senh v − 2θ′τ senh θ cosh v + τ ′ cosh θ cosh v + τ 2 cosh θ senh v,

τ 2 cosh θ cosh v + (θ′)2 cosh θ cosh v + τ ′ cosh θ senh v + kτ senh θ +

θ′′ senh θ cosh v + 2θ′τ senh θ senh v
)

Yuv(u, v) =
(−k cosh θ cosh v, τ cosh θ senh v + θ′ senh θ cosh v, τ cosh θ cosh v +

θ′ senh θ senh v
)

Yvv(u, v) =
(
0, cosh θ senh v, cosh θ cosh v

)
Para calcular a segunda forma fundamental precisamos de um vetor normal,

que determinaremos a seguir:
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Sabemos que Xu e Xv são tangentes a superf́ıcie, logo:

〈N, Xu〉1 = 0

〈N, Xv〉1 = 0

Isso significa que Xu e Xv pertencem a Tx(H
2 × R) = TyH

2 × R, tal que

x ∈ H
2 × R sendo x = (y, t), assim temos:

Y (u, v) ∈ H
2

e que X(u, v) = (Y (u, v), u), assim N = (M, t), fazendo cálculos análogos aos

que foram feitos na seção 4.2 temos:

M = (cosh θ, senh θ senh v, senh θ cosh v)

e como N = (M, t), temos

N = (cosh θ, senh θ senh v, senh θ cosh v, t) (4-12)

Segunda Forma Fundamental.

Agora podemos determinar ē, f̄ e ḡ:

ē = θ′′ − τ 2 cosh θ senh θ − k′ senh v + (kτ − 2kτ cosh2 θ) cosh v

−k2 cosh θ senh θ cosh2 v

f̄ = −τ cosh θ senh θ − k cosh2 θ cosh v

ḡ = − senh θ cosh θ

Temos H̄ = Eḡ − 2F f̄ + Gē = 0, então:

H̄ = (k2 senh θ − (θ′)2 senh θ + θ′′ cosh θ − senh θ) cosh θ + kτ cosh2 θ cosh v +

(−k′ cosh2 θ + 2θ′k senh θ cosh θ) senh v

Se a superf́ıcie é mı́nima:

H = 0 =⇒

⎧⎪⎨
⎪⎩

θ′′ cosh θ − (θ′)2 senh θ + k2 senh θ − senh θ = 0

kτ cosh2 θ = 0

−k′ cosh2 θ + 2θ′k senh θ cosh θ = 0

Vamos analisar a segunda equação do sistema. Sabemos que cosh2 θ �= 0

e k �= 0, logo τ = 0, o que significa que b constante.
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Vamos analisar agora a equação k′ cosh θ = 2θ′k senh θ, ou seja,

k′

k
= 2θ′ tanh θ

Agora podemos integrar os dois termos:

∫
1

k
dk = 2

∫
tanh θdθ

obtemos,

ln k = 2 ln | cosh θ| + c

Que simplificando fica k = λ cosh2 θ, onde λ é uma constante real positiva.

Assim podemos resolver a seguinte equação:

θ′′ cosh θ − (θ′)2 senh θ + k2 senh θ − senh θ = 0

na qual reescrevemos dessa maneira:

θ′′ cosh θ − ((θ′)2 + 1) senh θ + λ2 cosh4 θ senh θ = 0 (4-13)

multiplicando por 2θ′ cosh θ, teremos:

2θ′θ′′ cosh2 θ − 2((θ′)2 + 1)θ′ cosh θ senh θ + 2θ′λ2 cosh5 θ senh θ = 0

que dividindo por cosh4 θ fica:

2θ′θ′′ cosh2 θ − 2θ′((θ)2 + 1) senh θ cosh θ

cosh4 θ
+ 2λ2θ′ cosh θ senh θ = 0

logo, (
(θ′)2 + 1

cosh2 θ
+ λ2 cosh2 θ

)′

= 0

e a função E(θ, θ′) =
(θ′)2 + 1

cosh2 θ
+ λ2 cosh2 θ é uma integral primeira de (4-13).
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Para uma análise dessa expressão fazemos E igual a uma constante e traçamos

o gráfico dessas curva para diferentes valores de E e para λ = 0, que é o caso

do catenóide, como podemos ver na figura abaixo:

q

q’

Observamos que para θ′ = 0, θ admite um máximo que denotaremos θ0. Sem

perda de generalidade suponhamos θ(0) = θ0. Considerando a parte da curva

integral em que θ′ é positiva, temos que θ(u) é crescente, então existe a função

inversa, que denotamos por u(θ), definida sobre o intervalo (0, θ0). Observamos

que como nos casos anteriores, podemos concluir que

u(θ) =

∫ θ0

θ

dθ√
f(θ)

,

tal que

f(θ) = −λ2 cosh4 θ + E cosh2 θ − 1 ∼θ→θ0 f ′(θ0)(θ − θ0)

então portanto lim
θ→θ0

< ∞.

Como no caso de S
2 ×R as curvas integrais são periódicas então as superf́ıcies

que encontramos são muito parecidas com a famı́lia de superf́ıcies mı́nimas em

S
2 × R encontrada no Caṕıtulo 3.

4.6
Conclusão

Encontramos os seguintes exemplos de superf́ıcies mı́nimas de H
2 × R

folheadas por curvas horizontais de curvatura constante:

– Um plano hiperbólico horizontal H
2 × {0} (cf. seção 4.1.1);

– O cilindro H
1 × R (cf. seção 4.1.2);
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– O helicóide (cf. seção 4.1.3);

– Duas superficies de tipo catenóide (cf. seção 4.2 e 4.4);

– Uma famı́lia a dois parâmetros de superf́ıcies folheadas por curvas de

curvatura constante maior que 1, parecidos com os exemplos de Riemann

de R
3, já que são contidos entre dois planos horizontais (cf. seção 4.3);

– Uma famı́lia a dois parâmetros de superf́ıcies folheadas por curvas de

curvatura constante menor que 1, de tipo exemplo de Riemann (cf.

seção 4.5.1);

– Uma famı́lia a dois parâmetros de superf́ıcies folheadas por curvas de

curvatura constante menor que 1, periódicas na direção vertical (cf.

seção 4.5.2).

Assim apenas faltou analisarmos o caso onde as superficies são folheadas

por curvas de curvatura igual a 1, isto é, os horociclos.

Em conclusão, observamos que o método usado nessa dissertação poderia

ser aplicado para o estudo das Superf́ıcies Ćıclicas satisfazendo outras equações

de curvatura, tais como superf́ıcies de curvatura média constante ou de

curvatura Gaussiana constante.
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Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
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