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Resumo

Tavares, Leandro; Anciaux, Henri. Superficies Minimas Ciclicas
em R3, S? xR e H? x R. Rio de Janeiro, 2007. 71p. Dissertacao de
Mestrado — Departamento de Matematica, Pontificia Universidade
Catoélica do Rio de Janeiro.

Nesse trabalho descrevemos superficies minimas mergulhadas em espacgos
produtos M x R, onde M = R? S? e H? que sao folheadas por geodésicas
(superficies regradas ) e curvas de curvatura constante de M (superficies
ciclicas ). Em R?x R, ou seja, em R? vamos demonstrar que sé existem duas
superficies minimas ciclicas, que sao o catendide e o exemplo de Riemann.
Em seguida caracterizamos as superficies minimas ciclicas em S? x R que
formam uma familia a dois parametros e por fim exibimos trés familias de

dois parametros de superficies minimas ciclicas em H? x R.

Palavras—chave

Superficies Minimas. Geometria Diferencial.
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Abstract

Tavares, Leandro; Anciaux, Henri. Cyclic Minimal Surfaces in
R3, S? x R and H? x R. Rio de Janeiro, 2007. 71p. MsC Thesis —
Departament of Mathematics, Pontificia Universidade Catoélica do
Rio de Janeiro.

In this work we describe minimal surfaces embedded in product spaces
M x R, where M = R?,S* and H? which are foliated by geodesics (ruled
surfaces) and curves of M with constant curvature (cyclic surfaces). In
R? x R, i.e. R3 we shall prove that there exist only two minimal cyclic
surfaces which are the catenoid and the Riemann example. Then we
characterize minimal cyclic surfaces in S? x R; they form a two-parameter
family. Finally we exhibit three two-parameter families of minimal cyclic

surfaces in H? x R.

Keywords

Minimal Surfaces. Differential Geometry.
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1

Preliminares

1.1
Teoria das Curvas

1.1.1
Curvas em R?

Definicao 1 Uma curva diferenciavel parametrizada é uma aplicacao dife-
rencidvel o : I — R3 de um intervalo aberto I = (a,b) de R em R? e seu

trago € a imagem dessa aplicacao.

Definicao 2 Uma curva diferencidvel parametrizada o : I — R? é chamada
regular se o/(t) A0 Vit e I.

Definicao 3 O comprimento de arco de uma curva reqular o : I — R3, a

partir de um dado ty € I, é:

s(t) = / N0 dt,

onde

o ()] = /(@' (£)? + (5 (1) + (='(1))?

€ o comprimento do vetor o/(t). Como o/(t) # 0, o comprimento de arco s é

uma fungdo diferencidvel de t e % = |o/(t)]

Definicao 4 Seja o : I — R3 wma curva diferencidvel parametrizada. A

curva « diz-se parametrizada por comprimento de arco se |o/(t)] =1

Definicao 5 Seja o : I — R? uma curva parametrizada pelo comprimento

de arco s € I. O numero |a"(s)| = k(s) chama-se curvatura de « em s.

Assim k(s) # 0, fica bem definido pela equacao o’(s) = k(s)n(s), um
vetor n(s) na diregao de o”(s). Temos também que o”(s) é normal a o/(s),
pois derivando (¢/(s),’) = 1 obtemos (a”(s),a’(s)) = 0. Dai n(s) é normal
a o/(s) e é chamado vetor normal em s. Os vetores ¢/(s) e n(s) determinam

um plano chamado plano osculador em s.
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Para definirmos completamente o triedo de Frenet assumiremos sempre
que k(s) # 0. Com isso podemos indicar por t(s) = /(s) o vetor tangente
unitdrio de @ em s. Portanto, t’(s) = k(s)n(s).

O vetor unitario b(s) = t(s) x n(s) é normal ao plano osculador e é
chamado vetor binormal em s. Para determinar b’(s) observamos que b’(s) é

normal a b(s) e
b’(s) = t’(s) x n(s) + t(s) x n’(s),

isto é, b(s) é normal a t(s). Concluimos, entao, que b’(s) ¢ colinear a n(s) e,
assim, podemos escrever:

b’(s) = 7(s)n(s)

onde 7(s) é alguma funcao.
Observamos que n é normal a b e a t, ou seja, n = b x t, entdo a derivada
n’ é:

n’(s) = b’(s) x t(s) +b(s) x t’(s) = —7 b(s) — kt(s)

Assim podemos destacar as equagoes de Frenet:

t’ =kn
n’=—kt —7b
b’=7n

Definicao 6 Sejaa : I — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de
arco s tal que a”(s) # 0, s € I. O numero 7(s) definido por b’(s) = 7(s)n(s)

¢ chamado torcao de a em s.

Teorema 1 (Teorema Fundamental da Teoria Local das Curvas)

Dadas as fungées diferencidveis k(s) > 0 e 7(s), s € I, existe uma curva
parametrizada reqular o : I — R3 tal que s é o comprimento de arco, k(s)
¢ a curvatura e T(s) € a tor¢ao de a. Além disso, qualquer outra curva &,
satisfazendo as mesmas condicoes, difere de o por um movimento rigido;
isto €, existe uma transformacao linear ortogonal p de R3, com determinante

positivo, e um vetor ¢ tal que & = po a + ¢

Observacao 1 As consideragoes anteriores demonstram a primeira parte do
teorema, essa que usaremos mos proximos capitulos. O principal ingrediente
da reciproca € o teorema de existéncia e unicidade de solucoes de equacoes

diferenciais ordindrias.
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1.1.2
Curvas no espaco de Minkowski-R?

Definigao 7 (Espago de Minkowski) O espaco R?, chamado espago de
Minkowski ou espaco de Lorentz, é definido como o espaco R? usual, porém é

dotado do produto interno:
(X, Y)1 = =211 + Taya + T3y3

onde X = (x1,22,23) ¢ Y = (y1,Y2,Y3)-

Definicao 8 Um wvetor X é chamado:

tipo-espaco, se (X, X)1 >0,

tipo-tempo, se (X, X)1 <0,

tipo-luz ou isotrépico ou vetor nulo, se (X, X); =
mas X # 0

Definigao 9 Uma curva reqular o : [ — R? é chamada:

tipo-espaco, se (o/,a’)y >0,
tipo-tempo, se (o, ')y <0,

tipo-luz ou isotrdpica ou curva nula, se {(a/,a’); =0

Definicao 10 O comprimento de arco de uma curva regular tipo-tempo

a: 1 — R3, a partir de um dado ty € I, é:

s(t) = — / o/ (1)) dt,

onde

o/ (O = /= (' ()) + (5 (1) + (2/(1))?

¢ o comprimento do vetor &/ (t). Como o/(t) # 0, o comprimento de arco s é

uma funcao diferencidvel de t e % = |/(t)];.

Definigao 11 Seja o : I — R? uma curva tipo-tempo. Diremos que a curva

a € parametrizada pelo comprimento de arco em R3 se |o/(t)|; = —1.

Definigao 12 Seja o : I — R? uma curva tipo-espaco. Diremos que a curva

a € parametrizada pelo comprimento de arco em R3 se |o/(t)]; = 1.

Definigao 13 Seja o : I — R} uma curva tipo-tempo ou tipo-espaco,
parametrizada pelo comprimento de arco s € 1. Chamaremos o numero

|a”(s)|1 = k(s) de curvatura de o em s.
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Teorema 2 Se k =0 entao « € uma linha reta.

Nos pontos onde k # 0, fica bem definido pela equagao o”(s) = k(s)n(s) um
vetor unitario n(s); indicaremos por t(s) = o’ o vetor tangente unitario de «

em s.

Definigao 14 Seja ey, es € e3, trés vetores. Para ey e ey temos (e;,¢e;,)1 = £1
e (e1,e2,)1 = 0, o terceiro vetor € definido por es := e; X e, portanto
{e1,e9,e3} € uma base ortonormal de R3. Definimos ¢, n € {1,—1} por
(e1,e1,)1 = €, (e1,e2,)1 = n e (es,e3,)1 = —en. Chamamos ey, ey € ez de

t, n, b respectivamente.

Lema 1 Seja v € R}, entdo
v=—¢€(v,t)1t+n{v,n)n—en(v,b) b,

isto €, cada vetor em R} pode ser decomposto de uma tinica maneira em trés

componentes.

Prova: Temos que {t,n,b} é uma base, assim podemos escrever

v = vt + ven + v3b

(vit)r = oi(t, t)1 +v2(n, t)1 + vs(b, t)s
Temos que (n,t) = (b, t) = 0, assim:

1 = €U

1 = v {t,n); +va(n,n); + v3(b,n);

1 = U1<t,b>1 -+ U2<1’1,b>1 -+ Ug<b7b>1

1 = —€nus

)
)
o= oy
)
)

concluimos que:

v =¢(v,t)1t + n{v,n)n — en(v,b);b

Definicao 15 Seja o uma curva tipo-tempo ou tipo-espaco, parametrizada

pelo comprimento de arco que satisfaz (o, a"); # 0. Assim as equagdes de
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Frenet sao definidas como:

t’=nkn
n’ = —ekt+entb

b’=nmn

Teorema 3 (Teorema Fundamental das Curvas em R?) Dadas as fun-
coes diferencidveis k(s) > 0 e 7(s), s € I, existe uma curva parametrizada
reqular « : I — R tal que s € o comprimento de arco, k(s) é a curvatura e

7(s) € a tor¢do de a.

1.2
Teorias das Superficies

Defini¢ao 16 Um subconjunto S C R? ¢ uma superficie regular se, para cada
p € S, existe uma vizinhanca V de p em R? e uma aplicacao X : U — VNS
de um aberto U de R? sobre VNS C R? tal que:

1. X € de classe C*;

2. X € um homeomorfismo (ou seja, sua inversa X' : VNS — U é

continua,);

3. Para qualquer q € U, a diferencial dX, : R?* — R? € injetiva.

Definicao 17 Definimos o espaco tangente a uma superficie S num ponto
p, que denotamos por T,S, como sendo o conjunto dos vetores tangentes, no

ponto p, das curvas cujo traco esteja em S:
7,58 ={d(0)|a: (—e,e) = S € C™ e a(0) = p}

Definicao 18 A primeira forma fundamental de S em p € S € a forma
quadrdtica I, : T,S — R definida por I,(v) = (v,v),, onde (-,), € a restri¢io
a T,S do produto usual em R3. Se X(u,v) for uma parametrizacao de S e

a(t) = X(u(t),v(t)) uma curva diferencidvel, temos

Ly (t) = (W' ()X, + 0" (1) Xy, u' (1) Xy + 0" (1) X))
= Lo (X)) (' (1))? + 2(Xu, Xo)a@t' ()0 (1) + Lo (X)) (V'(1))*
= BW/(t)® +2Fud'(t)v'(t) + G(V'())?,
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onde FE, F' e G sao os coeficientes da primeira forma fundamental para a

parametrizagio X (u,v), definidos por:

E = (X, X,
F = (X, X,)
G = (X,,X,)

Definigao 19 Seja S C R?® uma superficie, diremos que S € orientdvel se
existir uma aplicagao diferencidvel N : S — S* tal que N(p)S seja normal

unitdrio a S em p, N é chamado aplicagao de Gauss de S.

A diferencial dN,, de N em p € S ¢é uma aplicacao linear de 7,5 em TN(p)SQ.
Temos que 7,5 e TN(p)82 sao 0 mesmo espaco vetorial pois ambos sao o
complementar ortogonal da reta gerada por N, assim d/NV, pode ser olhada

como uma aplicacao linear em 7,S.

Proposicao 1 A diferencial dN, : T,,S — T,S da aplicacio de Gauss é uma

aplicacao linear auto-adjunta.

Definicao 20 O mdximo da curvatura normal ki e o minimo da curvatura

normal ko, sao chamados curvaturas principais em p.

Definicao 21 Seja p € S e seja dN, : T,S — 1,5 a diferencial da aplicagao
de Gauss. O negativo da metade do trago de dN,, é chamado a curvatura média

H de S em p. Em termos das curvaturas principais ky e ky temos
1
H = 5(]{71 + ]{Zg)

Definicao 22 Seja ¢ uma curva reqular em S que passa por p € S, k a
curvatura de ¢ em p, e cos = (n,N), onde n é o vetor normal a ¢ e N €
o vetor normal a S em p. O numero k, = kcosf ¢ chamado a curvatura

normal de ¢ em p.

A diferencial dN,, : T,S — T,S por ser uma aplicacao auto-adjunta nos

permite associar dV,, a uma forma quadratica, assim temos a seguinte definigao:

Definicao 23 A forma quadrdtica I1I,, definida em T,S por Il,(v) =

—(dN,(v),v), € chamada a sequnda forma fundamental de S em p.

Dada uma parametrizacao X (u,v) em um ponto p € S de uma superficie
S, seja a(t) = X (u(t),v(t)) uma curva parametrizada em S, com «(0) = p,

vamos considerar que todas funcoes abaixo tém seus valores no ponto p.
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Observamos que o = X, u' + X,v' e
dN(a') = N'(u(t),v(t)) = N,u' + Nv'.

Como N, e N, pertencem a 7,5, escrevemos

N, = anX,+anX,, (1-1)
Nv = a/lQXu + 0’22X’07 (1_2>
e assim,
dN (o) = (apu’ + a190") Xy + (ag1t + axv') Xy;
logo,

u’ an a u’
IN _ oGz )
U, a1 Q922 ’Ul
Portanto na base {X,, X,}, dN ¢é dada pela matriz (a;;), 7,7 = 1,2.
Notamos que essa matriz nao é necessariamente simétrica, a nao ser que
{X., Xy} seja uma base ortonormal.

Por outro lado, a expressao da segunda forma fundamental na base
{X,, X} é dado por

11, = —{dN(a'),a) = ~(Nl + Nt/ X' + X,
= o)+ 2l + g(v')

onde e, f e g sao os coeficientes da sequnda forma fundamental nas coordenadas
(u,v); agora ja que (N, X,) = (N, X,) =0,

Vamos agora determinar a matriz (a;;),%,7 = 1,2 em termos de e, f,g. As
entradas da matriz sao determinadas pelas igualdades (1-1) e (1-2). Formando

o produto interno de cada uma dessas igualdades com X, e X, obtemos:

f = —anF —axnG,
f = —appk —axkF,
e = —CLHE — CL21F,

g = —a12F — anG,
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que sob a forma de matricial escrevemos
e f o a1 A2 E F
f g aiz Qg F G
~1
aip Qs | e f E F
a2 A f g F G
aun axn o [ € f 1 - G —F (1-3)
a1z G2 fg)E G- F —-F E

Calculando o trago de (1-3) temos:

1 G -—F 1 —2fF FE
a1z a2 EG - F? f g -F FE 2 FEG-F

isto é,

ou seja,

donde,

_ leG —2fF +gE
2  EG - F?

Definicao 24 Uma superficie parametrizada reqular € chamada minima se a

sua curvatura média € identicamente nula.

Observagao 2 Seja S wuma superficie minima, temos que H = 0, mas
H = {(ky + ko), assim k1 = —ks

Vamos entender o emprego da palavra minima para tais superficies, assim
vamos introduzir a nocao de variacao. Seja X : U C R? — R3 uma superficie
parametrizada regular, escolhemos um dominio limitado D C U e uma funcao
diferenciavel h: D — R, onde D é a unido do dominio D e sua fronteira 9D.

A waria¢ao normal de X (D), determinada por h, é a aplicacao dada por:

0:Dx(—¢,e) = R

o(u,v,t) = X(u,v) + th(u,v)N(u,v), (u,v) € D,t € (—¢,¢).

Para cada t € (—¢,¢) fixado, a aplicagao X' : D — R? dada por

X(u,v) = p(u,v,t)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510525/CA


PUC-Rio - Certificacé@o Digital N° 0510525/CA

Superficies Minimas Ciclicas em R?, S? x R e H? x R 17

é uma superficie parametrizada com

t
0 N L URN, 4 thuN,
ou

t
O X L thN, + thoN.
ov

Assim, denotamos por E!, F*, G! os coeficientes da primeira forma fundamental
de X!, obtemos:

E' = E +th({(Xy, N,) + (Xu, No)) + °h*(Ny, N} + t*h,hu

F'= F +th({X,, N,) + (X,, N,)) + t*h*(N,,, N,,) + t*h,hv
G' = G + th({X,, N,) + (X,, N,)) + t*h*(N,, N,) + t*h,hv

Utilizando o fato de que
<Xu7 Nu> = —€, <Xu7 Nv> + <X'ua Nu> - _2f7 <Xv7 Nv> = -9,

e que a curvatura média H é dada por

_1Eg—2Ff+Ge
2  EG - F?

obtemos

E'G' — (F"? = EG— F? —2th(Eg—2Ff+Ge)+ R
= (EG—-F*(1—-4thH)+ R

onde lim E =0
t—0 t

Temos entao que £ é suficientemente pequeno, X' é uma superficie

parametrizada regular. Além disso a drea A(t) de X' (D) é

At) = / V E'Gt — (F*)2dudv
D
= / V1 —4thH + RV EG — F2dudv,
D

onde R = R/(EG — F?). Assim, se € é pequeno, A é uma funcio diferencidvel

e a sua derivadaem t =0 é
A’(O) = —/ 2hHv EG — F2dudv
D

Agora podemos justificar o emprego da palavra minima para superficies
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com curvatura média nula.

Proposicao 2 Seja X : U — R? uma superficie parametrizada reqular e seja
D C U um dominio limitado em U. Entao X € minima se e somente se
A'(0) = 0 para todo D e toda variacio normal de X (D).

Assim, qualquer regido limitada X (D) de uma superficie minima é um
ponto critico para a fungdo area de qualquer variagdo normal de X (D).
Devemos notar que esse ponto critico pode nao ser um minimo e que isso
faz o uso da palavra minima um pouco estranha, porém esta terminologia é

consagrada pelo uso.

Definicao 25 Vamos definir em R3:

e = (Xu X Xy, Xou) = (X, Xoy Xow)

= (X X Xo, Xuw) = (Xu, Xoy Xuw)
g= @TXX@XM (Xus X, Xow)
H=¢eG - 2fF +gFE

Onde o vetor normal de uma superficie parametrizada X (u,v) é X, x X,

Lema 2 H anula-se se e somente se H anula-se.

leG—-2fF +gFE (Xu, Xy Xow)

= como e = ——————~ ¢
> EG_F? X, x X

e = (Xu, Xy, Xuu), logo € = | X, x X,|e e analogamente f = | X, x X,|f e

leG —2fF +gE _ _
g = |Xu x Xylg. Assm1H—2e EGf—}fj;g ,mas H = eG — 2fF + gF,
H

2EG — F?)2

Prova: Temos que H =

portanto H = |

Corolario 1 A superficie é minima se e somente se H

0.

Observacao 3 Agora sempre usaremos a notacio €, f, g e H.
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1.2.1
Superficies em uma Variedade Riemaniana
Definicao 26 Uma variedade diferenciavel de dimensao n é o conjunto M

gunto com uma familia (M;);e; de subconjuntos tais que:
1. M - Uie[ Ml

2. Para todo i € I existe uma aplicacao injetiva @; : M; — R"™ tal que
©i(M;) é aberto em R™

3. Para M; N M; # ¢, o(M; N M;) é aberto em R™, e a composi¢do
ot (M N My) — ¢ (M; N Mj)
¢ diferenciavel para i, j arbitrdrios.

Observagao 4 A partir de agora quando nos referirmos a M, variedade de

dimensao n, escreveremos apenas M™.

Definicao 27 Seja M wma variedade diferenciavel. Uma aplicagao diferenci-
dvel a : (—e,e) — M € chamada uwma curva diferenciavel em M. Suponhamos
que a(0) = p € M, e seja F o conjunto das fungoes de M diferencidveis em
p. A funcgao o/(0) : F — R dada por
d
a’(())f:% L JEF.

t=0

¢ o vetor tangente ¢ curva o em t = 0. Um vetor tangente em p € o vetor
tangente em t = 0 de alguma curva a(—e,e) — M com a(0) = p. Indicamos

o conjuntos de vetores tangentes a M em p por T,M.

Definicao 28 Sejam M™ e N™ wariedades diferencidveis. Chamamos de
imersao a aplicagao diferencidvel ¢ : M — N se dyp, : T,M — T, ,)N €
injetiva para todo p € M. Além disso se @ é homeomorfismo sobre p(M) C N,
onde o(M) tem a topologia induzida por N, diz-se que ¢ é um mergulho. Se

M C N € um merqulho, diz-se que M é uma subvariedade de N.

Definicao 29 O conjunto
S* = {(z1, 72, 73) € R¥|2] + 25 + 23 =1}

é chamado a esfera em R3.
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Definicao 30 O conjunto
H? = {(21, 20, 23) € R}| — 22 + 22 + 22 = =1, 21 > 0},

munido da restrigao do produto interno ( , )1 € chamado modelo do hiper-

boloide do plano hiperbdlico.

Teorema 4 A restricao de (, )1 a H? é positiva, isto é, (H? (, )1) € uma

superficie riemanniana.

Exemplos de variedades de dimensao 3

- §? x R com métrica induzida de R* = R3 x R.

- H? X R com métrica induzida de R} = R? x R.

Definigao 31 Seja X : U — S%? x R wuma parametrizacio local de uma
superficie S de S* x R, e N um vetor normal ndo nulo & superficie. Vamos

definir:

e= (N, X,
.f:<N7Xuv>
g = (N, Xy)
H=¢eG—-2fF +gE

Definigao 32 Seja X : U — H? x R uma parametrizacao local de uma
superficie S de H? x R, e N um vetor normal ndao nulo a superficie. Vamos

definir:

€= (N, Xuu)1
f= (N Xu)
§=<NX>
H=¢G—-2fF +gFE

Proposicao 3 S € minima se e somente se H = 0.
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Caracterizacao das Superficies Minimas Ciclicas em R?

Nesse capitulo estamos interessados nas superficies folheadas por curvas
de curvatura constante, ou seja, retas e circulos. Inicialmente apresentaremos
as superficies minimas regradas que podem ser vistas como um caso limite de
ciclicas no sentido que uma linha reta tem k = 0, ou seja, “raio infinito” em
seguida daremos uma caracterizacao das superficies minimas ciclicas. Parte

desses resultados encontra-se em [NI1].

2.1
Superficies Regradas: O Helicéide

Em R? pode-se demonstrar que as tnicas superficies regradas que
também sao minimas sao o plano e o helicéide, confira [DC1].
O helicoide é uma superficie gerada por uma reta que gira em um plano

horizontal que esta subindo; localmente ela pode ser parametrizada por:

Xup:RxR— R?

(u,v) — (v cos au, v sen au, bu)

onde a # 0 e b # 0.

O plano por sua vez aparece como dois casos limites do helicéide:

a) X, - Reta girando sem subir, onde a # 0: plano horizontal

b) Xo - Reta subindo sem girar, onde b # 0: plano vertical

Figura 2.1: O Helicéide
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2.2
Superficies Minimas de Revolucao: O Catendide

Seja uma superficie de revolucao, localmente ela pode ser parametrizada

por:

X :Ix(027) — R?

(u,v) — (R(u) cosv, R(u)senv, u)

onde I é um intervalo e R : I — R, assim temos as primeiras derivadas de

X:

X, = (R'cosv,R senv,1),
X, = (—Rsenv, Rcosuv,0),

E a primeira forma fundamental:

E = (R)?*+1
F =0
G = R?

Agora calcularemos as segundas derivadas parciais de X:

Xuw = (R"cosv,R"senv,0)
Xuww = (—R'senv, R cosv,0)
Xw = (—Rcosv,—Rsenu,0)

Precisamos calcular o vetor normal:

X, x X, = (—Rcosv,—Rsenv, RR'),

Xox Xl = VR (R = RIS (R,

e finalmente temos entao IN:

 XuxX, (—cosv,—senv, i)
| Xu x X, 1+ (R)?
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Com as segundas derivadas parciais de X e seu vetor normal obtemos a segunda

forma fundamental:
—R"

f = <Xuv7N> =0

e = (Xu,,N) =

R

g = X ’N =
Ko N) =7 + (R))?
Como estamos interessados nas superficies minimas,

_leG—-2fF + Eyg
2 EG - F?

H =0<=eG+Eg=0

pois f =0, assim
eG+FEg=—-R'R*+R(R)*+1)=0

~R'R*+ R(R)*+R=0

Dividindo por R, temos:

~R'R+(R)?*+1=0

que reescrevernos fica:

RR" =1+ (R')?

para resolver essa equacao vamos multiplica-14 por R/, assim
R'R" R / RdR / dR
_ == [ — = | —
1+ (R)? R 1+ (R)? R
resolvendo essas integrais temos
1 /N2 /
§ln(1+(R) )=In(R) +¢
e portanto,
V1+ (R)?=cR c= e“é positivo e ¢ é qualquer,

logo,
1+ (R)*=*R?

(R)? = 2R? — 1
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agora podemos ter a expressao de R explicitamente:

1
R'=VR? — 1= R(u) = —coshcu

C

Assim temos X (u,v) = (£ coshcucosv, 1 coshcusenv,u). Vérios valores do
parametro ¢ correspondem a dilatagoes da mesma superficie, portanto existe

uma Unica superficie de revoluc¢ao minima, o catendide.

Figura 2.2: O Catendide

2.3
Superficies Ciclicas com Circulos Horizontais: Exemplos de Riemann

Seja agora uma superficie folheada por circulos, todos paralelos. Sem

perda de generalidade podemos assumir que todos os planos sao horizontais.

Portanto essa superficie pode ser parametrizada localmente por:

X:IxS' —R
(u,v) — (a(u) + R(u) cosv,b(u) + R(u)senv,u),

onde (a(u),b(u)) é a projecao dos centros dos circulos que geram a
superficie e R(u) é o raio de um circulo, para cada u. Vamos provar que a
curva determinada pelos centros dos circulos é uma reta.

Determinaremos a primeira e a segunda forma fundamental de X (u,v).

Vamos determinar as primeiras derivadas de X, para podermos calcular

a primeira forma fundamental:

Xu(u,v) = (a'+ R cosv,b' + R'senv, 1)
Xyu(u,v) = (—=Rsenv, Rcosv,0)
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Agora podemos determinar a primeira forma fundamental:

E = (X, X,) = (d)?+ )+ (R)*+ 2R (a' cosv + b senv) + 1
F=(X,,X,) = R(V cosv—a'senv)
G

A seguir temos as derivadas segundas:

Xuw(u,v) = (a"+ R"cosv,b" + R"senwv,0)
Xypo(u,v) = (—Rcosv,—Rsenwv,0)
Xuw(u,v) = (—R'senwv, R cosv,0)

Entdo podemos encontrar os coeficientes €, f, g da segunda forma fundamental
de X:

e = —R(V'senv+d"cosv)— RR"
f =0
g = R

Agora calcularemos H, temos entao:

H=— R*(b'"senv +a”cosv) — R°R"+
R*[(a)*+ (V)* + (R)? + 2R/ (d' cosv + b senv) + 1]

Dividindo por R?, pois R # 0, temos:

H=— R('senv +da”"cosv) — RR" + (a')* + (t')* + (R')*+
2R/ (a' cosv + ' senw) + 1

Colocando o cosseno e seno em evidéncia teremos:

H = (—RV'+2RV)senv+(—Rad"+2R'a’) cosv+(a')*+ (V' )*+(R)* — RR" +1

Como H = 0 e chamando by = —RbV' + 2R’V e a; = —Rd” + 2R'd’, fazemos:

2RV

bi=0= —RV' 4+ 2RY =0 = ' = =

2 /!
a1 =0=—Rd"+2Rd =0=d" = };a
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Seja a curva plana y(u) = (a(u),b(u)), 7' (u) = (a'(u), b’ (u)) e v"(u) = (a",0").
Logo:

2R’V 2RV
" = ad'y — ad'b = . -0
Entao a curvatura k(s) = V‘/;,X‘;’/ = 0 de v é zero e portanto vy é uma
linha reta, podemos entao supor que -y percorre o eixo x, ou seja, b = 0. Assim
temos: —Ra" +2R'd =0 (21
—RR"+ (R)*+ (d)?*+1=0
e da primeira equacao de (2-1):
" R/
PV R
integramos ambos os lados:
da’ dR
a R
assim
a = \R?

onde A é uma constante real positiva, agora podemos reescrever a segunda

equagao de (2-1) da seguinte maneira:
_RR//+ (R/)2+ 1—|—)\2R4 =0

que dividindo por —R pode ser reescrita assim:

RHY?+1
JE N Lt Y (2-2)
R
Observagao 5 Se A\ = 0 a funcao a € constante, ou seja, os centros se

projetam num unico ponto, a superficie sendo de revolugdo, reencontramos
o caso do catendide. Se X # 0 as superficies sio chamadas exemplos de

Riemann.

Considere agora a seguinte expressao:
E(R(u), R (u)) = ((R)* + )A(R) + B(R)

derivando E obtemos:

dE dA dB
— / :2 /! /A i 2 /\2 1 /7
o (R(u), R (w) = 2R'RA+ T2 R((R) +1) + R
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dividindo por 2AR’ temos

dE ., Ax((R)+1) _ Bp
Y ¥
dE
onde Ap = % e Br = ‘%, vamos escolher A e B de forma que qu 0, ou
u

seja, F é uma integral primeira de (2-2):

Agr 1 2A
SR 2 A, — 22
24~ R ORTTR
logo,
1
A — ﬁ
e
Br = —XNR*2A
como A = —% temos:
Br = —2\°R
Assim B = —R?. Com isso podemos reescrever E:
(B +1 o,

Agora para uma andlise dessa expressao fazemos E igual a uma constante e
tragamos o grafico dessas curva para diferentes valores de E e para A = 0, que

é o caso do catendide, como podemos ver na figura abaixo:

Abaixo fazemos a mesma andlise, mas para A # 0, caso dos exemplos de
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Riemann.

Agora vamos mostrar que se R(u) é uma solugao da equagao (2-2),, para

A > 0, uma dilatagao conveniente de R(u) é solu¢do da equacao (2-2);. Com

efeito seja Ri(u) uma solucao de (2-2); e R, = iRl(i) Temos entao:
(R)*+1 . 1 (R))*+1 :
R//_ 4 _)\2R5:_R//_ 1 _)\2 3R5
o Ry, o L 1 ILLRl K 1
1 (R))?*+1
—— R/I . 1 o )\2 4R3 )
,u[ 1 R, p Ry

Portanto escolhendo p = \%\ deduzimos que R, /5 ¢ solugao (2-2), se e somente
se Ry é solugao de (2-2);. Em conclusao os exemplos de Riemann formam
uma familia a um parametro (médulo dilatagoes). Assim em seguida fixaremos
A= 1

Observamos que sobre toda curva integral, R admite um minimo que
denotaremos por Ry e que cada curva tem dois fins, onde R tende ao infinito.
Sem perda de generalidade suponhamos que R(0) = Ry. Vamos mostrar que
R tende a infinito em tempo finito. Considerando a parte da curva integral em
que R’ é positiva, temos que R(u) é crescente, entao existe a fungao inversa,
que denotamos por u(R), definida sobre o intervalo [Ry, c0). Antes vamos ver

o comportamento de u(R) quando R — Ry:

R du R dR
R = [ “ip-
ulF) /R dR /R VRIIER 1

observamos que essa ultima integral é imprépria em Ry, uma vez que
VRE+ ER? — 1 =0, mas é bem definida, pois

VR*+ ER? =1~ +/R— Ry com R — R,
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1
dx

e a integral impropria / 7 converge, com efeito, seja f(R) =
0 VT

VR + ER2—1, isto é, f(R) = (R? — X,)(R? — R%) onde R2 e X, sio
as raizes distintas do polinémio quadratico P(X) = X%+ EX — 1.
Calculamos f'(Ry) = 2Ro(R2 — X) # 0, entao pela férmula de Taylor:

f(R) = f(Ro) + (R — Ro)f'(Ro) + o(R — Ry),

mas f(Ry) = 0, logo podemos reescrever u(R):

/R dR R dR
re \/f(R)  Jr, /(R — Ro)f'(Ro) + o(R — Ry)

assim,

E 4R N 1 R 4R e
ro F(R)  \/f(Ro) Jr, VR =Ry

Agora podemos calcular lim u(R).

R—o0
Tome R R
d dR
w(R) = / iR = / (2-3)
RO dR RO \/R4 + ER2 - 1
C ! < i li i <
omo Ny 2 e Rl_rgo 2 00,

concluimos que a integral (2-3) converge, isto é, existe u, < 0o tal que
lim u(R) = teo.

R_>m . ~ 7 . 7’ . . .

Para R’ < 0, a situacao é simétrica com respeito ao plano horizontal u = 0.
assim a superficie esta limitada por dois planos horizontais.

Agora temos que a'(u) = R*(u), logo

alu) = /0 R2(u)du

= dR :
mas du = @, assim
du
R
d
o(B) = [ ———
Ro E 1
R
. . a(R) I
com isso obtemos que Rhm R = 1, entao }%nn a(R) — R < 0.

Concluimos que quando u — ., 0 raio dos circulos tende ao infinito enquanto
um dos dois pontos de intersecao dos circulos com o eixo x converge. Portanto

a posi¢ao limite dos circulos quando z = u — u. ¢ uma reta horizontal
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perpendicular ao eixo x. Por simetria, a posi¢ao limite quando z = u — —us
é também uma reta horizontal perpendicular ao eixo x. Aplicando o principio
de reflexao de Schwarz, cf. em [NI1], podemos refletir a superficie com respeito
a estas duas retas; iterando o processo obtemos uma superficie periddica,

invariante por um grupo de translacoes.

Figura 2.3: O Exemplo de Riemann

2.4
Superficies minimas ciclicas em R3: O caso geral

Seja uma superficie ciclica S, denotaremos por R(u) o raio de cada circulo
e por z(u) a posicao de cada circulo e seja {y1,y»} uma base ortonormal do
plano, seja agora IN o vetor normal aos planos que contém cada circulo, tal que,
{y1,y2, N} é uma base ortonormal de R3. Portanto S pode ser parametrizada

por:

X:IxS'—R?
(u,v) — z(u) + R(u) cos vy (u) + R(u) sen vys(u)

Queremos provar que se a superficie é minima, entao esses circulos sao

todos horizontais, para isso enunciamos o teorema:s:

Teorema 5 Seja uma superficie minima folheada por circulos, entao todos os

circulos sao paralelos.

Prova: A prova que se encontra em [NI1] serd feita por contradi¢ao, entao
agora assuma N nao constante, isto é, N’ = 0. Entao o vetor IN é paralelo ao
vetor t, tangente a alguma curva parametrizada pelo comprimento de arco e
temos n vetor normal e b binormal a essa curva. Vamos assumir os vetores y;
e y, como os vetores n e b. Seja a curvatura e a tor¢ao da curva: k > 0 e T,

respectivamente, e seja z’ = at + On + vb. Entao:

X(u,v) = z(u) + R(u) cosvn(u) + R(u) sen vb(u)
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A seguir determinamos as derivadas primeiras de X usando as equacoes de

Frenet.

Xu(u,v) = 2'+ Rcosvn+ Rcosvn’ + R’ senvb + Rsenvb’
Xu(u,v) = at+ fn+~vyb+ R cosvn — Rk cos vt
—R7 cosvb + R'senvb + RTsenvn

Assim temos,

Xu(u,v) = (a—EkRcosv)t + (8+ R cosv+ TRsenv)n
+(y = TRcosv + R'senv)b
e também

Xy(u,v) = —(Rsenv)n+ (Rcosv)b,
com isso podemos calcular a primeira forma fundamental:

E = a®—2Rakcosv + R*k?cos® v+ % + 2R Bcosv +
2RBTsenv + R*1? 4+ 7% + 2R'ysenv — 2Ry7 cosv + (R")?

F = —R(fsenv+ RT —ycosv)

G = R?

Agora para calcular a segunda forma fundamental vamos precisar das segundas

derivadas de X:

Xuw(u,v) = (o —2R'kcosv — RK cosv — Sk — kR senv)t +
(8" + akRE* cosv + R"cosv + 2R'Tsenv + RT'senv + 7 — RT% cosv)n +
(y — BT — 2R'Tcosv — RT*senv + R"senv — R’ cosv)b

Xuw(u,v) = (Rksenv)t + (—R'senv + Rrcosv)n + (R cosv + Rrsenv)b
(

—Rcosv)n+ (—Rsenv)b
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Entao determinamos a segunda forma fundamental:

¢ = —R(2kRtBsenvcosv + Rk'vycosvsenv — 2RkyT cos* v + 2R kv cos v sen v
—aR7* — RER cosv + R*km? cosv + kRTy + RK'R'cosv — o/ R’ + aR" +
BkR + 2(R')*kcosv + kRTR senv — Rkv' cosvsenv — Rk cos® v +
2Rk cos’ v + Bkysenv + ayT cosv — affTsenv + RAE cos® v

—2aRk? cos’ v+ aF cosv + o’k cosv — a’ysenv — o B cos v +

%k cosv + ary' senv + R?k? cos® v)

|
I

R*(kBsenvcosv + ky — kycos®v + kR senv — at + RkT cosv)
—R*(—a + Rk cosv)

QI
I

Temos H = Eg — 2F f + Ge = 0, entdo:

3

_ 1
qo- = [5ak*R + B'kR — Bk'R — 63k R'] cos 2v — QkRg [k*R® + 3% — %] cos 3v

2
R2
—7[33%3 + 3RB%k + 8Ra’k — 2Ra/B + 6(R)?Rk + 2Raf + 2R*k'R' + 2RvyTa
—4R'Ba — 2R?’kR" + 3Ry?*k] cosv — vk R® sen 3v
R2

7[—2]%67’04 — 2Ry — 4R'va — 2R*kT R + 2Ran/] sen v +
3 2

R?[’V/kR — vk’ R — 6vkR'| sen 2v — %[—5R2ak2 + R

—23% — 2(R)?a +2RaR" — 2R’ R — 2R*kry — 20° + 4RBEkR — 27*a — R*kf']

]
Il

a3 cos 3v + by sen 3v + ag cos 2v +

by sen 2v + ay cos v + by senv + ag

kR3
as = —T[kZRQJrﬁz—WZ]
by = —BYkR®

R3

a = —-[5ak’R+ FkR— BK'R — 65k
R3

by = —[kR—~KR— 6+vkR]

3

— —%2[3}%%3 + 3Rk + 8Ra’k — 2R/ + 6(R)?Rk + 2Raf +
2R?K'R' + 2RyTa — 4R'Ba — 2R*kR" + 3R~*K]

by = —%2[—2R57'04 — 2Ry — 4R ya — 2R*kTR' + 2Ra/]

ag = —%2[—5R2ak2 + R’k 3 —28%a — 2(R')*a + 2RaR" — 2Rd'R’

—2R?kTy — 20 + 4RPER' — 2v*a — R*kf]

(2-4)
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Temos que R > 0 e k > 0, logo:

by =0=—= pBy=0,entao F=00uy=0

az = 0, vamos considerar 3 = 0, pois se v = 0 terfamos k*R?> + 3 > 0 o que é
absurdo, uma vez que az = 0, logo —7? + k*?R?* = 0 = +* = k*R?

as =0 = 5ak*R =0, pois =0, R >0, k > 0; logo a = 0.

Temos agora:
by = 0= 67kR' =~+kR — vk'R = ~v(6kR' + k'R) = v'kR (2-5)

mas
v* = k*R* = v = +kR (2-6)

que derivando obtém-se:
v =+(K'R+EkR'), (2-7)

e substituindo (2-6) e (2-7) em (2-5) temos:

+kR(6kR' + k'R) = +(K'R + kR")kR,
podemos simplificar R e k portanto
6kR' + K R=kKR+ kR (2-8)

temos que 6kR’ = kR’ e como k # 0 = R’ = 0. Substituindo R > 0, R’ = 0,
k>0, a=08=0e¢7?=k?R? em (2-4) temos que:
CngO, ngO, CLQZO, b2:0, b1=0

Atribuindo em a; os valores R =0, a = 8 = 0, obtemos:

3 3
=Rk~ Rk =0
ay 5 9 g

Como % = k2R?, podemos escrever a; desta maneira:
—3R°k* —3R’K*R’k = 0 = —3R°K’ — 3R°k* = 0= —6R°k* =0

Sabemos que R # 0, entao k = 0 o que é uma contradi¢ao.

Logo N é constante. |

2.5
Conclusao

Apoés toda essa discussao podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 6 As tnicas superficies minimas ciclicas em R3 sdo o catendide e

os exemplos de Riemann.
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Observacgao 6 Os exemplos de Riemann admitem uma outra descri¢ao, mais
cldssica, em termos da representacao de Weierstrass e de funcoes elipticas.
Com essas ferramentas pode-se mostrar que os exemplos de Riemann sao

superficies completas, com curvatura total finita e de tipo conforme retangular.

Confira em [HM] e [EN].
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3
Caracterizacdo das Superficies Minimas Ciclicas em S*> x R

3.1
Exemplos de superficies minimas ciclicas folheadas por grandes circulos

Em R? tinhamos as retas como geodésicas, mas em S? x R as geodésicas
sao os grandes circulos de uma esfera, com isso apresentaremos a seguir uma

série de exemplos de superficies minimas folheadas por grandes circulos.

3.1.1
A Esfera

Seja S a esfera em S? x R parametrizada localmente por:

X:S'xSt—S§*xR
COS v
(u,v) — senvcosu | ,0

Sen v sen u

S ¢é totalmente geodésica (isto é, a segunda forma fundamental anula-se)

portanto ela é minima.

3.1.2
O Cilindro

Seja o produto de um grande circulo por R em S? xR, ele é parametrizado

por:

X:RxS'—S*xR
cosv
(u,v) — senv | ,u

0

S é o produto de uma curva geodésica por R, entao ela é totalmente geodésica,

logo S é minima.
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3.1.3
O Helicdide

Seja S, o helicéide em S? x R parametrizado localmente por:

X :RxS'—§?xR

cos v
(u,v) — senvcosau | ,bu

SEIl v Se1n au

Apresentaremos agora dois casos limites do helicoide:

a) X, - circulo gira e nao sobe, obtemos assim a esfera S? x {0} C S? x R.(cf.

segao 3.1.1)
b) X, - circulo sobe e nao gira, obtemos o cilindro.(cf. se¢ao 3.1.2)

Vamos provar que essa superficie ¢ minima em S? x R, para isso temos a seguir
as derivadas primeiras de X, (u, v), que para simplificar vamos chamar apenas

de X (u,v)

X, = (0,—asenvsenau,asenvcosau,b)

X, = (—senw,cosvcosau,cosvsenau,0)

temos assim a primeira forma fundamental:

E = da’sen’v +1?
F =0
G =1

Abaixo temos as derivadas segundas de X:

Xuww = (0,—a?senwv cosau, —a* sen v sen au, 0)
Xuw = (0,—acosvsenau,acosuvcosau,0)
Xy = (—cosv,—senwcosau, —senvsenau,0)

Seja o vetor

N = (0, —asen v sen au, a sen v cos au, t)
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onde t ¢é escolhido de maneira que N seja normal a superficie, entao os

coeficientes em relacao a N da segunda forma fundamental sao:

e =0
f = a’senvcosv
g =0

Portanto temos que H = 0, logo pela proposicdo 3 temos que essa superficie é

minima.

3.2
O Catendide

Seja uma superficie de S? x R folheada por circulos paralelos de S?, pode-
mos considera-los horizontais, portanto podemos parametriza-la localmente

COImMo:

X:RxS'—$§* xR
cos 0(u)
(u,v) — senf(u)cosv | ,u

sen f(u) sen v

Novamente vamos definir:
Y (u,v) = (cosO(u),sen O(u) cos v, sen O(u) sen v)

Assim temos:

X(u,v) = (Y(u,v),u)

Com isso calculamos as derivadas primeiras de Y (u,v):

Y, = (—0sen6,d cosfcosv,b cosfsenv)

s
I

(0, —sen @ senwv,send cosv)

Primeira Forma Fundamental:

&
Il

1 + (9/)2

T
I
o

G = sen’d
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Agora determinamos as derivadas segundas de Y':

You = (—=0"senf — (6')*cos®, 0" cosfcosv — (6')*senf cosv, 0" cosf senv
—(0')?sen fsen v)

Yo = (0,—6 cosfsenwv, 6 cosfcosv)

Yo = (0,—senfcosv,—senfsenv)

Agora precisamos, para calcular a Segunda Forma Fundamental, de
algum vetor N normal a superficie, uma vez que nao precisamos de um vetor
normal unitario por causa da proposicao 3. Sabemos que X, e X, sao tangentes
a superficie, logo:

<Na Xu> =0

(N, X,) =0

Isso significa que X, e X, pertencem a T, (S*xR) = T,S* xR, tal que z € S*xR

sendo = = (y, 1), assim temos:
Y (u,v) € §*

e que X (u,v) = (Y(u,v),u), assim N = (M, t), tal que M = (a,b,c), agora
vamos determinar M, mas nao o calcularemos explicitamente ¢, uma vez que
todas segundas derivadas de X tem como ltima coordenada o zero.

Entao para calcular M temos:
(N, X,)=(M,Y,)+t1=0=>t=—(M,Y,)

(N, X,) = (M,Y,) +t.0=0

Agora determinaremos a, b e ¢ de M = (a, b, ¢), entao:
(M,Y,) =0= —bcosfsenv + ccosfcosv =0
Como cos @ # 0, portanto podemos simplificar:
—bsenv + ccosv =0

Determinamos agora:

b= coswv

Cc =8senv
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e M = (a,cosv,senv), para encontrar a, fazemos:
(Y, M) =0
Como Y (u,v) = (cosf,sen b cosv,sen f senv), temos:

(Y, M) = acosf + cos® vsen f + sen® v sen

=acost +senf =0

Assim teriamos a = — tan #, mas para simplificar vamos definir b = cos v cos 6

e ¢ = senv cosf, entao:
(Y, M) =acosf + cosfsent =0

Todavia sabemos que cosf # 0, logo a = —sen 6.

Com isso encontramos M:
M = (—sen#, cos v cos @, senvcosf)

e como N = (M, t), temos
N = (—senf, cosvcosf,senvcosb,t) (3-1)
Segunda Forma Fundamental

_0//
0

ol
|

|
I

= —cosfsend
Portanto temos que a curvatura média é:

H = 0"sen” 0 — (§')? cos § sen  — cos O sen
No caso das superficies minimas temos H = 0, assim:

0" sen — (0')? cos — cos ) = 0 (3-2)

Uma solucao trivial dessa equagao é 6 = 0, o caso do cilindro, ja estudado na
segao 3.1.2. Veremos que a equacao (3-2) é um caso particular de uma equagao

que resolveremos na secao seguinte.
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3.3
O caso geral

Nessa secao vamos estudar as superficies minimas ciclicas em S? x R.
Daremos uma parametrizacao de uma superficie ciclica qualquer e iremos
estudar quando ela é minima.

Seja entdao um circulo C em S%. O circulo C tem raio R < 1 . Seja entdo

0 € (0,5] de tal maneira que o raio de C seja senf, isto é, R = senf. Isto

implica que o centro ¢ de C em R? estd a uma distancia cos @ da origem, entao
seja ¢ =t cos b, o centro de C, com [t| = 1. Como foi feito no capitulo anterior,

vamos considerar a curva parametrizada v tal que 7/ = t, isto é:

+(s) = /S:tw)da

e agora vamos assumir que k # 0, pois ja tratamos o caso contréario, assim seja
(t,n,b) o triedo de Frenet, associada a =, entdo C esta no plano II formado

pelos vetores n e b, entao C' é parametrizado por:
C(v) = senf(u)(ncosv + bsenv) + tcosf(u) € S*

para alguma fungao 6 = 6(u). Assim podemos parametrizar localmente

qualquer superficie ciclica por:

X:IxS'—§ xR
(u,v) — (sen @(u)[cosvn(u) + sen vb(u)] + cos O(u)t(u), u),

ou seja,
X (u,v) = (cosO(u))t(u) + (senf(u) cosv)n(u) + (sen(u) senv)b(u) + u
Definiremos agora
Y (u,v) = (cosO(u))t(u) + (senb(u) cosv)n(u) + (senf(u) senv)b(u),

para facilitar os cédlculos, uma vez que:
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X(u,v) = (Y(u,v),u)
Xu(u,v) = (Yy(u,v),1)
Xy(u,v) = (Yy(u,v),0)
Xuu(u,0) = (Y, 0)
Xuw(u,v) = (Yi,0)
Xow(u,v) = (You, 0)

Agora vamos determinar as derivadas primeiras de Y(u,v), todas na base
{t,n, b}

Yi(u,v) = (—k senfcosv — 0 sen @, 0 cosf cosv + Tsenfsenv + kcos b,
0’ cos @ senv — 7 sen 6 cos v)

Y, (u,v) = (0, —sen @ sen v, sen f cos v)

Primeira Forma Fundamental:
Antes de apresentar os coeficientes da primeira forma fundamental de X (u, v),

vale observar o seguinte:

E = E+1
F = F
G = G

Onde E, F e G sao os coeficientes da primeira forma fundamental de Y (u, v).
Abaixo sao apresentados os coeficientes da primeira forma fundamental de
X(u,v)

E = 1+ (0)* +7%sen”0 + k*cos® 0 + 20'k cosv +
27k cos O sen O senv + k* sen? 0 cos? v

F = —ksenfcosfsenv — 7sen’d

G = sen?d
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Abaixo as derivadas segundas de Y (u,v):

Yiu(u,v) = (=K senfcosv — 2k6 cosfcosv — 6" sen§ — (6')* cos §
—krsenfsenv — k*cos b,
—k?senf cosv — 2k6' sen§ + 0" cos f cosv — (§')*sen f cos v +
7' senfsenv + 276 cosfsenv + k' cos — 72 sen f cos v,
—276' cosfcosv — T senfsenv — Tk cos ) — 0" cosfsenv —
(6')*senfsenv — 7' send cos v)

Yio(u,v) = (k sen @ senv, —0' cos@senv + 7send cos v, 0 cosf cos v +
7 sen  sen U)

Yoo(u,v) = (0,—senfcosv, —senfsenv)

Para calcular a segunda forma fundamental usaremos o vetor normal
N(cf.3-1) que encontramos na se¢ao 3.2 desse capitulo, pois o espago normal

a uma superficie nao depende da base usada.

Segunda Forma Fundamental.

Agora podemos determinar €, f e g:

e = 0" —71*senfcos® + (—2kTt cos® 0 + k7)senv +
k' cosv + k* cos @ sen 0 sin? v

f = 7cosfsenf — ksen®fsenv

g = —cosfsent

Temos H = Eg — 2F f + Ge = 0, entdo:

H = (0"sen® — (6')*cos — cosf — k*cosf) sen § — k7 sen? fsen v +

(K'sen® 6 — 20’k cos @ sen 6) cos v

Se a superficie é minima, temos:

0" sen® — ((6")2 4+ 1) cosf — k*cos = 0
H=0= < —krsen?0=0
k' sen? 6 — 20k cos@sen ) = 0

Vamos analisar a segunda equacao do sistema. Sabemos que sen?§ # 0

e k # 0, logo 7 = 0, significando que a curva v é plana, o plano no qual
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v pertence é paralelo ao plano gerado por t e n e observamos que o fato de
termos 7 = 0 também significa b constante. Ja vimos que o circulo C tem
centro ¢ = tcosf e temos que o centro em S? é t, temos entao que t pertence
a um grande circulo.
Analisando agora a equacao k' sen 6 = 26’k cos 6, ou seja,
/

k
= 26’ cotan 6

Agora integramos os dois termos:

/%dksZ/cotanﬁdG

Ink =2In|senf| + ¢

obtemos,

Que simplificando fica k = Asen?f, onde A\ é uma constante positiva. Obser-
vamos que k ¢é sempre positivo, o que implica que t’ nunca se anula logo t
percorre um grande circulo sempre no mesmo sentido.

Resolveremos agora a equagio:
0"senf — ((6')* + 1) cosf — k*cosf = 0

na qual reescrevemos dessa maneira:
0"sen — ((6)? + 1) cos — A\*sen” 0 cos ) = 0 (3-3)

Uma solucao simples dessa equacao é 6 = g que corresponde uma superficie
folheada por grandes circulos, nesse caso temos k = A, o que implica que o vetor
t(u) (normal aos grandes circulos) percorre um circulo a velocidade constante,
portanto a superficie é um helicéide.

Agora para auxiliar nos calculos multiplicamos a equacao acima por

260" sen 0, obtendo assim:
20”6 sen® 6 — 260’ cos O sen O((6')* + 1) — 2X*0' sen® f cos ) = 0

agora dividindo por sen* § temos:

20"6" sen? 6 — 26’ cos @ sen 0((0')* + 1)

2 _
p—y —2X°¢ senfcosfh =0
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temos:

sen? 0 sen4 0

Como ((9/)2 + 1>/ 20"0' sen® 6 — 260" cos O sen O((0')* + 1)
1 =

sen? 0

N2 !
((‘9)—+1> —2)%0" senfcosh =0

ou seja,

/
7\ 2
<(ese)n—2+91 — M sen? 9) =0
(0 +1

sen? 6 N
Se A = 0 reencontramos o caso do catendide.

entao a fungao F(6,0') = —A?sen? § ¢ uma integral primeira de (3-3).
Agora para uma andlise dessa expressao fazemos E igual a uma constante e
tragamos o grafico dessas curva para diferentes valores de F e para A = 0, que

é o caso do catendide, como podemos ver na figura abaixo:

e para A # 0 temos:

Vemos com esses graficos que o raio dos circulos nao tende para infinito como
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em R? e H? xR, que veremos no préximo capitulo, mas é periédico com respeito
a variavel u.

Observamos pelo gréafico que 6’ = 0 para dois valores de #, que chamare-
mos de 6y e 61, considerando a parte da curva integral onde 8 é positivo, temos
que 6(u) é crescente, entao existe a func¢ao inversa que denotaremos por u(f),

definida sobre o intervalo [y, 0], que estudaremos quando 6 — 6, assim:

o dp

N o \/f(e)’

onde f(0) = N?sen* @ + Esen?f — 1, que é convergente pelo mesmo raciocinio

u()

do capitulo 2. Para a parte da curva integral onde 6’ é negativa, o raciocinio
¢ analogo por simetria e concluimos que a superficie é periddica na direcao

vertical.
3.4
Conclusao
Demonstramos entao que as superficies minimas ciclicas e regradas de

S? x R sao:

— A esfera S? x {0} (cf. segao 3.1.1)
O cilindro S' x R (cf. secao 3.1.2)

— O helicéide (cf. se¢ao 3.1.3)

— O catendide (cf. secao 3.2) descoberto por Pedrosa, Ritoré.

Uma familia a dois parametros E, A de superficies folheadas por pequenos
circulos, periddicas na direcao vertical. A trajetéria dos centros dos
circulos percorre uma “hélice” em S? x R, no sentido que ela “sobe”(a
tiltima coordenada é crescente) e se projeta sobre uma geodésica de S?;
além disso o raio de um circulo da superficie é relacionado com a posicao

do seu centro sobre a “hélice”.

Reencontramos entao um resultado de Laurent Hauswirth cf. [HA]
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4
Exemplos de Superficies Minimas Ciclicas em H? x R

No modelo do hiperboldide de H?, as geodésicas sao curvas obtidas pela
intersec¢ao de planos vetoriais de R? com o hiperboléide, confira em [KU],
e as curvas de curvatura constantes sao intersecao de planos afins com o
hiperboléide. Nesse capitulo descreveremos varias familias de exemplos de
superficies minimas ciclicas em H? x R, essas familias foram descobertas e

classificadas por Laurent Hauswirth em [HA].

4.1
Exemplos de superficies minimas folheadas por geodésicas

4.1.1
Plano Hiperbdlico horizontal

Seja H? x {0} C H? x R parametrizada localmente por:

X:RxR—H’xR

coshv
(u,v) — senhwvcosu |,0

senh v sen u

S é totalmente geodésica (isto é, a segunda forma fundamental anula-se)

portanto ela é minima.

4.1.2
O Cilindro

Seja o produto de uma geodésica de H por R em H? x R, é parametrizado

localmente por:

X:RxR—H?xR

senh v
(u,v) — coshv | ,u

0
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ela é totalmente geodésica, logo ¢ minima.

4.1.3
O Helicéide

Seja S, o helicéide em H? x R parametrizado localmente por:

X :RxR—H?>xR

coshv
(u,v) — senhvcosau | ,bu

senh v sen au

Apresentaremos agora dois casos limites do helicéide em H? x R

a) X, - gira e nao sobe, obtemos assim o hiperboldide H? x {0} C H? x R.(cf.
segao 4.1.1)

b) X, - sobe e nao gira, obtemos o cilindro.(cf. se¢ao 4.1.2)

Agora iremos provar que essa superficie ¢ minima em H? x R, para isso

calculamos abaixo as derivadas primeiras de S:

0
X, = —asenhvsenau | ,b

senh v cos au

senh v

X, = coshvcosau | ,0

cosh v sen au

com isso obtemos a primeira forma fundamental:

E = a’senh®v+b
F =0
G =1

Em seguida temos as derivadas segundas:

Xuw = (0,—a?senhv cos au, —a® senh v sen au, 0)
Xuw = (0,—acoshwvsenau,acoshwcosau,0)
Xy = (coshw,senhw cosau,senhwvsenau,0)

Seja o vetor

N = (0, —asenh v sen au, a senh v cos au, t),
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onde t ¢é escolhido de maneira que N seja normal a superficie, entao os

coeficientes em relacao N da segunda forma fundamental sao:

0

ol
I

a® cosh vsenh v

= 0

|
I

Portanto temos que H = 0, logo pela proposicdo 3 temos que essa superficie ¢

minima.

4.2
O Catendide

Vamos procurar uma superficie minima na forma de uma superficie
folheada por circulos paralelos no modelo do hiperboldide, que sao curvas com

curvatura constante maior que 1. Tal superficie é parametrizada por:

X:RxS'—H?xR

(u,v) — (cosh 8(u), senh (u) cos v, senh O(u) sen v, u)
Agora vamos definir:
Y (u,v) = (cosh 8(u),senh O(u) cos v, senh O(u) sen v)

Assim temos:

X(u,v) = (Y(u,v),u)

Vamos entao calcular as derivadas de Y (u, v) para obtermos a curvatura média
de X (u,v):

Y, = (0'senh@,d coshfcosv,d coshfsenv)
Y, = (0,—senhfsenwv,senhfcosv)
Yuu = (0"senh+ (0')? cosh®,0” coshfcosv + (') senh d cos v,
0" cosh @ senv + (6')* senh f sen v)
Yiw = (0,—6 coshfsenwv, 8 coshfcosv)

Y,w = (0,—senh6cosv,—senhfsenv)
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Primeira Forma Fundamental:

E = (0)*+1
F =0
G = senh?’#

Agora precisamos, para calcular a Segunda Forma Fundamental, de
algum vetor N normal a superficie, uma vez que nao precisamos de um vetor
normal unitario por causa do proposicao 3. Sabemos que X, e X, sao tangentes
a superficie, logo:

<N ) Xu>1 =0

(N, X,)1=0

Isso significa que X, e X, pertencem a T,(H? x R) = T,H? x R, tal que

r € H? x R sendo x = (y,t), assim temos:
Y (u,v) € H?

e que X(u,v) = (Y(u,v),u), assim N = (M,t), tal que M = (a,b,c) onde
vamos determinar M, mas nao calcularemos explicitamente ¢, j4 que nao
aparece nas expressoes da segunda forma fundamental.

Para isso temos:
(N, Xy )1 =M, Y )1 +t1=0=t=—(M,Y,)

(N, X,)1 = (M,Y,); +t.0=0

Agora determinaremos a, b e ¢ de M = (a, b, ¢), entao:
(M,Y,) =0= —bsenhfsenv + csenhfcosv =0
Como senh 0 # 0, portanto podemos simplificar:
—bsenv + ccosv =0

Determinamos agora:

b= coswv

C =8senv
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e M = (a,cosv,senv), para encontrar a, fazemos:
(Y, M) =0
Uma vez que Y (u,v) = (cosh #, senh  cos v, senh § sen v),temos:

(Y, M), = —acosh @ + senh 6 cos* v + senh f sen® v
= —acoshf +senhf =0

Simplificando, podemos definir b = cosh f cosv e ¢ = cosh f sen v, entao:
(Y, M), = —acoshf + coshfsenh§ =0

Como sabemos que cosh 6 # 0, entao: a = senh ¢

Com isso encontramos M:
M = (senh 6, cosh 6 cos v, cosh 6 sen v)

e como N = (M, t), temos
N = (senh 6, cosh 6 cos v, cosfsen v, t) (4-1)

Segunda Forma Fundamental:

e = 0"
f=0
g = —senhfcosh6

Com isso temos que a curvatura média é:
H = 60" senh? 0 — (0')* senh 6 cosh § — senh 6 cosh 6
E com H = 0, temos:

0" senh 6 — (') cosh — cosh = 0 (4-2)

Veremos que a equagao (4-2) é um caso particular de uma equacdo que resol-

Veremos na secao seguinte.
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4.3
Superficies Minimas folheadas por curvas de curvatura constante maior
que 1

Nessa secao vamos estudar as superficies minimas folheadas por curvas
de curvatura constante £ > 1 em H? x R. Seja (t,n,b) uma base ortonormal

tal que:

e algum nimero real . Vamos provar que C' parametrizada por:
C(v) = senhf(ncosv + bsenv) + tcosh§ € H?

tem curvatura constante maior que 1. Por isso reparametrizamos a curva pelo

comprimento de arco w = v senh 6:

C(w) = coshft + senhﬁ(cos(se:h0>+sen(se:h0>>

Clw) = - Sen(se:h0>n + Cos(se:h H)b

¢(w) = senlhe (_ Cos(sertll)h 9>n B Sen(se:luh 9>b>

logo (C,C"); = —1. Seja {e1, e2} base ortonormal de Te () H? entao {c, e, e}

é base ortonormal de R? e podemos escrever:

Cﬂ(w) - _<Ca CN>C + <CH, €1>€1 + <CW, €2>€2

ou seja,
(C”)T — C// _|_ <C, C”)C — C// . O
portanto
1 1
NT o .
(C7)" = —cosh ot (Senh 9+senh 6) COS(senh0>n (senh9+senh 0) Sen(senh@ b

logo
1
(C)V =14 —5->1

senh” ¢
Concluimos que a curvatura da curva C' é constante e maior que 1. Assim

podemos parametrizar localmente uma superficie folheada por curvas de
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curvatura constante maior que 1 em H? x R por:

X:IxS'—H xR
(u,v) — (senh 6(u)(cosvn + senvb) + cosh O(u)t, u)
onde f(u) é uma fungao real e {t,n,b} é o triedo de Frenet de alguma curva

de tipo-espago de R?, portanto nas equagoes de Frenet (cf. definigao 15), temos

e=—1len=1elogo:

t’ =kn
n’ =ktt—7b
b’ = 7n,

Definiremos também para simplificar os calculos:
Y (u,v) = senh 0(u)(cos vn + sen vb) + cosh 6(u)t

Assim temos:

X(u,v) = (Y(u,v),u)
Xu(u,v) = (Yy(u,v),1)
Xp(u,v) = (Yy(u,v),0)
Xuu(t,v) = (Yiu, 0)
Xuw(u,v) = (Yi, 0)
Xow(u,v) = (Yo, 0)

Usando as equagoes de Frenet calculamos:

Yu(u,v) = (ksenh6cosv+ 6 senh6,6 coshfcosv — 7senhfsenv + kcosh b,
0 cosh O senv + 7senh 6 cos v)

Y (u,v) = (0,—senh95env,senh0008v)

Antes de apresentar os coeficientes da primeira forma fundamental de X (u, v),

vamos fazer a seguinte observacao:

E = FE+1
F = F
G = G

Onde E, F e G sdo os coeficientes da primeira forma fundamental de Y (u, v).

Abaixo sao apresentados os coeficientes da primeira forma fundamental de
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X (u,v).

E = 1+ (0)?+ *senh? 0 + k? cosh® 0 + 20’k cos v +
27k senh 6 cosh 6 sen v — k2 senh? 6 cos® v
F = —7senh?6 — ksenh 6 cosh f senv

G = senh®f
Abaixo as derivadas segundas de Y (u,v):

You(u,v) = (K senhfcosv+ 20’k cosh cosv + 6" senh § + (6')* cosh 6
—krsenh@senv + k*cosh 6,
k*senh 6 cos v + 2k6 senh 6 + 6” cosh @ cos v + (6')* senh 6 cos v
—7"senh 0 cosv — 276 cosh @ sen v + k' cosh @ — 72 senh 6 cos v,
276 cosh  cosv — 72 senh @ sen v + k7 cosh @ + 6" cosh  sen v +
(6')? senh # sen v + 7' senh 6 cos v)

Yuo(u,v) = (—ksenh6senv,—¢ coshfsenv — 7senhf cosv, 8 coshf cosv
—7 senh f sen v)

Yoo(u,v) = (0, —senh @ cos v, — senh 6 sen v)

Para calcular a segunda forma fundamental usaremos o vetor normal
N(cf. 4-1) que encontramos na segao 4.2 desse capitulo, pois o espago normal

a uma superficie nao depende da base usada.
Segunda Forma Fundamental.

Agora podemos determinar €, f e §:

0" — 72 senh  cosh @ + k' cosv + (kT — 2k7 cosh? #) sen v
—k? cosh f senh 0 sen® v

f = 7 coshfsenhf + ksenh? @ senv

ol
I

g = —senh6cosh6
Temos H = Eg — 2F f + Ge = 0, entdo:

H = —(k®cosh® + (6')*cosh — 0" senh 6 + cosh #) senh § — k7 senh” § sen v +
(k' senh? @ — 260’k senh 6 cosh 6) cos v

Se a superficie é minima:
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—k?cosh @ — (0')? cosh 6 + 6" senh 6 — cosh§ = 0
H=0= ¢ —krsenh?’0 =0
k' senh? @ — 20’k senh 6 cosh 6 = 0

Vamos analisar a segunda equacao do sistema. Sabemos que senh?6 # 0 e
k # 0, logo 7 = 0, significando que a curva y é plana e pertence ao plano
paralelo ao plano gerado por t e n e observamos que o fato de termos 7 = 0
também significa b constante.
Vamos analisar agora a equagao k’senh 6 = 20’k cosh 0, ou seja,
/

k
z = 26’ coth @

Agora podemos integrar os dois termos:

/%dl{:zQ/cotthH

Ink =2In|senhf| + ¢

obtemos,

Que simplificando fica k = Asenh? §, onde é uma constante positiva.

Agora devemos resolver a seguinte equacao:
0" senh @ — (0')* cosh § — cosh @ — k* cosh ) = 0
Que reescreveremos dessa maneira:

0" senh @ — ((#)? + 1) cosh @ — A\* cosh @ senh* = 0 (4-3)

agora multiplicamos por 26’ senh 6, teremos:
20'0" senh? 6 — ((6')? + 1)26’ cosh f senh § — 22?6 cosh #senh® § = 0

Agora dividindo por senh” @ temos:

1 Q11 h2p — N2 4 1)20' cosh h
206" senh”§ — ((¢)* + 1)26' cosh 6 senh ¢ — 2)\%¢ cosh @ senh § = 0

senh” 6
logo,
!/
N2 1
(9)—_; — Msenh?6 | =0
senh” ¢
e a funcao "2
1
B0y =D ey (4-4)
senh”

¢ uma integral primeira de (4-3).
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Agora para uma andlise dessa expressao fazemos F igual a uma constante
e tracamos o grafico dessas curva para diferentes valores de E e para A = 0,

caso do catendide, como podemos ver na figura abaixo:

Abaixo fazemos a mesma andlise, mas para A # 0:

Observamos que sobre toda curva integral, # admite um minimo que deno-
taremos por 6y e que cada curva tem dois fins, onde # tende ao infinito. Sem
perda de generalidade suponhamos que 6(0) = 6. No caso A # 0, vamos
mostrar que senh # tende a infinito em tempo finito. Considerando a parte da
curva integral em que ¢’ é positiva, temos que 6(u) é crescente, entao existe
a funcao inversa, que denotamos por u(6), definida sobre o intervalo [0y, c0),

que estudaremos quando 6 — 6y, observamos que temos uma situacao analoga
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ao Capitulo 2, assim podemos concluir que

o dh
u(f) = : .
9o \/)\QSenh 0+ Esenh” 0 — 1

é uma integral convergente.

Agora iremos calcular lim wu(f), para mostrar que senh 6 tende para o infinito

0— o0
em tempo finito.
Tome 0 0
u() = / g — a0 (4-5)
6o 0 6o \/)\2 senh® § + Esenh®d — 1

1 1 1
< < =,
\/)\2 senh?* + Esenh?0 —1 A senh?6 = 62

concluimos que a integral (4-5) converge, isto é, existe u, < oo tal que

Como

lim u(0) = uq. Concluimos assim que senh @ tende para o infinito em tempo

0—o00

finito, pois € tende para o infinito e a curva limite tem curvatura igual a 1,
isto é, um horociclo. A situagao é simétrica no caso ¢ < 0 logo a superficie
¢ limitada por duas folhas H? horizontais. Assim a situacao é muito parecida

com o caso do exemplo de Riemann de R3.

4.4
O Catendide folheado por curvas de curvatura constante menor que 1

Agora vamos procurar uma superficie minima na forma de uma superficie
folheada por curvas de curvatura constante menor que 1, que no modelo do

hiperbolédide, sao hipérboles.

X: RxH — H?xR

(u,v) — (cosh O(u) cosh v, cosh 6(u) senh v, senh 6(u), u)
Agora vamos definir:
Y (u,v) = (cosh 0(u) cosh v, cosh 0(u) senh v, senh 6(u))

Assim temos:
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Vamos entao calcular as derivadas de Y (u, v) para obtermos a curvatura média
de X (u,v):

(0" senh 0 cosh v, 6’ senh 6 senh v, 6’ cosh )
Y, = (coshfsenhwv,coshfcoshwv,0)
(

0" cosh 6 + (#')* senh 0)
Yo = (6 senh@senhuv,d senhfcoshv,0)
Y, = (coshé coshwv,coshfsenhu,0)

Primeira Forma Fundamental:

E = (0)?+1
F =0
G = cosh?0

Agora precisamos, para calcular a Segunda Forma Fundamental, de
algum vetor N normal a superficie, uma vez que nao precisamos de um vetor
normal unitario por causa da proposigao 3. Sabemos que X, e X, sao tangentes
a superficie, logo:

(N, X,)1=0

(N, X,)1 =0

Isso significa que X, e X, pertencem a T,(H* x R) = T,H? x R, tal que

r € H? x R sendo x = (y,t), assim temos:
Y (u,v) € H?

e que X (u,v) = (Y(u,v),u), assim N = (M, t), fazendo célculos andlogos aos

que foram feitos na segao 4.2 temos que:

M = (senh 6 cosh v, senh § senh v, cosh 0)

e como N = (M, t), temos

N = (senh @, cosh 6 cosv, cos @ sen v, t) (4-6)

0" senh @ cosh v + (6')? cosh  cosh v, 6” cosh @ senh v + (#')* cosh § senh v,
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Segunda Forma Fundamental:

e = 0"
Feo
g = —senhfcosh6

Com isso temos que a curvatura média é:
H = 0" cosh®§ — (#')? cosh @ senh 6 — cosh 6 senh @
E com H = 0, temos:

0" cosh®§ — ((6')? + 1) cosh @ senh @ — cosh @ senh § = 0

logo
0" cosh — (§')*senh 6 — senh § = 0 (4-7)
Veremos que a equagao (4-7) é um caso particular de uma equagdo que resol-

Veremos na secao seguinte.

4.5
Superficies Minimas folheadas por curvas de curvatura constante menor
que 1

Nessa secao vamos estudar superficies minimas folheadas por curvas de
curvatura constante & < 1 em H? x R. Inicialmente ver como parametrizar tais

curvas: Seja {ey, €2, e3} base ortonormal de R} tal que

<€1,€1>1 =-1

e algum nimero real . Vamos provar que a curva C' parametrizada por:
C(v) = senh ey + cosh § cosh ve; + cosh § senh ves € H?

tem curvatura constante menor que 1. Antes vamos fazer uma mudanca de

variavel w = cosh v e escreveremos:

C(w) = senh ey + cosh cosh( ) e1 + cosh @ senh<

w w ) .
cosh 6 cosh @/ ®
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Calculamos inicialmente C’(v) = senh( )63, portanto

)el + COSh( v
C

w
cosh 6 osh 6

¢(w) = coslh 0 (COSh($> et Senh<co;0h 9) €3>

logo (C,C")1 = —1. Seja {v1, v2} base ortonormal de T¢(,)H? entao {C, vy, va}

é base ortonormal de R? e podemos escrever:

C"(w) = —(C,C")1C 4+ (C",v1)1v1 + (C", v2) 109

ou seja,
chHt =c" +(C,c"C =C"-C
portanto
1 w v
INT
(C")" = —senh 6’62+<C08h0+cosh 0> cosh(cosh9>61+<Cosh0+cosh Q) Senh(oosh9>e3
logo
1
O// T2 _ 1—
(=1 —

e obtemos

0<1-— 5 <1

cosh” ¢

45.1

12 Caso, onde o vetor normal a curva é de tipo-tempo

Seja a superficie em H? x R parametrizada localmente por:

X:IxH —H*xR
(u,v) — (cosh @(u)(cosh vn + senh vb) + senh 6(u)t, u)
onde f(u) é uma funcao real e (t,n,b) é o triedo de Frenet de alguma curva

de tipo-espaco de R3, tal que o vetor normal seja de tipo-tempo, portanto nas

equagoes de Frenet (cf. defini¢ao 15), temos e = 1 e n = —1 e logo:

t’= —kn
n=-kt—7b
b’= —7 n,

Definiremos também para simplificar os calculos:

Y (u,v) = cosh §(u)(coshvn + senh vb) 4 senh 6(u)t
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Assim temos:

X(u,v) = (Y(u,v),u)
Xu(u,v) = (Yy(u,v),1)
Xy(u,v) = (Yy(u,v),0)
Xuu(t,v) = (Yiw, 0)
Xuw(u,v) = (Yi,0)
Xow(u,v) = (You, 0)

Usando as equagoes de Frenet calculamos:

Y,(u,v) = (6'cosh® — kcosh6coshv, —ksenh 6 + 6 senh 6 coshv — 7 cosh § senh v,
—7 cosh 6 coshv + ¢’ senh f senh v)
Y, (u,v) = (0, cosh 6 senh v, cosh 6 cosh v)

Antes de apresentar os coeficientes da primeira forma fundamental de X (u, v)

vamos fazer a seguinte observacao:

E = E+1
F = F
G = G

Onde E, F e G sdo os coeficientes da primeira forma fundamental de Y (u, v).
Abaixo sao apresentados os coeficientes da primeira forma fundamental de
X (u,v).

E = 1+ (#)* +1%cosh®0 — k*senh® § + 20’k cosh v
—27k senh 6 cosh f senh v + k? cosh? § cosh® v
—7 cosh?# + k senh 6 cosh @ senh v

G = cosh®6

T
|
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Abaixo as derivadas segundas de Y (u,v):

You(u,v) = (—k"cosh6 coshv + (0')*senh 6 + 6" cosh 6 — 20’k senh 6 cosh v +
k*senh @ 4 k7 cosh @ senh v,
—20'k cosh § — k" senh § 4 (8)? cosh @ cosh v + 6” senh 6 cosh v +

k* cosh @ cosh v — 207 senh @ senh v — 7’ cosh f senh v + 7% cosh  cosh v,

7% cosh @ senh v + (0')? cosh f senh v — 7’ cosh @ cosh v + k7 senh 6 +
0" senh 6 senh v — 267 senh 6 cosh v)

Yio(u,v) = (—k: cosh @ senh v, —7 cosh 0 cosh v + 0’ senh @ senh v, —7 cosh 6 senh v +

¢’ senh 6 cosh v)
Yoo(u,v) = (O, cosh 6 cosh v, cosh # senh v)

Para calcular a segunda forma fundamental precisamos de um vetor
normal, que determinaremos a seguir:

Sabemos que X, e X, sao tangentes a superficie, logo:
(N, X,)1=0

(N, X,);1 =0

Isso significa que X, e X, pertencem a T,(H* x R) = T,H? x R, tal que

r € H? x R sendo = = (y,t), assim temos:
Y (u,v) € H?

e que X (u,v) = (Y(u,v),u), assim N = (M, t), fazendo calculos andlogos aos
que foram feitos na segao 4.2 temos que:

M = (cosh 6, senh 6 cosh v, senh 6 senh v)
e como N = (M, t), temos

N = (cosh 6, senh 6 cosh v, senh § senh v, t) (4-8)

Segunda Forma Fundamental.

Agora podemos determinar e, f e g:

¢ = 40" —7%coshfsenhf — k' coshv + (—k7 + 2k7 cosh? §) senh v
—k? cosh 6 senh 0 cosh v*v
f = 7coshfsenh® — kcosh? @ senh v

—senh @ cosh 0

Qi
|
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Temos H = Eg — 2F f + Ge = 0, entdo:

H = (—k®senhf — (0')*senh @ + 0" cosh § — senh @) cosh 6 — k7 cosh? f senh v +

(—k cosh? @ + 20"k senh 6 cosh #) cosh v
Se a superficie é minima:

0" cosh @ — (6')? senh @ — k?* senh § — senh 6 = 0
H=0=<{ —krcosh’0=0
—k' cosh? @ + 20’k senh 6 cosh § = 0

Vamos analisar a segunda equacao do sistema. Sabemos que cosh?6 # 0 e
k # 0, logo 7 = 0, significando que a curva y é plana e pertence ao plano
paralelo ao plano gerado por t e n e observamos que o fato de termos 7 = 0
também significa b constante.
Vamos analisar agora a equagao k' cosh § = 20’k senh 6, ou seja,
/

k
T = 26’ tanh 0

Agora podemos integrar os dois termos:

/%dsz/tanthQ

Ink =2In|coshf| + ¢

obtemos,

Que simplificando fica k = A cosh?#, onde \ é um nimero real positivo. Assim

podemos resolver a seguinte equacao:
0" cosh® — (6')?senh § — k*senh @ — senh = 0
na qual reescrevemos dessa maneira:
0" cosh§ — ((0')* 4 1) senh # — A\* cosh* @ senh § = 0 (4-9)
multiplicando por 26’ cosh #, teremos:

20'0" cosh? @ — 2((0')* + 1)0' cosh @ senh 6 — 20'\? cosh® fsenh § = 0

que dividindo por cosh® @ fica:

20'0" cosh® § — 26/((0)? + 1) senh 6 cosh 0
cosh® 6

—2X%0' cosh B senh 6 = 0
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logo,
/
0?2 +1
(UT—FG — A2 cosh? 9) =0
cos
_ (0) 41 9, 2 : .
temos que a fungao E(6,0') = olZd A2 cosh® 0 ¢ uma integral primeira
cos

de (4-9). Agora para uma andlise dessa expressao fazemos E igual a uma
constante e tragamos o grafico dessas curva para diferentes valores de E e

para A = 0, que é o caso do catendide, como podemos ver na figura abaixo:

Observamos pela figura acima que obtivemos trés tipos de curvas inte-
grais, sendo um deles muito semelhante ao caso anterior, no qual ' = 0 e
portanto # admite um minimo que novamente suporemos que 6(0) = 6. No
caso A # 0, vamos mostrar que cosh # tende a infinito em tempo finito. Con-
siderando a parte desse tipo de curva em que ¢ é positiva, temos que 0(u)
é crescente, entao existe a funcdo inversa, que denotamos por u(f), definida

sobre o intervalo [0, 00) e expressada por:
0
do
u(é’) = 9
6o \/)\2 cosh @ + E cosh? 0 — 1
que é uma integral convergente pelo mesmo argumento feito no capitulo 2 secao

2.3.

Vamos calcular lim u(6).

(4-10)

0—o0
Tome 0 0
u(f) = d—“de = a0 (4-11)
6o A0 60 /A2 cosh?6 + F cosh?6 — 1
1 1 1
Como

< 2 < N2
\/ A2 cosh®@ + Ecosh?f —1 Acosh®0 0
concluimos que a integral (4-11) converge, isto é, existe u, < oo tal que

elim u(0) = . Concluimos assim que cosh # tende para o infinito em tempo
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finito, pois € tende para o infinito. Aqui novamente a curva limite tem curvatura
1, isto é, um horociclo. Esse caso é parecido ao da segao anterior.

Para o outro tipo de curva onde temos que 6" # 0 e positiva para todo 6,
dai O(u) é crescente, entdo existe uma fungao inversa u(f) definida da mesma
maneira que em (4-10) e portanto tém as mesmas caracteristicas.

O terceiro tipo de curva que obtivemos é a curva que passa pela origem
no plano de fase (6, 0’), assim analisando novamente a fungao inversa u(f) onde
0y = 0 para 8 — 0 observamos que ela é convergente e novamente que 6 — oo

e entao cosh # tende para o infinito em tempo finito.

4.5.2
29 Caso, quando o vetor binormal é de tipo-tempo

Seja a superficie em H? x R parametrizada por:

X:IxH —H xR
(u,v) — (cosh @(u)(senh vn + cosh vb) + senh 6(u)t, u)
onde f(u) é uma fungao real e {t,n,b} é o triedo de Frenet de alguma curva

de tipo-espago de R?, tal que o vetor binormal seja de tipo-tempo, portanto

nas equagoes de Frenet (cf. definigao 15), temos e =1 e n =1 e logo:

t’=kn
n =-kt+7b
b’ = 7n,

Definiremos também para simplificar os calculos:
Y (u,v) = cosh f(senh vn + cosh vb) 4 senh 0t

Assim temos:

X(u,v) = (Y(u,v),u)
Xu(u,v) = (Yy(u,v),1)
Xy(u,v) = (Yy(u,v),0)
Xuu(t,0) = (Yiw, 0)
Xuw(u,v) = (Yi,0)
Xow(u,0) = (Yon, 0)
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Usando as equagoes de Frenet calculamos:

Yu(u,v) = (¢'cosh — kcosh@senhv, ksenh + 6 senh 6 senhv + 7 cosh 6 cosh v,
7 cosh @ senh v + 6 senh € cosh U)
Y, (u,v) = (0, cosh 6 cosh v, cosh # senh U)

Antes de apresentar os coeficientes da primeira forma fundamental de X (u,v)

vamos fazer a seguinte observacao:

E = E+1
F = F
G = G

Onde E, F e G sdo os coeficientes da primeira forma fundamental de Y (u, v).
Abaixo sao apresentados os coeficientes da primeira forma fundamental de

X (u,v).

E = 14 (0)?+ 1%cosh® + k*senh? § + 20’k senh v
427k senh 6 cosh § cosh v + k* cosh? f senh? v

F = tcosh®@ + ksenh 6 cosh @ coshv

G = cosh®f

Abaixo as derivadas segundas de Y (u,v):

Yiu(u,v) = (=K cosh@senhv + (¢')*senh § + 0" cosh § — 26k senh § senh v
—k?senh @ — k7 cosh § cosh v,
20’k cosh § + k' senh @ + (#')? cosh f senh v + 6" senh § senh v +
—k? cosh f senh v — 20" senh # cosh v + 7’ cosh 0 cosh v + 72 cosh # senh v,
7% cosh @ cosh v + (6')% cosh @ cosh v + 7/ cosh f senh v + k7 senh 6 +
0" senh 6 cosh v + 260’7 senh § senh v)
Yio(u,v) = (—kcoshcoshv, T coshfsenhv + ¢ senh § cosh v, 7 cosh 6 coshv +
¢’ senh f senh v)
Yoo(u,v) = (O, cosh 0 senh v, cosh 6 cosh v)

Para calcular a segunda forma fundamental precisamos de um vetor normal,

que determinaremos a seguir:
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Sabemos que X, e X, sao tangentes a superficie, logo:
(N, X,)1 =0

(N, X,)1 =0

Isso significa que X, e X, pertencem a T,(H? x R) = T,H? x R, tal que

r € H? x R sendo z = (y,t), assim temos:
Y (u,v) € H?

e que X (u,v) = (Y(u,v),u), assim N = (M, t), fazendo cdlculos andlogos aos

que foram feitos na se¢ao 4.2 temos:
M = (cosh 6, senh # senh v, senh 6 cosh v)

e como N = (M, t), temos
N = (cosh 6, senh f senh v, senh § cosh v, t) (4-12)

Segunda Forma Fundamental.

Agora podemos determinar e, f e g:

e = 0" —7%coshfsenhd — k'senhv + (kT — 2k7 cosh® #) cosh v
—k? cosh # senh 6 cosh? v

f = —rcosh@senh — kcosh? @ coshv

g = —senh®cosh6

Temos H = Eg — 2F f + Geé = 0, entdo:

H = (k*senhf — (0')*senh @ + 6" cosh @ — senh ) cosh 6 + k7 cosh? @ cosh v +
(—k' cosh? @ + 20"k senh 0 cosh #) senh v

Se a superficie ¢ minima:

6" cosh @ — (0")? senh 6 + k* senh 6 — senh § = 0
H=0= ¢ krcosh’6=0
—k cosh? 0 + 20’k senh 6 cosh 6 = 0

Vamos analisar a segunda equacio do sistema. Sabemos que cosh? # 0

e k # 0, logo 7 = 0, o que significa que b constante.
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Vamos analisar agora a equagao k' cosh @ = 20’k senh 6, ou seja,
/

k
7= 26’ tanh 0

Agora podemos integrar os dois termos:

/%dkzZ/tanh@d@

Ink =2In|coshf| + ¢

obtemos,

Que simplificando fica k& = Acosh®#, onde A é uma constante real positiva.

Assim podemos resolver a seguinte equacao:
0" cosh @ — (6')?senh § + k* senh @ — senh § = 0

na qual reescrevemos dessa maneira:
0" cosh @ — ((6')* + 1) senh 6 + \? cosh® senh § = 0 (4-13)

multiplicando por 26’ cosh @, teremos:
20'0" cosh® @ — 2((0')? + 1)@’ cosh @ senh  + 20'\? cosh® f senh § = 0

que dividindo por cosh® @ fica:

20'0" cosh® @ — 26((0)? + 1) senh 6 cosh 6

cosh® 0 +2X%¢' cosh @ senh § = 0

logo,
/
/2 1
((9)—+ + A2 cosh? 6’) =0

cosh? 6
(0)? +1

e a funcao E(0,0) = 5
cosh” 0

+ A2 cosh? f é uma integral primeira de (4-13).
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Para uma andlise dessa expressao fazemos F igual a uma constante e tracamos
o grafico dessas curva para diferentes valores de E e para A = 0, que é o caso

do catendide, como podemos ver na figura abaixo:

WA

N

Observamos que para 6 = 0, 6 admite um maximo que denotaremos y. Sem

perda de generalidade suponhamos 6(0) = 6y. Considerando a parte da curva
integral em que 6’ é positiva, temos que 0(u) é crescente, entao existe a fungao
inversa, que denotamos por u(f), definida sobre o intervalo (0, §y). Observamos

que como nos casos anteriores, podemos concluir que

% dp
u(h) = / et

tal que
(o) = —M cosh*@ + Ecosh?6 — 1 ~o—g, J'(60)(0 — o)

entao portanto lim < oo.

0—0o
Como no caso de S? x R as curvas integrais sao periédicas entao as superficies
que encontramos sao muito parecidas com a familia de superficies minimas em

S? x R encontrada no Capitulo 3.

4.6
Conclusao

Encontramos os seguintes exemplos de superficies minimas de H? x R

folheadas por curvas horizontais de curvatura constante:

— Um plano hiperbdlico horizontal H? x {0} (cf. segao 4.1.1);
— O cilindro H' x R (cf. segao 4.1.2);
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— O helicéide (cf. segao 4.1.3);

Duas superficies de tipo catendide (cf. se¢ao 4.2 e 4.4);

— Uma familia a dois parametros de superficies folheadas por curvas de
curvatura constante maior que 1, parecidos com os exemplos de Riemann

de R3, ja que sdo contidos entre dois planos horizontais (cf. segao 4.3);

— Uma familia a dois parametros de superficies folheadas por curvas de
curvatura constante menor que 1, de tipo exemplo de Riemann (cf.
segao 4.5.1);

— Uma familia a dois parametros de superficies folheadas por curvas de
curvatura constante menor que 1, periédicas na dire¢ao vertical (cf.
segao 4.5.2).

Assim apenas faltou analisarmos o caso onde as superficies sao folheadas
por curvas de curvatura igual a 1, isto é, os horociclos.

Em conclusao, observamos que o método usado nessa dissertacao poderia
ser aplicado para o estudo das Superficies Ciclicas satisfazendo outras equacoes
de curvatura, tais como superficies de curvatura média constante ou de

curvatura Gaussiana constante.
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