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Resumo

Neste trabalho investigamos a evolucao de um Universo no qual um campo
escalar, nao-minimamente acoplado a curvatura do espaco-tempo, faz o papel da
energia escura e é o responsavel pela atual expansao acelerada do Universo. Dois
acoplamentos diferentes entre a matéria escura nao-relativistica e a energia escura
sao considerados, dando origem a dois diferentes modelos. Além disso, consideramos
também dois modelos para a pressao da matéria escura: o usual, sem pressao, e
outro que é conseqiiéncia de uma teoria termodinamica e relaciona a pressao com
o acoplamento entre o campo escalar e o escalar de curvatura. Embora o modelo
apresente dependéncia das condigoes iniciais, mostramos que a mistura constituida
pelos componentes do setor escuro juntamente com matéria barionica e radiacao pode
reproduzir o comportamento esperado dos parametros de densidade, do parametro

de desaceleracao e da distancia de luminosidade em funcao do redshift.



Abstract

In this work we investigate the evolution of a Universe where a scalar field,
non-minimally coupled to space-time curvature, plays the role of dark energy and
drives the Universe to a present accelerated expansion. Two different couplings
between non-relativistic dark matter and dark energy are considered, giving rise to
different models. Also, two models for dark matter pressure are considered: the
usual one, pressureless, and another that comes from a thermodynamic theory and
relates the pressure to the coupling between the scalar field and the curvature scalar.
Although the model has some dependence on the initial conditions, we show that
the mixture consisted of dark components plus baryonic matter and radiation can
reproduce the expected redshift behavior of the density parameters, deceleration

parameter, and luminosity distance.
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[...] E também pode observar como al-
guns deles tém alguma virtude inata que
ele nao tem, mas que, com empenho, sabe
a consciéncia que pode adquiri-la, e as-
stm deixa de ser indiferente a todas as coi-
sas. Porque tudo, tudo quanto existe deve
interessar-lhe, pois desse interesse, preci-
samente, surge a alegria de viver; o saber
viver esse contato permanente da inteligén-
cia com tudo quanto existe, ndao somente
com tudo que o rodeia, faz com que a vida

se torne mais agraddvel.

(da Sabedoria Logosdfica)
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Capitulo 1
Introducao

As medidas das curvas de rotagao de galaxias espirais [1], assim como outros
diversos experimentos astrondmicos, sugerem que a matéria luminosa que observamos
representa apenas uma pequena parcela das particulas massivas do Universo, e que

a quantidade mais significativa é relacionada & chamada matéria escura.

Mais recentemente, observacoes das supernovas do tipo Ia sugeriram que
o nosso Universo estd atualmente submetido a uma expansdo acelerada |2, 3|; a
natureza da entidade responsavel por isso, chamada de energia escura, ainda per-
manece desconhecida. A explicacao mais simples para a aceleracao é dada por uma
constante cosmologica |4, que se encaixa muito bem nos dados experimentais atu-
ais, embora esta teoria ainda possua alguns importantes problemas nao resolvidos.
Outra possibilidade seria introduzir um campo escalar ¢(t) para fazer o papel da
energia escura, opcao que vem sendo extensivamente estudada pela comunidade ci-
entifica. Considerando uma equacao barotropica de estado para o campo escalar,
Dy = WepPy, teriamos um valor constante de wy, = —1 para o modelo da constante
cosmologica e um resultado varidvel —1 < wy < 1 para um campo escalar minima-
mente acoplado. Entretanto, dados medidos pelo Hubble Space Telescope [5] impoem
a restricio wy = —1.027015. Além disso, outras observagdes recentes [6] chamaram
a atencao para a viabilidade de modelos nos quais ws < —1, que invalidariam tanto
a descricao da constante cosmolégica como a do campo escalar minimamente aco-
plado. Alguns modelos de "campo fantasma" foram propostos para contemplar esta

hipotese [7], mas eles também enfrentam sérios problemas [8].

Neste trabalho, consideramos um campo escalar nao-minimamente acoplado

a curvatura do espaco-tempo, que foi investigado em [9] e amplamente estudado



recentemente, por exemplo, nos trabalhos [10, 11, 12, 13, 14, 15]. Em um artigo mais
recente [16] foi estudada a validade de tais modelos e demonstrou-se que as equagoes
de campo de Finstein sao estaveis sob algumas condigoes impostas a constante que

acopla o campo escalar & curvatura escalar.

Dentre os diversos modelos existentes para a interacao no setor escuro [17, 18]
— que poderiam substituir aqueles ja mencionados caso falhem em testes experimen-
tais futuros — investigamos aqui duas escolhas especificas. Primeiramente seguimos o
modelo estudado em [19] e mais recentemente em [20], no qual a massa da particula
de matéria escura é proporcional ao valor do campo escalar que representa a energia
escura. Notamos que neste caso é necessario que se tome algumas precaucgoes, uma
vez que se assumirmos que a massa da particula de matéria escura pode variar com
o tempo, poderiamos tornar a densidade de energia da matéria escura fisicamente
inconsistente em estagios iniciais da evolugdo do Universo. Chamaremos este mo-
delo daqui em diante de "acoplamento de Anderson e Carroll". Em segundo lugar,
consideramos outro tipo de acoplamento direto entre a matéria escura e a energia
escura, seguindo o modelo proposto em [21] e estudado mais recentemente em [22] e

[23]. Este caso sera chamado neste trabalho de "acoplamento de Wetterich".

A matéria baridnica e a radiacao sao descritas aqui como constituintes usuais
nao-interagentes, sendo a primeira nao-relativistica e sem pressao. Ja para a matéria
escura, dois modelos sao considerados: o primeiro, assumindo que ela possui pressao
nula (como é feito usualmente), e o segundo, advindo de uma teoria termodinamica
[24] relacionando os efeitos do acoplamento nao-minimo com a pressao da matéria

escura [15].

Resolvemos o conjunto completo de equacdes diferenciais deduzidas para os
modelos, a partir de condicoes iniciais encontradas na literatura para os parametros
do Universo dos dias de hoje. Os observéaveis resultantes — os parametros de densi-
dade dos constituintes, o parametro de desaceleracao e a distancia de luminosidade
— que sao obtidos como solucoes das equacoes de campo serao comparados com o
conjunto de dados disponivel para que tiremos conclusoes acerca da viabilidade dos
modelos. No6s mostramos que solucgoes fisicamente aceitaveis sao obtidas, se escolher-
mos condigoes iniciais restringindo a natureza variavel do campo escalar em estagios
iniciais. Além disso, existem alguns parametros arbitrarios que serao importantes

para possibilitar o ajuste dos modelos a dados de experimentos vindouros.

Este trabalho esta dividido da seguinte maneira: no capitulo 2 apresentamos



a base da Cosmologia moderna — a teoria da relatividade geral. Procuramos introdu-
zir a nocao de tensores e de derivada covariante, para entao deduzir as equacoes de
campo e aplica-las para encontrar as equagoes que regem a evolucao do Universo. No
capitulo 3 apresentamos o quadro atual da Cosmologia. Primeiramente mostramos
quais sao os principais observaveis do Universo e seus respectivos valores medidos
atualmente. Em seguida exibimos o processo atual da contagem da massa total do
Universo, que da evidéncias para a existéncia de matéria e energia escuras. Final-
mente apontamos as origens e previsoes dos dois modelos mais aceitos para explicar
a evolucao do Universo: o da constante cosmolégica e o do campo escalar minima-
mente acoplado. O capitulo 4 contém nossas contribuicoes originais, e nele propomos
os modelos que incluem a presenca de um campo escalar nao-minimanente acoplado,
de dois tipos diferentes de interacao entre o setor escuro e de duas possibilidades
para explicar a pressao de matéria escura. Neste capitulo deduzimos as equacoes
dos modelos e as resolvemos, comparando os resultados com os dados experimentais

mostrados no capitulo 3.



Capitulo 2

Teoria da Relatividade

Neste capitulo procuramos apresentar a teoria da relatividade de maneira
didatica e auto-suficiente, de tal forma que o leitor leigo, nao familiar com o forma-
lismo, consiga aproveitar as definicoes e desenvolvimentos; nao ha a pretensao de

expor o assunto de maneira completa ou profunda.

2.1 Relatividade Restrita

A teoria da relatividade restrita, ou teoria especial da relatividade, foi pro-
posta em 1905 por Albert Einstein para contornar o fato, percebido alguns anos
antes por Lorentz, de que as equacoes de Maxwell nao se comportam de acordo com
as transformagoes de Galileu quando o sistema de referéncia muda (por exemplo,
quando se considera um mesmo problema fisico a partir do ponto de vista de dois
observadores com retilineo movimento uniforme um em relagio ao outro). Era neces-
sario adequar as transformacoes de Lorentz ao restante das teorias fisicas existentes
e, para tanto, Einstein concluiu que as leis da natureza devem permanecer invari-
antes sob uma transformacao de Lorentz, e nao sob uma transformacao de Galileu
como antigamente se acreditava. A teoria da relatividade restrita supoe que os re-
ferenciais inerciais (laboratorios em repouso ou movimento retilineo uniforme) sao
indistinguiveis uns dos outros, e é apenas neles que a teoria tem validade. Dessa
forma, com leis que se reduzem as de Newton no regime de baixas velocidades, foi
possivel aperfeicoar a teoria cléssica, generalizando-a para englobar também as altas
velocidades. As conseqiiéncias desse fato foram de enormes proporgoes, sendo possi-

vel, por exemplo, explicar as conseqiiéncias do experimento de Michelson e Morley,
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que demonstraram o fato da velocidade da luz nao mudar quando medida em diver-
sas diregoes a partir da Terra (embora a propria Terra esteja em movimento numa
dire¢do bem conhecida). Atualmente uma das aplicagoes praticas das corregoes da
relatividade restrita é no sincronismo dos relégios que integram os satélites de GPS

(Global Positioning System).

2.1.1 Aspectos basicos da teoria

O espaco de Minkowski, palco da teoria da relatividade restrita, unifica o
espaco tridimensional euclidiano com o tempo [25]. Dessa maneira, substituimos

0 .1 .2 0

a notagao (t,z,y,z) por x® = (2°, 21, 2% 2?), onde 2° = ¢t para manter coeréncia

dimensional. Nessa notagao, os indices gregos (como a em x*) variam de 0 a 3.

Uma transformacao de Lorentz homogénea é uma transformacao de um sis-
tema de coordenadas x® no espaco-tempo para outro sistema z’®, de tal forma que
se verifique a relacao

2’ = A" (2.1)

na qual 2'* e x sdo quadrivetores (definidos a seguir) e A%4 & uma matriz constante.

Se por exemplo tivermos um observador O’ movendo-se em relacao a outro
observador O com velocidade v! (ou seja, na diregio z'), entdo os eventos em O’

relacionam-se as coordenadas de O por

v —yv 0 O
—yv v 0 0
A, = , 2.2
7 0 0 10 (2.2
0 0 01

CcOoI1m

o~

(1 - Z—j) o . (2.3)

Se tivéssemos uma velocidade vetorial arbitraria v* (na notagao de quadrive-
tores os indices latinos representam o espaco tridimensional e variam de 1 a 3; v’ tem
um papel anélogo ao do vetor ¥), bastaria incorporar uma rota¢ao na transformagao

de Lorentz e as expressoes apresentadas manter-se-iam inalteradas.
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2.1.2 Quadrivetores

Denomina-se quadrivetor a todo vetor com quatro elementos num espaco de
Minkowski que se transforma, sob uma transformacdo de Lorentz, exatamente da

mesma maneira como se transforma o sistema de coordenadas.

Vamos supor uma transformacao de Lorentz homogénea agindo sobre o sis-

tema de coordenadas z:
X' = Ao‘ﬂx’g. (2.4)

E importante ressaltar que estamos utilizando a convencdo da soma de Einstein, que
faz com que os indices repetidos num mesmo termo sejam somados. Por exemplo, a
equagao (2.4) é uma abreviacao para (lembrando que os indices gregos variam de 0
a 3)

o' = A2 + Azt + A%+ A% (2.5)

Chamamos de quadrivetor contravariante (indice em cima) aquele que se

transforma de acordo com

Ve V= AVP, (2.6)

e de quadrivetor covariante (indice embaixo) aquele que obedece a regra de transfor-
macao

U, — Ul = APUs, (2.7)

onde A_? é a matriz transposta da inversa de A%5. Para transformar um quadrivetor

covariante em contravariante ou vice-versa, basta utilizar a relacao
Vo =nagV? ou U*=n*PUs. (2.8)

Podemos definir agora o tensor métrico de Minkowski 7,3, que ¢ utilizado no
contexto da relatividade restrita (na qual o espago-tempo é plano) e tem por fungao

definir como se calcula a distancia entre dois pontos:

10 0 O
0 -1 0 0
B 2.9
Mo = 1] 0 0 1 o0 (2.9)
0O 0 0 -1
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2.1.3 Mecanica Relativistica

Uma propriedade fundamental da teoria da relatividade restrita é deixar
invariante o chamado tempo proprio dr (aquele que uma particula mede no seu
proprio referencial), assim como o intervalo diferencial ds entre dois eventos, sob
qualquer transformacao de Lorentz [25]:

ds? B ds’

dr? =dr* = — =
2 2

1 1
o 2 -2 o B
2= dt= — —Czd:U = —CQnagdx dx”. (2.10)

Podemos definir a forca relativistica:

x> dp”

/ :md7'2 - dr’

(2.11)

onde temos o quadrivetor energia-momento p%, que em sua componente temporal

guarda a informacao da energia da particula e nas componentes espaciais o vetor

N dx® E

momento linear:
)
c

E possivel manipular (2.10) para se obter o efeito da contragao temporal de

um referencial em movimento:

1 [dz\’ % dt?
drr=d?— = (=) ar=(1-Z )ar == (2.13)
¢\ dt c? ~?
Tomando a componente temporal de (2.12), utilizando o fato de que z° = ct e
langando mao de (2.13) para calcular dt/dr, temos que
E = ymc?, (2.14)

e das componentes espaciais de (2.12) juntamente com (2.13) vem imediatamente
que
P =ymu. (2.15)

Elevando (2.14) ao quadrado e fazendo uso de (2.3) e (2.15), chegamos a expressao

que relaciona a energia a massa e a0 momento linear:

E? = 5% + mPch. (2.16)
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2.2 Relatividade Geral

Em 1915 Einstein propos a teoria da relatividade geral, que tem como pos-
tulado o fato de que sistemas acelerados sao fisicamente equivalentes aqueles sub-
metidos a campos gravitacionais, tornando equivalentes a massa inercial e a massa
gravitacional de um corpo [26]. Com essa base, demonstrou que toda por¢ao de maté-
ria curva o espago-tempo a sua volta, e é essa curvatura que observamos como sendo
o campo gravitacional. Com isso, surgiu uma teoria que generaliza a relatividade
restrita para o caso de referenciais nao-inerciais e reduz-se a teoria da gravitacao de
Newton no regime cléssico, e ainda complementa esta tltima para incluir também o

caso de grandes densidades de massa.

A teoria da relatividade geral baseia-se no chamado principio da equivalén-
cia |27, 28, 29, 30|, que enuncia que "em cada ponto de um espago-tempo imerso
em um campo gravitacional arbitrario é possivel escolhermos um sistema de coorde-
nadas localmente inercial de forma que, em uma regiao suficientemente pequena do
ponto em questao, as leis da natureza tenham a mesma forma que num sistema de

coordenadas cartesiano na auséncia de aceleracao".

Uma forma mais elegante de expressar o principio da equivaléncia é por meio
do principio da covariancia geral [27], que postula que "uma equagdo é valida em
um campo gravitacional arbitrario se ela vale na auséncia de gravidade — ou seja,
se concorda com a relatividade restrita — e se ela preserva a sua forma sob uma
transformacao geral de coordenadas — ou, em outras palavras, pode ser escrita de

forma covariante".

2.2.1 Tensores

Tensores sao entidades geométricas que generalizam escalares (sem indice),
vetores (que possuem um indice) e matrizes (com dois indices) para um ntmero ar-
bitrario n de indices, por isso chamados de tensor de ordem n. Embora definidos
em termos de um sistema de coordenadas, os tensores sao independentes de referen-
cial. Da mesma forma que no caso dos quadrivetores apresentados anteriormente, os

tensores também obedecem obrigatoriamente a regras de transformacao.

A generalizacao de quadrivetores para tensores é feita da seguinte forma:
um tensor com indices u, v... superiores e k, A, ... inferiores se transforma como o

produto de vetores contravariantes UFW?" --- e vetores covariantes V.Y, ---, e terd
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sua ordem dada pela soma do nimero de indices covariantes e contravariantes. Se
todos os indices forem superiores, o tensor é contravariante; se todos forem inferiores,

o tensor é covariante; caso contrario o tensor é misto.

Por exemplo, sob uma transformacio de coordenadas x — 2/, um tensor

T+ A (que é de terceira ordem) transforma-se da seguinte maneira;
o O OxP O
v Qxr Ox Ox° P

onde a convengao da soma de Einstein, mostrada em (2.5), continua a ser usada.

T (2.17)

O tensor de Kronecker (ou também delta de Kronecker) ¢ de grande im-
portancia no contexto da teoria que esta sendo apresentada. Trata-se de um tensor

misto de segunda ordem, representado por §*,, e que tem valor 0 se ;1 # v e 1 se

v’
p = v (ou seja, sua representagao ¢ analoga a de uma matriz identidade).

E importante ressaltar que o niumero zero, os escalares e o tensor de Kronecker
(juntamente com seus produtos diretos) sdo os nicos tensores cujas componentes
sao as mesmas em todos os sistemas de coordenadas. Além disso, se por exemplo al-
gum tensor se anula em um sistema de coordenadas particular, ele serd nulo também
em todos os outros referenciais; fato que esta relacionado ao principio da covariancia

geral.

A algebra tensorial, que permite formar novos tensores a partir de tensores

conhecidos, possui trés operacoes bésicas:

(i) combinagao linear de tensores com os indices superiores e inferiores idén-

ticos:
" =aA", + BB" (2.18)

(ii) produto direto, que forma um novo tensor com todos os indices dos

tensores originais:
™ P = A" B*, (2.19)

(iii) contragao, que ocorre ao igualarmos um indice covariante com um indice
contravariante de um tensor. Usamos entdo a convencao da soma (2.5) para gerar

um novo tensor no qual os dois indices contraidos ficam ausentes:

THe = TH P (2.20)

Para efetuar o chamado levantamento e abaixamento de indices, operacao

analoga a efetuada em (2.8) no contexto de quadrivetores, utilizamos um tensor
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conhecido como tensor métrico e representado por g"” ou g,, (que serd definido na
segao seguinte):
™, =g"T," e T,/ =g.,1", (2.21)

Um tensor é dito simétrico se permanece inalterado sob uma troca de indices:
Viw = Vi (2.22)

Podemos também simetrizar um tensor utilizando a relagao (parénteses sio um sim-

bolo para simetria)

1
‘/(,u,l/) = 5 (Vuu + Vyp,) . (223)

Um tensor também pode ser anti-simétrico se obedecer a igualdade
Viw = =Vou, (2.24)

e finalmente podemos anti-simetrizar um tensor utilizando a relagdo (colchetes re-

presentam anti-simetria)

1
Vi) = ) (Vuv - Vvu) . (2.25)

2.2.2 Equagoes do movimento em relatividade geral

Consideremos uma particula em queda livre sob a acao de um campo gra-
vitacional, em um sistema de coordenadas £“ também em queda livre — ou seja,
estacionario em relacao a particula — de tal forma que nele nao se observa aceleracao
alguma [27]:

d2£a
o 0, (2.26)

onde dr? é o tempo proprio observado pela particula que cai livremente, dado por

1
dr? = gnaﬁdgadgﬂ. (2.27)
Podemos escrever (2.26) de uma maneira diferente:

d [dexN
Ir <E) =0, (2.28)

e utilizamos a regra da cadeia para fazer uma relacdo com um sistema de coordenadas

cartesiano x* que esta em repouso em relac¢ao ao laboratorio (para o qual a particula

d (0~ dxt
- (axuﬁ) — 0. (2.29)

cai em queda livre):
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Calculando a derivada dos termos entre parénteses:

oL d?z# dat d [ OE™
— (=) =0 2.30
Ozt dr?  dr dr (c%“ ’ (2:30)
utilizando novamente a regra da cadeia,
« d2 L 2 ¢ dxt dr¥
o€~ d°x 07" da*dx o, (2.31)

ozt dr? Oxrox” dr dr

multiplicando ambos os lados por 9z*/9¢ e utilizando a relagao matematica

&> Oxt A
wa—ga - (5 w (232)

onde (5’\# é 0 j4 mencionado tensor de Kronecker, chegamos a:

A’z 0x) 9%¢Y da* dx”

=0. 2.33
it " 9g rrozr dr dr (2.33)
Desta equacao podemos definir a conexao afim F)‘W:
@J])‘ 32£a
M =—_"‘-__ 2.34
we o 9€> Qxrdx (2:34)

A partir da conexao afim é possivel definir geodésicas, que representam o
caminho mais curto entre dois pontos num dado espago-tempo. Veremos em (2.55)
que a conexao afim, embora aparente, nao ¢ um tensor, pois nao obedece a regra de

transformacao de tensores.

Como sabemos que as derivadas de primeira ordem comutam, podemos ob-
servar diretamente de (2.34) que a conexao afim é simétrica sob uma troca dos indices

inferiores:

", =1 . (2.35)

pv v

A partir da equacao (2.27), podemos escrever o tempo proprio de uma outra

forma por meio da regra da cadeia:

1 1 o¢e

dr’® = gnaﬁdfad5ﬁ = 38

I3 1
oy da* ai" dx” = ggwdx“dx”, (2.36)

e com isso definimos o tensor métrico g,,:

_ oo

v a o aB- 237
gM 8m#8x,ﬂ7 g ( )
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Esse tensor é de capital importancia em relatividade geral. Na pratica, é a partir
dele que todas as outras quantidades geométricas sao encontradas. Sua funcao é
medir distancia entre dois pontos e angulos entre vetores num espaco-tempo curvo.

Para ilustracao, o comprimento da curva entre os pontos a e b, parametrizados por

b v\ 1/2
dz* dx
L= ,— dM. 2.
[ () (239

A partir de (2.37) nota-se que o tensor métrico é simétrico, pois podemos

A, é dado por:

livremente realizar nessa equagao a troca de indices (« «» ) sem prejuizo nenhum,
visto que ambos estao contraidos. E uma vez que supomos que as derivadas de

primeira ordem comutam, temos que

Guv = Gup- (239)

A equagao (2.37) define um tensor métrico covariante. Mas esta mesma defini¢ao

garante que ele precisa ter um inverso, o tensor métrico contravariante:

Ox” 0x°
vo _ ov _ of
Calculando o produto entre (2.40) e (2.37):
oz’ 0z  O&Y 0€° 0z  9&  0x° 98
vo — nap — o8 = =97 2.41
g g,LLV 77 aé-a agﬂ n75axu axl, agﬁ 77’704 ax# afﬁ axu 6 w ( )

onde, a cada passo, utilizamos a relagao (2.32) ou o fato de que 1., = 657, que
vem diretamente da defini¢do de n°? (2.9). Podemos definir a quantidade g (g < 0

para a convencao (2.9) utilizada aqui) como o determinante do tensor métrico:

g =det (g,) - (2.42)

Outra propriedade interessante do tensor métrico é obtida se derivarmos (2.41) em

relagao a z"™:

8 vo _ a o . ya'agw/ . 89110
oz~ (97 9u) = 8:10“5 p=00 du I ggn (243)

Voltamos agora ao contexto das conexoes afins. Multiplicando a defini¢ao da
conexdo afim (2.34) por 9¢° /92> e utilizando novamente a relagio (2.32), chegamos
em aga 82€a

m = : 2.44
W oxA  Jxrdx (244)
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Calculando explicitamente a derivada de g, (representado por (2.37)), em relagao a

2, vem:

g 07> 9E° g 9P
ox>  Oxtdx> 890”%6 + Ozt Oxv Ox Tlexf- (2.45)

Mas sabemos, a partir de (2.44), que valem as relagoes

62504 ) 650( 6256 ) 356
- > = - 24
OxHoxv Aor C rrdr A Qe (2.46)
Além disso, é possivel reescrever (2.37) mediante troca de indices:
_ 062 9¢” _ 0 9¢P
90 = a0 O I = g g (247

pois sabemos de (2.39) que o tensor métrico é simétrico. Com isso, (2.45) simplifica-se

para
)
ox?

Fazendo uma soma de trés termos com indices permutados a partir de (2.48) e

=17 G + %3 G (2.48)

cancelando os iguais devido ao fato da conexao afim ser um pseudo-tensor simétrico
em seus fndices inferiores, é possivel chegar a uma expressao na qual a conexao afim

aparece em um Unico termo:

aguu ag}\u 89;0\
Oz * ori Oz 207 7 Gpo- (2.49)

Objetivando isolar I'” s Podemos multiplicar ambos os lados da tltima equagao por

9

vo.

ag,uzz ag)\y . agu/\) (2 50)

oz Oxh oxY

e utilizamos a propriedade (2.41) do tensor métrico, que aqui pode ser escrita como

vo 1 vo
L5909 = 59 (

g g”® = 07, para obter uma expressao final para a conexao afim:

o _ 1 vo ag/w 89)\11 8%/\ o g
T Ap T 2g (aIA + al’“ a{L‘V — )\ILL 3 (251)

na qual a notagao entre chaves ¢ uma representacao equivalente e é chamada de

stmbolo de Christoffel. Dissemos anteriormente que a conexao afim nao é um tensor.

De fato; vamos mudar as coordenadas de (2.34) para demonstrar:

F/)\ B ax»\ 6250‘

= a—ga—axm@x“ﬂ (252)
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1—\/)\

_ Oa 0z 0 (Gx" 8§a) (2.53)

W= 9ar OEe Dan \ Dz Do

1—\/)\

O’ O (895" ox™  9*¢” 0% 85“) (2.54)

Qe 9 \ Ox Oxm OxTOxe  dxmOx OxC
Comparando com (2.34), vemos que:
02 9a% Oa” oz 9%a°

o= R
me Qe Ox'v Ox'v 7% QxC Ox'MOx

(2.55)

O primeiro termo do lado direito é o que esperariamos se FAW fosse um tensor; o

segundo termo ¢ nao-homogéneo e torna-o um nao-tensor.

2.2.3 Derivada covariante

Ja mostramos que a derivada de um tensor nao produz sempre outro tensor.

Consideremos um vetor contravariante V* cuja lei de transformacao é

ox'*
VH = VY. 2.56
o (2.56)

Derivando em relaciao a ', vem

oV 9x'™ OxP OV N 02t Oxr v
oz Oxv 9z dxr  OxvOxr Ox™

O primeiro termo do lado direito é o que esperariamos se 9V*/0x* fosse um tensor; o

(2.57)

segundo termo impossibilita o carater tensorial. Mas embora OV*#/0x* nao seja um
tensor, podemos construir um a partir de uma forma diferente de (2.55). Para tanto,
usemos mais uma vez a identidade apresentada em (2.32), que podemos escrever aqui

como

oz dxF
= > (2.58)
OxP Ox'v
Derivando a identidade em relacao a z’”, encontramos imediatamente que
oz 9%xrf ozP 0x° 0?2

Oxr Ox'pdx’ — Oa Ox'm Dzrdx” (2.59)

Podemos finalmente escrever (2.55) com o segundo termo do lado direito de uma
maneira diferente e iniciar a construcao de uma derivada que obedeca a regra de
transformacao de tensores:

02" 027 027 ozP 0x° 0%z

= — .
W QP Oz Ox'v - T7 OQx'V Ox'H OxPOxC

(2.60)
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Pretendemos agora multiplicar (2.60) com (2.56). Mas antes faremos, por conve-
niéncia, a troca de indices (A — p,u — A\ v — K, 7 — p,p — v) em (2.60) e
(b — k,v — 1) em (2.56), fato que nao altera em nada a validade das equagoes,
pois indices repetidos podem ser trocados livremente pelo fato de representarem uma

soma implicita. O resultado da multiplicagao é

oV (2.61)

R 8&’“%8%’1“, PP Ox” Oa”\ Ox™
AT\ Qv 0 O’ P Qv Ox© O’ QA

Fazendo agora no segundo termo dentro do parénteses a troca (v — p), possivel
uma vez que o indice v estd contraido, e também neste termo trocando a ordem dos
denominadores 0x'* e 92" e usando o fato de que

07 02" _ 5 (2.62)

oz's Ox" m

chegamos a uma relagao bastante semelhante a (2.57):

u p 2 It p
ey ox'™ Oxf 0" OxPf
AK

T Oxv 9xN P Qurdze Ox (2.63)

Agora podemos finalmente somar (2.57) com (2.63) — (efetuando no tltimo termo

desta ultima a troca do indice contraido (¢ — v)), e eliminar o termo ndo-homogéneo:

oV
83://\

oy 02 0 (avv

= 7 +r”pavo) . (2.64)

A quantidade entre parénteses claramente se transforma como um tensor, e por isso

podemos definir a derivada covariante de um tensor contravariante:

G
VaV! = Vi = o 1 TV, (2.65)

onde V,\V# e V¥ sao duas notagdes equivalentes utilizadas para a derivada covari-
ante; neste trabalho adotaremos a primeira. Por métodos analogos aos apresentados

acima, é possivel também definir a derivada covariante de um tensor covariante:

oV,
VV,=V,, = 3$5

— T, Va (2.66)

Pode-se também estender a idéia de derivada covariante para tensores de

ordens arbitrarias, e é possivel demonstrar que o resultado continua sendo um tensor:

e

0
VKV‘L'::_ — 3 v + F“,gpvp,,".... S — Faw{v/g::_ R (2.67)

xl{
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Desta forma passamos a entender melhor a funcao da conexao afim: descrever deri-

vadas covariantes em diferentes sistemas de coordenadas.

Da mesma maneira que a derivada ordinaria, a derivada covariante obedece a
algumas propriedades basicas, como linearidade (i), regra de Leibniz (ii) e comutagao

entre contragao e derivada covariante (iii):

(i) Vi (aA”, + BB") = VyaAr, + V,\3B", (2.68)
(ii) V, (A", BY) =V, A" B* + A" V ,B*, (2.69)
’ 9 v

(i) vV, T\ = prl AT T (2.70)

Um resultado extremamente importante é a nulidade da derivada covariante

do tensor métrico, deduzida a seguir. De (2.67) temos que

gt
Vagh =
\g ax)\

Fazendo entdo uso de (2.51), que define a conexdo afim a partir do tensor métrico,

+ Ful-i)\gyN + Fl/ﬁ)\gulﬁ. (271)

ven:

g™ 1 rp , Ogrp  Oger) | 1 ko O9rp  Ogra

Hy = VK Pl P P = MK pV P P

Vg o 299 (6x/\ T "o )27 0\ T o o )
(2.72)

Para simplificar a expressao acima necessitamos da propriedade apresentada em

(2.43), e devido a ela podemos observar que o primeiro termo do lado direito de
(2.72) se cancela com a soma do primeiro termo de cada um dos parénteses. Os
outros termos podem ser cancelados se, por exemplo, fizermos a troca dos indices

repetidos (p <> k) dentro do primeiro parénteses. Dessa maneira concluimos que

VAg’“’ = 0. (273)

A derivada covariante do tensor métrico covariante também se anula. Para
tanto, basta utilizar novamente a defini¢cao da derivada covariante (2.67) juntamente
com (2.51) e (2.48):

ag v K K
a—l{& F 'u,)\gm/ - F )\l/g/tff = 0 (274)

V)\g/w -

O fato de que Vg" = Vg, = 0 pode ser explicado da seguinte maneira: se

a derivada covariante do tensor métrico — que é também um tensor — se anula em um
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sistema de coordenadas localmente inercial, porque dg,,,/ Ozt eTH _x se anulam, entao
esse tensor deve se anular também para todos os outros sistemas de coordenadas,

obedecendo ao principio da covariancia geral.

Das propriedades (2.73) e (2.74) notamos que a derivada covariante comuta

com as operacgoes de levantamento e abaixamento de indices. Por exemplo,

ViaVFE =V, (¢"V,) = g""'V,\V,. (2.75)

Agora também ja é possivel definir diversas operagoes conhecidas do calculo

vetorial de forma covariante:

Gradiente:
¢
V=51 (2.76)
Divergente:
OV H o
VMV” - W + FMNUV 5 (277)

que também pode ser escrito como

, 1 9(y/—gV*
\YN% :\/—_g (&Eﬂ ), (2.78)

cuja demonstracao é feita a seguir e o termo g ja foi definido em (2.42). Observa-

mos a seguinte relacao para a contracao da conexao afim, a partir de sua defini¢ao

apresentada em (2.51):

1 v v ]- v
FM o (89,\ + ag,u ag)\,u) _ —g“yag# (279)

pA 29 ok oxr  Oxv 2 oz’

onde usamos o fato de que ¢g" = ¢"* e que o primeiro termo dentro do parénteses
cancela-se com o terceiro, visto que é possivel efetuar a troca de indices contraidos
(1 <> v) em qualquer um deles. Como o resultado final da igualdade acima apresenta
dois indices contraidos, também pode ser chamado de traco (Tr) do tensor resultante
caso os indices nao estivessem contraidos. A partir da seguinte propriedade de uma

matriz M,

(2.80)

L, OM O (Indet M)
1 —
r (M 8x’\> B o
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temos que a equacdo (2.79) pode ser escrita como

ppo 210y, L W9 (2.81)

Podemos entdo verificar (2.78) se nela aplicarmos a regra de Leibiniz e fizermos uso
de (2.81).

Rotacional:

ov, v,
Vv,V = D O 2.82
VY= Vo= 5t = = (2.82)

Teorema de Gauss

ja{ Vi /=gdS, — / Vi =gd, (2.83)

onde consideramos que dS,, é a superficie que envolve o volume df).

Teorema de Stokes:

T2

onde df*” é o elemento da superficie envolvida por dz*.

]{ V,dat = / df””% 1 / ™ (V,V, — V,V,) (2.84)

Vemos entao que a derivada covariante é simplesmente um operador da re-
latividade geral que obedece a comutatividade na soma e no produto com escalares,
bem como & regra de Leibiniz. Sua funcao é desconsiderar efeitos da métrica para
haver concordancia com a diferenciacao de escalares, mantendo inalterados seus gra-

dientes, que sao parte intrinseca da estrutura do espago-tempo.

2.2.4 Tensor de curvatura

A derivada covariante, ao contrario da derivada parcial, nao é em geral co-

mutativa. Para um tensor arbitrario, definimos seu comutador como sendo [30]
V.V, |V*=V,V,V* =V, V.V (2.85)

Utilizando a defini¢do da derivada covariante (2.65), temos que

oy V.V = oV’ oy 2.86
+ uv S K - % 1K ) ( . )

oV

A
V,V* = 5
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e aplicando novamente a derivada covariante encontramos os dois termos expressos
no comutador de (2.85):

o [oVA ove
A 1—\/\ W F)\ re Wl
AT — ( Y ) + TN ( S TV >
o av)\ A o
-1, (8$" + 17,V ) : (2.87)
o [oVA ove
v HV)\ = F/\ Ve F/\ e VH* ) —
vV D (8x” T > o <8I” T >
oV A
. S H
o ((9;(:" +TA,V ) . (2.88)

Nosso objetivo agora é subtrair (2.88) de (2.87). Cada uma das duas expres-
soes tem seis termos em seu lado direito. Quando a subtracao é efetuada, o primeiro
termo das expressoes cancela-se, visto que as derivadas de primeira ordem comutam.
O mesmo ocorre com o quinto e sexto termo, pois supomos uma métrica na qual
e, = I'?,.. Finalmente, o segundo termo de (2.87) e (2.88), apos o célculo da

derivada fica, respectivamente,

) oA ove 0 orA ove
M, VH) = 2 ve 412 — (I, V') = —“VH 4T —
695”( pv ) oxk T oxr ¢ 895”( pk ) oxv T o g
(2.89)

onde no segundo termo do lado direito fizemos a troca (. — o), possivel pelo fato do
indice estar contraido, e que possibilita sua anula¢do com o terceiro termo de (2.87)
e (2.88). Efetuando finalmente a subtracao, chegamos em

or’ or?
[vnvy} V/\ — ( j4 UK

A o A o
gr owvr T r,ro,, -1, W) VH (2.90)

e podemos finalmente definir o tensor de curvatura de Riemann:

oA or*
R, = axjj” — ax:‘” +1,, 17, =T, 17, (2.91)

Este tensor é o tinico que pode ser construido a partir do tensor métrico e de suas

derivadas primeiras e segundas. Ele mede, conforme assumimos em (2.85), a nao-
comutatividade da derivada covariante. Pode-se demonstrar que a nulidade do tensor

de Riemann implica na nulidade do comutador de qualquer tensor.

Em relacdo & interpretacao fisica do tensor de Riemann, podemos notar

que, durante o transporte paralelo de um vetor, suas componentes ao longo de uma
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geodésica (o caminho de menor agdo) tém que ser as mesmas em todos os pontos
da trajetoria (o angulo entre o vetor e a tangente a geodésica mantém-se inalterado)
para o caso de um espaco-tempo plano. Ja no caso geral que envolva um espaco-
tempo curvo, a variacao AA, sofrida por um vetor A, transportado paralelamente
ao redor de um contorno fechado infinitesimal envolvido pela area Af"* é dada por
[31]:

1
AA, = 5RﬁmmA 1o (2.92)

E possivel abaixar o indice contravariante do tensor de curvatura e definir o

tensor de Riemann covariante:

R)\,uun = g)\aRguy,@- (293)

Usando entdo a defini¢ao da conexao afim apresentada em (2.51) e do tensor

de Riemann em (2.91), juntamente com as relagoes deduzidas em (2.43) e (2.48),

o=——q" = —g°" o =—q"" (I \gpe + I , 2.94
gx 8:16”9 g ax,@g)\ g ( mAgn + nagn/\) ( )
podemos manipular (2.93) e apds eliminar os termos repetidos chegamos finalmente
a
1 [ 0%gx d%g d?g» g
R e = = v B K + UK 4 - Fn Fcr . Iﬂ? PG .
A 2 (8:17“(’%“ 0x~0z>  Oxvdxr | 0xvdx> ) U7 (o )

(2.95)

Desta tltima igualdade podemos tirar algumas propriedades de grande im-
portancia do tensor de Riemann covariante, lembrando que a conexao afim é simétrica

em seus indices inferiores:

(i) Simetria
R)\;U/N = Rw{)\u- (296)

(ii) Anti-simetria
R)\uun = _Ru/\un = _R/\/mu = R,u)\m/; (297)

desta também segue que Ry, = 0se A = p ou se v = k.

(iii) Ciclicidade

R)\;Wn + R/\/-cuu + R/\th = 0. (298)
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Componentes independentes

O tensor de curvatura de Riemann, por ter quatro indices, tem 256 com-
ponentes em quatro dimensoes (4). Porém, as propriedades (2.96), (2.97) e (2.98)
reduzem drasticamente o nimero de componentes nao nulas e independentes, que

passam a totalizar 20 no caso mais geral [27].

2.2.5 Tensor de Ricci e escalar de curvatura

Outros tensores podem ser construidos se usarmos o tensor métrico para
formar combinacoes lineares de R’\WH; as mais utilizadas sao as contragoes. O tensor

de Ricei é definido como

Ry = g™ Ryjuww = R (2.99)

AR
sendo que a propriedade (2.96) mostra que o tensor de Ricci é simétrico, ou seja,
R,. = R,,, fato que lhe confere 10 componentes independentes no caso quadridi-
mensional. Por este motivo, o tensor de Ricci s6 captura metade da informacao do
tensor de Riemann, que como visto h& pouco possui 20 componentes independentes.
As outras 10 componentes restantes formam o chamado tensor de Weyl (C),,), um
tensor de quarta ordem que tem as mesmas simetrias e propriedades algébricas do

tensor de Riemann, porém no qual a curvatura de Ricci sempre se anula (C’AHM = 0).

E interessante notar que nenhum outro tensor de segunda ordem que seja
nao-nulo e linearmente independente de R, pode ser construido por meio de con-

tragoes do tensor de Riemann, e isto é conseqiiéncia direta da propriedade (2.97).

Contraindo o tensor de Ricei definimos o escalar de curvatura:
R = ¢"" R, (2.100)

que relaciona a cada ponto do espago-tempo um tinico ntmero real, caracterizando

a curvatura intrinseca do espago-tempo naquele ponto.

2.2.6 Identidades de Bianchi

Se calcularmos a derivada covariante de (2.95) em um ponto de um sistema

de coordenadas localmente inercial no qual a conexao afim F’\W se anula, chegamos

1 0 829)\1/ . a2guu i 829)\5 829;1&
20x" \ QxrOxrt  Oxx0x*  OxvOx+  OzvOx> )

a

YV Rajs = (2.101)
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Agora, permutando os indices v, kK e n ciclicamente, obtemos as identidades de
Bianchi:
VT]R)\,LLVE + VHR)\;mV + VVR)\;mqy = 0. (2102)

Estas equacoes estao sujeitas ao principio da covariancia geral; entao como elas
valem em um sistema de coordenadas localmente inercial, tém que valer também em
qualquer outro sistema. Lembrando da propriedade (2.75), que diz que a derivada
covariante comuta com o levantamento de indices, podemos multiplicar (2.102) por

g™ e com isso contrair o indice \ com v:

VoRux = ViR + VR, =0, (2.103)

sendo que o sinal negativo vem da aplicacao da propriedade de anti-simetria (2.97)
para que haja concordancia com a definigdo do tensor de Ricci (2.99). Contraindo
novamente, ou seja, multiplicando (2.103) por g** e aplicando outra vez a propriedade

de anti-simetria, chegamos a
V,R—-V.R" —V,R' =0. (2.104)

Multiplicando (2.104) por —1/2, fazendo a troca de indices repetidos no segundo
termo (k — ) e no ltimo termo (v — p), e inserindo ¢, no primeiro termo apenas

para poder agrupar a expressao, obtemos:
i 1 SH
V.| R, — 5 . =0. (2.105)

Finalmente, multiplicando por ¢*” e utilizando novamente a propriedade (2.75), che-

gamos as famosas identidades contraidas de Bianchi:

1
' (R’“’ - 5gWR) =0. (2.106)

2.2.7 Tensor energia-momento

O tensor energia-momento T* representa o fluxo do quadrimomento p* atra-
vés da superficie de z¥ constante. Cada componente do tensor energia-momento
possui um significado fisico: a componente 7% ¢ a densidade de energia, as compo-
nentes espago-temporais 7% e T% sdo o fluxo de momento e energia e as componentes

espago-espaco T representam o fluxo de momento (pressao).
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uy

Um exemplo tipico de T*” é o tensor energia-momento de um fluido perfeito
(sem viscosidade ou fluxo de calor) com densidade de massa-energia p, pressao p e

quadrivelocidade U* = dz* /dr:

Tm — (p + (%) URDY — pg. (2.107)

A lei de conservagao do tensor energia-momento no espago-tempo plano (no

contexto da relatividade restrita) é expressa na forma de um divergente nulo:

T
aaxv =0, (2.108)

e utilizando o teorema de Gauss é possivel encontrar uma quantidade conservada, o

quadrimomento total do sistema ja definido em (2.12):
= / THd . (2.109)

No contexto da relatividade geral, a lei de conservacao do tensor energia-

momento é expresso pela derivada covariante de TH":
Vv, T" = 0. (2.110)

Porém, nesse caso nao é possivel definir uma quantidade conservada; para isso te-
riamos que levar em conta também a contribuicao do campo gravitacional para o

tensor energia-momento.

2.2.8 Equacoes de campo de Einstein

Vimos na subsecao 2.2.2 de que maneira a geometria do espago-tempo, dada
pelo tensor métrico g,,,, modifica 0 movimento das particulas. Aqui, mostraremos
quem governa o comportamento dessa geometria. Para tal fim, vamos nos valer do
principio da acao minima:

05T =0, (2.111)

no qual a agao total Sp é descrita em termos da acao do campo gravitacional S,
e da acao da matéria S,,, cujas expressoes devem vir de densidades lagrangianas

integradas sobre todo o espago-tempo:

Sgoc/ﬁg\/—gd% e Smoc/ﬁm\/—gd%, (2.112)
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onde \/—gd*z ¢ o elemento invariante do espago-tempo (em (2.42) vimos que g é o
determinante do tensor métrico), e L, =L, (g",0\g"") e Ly, = Ly, (g", 0rg"") sao

as densidades lagrangianas do campo gravitacional e da matéria, respectivamente.

O termo £, deve necessariamente ser construido a partir de uma quantidade
escalar. E uma vez que a métrica propriamente dita ou suas derivadas primeiras
podem ser anuladas por uma escolha conveniente de referencial, o escalar em questao
precisa conter pelo menos derivadas segundas da métrica. Como ja vimos em (2.91),
o tensor de curvatura de Riemann satisfaz esta exigéncia, e sabe-se também que o
unico escalar independente que pode ser construido a partir do tensor de Riemann
¢ o escalar de curvatura R. Podemos entdo reescrever (2.112), incluindo também as

constantes responsaveis pela normaliza¢ao e ajuste dimensional das agoes [31]:

3

St = Sy + Sm = 75~ G/R\/ gd'z + ~ /[ﬁm\/—gdﬂ‘x, (2.113)

onde G ¢é a constante gravitacional de Newton. Vamos dividir o calculo das variacoes

em duas partes, uma relativa a cada acao.

Acao do campo gravitacional

Iniciamos aplicando a defini¢do do escalar de curvatura (2.100) na agao gra-

vitacional de (2.113):
3

= WR o —gdir. 2.114
Sg 167TG/9 R/ —gd'x ( )

Efetuando uma variagao e com o auxilio da regra de Leibiniz, temos:

3

059 = 167G

/(RW\/ 909" + ¢"'/=gO Ry + g™ R, 0/ —gd'x) . (2.115)

Para encontrar 6,/—g, basta comparar as relagoes (2.79) e (2.81) e utilizar a propri-
edade (2.43):

1 1
0V=9 = 59"V =909 = =59V ~909"" (2.116)

Isto nos leva a escrever (2.115) como

jn%

3
58, = — / (R 1gw ),/—59wd4

e z. (2.117)

ny

16G

Resta calcular a variacdo 0R,,. Lembrando de (2.99) que R,, = R’\W\V e

fazendo uso da defini¢ao do tensor de Riemann (2.91), podemos encontrar a variagao
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desejada se utilizarmos a regra de Leibiniz:

SR — 8(5FAM B 8(51“’\”
w oxV oz

L4060 I, 4602, T =607, T — 60 T, (2.118)

Ja vimos em (2.55) que, devido a presenga de um termo nao-homogéneo na regra de
transformacao da conexao afim, nao podemos consideré-la como sendo um tensor.
Mas e quanto a sua diferencial (51”“,})? Uma vez que ela significa a diferenca entre
duas conexodes afins definidas num mesmo ponto, e é possivel mostrar que em um
ponto os dois termos nao-homogéneos sao iguais, temos que 5F’\W:O. Podemos entao
considerar a diferencial da conexao afim como sendo um tensor e assim definir sua

derivada covariante:

aor?,,
Vi (017,,) = = + T 007, = 17,007, = T7,,0T7,,. (2.119)

Combinando (2.118) e (2.119), podemos escrever R, em funcdo das derivadas co-

variantes de 61" :
SR =V, (0T,,) — VA (6T7,,) - (2.120)

Torna-se possivel agora calcular a integral do segundo termo de (2.117):

/ "'/ =G0 R d'x = / 9"V=9 Vi (0T%) = Va (O1%,) ] d'e. (2.121)

Uma vez que a derivada covariante do tensor métrico se anula, como visto em (2.73),
podemos mover o termo g"” para dentro dos parénteses, e em seguida realizar por

conveniéncia a troca de indices (v <> A) no primeiro termo dentro dos colchetes:

/ 9"/ —goR,,d*r = / V=9Va (¢"o1”,, — g"ol*,,) d'z. (2.122)

Aplicando o teorema de Gauss apresentado em (2.83) na expressao (2.122), transfor-
mamos a integral de volume em uma integral de superficie, que se anula na fronteira

de integracao:

/ V=gVx (¢or7,, — g"or*,) d'e = f V=g (g"or”,, — g"oI*,,) dS, = 0.
(2.123)

Entao, de (2.117), a varia¢do da ac¢do do campo gravitacional é:

3

c 1
- - S ad?
95, e / (R,W QQ,WR) o0gh’'\/—gd . (2.124)
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Acao do campo de matéria

Variando a agdo do campo de matéria em (2.113):

6Sm:1/ (Ln/—g) d'z = / Lo/ —gdx, (2.125)

C

onde definimos 7}, como sendo o tensor energia-momento para este caso, que pode

ser escrito a partir de (2.125) da seguinte forma:

_ 2 0(V—9Lw)
T,, = =g (2.126)

Acao total

De (2.124) e (2.125), temos que a variagao da acao total é:

1 1
- w S Zadtx = 0. 2.12
0ST = 167TG/( w qu,,R—ir W> dg gdz =0 ( 7)

Como o termo dg"” é arbitrario, temos:

1 e
9w = S T, (2.128)

GMV = RMV - 9 C4

que sdo as equagoes do campo gravitacional de Einstein [27, 28, 29, 30| e definimos

G

w»> 0 chamado tensor de Einstein.

O lado esquerdo das equacoes de Einstein satisfaz as identidades contraidas
de Bianchi, ja deduzidas em (2.106). Como conseqiiéncia, temos que a derivada
covariante de seu lado direito ¢ também nula e as fontes do campo gravitacional
devem obedecer a lei de conservacdo do tensor energia-momento (2.110), tornando

consistente o desenvolvimento feito até agora.

Além disso, é de suma importancia para a Cosmologia o fato de que, ao
introduzir mais um termo linear em g, em (2.128), as identidades de Bianchi conti-
nuam sendo satisfeitas (pois como demonstrado em (2.73) sabemos que V,g"” = 0),

e temos entao:

G

1
R[LV - EguyR + AgNV — _?T—vuy, (2129)

onde A é chamada de constante cosmologica, que foi introduzida por Einstein para
possibilitar a existéncia de solucoes cosmologicas estacionarias. Conforme veremos
no capitulo 3, este termo ¢é atualmente associado a energia de vacuo e a energia escura,

agindo como fonte gravitacional e por isso figurando no lado direito de (2.129).
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Podemos ainda reescrever as equagoes de Einstein (2.128) de uma maneira

diferente ao impor uma contracao com g*”:

8rG 8t
50" Tw o R==7T (2.130)

v 1 v
gﬂ R/ux - §gﬂ guyR = -

pois, de acordo com (2.41), g""g,,, = 6", = 4 num espago quadridimensional. Ainda,
T = T*", & o trago do tensor energia-momento. Substituindo (2.130) em (2.128),

encontramos

8tG 1
RMV = —7 <THV — §gltyT) . (2131)

Para o vicuo, T}, ¢ nulo e as equagoes de Einstein sao simplesmente

Ry, = 0. (2.132)

2.3 Aplicacao

Nesta secao vamos aplicar a teoria da relatividade geral para uma métrica

especifica, a fim de obter as equacgoes diferenciais correspondentes.

O procedimento usado é descrito neste paragrafo. Em primeiro lugar pre-
cisamos dispor de uma métrica que nos informe a geometria do espaco-tempo; é a
partir dela que todas as outras quantidades serao calculadas. Em seguida, com as
derivadas dessa métrica encontramos a conexao afim. Depois, a partir destas ulti-
mas juntamente com suas derivadas calculamos o tensor de curvatura de Riemann,
e contraindo-o com o tensor métrico encontramos o tensor de Ricci e o escalar de
curvatura. Entao, definindo também um tensor energia-momento, ja teremos os ele-
mentos suficientes para resolver as equacgoes de Einstein para a métrica em questao,
e encontraremos um conjunto de equagoes diferenciais que descreverao nosso modelo

baseado na métrica utilizada.

2.3.1 Meétrica de Robertson-Walker

A relagdo entre o intervalo diferencial invariante ds? e o tensor métrico g,,,

ja definida em (2.36), é escrita como

ds* = 2dr* = g, dr"dx". (2.133)
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Considerando um espago tridimensional homogéneo (igual em todos os pon-
tos) e também isotropico (igual em todas as diregoes), a métrica mais geral que pode

ser construida ¢ a chamada métrica de Robertson-Walker [27]:

dr?

ds?* = Adt? — a(t)?
T QM ey

+ 7% (d6* + sen®0d¢?) | (2.134)

onde a(t) representa o fator de escala (o espago pode sofrer expansao ou contragao)
e k é a chamada constante de curvatura, que pode representar trés situacoes: k =0
para um espaco plano, k& > 0 para um espaco esférico (fechado) e & < 0 para um

espaco hiperbolico (aberto).

Comparando (2.133) com (2.134), temos que o tensor métrico é dado por:

c? 0 0 0
_ 0 —a(t)’/(1—kr?) 0 0
gy = 2.135
g = (") 0 0 —a(t)®r? 0 ( )
0 0 0 —a(t)” r2sen20

Faremos aqui os indices gregos assumirem os valores (¢,7,6, ¢). Por isso, de (2.135)

vemos que as (nicas componentes da métrica que nao se anulam sao gy, grr, Joo €

9o¢-

2.3.2 Calculo do tensor de Ricci e do escalar de curvatura

A partir de (2.51), podemos calcular todos os elementos da conexdo afim.

1 i (09  O0Gur  Ogpr
Iy =59" ( o o o) (2.136)

lembrando que o indice repetido v esta somado implicitamente, conforme (2.5). Os

Por exemplo:

dois primeiros dentro do parénteses s6 nao se anulam se v = r, mas nesse caso ¢! se
anularia. Portanto resta somente o ultimo termo entre parénteses, e somente para

v=t L9 )
[t — gt Grr _ aa
" 29 Bat T 1— k2’

onde suprimimos o argumento de a(t) e o ponto representa derivada temporal. Ana-

(2.137)

logamente, podemos calcular os elementos restantes nao-nulos da conexao afim, lem-
brando de (2.35) que I'*,, =T?,
Iy, = aar?, Ftw = aar’sen?d, rr, =1%,= r?

a
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I, = %, [y = —1 (1= kr?), Iy, =—r (1L —kr®)sen’r, (2.139)

1
I F¢r¢ = F¢9¢ = cotf, F9¢¢ = —senf cos 6. (2.140)
r

O proximo passo é calcular o tensor de curvatura de Riemann. Isso para
podermos contrai-lo e encontrar o tensor de Ricci e o escalar de curvatura, que
serao utilizados nas equacoes de Einstein. Por exemplo, para calcular Ry, utilizamos

inicialmente (2.99):

Ry = gAVR)\tl/t = gtthttt + 9" Ryt + geeRetet + g¢¢R¢t¢t- (2-141)

Mas a nossa defini¢do do tensor de Riemann (2.91) é para um tensor misto;

precisamos portanto deixa-lo covariante em todos os indices, como feito em (2.93):
Ruy = 9o Ry = guR'yy = 0. (2.142)

Na soma implicita acima sé interessa o caso o = t, pois o tensor métrico g,, tem
somente elementos nulos fora da diagonal principal. E a partir de (2.137)-(2.140)
vemos que todos os ['*,, se anulam, o que anula também a componente em questao

do tensor de Riemann por (2.91). Usando o mesmo raciocinio calculamos Ry

=0

~
orr,. —or,

=0
4+, 07, — T, T7
tr- tn tt ™

ag T
Rt = GroR%1y = 9or B 1y = G

Oxt ox”
=0 =0 —g =0 =0
al—wtr t /r‘\ r r /-19\//1”\ ¢ f/r\
= Grr W_l_rtrrtt +Ftrrtr+rtr Ft9+r trrtqb
a? a a®  a? ai
= T (5—57) Sk (2.143)

E, de forma anéloga, as duas outras componentes que faltam:
Ry = aiir?, Ryror = adr’sen®d. (2.144)

Finalmente, aplicando (2.142)-(2.144) em (2.141), encontramos a primeira compo-
nente do tensor de Ricci: )
Ry =32, (2.145)
a
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As outras trés componentes podem ser calculadas com o mesmo procedimento. Seus

valores sao:

ad + 2a* + 2k
R, = ——————, 2.146
1 — kr? ( )
Rgg = — (ad+24d° + 2k) 17, (2.147)
Ryy = —(ai+2a® + 2k) r’sen’d. (2.148)

Naturalmente ha outras maneiras menos trabalhosas de fazer esse calculo.
Uma delas seria usando as propriedades de espagos maximamente simétricos (como
é o caso da métrica de Robertson-Walker), que tem como uma de suas propriedades
o fato de que R;; = (ad + 2a* + 2k) g;;/a*.

O célculo do escalar de curvatura vem diretamente de sua defini¢ao (2.100)

com os resultados (2.145)-(2.148), uma vez que o tensor métrico ¢ puramente diago-
i, (a\*, k
—+\=-] t=
a a a

2.3.3 Forma do tensor energia-momento

nal:

R=—6 (2.149)

O dltimo termo das equacoes de Einstein, o tensor energia-momento, serd
descrito como um fluido perfeito, conforme apresentado em (2.107). Vamos conside-
rar um sistema de coordenadas chamado de comével, ou seja, que se move junto com o
fluido (maiores detalhes no capitulo 3). Por isso, em (2.107) faremos U* = (c, 0, 0, 0),
de tal forma que U’ = dz'/dr = 0, U' = dz'/dr = cdt/dT = ¢ por causa de (2.13)
com ¥ = 0, e exista a condi¢ao de normalizagao U*U, = ¢*. Dessa forma, a expressao

para o tensor energia-momento fica

(2.150)

2.3.4 Equacoes do modelo

Temos agora todos os elementos necessarios para resolver as equagoes de

Einstein. Utilizaremos a sua forma mais geral (2.129), que inclui também a chamada
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constante cosmologica. Faremos uso das componentes do tensor de Ricci (2.145)-
(2.148), do tensor métrico (2.135), do escalar de curvatura (2.149) e do tensor energia-
momento (2.150).

Inicialmente vamos considerar somente as componentes temporais dos ten-

sores:

1 e
Ry — §gttR —Agy = —

T (2.151)

Substituindo e simplificando, chegamos a chamada equacao de Friedmann:

N2
a 871G k2 Ac?
ay o, ke AC 2.152
<a> 3 a? * 3 ( )

Das componentes espaciais (qualquer uma delas) obtemos
a a\® ke p
2— + <—) + — — A = -8G5 (2.153)
c

Podemos utilizar (2.152) para simplificar (2.153) e obter a chamada equacdo da

aceleracao:
( ArG 3 Ac?
. (p+ —f) . (2.154)
a c

3 3



Capitulo 3

Cosmologia

3.1 Fundamentacao

3.1.1 Lei de Hubble

Uma das principais constatagoes das observagoes cosmologicas é que quase
tudo no Universo parece estar se afastando da Terra, e quanto mais longe estd um
objeto, maior parece sua velocidade de recessdao [32, 33]. Essas velocidades sao
medidas pelo desvio para o vermelho z (que chamaremos aqui de redshift), de acordo

com a aplicacao do efeito Doppler para ondas luminosas:

)\obs - /\em
/\em

w
Il

v
~ — 3.1
4 (31)

onde Ay ¢ 0 comprimento de onda que observamos e A, é o comprimento de
onda emitido pelas galaxias. Em 1929, o astréonomo Edwin Hubble realizou suas
observagoes e descobriu que a velocidade de recessao das galdxias em relacao a Terra
é proporcional & distancia que as separam de nos. Isto deu origem a chamada lei de
Hubble:

v = Hyr, (3.2)

onde H, é conhecida como constante de Hubble, e seu valor hoje é tido como sendo
Hy = 7248 km s~! Mpc ™' [34] (Mpc representa a unidade de comprimento Megapar-
sec e 1 Mpc = 3,09 - 10?2 m). Isto significa por exemplo que uma galaxia distante da
Terra de 100 Mpc tem uma velocidade de recessao de aproximadamente 7200 km/s.

Chamamos H, de constante de Hubble porque ela possui um valor constante hoje,

32
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mas é necessario notar que ela pode mudar com o tempo, como de fato ocorre. A

figura 3.1 apresenta os dados experimentais que confirmam a lei de Hubble.
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Figura 3.1: Comparacao entre cinco experimentos para determinar o parametro de
Hubble [34].

A descoberta da lei de Hubble permite a introducao de um sistema de coorde-
nadas diferente. Para simplificar os calculos, escolhemos um sistema que acompanha

a expansao do Universo, formado pelas coordenadas comoveis:
7= a(t)Z. (3.3)

Como a expansao do Universo parece ser uniforme, relacionamos a distancia real 7
com a distancia comovel 7 (no capitulo 2 utilizamos a letra r em alusdo as coorde-
nadas comoveis, em linha com a literatura), sendo que as galaxias parecem estar em
posicoes fixas nas coordenadas comdveis. O termo a(t) ¢ o chamado fator de escala
do Universo e tem um papel essencial, pois mede a taxa de expansao do Universo.
Usualmente se convenciona que hoje (¢t = ;) o fator de escala ¢ unitario, ou seja,
a(to) =1.

Combinando (3.2) com (3.3), é possivel escrevermos a lei de Hubble em
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termos do fator de escala:

a
F= = 27, 3.4
U r ar (3.4)

7]

Podemos definir entao o parametro de Hubble H:

a
H .
°, (35

e a lei de Hubble pode ser escrita como v = H7. O parametro de Hubble medido hoje
¢ chamado de Hy, e o fato de ser positivo implica que o Universo esta em expansao,

e nao em contracao ou estatico.

Podemos também relacionar o fator de escala com o redshift apresentado em

(3.1) da seguinte forma:

1+2z= = = (3.6)

onde usamos o ja mencionado fato de que a(tg) = 1. Este resultado enfatiza que
conforme o Universo se expande os comprimentos de onda aumentam em proporcao
direta. Por exemplo, se observamos um comprimento de onda duplicado em relacao

ao esperado, o Universo devia ter metade do tamanho atual quando a luz foi emitida.

Embora em grandes escalas o nosso Universo seja preenchido por galaxias, e
essas galaxias se distribuam em pequenos grupos ou também em grandes estruturas
que podem agrupar milhares de galaxias, as observacoes comprovam que, em escalas
de distancia ainda maiores (100 Mpc ou mais), o Universo comeca a ficar homogéneo.

Isto dé sustentagao ao principio cosmologico, o pilar da Cosmologia moderna.

O principio cosmolégico confere ao Universo duas caracteristicas distintas
em grandes escalas: homogeneidade e isotropia. Homogeneidade significa que o Uni-
verso ¢ igual em todos os pontos, e isotropia que ele é igual em todas as direcoes.
Mas naturalmente o principio cosmoldgico nao ¢ exato, e entao o Universo nao é exa-
tamente homogéneo e isotropico; isso apenas ocorre em situacoes nas quais galaxias

ou grupos de galaxias sao tratados como se fossem meros pontos.

Poderia parecer que o principio cosmolégico esta sendo violado, considerando
que (conforme a lei de Hubble) tudo esta se afastando da Terra — poderiamos pensar
que somos o centro do Universo. Entretanto, qualquer observador vé praticamente
todos os objetos se afastando dele com uma velocidade proporcional & distancia, e o

Universo parece o mesmo independente da galaxia da qual for observado.
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3.1.2 Equacgoes basicas e o modelo padrao

De agora em diante neste capitulo utilizaremos, por conveniéncia, a veloci-

dade da luz como ¢ = 1.

Na subsecao 2.3.1 dissemos que a métrica mais geral possivel para um espaco
tridimensional homogéneo e isotropico é a métrica de Robertson-Walker. Por essa
razao, ela é utilizada em Cosmologia para a deducao de todas as equagoes a partir

da relatividade geral.

Ainda devido as propriedades de homogeneidade e isotropia, podemos con-
siderar o Universo como sendo um fluido perfeito, com densidade p e pressao p. Isto

nos leva a uma expressao para o tensor energia-momento, ja apresentada em (2.150):

™ = dlag (IO7 -p, P _p) : (37)

Equacao de Friedmann

A equacao de Friedmann, deduzida em (2.152), é a equagao mais importante
da Cosmologia. Aqui definimos py = A/87G para fazer com que esse termo seja

incorporado a densidade total p:

-\ 2
a 8rG k
H=(-) =—p— —. 3.8

(a) 3 a? (3:8)
A equacao de Friedmann descreve o comportamento da expansao do Universo

(representado pelo fator de escala) com relagdo a densidade do Universo e a sua

curvatura.

Para analisarmos os efeitos da constante k£ na equacao de Friedmann, que
representa a curvatura do Universo, podemos considerar que a densidade total p de-
cresce com a® (como se fosse por exemplo matéria nao-relativistica e nao-interagente),
de tal forma que para a(t) arbitrariamente grande o termo de curvatura domine.
Neste caso podemos notar que, para k = 0, a expansao tende a ficar cada vez mais
lenta conforme a(t) aumenta, mas nunca para (geometria plana e Universo plano).
Se k < 0, chegard um tempo no qual a expansao dar-se-a4 a uma taxa constante (geo-
metria hiperbolica e Universo aberto, expandindo-se para sempre). E finalmente, se
k > 0, é possivel que o lado direito da equacao de Friedmann se anule e o Universo
pare de se expandir, iniciando entdo uma fase de contracao (geometria esférica e

Universo fechado).
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Equacao da aceleracao

Outra equacao de grande importancia, derivada da teoria da relatividade
geral em (2.154), é a chamada equacao da acelera¢do. Aqui utilizamos novamente a
definicdo pp = A/87G e introduzimos também o fato de que py = —pa (veremos o

porqué logo mais), e fazemos a densidade total p e a pressao total p incorporarem

PA € PA: i
a e

=3 (p+3p). (3.9)

Essa equacao descreve a aceleracao do fator de escala e mostra que, além da
densidade, qualquer pressao positiva que possua o fluido que descreve o Universo con-
tribui para desacelerar sua expansao. Ainda de acordo com a equacao da aceleracao,
a unica maneira de fazer com que o Universo nao esteja sempre desacelerando seria
considerar uma pressao negativa (aqui desconsideramos a possibilidade de massas e

densidades negativas).

Equacgao do fluido

Para resolver a equacao de Friedmann é necessario que se saiba como a
densidade p do Universo evolui com o tempo. Combinando a equacao da aceleracao
(3.9) com a derivada temporal da equacao de Friedmann (3.8), é possivel obter uma

terceira, chamada de equacao do fluido:
p+3H (p+p)=0. (3.10)

Essa equagao também poderia ser encontrada se calculassemos (2.110) para o
tensor energia-momento apresentado em (3.20), ou seja, se impuséssemos que o tensor
energia-momento tem derivada covariante nula e nao viola a lei de conservacao de
energia.

Dentro do parénteses de (3.10) héa dois termos que contribuem para variacoes
na densidade. O primeiro corresponde & diluicao da densidade com o aumento de
volume; o segundo mostra que conforme o volume aumenta, a pressao realiza trabalho
e com isso transfere energia para o campo gravitacional. Naturalmente é necessério
ainda encontrar uma expressao para p. Isso é geralmente feito com a utilizagdo da
equacao de estado

p = wp. (3.11)
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Para chegar a (3.9) utilizamos o fato de que py = —py, e isso pode ser expli-
cado com base na equacao do fluido (3.10) para a porgao de p referente & constante
cosmologica. Para tanto, usamos o fato de que a constante cosmologica nao interage
com nenhum outro constituinte do Universo, e portanto obedece sozinha a equacao
do fluido:

pa +3H (pa +pa) = 0. (3.12)

E como p, é constante por definicao, obrigatoriamente temos que

PA = —PA- (3.13)

Isto significa que, conforme o Universo expande, trabalho ¢ realizado no fluido da
constante cosmologica, e é por isso que sua densidade permanece constante mesmo

com a expansao volumétrica.

3.1.3 Alguns parametros observacionais
Parametros de densidade

A equagdo de Friedmann (3.8) relaciona a expansdo do Universo com sua
densidade e curvatura, e qualitativamente os efeitos da curvatura ja foram analisados
em 2.1.2. Para um dado valor de H, existe um valor especifico de p necessario para
tornar a curvatura do Universo plana (kK = 0). Ele é conhecido como densidade
critica:

pe(t) = S :
8t

Uma vez que conhecemos o valor de H, é possivel calcular que a densidade critica

(3.14)

hoje vale p, (o) = p? ~ 10720 kgm 3.

Se nas medidas observacionais constatar-se que no Universo ha mais matéria
do que expressa a densidade critica, saberemos que nosso Universo é fechado com
k > 0, e vice-versa. Além disso, a densidade critica serve como escala para a den-
sidade do Universo, pois é bastante comum que se compare uma densidade qualquer

com a densidade critica, o que leva a definicao do parametro de densidade €:

Pi
. (315)

onde o indice ¢ representa os diversos constituintes da densidade que desejemos con-

siderar. E interessante notar que €; é em geral funcdo do tempo, pois mesmo que p;



3.1 Fundamentacao

38

seja constante (como acontece por exemplo com p,), a densidade critica varia com
o tempo devido a (3.14). Combinando (3.8) e (3.15), temos:

k
Qtot - 1 + m, (316)
onde chamamos de ;,; 0 parametro de densidade relativo a densidade total do Uni-
verso. O caso {2 = 1 é bastante especial, visto que entao k£ = 0. E como k é constante,
a equacao permanece ) = 1 para todos os tempos, fato vilido independente de que
constituintes formem a densidade p. Na se¢ao 3.2 veremos os diversos componentes

que formam a densidade e suas medidas experimentais.

O parametro de desaceleracao e a expansao acelerada

Sabe-se que o Universo nao s estd em expansao, mas também que a taxa
de expansao varia com o tempo. O parametro de desaceleracao é uma maneira de
quantificar essa variagdo. Expandindo o fator de escala a(t) em torno do tempo

presente ty e dividindo por a(ty), obtemos

q0 12 2
=1+ Ho(t—1tg) — =—H5(t—1ty) " +---. 3.17
a(to) o ( 0) 970 ( 0) (3.17)
Esta equacao define o parametro de desaceleragao hoje (go), mas podemos generaliza-
lo para tempos arbitrarios:

- .
= 2__% (3.18)

Quanto mais rapida for a desaceleracao a qual o Universo esta submetido, maior sera
o valor de go. Devido & presenga do termo d/a, o parametro de desaceleracao esta
intimamente ligado com a densidade total p e a pressao total p do Universo, conforme
a equacao da aceleracdo (3.9). Se quiséssemos calcular quanto vale g, terfamos que
saber quanto valem hoje p e p; mas como nao conhecemos a pressao, o que podemos

fazer é medir gy de outras maneiras.

As primeiras medidas convincentes de qq foram feitas recentemente por gru-
pos de pesquisa que estudam supernovas distantes do tipo Ia [5]. E fato que ndo é
possivel determinar a distancia de separacao de objetos muito distantes de nés pelo
método da paralaxe, por isso utilizam-se as chamadas velas-padrao: acredita-se que
as supernovas do tipo la apresentam um brilho cuja magnitude absoluta é muito bem
conhecida. Dessa forma, utiliza-se a lei do inverso dos quadrados para descobrir sua

distancia relativa a Terra por meio da magnitude relativa medida daqui. Sabendo-se



3.1 Fundamentacao

39

as distancias dos objetos, pode-se analisar detalhadamente seu redshift, e dai tiram-se
conclusoes sobre parametros cosmologicos.

Para surpresa geral, o resultado obtido é que o Universo aparenta estar sob
uma expansao acelerada hoje em dia, ou seja, ¢y < 0, conforme mostra o lado es-
querdo da figura 3.2. Como esse fato vém sendo firmemente corroborado, é necessario

que encontremos teorias capazes de fazer esse tipo de previsoes.
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Figura 3.2: Valores experimentais do parametro de desaceleracao [5]. Esquerda:

dq/dz vs. qo; direita: redshift de transigao de q.

Outra medida interessante relativa ao parametro de desaceleracao diz res-
peito ao redshift de transi¢do (zr) que indica o ponto no qual o Universo passou
de uma fase de expansao desacelerada para o atual estagio de expansao acelerada.

Podemos ver um grafico das probabilidades do redshift de transicao no lado direito

da figura 3.2.

Distancia de luminosidade

A distancia de luminosidade é uma maneira de expressar a quantidade de
luz recebida de um objeto distante, representando a distancia a que o objeto parece
estar, assumindo-se a validade do decréscimo da intensidade luminosa governado pela
lei do inverso do quadrado da distancia. Na verdade, a distancia de luminosidade nao
representa a distancia real do objeto, pois nao leva em conta uma possivel curvatura
do Universo e nem sua expansao. Podemos definir a distancia de luminosidade dj,
de um objeto em termos de sua luminosidade absoluta L (a poténcia total emitida

pela fonte) e sua luminosidade aparente [ (a poténcia por unidade de area que chega
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até nos):

E aqui, assim como no caso do parametro de desaceleracao, ¢ necessario que se use

as velas-padrao para medidas relativas a objetos distantes.

Vamos agora calcular teoricamente a distancia de luminosidade com base
nos parametros ja apresentados. No espaco euclidiano, a luminosidade aparente da
fonte seria simplesmente | = L/4wd?, onde d ¢ a distancia propria. Entretanto, é
necessario levar em conta dois fatos relativos aos fétons de luz que vém do objeto
até nos: eles estao sujeitos ao redshift relativistico e ao efeito Doppler. Cada um
desses fatos contribui individualmente com um fator de atenuagio 1/a(t) = (1 + 2),

fazendo com que
L

= ————. 3.20
Amd? (1 + 2)* (3.20)

Ainda precisamos calcular a distancia propria d. Para tanto, lancamos mao
da métrica de Robertson-Walker (2.134) e consideramos que a luz se propaga radial-
mente (df = d¢ = 0), bem como um espaco sem curvatura (k = 0). Podemos entao
utilizar a equacao que da o comprimento de uma curva em fun¢ao da métrica (2.38),
descartando a componente temporal (uma vez que estamos interessados apenas na
distancia espacial). Faremos a integral de 0 até r, sendo que r é a distancia comével

percorrida pela luz:
d= / V —Gpr dzTdz" = a(t)/ dr =a(t)r. (3.21)
0 0

Substituindo (3.21) em (3.20) e o resultado em (3.19), e trocando r por ry e

a(t) por ag, uma vez que as medidas sao realizadas hoje:

dp, = agro (14 2). (3.22)

Agora s6 resta calcular rg. Continuamos com a mesma métrica de Robertson-
Walker sem componentes angulares e com £ = 0 e impomos que ds = 0, ou seja, que
para a luz é como se todos os pontos no espaco-tempo fossem equivalentes, o que ¢

uma propriedade béasica da relatividade restrita. Desta forma, obtemos

dt
X _ ar, (3.23)

/0 ) % - /0 ar (3.24)

Integrando:
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Como a distancia de luminosidade é medida em funcao do redshift, convém mudar

de variavel:
dt da 1 1 a(t)

dt = ——dz = ————dz = ——+dz. 2
dadz""" "a(t) (1+2)° : H Y (3.25)
Substituindo em (3.24):
* dz
o =¢ . 3.26
6 20

Chegamos a nossa expressao final da distancia de luminosidade aplicando (3.26) em
(3.22) e considerando que g = 1:

? dz
o H(z)

dp, =c(1+ z) (3.27)

Na verdade, as medidas existentes nao sao exatamente de dy; existem tam-

bém parametros empiricos ou ainda mantidos por razoes historicas. O que se mede

de fato ¢ a diferenca entre a magnitude bolométrica aparente m e a magnitude bolo-

métrica absoluta M de uma fonte, e a expressao para a diferenga entre magnitudes
o €

po =m — M =25+ 5log,,dy. (3.28)

Podemos ver as medidas atuais de po na figura 3.3.
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Figura 3.3: Diferenca pg vs. redshift z [5].
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3.1.4 Radiacao césmica de fundo

Ja vimos anteriormente que a lei de Hubble prevé que o Universo esta ex-
pandindo, o que significa que conforme voltamos para o passado seu tamanho deve ir
tornando-se cada vez menor. Por isso, houve um tempo no qual toda a matéria deve
ter estado bastante comprimida, e estudos de Gamow, Alpher e Herman no final da
década de 40 previram teoricamente a existéncia de uma radiacao liberada durante
a formacao dos elementos quimicos. Este efeito foi observado experimentalmente
pela primeira vez em 1965 por Penzias e Wilson, que encontraram vestigios de uma
radiacao que hoje sabe-se vir de todas as direcoes do espaco de maneira altamente
isotropica. A radiacao descoberta possui também um espectro enormemente concor-
dante com o de corpo negro para uma temperatura que se mede atualmente como
sendo 2,725 4+ 0,001 K [35], conforme mostra a figura 3.4.
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Figura 3.4: Espectro da radiagdo cosmica de fundo [32].

E sabido que para uma distribuicio de corpo-negro a densidade total de
energia de radiagio obedece & relagao de proporcionalidade €,,q9 o< T* (lei de Stefan-
Boltzmann). Além disso, conforme o Universo expande a densidade de fotons da
radiagao decresce com 1/a® por causa da diluigio volumétrica e com 1/a devido
ao efeito Doppler relativistico, o que resulta em €,,4 o< 1/a*. Combinando as duas
relacoes, chegamos ao importante resultado

1
T x —. (3.29)
a
Isto significa que conforme voltamos para tras no tempo (a diminui), a temperatura

T da radiacao cosmica de fundo aumenta de modo inversamente proporcional.
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Hoje ja se consegue explicar de maneira contundente a origem da radiagao
cosmica de fundo. Para tanto, o principal fato necessario é que o atomo de hidro-
génio possui uma energia de ionizacdo minima: com 13,6 eV é possivel arrancar um
elétron no estado fundamental. Isto significa que quando o Universo era quente o
suficiente, os fotons facilmente teriam essa energia e manteriam o hidrogénio com-
pletamente ionizado. E conforme o Universo expandiu-se e foi esfriando, os fotons
perderam energia e tornaram-se menos capazes de ionizar dtomos desta maneira.
Depois de algum tempo, o Universo mudou de opaco para completamente transpa-
rente, e a partir de entdo os fétons comecaram a viajar livremente e a matéria se
desacoplou da radiacao. Definiu-se um processo que chamamos de desacoplamento,
que ocorreu quando a temperatura do Universo era em torno de 3000 K e sua idade

aproximadamente 379.000 anos [36].

Porém, apesar da radiacao cosmica de fundo parecer quase completamente
independente da dire¢io do céu observada, experimentos recentes |36, 37, 38| vém
dando especial atencao as chamadas flutuacoes ou anisotropias de sua distribuicao.
Ou seja, observa-se uma dependéncia da temperatura do Universo com a direcao
observada. O valor dessas anisotropias é bastante baixo, de aproximadamente uma
parte em 10° — ou da ordem de 10 uK. Mesmo assim, a descoberta das anisotropias
teve um profundo impacto na Cosmologia, pois permite que observemos como o
Universo era com 379.000 anos de idade, isto é, aproximadamente 13,7 bilhoes de anos

atras. Surge entao uma nova alternativa para o estudo da formacao de estruturas.

Para podermos extrair informacoes dos mapas da radiacao césmica de fundo,
precisamos nos valer de algumas ferramentas estatisticas. Uma destas ferramen-
tas nos possibilita compor um espectro que representa a amplitude das flutuacoes
em funcao da escala angular, conforme mostra a figura 3.5. Os picos sao reflexos
das chamadas oscilagoes actisticas no plasma, e podemos associd-los com os modos
harmonicos desta oscilagao. O primeiro pico representa o harmoénico fundamental
— a maior onda que poderia aparecer no meio, que define o tamanho do Universo
observavel ou escala angular do horizonte. Os outros picos estao ligados aos outros
harmoénicos. A conseqiiéncia dessa associacao é que podemos determinar algumas
das quantidades fundamentais do Universo (idade, composi¢ao, geometria) com base

no niumero, largura, altura e posicao dos picos.
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Figura 3.5: Anisotropias da radiagao césmica de fundo, combinando trés experimen-

tos [39]

3.2 Densidade do Universo

Na equacao (3.14) apresentamos a chamada densidade critica do Universo,
necessaria para que sua geometria seja plana: p? ~ 10726 kgm—3. Também comenta-
mos que é comum comparar a densidade dos diversos componentes com p,., conforme
(3.14). Mas é importante ressaltar que ndo ha necessidade de que a densidade do
Universo seja justamente p,.

Nesta secao vamos abordar os diversos constituintes do Universo, somando

sua contribuigao e procurando por uma densidade total [32, 33|.

3.2.1 BaArions

O mundo a nossa volta é repleto de matéria barionica (basicamente protons
e néutrons); sabemos que é deste tipo de matéria que sao formados os planetas e
estrelas. Consideramos aqui uma matéria nao relativistica, nao interagente e que
nao exerce pressao (p = 0). Isso tudo é uma boa aproximagao se a usarmos para
os atomos do Universo que ja esfriaram, estao separados por uma distancia relati-
vamente grande e raramente interagem, e ¢ também uma descri¢ao plausivel para o
grande nimero de galdxias que nao interagem entre si (a nao ser gravitacionalmente)

que podemos observar. Resolvendo a equagao do fluido (3.10) para um constituinte
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com as caracteristicas mencionadas, p, + 3H p, = 0, obtemos como solucao

0
0
== 142, (330

onde p) ¢ a densidade de matéria observada hoje, e também consideramos que
a(ty) = 1 e que hoje o redshift logicamente ¢ nulo. E interessante agora conhe-

cermos o valor de p).

Inicialmente ¢é possivel olhar para todas as estrelas de uma grande regiao do
céu e calcular sua densidade, e supor que ela deve ser a mesma em todo o Universo. E
preciso levar em conta também que em grupos de galdxias ha grandes quantidades de
gas quente que emitem luz no comprimento dos raios-X, e ainda que existem estrelas
pouco massivas, com pouca ou nenhuma luminosidade. Tudo isso juntamente com a
teoria da nucleossintese, que estuda a formagao de elementos leves [40], restringe a

densidade de toda a matéria baridonica no Universo da seguinte maneira:

0
Q) = 2 — 0,045 +0,003. (3.31)
Pl

3.2.2 Radiacao

Da teoria da relatividade restrita sabemos que os fo6tons obedecem a equacao

de estado p, = w,p, = p.c?/3, e como estamos fazendo ¢ = 1, temos que

1

o Mrs 332
3/ (3.32)

o que faz com que a equacao do fluido (3.10) fique p, +4H p, = 0 se desconsiderarmos

Pr =

interacoes com outros constituintes. Assim sendo, a componente de radiacao se

comporta da seguinte maneira:

pO 0 4
Py = a—z =p. (1+2)", (3.33)

onde p? é a densidade de radiagiao observada hoje, cujo valor é necessario que conhe-

camos. Para um calculo mais preciso, precisamos utilizar a equacao

o 9+(2)
p"’ - 2

na qual a fun¢ao g.(z) representa os graus de liberdade efetivos das particulas que

P (1+2)", (3.34)

compoem a radiagao e assume os valores [33]

2 para z < 1000,
9:+(2) =

= (3.35)
3,36  para zZ 1000.
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O intervalo z <1000 corresponde ao periodo em que os fétons dominam, e quando
2~ 1000 passamos para o estagio em que é mais intensa a contribuicao dos neutrinos

relativisticos.

Agora s6 resta conhecer o valor de pl. J& vimos anteriormente que uma
radiacao altamente isotropica com espectro de corpo negro de temperatura T =
2,725 4+ 0,001K permeia todo o Universo. Essa temperatura de corpo negro pode ser
convertida para energia pela lei de Stefan-Boltzmann, e podemos fazer a representa-

cao por meio do parametro de densidade:

0
Q0= r ~ 476107, (3.36)
P

3.2.3 Matéria escura

H4 véarias evidéncias observacionais de que existe mais matéria além da ba-
rionica. O procedimento mais utilizado é a anélise do movimento de diversos tipos
de objetos astrondmicos, em conjunto com o calculo da incapacidade da matéria

barionica reproduzir as for¢as gravitacionais observadas.

Uma das aplicacoes mais interessantes é a analise da curva de rotacao das
galaxias [1], com a observagao da velocidade da matéria girando em um disco espiral
em fun¢ao do raio. Pela mecénica newtoniana, uma galaxia com massa M(R) em
um raio R precisa apresentar uma velocidade de rotagao dada por

GM (R)
v=—. (3.37)
R

Porém, conforme podemos ver na figura 3.6, as observacoes indicam uma

velocidade muito maior do que a prevista pela lei de gravitacao de Newton em raios

elevados, o que sugere a presenca de algum outro tipo de matéria ainda nao detectada.

Mais recentemente, o experimento do telescopio Chandra [41], que mede os
raios-X vindos de aglomerados de galaxias e combina os resultados com dados inde-
pendentes da radiacao cosmica de fundo, e também analises baseadas em estatisticas
de lentes gravitacionais [42|, obtiveram valores mais precisos para a matéria total
do Universo. Descontando o valor da ja conhecida matéria baridnica, o valor mais

aceito hoje para a densidade da matéria escura ¢é [43]

0

Qf, = Pdm — 0,23+ 0,03, (3.38)
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Figura 3.6: Curvas de rotagao das galaxias.

Se considerarmos que a matéria escura é nao-relativistica, sem pressao e nao
interagente com outros constituintes, sua equacao de evolucao serd igual a usada

para matéria barionica:
0

Pd 0 3
pam =L = gl (14 2)° (3.39)

Em geral é esta a representacio utilizada, mas existem modelos (como os
que serao tratados no proximo capitulo) que consideram interacoes entre a matéria
escura e um outro componente da densidade total do Universo; isto modificaria a

equagao acima.

3.2.4 Energia escura

Quando anteriormente tratamos do parametro de desaceleracao, vimos que
dados experimentais baseados em medidas da curva de luminosidade de supernovas
do tipo Ia comprovam que hoje o Universo passa por uma fase de expansao acelerada.
Isto significa que os constituintes ja abordados (barions, radiagdo, matéria escura)
sdo incapazes de tornar positiva a aceleracao do fator de escala a(t) na equagio
da aceleracdo (3.18). E necessério, entdo, introduzirmos um novo componente na

densidade do Universo.

Além disso, a determinacao do parametro de densidade total do Universo é

de grande importancia, pois se ele for conhecido podemos determinar a curvatura do
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Universo, conforme a equagao (3.16). Uma maneira de chegarmos a esta determina-
cao ¢ analisar as flutuagoes de temperatura presentes na radiacao coésmica de fundo,
pois a localizacao dos picos presentes no espectro de temperatura esté relacionado
com Q. As medigoes do satélite WMAP [36] estabelecem o limite

QY. =1,0240,02. (3.40)

Na figura 3.7 vemos a combinacao de trés experimentos que convergem para
um mesmo valor de Q) e mostram valores concordantes com a possibilidade de um

Universo plano.
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Figura 3.7: Parametros de densidade do Universo [41].

Isto significa que, ainda de acordo com (3.16), o Universo parece apresentar
curvatura nula (k = 0), e desta forma pode ter uma geometria espacialmente plana.

Além disso, se somarmos a contribuicao dos constituintes ja abordados, chegamos a
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Q0 +00+0Y  ~ 0,28, 0 que indica que ainda existe algum componente desconhecido

. . . 0
que completaria a soma para atingir €2, ,.

Uma possibilidade é supor que o termo relativo a constante cosmologica (que
foi introduzida nas equagoes de Einstein para que se ganhasse generalidade) é o res-
ponsavel pela porcao de energia faltante. Assim sendo, os experimentos estabelecem

o limite para essa componente, conhecida hoje como energia escura [43]:

03 = 22 — 0,72+ 0,03, (3.41)

Pec
E importante ressaltar que, uma vez que p. varia com o tempo, nao podemos
dizer que €2, é constante. Na verdade, quem é constante é py = Qpp. = A/87G.
Ainda, a constante cosmolbgica é apenas uma maneira de tentar explicar a energia
escura; é perfeitamente possivel que se proponham outras, e para tanto basta impor

que A = 0 e entao equacionar algum outro constituinte equivalente.

3.3 Modelos

Nesta secao abordaremos os dois principais modelos que se propoem a ex-
plicar a evolucao do Universo e buscam entrar em concordancia com todos os dados

experimentais atualmente existentes [32, 33|.

3.3.1 Modelo da constante cosmoldégica
O periodo inflacionario

O conjunto de equacoes apresentadas até agora pode descrever relativamente
bem o Universo a partir de seus aproximadamente 10734 s, mas o modelo enfrenta
alguns problemas graves. Para solucioné-los, Alan Guth propos em 1981 uma alter-
nativa: houve um periodo préximo ao inicio do Universo durante o qual o fator de
escala sofreu uma grande aceleracao, e esse fato passou a ser denominado inflacao. A

propria idéia da constante cosmologica pode ser utilizada para descrever a inflagao.

Da equagao de Friedmann (3.8), consideramos que conforme a(t) sofre gran-
des acréscimos (e conseqiientemente também o volume do Universo), a curvatura k

e a densidade p sofrem rapida dilui¢ao, com excegcao do termo da constante cosmo-
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logica. Por isso, a equagao torna-se simplesmente H? = A/3 e tem como solugao

a(t) = exp (\/gt) : (3.42)

o que mostra que quando o Universo é dominado pela constante cosmologica, fica

sujeito a uma taxa de expansao especialmente alta.

Nesse contexto, uma interpretacao tedrica para a constante cosmologica foi
encontrada na teoria quantica de campos, para a qual a densidade de energia p, €
relacionada a energia de vacuo contida nos modos de vibracao dos campos quanticos
(PA = Puacuo)- Levando em conta que a constante A tem dimensao de [L]_Q, ¢ natural
esperar de uma interpretacao quantica que ela esteja relacionada com o comprimento
de Planck (L,). E necessario restituir o fator ¢ para fazer o cilculo da ordem de

grandeza de p, para o periodo de inflagao:

_ 31/2] 7% 5
e _ ALy [mG/C) ] C i ke

Pn = 87G . 8nG 8tG m3’ (3.43)

Depois de algum tempo o periodo inflaciondrio tem que chegar a um fim,
e considera-se a possibilidade de que a energia da constante cosmoloégica tenha se

convertido em matéria convencional.

O modelo ACDM

O modelo mais simples e mais aceito atualmente para explicar a evolugao do
Universo é o chamado modelo ACDM (constante cosmologica com matéria escura fria
— cold dark matter). Este modelo supoe que o Universo possui curvatura espacial
plana (k = 0 — pelo menos neste trabalho) e é descrito por um fluido formado
por quatro constituintes: matéria baridnica, radiacao, matéria escura e constante
cosmolégica. Dessa forma, a densidade e pressao totais sao a soma de cada um de

seus COHlpOIlthGSZ

Pe =P = Po+ Pr+ Pdm + PA, (3.44)
P = Db+ Pr + Pam +Pa = Dr +Da = pr/3 = pa, (3.45)
onde no célculo da pressao fizemos uso de (3.13) e (3.32).

O modelo é descrito por trés equagbes basicas — equagao de Friedmann (3.8),

equacao da aceleragao (3.9) e equagao do fluido (3.10), sendo que esta ultima é
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também obedecida para cada um dos quatro constituintes independentemente, visto

que nenhum deles interage entre si:

0

Q= Q4 Qg = 0,275 (1 + 2)> 2. (3.46)
p
0
Q, = 4,76 -107° @ (14 2) e, (3.47)
p
pO
Oy =0,725¢, (3.48)
p

onde juntamos os dois tipos de matéria em uma tnica equacao e substituimos pe-
los valores tidos como presentes, conforme apresentados na secao 3.2, e a funcao
g«(z) tem seus valores dados por (3.35). A razdo p/p® naturalmente ¢ a soma
0,275 (1 + 2)> + 4,76 - 1075 (1 + 2)" g.(2) /2 + 0,72], e tem como fungio normalizar
o parametro de densidade total (i, = p/p. = 1). No lado esquerdo da figura
3.8 apresentamos a evolugao dos parametros de densidade em funcao do redshift de
acordo com o modelo ACDM. Podemos ver no quadro desta figura que a igualdade
radiacao-matéria, ou seja, o momento no qual a densidade de energia da radiacao
encontra a densidade de energia da matéria (barions e matéria escura), situa-se por
volta de z ~ 3300.

O parametro de desaceleracao ¢, a partir de sua defini¢ao (3.18) e das equa-

coes da aceleracao e de Friedmann, é dado por:

1da 147G 1 3p
=——c=—=" == +=L 4

No lado direito da figura 3.8 mostramos o comportamento de q. Vemos que,
para os valores atuais do parametros de densidade utilizados aqui, a transicao da

fase desacelerada para a acelerada da-se em zp ~ 0,735.

A diferenga entre magnitudes (que é fungdo da distancia de luminosidade)
em termos do redshift, conforme as equagoes (3.27) e (3.28) e o fato de que H =
HHy/Hy = (p/,og)l/2 Hy levam a

c N dz
0 0 [0,275(1 4 2)° +4,76 - 1075 (1 + z)" 4 0,72]
(3.50)
onde a relagdo entre constantes vale ¢/Hy = (3-10%) /(72 - 10%) ~ 4167 Mpc, e esta

unidade deve ser mantida para possibilitar comparacao com os dados experimentais.

A funcao g.(z) foi suprimida de (3.50) porque, conforme (3.35), ela s6 é importante
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Figura 3.8: Esquerda: Parametros de densidade; direita: q vs. redshift z.

quando z Z 1000, intervalo sem importancia para as medidas da distancia de lumino-

sidade. No lado esquerdo da figura 3.9 podemos observar de que maneira as previsoes

do modelo ACDM se comportam em relagao aos

supernovas.

pontos experimentais medidos das

Além disso, no lado direito da figura 3.9 vemos a excelente concordéancia

deste modelo com as medidas das anisotropias da radiacao coésmica de fundo.
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Os problemas da constante cosmolégica

Embora concorde extraordinariamente bem com os dados experimentais, o

modelo ACDM apresenta alguns importantes problemas.

O primeiro deles esta relacionado com o proprio valor da constante cosmo-
logica. Vimos da teoria inflacionaria que nas primeiras fracoes de vida do Universo
devemos ter que p4%¢ ~ 10% kg/m3, conforme (3.43). Para encontrar o valor atual
dessa densidade de energia, basta combinar as equagoes (3.15) e (3.41) para chegar-

mos a p} =~ 0,72p2, e com o auxilio de (3.14) concluimos que

kg
0 —26
o que nos leva a )
pvac
A~ 10, (3.52)

PA
e como a constante cosmologica é funcao apenas de sua propria densidade de energia
e algumas outras constantes (A = SWGpA/cz), concluimos que a comparagao entre
seu valor medido hoje e o valor esperado na época da inflacao difere em mais de 120

ordens de grandeza, o que caracteriza um grave problema.

Outra dificuldade conhecida do modelo ACDM é o chamado problema da
coincidéncia. As densidades de energia da matéria, radiacao e constante cosmologica
evoluem cada uma de maneira diferente em relagao ao fator de escala. A transicao de
um Universo dominado pela matéria para um dominado pela constante cosmologica
toma lugar em um redshift em torno de z ~ 0,5, relativamente pequeno em relacao
ao tempo total de vida do Universo. Portanto, seria pouco provavel que estivéssemos
fazendo essas observagoes justamente nas proximidades desse momento de transicao,
no qual os parametros de densidade da matéria e energia escura apresentam a mesma

ordem de grandeza, sendo que estiveram sempre tao distantes um do outro.

3.3.2 Campo escalar como energia escura

Outro modelo estudado intensivamente e de grande importancia para a Cos-
mologia é aquele que trata a energia escura como um campo escalar, o qual pode ser

chamado de quintesséncia.

Um campo escalar é uma fungao continua do espago tempo ¢ (z#) que des-

creve uma particula de spin nulo. Por se tratar de uma funcao continua, é conveniente
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trabalhar com uma densidade de lagrangiana £, sendo que a lagrangiana L é dada
por [44]:

L= [V=ac.0,0) (3.59)

onde 0,¢ = 0¢/0z". A agao do sistema é entdo
S—/Lﬁ—/wiﬁ&w (3.54)

Variando a acao, obtemos as equagoes de Euler-Lagrange para L:

oL oL
%~V (565) =° .

A forma da densidade de lagrangiana para um campo escalar com massa nula é

£= 50,600~ V(9), (3.50

onde V' (¢) ¢ a densidade de potencial. Aplicando (3.55) em (3.56), obtemos a equacao

de movimento do campo escalar, chamada de equacao de Klein-Gordon:

dv
V., Vt¢ =n0¢ = ——, 3.57
na qual O representa o operador d’Alembertiano. Supondo que o campo é aproxima-
damente homogéneo [¢ ~ ¢(t)], podemos calcular a equac¢ao de Klein-Gordon para

um campo escalar na métrica de Robertson-Walker:

. .4V
¢+3H¢+E$:O. (3.58)

Aplicando o teorema de Noether, que diz que em um sistema cuja lagrangiana
nao depende das coordenadas x* existe uma corrente conservada associada a uma

translagao no espago-tempo, encontramos a quantidade conservada
T,ZSV = 8;L¢8V¢ - g,uuﬁ- (359)

Usando agora (3.56), é possivel reescrever (3.59), que se comporta como um tensor

energia-momento:
1
T, = 0u00,6 — 59 0,00° 6 + 9V (9). (3.60)

Utilizando o tensor métrico da métrica de Robertson-Walker (2.135) e a

expressao das componentes do tensor energia-momento (2.150), podemos encontrar
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a densidade de energia e a pressao de um campo escalar homogéneo com potencial
V(¢): X X
Py = §¢2 +V(p) e ps= §¢2 —V(g). (3.61)

E como sabemos que T[f’u ¢ uma quantidade conservada (V,T}" = 0), podemos

encontrar uma equacao do fluido para o campo escalar:
po + 3H (py + py) = 0. (3.62)

Dessa forma, nas proximidades dos tempos atuais a componente do campo
escalar tem pressdo negativa (pois ¢ (tg) < V(¢o)) e conforme voltamos para tras
no tempo o potencial deve ir diminuindo para que a matéria e a radiacao possam
ultrapassar a energia escura e dominar a densidade do Universo. A equagao de estado
do campo escalar (py = wype) na0 é mais obrigatoriamente w, = —1, como acontecia

no caso da constante cosmologica, e pode variar na faixa —1 < w, < 1:

0" — V(o)

ab (3.63)

We
Em relagdo ao potencial V(¢), temos na literatura a utiliza¢gdo de uma vasta
gama de modelos diferentes (veja, por exemplo, [45]), sendo que um dos mais comuns

é o chamado potencial exponencial

V(¢) = Voexp[—as (t)], (3.64)

com Vj e o sendo constantes arbitrarias.

Entretanto, a energia escura definida na forma de um campo escalar continua
sendo uma solucao problematica, que nao apenas depende de uma funcao arbitréaria
V(¢) mas também precisa ser cuidadosamente ajustada, de uma maneira semelhante

a constante cosmologica.

3.3.3 Outros modelos

Além desses dois modelos mencionados, existem intimeros outros que sao
estudados intensamente pela comunidade cientifica. Podemos mencionar por exem-
plo aqueles que envolvem "campos fantasmas", Cosmologia Quéantica, Cosmologia
de Branas, gas de Chaplygin, etc. Neste trabalho desenvolvemos modelos que utili-

zam campos escalares nao-minimanente acoplados & curvatura escalar, e nos quais a
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matéria escura interage diretamente com a energia escura. Separadamente estes aco-
plamentos produzem resultados ja conhecidos; vamos estudar no préximo capitulo o

efeito combinado de ambos atuando simultaneamente.



Capitulo 4
Modelos com interacao

Neste capitulo apresentamos a parte que envolve nossas contribuicoes origi-
nais. Estudamos aqui um modelo de quintesséncia modificado em relacao ao apre-
sentado no capitulo anterior, no qual o campo escalar deixa de ser minimamente
acoplado a curvatura espacial. Dessa forma, a lagrangiana passa a conter também
um termo que inclui o produto do escalar de curvatura R pelo campo ¢, juntamente
com uma constante que regula a intensidade desse acoplamento. O que fazemos é

quantificar as conseqiiéncias da inclusao desse novo termo.

Além disso, levamos em conta outra modificacdo no modelo usual do campo
escalar. No caso mais simples, desconsidera-se qualquer acoplamento entre a matéria
escura e a energia escura, embora nao existam evidéncias que justifiquem definitiva-
mente esta hipotese. Por isso, consideramos aqui que a matéria e a energia escura
podem transferir energia entre si. Para tal fim, levamos em conta dois mecanismos
distintos: primeiramente, consideramos que a massa das particulas da matéria es-
cura pode variar com o tempo, e essa variacao se da de acordo com a evolucao do
campo escalar da energia escura (acoplamento de Anderson e Carroll); em uma se-
gunda etapa consideramos uma interagao direta, na qual um termo de acoplamento
é inserido diretamente nas equagoes do fluido dos constituintes do setor escuro (aco-

plamento de Wetterich).

Neste capitulo as unidades foram escolhidas de tal forma que 87G = c = h =
k = 1, e o tensor métrico continua tendo assinatura (+,—, —, —). As solu¢oes das
equacoes diferenciais deduzidas dos diferentes modelos foram obtidas numericamente

por meio da ferramenta Mathematica 5.2.

57
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4.1 Acoplamento de Anderson e Carroll

4.1.1 Equacoes de campo

Vamos considerar nesta secao que o Universo é modelado como uma mistura
de um campo escalar que faz o papel de energia escura, um campo de matéria
escura, e barions e radiacao nao interagentes. Aqui adotamos um campo escalar
nao-minimamente acoplado a curvatura [9], e um campo de matéria escura cuja
massa é proporcional ao valor do campo escalar em cada ponto [20]. A agado para

este modelo pode ser escrita como:

5= [atoy=a {501 - IR+ 0,00° V + 00"~ 5+ £ Lo

(4.1)
onde ¢ e x sdo os campos escalares da energia escura e matéria escura, respecti-
vamente, V' = V(¢) ¢é a densidade de potencial da energia escura, £ é a constante
de acoplamento entre a energia escura e a curvatura escalar R e (¢ é a massa da
particula de matéria escura, com ( constante. Além disso, £, e L, representam
as densidades de lagrangiana da radiagao e dos barions, respectivamente. Podemos

também definir a lagrangiana da matéria escura a partir de (4.1):

Lam = %@Lx@“x — 1C2¢2X2- (4.2)

2
Para obter as equagoes de campo de Einstein e a expressao do tensor energia-

momento dos constituintes, devemos variar a a¢io (4.1) com relagio ao tensor métrico

9w, de tal forma que tenhamos

3S
= 0. 4.3
Som (4.3)

Efetuamos o calculo da variacao inicialmente para a matéria barionica, radiacao e

matéria escura:

1
0.(Sy + Sy + Sam) = 5 / (T0, + T, + To") /—g6g" d*z, (4.4)

considerando que o tensor energia-momento total 7}, das fontes do campo gravita-

cional é a soma dos tensores energia-momento dos barions T/i’y, da radiacao T, da

, . dm, ¢ . __ b r dm ¢
matéria escura T3, e do campo escalar T7,, ou seja, 1), =T, + 1T, + T +T7,.

Para a matéria barionica e radiacao, a expressao do tensor energia-momento segue

de (2.126), e no caso da matéria escura basta utilizarmos (4.2) e a relagao (2.116),
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de tal forma que temos
2 0+v/— 2 —q
T — OV=9Ls g 2 OVZ9L, (4.5)
122 / 5g,u1/ 1% /_g 5g‘u,1/

2 9 _gﬁdm 6£dm 1 1 2,9 9
v —9 _ _ _(Zo~rooy — = .
/=g  Ogm Sqhv LamGuw = Oux0pX (2&7)(8 X QC "X ) G

(4.6)

Vamos calcular agora a variacao da parte da acao relativa ao campo gravitacional e

dm __
T/w =

ao campo escalar nao-minimamente acoplado:

5(5,+5) = 5 / 5 {9 [(1—€6%) ¢ Ry + 0,0"6 — 2V] ) de

1

=) (R (V) + V5 ()] ¢

+6{\/=9[0,0"¢ —2V]} d'x
1 1
= 5/ V=g {(1 - €¢2> <Ruu - ig/wR) 59MV - SQZ)QQIWCSRMV—"

=0 por (2.123)

g oR,, [8“q§8”q5 —g" 0% p0, P + g‘“’V] (59’“’} d*x. (4.7)

O termo ainda nao desenvolvido, £¢?¢g"dR,,,, pode ser calculado da seguinte forma:
£6°9"0R,, = £°{V,u [V (69") = 9asV" (39°°)] }
=0
= €V, {¢* [V, (00™) — gasV" (59™)]} —
~£ [V, (89") = gasV" (097°)] (Vus?)

=0
= —{V, [0 (V,0?)] — 9asV" [0 (V,10%)] } +
+E{V,V,.0°09" — gasV*V 0709 }

- g{vuvu¢2 - guuvgvchbQ} 59“”- (48)

A porcao do tensor energia-momento que faltava obter diz respeito ao campo

escalar ndo minimamente acoplado, e de (4.7) e (4.8) pode ser encontrada como sendo

T;(fl/ = au¢au¢ - (%ao_¢ao'¢ - V) gw, - € (V'uvl,ng - g,wVUVU¢2) . (49)

Podemos finalmente separar as variacoes da acdo nas contribuicbes ao campo gravi-

tacional e as fontes de matéria. A parte relativa ao campo gravitacional fica

56‘9:% / (1—§¢2)< —1gw )59“”\/_ d'. (4.10)
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Comparando com (2.124), podemos chegar as equagoes de Einstein para este caso:

1 T,
R,, — -Rg,, = —— . 4.11
v T e e
Chamamos a atencao para o fato de que, devido a inclusao do acoplamento entre o
campo escalar e o escalar de curvatura, o divergente covariante do tensor energia-
momento total nao se anula. Por meio das identidades de Bianchi (2.106), podemos

obter de (4.11) que
1
v, T = 2 (RW . §Rg"”) 8,6, (4.12)

indicando que o tensor energia-momento total ndo é uma quantidade conservada (na
segao 4.3 escrevemos o tensor energia-momento de maneira a torna-lo conservado).
Entretanto, assumimos que o divergente covariante dos tensores energia-momento dos
barions e da radiacao se anulam, ou seja, V, 7, =0 e V, T = 0, uma vez que eles
sao considerados como campos nao-interagentes desde a época do desacoplamento

até o tempo presente.

As equacoes de evolucao para os campos escalar e de matéria escura sao

obtidas das equagoes de Euler-Lagrange (3.55), fornecendo

V, V7 + % LERG+CEC =0 o V,Vx+ Py =0. (1.13)

Além disso, restringimos nosso estudo as conseqiiéncias do modelo apresentado para

um Universo que ¢é isotropico, homogéneo e espacialmente plano, descrito pela mé-

trica de Robertson-Walker conforme vimos na subsec¢ao 2.3.1:
ds* = dt* — a(t)® (do® + dy® + dz°) , (4.14)

onde a(t) representa o fator de escala. Para um Universo homogéneo e isotropico,
a representacao mais geral para o tensor energia-momento total em um sistema de
coordenadas comoveis é dada, conforme (2.150), por T*, = diag(p, —p, —p, —p), onde
a densidade de energia total p e a pressao total p da mistura sao apresentadas aqui
em termos das respectivas quantidades de seus constituintes, ou seja, p = py + p,r +
Pdm + Py € D = Db + DPr + Pam + Dp. Continuaremos assumindo que os barions sao
nao-relativisticos, de maneira que p, = 0 e que a equacao barotropica de estado
para o campo de radiagdo p, = p,./3 permanece valida. Agora, para a métrica de
Robertson-Walker, as equagoes de campo de Einstein (4.11) levam a seguinte forma

modificada da equacgao de Friedmann, obtida a partir da componente temporal de
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T, conforme (2.150) e em processo anilogo ao que levou a (2.152):

7 A — (4.15)

3(1-¢¢?)
A partir das componentes espaciais de 7}, seguindo os mesmos passos que culmina-

ram em (2.154), obtemos a equagao da aceleracdo

U
6(1—¢0?)

devido ao acoplamento nao minimo entre o campo escalar e o campo gravitacional,

(4.16)

e lembramos que o termo H = a(t)/a(t) representa o parametro de Hubble.

A densidade de energia e a pressao da matéria escura podem agora ser de-
terminadas a partir de (4.6), tomando-se respectivamente as componentes temporal

e espacial do tensor energia-momento (2.150), o que resulta em

Loy 1y 50 Loy 1y 50
S - = =X — = ) 4.17
pim = X"+ 5CXP° e pam = 5X° = 5CXT0 (4.17)
Para encontrar a densidade de energia escura, utilizamos inicialmente dois desenvol-
vimentos:
V. V,¢* =V, (8,0°) = 0,0,¢0° — 170,07, (4.18)
Vo V7¢* =V, (07°9°) = 0,0°¢° +1°,.,07¢, (4.19)

que levam, a partir de (4.9) e novamente (2.150), a

1
T3 = 0190 — <§0t¢3t¢ - V) gu — £ [0:0,9* — T',0,0° — (0,0'¢* +T7,,0'0) gu] -
(4.20)
Usando (2.138) e o fato de que I'°, = 0, chegamos finalmente a densidade de energia

do campo escalar:
1. .
po =T = 50" +V + 66Hoo. (4.21)

Realizando procedimento anélogo, encontramos a pressao relacionada ao campo es-

calar:

po= —T% = 28—V — 2 (66 + & + 2H03) (1.22)

A hipoétese de homogeneidade implica que os campos ¢ e y tém que ser
funcao apenas do tempo, de maneira que as equacgoes de evolucao para a energia
escura (4.13); e matéria escura (4.13)s, com o auxilio das relagoes (4.18) e (4.19),

reduzem-se respectivamente a

20 (p—3p) + L (Pam — Pam) = 0, (4.23)

S13m+ Wy p

dp — 1—E£¢?
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X +3Hx + 2¢*x = 0. (4.24)

A equacao de evolucao para a densidade de energia do campo escalar é obtida
ao tomarmos a derivada temporal de sua densidade de energia (4.21), a qual, apds
algumas manipulacoes, resulta em
b 2¢dp
¢ 1-E&¢%

devido a (4.22) e (4.23). Seguindo a mesma metodologia, a derivada temporal da

Pg + 3H (py + ps) = = (Pam — Pam) (4.25)

densidade de energia da matéria escura (4.17); leva a equagao que da a evolugao da

densidade de matéria escura:

pdm + 3H (pdm + pdm) = (pdm - pdm) ) (426)

|-

com o uso das equagoes (4.17)y e (4.24). A partir de (4.25) e (4.26) inferimos que
existe uma transferéncia de energia do campo escalar para o campo de matéria
escura dada pelo termo (pam — Pam)®/¢. Além disso, o termo 26¢dp/(1 — £¢?) em
(4.25) é o responsavel pela transferéncia de energia do campo escalar para o campo
gravitacional. A conservacao do tensor energia-momento dos barions e da radiacao
leva as ja conhecidas relagoes p, o 1/a® e p, oc 1/a*. Nas proximas subsegoes
encontraremos as solugoes cosmologicas para este modelo considerando dois casos:

matéria escura sem pressao e um campo de matéria escura com pressao nao nula.

4.1.2 Matéria escura sem pressao

Para o caso de matéria escura sem pressao (pa, = 0), segue da equagao (4.26)
que pam < ¢/a’. Além disso, esta ultima relagao implica no fato de que a densidade
do nimero de particulas de matéria escura é conservada, ou ng,, + 3Hng, = 0. Aqui
temos apenas uma equacao a resolver — a equacao de evolucao do campo escalar
(4.23) — para obtermos a evolucao temporal do campo de aceleragao e das densida-
des de energia de cada componente. Fazendo uma mudanga de variaveis, podemos
expressar a equagao do campo escalar da energia escura (4.23) em termos do redshift
z, uma vez que, conforme vimos em (3.6), a = 1/ (14 z) e a(0) = 1. Entao, temos
que

d dadzd

d
4 _dedzd gL 4.2
gt dt dads (1+2) 7, (4.27)

0 que torna possivel escrever (4.23) como
AV £o(p—3p) | pam

(1+2?% ., (1L+2)(p—3p) B
3<1 - €¢2) 6(1 — fqﬁz) (b - d¢ 1 — £¢2 + (b - 07 (4.28)

¢// _
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onde a partir de agora o apostrofo representa a derivada em relagao a z. Para solucio-
nar (4.28) temos que escolher uma forma para a densidade de potencial. Dentre os
varios modelos existentes [45], selecionamos um potencial que também foi utilizado

nos trabalhos [19, 20, 46]:
K
Vv ¢ =
(¢) o

onde K é uma constante. Esta forma tem a propriedade de crescer para pequenos

(4.29)

valores de ¢, evitando que o campo — e conseqiientemente a densidade de energia da
matéria escura — torne-se negativo. Além disso, temos que especificar as condigoes
iniciais para o campo escalar e sua derivada, bem como para a densidade de energia
dos barions, da radiacao e da matéria escura. As condicoes iniciais para as densidades
de energia foram escolhidas a partir dos valores atuais apresentados na se¢do 3.2 (veja
[43] para uma revisao) para os parametros de densidade Q;(z) = p;(2)/p(z), isto &,
2(0) = 0,045, Q,.(0) = 4,76 - 1075¢,(2) /2 e Qgm(0) = 0,23, com g.(z) dado por
(3.35). A constante K foi determinada a partir do valor atual do parametro de
densidade da energia escura, 2,(0) = 0,72, uma vez que consideramos que o valor
presente do campo escalar é pequeno e por isso p,(0) ~ V. Ainda restam « e £ como

parametros livres, cuja influéncia serd estudada mais tarde nesta segao.

A figura 4.1 mostra um retrato de fase que exibe a evolucao de um conjunto
de condigoes iniciais. Variando os valores do campo escalar para produzir pequenas
variacoes no valor inicial da densidade de energia escura, observamos que algumas
solucoes evoluem em um comportamento nao-fisico, uma vez que levam a valores
negativos de p,, a0 mesmo tempo que existe um outro conjunto de solugoes que faz
com que a densidade de energia escura aumente muito rapidamente e seja respon-
savel por quase toda a contribuigao aos termos H e p. Para que possamos chegar
a um comportamento fisicamente aceitavel, é necessario impor que o campo escalar
possuisse valores pequenos e positivos em épocas remotas, isto é, z~ 1000. Fisica-
mente, isto significa que o campo escalar comeca a rolar mais significativamente por
volta daquela época e entao evolui até hoje. Além disso, uma derivada negativa
do campo escalar em redshifts altos implicaria numa densidade de energia escura

negativa devido a (4.21).

A evolucao dos parametros de densidade em funcao do redshift é mostrada
no lado esquerdo da figura 4.2. Consideramos um valor fixo para a constante «,
de a = 1/3, e diferentes valores para a constante de acoplamento £. Dois casos
diferentes foram analisados: (a) um campo escalar variando lentamente, no qual

seu valor nao muda significativamente com o redshift, indicando que as diferencas
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Figura 4.1: Retrato de fase tipico (ps, H) correspondente ao caso a = 1/3 e { = —0,2,

exibindo a evolucao de solucoes fisicas e nao-fisicas.

do modelo usual da quintesséncia ({ = 0) sao basicamente devidas a influéncia do
acoplamento nado-minimo (§ = —0,2); (b) um campo escalar variando rapidamente,
caracterizado por £ = —0,3, que possui um valor inicial menor que no primeiro caso
mas sofre uma mudanca mais acentuada conforme o redshift aumenta. Inferimos
desta figura que, aumentando o redshift, o parametro de densidade da energia escura
decai mais lentamente para o caso do campo variando mais rapidamente (£ = —0,3),
seguido pelo caso da variacao mais lenta quando £ = —0,2 e £ = 0, enquanto o
parametro de densidade de matéria escura cresce mais lentamente quanto mais fraco
for o acoplamento. Isso pode ser explicado se notarmos que o dltimo termo do lado
direito de (4.25) — que depende da constante de acoplamento £ — reduz a transferéncia
de energia do campo escalar para o campo de matéria escura. Para £ = 0, a igualdade
entre matéria escura e energia escura ocorre quando z =~ 0,4 e a igualdade entre
energia escura e barions quando z ~ 1,4, enquanto para £ = —0,2 ¢ £ = —0,3 elas
acontecem em redshifts maiores. Além disso, para £ = 0 a igualdade radiacao-matéria
(barions e matéria escura) ocorre em z = 3700, enquanto para { = —0,2 e £ = —0,3

esta igualdade ocorre para valores de redshift menores e maiores, respectivamente.

O parametro de desaceleracao definido em (3.18), ¢ = —da/a?, é mostrado
no lado direito da figura 4.2 em funcao do redshift z. Notamos que, ao aumentar
a constante de acoplamento, a transicao de uma fase desacelerada para uma fase

acelerada ocorre em redshifts menores. De acordo com os atuais valores experimen-
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Figura 4.2: FEsquerda: evolucdo dos parametros de densidade €2; vs. redshift z;

direita: parametro de desaceleracao q vs. redshift z.

tais |5 essa transi¢do ocorre em zr = 0,46 £+ 0,13, e podemos observar da figura
4.2 que para o caso do campo escalar variando mais lentamente com £ = —0,2 ela
acontece em zp = 0,46, enquanto no caso da variacao mais rapida com { = —0,3
em zr = 0,43. Entretanto, em ambos os casos o valor presente do parametro de
desaceleracao tem um modulo menor que o apresentado na literatura para o modelo
ACDM, de ¢y ~ —0,6 conforme vimos na subsecao 3.3.1. Se alterarmos o valor do
expoente do potencial dentro da faixa 0 < o < 5, nao é possivel observar diferen-
cas significativas no comportamento das curvas da figura 4.2; porém, para valores
maiores (a ~ 10), h4 um decaimento mais lento da densidade de energia escura e
uma transicao mais tardia para a fase desacelerada. Isso acontece porque o poten-
cial V(¢) é da mesma ordem de grandeza que os outros termos para redshifts até
2z &~ 4, e nesta faixa o potencial é principalmente controlado pelo valor de K para

uma variagao mais lenta de ¢.

Na figura 4.3 mostramos a diferenca po entre a magnitude aparente m e a

magnitude absoluta M de uma fonte, dada pelas equagoes (3.27) e (3.28),

o =m — M =5logd, + 25, com dp=c(l+2z) Oz%, (4.30)
em funcao do redshift z, onde dy, é a distancia de luminosidade dada em Mpc. Nesta
figura os circulos representam os valores experimentais oriundos do trabalho [5] para
185 pontos obtidos a partir de supernovas do tipo Ia. Dela inferimos que todos

0S casos se encaixam bem para redshifts baixos, mas conforme voltamos para o pas-
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sado, as solugbes acopladas comegam a distanciar-se da desacoplada (neste caso para
baixo, ou diferencas py menores), afastando-se um pouco da maioria dos pontos ex-
perimentais. Se mantivéssemos o campo ¢ variando lentamente e aumentassemos a
constante de acoplamento de forma a tornar £ = —0,3, a curva afastar-se-ia ainda
mais do modelo padrao. Porém, quando fazemos com que ¢ varie mais rapidamente,
conseguimos um efeito semelhante ao do acoplamento com £ = —0,2 para ¢ variando
lentamente, o que indica que variagoes mais fortes do campo escalar possibilitam a

utilizacao de acoplamentos mais intensos entre a energia escura e a curvatura escalar.
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- — £=-0,2 (pvariando lentamente)
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Figura 4.3: Diferenca pg vs. redshift z.

Para resumir, as melhores solucoes sao aquelas que permitem que o campo
escalar varie somente até que o parametro de densidade de energia escura torne-se

pequeno e a derivada do campo tenda para uma quantidade pequena e positiva.

4.1.3 Matéria escura com pressao nao-nula

Vamos analisar o caso em que o modelo utilizado para a matéria escura tem
uma pressao diferente de zero. Para esta finalidade lembramos que, na existéncia
de criacao de matéria, a primeira lei da termodinamica para sistemas adiabéticos
(dQ = 0) abertos pode ser escrita como [24]

dQ = d(pV) + pdV — L T Pam g vy — o, (4.31)
Ndm
onde V representa o volume e supomos que apenas a criacdo de matéria escura é

permitida. Considerando que V o a® e utilizando as leis de conservacao para os
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bérions e a radia¢ao, vém de (4.31) que

P¢+Pdm+3H(p¢+pdm+p¢+pdm)—pd—d(ndm—i—BHndm) = 0. (4.32)

dm

Se compararmos a equagao acima com a soma das equagoes (4.25) e (4.26), obtemos

1 - €¢2 B Nam

Agora, usando novamente (4.26) € pgm = MamNam = (PNam, chegamos a seguinte

expressao para a pressao da matéria escura:

Pam 1 1 2£pp
dam _ _Z 4 |2 - ) 4.34
pim 2 \/4 AR BH + 35 pmn (4:34)

Chamamos a atencao para o fato de que apenas o sinal positivo pode ser escolhido na

equacao acima para obtermos uma pressao de matéria escura positiva. Além disso,
observamos que neste caso quando £ = 0 temos da equacao (4.33) que a densidade
do namero de particulas da matéria escura é conservada, ou seja, Ngy, + 3Hng, = 0,
e de (4.34) que a pressdo da matéria escura se anula. Para o caso analisado na segao
anterior, nao ha restricoes para os valores de ¢ quando assumimos desde o inicio que a
pressao de matéria escura se anula; aqui precisamos escolher valores que nao tornem
negativo o argumento da raiz quadrada. Temos agora para resolver um sistema de

equacoes diferenciais acopladas:

(1 + Z)2p " (1 + Z)(ﬂ _ 3]7) / dv £¢(p — Bp) Pdm — Pdm __
M- o-e) Ctapi-ep T 5 o UP
3 m m !

onde pg, € dado por (4.34) com o sinal positivo. As condigoes iniciais usadas aqui

sao as mesmas que as da subsecao anterior.

A figura 4.4 corresponde a figura 4.2 para o caso em que a pressao da ma-
téria escura nao se anula, para a qual analisamos duas situagoes (£ = £0,05) e as
comparamos com o caso minimamente acoplado de pressao nula. Observamos do
lado esquerdo da figura que o decaimento do paradmetro de densidade do campo es-
calar para a constante de acoplamento negativa é mais lento se comparado com a
situacao da pressao nula, enquanto que para uma constante de acoplamento positiva
o decaimento é mais acentuado. Isto também pode ser compreendido ao analisarmos

0 termo —2Eppp/ (1 — £¢?) no lado direito da equacio de evolucdo da densidade de
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Figura 4.4: FEsquerda: evolucao dos parametros de densidade €2; vs. redshift z;

direita: parametro de desaceleracao q vs. redshift z.
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energia do campo escalar (4.25), uma vez que ele muda de sinal quando £ é positivo
ou negativo, e é igual a zero para o caso sem pressao. Entretanto, para ambos os
casos a igualdade radiagao-matéria (barions e matéria escura) ocorre para redshifts
maiores que os do caso sem pressao. A partir do lado direito da figura 4.4 inferimos
que a transicao de uma fase desacelerada para uma acelerada para & = —0,05 ocorre
em zp = 0,47 e o atual parametro de desaceleragao para esse caso aproxima-se do

valor gg ~ —0,55.

Na figura 4.5 mostramos a diferenca entre a magnitude aparente e a magni-
tude absoluta de uma fonte em funcao do redshift para o caso de pressao de matéria
escura nao-nula. Observamos que, da mesma maneira que no caso da pressao de ma-
téria escura nula, h4 um desvio das curvas para baixo em relacao ao modelo padrao,
mas agora esse desvio mostra-se muito menos pronunciado. Ou seja, a pressao atua

aqui aumentando a diferenca po entre as fontes.

Finalmente, o lado esquerdo da figura 4.6 mostra a evolugao da pressao da
matéria escura para as situacoes discutidas acima. Notamos que para & = —0,05 a
pressao da matéria escura se anula quando o redshift vai a zero, e tende para valo-
res pequenos para redshifts maiores. Enfatizamos que, embora pequena, a pressao
da matéria escura introduzida aqui exerce uma influéncia significativa no compor-
tamento da evolucao do sistema como um todo. Por completeza, apresentamos no
lado direito desta figura a evolugao da densidade do ntimero de particulas da matéria
escura como funcao do redshift e, como esperado, as densidades do ntimero de parti-
culas para os casos de pressao nao-nula crescem mais rapidamente com o redshift se

comparados com 0 caso sem pressao.

4.2 Acoplamento de Wetterich

4.2.1 Equacoes de campo

Nesta secao adotaremos os mesmos constituintes para o Universo utilizados
na secao anterior: uma mistura de um campo escalar, um campo de matéria escura,
barions nao-interagentes e radiacao. Consideraremos novamente que o campo escalar
(energia escura) é nao-minimamente acoplado a curvatura escalar, e daqui em diante
a matéria escura interage com o campo escalar de acordo com um modelo proposto
por Wetterich |21, 22].
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Figura 4.6: Esquerda: pressdo da matéria escura pgm/pam vs. redshift z; direita:

densidade do nimero de particulas da matéria escura ng,(2)/nam(0) vs. redshift z.

O Universo continua descrito pela métrica de Robertson-Walker, as equacoes
de Friedmann e da aceleragdo sao as mesmas que as dadas em (4.15) e (4.16) e
assumimos que p = pp + Pr + Pam + Py € P = Dy + Dr + Pam + Py representam a
densidade e a pressao das fontes do campo gravitacional, respectivamente. A equacao
modificada de Klein-Gordon para o campo escalar, que leva em conta o acoplamento
nao-minimo e o modelo de interagao com a matéria escura utilizado a partir de agora

fica

v gqs
i 1&g

onde (3 é a constante que acopla os campos de matéria e energia escura. A densidade

¢+3H¢+ — (p = 3p) — Bpam = 0, (4.37)

de energia e a pressao da energia escura ainda sao dadas por (4.22), e desta equagao
juntamente com (4.37) segue que a equacao de evolugao para a densidade de energia

escura €

5 dop
1—¢&¢?

O primeiro termo do lado direito de (4.38) é o responsavel pela transferéncia de

pe +3H (py + py) = + Bpam¢- (4.38)

energia entre o campo de energia escura e o campo gravitacional, enquanto o segundo

termo refere-se & transferéncia para o campo de matéria escura.

Assumiremos novamente que os barions sao particulas nao-relativisticas, de
tal forma que p, = 0, e também que a equacao barotropica de estado para o campo de
radiagao p, = p,/3 continua valida. Isso implica na validade das relagoes p, o< 1/a®

e p, o< 1/a*, também utilizadas anteriormente.
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A partir disso, juntamente com (4.15) e (4.38), segue a equacdo de evolucao

para a densidade de energia do campo de matéria escura:

pdm +3H (pdm + pdm) - _ﬁpqug' (439)

Chamamos a aten¢ao para o fato de que o termo no lado direito de (4.39) representa
a transferéncia de energia do campo de energia escura para o campo de matéria

escura.

4.2.2 Resultados do modelo

Como feito na secao 4.1, duas situagoes diferentes para a matéria escura
podem ser analisadas: uma na qual ela é considerada como tendo pressao nula e

outra na qual ela possui pressao diferente de zero.

Matéria escura sem pressao

Para o caso de matéria escura sem pressdo (psm = 0), segue da equacao

(4.39) que
Pdm ¢ ——5— (4.40)

Podemos considerar que permanecem vélidas as relagoes p, o< 1/a® e p, < 1/a*. Aqui

temos a resolver apenas a equagao de evolugao do campo escalar (4.37) para obter
a evolucao temporal do campo de aceleracao e das densidades de energia de cada
constituinte. Fazendo uma mudanca de variaveis, podemos expressar a equacao do

campo escalar da energia escura em termos do redshift z utilizando (4.27):

(1+2)%p (L+2)p=3p) , AV &blp—3p)
3(1—¢&9?) 6(1 —&9?) do 1 —¢&¢?

Para solucionar (4.41) precisamos escolher uma forma para a densidade de potencial;

¢" — ¢ + — Bpam = 0. (4.41)

selecionamos aqui a mais usual, apresentada em (3.64):

V(¢) = Voexp [—ag(t)], (4.42)

com Vj e o sendo constantes arbitrarias. As condicoes iniciais para as densidades de
energia foram escolhidas da mesma maneira que na subsegio 4.1.2: ,(0) = 0,045,
2,.(0) =4,73-107°¢.(2) /2 e Q4 (0) = 0,23. A constante V; foi novamente determi-
nada a partir do atual parametro de densidade da energia escura, ,4(0) = 0,72. A

influéncia dos parametros 3 e £ pode ser observada nas figuras que seguem.
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No lado esquerdo da figura 4.7, mostramos a evolucao dos parametros de
densidade contra o redshift, onde consideramos um valor fixo para o expoente «,
neste caso o = 1/10, e valores diferentes para as constantes de acoplamento 3 e &.
Desta figura percebemos que todos os tipos de acoplamento atrasam o crescimento
da densidade de energia da matéria escura e o decaimento da densidade de energia
escura em relacao ao redshift, em uma comparacao com o caso nao-acoplado, isto é,
8 =& = 0. Ainda, valores positivos de ¢ implicam em que a igualdade radiagao-
matéria (matéria escura e barions) ocorra em redshifts maiores, enquanto para valores
negativos em redshifts mais baixos; entretanto, a igualdade radiacao-matéria mais

distante dos dias atuais ¢ a do caso desacoplado.

O parametro de desaceleracao ¢ em funcao do redshift ¢ mostrado no lado
direito da figura 4.7. Como dissemos anteriormente, de acordo com os valores ex-
perimentais atuais [5] a transicdo de uma fase desacelerada para uma fase acelerada
ocorre em zr = 0,46 4+ 0,13, enquanto o valor de hoje para o parametro de desace-
leragdo no modelo ACDM é ¢y ~ —0,6. Notamos desta figura que a transicao varia
de zp &~ 0,7 no caso sem acoplamento (5 = £ = 0) para zr ~ 0,5 com § = —0,5
e & = —0,003. Além disso, mantendo um valor fixo para 3, os valores positivos
de ¢ causam transicoes mais tardias, enquanto os valores negativos implicam em
transicoes antecipadas. Isso significa que, ao ajustarmos as constantes de acopla-
mento neste modelo, é possivel que nos aproximemos da concordancia com os dados

experimentais.
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Figura 4.7: Esquerda: evolucao dos parametros de densidade €2; vs. redshift z;

direita: parametro de desaceleracao q vs. redshift z.
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Na figura 4.8 exibimos a diferenca py entre a magnitude aparente m e a
magnitude absoluta M de uma fonte em funcao do redshift, cuja expressao ja foi
apresentada em (4.30). Vemos desta figura que todos os casos encaixam-se bem nos
pontos experimentais em redshifts baixos, e conforme £ torna-se mais negativo a curva
move-se para cima, concordando com uma maior quantidade de pontos, embora com

diferencas praticamente inexpressivas para as constantes aqui utilizadas.
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----- B=-05 &=0
---B=-0,5 &=+0,003 o
454 | =-=-B=-0,5 £=-0,003 .
* dados experimentais
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Figura 4.8: Diferenca po vs. redshift z.

Matéria escura com pressao nao nula

Vamos agora supor a existéncia de pressao da matéria escura e analisar sua
influéncia no comportamento do modelo [47]. Objetivando determinar a expressao
para essa pressdo, recorremos a (4.33) — que continua sendo vélida, e fazendo uso de
(4.39) obtemos:

. . 2 .
pam 1 B 1B 260p
oam 2 GH E\l2 76w/ T 3H pam (1 — £02)° (4.43)

Notamos novamente que apenas o sinal positivo pode ser escolhido na equacao acima
para obtermos uma pressao de matéria escura positiva. Além disso, observamos
que neste caso a pressao se anula quando f = & = 0. Nosso objetivo agora é
resolver o sistema de equagoes diferenciais (4.37) e (4.39) como funcao do redshift,
utilizando as mesmas suposicoes da secao anterior para as densidades dos béarions e

da radiacao, a mesma forma do potencial exponencial e as mesmas condicoes iniciais.
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Apobs mudanca de varidveis, as equacoes podem ser escritas como

1+ 2)? 14+ 2)(p—3p dV —3p
( )fd)”—( )(p : ) AV 00 _2)_gpdm:o7 (4.44)
3(1 —&¢?) 6(1 —&9?) dp  1-¢&¢
3(pdm +pdm)
¢ \Pdm ¥ Pam) g 4.45
—%=0 =0
—=0  p=0 - -
~~~~~ £=0  p=-05 08|20 P s P
i 7 QRN [ e o
E g 02 /'/— ,/’///
£ s LT
E 3 0,0 T |-/' T 7 T T T T T T T 1
5 g o g2 08 1,0 12 14 16

024 redshift (z)

parame

044."

0,0 05 1,0 15 2,0 25
redshift (z) -0,6 -

Figura 4.9: Esquerda: evolucdo dos parametros de densidade €2; vs. redshift z;

direita: parametro de desaceleracao q vs. redshift z.

No lado esquerdo da figura 4.9, mostramos a evolucao dos parametros de
densidade contra o redshift, onde consideramos novamente o valor fixo a = 0,1 para
a constante do potencial V' (¢). Desta figura percebemos que todas as solugdes com
constantes de acoplamento nao-nulas novamente causam atraso no crescimento da
densidade de energia da matéria escura e no decaimento da densidade de energia
escura em relacao ao redshift em comparacao com o caso nao-acoplado, e agora
também em comparacdao com o caso sem pressao. Ainda, valores positivos de &
implicam no fato de que a igualdade radiacdo-matéria (matéria escura e bérions)
ocorre em redshifts maiores (agora maiores inclusive que os do caso desacoplado),
enquanto para valores negativos em redshifts mais baixos. Em resumo, a existéncia

de pressao da matéria escura atrasa a ocorréncia da igualdade radiagao-matéria.

O parametro de desaceleracao, mostrado no lado direito da figura 4.9, mostra
uma transicao que varia de zp &~ 0,7 no caso sem acoplamento para zy ~ 0,2 com

6 =-0,5e& = —0,003. Observamos efeitos qualitativos semelhantes aos do caso com
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pressao de matéria escura nula, mas aqui eles se mostram muito mais pronunciados
— 0 que pode ser prontamente entendido a partir da expressao (3.49), que relaciona o
parametro de desaceleracao ¢ com a pressao total do Universo: pressoes totais mais
positivas implicam em transicoes antecipadas. Isso reflete em ainda mais liberdade
para a variacdo dos parametros e o ajuste das curvas de acordo com os resultados

das medidas experimentais.

044 |- £=0 B=-0,5
- - -£=+0,003 p=-0,5
--—-§£=-0,003 B=-0,5

46 |——B=0 &=0
~~~~~ B=-05 £=0
---B=-05 £=+0,003 e 034
_ 454|----B=-05 £=-0,003 . =
;L « dados experimentais [
o} D et T
3 m- £ s T T e
c Q
= o024 /
© " /
S o A
o 41 2
5 T
@ .
g 1 ol .-
g .- T
© a4 s
) 005 oo ol 020)
40 T T T T T T T T T T 0’0 T T T T 1
o5 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 0 2 4 6 8 10
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Figura 4.10: Esquerda: diferenca pg vs. redshift z; direita: pressao da matéria escura

Pam/ Pam VS. redshift z.

No lado esquerdo da figura 4.10 mostramos diferenca entre magnitudes py,
e podemos observar que, conforme o redshift aumenta, as solu¢oes com acoplamento
tendem a mover-se para baixo relativamente aquelas com 3 = £ = 0. Isso significa
que de maneira geral a pressao de matéria escura contribui para diminuir a diferenca

entre as magnitudes, atuando ainda mais fortemente nos casos em que £ é negativo.

A pressao da matéria escura em funcao do redshift é apresentada no lado
direito da figura 4.10. A partir dela inferimos que, para um valor fixo da constante
de acoplamento [, valores negativos de ¢ implicam em pressoes maiores, e conforme
aumentamos £ para a faixa de valores positivos a pressao decresce se comparada com

o caso no qual £ = 0.

4.3 Observacoes finais

Uma descricao equivalente para modelo do campo escalar nao-minimamente

acoplado estudado nas se¢oes anteriores pode ser conseguida se escrevermos as equa-
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coes de Einstein como .
R, — §Rgu,, =T, (4.46)

Neste caso, o tensor energia-momento das fontes é conservado, isto é, V, 7" = 0,

onde o tensor energia-momento do campo escalar é
() 1 o 2 o 2
%u - au¢au¢ - 5&7@56 ¢ -V uv — 5 (v,uvu¢ - guuvov ¢ ) +

1
+E¢° (RW — §ng) . (4.47)

Considerando a métrica de Robertson-Walker e a representagao para o tensor
energia-momento 7, = diag(p, —p, —p, —p), aparecem as equagoes de Hubble e da

aceleracao em suas formas usuais, que sao

H? =

W™
e

+

(8
i)

-=— . 4.48
e = (4.45)

Entretanto, a densidade de energia e a pressao do campo escalar nesta descricao tém

novas contribuicoes, que sao dadas pelos termos sublinhados:

po = %gf? +V + 6EHod + £¢°p, (4.49)

Do = %q? -V -2 (gbgb' +¢% + 2H¢¢) + £8°p, (4.50)

de maneira que as somas p = pg + Pam + Py + Pr € D = Dy + Pam + Py + pr resultam
- Py + Pldi —;bp; +or : _p§¢2’ (4.51)

5= Pg +Z;dn—1 g—ng o 1 _p&bz’ (4.52)

mostrando a equivaléncia entre esta descrigao e a primeira.



Capitulo 5
Conclusoes

Na primeira etapa do trabalho estudamos a algebra tensorial e os principios
da equivaléncia e da covariancia geral, que formam a base da teoria da relatividade
geral. Em seguida deduzimos as equagoes que regem a evolucao do Universo e estu-
damos os dois modelos considerados principais atualmente (ACDM e campo escalar
minimamente acoplado), fazendo sempre comparagoes com os dados experimentais.
Em relacao aos modelos que propusemos, apresentamos a seguir nossas principais

conclusoes.

Acoplamento de Anderson e Carroll

Observamos inicialmente que este modelo apresenta uma dependéncia re-
lativamente importante das condicoes iniciais. Para o caso da matéria escura sem
pressdo, mostramos que: (a) um acoplamento mais forte entre o campo escalar e o
escalar de curvatura leva a transicao de uma fase desacelerada para acelerada e a
igualdade matéria-radiacao a ocorrerem em redshifts menores; (b) uma variagao mais
intensa do campo escalar implica no fato de que acoplamentos mais fortes ajustam-se
melhor com os dados experimentais da distancia de luminosidade, mas a igualdade
matéria-radiacao ocorre em redshifts maiores. Para o caso de uma pressao da matéria
escura que nao se anula, mostramos que pequenos valores da constante de acopla-
mento levam a: (a) uma transi¢do de fase desacelerada-acelerada em redshifts mais
baixos com ajuste melhor ao valor presente do parametro de desaceleragao, mas a
igualdade radiagao-matéria ocorre em redshifts maiores; (b) um melhor ajuste com

os dados experimentais da distancia de luminosidade.

7
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Acoplamento de Wetterich

O comportamento das curvas apresentadas nas figuras 4.7-4.10 nao pode
ser interpretado como uma conseqiiéncia direta das equagoes (4.38), (4.39) e (4.43)
somente. Resolvemos o sistema de equacoes diferenciais acopladas impondo que a
derivada do campo escalar aproxime-se de valores pequenos e positivos para redshifts
muito altos, uma condicao necessaria para que tenhamos resultados fisicamente acei-
taveis (ou seja, densidade de energia escura positiva). Além disso, os valores de hoje

(z = 0) para ¢ podem variar de uma solucdo para outra.

Entretanto, quando selecionamos uma constante de acoplamento [ negativa
e um valor nulo de &, o lado direito de (4.38) fica positivo e o decréscimo de pg
em funcdo do redshift ¢ amortecido. Como imposto por (4.39), a mesma razdo faz
com que pg, Cresca a uma taxa menor, e caracterize uma transferéncia de energia
do campo de matéria escura para o campo de energia escura conforme o redshift
aumenta. Analisando novamente (4.38), podemos notar que a constante de acopla-
mento £ é a responsavel pela transferéncia de energia entre o campo de energia escura

e o campo gravitacional.

Nosso modelo apresentado na secao 4.2 engloba dois tipos comuns de aco-
plamento, que podem ser ajustados independentemente e cujos efeitos combinados
nao sao obtidos por apenas um deles sozinho. Podemos finalizar observando que o
modelo é capaz de ajustar-se a avancos experimentais futuros, que irao desqualificar

diversas alternativas hoje consideradas possiveis.

Observacoes finais

Ainda que os dois tipos de acoplamento entre matéria escura e energia es-
cura investigados neste trabalho tenham produzido equagoes similares, eles levam a
algumas diferencas importantes no comportamento dos parametros de evolucao. Por
exemplo, foi apenas no caso do acoplamento de Anderson e Carroll com pressao de
matéria escura nula que obtivemos diferengas entre magnitudes que podem ser con-
sideradas significativas se comparadas com o modelo ACDM para um dado redshift.
Adicionalmente, foi apenas neste caso (porém para pressdo de matéria escura nao-
nula) que o parametro de densidade da matéria escura alcancou o da energia escura
em um redshift menor que para o modelo usual do campo escalar. Entretanto, o aco-
plamento de Wetterich possui uma vantagem adicional: torna possivel que se ajustem

a intensidade dos dois tipos de acoplamentos usados, ao contrario da interacao fixa
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entre o setor escuro utilizada na secao 4.1.

Trabalhos futuros

Ainda é possivel submeter os modelos aqui apresentados a outros testes que
corroborariam ou nao sua validade. Por exemplo, seria bastante importante analisar
como eles se comportariam sob uma anélise de perturbacoes e qual seria o espectro
que representa a amplitude das flutuagoes em funcao da escala angular (ver figura
3.5), uma anéalise importantissima para que se verifique se estes modelos sdo capazes
de prever as atuais anisotropias da radiagao césmica de fundo. Outra andlise possivel
seria a da estabilidade dinamica do conjunto de equacoes diferenciais utilizadas, o
que permitiria que obtivéssemos um mapa completo das regioes estaveis e instaveis,

e permitir-nos-ia conhecer o comportamento completo do modelo.
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