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Resumo

Desde que tecnologia da informacao tornou-se essencial para muitas atividades da vida mo-
derna e grandes conjuntos de dados surgiram junto com ela, mineragao de dados tornou-se uma
das mais importantes adreas de pesquisa na ciéncia estatistica. Apesar de existirem muitos cam-
pos relacionados a mineragao de dados, a tarefa de classificagao ainda figura como uma das mais
comuns na literatura estatistica.

Esta dissertacao faz uma revisao de dois métodos classicos de classificacao, anélise discri-
minante linear e quadratica, e um método nao-paramétrico, a analise discriminante de ntcleo.
Experimentos de simulacao e conjuntos de dados reais sao utilizados para avaliar e comparar os
trés métodos de classificagao.

Também apresenta algumas contribuicoes relacionadas aos métodos boosting e bootstrap
no contexto de classificacdo. A primeira contribuicdo trata-se de uma nova formulagdo para o
método boosting em anélise discriminante linear. Os resultados numéricos mostram que esta
nova formulagao tem desempenho similar & formulagao usual. Entretanto, a nova formulagao do
método boosting é conceitualmente mais adequada.

Dois métodos bootstrap para problemas de classificagdo sdo introduzidos e avaliados. O
primeiro método bootstrap é utilizado para obter uma fronteira de classificagdo. O conceito de
fronteira de classificacdo pode ser entendido como uma regiao onde é dificil alocar uma observagao
para uma das populacoes existentes.

O segundo método bootstrap é um intervalo de confianga para a taxa de erro de classificagao.
Intervalos de confianca podem ser utilizados para comparar dois ou mais métodos de classificagao

na estrutura de inferéncia.

Palavras-chave: Classificacdo; Analise Discriminante Linear; Anéalise Discriminante Quadra-
tica; Analise Discriminante de Nicleo; Boosting; Bootstrap; Fronteira de Classificagao; Intervalos

de Confianga Bootstrap.
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Abstract

Since information technology is essential for many activities of modern life and massive data
sets come with it, data mining has become one of the most important research topics in statistical
science. Even thought there are many fields related to data mining, the task of classification still
remain as one of the most common in statistical literature.

This dissertation reviews two classical classifications methods, linear and quadratic discri-
minant analysis, and a nonparametric method, the kernel discriminant analysis. Simulations
experiments and real data sets are used to compare the three classification methods.

It also presents some contributions which are related to boosting and bootstrap methods in
the classification context. The first contribution is a new formulation to the boosting method in
linear discriminant analysis. The numerical results show that this new formulation has similar
performance to the previous one. However, the new boosting formulation is more appropriate
from the conceptual point of view.

Two bootstrap methods for classification problems are introduced and evaluated. The first
bootstrap method is used to obtain a classification frontier. The concept of classification frontier
can be understood as a region where it is difficult to assign one observation to one of some
relevant populations.

The second bootstrap method is a confidence interval for the classification error rate. Con-
fidence intervals can be used to compare two or more classification methods in the inference

framework.

Keywords: Classification; Linear Discriminant Analysis; Quadratic Discriminant Analysis; Ker-
nel Discriminant Analysis; Boosting; Bootstrap; Classification Frontier; Bootstrap Confidence

Intervals.
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CAPITULO 1

Introducdo

1.1 Introducao

Desde a infancia somos capazes de reconhecer digitos e letras. Caracteres pequenos ou
grandes, manuscritos ou impressos, escritos de maneira desordenada ou até mesmo parcial-
mente ocultos — todos sao facilmente reconhecidos. Esta habilidade de reconhecer ou classificar
padroes faz com que nés humanos sejamos os melhores classificadores existentes, ainda que nao
conhecamos totalmente o mecanismo através do qual reconhecemos padroes.

O largo espectro de aplicagoes e o constante aumento da capacidade de processamento
dos computadores digitais tém motivado pesquisadores a tentar reproduzir tal habilidade em
méquinas e programé-las para executar tarefas cada vez mais complexas. De fato, procedimen-
tos de classificagao tém ajudado bancos em aplicagoes de credit scoring, médicos em diagnosticos
preliminares de doengas com o prop6sito de selecionar tratamentos imediatos enquanto se aguarda
resultados definitivos de exames, pilotos em manobras de aterrisagem, etc.

Um procedimento de classificagao ou simplesmente classificador é algum método formal capaz
de decidir, com base em informagoes fornecidas, a que grupo ou populagao um determinado objeto
pertence. De uma maneira geral, estamos interessados em construir, com base em uma amostra
de dados, uma regra de classificagao e utiliza-la para classificar novos objetos.

Em estatistica, os procedimentos que estao entre os mais utilizados e difundidos na literatura



de classificagao de padroes sdo a andlise discriminante linear, a analise discriminante quadratica
e a regressao logistica, sendo a anélise discriminante linear um dos métodos mais antigos de
discriminagao |Lachenbruch (1975); Mardia et al. (1979); Johnson & Wichern (1998); Anderson
(2003)|. Estes métodos, cujos fundamentos estao estabelecidos na literatura ha bastante tempo,
tém baixo custo computacional e, em geral, produzem resultados satisfatorios. Contudo, outros
métodos como redes neurais artificiais, arvores de classificag@o e regressao e analise discriminante
de nucleo tém recebido bastante atencao dos pesquisadores nos tltimos anos; ver, por exemplo,
Friedman et al. (20000).

Recentemente, em uma area de pesquisa formada por pesquisadores da area de computagao e
denominada aprendizado automdtico (machine learning), muitos pesquisadores tém se esfor¢ado
na busca por métodos de classificacao automaéticos, guiados pelos dados, e métodos que combinem
as potencialidades de varios classificadores, tais como o método boosting [Schapire (1990)] e o
método bagging [Breiman (1996)].

Nosso interesse neste trabalho, é estudar um método nao paramétrico de classificacao, deno-
minado analise discriminante de niicleo, que é baseado na estimacao nao-paramétrica das funcgoes
de densidade de probabilidade das populagoes através de fungoes niicleo, e comparar este método
com dois métodos classicos de discriminacao, bastante utilizados em estatitica: analise discrimi-
nante linear e analise discriminante quadratica. Dessa forma, esperamos contribuir na divulgagao
e no desenvolvimento deste método de classificagao. Fix & Hodges (1951) apresentaram este mé-
todo nao paramétrico de discriminagao pela primeira vez e avaliaram as propriedades assintoticas
dos estimadores de densidades, no contexto de discriminacao entre duas populagoes.

Adicionalmente, estamos interessados em explorar o método boosting, aplicado a anélise
discriminante linear, com o objetivo de propor um método que seja conceitualmente mais apro-
priado. Assim, uma forma alternativa de atribuicao de pesos as observagoes no método boosting
é proposta. Além disso, exploramos o método bootstrap como forma de fornecer melhores esti-
mativas para as taxas de erro dos classificadores através de uma versao corrigida do estimador
bootstrap para a taxa de erro, o estimador bootstrap .632 [Efron (1983)| e construcao de inter-

valos de confianga bootstrap para a taxa de erro de um método de classificagdo qualquer, além



de utilizar o método bootstrap na construgao de um mecanismo de auxilio & tomada de decisoes
pelo usuario final de um método de classificagao.
Na proxima segao, temos o objetivo de apresentar o sistema de classificagao basico e introduzir

a notagao necesséaria para definir um procedimento geral de classificacao.
1.2 O Sistema de Classificacao Basico

Um sistema de classificagdo de padroes pode ser definido em vérias etapas. A figura 1.1 ilustra
estas etapas de maneira simplificada. O sistema se inicia com a coleta dos dados através de algum
tipo de sensor capaz de fornecer uma representacao o padrao por meio de medidas. Por exemplo,
em reconhecimento de assinaturas, esse sensor pode ser uma caneta especial capaz de fornecer
informagoes tais como pressao da escrita, tempo de escrita, dentre outras. Em diagnéstico médico
preliminar a aquisi¢cao dos dados pode ser feita através da descricao dos sintomas dos pacientes
e através de medidas tais como pressao arterial, peso e niveis de determinadas substancias na
corrente sangiiinea (por exemplo, nivel de glicose).

Em uma etapa intermediaria as caracteristicas mais relevantes dos padroes sao selecionadas
através de algum método, possivelmente automaético. Estas serao entao utilizadas na definigao
da regra de classificagdo, que nos permitira tomar decistes sobre os grupos aos quais os padroes

pertencem.

Seletor /Extrator .
/ L. Classificador [———
Representagio de caracteristicas Caracteristicas Deciséo

do Padrao mais relevantes

Sensor

Figura 1.1: Sistema Basico de Classificagao de Padrdes.

Nesta dissertacao estaremos preocupados apenas com a tltima etapa desse sistema, a cons-

trugao do classificador, além da avaliagao do desempenho deste.

Usaremos o termo padrao para denotar o vetor de dados p-dimensional & = (z1,...,z)p)’



de medidas, cujos componentes x; sao medidas de caracteristicas de um objeto. Desse modo,
as caracteristicas s@o as variaveis especificadas pelo investigador e julgadas importantes para a
classificacao. Considere que existem g populagoes ou grupos, denotados por IIy,...,Il,, g > 2,
e associada com cada padrao x existe uma variavel categorizada y que denota a populagao ou
grupo ao qual @ pertence; isto é, se y = i, entdo o padrao pertence a Il;, i € C = {1,...,g}.
Além disso, o espago de todos os valores possiveis de « é designado por X.

Para definir um procedimento de classificacao, considere que dispomos de uma amostra de
treinamento T = {a:j,yj}’j“:l, onde n denota o tamanho da amostra. Um procedimento de
classificagdo consiste entdo em obter uma regra F': X — C a partir da amostra T, tal que para
cada x € X, F(x) designa uma classe em C. E desejavel que o classificador F' seja capaz de

tomar so6lidas e razoaveis decisoes a respeito das populagoes dos padroes.
1.3 Organizacgao da Dissertacao

Além deste capitulo introdutoério, esta dissertacdo é composta por mais seis capitulos. No
capitulo 2 nos concentramos nos métodos classicos de discriminacao entre duas ou mais po-
pulacbes. Apresentamos uma revisao geral sobre os métodos da anélise discriminante linear e
analise discriminante quadratica e discutimos suas principais caracteristicas. No capitulo 3 abor-
damos os aspectos gerais do método nao-paramétrico de estimagao de fungoes de densidade de
probabilidade através do método de niicleo e o método de discriminacao baseado na estimagao
nao-paramétrica das fungoes de densidade de probabilidade das populagoes, proposto por Fix &
Hodges (1951). No capitulo 4 apresentamos as formas mais comumente utilizadas para avaliar o
desempenho de um método de classificaggao: Treinamento-e-Teste, Cross-validation e Bootstrap.
No capitulo 5 apresentamos um estudo comparativo entre os métodos de classificagdo classicos e
o método discriminante de niicleo. No capitulo 6 apresentamos algumas contribuicoes desenvolvi-
das ao longo desta dissertagao. Nesse capitulo apresentamos uma forma alternativa de atribuigao
de pesos as observagoes no método boosting tendo como classificador base a fungéo discriminante
linear de Fisher. Também apresentamos um algoritmo, baseado no método bootstrap, para cons-

trucado de uma fronteira de classificacao entre duas populagoes, em analise discriminante linear.



Além disso, propomos uma metodolodia para construgao de intervalos de confianga para a taxa de
erro de um método de classificagdo qualquer, também baseada na técnica de bootstrap. Por fim,
no capitulo 7, apresentamos as conclusoes extraidas do presente trabalho e apontamos diregoes

para trabalhos futuros.
1.4 Plataforma Computacional

O ambiente de programacao, analise de dados e graficos R [R Development Core Team (2006)]
e o sistema tipografico WTEX [Lamport (1994)] constituem a plataforma computacional utilizada

no desenvolvimento desta dissertagao.
R

Todos os resultados numéricos e todos gréaficos apresentados nesta dissertacao de mestrado
foram obtidos utilizando o ambiente de programacao, analise de dados e graficos R em sua versao
2.3.1 para sistema operacional Microsoft Windows, que se encontra disponivel gratuitamente
através do site http://www.R-project.org.

Trata-se de uma linguagem caracterizada pelo compromisso entre a flexibilidade oferecida por
algumas linguagens compiladas (como C, C++ e FORTRAN) e a conveniéncia dos tradicionais pacotes
estatisticos. Foi criada por Ross IThaka e Robert Gentleman na Universidade de Auckland com o
objetivo de produzir um ambiente de programacgao parecido com S, uma linguagem desenvolvida
no AT&T Bell Laboratories, mas sem sofrer dos mesmos problemas de demanda de memoéria e

desempenho. Maiores detalhes sobre esta linguagem de programacgao podem ser encontrados em

Cribari Neto & Zarkos (1999).

TEX

A presente dissertagdo de mestrado foi digitada utilizando o sistema de tipografia IATEX
desenvolvido por Leslie Lamport em 1985, que consiste em uma série de macros ou rotinas
do sistema TEX (criado por Donald Knuth na Universidade de Stanford) que facilitam o de-
senvolvimento da edi¢ao do texto. IITEX possui comandos muito cdmodos e elegantes para

a criacao de tabelas, indices, bibliografia, referéncias cruzadas, etc., permitindo ao usuério



concentrar-se na estrutura do documento em vez de detalhes puramente TEX-nicos. Detalhes
sobre o sistema de tipografia IXTEX podem ser encontrados em Lamport (1994) ou através do

site http://www.tex.ac.uk/CTAN/latex.



CAPITULO 2

Analise Discriminante Classica

2.1 Introducao

Anélise discriminante é, talvez, a técnica estatistica de classificacdo mais antiga e mais di-
fundida na literatura |Lachenbruch (1975); Mardia et al. (1979); Johnson & Wichern (1998);
Anderson (2003)].

Considere g populacoes ou grupos IIy, ..., II,, g > 2. Suponha que associada com cada popu-
lagao IT; ha uma fungao densidade de probabilidade (fdp) f;(x) em RP, tal que se um individuo
pertence & populacao I1;, entao ele possui fdp f;(x). O objetivo da analise discriminante é alocar
um individuo para uma dessas g populagoes com base em suas medidas x. Desejamos definir
uma regra que nos permita dizer a que populacao II;, j =1,..., g, um determinado individuo é
mais provéavel pertencer.

Uma regra discriminante d corresponde a uma divisao do R? em regioes disjuntas Ry, ..., R,
1, s Llg

(UR; = RP). A regra d é definida por
alocar x para II; se € R;, (2.1)

para j = 1,...,9. A discriminagao sera mais precisa se II; tem sua probabilidade concentrada
em IR;, para cada j.

Normalmente nao temos informacao a priori a respeito de qual populagdo um individuo é



mais provéavel pertencer. Entretanto, se tal informagao estiver disponivel, podemos incorporé-la
em um enfoque bayesiano.

A situagao onde as fungoes densidade de probabilidade (fdp’s) sdo completamente conhecidas
¢é a mais simples de analisar teoricamente, embora seja a menos realista na pratica. Examinaremos
esta situacao na secao 2.2.

Em muitos casos conhecemos a forma da fdp para cada populagdo, mas ha parametros que
precisam ser estimados. A estimagao é baseada em uma matriz de dados amostrais X (n x p)
cujas linhas (observagoes) sao particionadas em g populagoes,

X1
X
X = :
Xy
A matrix X (n; x p) representa a amostra dos n; individuos da populacao II;. Esta situagao é
uma variagdo da primeira e serd examinada na segao 2.3.

Finalmente, ha um enfoque empirico, dado por Fisher (1936), em que nao assumimos ne-

nhuma forma particular para as populagoes, mas simplesmente procuramos por uma regra ‘sen-

sivel” que nos permita discriminar entre elas. Esse caso serd abordado na secao 2.4.

2.2 Discriminacao quando as distribuicoes sao completamente
conhecidas

O caso em que as fungoes de densidade de probabilidade dos grupos sao completamente
conhecidas é o mais facil de anélisar, contudo, essa situagdo quase nunca acontece na pratica.
Nesta secao faremos uma revisao sobre os métodos de discriminagao quando conhecemos as

formas das distribui¢oes associadas com cada populacao.
2.2.1 Discriminagao por Maxima Verossimilhanca

Considere a situagao onde as distribuig¢oes exatas das populagoes sao conhecidas. E claro que
isto é extremamente raro, embora seja possivel estimar as distribui¢oes com bastante precisao,

dispondo de amostras grandes o suficiente.



Nosso ponto de partida é uma regra, intuitivamente plausivel, denominada regra da mdxima

verossimilhanga, definida a seguir.

Definigao 2.2.1. A regra discriminante da mdzxima verossimilhanga para alocar uma observagdo
x para uma das populagoes Iy, ... 11, € alocar x para a populagao que dd a maior verossimilhanca

para x.

Isto é, a regra da méxima verossimilhanga nos diz que devemos alocar x para II;, onde
filx) = max fi(x). (2.2)

Por simplicidade devemos assumir que o caso em que varias verossimilhancas tomam o mesmo

valor méaximo pode ser negligenciado. Formalmente nos postulamos que
P{fi(x) = fr(x) para algum i # k | II;} = 0,

para todo j = 1,...,g, tal que a forma da regra de alocagdo nestes casos nao tem importancia

pratica.
2.2.2 Discriminacao pela Regra de Bayes

Em certas situagoes faz sentido supor que as vérias populagbes tém probabilidades a priori.
Por exemplo, em problemas relacionados & insolvéncia de dividas podemos considerar clientes
adimplentes mais provaveis que clientes inadimplentes. Essa informagao pode ser incorporada na
analise através de uma regra discriminante bayesiana. Por simplicidade, vamos supor que todas
as probabilidades a priori m; sao estritamente positivas, j = 1,...,g9. A regra discriminante de

Bayes é definida a seguir.

Definicao 2.2.2. Se as populagées 11y,. .., 11, tém probabilidades a priori (my,...,my) = 7',
entao a regra discriminante de Bayes (com respeito a 7 ) aloca uma observagao x para a populagao

para a qual
i fi(x) (2.3)

€ maximizada.



A funcao (2.3) pode ser considerada como proporcional a verossimilhanga a posteriori de II;
dado . Note que a regra da maxima verossimilhanca é um caso particular da regra de Bayes

quando todas as probabilidades a priori sao iguais.

2.3 Discriminagao quando as distribuigoes sao conhecidas, exceto
para os valores de um ou mais parametros

Nesta secao, abordamos a situagéo em que as formas das distribui¢oes das populagoes sao
conhecidas, mas hé pardmetros que sao desconhecidos e precisam ser estimados a partir da
amostra de dados. Na subsecao seguinte apresentamos o método da méxima verossimilhanca

amostral, bastante atil nessas situagoes.
2.3.1 Regra da maxima verossimilhanga amostral

A regra discriminante da mdxima verossimilhanca amostral é atil quando conhecemos as for-
mas das distribui¢oes das populagoes Iy, ..., II;, mas um ou mais pardmetros sao desconhecidos
e devem ser estimados com base em uma matrix de dados X (n x p). Supomos que as linhas
de X estao particionadas em g grupos, X’ = (X/,..., X)) e que X contem n; observagoes da

populagao II;.

Definicao 2.3.1. A regra discriminante da mdzxima verossimilhangca amostral para alocar uma
observacao x para uma das populacoes 11y, ... 11, € alocar x para a populacao que dd a maior

verossimilhanca amostral para .

Isto ¢, a regra da méaxima verossimilhanga amostral nos diz que devemos alocar x para 11, onde

filx) = miaxfi(:c). (2.4)

Por exemplo, suponha que os grupos sao amostras de distribuigoes normais multivariadas com
diferentes vetores de médias e mesma matriz de covaridncias. Sejam &; e S; a média amostral e a
matriz de covariancias amostral do i-ésimo grupo. Entao, estimadores nao-viesados de py, ...,

e X530 &1,...,Lge S =3 .(n; —1)S;/(n — g). A regra da maxima verossimilhanca amostral é
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entao obtida utilizando essas estimativas nos lugares dos parametros desconhecidos das verossim-

ilhangas dos grupos. Ou seja, a i-ésima verossimilhanca fica escrita na forma
= 1
filw) = (2m) P2 |87 exp {‘2@’ G w>} ,

e alocamos x para a populagdo que d& a maior verossimilhanca amostral para . Ou seja, a
regra discriminante, equacao (2.4), se reduz, apdés tomarmos logaritmos de f;, a (a constante

—2log(m) — log |S|~1/2 pode ser ignorada ja que é a mesma para todas as populagoes)

1
alocar « para II;, se II; = argmax {—(m —z;)SHx — i:z)} . (2.5)
€{1,...,9} 2
Podemos ainda considerar um enfoque bayesiano se as probabilidades a priori, (71, ...,7,) =
w’, das populagbes Iy, . . ., II,; est@o disponiveis. Dessa forma, a regra da méaxima verossimilhanga

amostral diz que devemos alocar x para II;, onde
m; fj(@) = max ;i fi(x). (2.6)

Assim, no caso em que os grupos sao amostras de distribui¢oes normais multivariadas com
diferentes vetores de médias e mesma matriz de covariancias, (2.5) fica escrita como
1 = \Vq—1 -
alocar @ para I}, se II; = argmax { log (m;) — 5(:13 —%)S (x—&) ¢ - (2.7)
i€{L,....g}
A regra (2.7) ¢ denominada regra discriminante normal linear.
Se relaxarmos a suposi¢ao de que as g populagoes tém mesma matriz de covariancia podemos
definir uma regra discriminante normal quadrdtica, ou seja
1 1 ~\Vq—1 =
alocar @ para Il;, se II; = argmax 1 log (m;) — 5 log |S;| — 5(3} —-x;)S; (x—x;) o, (2.8)
i€{1,....9}
onde S; é a matriz de covariancia amostral da i-ésima populagao.
De uma maneira geral, estimamos os valores dos pardmetros desconhecidos através dos dados
amostrais e utilizamos essas estimativas para obter as verossimilhancas amostrais.
Como no caso em que conheciamos completamente as distribuigoes das populagoes, neste
também podemos negligenciar os casos em que duas ou mais verossimilhangas tomam o mesmo

valor maximo.
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2.4 Discriminacao quando as distribuicoes sao completamente
desconhecidas

Nesta secao, apresentamos a abordagem dada por Fisher (1936) ao problema de discrimi-
nacao, quando as formas das distribui¢oes das populacoes sao totalmente desconhecidas.

2.4.1 Funcao discriminante linear de Fisher

Fisher (1936) deu ao problema de discriminacao entre g populagoes o seguinte enfoque: en-
contrar uma funcao linear a’x que maximize a razao entre a soma dos quadrados entre grupos e

a soma dos quadrados dentro dos grupos, isto é, seja

Xia z1

Xsa 2Z9
z=Xa = ] =

Xya Zg

uma combinagao linear das colunas de X. Entao z tem soma dos quadrados total
2’Vz =a'X'VXa = a'Ta,
que pode ser particionada como a soma dos quadrados dentro dos grupos
E z;Vizi = g a’XéV,-XZ-a = a’'Sa,
i i
mais a soma dos quadrados entre grupos
_ 2 /(= ~\12 __ /B
ni(z —z)° = ni{a'(z; — )} = a’Ba,
i i
onde z; é a média do i-ésimo sub-vetor z; de z e V; (n; X n;) é a matrix centro.
O critério de Fisher é bastante atraente porque é mais facil distinguir um grupo do outro se
a soma dos quadrados entre grupos para z é grande com relagdo & soma dos quadrados dentro

dos grupos. A razao entre a soma dos quadrados dentro e entre os grupos é dada por

a’Ba

a'Sa’

(2.9)

Se a é o vetor que maximiza a expressao (2.9) nés chamamos a funcao linear a’x de fungao
discriminante linear de Fisher. Note que a pode sofrer mudanca de escala sem que (2.9) sofra

alteracao.

12



Pode-se provar que o vetor @ em (2.9) é o autovetor associado ao maior autovalor de S™'B;
ver, por exemplo, Johnson & Wichern (1998, pp. 685-686).

Uma vez que a fun¢ao discriminante linear foi calculada, uma observagao  pode ser alocada
para uma das g populacoes com base em seu “escore discriminante” a’x. A média amostral Z;
tem escore a’'®; = z;. Entao, x ¢ alocado para a populagao cujo escore médio ¢ proximo de a’x;

isto ¢, alocar x para II; se
/ I / I Vi .
aT—acx; <‘aac—aac2, 1#£ .

A funcao discriminante linear de Fisher é muito importante no caso especial em que g = 2

grupos. Nesse caso, B tem posto 1 e pode ser escrita como

- (%22) 4

em que d = &, — Z2. Desse modo, S™'B tem somente um autovalor nao-nulo, o qual pode ser
encontrado explicitamente. Este autovalor é igual a

tr(S7IB) = (%) d's~d

e o autovetor correspondente é @ = S™!'d. Entéo a regra discriminante para alocar uma obser-

vagao « a uma das populagoes torna-se
rq—1 L -
alocar x para II, se d'S T — 5(3131 +&2) >0 (2.10)

alocar « para Il,, caso contréario.
Como d = & — T2, podemos ainda reescrever a regra (2.10) como

1
alocar « para Iy, se z = (&1 — Z2)'S 'z > m = 5(5:1 —2)'S™H &y + T) (2.11)

alocar x para Iy, caso contrério.

A regra discriminante de Fisher é equivalente a regra da maxima verossimilhanga amostral no
caso em que as populagoes sao amostras de distribuigdbes normais multivariadas com diferentes
vetores de médias e mesma matriz de covariancias, assumindo que as probabilidades a priori das

populagoes sao iguais.
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CAPITULO 3

Analise Discriminante de Ncleo

3.1 Introdugao

No capitulo anterior discutimos o problema da discriminagao entre g grupos ou populacoes
através da analise discriminante classica. No caso em que conhecemos as fungoes densidade de
probabilidade de cada populagao, IIy,...,II;, g > 2, e suas probabilidades a priori m,..., 7,
alocamos uma observagdo x para a populac@o para a qual a quantidade 7 fj(x), j=1,...,9, ¢
maximizada.

Especificamente, no caso em que nao conhecemos as formas paramétricas das fungoes den-
sidade de probabilidade das populagoes, abordamos o método proposto por Fisher (1936), que
tenta encontrar uma combinacao linear entre as variaveis, a’x, que forneca a maxima separabi-
lidade entre as populacoes.

Neste capitulo trataremos do caso em que nao conhecemos as formas paramétricas das funcoes
densidade de probabilidade das populagoes através do método proposto por Fix & Hodges (1951),
baseado na estimacao das func¢oes densidade de probabilidade de cada populacao através de uma
classe de estimadores de densidades denominada estimadores de nticleo. Nesse caso, alocamos

uma observagao & para a populagao para a qual

7j fi(x) (3.1)
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é maximizada, sendo f](m) a estimativa da densidade pelo método de niicleo, correspondente a
Jj-ésima populacao e 7; a estimativa da probabilidade a priori da j-ésima populagao.

Na segdo 3.2 abordaremos os principais aspectos da estimagdo de densidades através do
método de ntcleo, tais como os critérios de erro utilizados, os métodos de escolha dos pardmetros
de suavizagao tanto no caso de estimagao de densidades univariadas quanto no caso de estimagao
de densidades multivariadas e a escolha da funcao ntcleo apropriada.

Na secao 3.3 descreveremos o método da analise discriminante de niicleo proposto por Fix &

Hodges (1951), baseado na estimacao das densidades dos g grupos.
3.2 Estimacao de Densidades através do Método de Niucleo

A funcao densidade de probabilidade é um conceito fundamental em estatistica. Considere
alguma quantidade aleatéria X com funcao densidade de probabilidade f, onde f é uma fungao
nao negativa e fjoooo f(x)dx = 1. Especificar a fungao densidade de X nos fornece uma descri¢ao
natural da sua distribuicao, e permite que probabilidades associadas a X possam ser encontradas
através da relacao

b
Pla< X <b) = / f(z)dx para todo a < b. (3.2)

O método de ntcleo tem sido um dos procedimentos mais utilizados em estimagao nao-
paramétrica de curvas. Existe um consideravel namero de situacoes onde essa metodologia tem
se mostrado bastante eficaz. Sua teoria estd bem desenvolvida e tem ajudado a entender muitas
caracteristicas no campo nao-paramétrico.

Estimacao de fungoes densidade de probabilidade pode ser considerada uma das mais sim-
ples situacoes onde o método de nucleo pode ser inserido. Historicamente, a fim de reduzir
o custo computacional relacionado com a estimacao de densidades, uma forma funcional ou
paramétrica é imposta aos dados. Esta forma paramétrica pode ser bastante subjetiva, contudo,
na maioria das situacoes, sua imposicao permite simplificar bastante o problema, pois tudo que
resta é estimar os parametros através da amostra de dados. Estes pardmetros estimados mais a

forma paramétrica imposta fornecem um estimador paramétrico de densidades. Os estimadores
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paramétricos de densidade mais comuns sao os estimadores de méxima verossimilhanca, que sdo
ateis em um grande ntmero de situacoes. Entretanto, existem ainda situagoes onde esses esti-
madores paramétricos nao sao apliciveis e nesses casos o uso de estimadores nao-paramétricos
de densidades é apropriado.

Certamente, o histograma é o método nao-paramétrico mais antigo e mais utilizado de esti-
macao de densidades. E importante ter em mente que o histograma é uma técnica de suavizacao
de dados usada para estimar uma densidade desconhecida e dessa forma deve ser analisado. Dada
uma origem x e um comprimento de intervalo h, definimos as “caixas” do histograma como sendo
os intervalos [zo + (r —1)h, zo+rh) para valores inteiros positivos e negativos de r. Os intervalos
devem ser escolhidos fechados a esquerda e abertos & direita por definicdo. Empiricamente a
idéia e contar o nimero de observagoes que estao contidas em cada intervalo. Sem perda de
generalidade, considere o intervalo [—h/2,h/2). A probabilidade de uma observagao pertencer

ao intervalo [—h/2,h/2) é dada por
h/2
P(X € -h/2b/2) = [ fla)da,

—h/2

onde f é a densidade de X.
Um estimador natural da densidade f pode ser pensado como o ntmero de observagoes que

estdo contidas em cada intervalo divido pelo ntumero total de observagdes. Ou seja, dado um

conjunto de observagoes X1, Xo,..., X, temos
1
P(X € [-h/2,1/2)) = —4{X; € [-h/2,h/2)}.
Ou seja,
h/2
P(X € [-h/2,h/2)) :/ f(z)dx.
—h/2
Dessa forma, uma estimativa para f seria
A 1
fule) = —#{Xi € [=h/2,h/2)}, (3.3)
para todo x € [—h/2,h/2).
Formalmente, suponha que observamos X1, ..., X,, independentes e identicamente distribui-

das (i.i.d.), com densidade desconhecida f. Seja k o ntmero de intervalos de comprimento h
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e defina C, = [x9 + (r — 1)h,x0 + rh), r = 1,..., k. Tome n, = Y i | [(X; € C), tal que,

S n, = n. Dessa forma,

~

k
1
fn(w) = — z_;nrl(:c €C,), (3.4)
onde a funcdo I(z € A) é dada por

1 sexec A
0 caso contrario.

Iz e A)= {

Vale notar que a estimativa, fh(az) depende fortemente da escolha do parametro de suavizagao

h. Variando o valor de h obtemos diferentes formas de fh(:v) Por exemplo, quando aumentamos

o valor de h temos intervalos maiores e o histograma sera uma representacao mais suave. Nos

extremos, digamos, quando h — 0, o histograma torna-se uma representagao muito ruidosa dos

dados. Na situacao oposta, quando h — oo, o histograma torna-se uma representacao muito
suave dos dados.

Podemos pensar em um estimador de densidades mais geral, baseado na idéia do histograma.

Para isso, considere a seguinte funcao peso

1 selz
w(x):{ 2 o] <1 (3.5)

0 caso contrério.
Entao, é facil ver que uma estimativa para f neste caso é dada por

for =13t (25) (3.6)

A partir de (3.5) podemos notar que o estimador (3.6), amplamente conhecido como estimador
“ingénuo” (ver Silverman (1986, pp. 11-13) para maiores detalhes sobre este tipo de estimador), é
construido colocando-se uma “caixa” de largura 2h e altura (2nh)~! em cada observagao e entdo
somando para obter a estimativa f . Nao é dificil notar que f nao é uma fungao continua e tem
derivada nula em todos os pontos exceto nos pontos de salto X + h.

Podemos generalizar o estimador (3.6) de modo a superar algumas das dificuldades rela-
cionadas a este tipo de estimador de densidades. O estimador de densidades baseado em uma
fungao nicleo é obtido substituindo a fungdo peso w por uma fung¢ao niicleo nao-negativa K que
satisfaga a condigao

+00
K(z)der =1 (3.7)

—00
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Usualmente, mas nao sempre, K serd uma func¢ao densidade de probabilidade simétrica, como,
por exemplo, a fungéo densidade de probabilidade normal. Neste caso particular, f serd uma
curva suave com derivadas de todas as ordens.

O estimador de ntcleo no caso univariado, para uma amostra aleatoria X, ..., X,, retirada

de uma distribui¢ao com densidade comum f, pode ser definido como

fas ) = nlh;K (x _hX”>, (3.8)

onde h é o parametro de suavizagao, positivo e nao-aleatério, também chamado por alguns

autores de largura da janela ou largura de banda, e K é a funcao ntcleo. Exemplos de funcgoes

nicleo univariadas sao dados na tabela 3.1. Uma funcao nicleo com massa de probabilidade
-1 4 . 5 tac af 30 < .

n~ " é colocada em cada observacao. Estas sao entdao somadas para fornecer a curva composta.

O grau de suavizagdo é controlado pelo pardmetro de suavizagdo h. Dessa forma, uma tarefa

crucial em estimacao de densidades é a escolha desse parametro.

Tabela 3.1: Fungoes niicleo comumente utilizadas com dados univariados.

Fungao Nucleo Forma analitica, K (z)

Retangular 1 para |z| < 1, 0 caso contrario

Triangular 1 — |z| para |z| < 1, 0 caso contrario

Biweight 12(1 — 2?)? para |z| < 1, 0 caso contrario
1 _a?

Normal Tom OXP ( 5 >

Epanechnikov 2 (1 —%/5)/v/5 para |z| < v/5, 0 caso contrario

A extensdo para dados multivariados é direta, com o estimador de densidades p-dimensional,

para uma amostra aleatoria X1, Xo, ..., X, retirada de uma densidade comum f, definido por

@) = # ZH;K (i(a: _ Xi)> , (3.9)
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onde & = (z1,x2,...,2p) e X; = (X1, Xig, ..., X4p), i = 1,2,...,n. A fungao nicleo multi-
variada K (x) é agora uma fungao definida no espago p-dimensional, satisfazendo
K(z)dx =1, (3.10)
RP
e h é o parmetro de suavizagao.
Usualmente K serd uma funcao densidade de probabilidade unimodal radialmente simétrica,

como, por exemplo, a distribui¢ao normal padrao multivariada

1
K(x) = (27) "% exp (—293’33> ,
ou a funcao nucleo Epanechnikov

para |z| <1

2¢p

(1—z'z)(p+2)
K(x) =
() 0 caso contrario,

. 7P/2
onde ¢, = NG

/D50 é o volume de uma esfera unitaria p-dimensional.

Uma forma da estimativa da funcao de densidade de probabilidade comumente utilizada é a

soma do produto de fungoes ntcleo (contudo, isto nao implica independéncia das variaveis)

fla) = imlhpZHKJ <[="3_h;¥b> (3.11)

onde existem diferentes parametros de suavizacao associados com cada varidavel. Podemos as-
sumir alguma das formas univariadas apresentadas na tabela 3.1 para os Kj, j = 1,...,p.
Usualmente a mesma forma ¢é assumida para todos os Kj.

De uma maneira mais geral, podemos tomar
1 n
f(®) = f(z;H) = nleH(m—Xi), (3.12)
1=

onde Ky = |H|~Y/2K (H~/22) é a funcio nicleo transformada e H é uma matrix nao-aleatoria,
simétrica, positiva-definida, denominada matriz de largura de banda. No contexto de classifi-
cacao, usualmente toma-se H = hif)k para o grupo Ilg, onde hy é uma fator de escala para o
grupo Il e ﬁ)k é a matriz de covaridncia amostral do k-ésimo grupo. Entretanto, existem formas

mais sofisticadas de escolha do pardmetro de suavizacao, baseados em métodos como minimos
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quadrados por validagao cruzada e verossimilhanga por validagao cruzada. Duong (2004) apre-
senta um extensivo estudo sobre as propriedades e o desempenho desses métodos de selecao de

matrizes de largura de banda em problemas de estimagao de densidades e de classificagao.
3.2.1 Critérios de Erro

Varias medidas de discrepancia entre o estimador de densidades f e a densidade verdadeira
f tém sido estudadas. Quando consideramos estimagao em um tunico ponto uma medida natural

é o erro quadrdtico médio (EQM), definido por
EQM,(f(sH)) = E{f(2; H) — f(x)}*. (3.13)
Utilizando propriedades elementares da esperanga e da varidncia podemos escrever (3.13) como
EQM,(f (1)) = {E[f(z; H)] - f(2)}* + Var[f(2; H)], (3.14)

que é a soma do quadrado do viés e da varidncia de f em x. Veremos que, como em muitos
ramos da estatistica, existe um compromisso entre viés e variancia em (3.14); o viés pode ser
reduzido com o custo de aumentarmos a varidncia. Em contrapartida, nao podemos reduzir a
variancia sem com isso aumentar o viés.

Um critério de erro global comum é o erro quadrdtico integrado (EQI) que é a distancia

quadrada integrada entre uma estimativa f e a verdadeira densidade f, ou seja,

EQI(f(- H)) = / e H) - f()dz. (3.15)

RP

Entretanto, o EQI é uma variével aleatéria e predizer seu valor nao é simples. Uma alternativa

ao EQI é o erro quadrdtico integrado médio (EQIM) [Rosenblatt (1956)], definido como

EQIM(f(+H)) = E{EQI(f(z:H))} = E { /R

b - f@)Pdn}. (310
p
O EQIM ¢é a forma mais largamente utilizada para medir a acuracia global de f como um
estimador de f.

Embora existam outras medidas globais de discrepancia que podem ser mais apropriadas, o

EQIM é, sem duavidas, a medida global cuja forma é a mais tratavel, sendo entao bastante valido

considera-lo como medida de discrepancia [Silverman (1986, pp. 31-32)].
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Vale notar que, como o integrando em (3.16) é ndo-negativo, a ordem de integragao e da

esperanga pode ser invertida para obtermos formas alternativas, ou seja,

EQIM(f(;H)) = RpE{f(‘”;H)_f("”)}2dm
= /R pEQM[f(m;H)]da:. (3.17)

A expressao (3.17) pode ainda ser escrita como
EQIM(f (- H)) = RP{E[f(w;H)] — f(=)}dx + /}Rp Var(f(a; H)|dz, (3.18)

que é o EQIM escrito como a soma da integral do quadrado do viés e da integral da variancia.
3.2.2 Escolha do Parametro de Suavizagao

O desempenho de um estimador de densidades pode ser medido através de algum dos critérios
de erro descritos na subse¢ao 3.2.1. O método de selecao do pardmetro de suavizagao desempenha
um papel fundamental na determinagao do desempenho do estimador de densidades pelo método
de niicleo. Desse modo, desejamos selecionar parametros de suavizagao que fornecam desempenho
otimo. Assim, podemos estar interessados em encontrar H tal que o EQIM seja minimizado, ou
seja,

Hpqna = argmin EQIM(f(+; H)), (3.19)
HeH

onde H é o espago das matrizes simétricas, positivas-definidas de dimensao (p x p). Contudo,
o EQIM apresenta forma fechada apenas se f é uma mistura de distribui¢bes normais e K é a
funcao nticleo normal, e dessa forma, encontrar Hgqrv €, em geral, extremamente dificil [Wand
& Jones (1995)].

O erro quadrdtico integrado médio assintdtico (EQIMA) é uma aproximagao assintotica do
erro quadrdtico integrado médio (EQIM). A seguinte expressao para o EQIMA foi derivada por
Wand & Jones (1995, pp. 94-101) (expressoes alternativas para o EQIM e para o EQIMA podem
ser encontradas em Duong (2004, pp. 5-7))

1

EQIMA(f (5 H)) = - R(K)[H| /2 4 |

112 (K)? /R ,, tr2(HDf(x))dz, (3.20)
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onde R(v) = [, v(x)? para alguma fungao integravel quadrada v; po(K)L, = [p, z@'K (), com
p2(K) < oo e I, é a matriz identidade de dimensdo (p x p); e D?f(x) é a matrix Hessiana de f.

Devemos entao encontrar um estimador do EQIM(A), EQIM(A), a partir dos dados dispo-

niveis e a partir desse estimador encontrar um parametro de suavizacao H tal que

H = argmin EQ/H\RA) (3.21)
HeH

A expressao (3.21) é chamada de seletor do pardmetro de suavizagao. H funciona como um
substituto para Hgqmi(a). Uma revisao de varios métodos que tém sido utilizados na busca
por seletores do paramétro de suavizagao guiados pelos dados, baseados em varios estimadores
do EQIM(A) pode ser encontrada em Duong (2004). Véarias parametrizagoes para matrizes de

largura de banda no caso de amostras bivariadas foram consideradas em Wand & Jones (1993).
3.3 Analise Discriminante de Nucleo

Muitos autores tém mostrado a utilidade e a importancia de estimacao de densidades em
varios problemas praticos [Silverman (1986); Scott (1992); Simonoff (1996); Wand & Jones
(1995)|. Como mencionamos no inicio deste capitulo, a intengao original de estimagao de densi-
dades |Fix & Hodges (1951)] foi propor um enfoque nao-paramétrico para a anélise discriminante
como uma alternativa a abordagem cléssica.

A regra discriminante de niicleo pode ser definida como

Definicao 3.3.1. A regra discriminante de nicleo para alocar uma observag¢do x para uma das

populagoes Iy, ... Iy € alocar x para a populagao que mazimiza 7;f;(z; H;), j=1,...,4.
Isto é, a regra discriminante de nicleo nos diz que devemos alocar @ para Ilj, se

IIp = argmax ﬁjfj(m; H;), (3.22)
Je{l,....9}
onde fj(az; H;) é o estimador da densidade da j-ésima populagdo pelo método de nticleo, que é
obtido a partir de (3.12).

Utilizando a regra discriminante de niicleo definida acima podemos entao definir um algoritmo

para anélise discriminante de niicleo. Este algoritmo sera apresentado na proxima subsecao.
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3.3.1 Algoritmo para Anélise Discriminante de Nucleo

Um algoritmo para analise discriminante de nicleo pode ser descrito pelos seguintes passos:

1. Para cada amostra de treinamento X; = {X;1, Xj2,..., X}, j = 1,...,9, calcule a

estimativa da densidade

fla; Hy) = ni > Kuj(z— X ),

J =1

onde H; deve ser escolhida através de algum método sensivel.

2. Se as probabilidades a priori das classes estao disponiveis, utilize-as. Caso contrario, estime-

as através das proporgoes amostrais no conjunto de treinamento, 7; =n;/n, j=1,...,9.

3. (a) Classifique as observagoes do conjunto de teste de acordo com a definigao (3.3.1)

(equagao (3.22)).

(b) Classifique as observagoes do conjunto de treinamento de acordo com a defini¢ao

(3.3.1) (equagao (3.22)).
4. Estime a taxa de ma-classificacdo para os conjuntos de teste e de treinamento.

Como uma ilustracao do método da anélise discriminante de ntcleo, considere o conjunto
de dados retirado de Johnson & Wichern (1998, p. 658). Este conjunto contém medidas do
didmetro dos anéis de 100 salmdes no primeiro ano de crescimento em agua doce (X7) e em agua
do mar (X3) capturados em aguas do estado americano do Alasca ou em aguas do Canada (50
observagoes para cada populagao).

O grafico de dispersao apresentado na figura 3.1 nos mostra como os grupos estao distribuidos
em funcao das variaveis consideradas. Na figura 3.2 podemos observar as regides de classificagao
definidas pela regra discriminante linear, ja na figura 3.3 podemos observar as regioes de classi-
ficagao definidas pela regra discriminante quadratica e por fim, na figura 3.4 podemos observar
as regioes de classificacao definidas pela regra discriminante de niicleo. Podemos notar que esta

altima apresenta claramente uma maior separagao dos dois grupos, porque as formas das regioes
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sdo mais adequadas para este conjunto de dados. As taxas de erro aparentes para as regras

discriminantes linear, quadratica e de nicleo foram, respectivamente, 7%, 7% e 5%.
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Figura 3.1: Gréfico de dispersao para o conjunto de dados de salmoes.
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Figura 3.2: Regioes de classificagdo definidas pela regra discriminante linear.
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Figura 3.3: Regioes de classificagdo definidas pela regra discriminante quadrética.
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Figura 3.4: Regioes de classificagido definidas pela regra discriminante de ntcleo.
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cAPITULO 4

Avaliacdo do Desempenho de um Classificador

4.1 Introducao

Existem muitas formas de avaliar o desempenho de um classificador e a mais comumente uti-
lizada é a taza de erro ou taxa de md-classificagao [Webb (2002)], que representa a proporgao de
padroes que foram incorretamente classificados. Em adigéo ao célculo da taxa de erro, podemos
também, construir uma matriz de confusao ou matriz de md-classificagao. O (i,7)-ésimo ele-
mento dessa matriz é o niimero de padroes da classe j que foram classificados como pertencentes
a classe . Essa matriz pode ser util na visualizagdo de como a taxa de erro se decompoe.

Seja F' o classificador construido utilizando-se o conjunto de treinamento 7' definida na segao

1.2. Considere a fungao perda L(y, F(x)) chamada func¢do perda 0-1 e definida por

0 sey=F(x)

L(y, F(z)) = { 1 caso contrario. *1)

A taza de erro aparente ou taxa de erro de treinamento, err, é obtida utilizando o conjunto de

treinamento para estimar a taxa de erro, ou seja,

er=n""> Ly, F(z)). (4.2)
=1

Na maioria das situacoes a taxa de erro aparente serd menor que a taxa de erro verdadeira

Err = E[L(Y, F(X))], que ¢ a probabilidade esperada de classificar incorretamente um padrao
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selecionado aleatoriamente. Essa probabilidade é a taxa de erro em um conjunto de teste indepen-
dente, infinitamente grande, retirado de uma populagdo com a mesma distribui¢do do conjunto
de treinamento. Tipicamente o classificador se adapta aos dados de treinamento, e portanto, o
erro aparente ou erro de treinamento serd uma estimativa otimista da taxa de erro verdadeira.

Existem algumas maneiras de obter estimativas mais realistas da taxa de erro. Em situagoes
em que dispomos de grandes conjuntos de padroes podemos particionar, aleatoriamente, o con-
junto de dados em dois subconjuntos mutuamente excludentes de tal forma que um deles seja
utilizado na construgao da regra de classifica¢ao (conjunto de treinamento) e o outro (conjunto
de teste) na avaliacdo do desempenho da regra construida. Esse procedimento, usualmente de-
nominado treinamento-e-teste, tem sido bastante difundido na pratica e serad discutido por nos
na secao 4.2.

Em situac¢Ges onde nao dispomos de grandes conjuntos de dados outras formas de calcular
a taxa de erro, como os métodos cross-validation e bootstrap, devem ser utilizadas, ja que a
particao do conjunto de dados em dois subconjuntos reduziria ainda mais o tamanho do conjunto
de treinamento podendo acarretar em uma regra de classificagao ineficiente. Os métodos cross-

validation e bootstrap serao discutidos nas segoes 4.3 e 4.4, respectivamente.
4.2 Treinamento-e-Teste

Este método, também denominado método holdout, é o mais simples e mais largamente
utilizado para avaliar o desempenho de classificadores. Consiste em particionar o conjunto de
padroes, de forma aleatéria, em dois subconjuntos mutuamente excludentes: conjunto de treina-
mento e conjunto de teste. A idéia basica é que desejamos construir o classificador utilizando um
conjunto de padroes cujos grupos verdadeiros sao conhecidos e classificar novos padroes sem o
beneficio de conhecer a que grupos eles pertencem. Dessa forma, utilizamos o conjunto de treina-
mento para construir a regra de classificacdo e avaliamos seu desempenho através do conjunto
de teste.

E dificil estabeler uma regra geral para escolha do nimero de padroes para cada um dos dois

conjuntos. Comumente seleciona-se aleatoriamente entre 20% e 30% dos padroes para o conjunto
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de teste e o restante dos dados é entao utilizado na construgao da regra de classificagao.

4.3 K-fold Cross-Validation

Cross-validation vem sendo bastante utilizado por pesquisadores na estimacao de erros de
predigao |Efron (1983); Efron & Tibshirani (1993); Stone (1974); Stone (1977)], sendo bastante
util em problemas de classificagdo. Este método estima diretamente a taxa de erro verdadeira,
que é o erro de generalizagao Err = E[L(Y, F/(X))] quando aplicamos o classificador F' a uma
amostra de teste independente com mesma distribuicao que o conjunto de treinamento.

Idealmente, se dispomos de uma amostra de padroes suficientemente grande, podemos utilizar
o procedimento treinamento-e-teste descrito na secao anterior para avaliar o desempenho do
nosso classificador. Contudo, h& muitas situacées em que os dados sdo escassos. O método
K-fold Cross-Validation utiliza uma parte dos dados disponiveis para construir o classificador e
outra parte diferente dos dados para testa-lo. O procedimento consiste em particionar a amostra
em K partes de tamanhos aproximadamente iguais; por exemplo, para K = 5, teremos o cenario

ilustrado na figura 4.1.

1 2 3 4 5

Treinamento Treinamento Treinamento Teste Treinamento

Figura 4.1: Ilustracao do método K-fold Cross-Validation com K = 5.

Para a k-ésima parte (quarta parte na ilustracdo acima), nos construimos o classificador
utilizando as outras K — 1 partes, e calculamos a taxa de erro do classificador construido quando
predizemos a k-ésima parte. Este procedimento é repetido para k = 1,..., K e a taxa de erro
final serd uma combinacao das taxas de erro calculadas em cada uma das K partes.

De uma maneira mais detalhada, suponha que particionamos a amostra em K partes de
tamanhos aproximadamente iguais. Seja k(i) a parte contendo a observacao i. Denote por

F~#) o classificador construido com a k-ésima parte da amostra removida. Entdo, o estimador
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cross-validation da taxa de erro é
v = LS Ly PO @), (43)
i ’

Escolhas tipicas para K sao K = 5 ou K = 10. O caso em que K = n é conhecido como
método leave-one-out cross-validation |Lachenbruch & Mickey (1968)|. Neste caso particular
k(i) = i, e para a i-ésima observacao o classificador é construido usando toda a amostra exceto
a observagao i. Com K = n, CV é uma estimativa aproximadamente nao-viesada da taxa
de erro verdadeira, mas pode ter grande varidncia jA que os n conjuntos de treinamento serao
muito semelhantes [Friedman et al. (20000)]. Além disso, o custo computacional é também
consideravel, requerendo n aplicacoes do método de classificacao. Por outro lado, com valores
pequenos para K (K = 5 por exemplo), C'V tém varidncia pequena mas o viés pode ser um
problema, dependendo de como o desempenho do método de classificacao varia com o tamanho

do conjunto de treinamento. De uma maneira geral, K = 5 ou K = 10 sao recomendados como

bons compromissos entre viés e variancia.
4.4 Bootstrap

O termo bootstrap refere-se a uma classe de procedimentos para estimacao de parametros
em geral e taxas de erro em particular. Foi introduzido por Efron (1979) e desde entdao tem
recebido bastante atengao dos estatisticos |[Efron & Tibshirani (1993); Davison & Hinkley (1997)].
Suponha que dispomos de uma amostra de treinamento 7' = {x;, y; };?:1. A idéia bésica é retirar
aleatoriamente amostras com reposicao, cada amostra com tamanho igual ao do conjunto de
treinamento. Este procedimento é repetido B vezes (B suficientemente grande), produzindo B
amostras bootstrap como ilustrado na figura 4.2.

Desejamos avaliar a acuracia estatistica de uma quantidade S(T") calculada em nosso con-
junto de padrées. Retiramos B amostras bootstrap TV, ... T*(5) cada uma com o mesmo
tamanho do conjunto de treinamento original e calculamos a quantidade de interesse S(T") em
cada uma das B amostras. Os valores S(T*(1), ..., S(T*B)) sdo entdo utilizados para avaliar a

acuracia estatistica de S(T"). A partir desse procedimento nés podemos estimar algum aspecto
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Figura 4.2: Ilustracao de um procedimento Bootstrap.

da distribui¢ao de S(T'), como, por exemplo, sua variancia,

1 & _
ﬁZ(S(T*“’)) - 5%, (4.4)
b=1

Var[S(T)] =

onde §* = B~ 3P §(T*®)). Podemos interpretar (4.4) como uma estimativa de Monte Carlo
da variancia de S(T") sob amostragem da fungao de distribuigdo empirica G para a amostra de
treinamento T' = {z;, y; }7_;.

Através do bootstrap podemos também calcular taxas de erro de procedimentos de classi-
ficacao [Friedman et al. (20006)]. Uma possivel abordagem seria construir o classificador em
um conjunto de amostras bootstrap e entao verificar como ele prediz o conjunto de treinamento
original. Se F*®) & o valor predito em @;, a partir da regra de classificacdo definida na b-ésima
amostra bootstrap, nossa estimativa para a taxa de erro é

- 11 B n
Errpoor = Bn Z Z L(y:, F® () (4.5)
b=1 i=1

Contudo, podemos ver que Eaboot nao serd uma boa estimativa da taxa de erro verdadeira,

j& que as amostras bootstrap estao atuando como conjuntos de treinamento, enquanto que o
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conjunto de treinamento original estd atuando como conjunto de teste e estes dois conjuntos terao
observagoes em comum, fazendo com que classificadores super-ajustados fornegam estimativas
da taxa de erro irrealisticamente boas [Friedman et al. (20000)|. Esta ¢ a razao pela qual cross-
validation explicitamente nao utiliza dados coincidentes nos conjuntos de treinamento e teste.
Através de um procedimento que imita o método cross-validation, uma melhor estimativa
bootstrap pode ser obtida utilizando as observagoes que nao aparecem nas amostras bootstrap.
Ou seja, para cada observagao nds apenas consideramos as predigoes feitas a partir de amostras
bootstrap que nao contém aquela amostra. A estimativa bootstrap leave-one-out da taxa de erro

é definida por

— (1) 1< 1 .
B =% red 3 Ly FO(ay)), (4.6)
i=1 beC—?

onde C~* é o conjunto de indices das amostras bootstrap b que nao contém a observacio i, e
!C’_i‘ é o ntmero de tais amostras. No célculo de EE(I) noés temos que escolher um nimero de
amostras bootstrap suficientemente grande para assegurar que todos os ‘C*i‘ sejam maiores que
zero, ou entao nos podemos apenas deixar de fora os termos em (4.6) correspondentes aos ‘C‘i‘
que sdo zero. Este estimador soluciona o problema do super-ajustamento sofrido por Er\rboot,
contudo seré ainda uma estimativa viesada (para cima) da taxa de erro verdadeira.

O estimador “.632” proposto por Efron (1983) tenta corrigir esse viés. Este estimador é
definido como

—(.632)

—(1
Err = 0,368 x err 4+ 0,632 x Err( ).

(4.7)

Intuitivamente o estimador bootstrap .632 tenta trazer o valor da estimativa bootstrap leave-
one-out para proximo do valor do erro aparente, reduzindo assim seu viés. A constante .632 esté
relacionada com o valor aproximado da probabilidade da i-ésima observacgao pertencer a b-ésima

amostra bootstrap de tamanho n, ou seja,

1 n
P{i-ésima observac@o € b-ésima amostra bootstrap} = 1— <1 — >
n

~ 1—e !

= 0,632.
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CAPITULO B

Comparacgdo entre Anéalise Discriminante Classica e de Nicleo

5.1 Introdugao

Neste capitulo temos o objetivo de comparar a analise discriminante de nicleo com os méto-
dos de classificacao classicos: analise discriminante linear e anélise discriminante quadratica. Na
secao 5.2 apresentamos um estudo, realizado através de simulagoes de Monte Carlo, cujo objetivo
foi avaliar e comparar, em algumas situagoes de interesse, o desempenho do método discriminante
de niicleo com os desempenhos dos métodos classicos de discriminacao. Neste estudo de simula-
¢ao, os métodos de classificacao foram comparados através dos valores das taxas de erro obtidas
pelo procedimento Treinamento-e-Teste, descrito na segao 4.2. Na secao 5.3 apresentamos uma
aplicacao dos trés métodos em estudo a dois conjuntos de dados reais. Para o primeiro conjunto
de dados as taxas de erro foram calculadas através do método Treinamento-e-Teste e através do
estimador bootstrap .632. Ja para o segundo conjunto de dados, as taxas de erro foram obtidas

utilizando-se o estimador bootstrap .632.
5.2 Estudos de Simulacao

Conduzimos um estudo de simulagao com a finalidade de comparar o desempenho, através

de taxas erro de classificagdo, dos seguintes métodos de classificacao:

e Anélise Discriminante Linear (rotulada Discriminante Linear);
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e Analise Discriminante Quadratica (rotulada Discriminante Quadratica);
e Analise Discriminante de Nucleo (rotulada Discriminante de Ncleo).

Estes classificadores foram avaliados em 6 cenarios de simulacdo distintos (A, B, C, D, E e F),
baseados em distribui¢oes normais bivariadas e em misturas de distribui¢cdes normais bivariadas,
considerando o caso de classificacdo com 2 populagoes ou grupos. Foram utilizadas 1000 réplicas
de Monte Carlo e amostras de treinamento de tamanhos 50, 100, 500 e 1000. Em cada cenério
considerado os classificadores construidos em cada amostra de treinamento tiveram seu desem-
penho avaliado em um conjunto de teste fixo, independente, composto por 1000 observagoes. Na
tabela 5.1 a seguir, estdo apresentados os cenarios de simulagdo considerados neste estudo. As
curvas de nivel das densidades consideradas nestes cenérios podem ser visualizadas na figura 5.1.

No cenario A as densidades das populagoes sdo claramente distintas e é esperado que os trés
métodos de classificacao considerados neste estudo apresentem desempenho satisfatério nesta
situacao. No cenario B as densidades das populacoes sao semelhantes, contudo, hé uma fronteira
razoavelmente bem definida entre as duas populagoes e, dessa forma, é esperado que os trés clas-
sificadores fornegam bons resultados também nesta situagao. No cenédrio C ha uma regiao na qual
nao é possivel identificar com precisao a que populagao determinada observacao é mais provéavel
pertencer. Nesse contexto, espera-se que o método discriminante de nucleo apresente melhores
resultados que a regra discriminante linear e regra discriminante quadratica. No cenario D temos
um par de distribui¢des normais bimodais. Nos cenarios E e F temos uma mistura de densidades
normais resultando em um densidade normal bimodal e uma densidade normal bastante dis-
persa. Para esses trés ultimos cenérios, D, E, e F, espera-se que as regras discriminantes linear
e quadratica tenham desempenhos pobres, pois é dificil definir regioces de classificagao para esses
casos, baseadas em funcoes lineares ou quadréaticas. Espera-se também que, para estes cenérios,
o método discriminante de ntcleo fornega bons resultados.

Antes de apresentarmos os resultados referentes as simulagoes analisaremos os cenarios A e D,
apresentados na tabela 5.1, considerando o caso em que temos uma amostra de treinamento com

100 observagoes e uma amostra de teste também com 100 observacoes. As taxas de erro obtidas
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Tabela 5.1: Distribuicoes consideradas em cada cenario de simulagao.
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pelas fungoes discriminantes linear, quadratica e de nicleo foram, respectivamente, 2%, 0% e
1%, para o cenario A. No cenario D, as taxas de erro foram de 31%, 35% e 19%, para as funcoes
discriminantes linear, quadratica e de niucleo, respectivamente. Observando as figuras 5.2, 5.3
e 5.4 vemos que, em situagdes como a considerada no cenério A, as regides de classifica¢io
obtidas através da estimagao de densidades pelo método de ntcleo sao semelhantes aquelas
obtidas através da estimacao paramétrica das densidades. Dessa forma, espera-se que os trés
métodos fornecam resultados aproximadamente iguais. Em contrapartida, as figuras 5.5, 5.6 e
5.7 evidenciam que, em situagdes como a considerada no cenario D, as regides de classificagao

obtidas através da estimagao de densidades pelo método de niicleo sdo muito diferentes daquelas
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obtidas através da estimagdo paramétrica das densidades. Podemos notar que, em situagoes
como a apresentada no cenario D, as regioes de classificacdo definidas pela regra discriminante
de niucleo sao capazes de detectar bimodalidade nos dados, enquanto que suas contrapartes

paramétricas nao sao.

5.2.1 Resultados das Simulacoes

Nesta subsegao apresentamos os resultados das simulacoes realizadas. Na estimacao das
densidades dos grupos, para a obtencdo das matrizes de largura de banda, H, consideramos

matrizes pertencentes a classe de todas as matrizes simétricas, positivas-definidas, ou seja,

_[h P

Em todos os cenarios estas matrizes foram obtidas através do método de minimos quadrados
por validagdo cruzada [Duong (2004)]. A funcdo nucleo utilizada foi a fungdo densidade de
probabilidade de uma distribuicao normal bivariada.

Nas tabelas 5.2, 5.3, 5.4, 5.5, 5.6, 5.7 estao apresentadas as médias e os desvios-padroes das
taxas de erro de classificagao para as fungoes discriminantes linear, quadratica e de nicleo, para
os cenarios A, B, C, D, E e F, respectivamente. Em todos os cenéarios, vemos que as médias e
os desvios-padroes das taxas de erro diminuem quando aumentamos o tamanho da amostra de
treinamento.

A partir da tabela 5.2, podemos ver que os trés métodos apresentam resultados semelhantes
em situagoes como a apresentada no cenario A, com o método de nicleo apresentando desem-
penho um pouco pior com amostras pequenas. Podemos também notar que anéalise discriminante
quadratica e de niicleo apresentam melhores desempenhos que a anélise discriminante linear,
sendo a fung¢édo discriminante quadratica a que apresentou melhores resultados para todos os
tamanhos de amostra considerados.

Em situagoes como a apresentada no cenario B, os trés métodos apresentam comportamentos
semelhantes aos apresentados no cenario A. Mais uma vez, o método discriminante de nucleo foi
o que forneceu os piores resultados com amostras de tamanhos reduzidos, contudo, os resultados

com amostras de tamanhos maiores foram muito préximos para os trés métodos.
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Podemos observar a partir da tabela 5.4, que em situagdes como a apresentada no cenario
C, onde h& uma regiao onde ndo é possivel distinguir com precisdo entre as populacées, o mé-
todo discriminante de nicleo forneceu os melhores desempenhos para todos os tamanhos de
amostra considerados. Nesta situagao, o método discriminante linear e o método discriminante
de niicleo apresentaram resultados bastante proximos, tendo este tltimo fornecido taxas de erro
ligeiramente menores.
Tabela 5.2: Média e Desvio-padrao (D. P.) das taxas de erro (%) de classificagao sobre as

1000 réplicas de Monte Carlo para as func¢oes discriminantes Linear, Quadratica e de Nucleo
considerando o Cenario A.

| n =150 [ n =100 [ n =500 [ n=1000
Média | 0,6233 | 0,5664 | 0,5033 | 0,5039
D.P. | 03017 | 0,2440 | 0,1081 | 0,0717
Média | 0,3746 | 0,3381 | 0,3117 | 0,3025
D.P. | 0,1790 | 0,0926 | 0,0451 | 0,0206
Média | 1,8073 | 0,6713 | 0,3413 | 0,3244
D.P. | 36037 | 1,0796 | 0,0962 | 0,0655

Discriminante Linear

Discriminante Quadratica

Discriminante de Ntcleo

Tabela 5.3: Média e Desvio-padrao (D. P.) das taxas de erro (%) de classificagao sobre as
1000 réplicas de Monte Carlo para as fungoes discriminantes Linear, Quadratica e de Ntucleo
considerando o Cenério B.

| n=150 ] n=100 [ n=500 | n=1000
Média | 1,0867 | 0,9642 | 0,9050 | 0,9088
D.P. | 02814 | 0,514 | 0,0736 | 0,0706
Média | 1,3149 | 1,0702 | 0,9087 | 0,9052
D.P. | 04757 | 0,2514 | 0,0746 | 0,0687
Média | 1,5593 | 1,2551 | 0,9925 | 0,9410
D.P. | 0,608 | 03606 | 0,576 | 0,1185

Discriminante Linear

Discriminante Quadratica

Discriminante de Nucleo

Na tabela 5.5 estao apresentadas as médias taxas de erro e os desvios-padroes sobre as 1000
réplicas de Monte Carlo, obtidos pelos métodos de classificagdo em estudo, em situagdes como a
apresentada pelo cenario D. Neste caso, a superioridade do método de nticleo é evidente, pois este
método apresentou taxas de erro muito menores que suas contrapartes linear e quadrética, para

todos os tamanhos de amostra. Os valores das taxas de erro obtidas pelas regras discriminantes
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linear e quadratica foram bastante proximos, tendo a regra quadratica apresentado resultados
um pouco melhores.

As tabelas 5.6 e 5.7 exibem as médias das taxas de erro e os desvios-padroes, sobre as 1000
réplicas de Monte Carlo, obtidos pelos métodos de classificagdo em estudo, em situagdes como
as apresentadas pelos cenarios E e F, respectivamente. Novamente, o método discriminante de
nicleo apresentou desempenho superior aos desempenhos dos métodos discriminantes linear e
quadratica. Podemos observar que os valores das médias das taxas de erro sobre as 1000 réplicas
de Monte Carlo foram menores para o método de niicleo, em todos os tamanhos de amostra
considerados. Podemos ainda destacar que, tanto no cenario E quanto no cenario F, a regra
discriminante quadrética apresentou resultados muito melhores que a regra discriminante linear,

sendo esta tltima a que apresentou os piores resultados.

Tabela 5.4: Média e Desvio-padrao (D. P.) das taxas de erro (%) de classificagdo sobre as
1000 réplicas de Monte Carlo para as fungoes discriminantes Linear, Quadratica e de Ntcleo
considerando o Cenério C.

| n =150 [ n=100 [ n =500 [ n = 1000
Média | 4,8170 | 4,6447 | 45223 | 4,5146
D.P. | 04767 | 03727 | 0,2348 | 0,1913
Média | 4,9875 | 4,7300 | 4,5377 | 4,5195
D.P. | 0,6089 | 04236 | 0,2559 | 0,2101
Média | 2,5351 | 2,2039 | 1,8838 | 1,8341
D.P. | 1,0339 | 0,7230 | 0,3798 | 0,2880

Discriminante Linear

Discriminante Quadratica

Discriminante de Nucleo

Tabela 5.5: Média e Desvio-padrao (D. P.) das taxas de erro (%) de classificagdo sobre as
1000 réplicas de Monte Carlo para as fungoes discriminantes Linear, Quadratica e de Ntcleo
considerando o Cenario D.

| n="50 | n=100 | n=500 | n = 1000
Média | 43,3035 | 44,5808 | 46,3690 | 46,6073
D.P. | 2,6130 | 2,0645 | 0,5990 | 0,3108
Média | 43,1092 | 44,0681 | 46,0483 | 46,4462
D.P. | 2,6529 | 1,9639 | 0,7543 | 04151
Média | 24,7502 | 19,9339 | 16,3670 | 16,1180
D.P. | 64371 | 33978 | 0,6678 | 0,5049

Discriminante Linear

Discriminante Quadratica

Discriminante de Ntucleo
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Tabela 5.6: Média e Desvio-padrao (D. P.) das taxas de erro (%) de classificagao sobre as
1000 réplicas de Monte Carlo para as func¢oes discriminantes Linear, Quadratica e de Nucleo
considerando o Cenario E.

| n=50 | n=100 [ n =500 [ n =1000
Média | 47,8123 | 48,3086 | 49,2980 | 49,5784
D.P. | 32952 | 24809 | 14873 | 1,2574
Média | 12,3440 | 10,0298 | 7,9060 | 7,7968
D.P. | 40999 | 24674 | 0,6965 | 0,4928
Média | 10,4084 | 7,5744 | 59294 | 59421
D.P. | 38523 | 2,0576 | 0,5980 | 0,4642

Discriminante Linear

Discriminante Quadratica

Discriminante de Nucleo

Tabela 5.7: Média e Desvio-padrao (D. P.) das taxas de erro (%) de classificagdo sobre as
1000 réplicas de Monte Carlo para as fung¢oes discriminantes Linear, Quadratica e de Nucleo
considerando o Cenario F.

| n=50 | n=100 [ n =500 [ n =1000
Média | 48,8693 | 49,1778 | 49,6406 | 49,6833
D.P. | 24543 | 1,9858 | 1,1794 | 1,0829
Média | 23,3331 | 21,6190 | 20,0978 | 19,8070
D.P. | 4,6566 | 3,7946 | 2,1063 | 1,6127
Média | 17,8189 | 15,4789 | 13,5814 | 13,1674
D.P. | 28313 | 1,5302 | 0,5391 | 0,3796

Discriminante Linear

Discriminante Quadratica

Discriminante de Nucleo

5.3 Aplicacoes

Nesta secao, temos o objetivo de comparar os desempenhos dos métodos cléssicos considera-
dos neste estudo com o desempenho do método discriminante de nucleo, em aplicagoes praticas.

O primeiro conjunto de dados considerado é o exemplo do salméo introduzido na se¢ao 3.3
e contém medidas do didmetro dos anéis de 100 salmoes no primeiro ano de crescimento em
agua doce (X1) e em agua do mar (X2), capturados em aguas do estado americano do Alasca
ou em aguas do Canada. Dessa forma, estamos lidando com um problema de classificagdo com
duas classes, Alasca e Canadd, cada populagdo composta por 50 observagoes, e duas variaveis
explicativas. O desempenho dos classificadores, aplicados a este conjunto de dados, sera avaliado

de duas formas: através do procedimento Treinamento-e-Teste e através do estimador bootstrap

.632.
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O segundo conjunto de dados contém 306 observagoes que foram utilizadas um estudo
conduzido entre 1958 e 1970 no Hospital Billings da Universidade de Chicago, sobre a so-
brevivéncia de pacientes que se submeteram a uma cirurgia de cincer de mama. As var-
iaveis explicativas disponiveis para este conjunto de dados eram: idade do paciente no mo-
mento da operagao (X7p), o ano da operagdo menos 1900 (X2) e o nimero de noédulos pos-
itivos detectados (X3). As populagoes estao definidas por: IIj, o paciente sobreviveu cinco
anos ou mais apoés a cirurgia; e Ilo, o paciente morreu dentro de cinco anos depois da cirur-
gia. Para este conjunto de dados, os classificadores tiveram seu desempenho avaliado atra-
vés do estimador bootstrap .632. Esse conjunto de dados pode ser obtido através do site

ftp://ftp.ics.uci.edu/pub/machine-learning-databases/haberman.
5.3.1 Resultados

O conjunto de dados do salméao foi particionado, aleatoriamente, em dois subconjuntos com
mesmo nimero de observacoes, ou seja, um conjunto de treinamento composto por 50 obser-
vagoes e um conjunto de teste também composto por 50 observagoes. Dessa forma, as regras
discriminantes linear, quadratica e de nucleo foram obtidas a partir do conjunto de treinamento
e foram utilizadas para alocar as observacoes do conjunto de teste a uma das duas populagoes.
As taxas de erro obtidas pelos métodos de classificagdo sao apresentadas na tabela 5.8. Podemos
verificar que o método discriminante de nidcleo foi o que apresentou menor taxa de erro.

Tabela 5.8: Taxas de Erro obtidas pelas regras discriminantes linear quadrética e de nicleo para
o conjunto de teste dos dados do salmao.

Fungéo discriminante | Taxa de Erro (%)

Linear 10
Quadratica 10
Nicleo 8

Nas figuras 5.8, 5.9 e 5.10 sao apresentadas as regioes de classificagdao obtidas respectivamente
pelas regras linear quadratica e de niicleo. Apesar de essas regioes serem bastante semelhantes,

a regiao definida pelo método de ntcleo consegue alocar com mais precisao as observacoes do

39



conjunto de teste.

Na tabela 5.9 sdo apresentadas as taxas de erro das funcoes discriminantes linear, quadratica
e de nucleo, calculadas utilizando-se o estimador bootstrap .632, para os dados do salmao e
dos pacientes que se submeteram a uma cirurgia para retirada de um tumor na mama. Nesta
tabela, vemos que, para os dados do salmao, a fungao discriminante quadratica é a que apresenta
a menor taxa de erro, contudo, as taxas de erro para os trés métodos se apresentam bastante
proximas. Para os dados dos pacientes, a regra discriminante de niicleo foi a que apresentou
menor taxa de erro.
Tabela 5.9: Taxas de Erro obtidas pelas regras discriminantes linear quadrética e de ntucleo

calculadas utilizando o estimador bootstrap .632, para os conjuntos de dados do salmao e dos
pacientes que passaram por uma cirurgia para retirada de um tumor na mama.

Taxa de Erro (%)

Funcao discriminante — -
¢ Salmao \ Pacientes

Linear 7,44 25,36
Quadratica 7,15 24,74
Ntcleo 7,71 23,25
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Figura 5.1: Curvas de nivel das densidades consideradas no estudo de simulagao: linhas solidas
— Iy, linhas tracejadas — Ils.
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Figura 5.2: Regides de classificacao e curvas de nivel das estimativas das densidades das popula-
¢Oes para o cenario A, através da regra discriminante linear; linhas sélidas — I, linhas tracejadas
—1ls.

e Iy
x M,

Figura 5.3: Regioes de classificagdo e curvas de nivel das estimativas das densidades das popu-
lagoes para o cenario A, através da regra discriminante quadratica; linhas sélidas — Iy, linhas
tracejadas — Ils.

42



Figura 5.4: Regioes de classificagdo e curvas de nivel das estimativas das densidades das popu-
lagOes para o cenario A, através da regra discriminante de ntucleo; linhas sélidas — Ily, linhas

tracejadas — Ils.

Xz

Figura 5.5: Regides de classificagao e curvas de nivel das estimativas das densidades das popula-
¢Oes para o cenario D, através da regra discriminante linear; linhas sélidas — Iy, linhas tracejadas

—1I,.
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Figura 5.6: Regides de classificagdo e curvas de nivel das estimativas das densidades das popu-
lagbes para o cenario D, através da regra discriminante quadratica; linhas sélidas — II;, linhas
tracejadas — Ils.

X2

Figura 5.7: Regides de classificagdo e curvas de nivel das estimativas das densidades das popu-
lagoes para o cenario D, através da regra discriminante de ntucleo; linhas sélidas — I, linhas
tracejadas — Ils.
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Figura 5.8: Observacoes do conjunto teste alocadas de acordo com as regides de classificagdao
definidas pela regra discriminante linear para o conjunto de treinamento dos dados do salmao.
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Figura 5.9: Observacoes do conjunto teste alocadas de acordo com as regides de classificagdao
definidas pela regra discriminante quadratica para o conjunto de treinamento dos dados do
salmao.
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Figura 5.10: Observagoes do conjunto teste alocadas de acordo com as regides de classificagao
definidas pela regra discriminante de ntcleo para o conjunto de treinamento dos dados do salmao.
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CAPITULO O

Algumas Contribui¢Ges

6.1 Introdugao

Neste capitulo serao apresentados alguns métodos relevantes na resolucao de problemas de
classificagao. Estes métodos representam a aplicacado de métodos ja existentes na literatura em
um novo contexto. Na se¢ao 6.2 é apresentado um método que modifica a forma como os pesos das
observagoes sao incorporados no algoritmo boosting, no caso particular da analise discriminante
linear de Fisher. Na secao 6.3 é introduzido o conceito de fronteira de classificagdo e um método
para obté-la, baseado no método bootstrap. Este conceito pode ser 1til para o usuério final na
resolucao de problemas empresariais e em outros casos. Na secao 6.4 é introduzido um método
de bootstrap para calcular um intervalo de confianga para a taxa de erro de um método de
classificagdo qualquer, o que representa o inicio de um caminho para uma comparacao mais

formal de métodos de classificacao.

6.2 Uma Nova Formulagao do Algoritmo Boosting em Anélise
Discriminante Linear de Fisher

Nesta segao, iremos apresentar uma nova formulagao do algoritmo boosting em anélise dis-
criminante linear de Fisher. Boosting faz parte de uma classe de procedimentos cujo objetivo

¢ melhorar o desempenho de classificadores [Schapire (1990)]. Trata-se de uma técnica rela-
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tivamente recente, mas que tem recebido bastante atencdo de pesquisadores de vérias areas,
principalmente das areas de computagao e estatistica. Na subsecao seguinte apresentamos o mé-
todo boosting de uma maneira geral. Em seguida, apresentamos uma formulagao do algoritmo
boosting em anélise discriminante linear de Fisher, que difere conceitualmente da formulagao
usual. Ao final desta se¢do, apresentamos um estudo de simulagdo com o objetivo de ilustrar o

método usual e o método proposto.
6.2.1 Boosting

O ponto de partida desta segao é um procedimento denominado boosting, que é um método
geral para melhorar o desempenho de classificadores. Este procedimento é uma das mais impor-
tantes e bem sucedidas metodologias desenvolvidas nos tltimos anos na literatura de classificagao
de padroes e tem recebido bastante atencao dos estatisticos desde seu surgimento na literatura
de aprendizado automaético [Schapire (1990); Freund (1995); Freund & Schapire (1996)].

O procedimento boosting consiste em aplicar, sequencialmente, uma regra de classificagao
qualquer (chamada de classificador base) a versoes iterativamente reponderadas da amostra de
treinamento. Em cada iteragao o algoritmo atribui pesos maiores as observagoes incorretamente
classificadas na iteracdo anterior. A regra final de classificacdo € obtida através de uma combi-
nacao linear dos classificadores construidos em cada iteragao, produzindo um comité de classifica-
¢do. Para muitos métodos de classificacao, esta estratégia simples resulta em uma impressionante
melhora de desempenho.

Uma das versdes do procedimento boosting mais utilizadas e difundidas na literatura e na
pratica ¢ o algoritmo Adaboost (Adaptive Boosting) [Freund & Schapire (1996)]. Friedman
et al. (2000a) descrevem esse algoritmo de maneira semelhante a Freund & Schapire (1996),
em problemas de classificagdo com dois grupos e o denominam Adaboost Discreto. Além disso,
mostraram que o algoritmo Adaboost ajusta aproximadamente um modelo logistico aditivo, no
qual o namero de iteragoes boosting é o nimero de fungoes utilizadas na representacao aditiva,
ou seja, o nimero de fungoes somadas para aproximar a funcao estimada, o que torna o assunto

atraente do ponto de vista estatistico. O algoritmo Adaboost Discreto pode ser descrito pelos
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seguintes passos:
Dados: amostra de treinamento T' = {x;,y;}";, onde x; € X e y; € {—1,+1}; e o ntmero de
iteragoes boosting M.

1. Inicialize com pesos w; = 1/n,i=1,...,n.

2. Repita param=1,..., M:

(a) Ajuste o classificador Fy,,(x) € {—1,+1} utilizando os pesos w; no conjunto de treina-

mento.
(b) Calcule:
Erty, = By [Iyze ()] »

cm = log[(1 — Erry,) /Erry,],

onde
, [ 1 seyi# Bula)
[y:# Fm ()] 0 caso contrario.
(c) Faga w; = w;exp{emlyy, 25, (@)} ¢ = 1,...,7n, e renormalize para que a soma dos

pesos seja igual a um, >, w; = 1.

3. Combine os classificadores obtidos em cada iteracao através de

M
sign [Z emFm ()

m=1

= sign[G(z)].

Uma breve descrigao deste algoritmo para o problema de classificagao com dois grupos é a
seguinte: temos dados de treinamento T = {x;, y; }I,, onde, x; ¢ um vetor de caracteristicas e
y; = —1 ou +1 representa o rétulo dos grupos. Definimos G(x) = Zf‘:{:l cmFm(x), onde Fp,(x)
é um classificador que produz valores +1 ou —1 e ¢, sdo constantes. A predi¢ao correspondente
é o classificador sign[G(x)]. O algoritmo Adaboost constroi os classificadores F,(x) em versoes
ponderadas da amostra de treinamento, atribuindo maior peso as observagoes que foram incorre-
tamente classificadas. Temos desse modo uma seqiiéncia de amostras de treinamento ponderadas

e o classificador final é produzido como uma combinagao linear dos classificadores construidos

em cada uma das amostras de treinamento ponderadas.
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6.2.2 Nova Formulagao do Algoritmo Boosting

Boosting vem sendo bastante explorado com arvores de classificacao e tem obtido incon-
testavel sucesso [Freund & Schapire (1996); Schapire et al. (1998); Friedman et al. (2000q);
Bithlmann & Yu (2003)], entretando, boosting também pode ser util com outros tipos de classifi-
cadores como, por exemplo, fungdes discriminantes lineares. Skurichina & Duin (2000) utilizam o
procedimento boosting com func¢oes discriminantes lineares e mostram que esse método pode ser
bastante ttil em algumas situagoes. Em seu estudo, Skurichina & Duin (2000) utilizam a forma
de ponderacao que é comumente utilizada na metodologia boosting, ou seja, as observacoes sao
multiplicadas pelos seus respectivos pesos.

Neste trabalho, trataremos da atribuicao dos pesos as obsevacoes de uma forma diferente,
incorporando os pesos das observacoes no calculo dos vetores de médias e das matrizes de co-
variancia dos grupos. A idéia béasica é dar pesos maiores as observacoes cujas contribuicoes na
varidncia sejam maiores, ji que estas observacoes sao as que se apresentam mais distantes do
padrao médio das observagoes.

Considere a situacao em que desejamos discriminar entre dois grupos ou populagoes Il
e IIs. Os vetores de médias e as matrizes de covaridncia dos grupos podem ser expressos,

respectivamente por

1 &
532' = — Zil?ij, (61)
n; =

1 ) )
Si = T Z(:BU - ZL'%)(:I)U - :Bi)/ (62)
{3 =1

onde i = 1,2 e n; é o nimero de observacgoes da i-ésima populacao. Dessa forma, a matriz de

covariancia combinada dos grupos pode ser obtida como

(n1 — 1)81 + (n2 — 1)82.

S:
ni+ng —2

(6.3)

Uma outra maneira de atribuir peso a uma observagao é ponderar sua contribuicao no vetor

de médias e na matriz de covariancia. Ou seja, podemos obter os vetores de médias ponderados
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e as matrizes de covaridncia ponderadas dos grupos através das seguintes expressoes

n
w  2aje1 Wil e,

€T =
Z?:l w]I[ll?J EHi]

: (6.4)

(2

n

> (@i — @) (wij — &) w1 e (6.5)

onde i = 1,2 e n; é o nimero de observacoes da i-ésima populacao. Dessa forma, a matriz de
covaridncia combinada dos grupos pode ser da mesma forma que em (6.3), apenas substituindo
os valores de S7 e S2 por suas versoes ponderadas S{’ e S3’. Esse enfoque tenta dar uma
outra interpretacao ao papel dos pesos no algoritmo boosting, relacionada a contribui¢ao das
observagoes classificadas incorretamente nas parcelas das matrizes de covariancia dos grupos, ou
seja, o principal objetivo do enfoque proposto é uma mudanga conceitual na forma de atribuigao
dos pesos.

Podemos observar na literatura estatistica, a preocupacao com métodos que sejam mais
apropriados do ponto de vista conceitual. Por exemplo, Wedderburn (1974), quando introduziu
a classe de modelos de Quase-Verossimilhanca, tentou estabelecer um procedimento que do ponto
de vista conceitual era mais adequado em algumas aplica¢oes dos modelos lineares generalizados.

FEm relagao ao caso do método boosting em anélise discriminante linear de Fisher, a pon-
deragao na matriz de covaridncia é mais adequada do ponto de vista conceitual. Este tipo de
ponderagao é semelhante aquele utilizado na anélise de regressao ponderada (ver, por exemplo,

Drapper & Smith (1998, pp. 108-116)).

6.2.3 Estudo de Simulacao

Conduzimos um estudo de simulagdo com o propésito de avaliar o desempenho do método
boosting quando utilizamos como classificador base a funcao discriminante linear de Fisher,
avaliando o efeito de atribuirmos pesos diretamente as observagoes e atribuirmos pesos as parcelas
das matrizes de covaridncias dos grupos.

Consideramos novamente o problema de classificacdo com duas populacoes. Os dados foram

simulados considerando a seguinte estrutura: as observagoes pertencentes & populacao 1 foram
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geradas a partir de uma distribuigdo normal 20-dimensional, com vetor de médias (0,...,0) e
matriz de covaridncias 4 x Isg, em que Iog é a matriz identidade de ordem 20; as observagoes
pertencentes & populagao 2 foram geradas a partir de uma distribui¢ao normal 20-dimensional,

com vetor de médias (L o \/%*0) e matriz de covaridncias Iyg. Essa estrutura de simulagao

NLER
foi considerada em Breiman (1998). No estudo consideramos amostras de tamanhos 100, 150,
200, 250, 300, 350, 400, 450 e 500 e para cada tamanho de amostra foram consideradas 1000
réplicas de Monte Carlo e 100 iteragoes boosting. Para cada tamanho de amostra, em cada
réplica de Monte Carlo, os classificadores construidos foram testados em uma amostra de teste
fixa, independente, composta por 1000 observagoes. Os resultados deste estudo de simulagao
estao apresentados na tabela 6.1 a seguir.

Tabela 6.1: Taxas de Erro para os classificadores M1 - Fungao discriminante linear de Fisher,
M2 - Boosting tendo como classificador base a funcéo discriminante linear de Fisher, com pesos
atribuidos diretamente as observagoes, M3 - Boosting tendo como classificador base a fungao dis-

criminante linear de Fisher, com pesos incorporados no calculo dos vetores de médias e matrizes
de covaridncias dos grupos.

Taxas de Erro (%)
M1 M2 M3

100 | 39,55 40,06 39,75
150 | 39,01 38,61 38,79
200 | 38,09 37,16 37,66
250 | 37,73 36,50 37,15
300 | 37,42 35,95 36,71
350 | 37,02 35,38 36,19
400 | 36,82 35,06 35,88
450 | 36,56 34,87 35,64
500 | 36,50 34,71 35,57

Podemos observar na tabela 6.1 que as taxas de erro para os trés métodos considerados
decresce muito lentamente com o aumento do ntimero de observagoes no conjunto de treinamento.
Contudo, podemos também notar que essas taxas sao ligeiramente menores para os casos em que
o método boosting foi utilizado. Comparando agora os desempenhos dos métodos boosting com a
forma de atribuicao de pesos usual e a forma de atribui¢ao de pesos proposta, vemos que embora

a forma usual forneca taxas de erro menores, a forma proposta apresenta taxas de erro bastante
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proximas, o que fornece evidéncias que a forma como os pesos sdo incorporados no método

boosting pode ainda ser explorada com o proposito de melhorar o desempenho do método.

6.3 Construcao de uma Fronteira de Classificagao entre duas po-
pulacoes através do método Bootstrap

Em muitas situacées praticas pode ser interessante indentificar as observacoes situadas na
fronteira entre as regioes de classificacdo definidas pelo método de classificagdo e deixar que o
usuério do método decida, através de alguma forma (possivelmente subjetiva), a qual grupo tais
observagoes pertencem.

Por exemplo, imagine a situacao de um gerente de um banco que precisa decidir se deve
fornecer empréstimos a seus clientes. Neste caso os clientes do banco podem ser divididos,
através de algum critério adotado pelo gerente, em duas populagdes: possiveis adimplentes (II;)
e possiveis inadimplentes (IIy). Dessa forma, alguma regra de classificagao razoavel devera alocar
os clientes, com base em informagoes fornecidas tais como renda, valor do empréstimo, ntimero
de prestacoes, etc., a uma das duas populagoes, II; ou Ils. Contudo, certamente alguns clientes
pertencerao a uma regiao em que ¢é dificil definir com precisao a que populagao eles pertencem,
e possivelmente serao incorretamente classificados.

Esta secao tem o objetivo de introduzir um método capaz de fornecer ao usuario um conjunto
de observagoes que se situam em uma regiao de fronteira entre as regioes definidas pela regra de
classificagao. No caso do gerente do banco, o método ird fornecer um conjunto de clientes que
estdo na fronteira entre as populacoes de possiveis adimplentes e possiveis inadimplentes. De
posse desse conjunto, o gerente poderia anélisar cuidadosamente esses casos e dessa forma tomar
uma melhor decisao baseada em seu conhecimento.

Essa fronteira serd construida utilizando o método bootstrap apresentado na secao 4.4 do
capitulo 4, para o caso da funcao discriminante linear de Fisher, apresentada na subsecao 2.4.1
do capitulo 2, equagao (2.11).

Para introduzir o método desta secao e da préoxima segao, a idéia do método de bootstrap

serd apresentada numa forma mais ampla do que aquela da se¢ao 4.4.
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A idéia do método bootstrap é construir uma distribuigdo empirica para uma estatistica de
interesse e usar esta distribuicdo para construir intervalos de confianca e testar hipoteses. Se B
amostras com reposigao sao obtidas da amostra T e seja S(T') uma estatistica de interesse, a
distribui¢ao empirica da estatistica S(7") pode ser de certa forma representada pelo histograma
dos B valores da estatistica S(7') calculada para cada uma das B amostras bootstrap (ver Owen
(2001, pp. 266-271)).

Esta distribuicdo empirica de bootstrap pode entao ser utilizada para construir intervalos de
confianga ou testes de hipdteses. O método bootstrap percentil para construgao de intervalos de
confianca pode ser encontrado em Efron & Tibshirani (1993, pp. 168-176).

Um novo algoritmo, baseado no método bootstrap percentil [Efron & Tibshirani (1993,

pp. 168-176)| para defini¢ao dessa fronteira pode ser descrito pelos seguintes passos:

Dados: amostra de treinamento 7" = {x;,y;}}' ;, onde &; € X e y; € {1,2} tal que se y; = 1
entdo y; € I} e se y; = 2 entdo y; € Ilp; amostra de teste TT = {a:j,yj}gzl; e o namero de

amostras bootstrap B.

1. Gere B amostras bootstrap T*(1), ... 7*(B),

2. Obtenha as quantidades m*V), ... m*(B) para a amostra de treinamento, sendo m*®),

b=1,...,B, calculados de acordo com a expressao (2.11).

3. Ordene as quantidades m* < m*2 < .. < m*B-1 < Bl

B(a)]

4. Para um nivel de confianca nominal (1 — &) obtenha os quantis de interesse m*! e

m*BA=a) onde [B(a)] e [B(1 — «)] representam as partes inteiras de B(a) e B(1 — «)
respectivamente.
5. Aloque as observagoes da amostra de teste de acordo com a regra:
alocar x para II; se z > mXBU-a)l

alocar x para Il se z < m*B@)] (6.6)

alocar & para [I3 se  m*B@] < » < mp*BU-0)]
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onde z ¢é calculado de acordo com a expressao (2.11) e II3 é o conjunto definido como

fronteira.

Note que uma possivel critica a este método é que um novo individuo podera ser classificado
em trés populagoes, porém existem apenas duas populacoes. A populacdo II3 tem como objetivo
fornecer ao usuario final uma flexibilidade em relacao a classificacdo. Dessa forma, o usuério final
ird indicar se este individuo pertence a II; ou Iy, as duas populagoes que realmente existem.

Outro aspecto relevante é que este método pode ser utilizado conjuntamente com qualquer
método de classificagao (analise discriminante quadratica, regressao logistica, anélise discrimi-
nante de nucleo, etc.), porém apenas ilustraremos o caso da analise discriminante linear de Fisher,
por simplicidade.

Em métodos de bootstrap para intervalos de confianca devemos nos preocupar com as pro-
priedades da estatistica utilizada [Hall (1992, pp. 83-91)]. No algoritmo acima foi utilizado o
método bootstrap percentil para construir um intervalo de confianga para a regra de classificagao,
porém, nao foi verificado se a estatistica m ¢é assintoticamente pivotal, ou seja, se a distribuicio
assintotica desta estatistica nao depende de pardmetros desconhecidos.

Mesmo que a estatistica do algoritmo desta se¢cdo nao seja assintoticamente pivotal, isto
nao implica que o método apresentado seja inadequado. Segundo Hall (1992, pp. 83-91) o que
acontece com estatisticas assintoticamente ndo pivotais é que o erro ¢ de magnitude de O(n~1),
onde n representa o tamanho da amostra e O(-) é definido no apéndice A, enquanto que para
estatisticas assintoticamente pivotais o erro ¢ de magnitude O(n=2).

Exemplos de estatisticas assintoticamente pivotais podem ser encontrados em Fisher et al.
(1996) e Amaral et al. (2007). Os contextos onde estas estatisticas foram desenvolvidas nestes
artigos foram bastante complexos. Dessa forma, a obtencao e a prova que estas estatisticas sao
assintoticamente pivotais foram tarefas de grande dificuldade, por exemplo, veja Amaral et al.
(2007).

Para ilustrar o método desta secao considere o seguinte exemplo, em que geramos uma

amostra de treinamento composta por 50 observacoes, geradas de acordo como cenario C apre-
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sentado na tabela 5.1 e na figura 5.1 do capitulo anterior, sendo as 25 primeiras observagoes
pertencentes a populacao II; e as 25 restantes pertencentes a populagao Ils e uma amostra de
teste com o mesmo ntmero de observagoes e a mesma estrutura da amostra de treinamento.
Na tabela 6.2 s@ao apresentadas as observacoes cujas populagoes foram preditas incorretamente
pelo método de classificagao de Fisher e as respectivas classes preditas pelo método da fronteira.
A observagao 7 pertence & populagao II;, contudo foi classificada por ambos os métodos como
pertencente & populagao Ils, ou seja, o método da fronteira, neste caso, ndo conseguiu corrigir
a classificacao incorreta feita pelo método de Fisher, alocando a observacao 7 para a regiao de
fronteira. Porém, a observagao 7 possui um padrao de comportamento tao semelhante as obser-
vagoes da populacao 2 que nao deveriamos esperar que esta observagao fosse alocada para uma
regiao de fronteira. A observagao 25, pertencente a populagao I1y, foi incorretamente classificada
pela fungao discriminante linear de Fisher para a populacao Ily, enquanto que, pelo método desta
secao, esta observagao foi classificada como pertencente a uma regiao de fronteira. Resultados
semelhantes ocorreram para as observagoes 27 e 31. Retomando o exemplo de gerente de um
banco, se esse conjunto de dados representasse um conjunto de clientes proponentes a emprésti-
mos, o gerente poderia decidir, com base na sua experiéncia e em uma anélise pormenorizada,
se concederia ou nao empréstimo a esses clientes classificados como pertencentes a uma regiao
de fronteira entre as duas populagGes. Na figura 6.1 apresentamos o grafico de dispersao para
o conjunto de teste. Podemos notar que as observagoes identificadas pelo método realmente se
encontram em uma regiao de fronteira.

Tabela 6.2: Observagcoes classificadas incorretamente pelo método de Fisher (Fisher) e respectivas
classes preditas pelo método da Fronteira de Classificagao (Fronteira)

Observagao Populagao Verdadeira Fisher Fronteira

7 i I, I,
25 I Il I,
27 I, 8 I,
31 I, I I,
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Figura 6.1: Gréfico de dispersao para o conjunto de teste considerado na ilustragao.

6.4 Intervalos de Confianca Bootstrap para a Taxa de Erro de
Classificagao

A taxa de erro de classificacdo é uma variavel aleatoria que depende da distribuigao das g
populagoes (na maioria das situagoes desconhecidas) e do método de classificagdo empregado,
que pode ser visto no contexto usual da estatistica como um tratamento. Analiticamente, é
muito dificil (ou até mesmo impossivel) encontrar a distribui¢ao da taxa de erro de classificagao.

Utilizando-se o método bootstrap é possivel encontrar a distribuicao empirica da taxa de
erro, similarmente ao que foi feito na se¢ao 6.3. Com a distribuigao empirica da taxa de erro e
com alguns resultados tedricos relevantes, é possivel construir intervalos de confianca e testar a
hipétese de que dois ou mais métodos de classificacao sao iguais.

Nesta secdo, iremos descrever um novo método para determinar um intervalo de confianga
para a taxa de erro. Entretanto, o desenvolvimento de testes de hipoteses sera deixado como um
trabalho futuro devido ao fato de sua complexidade estar além dos objetivos deste trabalho.

Um novo algoritmo, baseado no método bootstrap percentil |[Efron & Tibshirani (1993,
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pp. 168-176)] utilizando o estimador bootstrap .632 para estimar a taxa de erro de uma re-
gra de classificagdo F'(x), para definigdo deste intervalo de confianga, pode ser descrito pelos

seguintes passos:

Dados: amostra de treinamento 7' = {x;,y;}I" 1, onde x; € X e y; € {1,2} tal que se y; = 1

entao y; € 1] e se y; = 2 entao y; € Ils; e o niimero de amostras bootstrap B.
1. Gere B amostras bootstrap T*(1) ... T*(5),

2. Obtenha as taxas de erro, Err('632)*(1),...,Err('632)*(3), para as B amostras bootstrap
utilizando o estimador bootstrap .632 dado pela equagao (4.7) para algum classificador
F(x) de interesse, como por exemplo, a fun¢ao discriminante linear de Fisher, dada pela
equagao (2.11).

(.632)x[1] < ER(.632)*[2] <. ——(.632)x[B—1] < @(.632)*[3}.

3. Ordene as quantidades Err . < Err

. . . . == (.632)x[B(a)]
4. Para um nivel de confian¢a nominal (1 —«a) obtenha os quantis de interesse Err e
—(.632)x[B(1—
Err( B a)}, onde [B(«)] e [B(1—a)] representam as partes inteiras de B(a) e B(1—a)
respectivamente. Assim, o intervalo de confianga bootstrap de nivel (1 — «) para a taxa de

erro é dado por
E;(ﬁsz)*[B(a)];Eg(ﬁsz)*[B(ka)] .

O intervalo de confianga representa uma informagao mais completa do que a estimativa
pontual da taxa de erro. Para um particular conjunto de dados, o usuéario final podera avaliar
qual sera o valor méximo e o valor minimo do método de classificacao que ele esteja utilizando,
informacao que nao é obtida com a simples estimativa pontual da referida taxa.

Testes de hipoteses comparando diferentes métodos de classificacao é outro ponto de interesse.
Bons estudos sobre testes de hipoteses baseados no método bootstrap sao apresentados por Fisher
& Hall (1990) e Hall & Wilson (1991). Estes artigos apresentam dois critérios para a formulagao
de testes de hipoteses baseados no método bootstrap: usar uma estatistica assintoticamente

pivotal e executar a reamostragem sob a hipétese nula. No contexto de classificagao, onde nosso
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interesse seria comparar dois ou mais métodos de classificagdo, a hipotese nula seria que as taxas
de erro desses métodos sao iguais.

Como ilustragao, considere novamente o conjunto de dados do salmao introduzido na segao
3.3.1, a fungao discriminante linear de Fisher dada pela equagao (2.11) e a regra discriminante de
nicleo dada pela defini¢ao (3.3.1). Na figura 6.2 é apresentada a distribui¢ao empirica da taxa
de erro aparente como um exemplo da aplicagdo do algoritmo desta secao utilizando a fungao
discriminante de Fisher. A estimativa pontual para a taxa de erro aparente foi igual a 0,070 e
o intervalo de confianga de nivel nominal 5% correspondeu a [0, 030; 0, 110].

Observando a figura 6.3, referente a representagao grafica da distribuicdo empirica da taxa
de erro bootstrap .632 calculada utilizando o algoritmo desta se¢ao com a funcao discriminante
de Fisher, podemos notar como o erro aparente pode ser viesado |Efron (1986)]. A estima-
tiva pontual e o intervalo para o erro calculado pelo estimador bootstrap .632 foram 0,075 e
[0,037;0,116], respectivamente. Dessa forma podemos ver como a distribui¢ao empirica sofre
uma mudanca de locagao. Esta mudanca de locagao esta ilustrada na figura 6.4.

Na figura 6.5 podemos observar a distribuigdo empirica da taxa de erro aparente obtida
utilizando o algoritmo desta se¢ao com a fungao discriminante de nucleo. A estimativa pontual
para a taxa de erro aparente para este método foi igual a 0,050 e o intervalo de confianga
bootstrap de nivel nominal 5% correspondeu a [0,010;0,070].

A distribuigdo empirica da taxa de erro bootstrap .632 obtida utilizando o algoritmo desta
secao com a fung¢ao discriminante de nicleo pode ser observada na figura 6.6. A estimativa pon-
tual e o intervalo para o erro calculado pelo estimador bootstrap .632 foram 0,077 e [0, 027; 0, 096],
respectivamente. Observando a figura 6.7, podemos mais uma vez observar que a distribuigao
empirica sofre mudanca de locagao, indicando que a taxa de erro aparente é uma estimativa
otimista da taxa de erro verdadeira.

Através dos intervalos de confianga bootstrap obtidos podemos comparar o método discrimi-
nante de Fisher com o método discriminante de nticleo. Observando os intervalos de confianca
referentes as taxas de erro bootstrap .632 podemos concluir que com o método de ntucleo pode-

mos obter taxas de erro menores do que as taxas de erro obtidas com o método discriminante de
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Fisher.

O esfor¢o computacional para o calculo do intervalo de confianca quando o estimador boot-
strap .632 ¢é utilizado deve ser destacado. Para o exemplo do salmao, considerado nesta segao,
foram utilizadas 400 amostras bootstrap e para o calculo de estimador bootstrap .632 foram
utilizadas 500 amostras utilizando-se a expressao (4.6) para cada uma das 400 amostras boot-
strap. Portanto, foram geradas 400 x 500 = 200000 amostras bootstrap o que corresponde a um

consideravel esforco computacional.
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Figura 6.2: Representacao grafica da distribui¢ao empirica da taxa de erro aparente (equagao
(4.2)) obtida utilizando o algoritmo desta se¢ao com a fungao discriminante linear de Fisher.
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Figura 6.3: Representacao grafica da distribuicao empirica da taxa de erro calculada através do
estimador bootstrap .632 (equagao (4.7)) obtida utilizando o algoritmo desta se¢ao com a fungao
discriminante linear de Fisher.
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Figura 6.4: Representacao grafica da sobreposicao da distribuicdo empirica da Taxa de Erro
Aparente (Cor branca/linhas solidas) e da distribuigao empirica da Taxa de Erro bootstrap .632
(Cor cinza/linhas tracejadas) obtidas utilizando o algoritmo desta se¢ao com a fun¢ao discrimi-
nante linear de Fisher.
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Figura 6.5: Representacao grafica da distribui¢ao empirica da taxa de erro aparente (equagao
(4.2)) obtida utilizando o algoritmo desta se¢do com a fungao discriminante de niucleo.
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Figura 6.6: Representacao grafica da distribuicao empirica da taxa de erro calculada através do
estimador bootstrap .632 (equagao (4.7)) obtida utilizando o algoritmo desta se¢ao com a fungao
discriminante de nicleo.
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Figura 6.7: Representacao grafica da sobreposi¢ao da distribuigdo empirica da Taxa de Erro
Aparente (Cor branca/linhas solidas) e da distribuigao empirica da Taxa de Erro bootstrap .632
(Cor cinza/linhas tracejadas) obtidas utilizando o algoritmo desta segdo com a fungao discrimi-
nante de nicleo.
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CAPITULO [

Conclusdes e Direcbes para Trabalhos Futuros

7.1 Conclusoes

No desenvolvimento deste trabalho, foram apresentados dois métodos de classificacao clas-
sicos, a andlise discriminante linear e a anélise discriminante quadratica, e um método nao-
paramétrico de classificacao, baseado na estimagao das fungoes de densidade de probabilidade
das populagoes através de fungoes nicleo, a analise discriminante de nucleo. Fizemos uma re-
visao destes métodos e apresentamos um estudo de simulacao e algumas aplicagdes préaticas, com
0 objetivo de comparar os desempenhos destes métodos. Nesta comparacgao, vimos que, em situ-
agoes cuja complexidade é pequena, como nos cenarios A e B, fun¢des discriminantes lineares,
quadraticas e de niicleo produzem bons resultados e comportamentos muito semelhantes. Em
situagoes como a apresentada no cenario C, os trés métodos fornecem resultados satisfatorios,
entretanto, o método discriminante de ntcleo foi o que apresentou melhores resultados. Por outro
lado, em situagoes mais complexas, como os cenérios D, E e F, o método discriminante de ntcleo
apresenta desempenho muito superior aos demais métodos. As aplicacoes a dados reais permiti-
ram ilustrar a utilidade dos métodos em problemas reais do interesse de diversas areas, como no
exemplo do salmao, a classificacao dos salmbes como provenientes de dguas do estado americano
do Alasca ou de dguas do Canadé, e no exemplo dos pacientes que se submeteram a uma cirurgia

para retirada de um tumor na mama, a classificacao dos pacientes em duas classes: pacientes
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que sobreviveram apds 5 anos e pacientes que faleceram dentro do intervalo de 5 anos. Estas
aplicagoes mostram que estes métodos podem ser tteis na resolucao de problemas de distintas
areas. Outro ponto relevante dessas aplicagbes praticas foi a utilizacao do estimador bootstrap
.632 para estimar as taxas de erro de métodos de classificagao.

O método boosting foi explorado com o objetivo de reduzir a taxa de erro de classificagao
obtida pela funcao discriminante linear de Fisher. Porém, no estudo de simulagao realizado, esta
reducdo nao foi significativa. Apresentamos uma nova formulacio para a questao da atribuicéo de
pesos as observagoes no método boosting aplicado & analise discriminante de Fisher, relacionada
a uma mudanca conceitual na forma como esses pesos sao incorporados no algoritmo boosting
e, embora essa mudanca nao tenha ocasionado uma melhora no método, ela serviu para mostrar
que uma mudanca na forma como os pesos sao atribuidos pode ser uma alternativa para um
aperfeicoamento do método.

Outro ponto abordado nesta dissertagao foi a utilizagdo do método bootstrap para definigao
de uma fronteira de classificagdo em analise discriminante de Fisher, que ajudasse o usuario final
do método de classificagao no processo de tomadas de decisdes. No exemplo apresentado, esse
novo método apresentou resultados bastante interessantes, o que nos leva a acreditar que ele pode
ser explorado em problemas praticos. O método bootstrap também foi utilizado para definigao
de uma nova metodologia para construgao de intervalos de confianca para a taxa de erro de
classificagao. No exemplo apresentado, ilustramos que o calculo de intervalos de confianca para
taxas de erro de um método de classificacdo se constitui numa informacao mais completa do que

a estimacao pontual da taxa de erro.
7.2 Diregoes para Trabalhos Futuros

Essa se¢@o tem o objetivo de apontar dire¢Ges para trabalhos futuros relacionados ao contetido
abordados nesta dissertacao. Abaixo listamos algumas idéias deixadas para trabalhos futuros.
Algumas dessas idéias ja estao sendo trabalhadas e esperamos que possam resultar em bons

trabalhos.

65



Implementar e explorar o método boosting aplicado & andlise discriminante de nitcleo,

baseando-nos nos trabalhos de Di Marzio & Taylor (2005a) e Di Marzio & Taylor (2005b).

Avaliar outros critérios para obtencgao e incorporagao de pesos no algoritmo boosting em

anéalise discriminante de Fisher, de forma a obter melhores resultados.

Estudar as propriedades assintéticas relativas aos métodos da fronteira de classificagao
e do intervalo de confianga bootstrap para a taxa de erro. Além disso, tentar formular
testes de hipdteses baseados no método bootstrap, para comparar dois ou mais métodos

de classificagao.

Avaliar o método discriminante de nucleo utilizado com outros tipos de fungdo niucleo e

outras formas de obtencdo da matriz de largura de banda, H.
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APENDICE A

Notacdo de Ordem

Suponha que a,, e b, sdo seqiiéncias de nimeros reais. A notagao
an = O(by) (A.1)

significa que

lim sup M < 00.
n— oo |bn’

Por exemplo, se a,, = p + no?, onde p e o sdo constantes, entdo a, = O(n), pois,

2
lim sup M =% < .
n—00 n|

Nesta dissertagao, apenas a notagao de ordem O(-) para seqiiéncias de variaveis reais é uti-

lizada.
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APENDICE B

Programas de Simulagdo

Neste capitulo sao apresentadas as rotinas em linguagem R utilizadas para obtengao dos

resultados de simulacao apresentados nesta dissertagao.

B.1 Comparacao entre Analise Disriminante Classica e de Nicleo

# #
# Programa de Simulag&o com misturas de normais #
# utilizado na comparagdo entre os métodos dis- #
# criminantes linear, quadratico e de niicleo. #

## Bibliotecas necessarias
library (MASS)
library(ks)

## Para@metros gerais

R <- 10000 ## Nimero de réplicas de Monte Carlo
N <- 50 ## Tamanho das amostras de treinamento
n <- 1000 ## Tamanho da amostra de teste

y <- sort(rep(c(-1, 1), N/2))
ytst <- sort(rep(c(-1, 1), n/2))

HHHEHEEE% CENARIOS DE SIMULAGAQ ########t#a#s
## CENARIO 1 ##

musi.1 <- c(1, -1)
mus2.1 <- c(-1, 1)

sigmasl.1 <- matrix(c(4/9, 14/45, 14/45, 4/9), 2, 2)
sigmas2.1 <- matrix(c(4/9, 0, 0, 4/9), 2, 2)
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set.seed(1234567)
xtst.1 <- rbind(rmvnorm.mixt(n/2, musl.1, sigmasl.1, 1),
rmvnorm.mixt(n/2, mus2.1, sigmas2.1, 1))

erro.lda.l <- numeric(R)
erro.qda.l <- numeric(R)
erro.kda.l <- numeric(R)

## CENARIOD 2 ##

musl1.2 <- rbind(c(-3/2, -3/2), c(1/2, 1/2))
mus2.2 <- rbind(c(3/2, 3/2), c(-1/2, -1/2))

sigmasl.2 <- rbind(matrix(c(4/5, -1/2, -1/2, 4/5), 2, 2),
matrix(c(4/5, -1/2, -1/2, 4/5), 2, 2))
sigmas2.2 <- rbind(matrix(c(4/5, -1/2, -1/2, 4/5), 2, 2),
matrix(c(4/5, -1/2, -1/2, 4/5), 2, 2))

props.2 <- c(1/2, 1/2)

set.seed(1234567)
xtst.2 <- rbind(rmvnorm.mixt(n/2, musl.2, sigmasl.2, props.2),
rmvnorm.mixt(n/2, mus2.2, sigmas2.2, props.2))

erro.lda.2 <- numeric(R)
erro.qda.2 <- numeric(R)
erro.kda.2 <- numeric(R)

## CENARIO 3 ##

musi.3 <- rbind(c(-3/2, 0), c(3/2, 0))
mus2.3 <- c(0, 0)

sigmas1.3 <- rbind(matrix(c(3/10, 1/4, 1/4, 3/10), 2, 2),
matrix(c(3/10, 1/4, 1/4, 3/10), 2, 2))
sigmas2.3 <- matrix(c(4/5, 2/5, 2/5, 1), 2, 2)

props.3 <- c(1/2, 1/2)

set.seed(1234567)

xtst.3 <- rbind(rmvnorm.mixt(n/2, musl.3, sigmasl.3, props.3),
rmvnorm.mixt(n/2, mus2.3, sigmas2.3, 1))

erro.lda.3 <- numeric(R)

erro.qda.3 <- numeric(R)

erro.kda.3 <- numeric(R)

## CENARIO 4 ##

musl.4 <- c(-1, 1/2)
mus2.4 <- c(1, -1/2)

sigmasl.4 <- matrix(c(2/3, 1/5, 1/5, 4/9), 2, 2)
sigmas2.4 <- matrix(c(2/3, 1/5, 1/5, 4/9), 2, 2)

set.seed(1234567)

xtst.4 <- rbind(rmvnorm.mixt(n/2, musl.4, sigmasl.4, 1),
rmvnorm.mixt(n/2, mus2.4, sigmas2.4, 1))

erro.lda.4 <- numeric(R)

erro.qda.4 <- numeric(R)

erro.kda.4 <- numeric(R)

## CENARIO 5 ##
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mus1.5 <- c(-1, 1)
mus2.5 <- c(1, -1/2)

sigmasl.5 <- matrix(c(2/3, 1/5, 1/5, 1/3), 2, 2)
sigmas2.5 <- matrix(c(2/3, 1/5, 1/5, 1/3), 2, 2)

set.seed(1234567)
xtst.5 <- rbind(rmvnorm.mixt(n/2, musl.5, sigmasl.5, 1),
rmvnorm.mixt(n/2, mus2.5, sigmas2.5, 1))

erro.lda.5 <- numeric(R)
erro.qda.5 <- numeric(R)
erro.kda.5 <- numeric(R)

## CENARIO 6 ##

musi.6 <- rbind(c(-3/2, 0), c(3/2, 0))
mus2.6 <- c(0, 0)

sigmasl.6 <- rbind(matrix(c(1/12, 1/4, 1/4, 1), 2, 2),
matrix(c(1/12, 1/4, 1/4, 1), 2, 2))
sigmas2.6 <- matrix(c(4/9, 1/5, 1/5, 4/9), 2, 2)

props.6 <- c(1/2, 1/2)

set.seed(1234567)
xtst.6 <- rbind(rmvnorm.mixt(n/2, musl.6, sigmasl.6, props.6),
rmvnorm.mixt(n/2, mus2.6, sigmas2.6, 1))

erro.lda.6 <- numeric(R)
erro.qda.6 <- numeric(R)
erro.kda.6 <- numeric(R)

set.seed(321)

inicio <- proc.time() [1]

## Inicio do lago de Monte Carlo
for (j in 1 : R) {

## CENARIO 1 ##

x.1 <- rbind(rmvnorm.mixt(N/2, musl.1, sigmasi.1, 1),
rmvnorm.mixt (N/2, mus2.1, sigmas2.1, 1))

## Analise discriminante linear

fitl.1 <- pda(x.1, y, xtst.1, type = "line")

erro.lda.1[j] <- compare(fitl.1, ytst)$error

## Analise discriminante quadratica

fit2.1 <- pda(x.1, y, xtst.1, type = "quad")

erro.qda.1[j] <- compare(fit2.1, ytst)$error

## Analise discriminante kernel

H.1 <- Hkda(x.1, y, bw = "lscv")

fit3.1 <- kda(x.1, y, H.1, xtst.1)

erro.kda.1[j] <- compare(fit3.1, ytst)$error

## CENARIO 2 ##

x.2 <- rbind(rmvnorm.mixt(N/2, musl.2, sigmasl.2, props.2),
rmvnorm.mixt (N/2, mus2.2, sigmas2.2, props.2))

## Andlise discriminante linear

fitl.2 <- pda(x.2, y, xtst.2, type = "line")

erro.lda.2[j] <- compare(fitl.2, ytst)$error

## Andlise discriminante quadratica

£it2.2 <- pda(x.2, y, xtst.2, type = "quad")

erro.qda.2[j] <- compare(fit2.2, ytst)$error
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## Analise discriminante kernel

H.2 <- Hkda(x.2, y, bw = "lscv")

fit3.2 <- kda(x.2, y, H.2, xtst.2)
erro.kda.2[j] <- compare(fit3.2, ytst)$error

## CENARIO 3 ##

x.3 <- rbind(rmvnorm.mixt(N/2, musl.3, sigmasl.3, props.3),
rmvnorm.mixt (N/2, mus2.3, sigmas2.3, 1))

## Andlise discriminante linear

fitl.3 <- pda(x.3, y, xtst.3, type = "line")

erro.lda.3[j] <- compare(fitl.3, ytst)$error

## Andlise discriminante quadratica

fit2.3 <- pda(x.3, y, xtst.3, type = "quad")

erro.qda.3[j] <- compare(fit2.3, ytst)$error

## Andlise discriminante kernel

H.3 <- Hkda(x.3, y, bw = "lscv")

£fit3.3 <- kda(x.3, y, H.3, xtst.3)

erro.kda.3[j] <- compare(fit3.3, ytst)$error

## CENARIO 4 ##

x.4 <- rbind(rmvnorm.mixt(N/2, musl.4, sigmasl.4, 1),
rmvnorm.mixt (N/2, mus2.4, sigmas2.4, 1))

## Analise discriminante linear

fitl.4 <- pda(x.4, y, xtst.4, type = "line")

erro.lda.4[j] <- compare(fitl.4, ytst)$error

## Analise discriminante quadratica

fit2.4 <- pda(x.4, y, xtst.4, type = "quad")

erro.qda.4[j] <- compare(fit2.4, ytst)$error

## Analise discriminante kermnel

H.4 <- Hkda(x.4, y, bw = "lscv")

fit3.4 <- kda(x.4, y, H.4, xtst.5)

erro.kda.4[j] <- compare(fit3.4, ytst)$error

## CENARIO 5 ##

x.5 <- rbind(rmvnorm.mixt(N/2, musl.5, sigmasi.5, 1),
rmvnorm.mixt (N/2, mus2.5, sigmas2.5, 1))

## Andlise discriminante linear

fitl.5 <- pda(x.5, y, xtst.5, type = "line")

erro.lda.5[j] <- compare(fitl.5, ytst)$error

## Andlise discriminante quadratica

fit2.5 <- pda(x.5, y, xtst.5, type = "quad")

erro.qda.5[j] <- compare(fit2.5, ytst)$error

## Andlise discriminante kernel

H.5 <- Hkda(x.5, y, bw = "lscv")

£it3.5 <- kda(x.5, y, H.5, xtst.5)

erro.kda.5[j] <- compare(fit3.5, ytst)$error

## CENARIO 6 ##

x.6 <- rbind(rmvnorm.mixt(N/2, musl.6, sigmasl.6, props.6),
rmvnorm.mixt (N/2, mus2.6, sigmas2.6, 1))

## Analise discriminante linear

fitl.6 <- pda(x.6, y, xtst.6, type = "line")

erro.lda.6[j] <- compare(fitl.6, ytst)$error

## Anadlise discriminante quadratica

fit2.6 <- pda(x.6, y, xtst.6, type = "quad")

erro.qda.6[j] <- compare(fit2.6, ytst)$error

## Analise discriminante kernel

H.6 <- Hkda(x.6, y, bw = "lscv")

fit3.6 <- kda(x.6, y, H.6, xtst.6)

erro.kda.6[j] <- compare(fit3.6, ytst)$error
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}

tempo <- proc.time()[1] - inicio[1]

result.cenl <- matrix(c(mean(erro.lda.1l), mean(erro.qda.

sd(erro.lda.1), sd(erro.qda.l),
rownames (result.cenl) <- c("LDA", "QDA", "KDA")
colnames(result.cenl) <- c("Média", "Desvio Padr&o")

result.cen2 <- matrix(c(mean(erro.lda.2), mean(erro.qda.

sd(erro.lda.2), sd(erro.qda.2),
rownames (result.cen2) <- c("LDA", "QDA", "KDA")
colnames(result.cen2) <- c("Média", "Desvio Padr&o")

result.cen3 <- matrix(c(mean(erro.lda.3), mean(erro.qda.

sd(erro.lda.3), sd(erro.qda.3),
rownames (result.cen3) <- c("LDA", "QDA", "KDA")
colnames (result.cen3) <- c("Média", "Desvio Padrdo")

result.cen4 <- matrix(c(mean(erro.lda.4), mean(erro.qda.

sd(erro.lda.4), sd(erro.qda.4),
rownames (result.cen4) <- c("LDA", "QDA", "KDA")
colnames(result.cend4) <- c("Média", "Desvio Padr&o")

result.cenb <- matrix(c(mean(erro.lda.5), mean(erro.qda.

sd(erro.lda.5), sd(erro.qda.5),
rownames (result.cen5) <- c("LDA", "QDA", "KDA")
colnames(result.cen5) <- c("Média", "Desvio Padr&o")

result.cen6 <- matrix(c(mean(erro.lda.6), mean(erro.qda.

sd(erro.lda.6), sd(erro.qda.6),
rownames (result.cen6) <- c("LDA", "QDA", "KDA")
colnames (result.cen6) <- c("Média", "Desvio Padr&o")

sink("resultados50-R10000.txt")
cat("N = ",N,"\n")

cat ("\nCENARIO 1\n")

result.cenl

cat("\n-------—mmm e \n")
cat ("\nCENARIO 2\n")

result.cen2

cat ("\nCENARIO 3\n")
result.cen3

cat ("\nCENARIO 4\n")
result.cend

cat ("\nCENARIO 5\n")
result.cenb

cat ("\nCENARIO 6\n")
result.cen6

cat("\n-------m e \n")
cat ("\nTempo de execugdo: ",tempo,"\n")
sink()

B.2 Boosting em Analise Discriminante Linear de Fisher

# #
# Implementa a fungdo discriminante linear #
# de Fisher para o caso de dois grupos #
# #

flda <- function(xtrain, group)
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train <- cbind(xtrain, group)

x1 <- as.matrix(train[group == -1, 1 : (dim(train)[2] - 1)])

x2 <- as.matrix(train[group == 1, 1 : (dim(train)[2] - 1)]1)

mean_x1 <- apply(xl, 2, mean)

mean_x2 <- apply(x2, 2, mean)

S1 <- cov(x1)

S2 <- cov(x2)

Sc <- (((dim(x1)[1] - 1) * S1) + ((dim(x2)[1] - 1) * S2)) /
(dim(x1) [1] + dim(x2)[1] - 2)

1_hat <- t(mean_x1 - mean_x2) %*J solve(Sc)

m_hat <- .5 * t(mean_x1 - mean_x2) %%}, solve(Sc) %+, (mean_x1 + mean_x2)

means <- rbind(mean_x1, mean_x2)
rownames (means) <- list("group 1 ", "group 2 ")
result <- list(means, S1, S2, Sc, 1_hat, m_hat)

names (result) <- list("means", "s1", "s2", "sc", "coef", "threshold")
result

}

# #

# Implementa a fung8o discriminante linear #

# de Fisher para o caso de dois grupos com #

# pesos incorporados no calculo da média e #

# da covariancia #

# #

wflda <- function(xtrain, group, w)
{
train <- cbind(xtrain, group)
x1 <- as.matrix(train[group == -1, 1 : (dim(train)[2] - 1)])
x2 <- as.matrix(train[group == 1, 1 : (dim(train)[2] - 1)])
wl <- w[1l : (dim(x1)[1])]
w2 <- w[((dim(x1) [1]) + 1) : ((dim(x1)[1]) + (dim(x2)[1]))]
mean_x1 <- apply((wl * x1), 2, sum) / sum(wl)
mean_x2 <- apply((w2 * x2), 2, sum) / sum(w2)
S1 <- matrix(0, dim(x1)[2], dim(x1) [2])
for(i in 1 : (dim(x1)[1]))
S1 <- 81 + wil[i] * (x1[i,] - mean_x1) %*% t(x1[i,] - mean_x1)
S1 <- 81 / ((dim(x1)[11) - 1)
S2 <- matrix(0, dim(x2)[2], dim(x2)[2])
for(j in 1 : (dim(x2)[11))
S2 <- S2 + w2[j] * (x2[j,] - mean_x2) %*% t(x2[j,] - mean_x2)
52 <- 82 / ((dim(x2)[1]) - 1)
Sc <- (((dim(x1)[1] - 1) * S1) + ((dim(x2)[1] - 1) * S2)) /
(dim(x1) [1] + dim(x2)[1] - 2)
1_hat <- t(mean_x1 - mean_x2) %*% solve(Sc)

m_hat <- .5 * t(mean_x1 - mean_x2) %*J, solve(Sc) %+, (mean_x1 + mean_x2)

means <- rbind(mean_x1, mean_x2)

rownames (means) <- list("group 1 ", "group 2 ")

result <- list(means, S1, S2, Sc, 1l_hat, m_hat)

names (result) <- list("means", "s1", "s2", "sc", "coef", "threshold")
result

# Predigdo para a fungdo discriminante linear #
# de Fisher para o caso de dois grupos #
# #

predict.lda <- function(fit, newdata)

{
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x <- newdata

n <- dim(x) [1]

coef <- fit$coef

threshold <- fit$threshold
y_hat <- numeric(n)

class <- numeric(n)

for(t in 1 : n)

{
y_hat[t] <- coef %*% x[t,]
if (y_hat[t] >= threshold)
class[t] <- -1
else
class[t] <- 1
¥
class
}
#

#
# Predigdo para o boosting em analise #
# discriminante linear de Fisher para o caso #
# de dois grupos #
# #

predict.boostlda <- function(fit, newdata)
{
x <- newdata
n <- dim(x) [1]
p <- dim(x) [2]
coefs <- fit$coefs
thresholds <- fit$thresholds
boost.weights <- fit$const
M <- length(thresholds)
y_hat <- matrix(0, n, M)
class <- matrix(0, n, M)
for (i in 1 : M) {
for (j in 1 : n) {
y_hat[j, i] <- coefs[i, 1 %*% x[j, ]
if (y_hat[j, il >= thresholds[il)
class[j, il <- -1
else
class[j, i] <- 1
}

}
class.final <- sign(t(t(boost.weights) %*J, t(class)))
result <- list(class, class.final)
names (result) <- list("class", "class.final")
result

#
Boosting em anadlise discriminante linear #
de Fisher para o caso de dois grupos #

#

BoostLDA <- function(xtrn, ytrn, M)
{
<- dim(xtrn) [1]
<- dim(xtrn) [2]
rep((1 / N), N)
.trn <- matrix(0, N, M)
.trn <- numeric(N)

T H 5 0=
A
I
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I <- matrix(0, N, M)
error <- numeric(M)
¢ <- numeric(M)
coefs <- matrix(0, M, p)
thresholds <- numeric(M)
for (min 1 : M) {
xweighted <- w * xtrn
classifier <- flda(xweighted, ytrn)
coefs[m, ] <- classifier$coef
thresholds[m] <- classifier$threshold
f.trn[, m] <- predict.lda(classifier, xtrn)
I[, m] <- (f.trn[, m] != ytrn)
error[m] <- w %x% I[, m]
c[m] <- .5 * log((1 - error[m]) / error[m])
w <- w * exp(-c[m] * ytrn * f.trn[, m])
w <- pmax(w / sum(w), le-24)
F.trn <- F.trn + (c[m] * f.trn[, m])
}
class.trn <- sign(F.trn)
result <- list(coefs, thresholds, error, w, c, class.trn,
error.trn = apply(I, 2, mean))
names (result) <- list("coefs", "thresholds", "error",
"weights", "const", "class.trn", "error.trn")
result

# #
# Boosting em andlise discriminante linear #
# de Fisher ponderada para o caso de dois #
#
#

# grupos

BoostWLDA <- function(xtrn, ytrn, M)

{

<- dim(xtrn) [1]

<- dim(xtrn) [2]

<- rep((1 / N), N)

trn <- matrix(0, N, M)

trn <- numeric(N)

I <- matrix(0, N, M)

error <- numeric(M)

c <- numeric(M)

coefs <- matrix(0, M, p)

thresholds <- numeric(M)

for (m in 1 : M) {
classifier <- wflda(xtrn, ytrn, w)
coefs[m, ] <- classifier$coef
thresholds[m] <- classifier$threshold
f.trn[, m] <- predict.lda(classifier, xtrn)
I[, m] <- (f.trn[, m] != ytrn)
error[m] <- w %x*% I[, m]
c[m] <- .5 * log((1 - error[m]) / error[m])
w <- w * exp(-c[m] * ytrn * f.trn[, m])
w <- pmax(w / sum(w), le-24)
F.trn <- F.trn + (c[m] * f.trn[, m])

T H s T =

}
class.trn <- sign(F.trn)
result <- list(coefs, thresholds, error, w, c,
class.trn, error.trn = apply(I, 2, mean))
names (result) <- list("coefs", "thresholds", "error",
"weights", "comst", "class.trn", "error.trn")
result

75



#
Simulagdo Anadlise Discriminante #
(Segdo Boosting) #
#
B S

H H B

library (mvtnorm)

R <- 1000 ## Nimero de Réplicas de Monte Carlo

N <- 10 ## Tamanho de amostra para o conjunto de treinamento
n <- 1000 ## Tamanho de amostra para o conjunto de teste
p <- 20 ## Nimero de variaveis preditoras

set.seed(123456789)

## Geragdo do conjunto de teste e das variaveis indicadoras

## da classe para os conjuntos de treinamento e teste

a <- 1 / sqrt(p)

x.tst <- rbind(rmvnorm(n/2, rep(0, p), 4 * diag(l, p, p)),
rmvnorm(n/2, rep(a, p)))

y.tst <- sort(rep(c(-1, 1), n/2))

y.trn <- sort(rep(c(-1, 1), N/2))

z <- rep(1 / N, N) ## Vetor de pesos (WLDA)

## Variaveis utilizadas para armazenar resultados
## obtidos no lago de Monte Carlo

## Conjunto de Treinamento
Nil.trn.1 <- N12.trn.1 <- N21.trn.1 <- N22.trn.1 <- O

## Conjunto de Teste
Niil.tst.1 <- N12.tst.1 <- N21.tst.l <- N22.tst.1 <- 0

## Inicio do lago de Monte Carlo
for (j in 1 : R)

{

x.trn <- rbind(rmvnorm(N/2, rep(0, p), 4 * diag(l, p, p)),
rmvnorm(N/2, rep(a, p)))

fitl <- flda(x.trn, y.trn)
predl.trn <- predict.lda(fitl, x.trn)
tabl.trn <- table(y.trn, predl.trn)
Nil.trn.1 <- Nil.trn.1 + tabil.trn[1, 1]
N12.trn.1 <- N12.trn.1 + tabl.trn[1, 2]
N21.trn.1 <- N21.trn.1 + tabil.trn[2, 1]
N22.trn.1 <- N22.trn.1 + tabl.trn[2, 2]
predl.tst <- predict.lda(fitl, x.tst)
tabl.tst <- table(y.tst, predl.tst)
Nil.tst.1 <- Nil.tst.1 + tabil.tst[1, 1]
N12.tst.1 <- N12.tst.1 + tabl.tst[1, 2]
N21.tst.1 <- N21.tst.1 + tabl.tst[2, 1]
N22.tst.1 <- N22.tst.1 + tabil.tst[2, 2]

}

matrixl.trn <- matrix(0, 2, 2)

rownames (matrixl.trn) <- c("True -1","True 1")
colnames (matrixl.trn) <- c("Pred. -1","Pred. 1")
matrixl.trn <- as.table(matrixl.trn)
matrixl.trn[1, 1] <- Nii.trn.1

matrixl.trn[1, 2] <- Ni2.trn.1

matrixl.trn[2, 1] <- N21.trn.1

matrixl.trn[2, 2] <- N22.trn.1
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errol.trn <- sum(matrixl.trn[row(matrixl.trn) !=
col(matrixl.trn)])/sum(matrixl.trn)

matrixl.tst <- matrix(0, 2, 2)

rownames (matrixl.tst) <- c("True -1","True 1")
colnames (matrixl.tst) <- c("Pred. -1","Pred. 1")
matrixl.tst <- as.table(matrixl.tst)
matrixl.tst[1, 1] <- Nii.tst.1

matrixl.tst[1, 2] <- Ni2.tst.1

matrixl.tst[2, 1] <- N21.tst.1

matrixl.tst[2, 2] <- N22.tst.1

errol.tst <- sum(matrixl.tst[row(matrixl.tst) !=
col(matrixl.tst)])/sum(matrixl.tst)

sink("resultados (LDA).txt")
print("Matriz de Confus&o - FLDA - TRN:")

matrixl.trn
print("Taxa de Erro:")

errol.trn
print("-------mmm e ")
print("------mmmmm e ")

print("Matriz de Confus&o - FLDA - TST:")
matrixl.tst

print("Taxa de Erro:")

errol.tst
print("--------mmmm ")

#
# Simulagdo Boosting em Anadlise #
# Discriminante de Fisher Ponderada #
# (Segdo Boosting) #
# #

library (mvtnorm)

R <- 100 ## Namero de Réplicas de Monte Carlo

N <- 350 ## Tamanho de amostra para o conjunto de treinamento
n <- 1000 ## Tamanho de amostra para o conjunto de teste

p <- 20 ## Nimero de varidveis preditoras

M <- 100

set.seed(123456789)

## Geragdo do conjunto de teste e das variaveis indicadoras

## da classe para os conjuntos de treinamento e teste
a <- 1 / sqrt(p)

x.tst <- rbind(rmvnorm(n/2, rep(0, p), 4 * diag(l, p, p)),

rmvnorm(n/2, rep(a, p)))
y.tst <- sort(rep(c(-1, 1), n/2))
y.trn <- sort(rep(c(-1, 1), N/2))

## Variaveis utilizadas para armazenar resultados
## obtidos no lago de Monte Carlo

## Conjunto de Treinamento
Ni1i.trn.1 <- N12.trn.1 <- N21.trn.1 <- N22.trn.1 <- 0

## Conjunto de Teste
Niil.tst.1 <- N12.tst.1 <- N21.tst.l <- N22.tst.1 <- 0
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## Inicio do lago de Monte Carlo
for (j in 1 : R)

{
x.trn <- rbind(rmvnorm(N/2, rep(0, p), 4 * diag(l, p, p)),
rmvnorm(N/2, rep(a, p)))
fitl <- BoostLDA(x.trn, y.trn, M)
predl.trn <- predict.boostlda(fitl, x.trn)$class.final
tabl.trn <- table(y.trn, predl.trn)
Nil.trn.1 <- Nil.trn.1 + tabil.trn[1, 1]
N12.trn.1 <- N12.trn.1 + tabl.trn[1, 2]
N21.trn.1 <- N21.trn.1 + tabil.trn[2, 1]
N22.trn.1 <- N22.trn.1 + tabl.trn[2, 2]
predl.tst <- predict.boostlda(fitl, x.tst)$class.final
tabl.tst <- table(y.tst, predl.tst)
Nil.tst.1 <- Nil.tst.1 + tabl.tst[1, 1]
Ni2.tst.1 <- N12.tst.1 + tabil.tst[1, 2]
N21.tst.1 <- N21.tst.1 + tabl.tst[2, 1]
N22.tst.1 <- N22.tst.1 + tabl.tst[2, 2]
}

matrixl.trn <- matrix(0, 2, 2)

rownames (matrixl.trn) <- c("True -1","True 1")
colnames (matrixl.trn) <- c("Pred. -1","Pred. 1")
matrixl.trn <- as.table(matrixl.trn)
matrixl.trn[1, 1] <- Nii.trn.1

matrixl.trn[1, 2] <- Ni2.trn.1

matrixl.trn[2, 1] <- N21.trn.1

matrixl.trn[2, 2] <- N22.trn.1

errol.trn <- sum(matrixl.trn[row(matrixl.trn) !=
col(matrixl.trn)])/sum(matrixi.trn)

matrixl.tst <- matrix(0, 2, 2)

rownames (matrixl.tst) <- c("True -1","True 1")
colnames (matrixl.tst) <- c("Pred. -1","Pred. 1")
matrixl.tst <- as.table(matrixl.tst)
matrixl.tst[1, 1] <- Ni1.tst.1

matrixl.tst[1, 2] <- Ni2.tst.1

matrixl.tst[2, 1] <- N21.tst.1

matrixl.tst[2, 2] <- N22.tst.1

errol.tst <- sum(matrixl.tst[row(matrixl.tst) !=
col(matrixl.tst)])/sum(matrixl.tst)

sink("resultados (BoostLDA) (N = ).txt")
print("Matriz de Confus&o:")

matrixl.trn
print ("Taxa de Erro:")

errol.trn
print(M------mm e ")
print("-------mmmm - ")

print ("Matriz de Confus&o:")
matrixl.tst
print("Taxa de Erro:")

errol.tst

sink()

# #
# Simulagdo Boosting em Analise #
# Discriminante de Fisher Ponderada #
# (Segdo Boosting) #
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library (mvtnorm)

R <- 100 ## Nimero de Réplicas de Monte Carlo

N <- 200 ## Tamanho de amostra para o conjunto de treinamento
n <- 1000 ## Tamanho de amostra para o conjunto de teste

p <- 20 ## Nimero de variaveis preditoras

M <- 100

set.seed (123456789)

## Geragdo do conjunto de teste e das variaveis indicadoras

## da classe para os conjuntos de treinamento e teste

a <- 1/ sqrt(p)

x.tst <- rbind(rmvnorm(n/2, rep(0, p), 4 * diag(l, p, p)),
rmvnorm(n/2, rep(a, p)))

y.tst <- sort(rep(c(-1, 1), n/2))

y.trn <- sort(rep(c(-1, 1), N/2))

## Variaveis utilizadas para armazenar resultados
## obtidos no lago de Monte Carlo

## Conjunto de Treinamento
Nil.trn.1 <- N12.trn.1 <- N21.trn.1 <- N22.trn.1 <- O

## Conjunto de Teste
Nil.tst.1 <- N12.tst.1l <- N21.tst.1l <- N22.tst.1 <- 0

## Inicio do lago de Monte Carlo
for (j in 1 : R)

{
x.trn <- rbind(rmvnorm(N/2, rep(0, p), 4 * diag(l, p, p)),
rmvnorm(N/2, rep(a, p)))
fitl <- BoostWLDA(x.trn, y.trn, M)
predl.trn <- predict.boostlda(fitl, x.trn)$class.final
tabl.trn <- table(y.trn, predl.trn)
Nil.trn.1 <- Nii.trn.1 + tabl.trn[1, 1]
Ni12.trn.1 <- N12.trn.1 + tabil.trn[1, 2]
N21.trn.1 <- N21.trn.1 + tabl.trn[2, 1]
N22.trn.1 <- N22.trn.1 + tabl.trn[2, 2]
predl.tst <- predict.boostlda(fitl, x.tst)$class.final
tabl.tst <- table(y.tst, predl.tst)
Nil.tst.1 <- Nil.tst.1 + tabil.tst[1, 1]
N12.tst.1 <- Ni2.tst.1 + tabl.tst[1, 2]
N21.tst.1 <- N21.tst.1 + tabil.tst[2, 1]
N22.tst.1 <- N22.tst.1 + tabl.tst[2, 2]
}

matrixl.trn <- matrix(0, 2, 2)

rownames (matrixl.trn) <- c("True -1","True 1")
colnames (matrixl.trn) <- c("Pred. -1","Pred. 1")
matrixl.trn <- as.table(matrixl.trn)
matrixl.trn[1, 1] <- Nil.trn.1

matrixl.trn[1, 2] <- Ni12.trn.1

matrixl.trn[2, 1] <- N21.trn.1

matrixl.trn[2, 2] <- N22.trn.1

errol.trn <- sum(matrixl.trn[row(matrixl.trn) !=
col(matrixl.trn)])/sum(matrixl.trn)

matrixl.tst <- matrix(0, 2, 2)

rownames (matrixl.tst) <- c("True -1","True 1")
colnames (matrixl.tst) <- c("Pred. -1","Pred. 1")
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matrixl.tst <- as.table(matrixl.tst)
matrixl.tst[1, 1] <- Nil.tst.1
matrixl.tst[1, 2] <- N12.tst.1
matrixl.tst[2, 1] <- N21.tst.1
matrixl.tst[2, 2] <- N22.tst.1

errol.tst <- sum(matrixl.tst[row(matrixl.tst) !=
col(matrixl.tst)])/sum(matrixl.tst)

sink("resultados (BoostWLDA) (N = 200).txt")

print("Matriz de Confus&o:")
matrixl.trn

print("Taxa de Erro:")
errol.trn

matrixl.tst
print("Taxa de Erro:")
errol.tst

sink()

B.3 Fronteira de Classificacao

rm(1list=1s(all=TRUE))
library(ks)
library(lattice)

flda <- function(xtrain, group)

# Implementa a fung8o discriminante linear de Fisher para o caso de dois grupos
# xtrain = padrdes de entrada para o conjunto de treinamento (objeto tipo matrix)

# group = roétulos dos padrdes de entrada codificados como -1 ou +1

{
train <- cbind(xtrain, group)
x1 <- as.matrix(train[group == 1, 1 : (dim(train)([2] - 1)1)
x2 <- as.matrix(train[group == 2, 1 : (dim(train)[2] - 1)]1)
mean_x1 <- apply(xl, 2, mean)
mean_x2 <- apply(x2, 2, mean)
S1 <- cov(x1)
S2 <- cov(x2)
Sc <- (((dim(x1)[1] - 1) * S1) + ((dim(x2)[1] - 1) * S2)) / (dim(x1)[1] + dim(x2) [1]
1_hat <- t(mean_x1 - mean_x2) %*% solve(Sc)
m_hat <- .5 * t(mean_x1 - mean_x2) %*J solve(Sc) %+’ (mean_x1 + mean_x2)
means <- rbind(mean_x1, mean_x2)
rownames (means) <- list("group 1 ", "group 2 ")
result <- list(means, S1, S2, Sc, 1l_hat, m_hat)
names (result) <- list("means", "s1", "s2", "sc", "coef", "threshold")
result
}

predict.lda <- function(fit, newdata)

# Implementa um médulo de predigdo para a fungdo discriminante linear de Fisher

# fit = objeto do tipo "flda" ou "wflda" (fungdes flda.R ou wflda.R)
# newdata = padrdes cujas classes queremos predizer (objeto tipo matrix)

{
x <- newdata
n <- dim(x) [1]
coef <- fit$coef
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threshold <- fit$threshold
y_hat <- numeric(n)

class <- numeric(n)

for(t in 1 : n)

{
y_hat[t] <- coef %x% x[t,]
if (y_hat[t] >= threshold)
class[t] <- 1
else
class[t] <- 2
}

result <- list(class, y_hat)
names (result) <- list("class", "yO")

result
}
B <- 400 ## Nameros de amostras Bootstrap
N <- 50 ## Tamanho de amostra para o conjunto de treinamento
n <- 50 ## Tamanho da amostra para o conjunto de teste
alpha <- 0.05 ## Nivel nominal de significancia

## Geragdo dos conjunto de treinamento e de teste e das variaveis indicadoras das populagdes

y.trn <- sort(rep(c(1, 2), N/2))
y.tst <- sort(rep(c(l, 2), n/2))

musl.2 <- c(-1, 1/2)
mus2.2 <- c(1, -1/2)

sigmasl.2 <- matrix(c(2/3, 1/5, 1/5, 4/9), 2, 2)
sigmas2.2 <- matrix(c(2/3, 1/5, 1/5, 4/9), 2, 2)

set.seed(321)
x.tst <- rbind(rmvnorm.mixt(n/2, musl.2, sigmasi.2, 1), rmvnorm.mixt(n/2, mus2.2, sigmas2.2, 1))
x.trn <- rbind(rmvnorm.mixt(N/2, musl.2, sigmasl.2, 1), rmvnorm.mixt(N/2, mus2.2, sigmas2.2, 1))

## Programa Principal

fit0 <- flda(x.trn, y.trn)
pred0 <- predict.lda(fit0O, x.tst)
yhatO <- pred0$y0

mb <- numeric(B)

## Inicio do lago de Bootstrap
for (b in 1 : B) {
ind.b <- sample(l : N, N, replace = T)
x.trn.b <- x.trn[ind.b, ]
y.trn.b <- y.trn[ind.b]
fitl <- flda(x.trn.b, y.trn.b)
mb[b] <- fitl$threshold
}

sorted.mb <- sort(mb)
LI <- sorted.mb[alpha*B]
LS <- sorted.mb[(1-alpha)*B]

pop <- numeric(n)
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for (1 in 1 : n) {
if (yhatO[i] >= LS)
popli] <- 1
if (yhatO[il <= LI)
popli] <- 2
if (yhatO[i] < LS && yhatO[i] > LI)
popli] <- 3
}

## Comparando as classes veradeiras com as preditas pelos 2 métodos
cbind(1:n,y.tst,pred0$class,pop)

f <- pda.pde(x.trn, y.trn, type = "line")

plot(f, x.tst, y.tst, col = c("white", "white"), cont = 0, pch = c(16, 4), ptcol = c("black", "black"),
xlab = expression(X[1]), ylab = expression(X[2]))

identify(x.tst, labels = 1:n)

legend("topright", legend = c(expression(Pi[1]), expression(Pi[2])), pch = c(16, 4), bty = "n")
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APeNDICE C

Aplicacdes

Neste capitulo apresentamos as rotinas em linguagem R utilizadas para

tados das aplicacoes a dados reais apresentadas nesta dissertacgao.

C.1 Treinamento-e-Teste

w B

#
# Exemplo com o conjunto de dados do salmio #
# utilizado no capitulo 3

H*
H*

library(ks)
library (MASS)

data <- read.table("salmon.dat")
salmon <- datal, 2:3]
salmon.gr <- datal, 1]

salmon.lda <- pda(salmon, salmon.gr, salmon, type = "line")
salmon.qda <- pda(salmon, salmon.gr, salmon, type = "quad")
H <- Hkda(salmon, salmon.gr)

salmon.kda <- kda(salmon, salmon.gr, H, salmon)

compare (salmon.lda, salmon.gr)
compare (salmon.qda, salmon.gr)
compare (salmon.kda, salmon.gr)

f.1lda <- pda.pde(salmon, salmon.gr, type = "line")
f.qda <- pda.pde(salmon, salmon.gr, type = "quad")
f.kda <- kda.kde(salmon, salmon.gr, H)

plot(f.kda, col = c("darkgray", "gray85"), cont = 0, pch = c(16,4),
ptcol = c("black", "black"), xlab = expression(X[1]), ylab = expression(X[2]))
legend("topright", legend = c("Alasca", "Canada"), pch = c(16, 4), bty = "n")
x110)
plot(f.1lda, col = c("darkgray", "gray85"), cont = 0, pch = c(16,4),
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ptcol = c("black", "black"), xlab = expression(X[1]), ylab = expression(X[2]))
legend("topright", legend = c("Alasca", "Canada"), pch = c(16, 4), bty = "n")
x110)
plot(f.qda, col = c("darkgray", "gray85"), cont = 0, pch = c(16,4),

ptcol = c("black", "black"), xlab = expression(X[1]), ylab = expression(X[2]))
legend("topright", legend = c("Alasca", "Canada"), pch = c(16, 4), bty = "n")
x110)
plot(f.1lda, col = c("white", "white"), cont = 0, pch = c(16,4),

ptcol = c("black", "black"), xlab = expression(X[1]), ylab = expression(X[2]))
legend("topright", legend = c("Alasca", "Canadad"), pch = c(16, 4), bty = "n")

# #

# Rotina utilizada para aplicagdo dos #
# método aos dados do salmdo. #
# #
library (MASS)

library(ks)

library(caTools)

#i#t##########  TREINAMENTO-E-TESTE  ############

salmao <- read.table("salmon.dat")
X <- salmao[, 2:3]
Y <- salmaol[, 1]

msk <- sample.split(Y, 1/2)
x.trn <- X[msk,]

x.tst <- X[!msk,]

y.trn <- Y[msk]

y.tst <- Y[!'msk]

salmon.lda <- pda(x.trn, y.trn, x.tst, type = "line")
salmon.qda <- pda(x.trn, y.trn, x.tst, type = "quad")
H <- Hkda(x.trn, y.trn)

salmon.kda <- kda(x.trn, y.trn, H, x.tst)

compare (salmon.lda, y.tst)
compare (salmon.qda, y.tst)
compare (salmon.kda, y.tst)

f.lda <- pda.pde(x.trn, y.trn, type = "line")
f.qda <- pda.pde(x.trn, y.trn, type = "quad")
f.kda <- kda.kde(x.trn, y.trn, H)

plot(f.1lda, x.tst, y.tst, col = c("darkgray", "gray85"), cont = 0,
pch = c(16,4), 1ty = c(1, 3), ptcol = c("black", "black"),
xlab = expression(X[1]), ylab = expression(X[2]))
legend("topright", legend = c("Alasca", "Canada"), pch = c(16, 4), bty = "n")
x110)
plot(f.qda, x.tst, y.tst, col = c("darkgray", "gray85"), cont = O,
pch = c(16,4), 1ty = c(1, 3), ptcol = c("black", "black"),
xlab = expression(X[1]), ylab = expression(X[2]))
legend("topright", legend = c("Alasca", "Canadad"), pch = c(16, 4), bty = "n")
x110)
plot(f.kda, x.tst, y.tst, col = c("darkgray", "gray85"), cont = O,
pch = c(16,4), 1ty = c(1, 3), ptcol = c("black", "black"),
xlab = expression(X[1]), ylab = expression(X[2]))
legend("topright", legend = c("Alasca", "Canada"), pch = c(16, 4), bty = "n")
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C.2 Bootstrap

# Fungdo que calcula o erro de predigdo de uma #
# funcdo discriminante linear, através do #
# estimador bootstrap .632. #
# Esta fungdo & baseada na fungdo bootpred do #
# pacote bootstrap. #

boot.632.1da <- function(x, y, nboot) {

X <- as.matrix(x)

n <- length(y)

saveii <- NULL

priori <- as.vector(table(y) / n)

yhatO <- pda(x, y, x, priori, type = "line")

err.meas <- function(y, yhat) {1 * (yhat !'= y)}

app.err <- mean(err.meas(y, yhatO))

errl <- matrix(0, nrow = nboot, ncol = n)

err2 <- numeric(nboot)

for (b in 1 : nboot) {
ii <- sample(l : n, replace = TRUE)
saveii <- cbind(saveii, ii)
yhatl <- pda(x[ii, ], y[iil, x[ii, ], priori, type = "line")
yhat2 <- pda(x[ii, ], y[iil, x, priori, type = "line")
erri[b, ] <- err.meas(y, yhat2)
err2[b] <- mean(err.meas(y[ii], yhatl))

}

optim <- mean(apply(errl, 1, mean) - err2)
junk <- function(x, i) {sum(x == i)}

e0 <- 0

for (4 in 1 : n) {

o <- apply(saveii, 2, junk, i)

if (sum(o == 0) == 0)

cat("increase nboot for computation of the .632 estimator",
fill = TRUE)

e0 <- e0 + (1 / n) * (sum(errilo == 0, i]) / sum(o == 0))
¥
err.632 <- 0.368 * app.err + 0.632 * e0
result <- list(app.err, optim, err.632)
names (result) <- list("app.err", "optim", "err.632")
return(result)

# Fungdo que calcula o erro de predigéo #
# de uma fungdo discriminante quadratica, #
# através do estimador bootstrap .632. #
# Esta fungdo & baseada na fungdo bootpred #
# do pacote bootstrap. #

boot.632.qda <- function(x, y, nboot) {
x <- as.matrix(x)
n <- length(y)
saveii <- NULL
priori <- as.vector(table(y) / n)
yhatO <- pda(x, y, x, priori, type = "quad")
err.meas <- function(y, yhat) {1 * (yhat !'= y)}
app.err <- mean(err.meas(y, yhatO))
errl <- matrix(0, nrow = nboot, ncol = n)
err2 <- numeric(nboot)
for (b in 1 : nboot) {
ii <- sample(l : n, replace = TRUE)
saveii <- cbind(saveii, ii)
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yhatl <- pda(x[ii, ], y[ii], x[ii, ], priori, type = "quad")
yhat2 <- pda(x[ii, 1, y[iil, x, priori, type = "quad")
errl[b, ] <- err.meas(y, yhat2)

err2[b] <- mean(err.meas(y[ii], yhat1l))

}

optim <- mean(apply(errl, 1, mean) - err2)
junk <- function(x, i) {sum(x == i)}

e0 <- 0

for (i in 1 : n) {

o <- apply(saveii, 2, junk, i)

if (sum(o == 0) == 0)

cat("increase nboot for computation of the .632 estimator",
fill = TRUE)

e0 <- e0 + (1 / n) * (sum(errifo == 0, i]) / sum(o == 0))
}
err.632 <- 0.368 * app.err + 0.632 * e0
result <- list(app.err, optim, err.632)
names (result) <- list("app.err", "optim", "err.632")
return(result)

}

# Fungdo que calcula o erro de predigdo de um #
# classificador baseado em fung¢des nucleo, #
# através do estimador bootstrap .632. Esta #
# fungd@o & baseada na fungdo bootpred do #
# pacote bootstrap. #

boot.632.kda <- function(x, y, nboot) {

x <- as.matrix(x)
n <- length(y)
saveii <- NULL
priori <- as.vector(table(y) / n)
HO <- Hkda(x, y)
yhatO <- kda(x, y, HO, x, priori)
err.meas <- function(y, yhat) {1 * (yhat != y)}
app.err <- mean(err.meas(y, yhatO))
errl <- matrix(0, nrow = nboot, ncol = n)
err2 <- numeric(nboot)
for (b in 1 : mnboot) {
ii <- sample(1l : n, replace = TRUE)
saveii <- cbind(saveii, ii)
Hb <- Hkda(x[ii, 1, y[iil)
yhatl <- kda(x[ii, ], y[ii], Hb, x[ii, ], priori)
yhat2 <- kda(x[ii, ], y[ii], Hb, x, priori)
erri[b, ] <- err.meas(y, yhat2)
err2[b] <- mean(err.meas(y[ii], yhatl))

}

optim <- mean(apply(errl, 1, mean) - err2)
junk <- function(x, i) {sum(x == i)}

e0 <- 0

for (4 in 1 : n) {

o <- apply(saveii, 2, junk, i)

if (sum(o == 0) == 0)

cat("increase nboot for computation of the .632 estimator",
fill = TRUE)

e0 <- e0 + (1 / n) * (sum(errilo == 0, il) / sum(o == 0))
¥
err.632 <- 0.368 * app.err + 0.632 * e0
result <- list(app.err, optim, err.632)
names (result) <- list("app.err", "optim", "err.632")
return(result)
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# #
# Fungdo utilizada para calculo do #
# utilizando o estimador .632 #
# #
S S S S S S

library (MASS)
library(ks)

#####AH#HHE BOOTSTRAP 632  ##H#######H##

source("bootstrap .632 (lda).R")
source("bootstrap .632 (qda).R")
source("bootstrap .632 (kda).R")

B <- 500
HHHHEHEEEE SALMAD  #HHHHHHHHEHEHE

salmao <- read.table("salmon.dat")

Y <- salmaol[, 1]

X <- salmaol[, 2:3]

set.seed(321)

salmao.err.lda <- boot.632.1da(X, Y, B)
set.seed(321)

salmao.err.qda <- boot.632.qda(X, Y, B)
set.seed(321)

salmao.err.kda <- boot.632.kda(X, Y, B)

###HHHY HABERMAN  #3##HH

haberman <- read.table("haberman.dat", sep = ",")
Y <- haberman[, 4]

X <- haberman[, 1:3]

set.seed(321)

haberman.err.lda <- boot.632.1da(X, Y, B)
set.seed(321)

haberman.err.qda <- boot.632.qda(X, Y, B)
set.seed(321)

haberman.err.kda <- boot.632.kda(X, Y, B)

##t# IMPRESSEQ DOS RESULTADOS  #i#HHt###HH

sink("resultados-bootstrap.txt")

cat ("\nSALMAO\n")

cat("\nAnalise Discriminante Linear\n")
salmao.err.lda

cat("\nAnalise Discriminante Quadratica\n")
salmao.err.qda

cat("\nAndlise Discriminante de Nuacleo\n")
salmao.err.kda

cat ("\nHABERMAN\n")

cat("\nAnalise Discriminante Linear\n")
haberman.err.lda

cat("\nAnalise Discriminante Quadratica\n")
haberman.err.qda

cat("\nAnilise Discriminante de Niacleo\n")
haberman.err.kda
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APENDICE D

Geracdo dos Graficos

Neste capitulo apresentamos as rotinas em linguagem R utilizadas para geracao dos graficos

apresentados nesta dissertagao.

# #
# Geragdo dos graficos dos cenarios #
# apresentados no capitulo 5. #

# #

rm(1list=1s(all=TRUE))
library (ks)

x <- y <- seq(-5, 5, length = 1000)

normal.bi <- function(x, y, mx, my, sx, sy, sxy) {
x <- cbind(x, y)
mus <- c(mx, my)
sigmas <- matrix(c(sx, sxy, sxy, sy), 2, 2)
z <- dmvnorm(x, mus, sigmas)

}

normal.bi.mixt <- function(x, y, mxl, myl, sx1, syl, sxyl,
mx2, my2, sx2, sy2, sxy2, props) {
x <- cbind(x, y)
mus <- rbind(c(mxl, myl), c(mx2, my2))
sigmas <- rbind(matrix(c(sxl, sxyl, sxyl, syl), 2, 2),
matrix(c(sx2, sxy2, sxy2, sy2), 2, 2))
z <- dmvnorm.mixt(x, mus, sigmas, props)

}
##### CENARIO 1 #####

z <- outer(x, y, normal.bi, mx = 1, my = -1, sx = 4/9,
sy = 4/9, sxy = 14/45)
contour(x, y, z, nlevels = 15, drawlabels = FALSE,
xlim = c(-3, 3), ylim = c(-3, 3), main = "Cenario A",
xlab = expression(X[1]), ylab = expression(X[2]))
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z <- outer(x, y, normal.bi, mx = -1, my = 1, sx = 4/9,
sy = 4/9, sxy = 0)
contour(x, y, z, nlevels = 15, drawlabels = FALSE,
1ty = "dashed", xlim = c(-3, 3), ylim = c(-3, 3), add = T)

x110)
#it#t## CENARIO 2 ###i#

z <- outer(x, y, normal.bi.mixt, mxl = -3/2, myl = -3/2,
sx1l = 4/5, syl = 4/5, sxyl = -1/2, mx2 = 1/2, my2 = 1/2,
sx2 = 4/5, sy2 = 4/5, sxy2 = -1/2, props = c(1/2, 1/2))
contour(x, y, z, nlevels = 8, drawlabels = FALSE,
xlim = c(-3, 3), ylim = c(-3, 3), main = "Cenario D",
xlab = expression(X[1]), ylab = expression(X[2]))

z <- outer(x, y, normal.bi.mixt, mxl = 3/2, myl = 3/2,
sx1l = 4/5, syl = 4/5, sxyl = -1/2, mx2 = -1/2, my2 = -1/2,
sx2 = 4/5, sy2 = 4/5, sxy2 = -1/2, props = c(1/2, 1/2))
contour(x, y, z, nlevels = 8, drawlabels = FALSE, 1ty = "dashed",
xlim = c(-3, 3), ylim = c(-3, 3), add = T)

x110)
##t#t## CENARIO 3 ###u#

z <- outer(x, y, normal.bi.mixt, mxl = -3/2, myl = O,
sx1l = 3/10, syl = 3/10, sxyl = 1/4, mx2 =
sx2 = 3/10, sy2 = 3/10, sxy2 = 1/4, props

contour(x, y, z, nlevels = 10, drawlabels = FALSE,

xlim = c(-3, 3), ylim = c(-3, 3), main = "Cenario F",
xlab = expression(X[1]), ylab = expression(X[2]))

3/2, my2 = 0,
= c(1/2, 1/2))

z <- outer(x, y, normal.bi, mx = 0, my = 0, sx = 4/5, sy = 1, sxy = 2/5)
contour(x, y, z, nlevels = 10, drawlabels = FALSE, 1ty = "dashed",
xlim = c(-3, 3), ylim = c(-3, 3), add = T)

x110)
##t#t## CENARIO 4 ###u#

z <- outer(x, y, normal.bi, mx = -1, my = 1/2,
sx = 2/3, sy = 4/9, sxy = 1/5)
contour(x, y, z, nlevels = 15, drawlabels = FALSE,
xlim = c(-3, 3), ylim = c(-3, 3), main = "Cenario C",
xlab = expression(X[1]), ylab = expression(X[2]))

z <- outer(x, y, normal.bi, mx = 1, my = -1/2,
sx = 2/3, sy = 4/9, sxy = 1/5)
contour(x, y, z, nlevels = 15, drawlabels = FALSE, 1ty = "dashed",
xlim = c(-3, 3), ylim = c(-3, 3), add = T)

x110
##t#t## CENARIO 5 #####

z <- outer(x, y, normal.bi, mx = -1, my = 1,
sx = 2/3, sy = 1/3, sxy = 1/5)
contour(x, y, z, nlevels = 15, drawlabels = FALSE,
xlim = c(-3, 3), ylim = c(-3, 3), main = "Cenario B",
xlab = expression(X[1]), ylab = expression(X[2]))

z <- outer(x, y, normal.bi, mx = 1, my = -1/2,
sx = 2/3, sy = 1/3, sxy = 1/5)
contour(x, y, z, nlevels = 15, drawlabels = FALSE, 1ty = "dashed",
xlim = c(-3, 3), ylim = c(-3, 3), add = T)

x110)
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###HH# CENARIO 6 #i#t##t#

z <- outer(x, y, normal.bi.mixt, mx1l = -3/2, myl = O,
sxl = 1/12, syl = 1, sxyl = 1/4,
mx2 = 3/2, my2 = 0, sx2 = 1/12, sy2 = 1,
sxy2 = 1/4, props = c(1/2, 1/2))
contour(x, y, z, nlevels = 10, drawlabels = FALSE,
xlim = c(-3, 3), ylim = c(-3, 3), main = "Cenario E",
xlab = expression(X[1]), ylab = expression(X[2]))

z <- outer(x, y, normal.bi, mx = 0, my = 0, sx = 4/9, sy = 4/9, sxy = 1/5)

contour(x, y, z, nlevels = 10, drawlabels = FALSE, 1ty = "dashed",
xlim = c(-3, 3), ylim = c(-3, 3), add = T)
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