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RESUMO

Pelegrini, Marcelo Ferreira, Aplicacdo da Técnica da Transformada Integral para Solucdo de
Problemas Difusivos Transientes com Propriedades Termofisicas Varidveis, Ilha Solteira,
Faculdade de Engenharia de Ilha Solteira, Universidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita
Filho”, 2005. 128p. Dissertacdo (Mestrado em Engenharia Mecanica).

A Técnica da Transformada Integral Generalizada - TTIG € uma técnica hibrida analitico-
numérica que vem sendo aplicada com sucesso em diversos problemas de transferéncia de
calor e massa os quais, geralmente, ndo possuem solucdo pelas técnicas analiticas classicas.
Assim, visando dar uma contribuicdo para o desenvolvimento e disseminacdo da TTIG como
uma ferramenta qualificada para a resolugdo de problemas difusivos complexos, foi proposto
para o presente trabalho, através da TTIG, a obtencdo da solucdo de problemas difusivos de
natureza parabdlica em dominios de geometria eliptica e retangular que apresentam
propriedades termofisicas varidveis. Para facilitar o tratamento analitico, a equacdo da difusio
foi linearizada fazendo uso da Transformada de Kirchhoff sobre o potencial temperatura e,
quando necessdrio, as varidveis espaciais também foram convenientemente transformadas
para facilitar a aplicacdo das condi¢des de contorno do problema. Para uma melhor
compreensdo dos problemas estudados, pardmetros fisicos de interesse foram determinados
para diversas razdes de aspecto. Para a visualizag@o e andlise do comportamento transiente
foram construidos, entdo, diagramas para representacio de problemas cujos meios apresentam
propriedades com diversos tipos de dependéncia com a temperatura. Posteriormente, para fins
de comparacdo, os problemas propostos para o presente trabalho foram resolvidos
numericamente pela técnica de elementos finitos com o auxilio do programa computacional
Ansys®. A partir dos resultados obtidos, observou-se que a TTIG foi aplicada com sucesso
para a obtenc@o de solucdo de problemas difusivos transientes multidimensionais que ndo

admitem solucdes pelas técnicas analiticas classicas.

Palavras-Chave: Transformada Integral Generalizada, Difusdo, Transformada de Kirchhoff,

Células de Combustivel, Resfriamento de Tarugos.
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ABSTRACT

Pelegrini, Marcelo Ferreira Pelegrini, Application of Generalized Integral Transform
Technique for Transient Diffusion Problems Solution with Variables Thermophisical
Properties, Ilha Solteira, Engineering Faculty, Paulista State Universit “Julio de Mesquita

Filho”, 2005. 128p. (Master Thesis in Mechanical Engineering).

The Generalized integral Transform Technique (GITT), is an analytical numeric technique
which has been applied whit success in several heat and mass transfer problems that don’t
have solution by classical analytical techniques. This work intend to give some contribution
for GITT development and dissemination how a qualified tool for calculation of diffusive
problems of difficult solution by classical analytical techniques. Thus, it has been intended for
this work the calculation of parabolic diffusive problems in elliptical and rectangular cross
section cylinders. This domain has presented variables physical properties. In order to
facilitate the analytic treatment, the diffusion equation has been linearized by Kircchoff
Transform application in a temperature potential. The spatial variables also have been
transformed in order to facilitate the boundary conditions problem application. Temperature
profiles and other interesting physical parameters have been evaluated for several cylinder
aspect ratios. Some materials have been studied and your properties determined. The results
obtained have been compared with the analytical solution (when to exist) and with finite
element solution obtained by Ansys®. Finally, results presented are interesting, since that was
possible to demonstrate the efficiency of GITT to obtain analytical solution for diffusive

complex problems, which does not have solution through classical techniques.

Keywords: Integral Transform, Diffusion, Kircchoff Transform, Fuel Cells, Bars Cooling.



CAPITULO 1

INTRODUCAO, MOTIVACAO E OBJETIVOS

1.1. CONSIDERACOES INICIAIS

Um dos mais importantes objetivos da ciéncia €, sem sombra de ddvidas, tornar a vida
dos homens mais produtiva, confortidvel e segura. Portanto, é neste sentido que um grande
nimero de pesquisadores e cientistas, nas mais diferentes regides do mundo, procuram

incessantemente as ferramentas para proporcionar este bem estar a humanidade.

Neste contexto, o ser humano sempre tentou retirar suas concepgdes e idéias a respeito
do mundo a partir da observagdo da natureza. Mas o que acontece, na maioria das vezes, é que
os fendmenos que ocorrem no meio natural sio de tamanha complexidade que qualquer
modelagem que procure representd-los de forma mais ou menos realista se tornard também

complexa.

Além disso, o desenvolvimento da engenharia aeroespacial, de novos materiais
supercondutores, da engenharia genética e da previsdo meteoroldgica sdo novos desafios onde
a observagdo natural se faz presente. Para simular os processos fisicos envolvidos nestas
areas, uma extensa cadeia deve ser percorrida, destacando-se estudos e refinamentos das leis
governantes, dos modelos matemdticos associados, da ndo linearidade das relagcdes
constitutivas, do acoplamento das equacgdes de conservagdo, além do desenvolvimento de

novas técnicas computacionais para tratamento analitico e numérico.

Assim, uma importante linha de pesquisa do meio cientifico € a obteng@o de técnicas e
procedimentos que possibilitem uma interpretacdo mais eficiente da natureza, com resultados
mais confidveis. Mais recentemente, com a evolu¢do dos equipamentos e ferramentas
computacionais, diversas técnicas numéricas foram e continuam sendo desenvolvidas,
permitindo, assim, a constru¢io de algoritmos mais robustos e a obten¢do de solugdes mais

precisas para problemas que apresentam estruturas bastante complexas.

Neste contexto, técnicas hibridas analitico-numéricas vém ganhando destaque em
vdrias dreas de interesse da engenharia por garantirem precisdo e confiabilidade nos

resultados por elas obtidos. Em particular, a Técnica da Transformada Integral Generalizada -
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APLICACAO TECNICA DA TRANSFORMADA INTEGRAL PARA A SOLUCAO DE PROBLEMAS DIFUSIVOS TRANSIENTES COM
PROPRIEDADES TERMOFISICAS VARIAVEIS

TTIG (COTTA, 1998), é uma ferramenta com estas caracteristicas e vem demonstrando ser
poderosa para a solugdo de problemas de transferéncia de calor e massa os quais, geralmente,
ndo possuem solucdo pelas técnicas analiticas cldssicas. No que diz respeito a processos
puramente difusivos, a TTIG vem sendo aplicada com sucesso em problemas que apresentam
dominios de geometria irregular ou ndo convencional (APARECIDO et al., 1989), (MAIA et
al.,2001) e (MAIA, 2003), problemas difusivos tridimensionais e ndo-lineares
(MIKHAILOV & COTTA, 1996) e (SERFATY, 1997), problemas com condicdes de
contorno varidveis no espaco (COTTA & OZISIK, 1986), problemas difusivos que envolvem
movimento de fronteiras (DINIZ et al., 1996) e (DINIZ et al., 1999), entre outros.

Assim, dando continuidade aos estudos de transferéncia de calor a partir da utilizacio
da TTIG, apresenta-se neste trabalho um estudo da difusdo de energia em regime transiente
para dominios com geometrias retangulares e elipticas, obtendo-se como resultados

parametros de interesse para engenharia.

1.2. MOTIVACAO

As células de reatores nucleares usam como principio bésico a fissdo do nticleo de
determinados is6topos do Urdnio e Plutdnio, através de néutrons com energias determinadas,
gerando a cada fissdo uma grande quantidade de energia e uma série de produtos radioativos.
Como conseqiiéncia do processo de fissdo, novos néutrons sdo emitidos € uma reacdo em
cadeia é gerada.. Se esta reacdo puder ser controlada, pode-se utilizd-la para vérias
finalidades, como na irradiacdo e ativacdo de materiais; na produ¢do materiais transuranicos
(plutdnio principalmente), como fonte de energia térmica, entre outras.

Para os reatores nucleares de poténcia, as células de combustivel sdo projetadas de
forma que a maior quantidade de energia possivel, gerada na célula, possa ser transferida para
o fluido de trabalho. A maximizacdo da transferéncia de calor faz com que os niveis de
temperatura que a célula atingird em regime permanente sejam menores, aumentando sua vida
util e as garantias de seguranca de operacdo, que estdo relacionadas, entre outros parametros,
com a temperatura de fusdo do material do qual a célula, bem como todo o conjunto a qual ela
estd inserida, é constituido.

Além disso, se for possivel maximizar a transferéncia de energia para fora do nucleo
do reator, este pode ser construido em dimensdes menores, baixando seus custos e exigindo

menos combustivel para uma mesma demanda energética. Nesse sentido, a utilizacdo da
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APLICACAO TECNICA DA TRANSFORMADA INTEGRAL PARA A SOLUCAO DE PROBLEMAS DIFUSIVOS TRANSIENTES COM
PROPRIEDADES TERMOFISICAS VARIAVEIS

TTIG para o estudo dos perfis de temperatura e outros pardmetros de interesse mostra-se
bastante pertinente devido a complexidade dos fendmenos envolvidos, uma vez que estes nao

possuem solucgdo pelas técnicas analiticas classicas.

Outro aspecto importante € o estudo das velocidades de resfriamento (ou aquecimento)
em processos difusivos em meio sdlido, representados por pardmetros inerentes ao fendmeno.
E possivel definir uma constante de tempo representativa do processo em estudo, em que
praticamente toda a energia do sistema pode ser dissipada (ou absorvida) num intervalo de
tempo correspondente ao espectro de um quarto a quatro vezes esta constante (MAIA, 2003).
Esta informagéo é de grande relevancia para a indudstria metaltrgica, de conformacio a quente
e de tratamento térmico, onde a taxa de resfriamento de determinado material é paradmetro
fundamental na definicdo das suas propriedades mecénicas finais (dureza, resisténcia a tragao,
ductilidade, tenacidade). Devido a fisica do problema e a forma geométrica dos componentes
envolvidos, a utilizagdo da TTIG mostra-se bastante interessante para a resolucdo deste

problema.
1.3. OBJETIVOS E PROBLEMAS PROPOSTOS

1.3.1. OBJETIVOS GERAIS

O presente trabalho tem por objetivo obter a solucdo de problemas difusivos de
natureza parabdlica em dominios de geometria eliptica e retangular que apresentam
propriedades termofisicas varidveis, através da Técnica da Transformada Integral
Generalizada — TTIG. Para facilitar o tratamento analitico, o termo difusivo da equagdo da
energia serd linearizado adequadamente fazendo uso da Transformada de Kirchhoff sobre o
potencial temperatura e, quando necessdrio, as varidveis espaciais serdo também
convenientemente transformadas para facilitar a aplicacdo das condi¢des de contorno do

problema.

Posteriormente, para fins de comparacdo, os problemas propostos para o presente
trabalho serdo resolvidos analiticamente, quando possivel, e numericamente, pelo método de
elementos finitos, através do programa computacional Ansys®. Convém ressaltar que a
maioria dos problemas propostos ndo possui solu¢@o analitica, o que justifica a aplicacdo da

TTIG na solucdo destes problemas.
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APLICACAO TECNICA DA TRANSFORMADA INTEGRAL PARA A SOLUCAO DE PROBLEMAS DIFUSIVOS TRANSIENTES COM
PROPRIEDADES TERMOFISICAS VARIAVEIS

Diagramas para visualizacdo do comportamento transiente e parametros fisicos de
interesse serdo, entdo, determinados e analisados para dominios que caracterizam cilindros de

geometria retangular e eliptica com diversas razdes de aspecto.

1.3.2. PROBLEMAS PROPOSTOS

Sdo propostos para andlise os seguintes problemas difusivos em dominios geométricos

caracterizados por cilindros de se¢do transversal retangular e eliptica:

A) PROBLEMA DIFUSIVO COM FONTES EM REGIME TRANSIENTE

Determinacdo de constantes de tempo e andlise do comportamento transiente de
problemas difusivos com fontes uniformemente distribuidas, propriedades termofisicas
variaveis e condigdes de contorno de primeiro tipo para células de combustivel nuclear de
UQO;. Também serd estudado neste capitulo o problema de transferéncia de calor transiente
com fontes varidveis, definidas em fungdo do fluxo neutrénico modelado pela Lei da Difusio

de Fick.

B) PROBLEMA DIFUSIVO SEM FONTES EM REGIME TRANSIENTE

Determinacdo de constantes de tempo e andlise do comportamento transiente para
problemas difusivos sem fontes, com propriedades termofisicas varidveis e submetidos a
condi¢des de contorno de primeiro tipo para células de combustivel nuclear e tarugos
metilicos aquecidos submetidos ao resfriamento para mudanca de suas propriedades

mecanicas.
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CAPITULO 2

HISTORICO TTIG E REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1. HISTORICO DA TTIG

N

Segundo Cotta (1998), as idéias gerais que levaram a criacdo da Técnica da
Transformada Integral foram apresentadas por Koshlyakov em 1936. Grimnberg (1948),
desenvolveu com mais detalhes esta teoria, quando abordou a solucdo de uma classe de
problemas elétricos e magnéticos. Duas décadas apés, os conceitos da transformada integral ja

apareciam em edicdes tais como as de Tranter (1962) e Ozisik (1968).

Segundo Ozisik & Murray (1974), durante o periodo da corrida espacial, a Ruissia e
outros paises do Leste Europeu proporcionaram um grande avanco no desenvolvimento e
aplicagdo de métodos analiticos, tal como a transformada integral. Concomitantemente,
Estados Unidos e Europa concentravam-se no desenvolvimento de métodos denominados
puramente numéricos (diferencas finitas e elementos finitos). Posteriormente, os célculos
desenvolvidos no ocidente requisitavam um crescente esforco computacional, enquanto que as
metodologias do Leste Europeu concentravam esfor¢os em extensas manipulagdes analiticas.

Isto permaneceu até meados da década de setenta.

E neste contexto que, em 1972, Mikhailov deu uma contribui¢io definitiva para a
consolidacdo do método da transformada integral, quando propds um niicleo de transformagio
geral que unificava as vdrias transformacdes individuais desenvolvidas até aquela época,

obtendo a solucdo geral para a equacdo da difusdo linear em regides finitas.

Virios pesquisadores dedicaram-se ao estudo desta técnica, até que Mikhailov &
Ozisik (1984) apresentaram uma metodologia que sistematizava os conceitos da transformada
integral para a solucdo de uma grande variedade de problemas lineares de difusdo, divididos
em sete grandes classes. A partir deste trabalho surgiam os formalismos da Técnica da
Transformada Integral Clédssica, a TTIC. Segundo Cotta (1993), comparando-se as
caracteristicas da abordagem da TTIC com técnicas numéricas utilizadas na época, observou-

se uma série de vantagens:
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APLICACAO TECNICA DA TRANSFORMADA INTEGRAL PARA A SOLUCAO DE PROBLEMAS DIFUSIVOS TRANSIENTES COM
PROPRIEDADES TERMOFISICAS VARIAVEIS

a) Metodologia sistematica de solucio;

b) Reducédo do tempo de processamento;

¢) Controle prescrito de erro;

d) Aceleracdo da taxa de convergéncia numérica;
e) Inexisténcia de malhas;

f) Obtencao de solucdes benchmark;

g) Determinacdo numérica direta da funcdo em um ponto (para valores definidos de
tempo e espaco) sem necessidade de calculo numérico de estados temporais anteriores

ou de outros pontos do dominio espacial;

h) Versatilidade do método em se associar com outros, devido as suas caracteristicas

analitico-numéricas.

Entretanto, antes da formalizacdo da TTIC, Ozisik & Murray (1974) aplicaram pela
primeira vez a teoria da transformada integral em problemas de difusdo com condicdes de
contorno varidveis com a posi¢do e com o tempo. O problema proposto se caracterizava pela
presenga de termos ndo transformdveis pela TTIC, que mesmo assim foram inseridos na
féormula de inversdo, o que resultou em um sistema infinito de equagdes diferenciais
ordindrias de primeira ordem para o potencial transformado. Para a recuperacio do potencial
original, foram obtidas solu¢Ges aproximadas deste sistema de equacdes diferenciais,

nascendo af a natureza hibrida analitico-numérica do procedimento adotado.

Outro trabalho que também iria contribuir para a evolugdo da teoria da transformada
integral foi publicado por Mikhailov (1975). Tratava-se da solu¢cdo de problemas difusivos
com coeficientes dependentes do tempo. Estes termos também ndo eram transformdveis pela
TTIC. Utilizando um problema auxiliar de autovalor dependente do tempo e aplicando o
mesmo procedimento adotado por Ozisik & Murray (1974), Mikhailov obteve um sistema

infinito de equacdes diferenciais com coeficientes varidveis para o potencial transformado.

Neste contexto, Shah & London (1978) ja chamavam a atencdo para o fato da limitada
aplicagdo dos métodos cldssicos de solucdo em problemas de convec¢do. Apds uma ampla
coletanea e revisdo de trabalhos relacionados ao problema cléssico de Graetz, verificaram que
as solugdes de problemas de escoamento de fluidos, representados por modelos mais

realisticos, eram sempre mais dificeis de serem encontradas, ou apresentavam solucdes
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incompletas. A luz deste fato, Shah & London apontavam a necessidade de um novo método
capaz de resolver problemas com estas caracteristicas, e que fosse consolidado junto ao corpo

de conhecimento do futuro engenheiro.

O que vale ressaltar é que os trabalhos pioneiros de Ozisik & Murray, (1974) e de
Mikhailov (1975), criaram as condicdes necessdrias para o desenvolvimento de uma nova
metodologia capaz de solucionar problemas de difusdo, até entdo, insoliveis pelas técnicas
classicas, estabelecendo assim os principios da Técnica da Transformada Integral

Generalizada - TTIG.

A partir de entdo, a TTIG comecou a ser difundida rapidamente se destacando como

uma ferramenta hibrida poderosa na solu¢@o de problemas difusivos e difusivo-convectivos.

Em fun¢@o do processo evolutivo encontrado no método de transformada integral,
Cotta (1993), apresentou uma revisdo dos formalismos classicos, que sdo agora estendidos
com énfase para a solucdo de problemas ndo lineares e fortemente acoplados, e propds
técnicas para melhorar a eficiéncia da solucdo numérica. Posteriormente foi elaborado um
livro especifico para aplicagdes da TTIG em problemas difusivos e difusivos-convectivos

(COTTA, 1998).

Uma grande vantagem do método consiste na eliminacdo das derivadas parciais de
segunda ordem associadas aos potenciais originais. Assim, o esfor¢co computacional
predominante € despendido na solugdo do problema transformado, onde permanece apenas a

dependéncia das derivadas de primeira ordem.

2.2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.2.1. PROBLEMAS DIFUSIVOS RESOLVIDOS COM 0 AUXILIO DA TTIG
A seguir enumeram-se alguns trabalhos relevantes sobre difusdo de calor resolvidos

pela TTIG.

Serfaty (1997), estudou com o auxilio da TTIG, o problema difusivo ndo linear em
regime transiente com propriedades térmicas dependentes da temperatura em geometrias uni,
bi e tridimensionais cartesianas. Os resultados obtidos foram co-validados utilizando o
método de elementos finitos. O autor relata que na comparacio entre a técnica da TTIG e o
programa comercial de elementos finitos, para o problema acima descrito, a TTIG mostra

melhor desempenho, devido ao menor tempo computacional despendido para uma mesma

DISSERTACAO DE MESTRADO 7



APLICACAO TECNICA DA TRANSFORMADA INTEGRAL PARA A SOLUCAO DE PROBLEMAS DIFUSIVOS TRANSIENTES COM
PROPRIEDADES TERMOFISICAS VARIAVEIS

precisdo global requerida. Outra vantagem mostrada pelo autor € a utilizacdo da TTIG para
fins praticos da engenharia, pois a técnica apresenta resultados de precisdo adequada com a

utilizacdo de poucos termos na série e equipamentos computacionais de pequeno porte.

Machado & Dantas (2001), aplicaram a TTIG com sucesso na solu¢do de problemas
difusivos em meios com propriedades fisicas e termos fontes descontinuos. Além de aplicar a
técnica na equacdo da energia, como usualmente € feito, eles utilizaram a TTIG também na
Funcdo Indicador. Esta fungdo, representada por uma equacdo diferencial parcial ndo
homogénea, € responsavel pelo modelamento da interface entre as propriedades (ou termos
fontes) como uma fungéo continua, passando, assim, a admitir solucio analitica. A utilizagdo
da técnica, além da facilidade de programacdo, evitou que a descontinuidade precisasse ser
1isolada, o dominio ser transformado ou a malha ser refinada, como ocorre nos métodos

puramente numéricos a que geralmente se recorre para resolver este tipo de problema.

Meijas & Orlande (2001), resolveram com o auxilio da TTIG o problema de difusdo
tridimensional num prisma quadrado. A solugdo deste problema consiste em aplicar a técnica
em apenas na direcdo longitudinal do prisma e, a partir de procedimentos numéricos, resolver
o sistema de equacdes diferenciais parciais bidimensionais resultante. O tempo computacional
gasto, bem como o erro maximo relativo, foram calculados e comparados com a solugdo do
mesmo problema pelo método de diferencas finitas, onde se constatou que os resultados
obtidos pela TTIG foram mais precisos com um tempo de processamento computacional

menor.

No trabalho realizado por Maia et al. (2002), trata da andlise do problema difusivo
com fontes uniformemente distribuidas em células de combustivel cilindricas de secdo
transversal bicOncava, similares aos das células do glébulo vermelho do sangue humano.
Devido as grandes variacdes da temperatura no interior da célula, considera-se que a
propriedade condutividade térmica apresenta uma dependéncia genérica com a temperatura.
Desta forma, o problema difusivo analisado é ndo linear, sendo resolvido analiticamente
através da TTIG. Para facilitar a aplicacio da técnica, foi utilizada a transforma de Kirchhoff
para linearizagdo da equacdo da energia e mudancas de coordenadas adequadas para
homogeneizagdo das condi¢des de contorno e para facilitar a representacdo das geometrias
estudadas. Parametros de interesse foram calculados e comparados, quando possivel, com
aqueles apresentados pela literatura. Maia et al. (2003) generalizou estes estudos para

cilindros de se¢ao transversal retangular e eliptica.
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No trabalho desenvolvido por Neves (2003), a TTIG foi empregada na resolucdo de
problemas difusivos tridimensionais transientes ndo lineares caracterizados por
paralelepipedos e cilindros circulares. Os materiais empregados neste trabalho foram o
chumbo, o aco AISI 304 e o paladio, e os resultados obtidos foram comparados com o
trabalho de Serfaty (1997), apresentando boa concordancia. O autor relata que, quando o
problema é analisado na geometria cilindrica, o tempo computacional € bem maior que na
andlise para geometria cartesiana, e que um fator que contribui para este aumento é o calculo

das integrais que envolvem as fun¢des de Bessel.

2.2.2. APLICACOES EM GERAL

Como mencionado anteriormente, a TTIG ja foi empregada em diversos problemas de
transferéncia de calor e massa e mecanica dos fluidos, mostrando ser uma ferramenta eficiente
na resolucdo destes problemas. Nesta subsecdo, apresentam-se sucintamente alguns dos
trabalhos realizados nestas dreas, mostrando um panorama geral da utilizacdo da TTIG

atualmente.

Nestas tultimas duas décadas, a TTIG vem se desenvolvendo significativamente, pois é
uma técnica que associa a precisdo das técnicas analiticas a um custo computacional
competitivo com a grande versatilidade das técnicas numéricas, consolidando-se como uma
opg¢do para resolucdo de diversos problemas difusivos e convectivos complexos. Podem-se

enumerar as seguintes situacdes onde a TTIG ja foi utilizada com sucesso:
a) Problemas que possuem coeficientes varidveis nas equagdes governantes;
b) Problemas com coeficientes varidveis em suas condi¢des de contorno;
¢) Problemas que apresentam contornos geométricos variaveis;
d) Problemas auxiliares de autovalor de dificil solu¢ao;
e) Problemas ndo lineares caracterizados pela presenca de equacdes cujos termos fonte

e/ou condi¢des de contorno dependem do potencial a ser obtido.

Assim sendo, destacam-se a seguir alguns dos trabalhos mais relevantes que foram

desenvolvidos utilizando a TTIG nas duas dltimas décadas.

Diversos problemas submetidos a condi¢des de contorno e de entrada varidveis foram

tratados pela TTIG com sucesso. Destacam-se aqui os trabalhos de Cotta & Ozisik (1986a)
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para o problema de escoamento laminar em dutos circulares e em canais de placas paralelas,
com condi¢gdes de temperatura de parede variando com o tempo e, também, o trabalho de
Cotta (1986), que apresentou a solucdo formal para um problema geral de difusdo com
condicdes de contorno que apresentam parametros dependendo de uma das coordenadas. Para
dutos e canais de mesma geometria, Cotta & Ozisik (1986b) obtiveram a solugio do problema

com variagdes periddicas da temperatura na entrada.

Pelas suas caracteristicas, a TTIG é capaz de manipular termos nio lineares que
venham integrar a equagdo diferencial fundamental de um dado problema. Neste sentido, uma
nova perspectiva se abriu para a solucdo de problemas que envolvem desenvolvimento
simultaneo, camada limite e a equacdo de Navier-Stokes, visto que os termos convectivos sio
nao lineares, tanto para escoamento laminar como para escoamento turbulento. Com respeito
a esta linha de acfo, destacam-se aqui os trabalhos de Lage & Rangel (1994), Bolivar et al.
(1996), Brown et al. (1997), Lima et al. (1997) e Cotta & Pimentel (1998). Vale ainda
destacar, o livro editado por Santos et al. (2002), no qual se apresenta uma andlise de diversos
problemas convectivos em dutos com desenvolvimento térmico e hidrodindmico simultineo

para escoamento laminar e turbulento.

Problemas com condig¢des de contorno varidveis na dire¢do axial foram estudados por
Santos et al. (1991), que, entre outras anélises, utilizaram uma variagdo periédica na forma de
degraus do coeficiente de transferéncia de calor, permitindo, assim, a simulacdo de dutos

aletados externamente.

Para a aplicacdo da TTIG, € importante a escolha dos problemas auxiliares que tenham
a melhor correspondéncia possivel com o fendmeno estudado. Desta maneira, Mikhailov &
Cotta (1994) utilizaram a TTIG para transformar problemas de autovalores caracterizados por
equacdes diferenciais parciais, mais complexas e realistas em relacdo ao problema, em
sistemas com equacdes algébricas, mais simples e de mais ficil resolugdo. A partir da
comparagdo com resultados obtidos em trabalhos de outros autores, observou-se que a técnica

também apresenta bons resultados quando utilizada nesta aplicagao.

Com o objetivo de aperfeicoar o processo de resolugdo de equagdes pela TTIG,
Mikhailov & Cotta (1996) propuseram converter somatérias duplas e triplas de fungdes em
somatdrias simples que usualmente aparecem quando da aplicagdo da TTIG, permitindo a

eliminagdo de termos redundantes sem comprometer a precisdo do método.

DISSERTACAO DE MESTRADO 10



APLICACAO TECNICA DA TRANSFORMADA INTEGRAL PARA A SOLUCAO DE PROBLEMAS DIFUSIVOS TRANSIENTES COM
PROPRIEDADES TERMOFISICAS VARIAVEIS

No trabalho de Andrade (1996), é abordado o uso conjugado de métodos hibridos
analitico-numéricos e computacdo simbdlica no desenvolvimento de novas técnicas para o
tratamento de sistemas de equacdes diferenciais parciais acopladas. As equagdes de Luikov
para transferéncia simultnea de calor e massa em meios capilares porosos sdo analiticamente
tratadas através do uso da TTIG e recursos de computacdo simbodlica. Desta maneira, foram
determinadas as distribuicdes de temperatura e umidade no interior do meio poroso, segundo
os formalismos inerentes & TTIG na forma de séries de expansdo de autofungdes. Para efeito
de implementacdo computacional, foram obtidas duas solu¢des numéricas, sendo a primeira
com o uso da biblioteca IMSL® do Microsoft Fortran®, e a segunda através do programa
Mathematica®. E interessante notar neste trabalho que os resultados obtidos no programa
Mathematica® e pelas rotinas IMSL® Fortran sio numericamente idénticos e, quando

comparados com trabalhos anteriores, mostraram boa concordancia.

Solugdes de problemas que envolvem mudanca de fase e ablagdo sdo mais dificeis de
serem obtidas, visto que as condi¢des de contorno impdem geralmente um movimento de
fronteiras. Devido as caracteristicas hibridas da TTIG, diversos problemas difusivos em
geometria plana e axi-simétricas foram resolvidos, destacando-se os trabalhos de Bogado

Leite et al. (1980) e Diniz et al. (1999).

No trabalho de Macedo et al. (2000a), a TTIG € usada para resolver o problema de
convecgdo forgcada em regime turbulento para escoamento desenvolvido hidrodinamicamente
e em desenvolvimento térmico em dutos circulares. Os efeitos da turbuléncia foram
modelados algebricamente, e a técnica também foi usada, em associagdo com o Método da

Contagem de Sinais, para a formulac¢io dos problemas auxiliares de autovalores.

Seguindo uma linha semelhante, Macedo et al. (2000b), utilizaram a TTIG para o
estudo da transferéncia de massa em regides de entrada e plenamente desenvolvidas num
escoamento turbulento em fluidos viscoeldsticos no interior de dutos circulares. O estudo teve
como objetivos a obtengdo de pardmetros que caracterizam o referido escoamento. A partir do
uso da TTIG foram calculados, como parametro de referéncia, os nimeros de Sherwood em
todas as regides estudadas, os quais foram comparados com os resultados obtidos em

trabalhos anteriores, mostrando excelente concordancia.

Neto et al. (2001), utilizaram a TTIG para o cdlculo de parametro térmicos em
escoamentos tridimensionais em cavidades preenchidas com material poroso. O fendmeno foi
modelado pela equagdo de Darcy para convecgdo natural em cavidades. Varios aspectos do
algoritmo gerado foram analisados, como por exemplo: os esquemas de modelamento, o
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procedimento proposto para modulagdo, os efeitos das perturbacdes nas condicdes iniciais,
entre outros. Os resultados foram comparados com os obtidos na literatura e o autor sugere

que o escoamento deveria ser equacionado por modelos mais gerais e completos.

Oliveira & Sphaier (2001), estudaram as intera¢des fluido-estrutura que ocorrem em
instalacdes industriais para prospecc¢do de petréleo. Como se sabe, estas interagdes provocam
estruturas tridimensionais (vortices), induzindo o fendmeno de vibracdo e, conseqiientemente,
a diminui¢do da vida util da estrutura. Assim, os autores utilizaram a TTIG e o método da
projecdo aplicados na equacio de Navier-Stokes em escoamento incompressivel para estudar
as interacdes tridimensionais ao redor de um cilindro nestas condicdes. Este procedimento
transformou a equacgdo diferencial parcial tridimensional governante do fendmeno, em uma
equacdo diferencial parcial em coordenadas bidimensionais, diminuindo o tempo
computacional para a resolugéo deste problema. O sistema de equacdes diferenciais resultante

foi resolvido pelo método de elementos finitos e de diferencas finitas.

Guerrero et al. (2001), fizeram um estudo tedrico a fim de se obter a solugdo da
equacdo da quantidade de movimento para a atmosfera terrestre, considerando o decaimento
radioativo e a difusdo axial na condi¢do de uma atmosfera neutra. Foram utilizados modelos
de turbuléncia disponiveis na literatura e a equacgdo resultante (bidimensional diferencial
parcial transiente) foi transformada num sistema de equacdes diferenciais acoplado, pela
aplicagdo TTIG. Segundo os autores, o sistema acoplado foi resolvido numericamente usando
uma subrotina baseada no método das linhas. Para validacdo do algoritmo computacional, os

autores analisaram algumas situacdes fisicas representativas.

O trabalho apresentado por Aparecido (2002), trata do estudo de uma contracio
utilizada em tdnel de vento com secdo transversal retangular a partir da TTIG. O fendmeno
foi modelado por equagdes diferenciais elipticas lineares em geometrias irregulares, obtendo-

se pardmetros caracteristicos do escoamento.

A TTIG foi utilizada por Alves et al. (2002) para o estudo da convecgdo natural numa
cavidade com poros aquecida. A expansdao em autofungdes gerou um sistema de equagdes
diferenciais que foi adequadamente truncado a fim de ser calculado por Andlise de
Estabilidade Linear (LSA). A partir desta andlise, foram obtidos os nimeros de Nusselt para

diversas razdes de aspecto.
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No trabalho apresentado por Magno et al. (2002), foi utilizada a TTIG na solugéo das
equacdes da quantidade de movimento e da energia para um fluido laminar, ndo newtoniano,

regidos pela lei de poté€ncia, num escoamento em desenvolvimento térmico e hidrodinamico.

Pereira et al. (2002), resolveram as equagOes para transferéncia de calor e para o
problema hidrodindmico num escoamento em alta rotacdo dentro de uma centrifuga para
separacdo de isdtopos de urdnio, a fim de se encontrar as trajetérias das linhas de corrente
dentro do aparelho. A TTIG foi utilizada com sucesso neste problema, sendo que trés
problemas auxiliares de autovalor foram requeridos para a eliminagdo das derivadas de ordem
superior no escoamento estudado. Os resultados obtidos foram bastante satisfatérios e, mais
uma vez, € ressaltado que a natureza analitica desta técnica é particularmente atrativa na
convalidacdo de técnicas puramente numéricas, particularmente na modelagem para

otimizagdo de processos como centrifugacio e separacdo de componentes.

Cotta et al. (2003), estudaram a transferéncia de massa em meio poroso saturado com
fraturas finitas discretas, a partir da resolugdo do problema de difusdo-conveccdo do
transporte do contaminante ao longo da fratura e do problema de difusdo bidimensional na
contaminagdo dos poros da matriz utilizada. Para eliminar a dependéncia na direcdo
transversal, foi utilizada como metodologia a formulacdo concentrada baseada na Integracio
de Hermite. As equacdes diferenciais parciais acopladas resultantes foram resolvidas pelo uso
da TTIG, que fornece expressdes analiticas para a dependéncia temporal e estimativas
numéricas para os campos de concentracdo em func¢do do tempo. Neste trabalho, algumas
técnicas de filtragem analiticas foram testadas a fim de se analisar a taxas de convergéncia do

algoritmo desenvolvido.

Os trabalhos desenvolvidos por Pelegrini et al. (2004) e Alves et al. (2004), tratam da
determinagdo de parimetros de transferéncia de calor para um escoamento pistonado na
regido de entrada térmica de dutos de secdo transversal eliptica, submetidos a condig¢do de
Newman e Dirichlet. Os autores relatam que a dificuldade em retratar as condicdes de
contorno deste tipo de geometria foi removida usando uma mudanga de coordenadas
adequada. Entdo, a TTIG foi utilizada na remog¢do das derivadas de segunda ordem na
equacdo da energia e, assim, os parametros calculados a partir desta equacdo, para diversas

razdes de aspecto, foram comparados com os valores encontrados na literatura.

No trabalho de Maia et al. (2004), foi estudado o fendmeno da conveccdo laminar
forcada no interior de dutos com sec¢fo transversal eliptica a baixos nimeros de Reynolds. O
fluido estudado era ndo Newtoniano, com propriedades fisicas constantes e um alto nimero
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de Peclet. Varios pardmetros fisicos de interesse foram obtidos com o auxilio da TTIG, tais

como a temperatura média e o nimero de Nusselt local e médio.

Muitas outras aplicacdes de problemas difusivos e difusivos-convectivos tém sido
tratadas pela TTIG, como por exemplo, problemas de conveccdo natural em cavidades,
analisados por Leal & Cotta (1997), o cdlculo de pardmetros de transferéncia e calor para
escoamento de fluidos de Herschel-Bulkley e de Bingham em canais de placas paralelas,
obtidos por Nascimento et al. (2001) e os trabalhos de Scofano Neto & Cotta (1992), que
determinaram os pardmetros de transferéncia de calor em trocadores duplo-tubo na regido de

desenvolvimento térmico.
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CAPITULO 3

TRANSFORMADA DE KIRCHHOFF E TECNICA DA TRANSFORMADA

INTEGRAL GENERALIZADA

3.1. INTRODUCAO

Neste Capitulo sdo apresentados os fundamentos das técnicas que foram empregadas
no presente trabalho: a Técnica da Transformada de Kirchhoff, responsével pela linearizacio
do termo difusivo da equacdo da energia, e a Técnica da Transformada Integral Generalizada,
que remove as derivadas espaciais de segunda ordem da equacdo da energia. Apresenta-se

ainda, neste Capitulo, um exemplo de aplicacdo da TTIG em problemas multidimensionais.

3.2. TRANSFORMADA DE KIRCHHOFF

Considere a seguinte equacdo da difus@o de calor bidimensional em regime transiente,

definido em uma regido (2 com superficie de contorno 7/ :

VAV 7= p e, (yen s 0) G.1)

onde, p € a densidade, k(T) ¢ a condutividade térmica, cP(T) € o calor especifico do

material e ¢~ é o termo fonte de energia. Serd admitido no presente trabalho que a densidade

do meio material apresenta uma variagao desprezivel durante o transiente em todo o dominio.

A Equacdo (3.1) € ndo linear, pois apresenta propriedades termofisicas varidveis com a
temperatura. Equacdes deste tipo sdo dificeis de serem resolvidas e na maioria das vezes nao
permitem a obtencdo de solucdo pelas técnicas analiticas cldssicas. Desta maneira,
procedimentos que permitem a linearizacdo da equacdo, quando possivel, podem facilitar

bastante o tratamento analitico.
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Diante deste contexto, foi aplicado no presente trabalho a Técnica da Transformada de
Kirchhoff (OZISIK, 1993). Com o auxilio desta técnica, a Equagdo (3.1) pode ser
transformada em uma equacio diferencial mais simples. A técnica consiste em introduzir uma

& . .« . .
nova temperatura 7 relacionada com a temperatura 7 do problema original pela seguinte

transformacao:

XVl‘

T (x,y,t)= jk "(x, y,0))dT" (3.2)

onde, 7, representa uma temperatura de referéncia e k, = k(7). T, e k, sdo introduzidos

simplesmente para dar ao valor 7" a dimensdo de temperatura e um valor definido. Segue

como implicacdo da Equacdo (3.2) que:

dr”(x,y,1)= kik(T)dT(x, V1), (3.3)
0

e que:

v (s, y,z):kik(T)w(x,y,t). (3.4)

0

Inserindo a Equacido (3.3) e (3.4) na Equacdo (3.1), tem-se que:

. 1., 1 9T (x,y,1)
V3T (x,y, —1¢” = , 3.5
v = o T 539

k(T)
pc,T)

onde, a propriedade O((T) = ¢ a difusividade térmica.

Como se observa, o termo difusivo da equagdo da energia transformada por Kirchhoff
¢ linear. Este procedimento facilita profundamente o tratamento analitico visto que os termos
diferenciais espaciais de segunda ordem da equacdo foram linearizados. Posteriormente, no
Capitulo 4, serd apresentada uma transformacdo conveniente para o termo transiente da

Equacdo (3.5).
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3.3. TECNICA DA TRANSFORMADA INTEGRAL GENERALIZADA

As equagdes diferenciais que governam os processos de difusdo dos problemas que
aqui foram propostos apresentam uma estrutura que, em geral, ndo permitem a obtencdo de
solugcdo analitica pelas técnicas cldssicas conhecidas. Assim, para a obtencdo de solucdo
destes problemas decidiu-se, como ja foi dito anteriormente, pela aplica¢do da técnica hibrida
analitico-numérica TTIG, a Técnica da Transformada Integral Generalizada. Em sintese, a
aplica¢do da TTIG envolve uma seqiiéncia de procedimentos que pode ser sistematizada nas

seguintes etapas:

a) Escolher um problema auxiliar de autovalor, que guarda o maximo de informagdes

do problema original relativo a geometria e aos operadores;
b) Desenvolver o par “transformada” e “inversa”;

¢) Transformar a equacdo diferencial parcial original, através do uso de operadores
apropriados, em um sistema de EDO’s infinito e ndo linear, que pode ou ndo ser

acoplado;
d) Truncar e resolver o sistema de EDO’s, segundo a precisao preestabelecida;
e) Construir os potenciais originais, através do uso das férmulas de inversao.

A seguir, apresentam-se os fundamentos tedricos relativos a TTIG.

3.3.1. FUNDAMENTACAO TEORICA

As idéias bdsicas referentes a Técnica da Transformada Integral Generalizada derivam
da versdo cladssica da Transformada Integral. De uma maneira geral, a Técnica da
Transformada Integral Classica - TTIC, que é uma extensdo do método da separacdo de
variaveis, consiste no estabelecimento do par transformada-inversa da fung@o potencial em
termos de uma base ortogonal de autofuncdes, que sdo obtidas a partir de um problema
auxiliar de autovalor escolhido adequadamente. A transformacdo integral da equacido
diferencial original do problema é obtida através de operadores adequados que promovem a
remocdo das derivadas parciais espaciais de segunda ordem. Fazendo uso da férmula de
inversdo, obtém-se um sistema infinito e desacoplado de equagdes diferenciais ordindrias para

o potencial transformado, que pode ser resolvido analiticamente. Assim, através da prdpria
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féormula de inversdo, obtém-se a solucdo analitica da funcdo potencial. Este procedimento
somente se aplica quando todos os termos da equacdo diferencial original sdo transformdveis,

para que se produza o sistema de equacdes desacoplado relativo ao potencial transformado.

A partir dos trabalhos de Ozisik & Murray (1974) e de Mikhailov (1975), a Técnica da
Transformada Integral adquiriu uma estrutura semi-analitica que generalizou a aplicabilidade
do método. Na realidade, a TTIG, faz uso de um procedimento similar aquele aplicado na
TTIC. A distin¢do reside no fato de se persistir na aplicacdo da féormula de inversdo sobre os
termos ndo transformdveis da equagdo diferencial original correspondente a um dado
problema. Com isto, obtém-se um sistema de equagdes diferenciais ordindrias acoplado e
infinito para o potencial transformado. O sistema ¢, entdo, resolvido numericamente
truncando-se a expansdo em uma dada ordem que garanta a precisdo desejada, no processo de
reconstru¢do da fungfo potencial. Este procedimento € que caracteriza a natureza hibrida

analitico-numérica da TTIG.

3.3.2. METODOLOGIA

A seguir apresentam-se os procedimentos matematicos utilizados na TTIG. Considere
um problema difusivo-convectivo multidimensional, transiente, ndo linear ¢ com termo

fontes, definido em uma regido £2 com superficie de contorno 7 :

w(x) oT (x,1)

T+u(x,t,T)-VT(x,t)+LT(x,t)=P(x,t), {xe @, >0}, (3.6)

com w(x)>0 e condigdes inicial e de contorno dadas por:
T(x,0)= f(x), {xe .Q}, (3.7a)
BT(x,1)=¢(x,1), {xer, >0} (3.7b)

Aqui, os operadores diferenciais e de contorno sdo definidos por:
L=-V-k(T)V+d(x), (3.82)

B =a(x)+b(x)k(x) J (3.8b)

% >
onde, 77 denota a componente normal da superficie I e k(x)>0.
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A Equagdo (3.6) representa problemas definidos como de Classe I, por Mikhailov &
Ozisik (1984), e que sdo capazes de representar uma grande variedade de problemas
difusivos-convectivos. Em particular, quando o termo convectivo u(x,t,T) se anula, a
Equacio (3.6) representa problemas puramente difusivos. Quando o vetor u(x,7,T) é ndo

nulo, o problema apresentado € nao transformdvel pela TTIC.

Para estabelecer o par transformada-inversa o potencial T (x,7) ¢ escrito em termos de

uma base ortogonal de autofuncdes obtidas a partir do seguinte problema auxiliar de

autovalor:
LY (x)=p; wlx)# (),  {xe @}, (3.9)
B¥(x)=0, {xer, >0} (3.10)

Problemas representados pela Equagdo (3.9) com a condi¢do de contorno dada pela
Equacdo (3.10) sdo conhecidos como problemas de Sturm-Liouville, onde as autofuncdes

¥.(x) e os autovalores u; correspondentes sdo aqui considerados conhecidos através da

solucdo de tais equagdes. Assim, define-se o seguinte par transformada-inversa:

7_",-(t)= jw(x)K-(x)T(x,t)d.Q, transformada, (3.11)

T(x,t): ZKi (x)f.(t), inversa, (3.12)
onde, o niicleo K, (x) representa as autofuncdes normalizadas.

v
Ki(x):%, (3.13)

1

com a integral de normalizac¢do dada por

N; = [w(x)# (x)av . (3.14)
\%4

A transformacdo integral da equagdo diferencial que governa o problema é obtida

efetuando o produto interno das autofun¢des normalizadas K, (x) com a Equagdo (3.6).
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Através deste procedimento e fazendo uso das condi¢cdes de contorno dadas pelas

Equacdes (3.7b) e (3.10) obtém-se

‘“;(fh K et D) VT lde+ 2T =7.0),  i=1,2.3,.. (.15)
onde:
)= [K (Pl ;k(x){Ki(x)aTa(;’t)—T(x,t)agi(x)}df. (3.16)

Fazendo uso da férmula de inversdo, Equacdo (3.12), o termo ndo transformavel da

Equacdo (3.15) € reescrito como,

(K, (), t,7)- VT (x,0)]d2 = Zl (1T, (1), (3.172)
@ (67)= [K,(0)u(u,t,7)-VE (x)]de. (3.17b)

Assim, a Equagdo (3.15) pode ser reescrita da seguinte forma:

dzt(t)Jriaij(r,T)i(r): z(),  i=1,2,3 .. (3.18)
Jj=1
com
a,(t.T)=6, 1’ +a; (t.T), (3.19a)
0, i)
5,-:{ . (3.19b)
1, i=j

A transformacao integral da Equagéo (3.6), como foi descrito acima, exige também a
transformacgdo integral da condi¢@o inicial. Operando-se sobre a Equacdo (3.7a) com o

operador [w(x)K,(x)d2, ttm-se:
2

T,(0)=f, = _L w(x) K, (x) f(x)de. (3.20)
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Como pode ser observado, a Equacdo 3.18 representa um sistema infinito de equacdes
diferenciais ordinérias, acoplado e nao linear para os potenciais transformados f(t) Para
obtencdo de solu¢do numérica, a expansdo do potencial T(x,t) ¢ truncada para uma dada

ordem N suficientemente alta a fim de garantir a exatiddo desejada. Na forma matricial, o

sistema truncado de ordem N € reescrito como

Y () + Al y)yl)=g).  {r>0} (3.21a)
y(0)=71. (3.21b)
onde

YO =170) L) Ty 0} (3.222)
Alt,y)=1{a,,(.T)}", (3.22b)
g)=1{z,().g,()....3y )}, (3.22¢)
f={i o i} (3.22d)

Existem varios métodos de solugdo para problemas de valor inicial descritos pela
Equacdo (3.21). Em particular, o integrador numérico DIVPAG da Biblioteca IMSL (1994)
desenvolvido a partir do método de Gear, tem demonstrado ser uma ferramenta

computacional poderosa para a obtencdo de resultados numéricos de sistemas com esta
estrutura. Apés o célculo dos potenciais transformados T,.(t), aplica-se a férmula de inversdo
para a reconstrucio do potencial T(x,r) que é a base de cilculo dos diversos parimetros

fisicos de interesse do problema original. Estes procedimentos formais, que permitem a
obtencdo da solucdo para a classe de problemas representados pela Equagado (3.6), constitui-se
na base metodoldgica para a resolugdo dos problemas difusivos propostos para o presente

trabalho.

3.3.3. FORMULACAO PARA APLICACOES MULTIDIMENSIONAIS

Em aplica¢gdes unidimensionais, o problema auxiliar de autovalor se reduz a uma

equacdo diferencial ordindria e a funcdo potencial € escrita de forma simples:
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T(x)=Y KT().  {re >0} (3.23)

onde, K,(x) sdo as autofun¢des normalizadas.

4

Para aplicacdes multidimensionais o problema de autovalor torna-se um sistema de
equacdes diferenciais parciais que € resolvido através de expansdes ordindrias em cada uma
das coordenadas espaciais relacionadas ao problema difusivo. Para um problema que seja
descrito em coordenadas cartesianas e que o operador difusivo L seja tridimensional, a funcio

potencial poderd, entdo, ser dada na seguinte forma:

T(x,y,2,t)= i
i=1

.Mg

1]
LN

> X7, ()7, ), (3.24)

J

onde cada uma das somatdrias estd associada com a expansdo do potencial em autofungdes na
coordenada espacial correspondente, sendo X i(x), Y j(y) e Z (z) as autofungdes
normalizadas associadas aos respectivos problemas de autovalor. O sistema de equacdes
diferenciais ordindrias para o potencial transformado f j‘k(t) ¢ obtido quando se aplica a
transformac@o integral a cada problema de autovalor, necessario para a remog¢ao das derivadas
espaciais de segunda ordem. Do ponto de vista computacional, o potencial 7_"l ik (r) é obtido
através da solucdo do sistema resultante, truncando-se cada uma das expansdes a uma dada

ordem. A ordem deste sistema corresponde ao nimero total de termos da série e € dado pelo

produto de cada ordem truncada individualmente.

3.3.4. EXEMPLO DE REMOCAO DAS DERIVADAS PARCIAIS ESPACIAIS cOoM A TTIG

Para maior clareza dos procedimentos que serdo utilizados durante a aplicagdo da
TTIG para a remocgao das derivadas espaciais de segunda ordem, serd considerada, aqui, uma
equacdo diferencial parcial que caracteriza um problema difusivo linear com fontes, em
regime transiente e submetido a condi¢cdo de temperatura prescrita no contorno e condi¢io

inicial nula. A equacdo da energia referente a este problema é dada por:

2 2
H(u,v)aT(u’v’T) = d T(u,zv,r)+ J T(u’zv’f)+G(u,v), {o<uc< u,, 0<v< vo}, (3.25a)
0T ou v
T(u,v,0)=0, {o<u<u,, 0<v<v,}, (3.25b)
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or(wv.7)_ {u=0, 0<v<y}, (3.25¢)
ou

E)T(u,v,f):o’ {u=u,, 0<v<v,}, (3.25d)
ou

Twve) o fo<u<u, v=o). (3.25¢)
v

T(u,v,7)=0, {o<u<u,, v=v,} (3.25f)

onde, a fun¢do H (u,v) e G(u,v) e 0s parametros u, € v, sdo conhecidos e bem definidos.

Devido a estrutura bidimensional da equag@o da difusdo, a transformada integral serd
aplicada com o auxilio de um problema de autovalor para cada coordenada, conforme descrito
na Secdo 3.3.3. Em fun¢do das caracteristicas apresentadas pelas condi¢des de contorno do

problema, define-se para a coordenada u , o seguinte problema auxiliar:

2

"d‘/’ﬁu)wzw(u):o, {0<u<u,}, (3.26a)

u

dyu) -0, (3.26b)
du u=0

dyl) - _ (3.26¢)
du u=u

w,(u)=cos(u,u), (3.26d)

. T .
u=(i—-1)=, i=1,2,3, .. (3.26¢)
Uy

As autofuncgdes normalizadas associadas a este problema permitem o desenvolvimento

do seguinte par transformada-inversa:

T,(v,7)= _[ K; ()T (u,v,7)du, transformada, (3.27a)
0
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T(u,v,f): ZKi (u)f(v,f), inversa, (3.27b)
i=1
onde:
v, (u)
Ki (I/l): Nil/z ’ (3270)
N.:?y/.z(u)du: g, i=1 (3.27d)
o uy/2, i>1 ’

A remocdo da derivada parcial de segunda ordem em u da equagdo da difuséo ¢ feita
por integracdo no dominio, conforme metodologia descrita na Secdo 3.3.2. Para tal fim,
efetua-se o produto interno da autofuncdo normalizada K, () com a equacdo da difusio. Com
o auxilio de uma segunda relacio obtida pelo produto interno do potencial 8(u,v,7) com a

equacdo que define o problema de autovalor, Equagéo (3.26a), tém-se:

k] a2 (u){azng;“” )], G(u,v)}, (.28

2 i
u

2
T(u,v,z‘){ddL"(u)ﬂu.z K, (u)} =0, i=1,2,3, .. (3.28b)

onde o produto interno entre duas fungdes € definido como:
R

F(6)-Flx,y)= [ f(x)F (x,y)dx. (3.29)

0

Desenvolvendo e somando as Equacgdes (3.28a) e (3.28.b), obtém-se:

Uy Uy 2 Uy
i (K ()T, v,7)du—[K, (M)Mdu + | K, (u)H(u,v)Wdu =
0 0 0 T
= JKi ()G, v)du + g, (v.7), (3.30a)
0
i 2 2
z.(n7)=[| K, (M)M—T(u,v,r)d Kiz(u)}du (3.30b)
0 Ju du
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Fazendo uso da férmula de inversdo e das propriedades de ortogonalidade das
autofuncdes, os dois termos integrais do membro esquerdo da Equagdo (3.30a) podem ser

desenvolvidos como segue:

g g 0o _ _
lui2 _[Ki ()T (u,v,7)du :,Uiz _[Ki (”)Z K; (”)Tj (v)du ::uiz Ti(V)’ (3.31a)
0 0 Jj=1
4o 0°T (u,v,7) o > dr} (v,7) dT.*(v,7)
K.(u)——=—du = [K, K. / du =——"—=. 3.31b
g ’(u) v’ ! i l(u)]zzl ](u) dv? ! dv? ( )
O terceiro termo da Equacao (3.30a) também € desenvolvido de forma similar:
“0 oT (u,v,7) “o - oT.(v,7) 0 oT . (v,7)
{Ki (u)H(u,v)a—Tdu :'([Ki (u)H(u,v)jZ:; K; (u)]a—z_du = jZ:;Aij(v)]a—T , (3.32a)
o
A (v) = jKl (u)Kj(u)H(u,v)du. (3.32b)

O primeiro termo do lado direito da Equacgao (3.30a) € integravel e € escrito como
IKi(u)G(u,v)duzCi(v). (3.33)
0

Desenvolvendo o termo transformado g, (v,7) pelo teorema de Green, obtém-se

u=u

, (3.34)

g(v7)= [Ki () 2T r7) _ T(u,v,r)dL(“)}

du du

u=0

onde se observa que o coeficiente g, (v,7) se anula, visto que todas as condi¢des de contorno

do problema difusivo e do problema auxiliar de autovalor sao homogéneas.

Dos resultados acima obtidos, a equagao transformada da energia € escrita como:

- aT.( _ o7
zAij(V)ﬂ+ w2 T () =20 ), (3.35)
i ot v

Assim, a derivada parcial de segunda ordem em u foi removida. Para proceder a

transformacao integral relativo a coordenada v, define-se o seguinte problema de autovalor:
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2
dd¢gv)+/12¢(v)=0, {o<g<v,}, (3.36a)
3%
a9lv) =0, (3.36b)
dv v=0
#lv,)=0, (3.36¢)
¢,(v) = cos(v), (3.36d)
A =M, i=1,2,3, .. (3.36¢)
2v,

z,(v)= i}(l/vz)’ (3.37)
M,= f¢j(v)dv=v—2°, (3.37b)

e permitem o desenvolvimento do seguinte par transformada-inversa:

7:",.]. (Z') = IZj (v)Y_"i(v,Z')dv , transformada, (3.38a)

0

j=1

ﬂlz

inversa. (3.38b)

Observa-se que aplicando as Equacdes (3.27a) e (3.27b) nas Equacgdes (3.38a) e

(3.38b), o par transformada-inversa pode ser reescrito como:

7:"1-]- (2') = '[ JKi (u)Zj W7 (w,v,7)dudy, transformada, (3.39a)
00
u v, T :ii 7:" (T), inversa. (3.39b)
P

Para a remoc¢do da derivada de segunda ordem na coordenada v da equacdo

transformada, efetua-se o produto interno da autofungdo normalizada Z; (v) pela
Equacdo (3.34). Uma equagdo auxiliar também € provida, efetuando-se o produto interno do

potencial transformado TI(V 7) pela equagdo do problema de autovalor correspondente:
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o T 277
z (v)[z A (050D, Ti(v,r)} _z (V)FTI'—(:JM c (v)} , (3.400)
=i 0T ov
2
T,.(v,r)[d 5’”2(\/)+/1;Zm(v)}=0, m=1,2,3, .. (3.40b)
1%

0 J= 0

=[z,0)c,()dv+3,,(), (3.41a)
0

onde,

~ K °T(vr) = a’z, (v)

0= ]| 2.0 58T 2 aaty

Fazendo uso da férmula de inversdo, Equacdo (3.38b), e das propriedades de

ortogonalidade das autofuncdes Z (v), o primeiro termo da Equacio (3.41a) pode ser

desenvolvido como segue:

0 BT T Vo 0o Up oo deﬁ
12,0052, 078D =12, (00515 WK )5 2,00 =
= T 0 =10 n=l drt
dr,, ()
=B : (3.42a)
! dr
onde,
Biin = VJQTKI- (u)Kj (u)Zm (v)Zn (v)H (u,v)dudy. (3.42b)
00

Os outros dois termos integrais do membro esquerdo da equagdo sdo desenvolvidos

como Segue:
Yo ‘ 0

p; jzm() T (v,7)dv =1 jz )>z ()T, (c)dv =p>T, (), (3.43a)

n=l1
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2 j Z WT(v,7)dv = j z ()Y 2,07, (r)av=2T, (7). (3.43b)

O primeiro termo do membro direito da Equacdo (3.41a) € integrdvel e é determinado

por:

Uy

sz (V)Ci (V)dV = _[ JKi (M)Zm (V)G(u,v)du dv=D

<
=)

(3.44)

im *

Fazendo uso do Teorema de Green, o coeficiente transformado §,, (z) é desenvolvido

na forma como segue:

Z,,(0)= {Zm (V)M T (v.7) % (V)}

={zm(v){idzcgv()i } {zz }dflv( )} (3.45)

n=1 -0

Observa-se novamente que a relagdo dada pela Equacdo (3.45) t€m condigdes de

contorno homogéneas. Portanto, o coeficiente g, (r) se anula.

Dos resultados acima, a Equagdo (3.41a) € escrita, entdo, como:

oo

ZiB,-,»mn il Lﬂ +2|,()=D (3.46)

n=l j=1

A transformacdo via TTIG do termo transiente da equag¢do da energia, como visto

acima, ndo é possivel. Assim, a Equacdo (3.46) representa um sistema infinito de equacdes

diferenciais ordindrias para o potencial T, j(’l'). Devido a este termo ndo transformavel, o

sistema de equacdes diferenciais tem que ser resolvido numericamente, truncando-se a
expansdo do potencial para uma dada ordem N e M. E justamente neste fato que reside a
natureza hibrida analitico-numérica e que caracteriza a generalizacdo da técnica da

transformada integral, como foi descrito na Secao 3.3.2.

Concluindo, o procedimento acima descrito exemplifica a remocdo de derivadas
parciais de ordem superior de um problema multidimensional, do ponto de vista da

transformada integral.
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CAPITULO 4

PROBLEMA DIFUSIVO TRANSIENTE COM FONTES

4.1. INTRODUCAO

As células de combustivel nos reatores nucleares de poténcia apresentam dimensoes
reduzidas e liberam altas taxas de energia térmica resultante da reacdo de fissdo nuclear do
elemento fissil. Do ponto de vista econdmico, uma maior eficiéncia na transferéncia da
energia gerada pelo elemento fissil para o fluido de trabalho, possibilita a construgdo de
reatores de menores dimensdes, bem como a economia de combustivel para um mesmo nivel
de energia gerada. Entre os diversos fatores que influenciam o processo de transferéncia de
calor, as dimensdes geométricas e o formato desses elementos desempenham um papel
preponderante. Assim, € interessante que se proceda a andlise e o cdlculo de pardmetros

térmicos em células de combustivel que apresentem outras geometrias. Neste sentido, serdo

analisadas nesta secdo células cilindricas de secdo transversal eliptica e retangular.

A maioria dos reatores em operacdo utiliza o diéxido de uranio, UO, como
combustivel nuclear. Assim, devido as reduzidas dimensdes da célula e ao fato do UO,
apresentar uma condutividade térmica relativamente baixa, as varia¢cdes da temperatura no

interior desses elementos sdo sempre elevadas. Assim, é importante que se leve em

consideragdo na anélise a variacdo das propriedades com a temperatura.

z

Outro aspecto interessante é o fato da taxa de liberagdo de energia ndo ser
uniformemente distribuida no dominio da célula. Isto ocorre porque na regido central hd uma
deplecdo do fluxo de néutrons térmicos, que sdo os responsaveis diretos pela fissdo do nicleo
dos elementos fisseis (no caso o isétopo 235 do uranio). Conseqiientemente, o termo fonte da
equacdo da difusdo apresenta uma dependéncia espacial. Desta forma, serdo analisados no
presente trabalho dois casos de interesse: o problema difusivo transiente com fontes

uniformemente distribuidas e o problema difusivo transiente com fontes varidveis no dominio.

Sendo assim, este Capitulo trata da solucdo de problemas difusivos transientes em
células de combustivel cilindricas de secdo transversal retangular e eliptica que apresentam
fontes uniformemente distribuidas ou varidveis em seu dominio. Serdo considerados para a
andlise tanto meios difusivos com propriedades termofisicas constantes como com
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propriedades varidveis e a Técnica da Transformada Integral Generalizada sera aplicada sobre
a equacgdo da energia para a obtencdo da solugdo. Para o caso particular de células que
possuem dominios de geometria eliptica, serd feita uma mudanca de coordenadas adequada
para facilitar a aplicacdo das condi¢des de contorno antes da aplicagdo da TTIG. Devido a
caracteristica nao linear da equacdo da difusdo dos problemas propostos, serd aplicada a
Técnica da Transformada de Kirchhoff para a lineariza¢do do termo difusivo da equacdo da
energia, antes da aplicagdo da TTIG. Com respeito ao problema que apresenta fontes varidveis
no dominio, a fun¢do que define o termo fonte serd dada pela solucdo da equacado da difusdo
neutrénica, a qual também & obtida fazendo uso da TTIG, como é apresentado no

Apéndice A.

E neste contexto que a distribui¢do de temperatura adimensional e pardmetros fisicos
de interesse serdo determinados para diversas razdes de aspecto das células. Posteriormente,
perfis de temperatura dimensionais serdo obtidos para alguns casos fazendo uso da

transformac@o inversa de Kirchhoff.

4.2. PROBLEMA DIFUSIVO COM FONTES UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDAS

4.2.1. FORMULACAO MATEMATICA

Toda a andlise dos problemas propostos serd feita somente na regido envolvida pelas
pastilhas do elemento combustivel. Serd admitido aqui que o perfil de temperatura inicial é
uniforme e que as condi¢des de contorno sdo do primeiro tipo (temperatura prescrita na
parede). Primeiramente, serd considerado que as fontes estejam uniformemente distribuidas
no dominio £ da célula e temperatura prescrita na superficie de contorno /'. Com estas

consideragdes, a equacgdo da difusio pode ser escrita como:

VAT )i = pe, 0T (e 0 >0}, (4.12)
T(x,y,t)=T,, {(x,y)e I, >0}, (4.1b)
T(x,y0)=T =T,, {(x,y)e 2}. (4.1¢c)

p
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onde, k(T) ¢ a condutividade térmica do material, p ¢é a densidade, cp(T) ¢ o calor
especifico e ¢” representa o termo fontes, admitido constante. Aqui, T, ¢ a temperatura da

superficie da pastilha e T;, representa a condi¢@o de temperatura inicial do problema.

A) LINEARIZACAO DA EQUACAO DA DIFUSAO

Para facilitar a aplicagdo da Transformada Integral, a equacdo da difusdo serd
adequadamente linearizada. Fazendo uso do procedimento discutido na Secdo 3.1, a
Transformada de Kirchhoff é aplicada sobre o potencial T(x,y,r). A Equacdo (4.1) é
reescrita, entdo, como:

q” 1 aT*(x,y,t)

VT (x,y,t)+ = , , £, Oy, 4.2
O {(w)e 2. 1>0) @20)

TP
7o) = [KE)ar=1;. {(xy)e 1, r>0}, (4.2b)

(O
T'(x,y0)=T"=T,, {(x.y)e 2}, (4.2¢)

*
i

—~ e T"(x,y,1), dada pela Equagdo (4.2). Os parametros T, e T;" sdo,

respectivamente, os potenciais temperatura de contorno e inicial transformados por Kirchhoff.

A ndo linearidade que ocorre no coeficiente do termo transiente serd convenientemente
removida através da transformacdo de coordenadas que adimensionaliza a equacdo da difusdo

de energia. Assim, na sua forma adimensional, a Equacdo (4.2) é reescrita como segue:

00(X.Y,7)

V(XY 7)+1= y— {(x,v)e 2, >0}, (4.3a)
6(x,y.r)=6,=0, {(x,y)e, >0}, (4.3b)
0(X,Y,0)=6,=0, {(x,v)e 2}, (4.3¢)

com:
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X=—" 4.3d
L, (4.3d)
y

Y =——, (4.3¢)
Lref

r=1el), 4.30)
Lref

T°(X,Y,7)-T:
6?(X,Y,z'):[ ( ) ”] k, . (4.3g)

2 om
Lref q

onde a temperatura transformada por Kirchhoff T; representa a condicdo de temperatura

prescrita no contorno € 7, representa a condigdo de temperatura inicial uniforme no dominio,

l
a qual € admitida como sendo a mesma temperatura prescrita no contorno. Para o presente

problema, foi admitido desprezivel os efeitos de segunda ordem referente a variagdo local de
7 com a difusividade térmica na transformacédo temporal de ¢ para 7.

O parametro L, representa um comprimento de referéncia, que € aqui definido em

fun¢do da geometria estudada como:

rof = P_S’ (para o cilindro de secdo retangular), (4.4a)
er
e _2A . o
L= P—’ , (para o cilindro de secdo eliptica), (4.4b)
‘ er

onde, A, representa a drea da secdo transversal do cilindro e Per o perimetro. Os

s

comprimentos de referéncia foram definidos de forma diferente para cada geometria estudada

em funcdo das convengdes encontradas na literatura.

Para caracterizar as diversas possibilidades de contornos de geometria retangular ou

eliptica emprega-se o pardmetro razdo de aspecto p,,.. , dado por:

L
paspec = 7 . (45)
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Os pardmetros geométricos de interesse sdo visualizados na Figura. 4.1. Observa-se
que os dois problemas propostos apresentam simetria em relacdo ao eixo x e ao eixo y, de
forma que € suficiente considerar somente o dominio em um quadrante, conforme destacado

pela regido sombreada.

r
y A 1" y A /
A A
O Q
2L ; : » 2L &
X
-a a o
\/ \/
) 21 R . 2 .
Dominio de geometria eliptica Dominio de geometria retangular

Figura 4.1. Formatos dos cilindros propostos para andlise.

B) TRANSFORMACAO DE COORDENADAS

A seguir serdo apresentados os procedimentos adotados para a transformacdo de
coordenadas. Para o cilindro de secdo eliptica o dominio no sistema cartesiano serd
transformado em dominio de secdo retangular pela representacdo de suas coordenadas no
sistema eliptico. Para as células de secdo retangular ndo serd realizada qualquer mudanca de
coordenada, pois sua geometria jid € convenientemente representada pelas coordenadas

cartesianas.

B.1) Transformacdo de Coordenadas na Sec¢do Eliptica

A conveniéncia de se proceder a uma transformacdo de coordenadas se deve a
dificuldade de se operar a equagdo da difus@o em um dominio com formato eliptico, quando
representado no sistema de coordenadas cartesianas. Neste sentido, o sistema ortogonal de

coordenadas elipticas € utilizado para transformar o dominio original com contorno de

formato eliptico no plano (X,Y) em um dominio com contorno de formato retangular no

plano transformado (u,v), como ¢ mostrado, para maior clareza, na Figura 4.2.
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u=3m2

Figura 4.2. Mudanca de coordenadas do sistema cartesiano para o sistema eliptico.

As relacdes matemadticas que representam estas transformacdes sao as seguintes:

X =a" cos(u)cosh(v), (4.6a)

Y =a” sen(u)senh(v), (4.6b)

a =2 (4.6¢)
ref

onde, a € a distancia focal da elipse que é dada por:

a= L , (4.7a)
cosh(vo)
L
v, =arc tanh(Tj . (4.7b)

onde, L e ] sdo, respectivamente, os comprimentos dos semi-eixos menor e maior da elipse e

v, € o pardmetro que define o contorno no plano (u,v). Os coeficientes métricos e o

jacobiano da transformacdo sdo determinados pelas seguintes relagdes:

h, (u,v) =h, (u,v) =a [sen2 (u)+ senh? (v)] vz (4.8a)
J(u,v)z%za*[senz(u)+senh2(v)]. (4.8b)
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Para o dominio compreendido em um quadrante, a equacio da difusdo e as condi¢des

inicial e de contorno no sistema de coordenadas elipticas sdo dadas por:

2 2

J ‘9(”"2V’T)+a ‘9(”’2V’T)+J(u,v)=J(u,v)—ae(”’v’r),{osbtsf, 0<v <, r>0}, (4.92)
ou v 0T 2

0(u,v,0)=0, {o<u<z/2, 0<v<y}, (4.9b)

06(u,v,7)

a—zo, {u=0, 0<v<y, >0}, (4.9¢)
u

M:o, {u=7/2, 0<v<v, >0}, (4.9d)
u

M:o, {o<u<z/2, v=0 >0}, (4.9¢)
A%

Ou,v,7)=0, {o<u<n/2, v=v, >0} (4.91)

B.2) Transformacdo de Coordenadas na Secdo Retangular

Como ja foi dito anteriormente, para os cilindros de secdo retangular a representacio
do contorno € natural no sistema de coordenadas cartesianas. Mas com o intuito de manter
uniformidade de representacdo das varidveis espaciais, a transformacdo identidade é aplicada

no presente problema:

X=u, (4.10a)
Y=v, (4.10b)
J(u,v)=1. (4.10¢)

Assim, para o dominio compreendido em um quadrante, a equagdo da difusdo e as

condigdes iniciais e de contorno sdo reescritas como:

2 2
J H(M’ZV’T)+ o 9(u,2v,z') +J(u,v)= J(u,V)M, {o<u<u, 0<v<v, 7>0}, (4.11a)
ou ov orT
O(u,v,0)=0, {o<u<u, 0<v<vyy}, (4.11b)
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M=0, {u=0, 0<v<v, 7>0},
ou

M=O, {OSuSuo, v=0, r>0},
ov

H(u,v,z')zo, {u:uo, 0<v<v,, >0},

O(u,v,7)=0, {OSuSuO, V=1V, 7>0}.

com

oL

° Lref’

= [

O__'
Lref

C)APLICACAO DA TTIG

(4.11c)

(4.11d)

(4.11e)

4.11f)

(4.12a)

(4.12b)

Os perfis de temperatura caracteristicos do problema proposto serdo obtidos a partir da

aplicacdo da transformada integral sobre sua equagdo caracteristica. Devido a sua

caracteristica espacial bidimensional, o potencial @(u,v,7) serd escrito em termos de uma

expansdo em autofungdes normalizadas obtidas de problemas auxiliares de autovalor para

cada coordenada espacial. Assim, a aplicacdo da transformada integral, para cada um dos

problemas propostos, sera feita em partes.

C.1) Aplicacdo da TTIG para o Cilindro de Secdo Eliptica

Considere o seguinte problema auxiliar de autovalor:

dzv/(u)+ﬂzw(u):0 , {o<u<m/2},
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Os autovalores e as autofuncdes associados a este problema sio:

u=2(i-1), i=1,2,3,.. (4.14a)

w,(u)=cos(u;u). (4.14b)

As autofungdes acima s@o ortogonais e permitem o desenvolvimento do seguinte par

transformada-inversa:

/2
51‘ (v,r)z jKi (u) H(M,V,Z')du , transformada, (4.15a)
0
0(uy,7)= i K, () 51' (v,7), inversa. (4.15b)

i=l1

onde 6_’1 (v,7) é o potencial transformado em u e Ki(u) sdo as autofuncdes normalizadas,

dadas por:

K,(u)= 9;1(?2) , (4.162)
/2 /2 i=1

N, = 2(u) du = ’ . 4.16b

; gwl(u)u {WL ol (4.16b)

Efetuando o produto interno das autofun¢des normalizadas K, («) com a equacdo da

difusdo dada pela Equacdo (4.9a) e fazendo uso das condicdes de contorno dadas pelas
Equacgdes (4.9¢), (4.9d) e (4.9¢e) e da equagdo que define o problema auxiliar de autovalor,

Equacdo (4.11b), obtém-se:

o 20.(v, _ 25
ZA-,-(V)M+M~29i(v,f)=ae’—(§’r)+q(v), i=1,2,3,.. (4.17a)
j=1 o7 dv
onde:
/2
A;0)= KK () (u,v) du (4.17b)
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€)= TK,(u) ) .

(4.17¢)

Para proceder a transformacio integral relativo a coordenada v, considere o seguinte

problema de autovalor:

%+f¢(\/):0, {o<g<w 1,
1%

¢'(0)=0,

#(vy)=0.

Os autovalores e as autofungdes para este novo problema auxiliar sdo:

;Lmzw, m=1,2,3, ..
2v,

8, (v)=cos(A,v).

(4.18a)

(4.18b)

(4.18¢)

(4.19a)

(4.19b)

As autofungdes ¢, (v) sdo ortogonais e permitem o desenvolvimento do seguinte par

transformada-inversa:

~ Vo T/2
glm(z')z .[ IKi (u)Zm (v)6(u,v,t)dudy , transformada,
0 0
ﬁ(u,v,r) = i iKi (u)Zm (v)gim (Z') , inversa.
i=1 m=1

2,0)-2e8).
M, = g"ﬁ,(v)dv:%.

onde M, sdo as integrais de normalizacdo.
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A transformacdo integral sobre a coordenada v é feita efetuando-se o produto interno

das autofunc¢des normalizadas Z,, (v) com a equacdo diferencial transformada na coordenada

u , Equacdo (4.17a). Em seguida, fazendo uso das condi¢des de contorno e das propriedades

de ortogonalidade das autofuncdes correspondentes ao problema auxiliar de autovalor em v,

obtém-se a seguinte relagdo para o potencial transformado 6_’1 m(z’) :

= 2 ) -

2 2 Biju ;lm(f) w2+ 26,0+ D, =0, im=1,23.. (4.22a)

n=l j=1 T

onde
Vo /2

Byu= 2,00 Z,0) A;00) dv= | [K() K,(u) Z, () Z,(v) J(uv) du v, (4.22b)
0 0 0
Yo /2 Vo

D,,=-[Z,0) Gv)dv== [ [K(w)Z, ) (wv)dudv, (4.22¢)
0 0o 0

que deve satisfazer a condi¢@o inicial transformada, dada por:

- v, /2
0,,00)=[ [K.(u)Z,(v)6,(u,v)dv du . (4.23)
0 0

O potencial transformado ém(r) pode ser obtido resolvendo, numericamente, o

sistema de equagdes gerado pela Equacgdo 4.22a, quando se trunca a expansdo para uma dada

ordem M e N:

w2 + 216, ()+ D, =0. (4.24)

m

u ¥ o dg,()
Z ZBijmn

=1 j=1 dt

=

O potencial temperatura 6, (u,v,7) para o cilindro de se¢do eliptica é obtido, entdo,

através da formula de inversdo dada pela Equacdo (4.20b), por:

o,

elip

Il
M=
M=
s
S

N
S
=
)

S
S

(uv,7) (4.25)
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C.2) Aplicacdo da TTIG para o Cilindro de Segdo Retangular

A equacdo da energia que modela o problema difusivo para o cilindro de secdo
transversal retangular apresenta a mesma estrutura do problema difusivo correspondente ao
cilindro de secado eliptica. Assim, a aplicagdo da técnica conduz a seguinte relagdo para o

potencial 8., (u,v,7):

e,e,(u,v,f)zé iK )z, (18, (). (4.26)

com:

5 i B, di’"f(f) +lw2+ 28, ()+ D, =0, (4.27a)

By = 12,0) 2,0 A ) dv= [ [K) K ) 2,0 Z,0) S}y (4.27b)

Do=-12,) GO)dv=—{ [K(Z,() Sur)dud “.270)
) &

Devido a natureza das condi¢des de contorno do problema da célula de segdo

retangular, os problemas auxiliares de autovalor propostos sao dados por:

Ki (u): ZI(Z) ’ (428&)
MO u
No= [ vl du==2 (4.28b)
0
z,(v)= f;"l(/vz) : (4.28¢)
Vo
M, = [ ¢p(v)dv= V—2° : (4.28d)
0
v (u): Cos(cuiu)v (4.28¢)
o= (2"2;1)” . i=1,23,.. (4.28f)
0
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8, (v)=cos(2,v). (4.289)
A, =w, m=1,2,3, . (4.28h)
2v,

4.2.2. PARAMETROS FISICOS DE INTERESSE
A) TEMPERATURA MEDIA E ENERGIA INTERNA ESPECIFICA

A temperatura média no dominio em um dado instante T é dada por:

:[Tm(X,Y,z')—T,,]km 1

6 |t — [, 8lX,Y,7) dA , 4.29
med( ) L%ef q” AS ‘[A: ( T) ( a)
4k
6,,.(7)= A_'[ j@(u,v,f) J(u,v) du av, (4.29b)
s 00

onde, kx=x/2 € utilizado para o problema de difusdo em cilindros elipticos e kK =u, €
utilizado para o problema de difusdo em cilindros retangulares. Para fins de andlise da
evolucdo da temperatura média no dominio é definido o parimetro temperatura média

normalizada 8y,,., () dada por:

_ Uinea (z)
O mea(7)= 5] (4.29¢)
méd \>°
Para problemas em que o meio difusivo apresenta propriedades termofisicas
constantes é possivel obter uma relagdo simples para a energia interna. Assim, estabelecendo
como referéncia para energia interna o estado na condi¢do inicial, a taxa de varia¢do da

energia interna especifica média em um dado instante € dada por:

1 1¢ 4L
u(r)= T IA,_ pec, T(X,Y,7)dA = o LJ pe, 6(X,Y,7)dA, (4.30a)
. 4 Vo K
u'(zr)= ye J. J. 6(u,v,7) J(u,v)du dv=8,,(r), (4.30b)
s 00

onde, u*(r) é a energia interna especifica adimensionalizada, dada por:
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u'(7) = u(e) (4.30¢)

com u(eo) representando a energia interna especifica em regime permanente.

B) CONSTANTE DE TEMPO

7z

Para a andlise dos problemas em questdo € conveniente que se estabeleca um
parametro apropriado capaz de verificar o comportamento transiente da difusdo de calor em

funcdo da razdo de aspecto do cilindro de secdo eliptica ou retangular.

Para tanto, € definido a fungdo potencial temperatura normalizada 6, (u,v,7) em

termos da temperatura méxima do dominio no regime permanente, 8, . (c):

G(M,V,T)

6 i (°°) '

Oy (u,v,7)= (4.31)

Conseqiientemente a esta defini¢cdo, o potencial normalizado maximo que ocorre no

dominio, para um dado instante 7 , é dado por:

O max (T) = Onarl2). (4.32)

mdx (oo)

Da Equacdo (4.31), observa-se que o potencial 8 ,,,, (dex) estard compreendido no
intervalo [0,1]. Assim, define-se a constante de tempo 7. como sendo o pardmetro que
determina o tempo necessdrio para que a temperatura 6y, () estejaa 1/e do seu valor em
regime permanente (MAIA, 2003), ou seja:

gma’x (Tmtix) :|:1_l:l — 0,63212 . (433)
ema’x (oo) €

A partir da defini¢do da temperatura média, pode-se também definir uma constante de

tempo com base na evolugdo da temperatura média, que € dada por:

Oia (Tnca) :{1 _l} =0,63212. (4.34)
gméd (oo) €
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4.2.3. RESULTADOS E DISCUSSAO

A) VERIFICACAO DA CONVERGENCIA EM FUNCAO DOS TERMOS DA SERIE

Quando os processos de resolugdo de equacdes envolvem expansdes em séries, €
importante que se proceda a um estudo de quantos termos esta expansdo deverd ter para
atender os critérios de precisdo preestabelecida servindo, assim, de parametro efetivo para

tomada de decisoes e analises.

Portanto, nesta secdo apresenta-se um estudo da taxa de convergéncia das séries
resultantes da aplicacdo da TTIG na equacdo da energia. Sabe-se que um nimero de termos
elevado aumenta a exatiddo dos resultados obtidos, mas em compensacdo o tempo de
processamento computacional envolvido se torna bastante elevado e muitas vezes

impraticavel.

e D,

im?

Para o presente trabalho, os coeficientes B necessarios para o cilculo do

ijmn

potencial transformado 6,

im?

foram obtidos a partir de integracdo pelo método de quadratura

de Gauss, descrito com mais detalhes no Anexo A. Os valores das autofuncdes e do jacobiano

da transformagéo foram também calculados nos pontos de quadratura.

O potencial transformado 6, foi calculado resolvendo-se o sistema de equagdes
diferenciais ordindrias dado pela Equacdo (4.24a), com o auxilio da rotina computacional

DIVPAG da Biblioteca IMSL FORTRAN.

Para avaliar a evolugdo da convergéncia da série em fungdo do nimero de termos, foi
feita uma andlise do comportamento da temperatura méaxima em fung¢do do tempo e do
numero de termos da série que representa a equacdo da energia para células elipticas de varias

razdes de aspecto. Os resultados obtidos sdo apresentados nas Tabelas 4.1 a 4.4, sendo que

esta andlise foi feita para os tempos adimensionais 7 = 1073 , 10_2, 10_1, 10°.
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Tabela 4.1. Convergéncia da temperatura no centro da célula de se¢éo eliptica em

~ ~ , L. 3
funcdo da razdo de aspecto e do nimero de termos da série, para 7= 10.

Nimero N =M de termos da série
Paspec 10 15 20 25 30
0,10 0,000989 | 0,001003 | 0,001001 | 0,001000 | 0,001000
0,30 0,000986 | 0,001005 | 0,001001 | 0,001000 | 0,001000
0,50 0,000982 | 0,001007 | 0,001001 | 0,001000 | 0,001000
0,70 0,000976 | 0,001010 | 0,001002 | 0,001001 | 0,001001
0,90 0,000961 | 0,001011 | 0,001005 | 0,001002 | 0,001002

Tabela 4.2. Convergéncia da temperatura no centro da célula de se¢do eliptica em

fungdo da razdo de aspecto e do nimero de termos da série, para 7= 10~

Nimero N =M de termos da série
Paspec 10 15 20 25 30
0,10 0,00999 0,01001 0,01000 0,01000 0,01000
0,30 0,00998 0,01000 0,01000 0,01000 0,01000
0,50 0,00998 0,01001 0,01000 0,01000 0,01000
0,70 0,00996 0,01001 0,01000 0,01000 0,01000
0,90 0,00993 0,01002 0,00999 0,00999 0,00999

Tabela 4.3. Convergéncia da temperatura no centro da célula de se¢do eliptica em

funcdo da razio de aspecto e do niimero de termos da série, para 7= 10",

Nimero N =M de termos da série
Paspec 10 15 20 25 30
0,10 0,08946 0,08947 0,08947 0,08947 0,08947
0,30 0,09179 0,09181 0,09180 0,09180 0,09180
0,50 0,09407 0,09410 0,09409 0,09409 0,09409
0,70 0,09556 0,09561 0,09559 0,09559 0,09559
0,90 0,09616 0,09625 0,09622 0,09622 0,09622
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Tabela 4.4. Convergéncia da temperatura no centro da célula de secéo eliptica em

< ~ . 4 0
funcdo da razdo de aspecto e do numero de termos da série, para 7= 10".

Nimero N =M de termos da série
Puspec 10 15 20 25 30
0,10 0,2066 0,2066 0,2066 0,2066 0,2066
0,30 0,2230 0,2230 0,2230 0,2230 0,2230
0,50 0,2371 0,2371 0,2371 0,2371 0,2371
0,70 0,2454 0,2455 0,2455 0,2455 0,2455
0,90 0,2487 0,2488 0,2488 0,2488 0,2488

Observa-se dessas tabelas que a convergéncia é, de um modo geral, mais lenta no
inicio do transiente, sendo necessario o uso de até 30 termos da série em cada coordenada
para a obtengdo de quatro digitos de precisdo, quando 7<107. No entanto, para tempos da
ordem de 7<107", a série jd alcanga convergéncia de quatro digitos com N =M =20 termos,
ou menos. E interessante observar que a convergéncia da série se torna mais lenta, também,

quando a razdo de aspecto p,,,. — 1.

A verificacdo da convergéncia para cilindros de se¢do retangular é apresentada nas

Tabelas 4.5 a 4.8, sendo que esta andlise também foi feita para os tempos adimensionais

7=107,1072,107",10°.

Tabela 4.5. Convergéncia da temperatura no centro da célula de se¢éo retangular em

~ ~ L, L. 3
func¢do da razdo de aspecto e do nimero de termos da série, para 7= 10 .

Nimero N =M de termos da série

Paspec 10 15 20 25 30
0,10 0,0009474 | 0,001031 | 0,0009904 | 0,001011 | 0,001011
0,30 0,0009458 | 0,001032 | 0,0009910 | 0,001012 | 0,001012
0,50 0,0009450 | 0,001033 | 0,0009919 | 0,001013 | 0,001013
0,70 0,0009447 | 0,001033 | 0,0009929 | 0,001013 | 0,001013
0,90 0,0009446 | 0,001033 | 0,0009936 | 0,001014 | 0,001014
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Tabela 4.6. Convergéncia da temperatura no centro da célula de se¢io retangular em

funcdo da razdo de aspecto e do nimero de termos da série, para 7= 107

Nimero N =M de termos da série
Paspec 10 15 20 25 30
0,10 0,00965 0,01021 0,00987 0,01004 0,01004
0,30 0,00970 0,01014 0,00993 0,01004 0,01004
0,50 0,00974 0,01010 0,00996 0,01002 0,01002
0,70 0,00976 0,01008 0,00996 0,01002 0,01002
0,90 0,00977 0,01008 0,00997 0,01002 0,01002

Tabela 4.7. Convergéncia da temperatura no centro da célula de secfo retangular em

~ ~ , Lo -1
func¢do da razdo de aspecto e do nimero de termos da série, para 7= 10 .

Nimero N =M de termos da série
Paspec 10 15 20 25 30
0,10 0,0972 0,1004 0,0990 0,0997 0,0997
0,30 0,0992 0,1001 0,0998 0,0999 0,0999
0,50 0,0996 0,1001 0,0999 0,1000 0,1000
0,70 0,0997 0,1001 0,1000 0,1000 0,1000
0,90 0,0998 0,1001 0,1000 0,1000 0,1000

Tabela 4.8. Convergéncia da temperatura no centro da célula de secfo retangular em

funcdo da razdo de aspecto e do nimero de termos da série, para 7= 10°.

Nimero N =M de termos da série
Paspec 10 15 20 25 30
0,10 0,5202 0,5249 0,5233 0,5240 0,5240
0,30 0,6416 0,6424 0,6422 0,6423 0,6423
0,50 0,7285 0,7290 0,7288 0,7289 0,7289
0,70 0,7762 0,7765 0,7764 0,7765 0,7765
0,90 0,7944 0,7947 0,7946 0,7947 0,7946

Como pode ser observada, a convergéncia das séries relativa ao problema de

geometria retangular apresenta um comportamento similar aquele relativo ao problema de
geometria eliptica. O unico fato que difere diz respeito & convergéncia mais lenta para os

cilindros de secdo retangular que apresentam pequenas razdes de aspecto.
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B) APRESENTACAO DOS PARAMETROS DE INTERESSE

Para os cilindros de dominios de geometria retangular e eliptica, sdo apresentadas nas
Figuras 4.3 a 4.6 as evolucdes da temperatura méxima e da temperatura média para diversas
razdes de aspecto. Observa-se que a evolucdo da temperatura é mais rdpida nas células de
razdo de aspecto Pugpec — 0. Vale lembrar que a evolugdo da temperatura média representa a
evolucdo da energia interna adimensional para os problemas que apresentam propriedades

termofisicas constantes, como foi visto na Secdo 4.2.2.

O-OO T T T 1717 | T T T T 1717 | T T T T 1717 |
10°? 10 10°
Tempo adimensional T

Figura 4.3. Evolucio da temperatura maxima em fungdo do tempo em um cilindro de
sec¢do eliptica para diversas razdes de aspecto.

1.00

0.80

e(u’ v)mtix

0.60

0.40

0.20

0.00 T TTTT | T T TTTT | T T TTTT |
10?2 10" 10°
Tempo adimensional t

Figura 4.4. Evolugado da temperatura média em funcdo do tempo em um cilindro de

secdo eliptica para diversas razdes de aspecto.
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0.00 I T T T TTTT \l T T TTTT \l T T TTTT \l
10 10" 10° 10
Tempo adimensional T

Figura 4.5. Evolucdo da temperatura maxima em fun¢@o do tempo em um cilindro de se¢do

retangular para diversas razdes de aspecto.

0-00 \\\\Hl T \\\\Hl T \\\\Hl T \\\H\l
10% 10" 10° 10’
Tempo adimensional T

Figura 4.6. Evolucdo da temperatura média em fungdo do tempo em um cilindro de sec¢do

retangular para diversas razdes de aspecto.

Os resultados obtidos para a temperatura méixima e temperatura média sdo

apresentados na Tabela 4.9 para cilindros de se¢do eliptica e retangular com razio de aspecto

Paspec =050 Os valores da temperatura méxima obtidos para a célula de se¢do retangular

foram comparados com a solugdo analitica apresentada por Ozisik, (1993). Como pode ser

observado, ha uma excelente concordancia entre os resultados obtidos.
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Tabela 4.9. Evolucio das temperaturas maxima e média em fungéo do tempo

para cilindros de se¢des eliptica e retangular ambos com pgpec = 0,50.

< Célula de secdo eliptica Célula de segdo retangular
0 max O mea Omax O Omea

0,0001 0,0001009 0,00009824 | 0,0001023 0,0001023 0,00009831
0,0002 0,0002013 0,0001955 0,0002043 0,0002042 0,0001963
0,0005 0,0005015 0,0004830 0,0005088 0,0005086 0,0004889
0,0010 0,001001 0,000953 0,001013 0,001008 0,0009727
0,0020 0,002001 0,001867 0,002018 0,002015 0,001929
0,0050 0,005001 0,004478 0,005023 0,005019 0,004733
0,0100 0,01000 0,008538 0,01002 0,01001 0,009257
0,0200 0,02000 0,01592 0,02002 0,02003 0,01792
0,0500 0,04966 0,03429 0,05002 0,05002 0,04194
0,1000 0,09409 0,05705 0,1000 0,1000 0,07762
0,2000 0,1569 0,08529 0,1986 0,1986 0,1384
0,5000 0,2242 0,1134 0,4540 0,4540 0,2695
1,0000 0,2371 0,1186 0,7289 0,7289 0,3922
2,0000 0,2378 0,1189 0,9487 0,9487 0,4836
5,0000 0,2378 0,1189 1,0236 1,0236 0,5140
10,000 0,2378 0,1189 1,0249 1,0249 0,5145

(D Resultados obtidos através da solucdo analitica do problema difusivo em cilindros retangulares (OZISIK,1993).

Na Tabela 4.10 sdo apresentados os resultados obtidos para as constantes de tempo

relacionados com a temperatura maxima e temperatura média para cilindros de secdo eliptica

e retangular com diversas razdes de aspecto.
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Tabela 4.10. Constantes de tempo em fungdo da razdo de aspecto para

cilindros de se¢des eliptica e retangular.

Célula de secao eliptica Célula de se¢do retangular
Flree Timdx Tméd Tindx Tméd
0,10 0,172 0,135 0,506 0,465
0,20 0,177 0,140 0,601 0,529
0,30 0,181 0,146 0,694 0,588
0,40 0,184 0,151 0,767 0,641
0,50 0,187 0,157 0,818 0,685
0,60 0,188 0,160 0,853 0,718
0,70 0,189 0,163 0,875 0,742
0,80 0,190 0,164 0,888 0,757
0,90 0,190 0,165 0,895 0,765

Como pode ser visualizado nas Figuras. 4.7. e 4.8., a constante de tempo sofre uma
maior influéncia da razio de aspecto nos cilindros de secdo retangular. Mas para todos os
casos analisados observa-se que a constante de tempo relacionada com a temperatura média é

inferior quando comparado com a constante de tempo relacionada com a temperatura maxima.

o

N

=}
1

Constante de Tempo T
°
®
L l L L L

o———
——
.-

0.15 P

i R

d

] >

h /~/ TMax
0.134 ———e— Trtea
010 i i i T l T T T T

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

paspec
Figura 4.7. Constantes de tempo méaxima e média para cilindros de se¢éo

eliptica em fung¢do da razdo de aspecto.
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T

Constante de Tempo

0-30 1 1 I 1 1 I 1 1 I 1 1 I
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

paspec

Figura 4.8. Constantes de tempo médxima e média para cilindros de se¢do
retangular em funcdo da razdo de aspecto.

Observa-se também que tanto a constante de tempo maxima quanto a média aumentam
de valor em fun¢do da razdo de aspecto. Isso decorre devido a menor relagdo perimetro / area
transversal observada na célula de combustivel com o aumento deste pardmetro (Paspec)-

A seguir € mostrada, nas Figuras 4.9 e 4.10, a evolucdo do perfil de temperatura para
cilindros elipticos e retangulares, ao longo do eixo x em funcdo do tempo adimensional. Nota-
se que quase todo o espectro de energia, representado pela temperatura média, estd contido no

intervalo de tempo que vai de 7/4 até 4.

S 1.0 - — — - 1=/4
é 1 ———-- T=1/2
@Z d N eresesseess T=T,
N ] —— —- 1=
S —— =41
§ 0.8 - i S
<% ] / N
g i / AN
U
= i / \\
- /
00 /e, \
| ) .. . \
| /) \
i 7 -\
0.4 - ) - =\
] [ —m =\
| / -7 RN \
| -“ ./. N "-
0.2 - / N
I 7 N\
4 N
{14 WM
iyz N
0‘0 T T I T T I T T I T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
X

Figura 4.9. Evolucio da temperatura normalizada para um cilindro de sec¢do

eliptica ao longo do eixo x em funcdo do tempo adimensional.
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Figura 4.10. Evolugdo da temperatura normalizada para um cilindro de se¢éo

retangular ao longo do eixo x em fungdo do tempo adimensional.

A seguir, para uma melhor visualizacao da evolucdo dos perfis de temperatura para o
problema proposto, sdo apresentadas nas Figuras 4.11 a 4.16 as superficies tridimensionais

geradas pelo potencial temperatura 8, , em diversos instantes 7, de células de combustivel

cilindricas com segdo transversal eliptica, de razdo de aspecto p,,,.. =050.

6(x,y)
1.00
0.93
0.79
0.64
0.57
0.50
043
0.36
0.32
0.29
0.21
0.17
0.14
0.07
0.00|

Temperatura 8(x,y)

Temperatura 8(x,y)

Figura 4.11. Distribuicdo de temperatura da
célula eliptica em 7= 7/4 para pugpe. = 0,50.

Figura 4.12. Distribuicdo de temperatura da
célula elipticaem 7= 7/2 para Pugpe. = 0,50.
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Temperatura O(x,y)
S
N

Figura 4.13. Distribuigdo de temperatura da  Figura 4.14. Distribuic¢do de temperatura da
célula elipticaem 7= 27/3 para P, = 0,50. célula elipticaem 7= 7. para P, = 0,50.

6(x,y)
1.00
0.93
0.86
0.79
0.71
0.64
0.57
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0.43
0.36
0.29
0.21
0.14
0.07
0.00| -o.

Figura 4.15. Distribui¢fo de temperatura da  Figura 4.16. Distribui¢do de temperatura da
célula elipticaem 7= 27 para p,p.=0,50. célulaelipticaem 7= 47 para Pipe = 0,50.

Para cilindros de secdo retangular, as Figuras 4.17 a 4.22 mostram a evolucdo dos

perfis de temperatura tridimensionais para o caso de células com P, =0,50.

Figura 4.17. Distribui¢io de temperatura da  Figura 4.18. Distribui¢do de temperatura da
célula retangular em 7= 7/4 para p,gec = 0,50. célula retangular em 7= 7/2 para p,spec = 0,50.
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Temperatura 0(x,y)
IS
N
Temperatura 0(x,y)

Figura 4.19. Distribuicao de temperatura da  Figura 4.20. Distribuicao de temperatura da
célula retangular em 7= 27/3 para p,5.=0,50. célula retangularem 7= 7. para p,gec =0,50.
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Temperatura 8(x,y)
S
N
Temperatura 8(x,y)

Figura 4.21. Distribuicdo de temperatura da  Figura 4.22. Distribui¢do de temperatura da
célula retangular em 7= 27 para Pupec = 0,50. célula retangular em 7= 47 para p,gp.c = 0,50.

4.2.4. PARAMETROS FisicoS DIMENSIONAIS — TRANSFORMADA INVERSA DE
KIRCHHOFF

Nesta Secdo sdo apresentados os resultados dimensionais para uma célula de UO,
especificada. Foram considerados dois modelos: células com propriedades termofisicas

constantes e células com propriedades termofisicas varidveis.

Quando sdo consideradas as propriedades do material constantes, a variacdo da
temperatura transformada por Kirchhoff coincide com a prépria variacio da temperatura
dimensional. Portanto, a evolu¢do do campo de temperatura no dominio da célula, tanto de
geometria eliptica como retangular, pode ser obtida a partir da definicio de temperatura

adimensional, Equacao (4.3g).

Para o modelo em que se consideram as propriedades varidveis é necessario proceder a

transformada inversa de Kirchhoff. No entanto, atencdo especial foi dada para a
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transformacdo da coordenada temporal 7em ¢, pois na definicdo da equagdo que determina
esta transformacdo, Equacdo (4.3f), a difusividade térmica é dependente da temperatura. Por
esta razdo, num instante 7 , cada ponto (x,y) do dominio apresenta uma difusividade
diferente, o que implica, de acordo com a equacdo citada, em um tempo dimensional ¢
diferente. Este problema foi resolvido com a implementacdo de um algoritmo que executa
interpolagdes da temperatura em um ponto especificado durante a evolugdo em 7 para se

obter a evolucdo da temperatura em .

Para o cdlculo dos parimetros de interesse, € necessdrio que se conhegca o
comportamento das propriedades fisicas do UO,. A seguir, apresentam-se estas propriedades,
especificamente a condutividade térmica e o calor especifico, que variam devido as grandes
variacdes de temperatura a que estd submetido o material. A fung¢do que descreve o

comportamento da condutividade térmica é dada por Fink (2000):

k(T)= (ﬂ +0,0132 o017 j (4.35)
AGA+T

onde a condutividade térmica é dada no SI.
A func¢do que descreve o comportamento da propriedade calor especifico, segundo

Carbajo et al. (2001), é apresentada a seguir:
c,(T)=c,+2¢,0+3¢,0* +4¢,0° +5¢,0* —c, 07, (4.36)
P 2 3 4 5 6 7

onde, @ =T/1000, T é a temperatura dada em Kelvin, e o calor especifico é dado no SI. Esta

correlacdo vale para temperaturas entre 298 <7 <3120 K. Os valores das constantes ¢, c3,

c4, Cs, Cg € c7530 apresentados na Tabela 4.11.

Tabela 4.11. Constantes usadas na correlagdo para o

célculo do calor especifico do UO,.

constante

cr -78,4303
2 193,238
3 162,8647
C4 -104,0014
Cs 29,2056
Cs -1,9507
c7 2,6441
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A Tabela 4.12 apresenta as condi¢des iniciais e de contorno para o problema estudado,
além do valor do termo fonte, para os cilindros de secdo transversal eliptica e retangular. A
taxa de geragdo térmica, foi determinada de forma que o nivel de temperatura no centro da

célula atingisse, em regime permanente, valores tipicos que sdo da ordem de 1800 K.

Tabela 4.12. Parametros Térmicos e Geométricos da pastilha de UO; estudada.

Temperatura na condi¢ao inicial T 700 K
Temperatura na condi¢do de contorno T 700 K
Termo Fonte para a célula de secao Eliptica q 580 MW
Termo Fonte para a célula de se¢do Retangular q’ 640 MW

Toda a analise foi feita para cilindros de secdo eliptica e retangular com razao de

aspecto p ... =050 e com drea da se¢do transversal correspondente a drea da se¢do de uma

: . g 2 .
pastilha tipica de um reator PWR, ou seja: drea = 78.5 mm”. Para se impor um mesmo
patamar de temperatura para ambas as células, os valores do termo fonte sdo,

necessariamente, um pouco diferentes devido as suas caracteristicas geométricas.

Nas Figuras 4.23 e 4.24 ¢ visualizada, respectivamente, a distribuicdo de temperatura

T(x,y) para a célula de combustivel com secao transversal eliptica e retangular, para uma

razio de aspecto p, .. =0,50.

Temperatura [K] / > 1400.0

1750.0 /

1675.0
1600.0
1525.0
1450.0
1375.0
1300.0
1225.0
1150.0
1075.0
1000.0
925.0
850.0
775.0 -0.0060

700.0

[ 1200.0

Temperatura [K]

[* 1000.0

[F 800.0

-0.0025

0
Y 0.0025

Figura 4.23. Distribuicio de temperatura 7{(x,y) para a célula de combustivel

nuclear de se¢ao transversal eliptica para p,,,. =050 e T=1
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Temperatura [K]
1750.0 / ™ 1600.0

1680.0
1610.0
1540.0
1470.0
1400.0
1330.0
1260.0
1190.0
1120.0
1050.0
980.0
910.0
840.0 -0.0100
770.0
700.0

[* 1400.0

[ 1200.0

Temperatura [K]

[ 1000.0

[ 800.0

0.0050
Figura 4.24. Distribuicdo de temperatura 7(x,y) para a célula de combustivel nuclear de

secdo transversal retangular para p,spec= 0,50 € T="1T.

Na Tabela 4.13, apresentam-se os resultados obtidos para os modelos de células de
secdo eliptica com propriedades constantes e de células com propriedades varidveis.
Observa-se, que a temperatura em regime permanente para a célula de propriedades
constantes supera em 70K a temperatura obtida para o modelo de célula com propriedades
varidveis Este valor corresponde a uma diferenca de 6% quando comparada com o intervalo
de 700K (condic¢do inicial) a 1813K (condi¢do em regime permanente). Na mesma tabela
ainda se apresenta uma comparagdo com os resultados obtidos pelo cédigo Ansys® para o
problema de propriedades termofisicas varidveis. Como pode ser observado, hd uma boa
concordancia entre os resultados, principalmente no inicio e no fim do periodo transiente. As
diferengas maximas que ocorrem em um mesmo instante sio da ordem de 20K, o que
corresponde a aproximadamente 2% do intervalo de temperatura verificado durante o

transiente.

Na Tabela 4.14, apresenta-se os resultados obtidos para as células de secdo retangular
e, como pode ser observada, a evolucdo da temperatura para os dois modelos apresentam um

comportamento similar quando comparados com as células de secdo eliptica.
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Tabela 4.13. Valores da temperatura dimensional para uma célula de combustivel de UO,

de sec¢do eliptica, em fungdo do nimero de Fourier para razdo de aspecto Pgpe. = 0,50.

Propriedades Constantes Propriedades Varidveis

1(s) Tiax Tinea Toax Tpar™” y
0,02 703,50 703,30 703,40 703,50 703,30
0,04 707,50 707,00 706,90 706,90 706,40
0,06 710,00 709,30 710,30 710,40 709,50
0,10 719,90 718,10 717,10 717,90 715,30
0,13 729,90 726,50 723,90 723,70 721,00
0,19 744,80 738,60 733,90 733,80 729,10
0,38 784,70 768,70 766,60 768,40 753,50
0,57 834,50 802,90 798,30 801,70 775,30
0,95 923,20 857,20 858,70 865,50 813,00
1,34 994,90 896,90 915,20 924,00 845,40
1,91 1128,00 964,60 992,80 1006,40 886,80
3,81 1457,70 1114,60 1202,10 1220,30 987,40
5,72 1648,20 1195,20 1355,50 1377,90 1053,60
9,54 1813,30 1263,20 1556,30 1580,20 1131,50
13,35 1863,30 1283,60 1670,40 1684,00 1170,60
19,07 1881,30 1291,00 1755,50 1764,00 1196,40
38,14 1884,80 1292,40 1811,10 1812,90 1210,20
49,59 1884,80 1292,40 1813,40 1813,60 1210,60
51,49 1884,80 1292,40 1813,50 1813,60 1210,60
53,40 1884,80 1292,40 1813,60 1813,60 1210,60
55,31 1884,80 1292,40 1813,60 1813,60 1210,60

' Valores Obtidos pela técnica de Elementos Finitos com o auxilio do programa Ansys ©.
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Tabela 4.14. Valores da temperatura dimensional para uma célula de combustivel de UO,

de secdo retangular, em func¢do do nimero de Fourier para razdo de aspecto Pugpec = 0,50.

PROPRIEDADES TERMOFISICAS VARIAVEIS

Propriedades Constantes

Propriedades Varidveis

t(s) y . Toned y . Tonax™” Tinea
0,02 700,80 700,80 700,80 700,80 700,70
0,03 701,70 701,60 701,60 701,60 701,50
0,05 702,30 702,20 702,40 702,40 702,20
0,08 704,60 704,30 704,00 704,10 703,70
0,11 706,90 706,40 705,60 705,60 705,20
0,16 710,30 709,50 708,00 708,20 707,30
0,32 719,40 717,40 715,80 715,80 714,10
0,47 730,70 726,90 723,50 723,60 720,50
0,79 751,10 743,20 738,80 739,20 732,60
1,11 768,10 756,00 753,90 754,90 743,90
1,58 802,10 780,20 776,00 777,80 759,60
3,17 914,10 850,50 846,20 853,50 804,60
4,75 1020,50 909,00 910,90 925,40 842,00
7,91 1206,30 1001,40 1024,70 1051,40 902,40
11,08 1355,60 1070,10 1121,90 1161,30 950,20
15,83 1521,60 1142,60 1243,50 1296,50 1006,20
31,66 1762,60 1242,90 1510,00 1569,40 1115,20
47,49 1835,80 1272,80 1649,10 1690,30 1164,40
79,14 1859,10 1282,30 1759,10 1768,20 1197,50
110,80 1860,60 1282,90 1787,10 1787,80 1204,40
136,13 1861,00 1283,00 1793,10 1793,50 1205,70
139,29 1861,00 1283,00 1793,40 1793,50 1205,70

M Valores Obtidos pela técnica de Elementos Finitos com o auxilio do programa Ansys ©.

Na Tabela 4.15 sdo apresentados os resultados obtidos para a constante de tempo

relativo ao problema das células de secdo eliptica e retangular com propriedades termofisicas

variaveis.
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Tabela 4.15. Constantes de tempo para temperatura maxima e média em funcio da razdo de

aspecto para células de secao eliptica e retangular com propriedades termofisicas varidveis.

Eliptico — Prop. varidveis Retangular — Prop. varidveis
Duspec Fo=ta/L Fo=ta/L
Tndx Tmeéd Timdx Tméd

0,10 0,1790 0,1383 0,5210 0,4774
0,20 0,2038 0,1549 0,6817 0,5829
0,30 0,2422 0,1805 0,9096 0,7227
0,40 0,2907 0,2133 1,1908 0,8964
0,50 0,3400 0,2496 1,4798 1,0888
0,60 0,3717 0,2816 1,6826 1,2631
0,70 0,3741 0,3021 1,7277 1,3784
0,80 0,3671 0,3097 1,6834 1,4263
0,90 0,3545 0,3083 1,6634 1,4254

Na Figura 4.25 ¢é visualizado uma comparacdo entre os resultados obtidos para a
constante de tempo relacionada com a temperatura maxima, quando se considera o modelo de
propriedades termofisicas constantes e o modelo de propriedades termofisicas varidveis.
Observa-se que para as células delgadas, pu.c — 0, a influéncia da variacdo das propriedades
se torna menos relevante visto que, nestes casos, a variacdo da temperatura na dire¢do do eixo

maior € menos acentuado.

2,507
~F 1
3 T .
E E — — — — teliptico prop. constantes
‘ﬁ‘ R T retangular prop. constantes
Q 200  ———e— 7 eliptico prop. varidveis
=~ ] ——e——eame — T retangular prop. varidveis
u .,_,— """""" il STE N -
i e
1.50 va
i s
. ./'
. .,'
1.00
0.50—
OOC T T ' T T ' T T ' T T ' T T '
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

p aspec

Figura 4.25. Constante de tempo para temperatura maxima em funcdo da razdo de aspecto:

Propriedades fisicas constantes e varidveis em células de se¢do eliptica e retangular.
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2.00—
\G .
L I
§ .
e ] — — — — teliptico prop. constantes
g 1.60— —— ‘trelaqgular prop. gons?ames
€9 4 —-==- 7T eliptico prop. varidveis
1 —:+=:=—--— g retangular prop. varidveis emrrm—
u './_,/
i -
1.20 K
] 7
. .',.
0.80—
0.40—
000 T T ' T T ' T T ' T T ' T T '
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Figura 4.26. Constante de tempo para temperatura média em funcao da razio de aspecto,

para propriedades fisicas constantes e varidveis, em cilindros elipticos e retangulares.

4.3. PROBLEMA DIFUSIVO COM FONTES VARIAVEIS

Nesta secdo, serd feita a andlise do problema da célula cujo termo fonte é obtido a
partir da solucdo da equacgdo da difusdo neutronica no combustivel.

A difusdo de néutrons no interior de um reator nuclear é de natureza bastante
complexa (GLASSTONE, 1994). Por isso, serd utilizado no presente trabalho um modelo
simplificado fundamentado na lei da difusdo de Fick. Mas, mesmo fazendo uso desse modelo
simplificado, vale observar que em relacido ao problema da célula de secdo eliptica a equacdo
da difusdo neutrénica nio tem solugdo pelas técnicas analiticas cldssicas. Dessa maneira,
também € feito uso da TTIG para a obtengdo dos fluxos neutrénicos nas células de geometrias
eliptica e retangular. O desenvolvimento analitico do problema especifico da difusdo
neutrdnica é apresentado no Apéndice A. A seguir € apresentada uma sintese da formulagdo

do problema da difusdo de calor na célula.

4.3.1 FORMULACAO MATEMATICA

Para o presente problema serd considerado o mesmo modelo analisado na Secdo 4.2.1,
porém com a presenca de um termo fonte do tipo ¢”(x,y )=¢q” ¢(x, y). Desta forma a

Equacido (4.1a) é reescrita como segue:
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— aT(x, y,
V)Vl 7 ple )= pr)e, OPEID (e 0, 0} @i
T(x,y,t)=T,, {(x,y)e, t>0}, (4.39b)
T(x,y0)=T =T, {(x,y)e 2}, (4.39¢)

¢ p

onde, ¢” representa o valor médio da taxa de geracdo térmica, ¢( x,y) o fluxo neutrénico

adimensional e normalizado na célula, 7', a temperatura da superficie da pastilha e 7;, a

condi¢@o inicial do problema, aqui dada por T, =7, .

Aplicando a transformada de Kirchhoff sobre a Equagdo (4.39) e fazendo uso do
procedimento de adimensionalizacdo especificado na Se¢do 4.2.1, a equacdo da energia na sua

forma adimensional € dada por:

VZH(X,Y,7)+¢(X,Y):w, {(x,y)e @, t>0}, (4.40a)
T
6(x,y.r)=6,=0, {(x,Y)e, z>0}, (4.40b)
0(x,Y,0)=6 =0, {(x,v)e 2}, (4.40¢)
com:

T'(X,Y,7)-T
6(X,Y,r):[ ( ) f’] k, . (4.40d)

Lzef 7

4.3.2. APLICACAO DA TTIG

Considerando os mesmos problemas auxiliares de autovalor que foram explicitados
para o problema de células com fontes uniformemente distribuidas, estabelece-se o par
transformada-inversa para se proceder a transformacgdo integral sobre as coordenadas u e v.
Assim, efetuando-se o produto interno das autofungdes normalizadas com a equacdo da
energia e fazendo uso das condi¢des de contorno e das propriedades de ortogonalidade das

autofuncdes correspondentes aos problemas auxiliares de autovalor em u e v, obtém-se a

seguinte relagcdo para o potencial transformado 6. (7):

m
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~

Z Z B, 2n'?) 40,0, Oilur+ 216, (c)+D, =0, im=123.. (4.41a)
n= Jj=
onde:
Vo m/2vy
B,,,=[2,00) 2,00 A;0)dv= | [K.(u) K;() Z,(v) Z,00)J wv)dudv ; (4.41b)
0 00
Yo m/2v
:—_[Zm(v) Ci(v)dv:—_[ J.Ki(u)Zm(v)J(u,v)¢(u,v)dudv. (4.41c)
0 0 0

que deve satisfazer a condi¢@o inicial transformada, que é dada por:

v, 2

j j K, (u )6, (u,v)dv du . (4.41)

0 0

A Equacdo (4.41a) define um sistema infinito e acoplado de equagdes diferenciais

lineares para o potencial transformado ﬁlm( ) que pode ser resolvido numericamente quando

se trunca a expansdo para uma dada ordem M e N:
M N
zm 2
y Z} B, 2n®) )+ Dilwr+2)e, =0. (4.42)
n=l j=

O potencial temperatura 0(u,v,7) para as células de combustivel é obtido, entdo,

através da formula de inversao

6 (ur)=3 3 K,)2,(1),,(). 4.43)

onde as autofuncdes normalizadas Ki(u) e Z,(v) sdo aquelas correspondentes ao problema

especificado: célula cilindrica de se¢@o transversal eliptica ou retangular.

4.3.3. RESULTADOS E DISCUSSAO

A convergéncia das séries que definem o potencial temperatura para o problema de
células com fontes varidveis apresenta 0 mesmo comportamento. Assim, como foi observado

anteriormente, ¢ suficiente considerar expansdes com 25 termos em cada dire¢do para a
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convergéncia de quatro a cinco digitos na regido que engloba praticamente todo o transiente

térmico, ou seja, 7> 1072,

Na Tabela 4.16 s@o apresentados os resultados obtidos para as constantes de tempo em
funcdo do comprimento de difusdo neutrénica adimensional L2, conforme definido no
Apéndice A. Observa-se que, quanto menor o comprimento de difuséo, ou seja, quanto maior
a queda de disponibilidade de néutrons no interior da célula, as constantes de tempo referentes
a temperatura maxima, tanto no caso da célula de se¢do eliptica ou retangular, aumentam de
valor. Por outro lado, as constantes de tempo referentes a temperatura média diminuem com o
comprimento de difusdo. Isto se dd devido a redistribuicdo energética que ocorre na célula em

decorréncia da variacdo espacial do termo fonte.

Tabela 4.16. Constantes de tempo em fun¢do da razdo do comprimento de difusao

neutronica para cilindros de se¢des eliptica e retangular.

1z Célula de secao eliptica Célula de secdo retangular
Tindx Tinéd Tindx Tinéd
oo 0,1866 0,1565 0,8183 0,6848
2,00 0,1877 0,1559 0,8393 0,6745
1,00 0,1889 0,1554 0,8568 0,6657
0,50 0,1911 0,1543 0,8843 0,6514
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CAPITULO 5

PROBLEMA DIFUSIVO TRANSIENTE SEM FONTES

5.1. INTRODUCAO

As propriedades mecanicas, magnéticas, elétricas e térmicas de diversos materiais
podem ser modificadas sem a necessidade da alteracdo de sua composicido quimica, bastando
uma alteracdo em sua estrutura molecular.

Desta maneira, ¢ de grande interesse o estudo dos fatores que influenciam a mudanca
da estrutura interna num dado material, para que se possa, a partir do controle das varidveis
envolvidas, obter materiais com propriedades que possibilitem sua aplicacdo nas mais
variadas condi¢des de servico. E neste contexto que se manifesta o constante desenvolvimento
das técnicas de producdo, visando obter compostos cada vez mais “ambientalmente corretos”,
com propriedades mecénicas superiores, menor peso especifico e melhores resisténcias a
corrosdo, oxidagdo, desgaste, entre outros.

Uma maneira amplamente utilizada para mudar a estrutura interna de um material, sem
modifica¢do de sua composicdo quimica, € a aplicagdo de tratamento térmico, que, segundo
Chiaverini (1996), consiste no conjunto de operacdes de aquecimento e resfriamento a que
sdo submetidos os materiais, sob condi¢des controladas de temperatura, tempo de exposi¢do
ao tratamento, atmosfera onde se processa a transformacio e velocidade de resfriamento, com
o0 objetivo de alterar suas propriedades ou conferir-lhes caracteristicas determinadas.

Assim, o conhecimento e o controle dos pardmetros térmicos envolvidos sdo de grande
importancia, uma vez que os niveis de temperatura e as taxas de resfriamento sio
determinantes para a especificacdo das propriedades que o material atingird apds o tratamento.

Outro problema difusivo interessante € a andlise da evolugdo dos perfis de temperatura
para células de combustivel apds o “desligamento” de suas fontes. Neste caso, ao contrario de
um processo tipico de resfriamento de tarugos na indistria metaldrgica, o problema em
questdo tem uma condi¢do inicial dada pelo perfil de temperatura da célula no instante que se

“desliga” as fontes.
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Entdo, dando continuidade ao estudo de problemas difusivos, este Capitulo trata da
obtencdo de solugdo de problemas difusivos transientes através da TTIG em dominios
bidimensionais representados por cilindros de secdo transversal eliptica e retangular, com
propriedades termofisicas varidveis. Serdo considerados para a andlise, problemas com

condic¢des de temperatura prescrita no contorno, submetidos a dois tipos de condicdes iniciais:

a) condicdo inicial uniforme, ﬁ(u,v,O):l, para o caso do resfriamento de tarugos

submetidos a tratamento térmico;

b) condicdo inicial dada pela solugido do problema de células de combustivel em regime

permanente com fontes, &(u,v,0)= 0. (,v).

Neste contexto, a distribui¢do de temperatura e pardmetros fisicos de interesse serdo,
entdo, determinados para diversas razdes de aspecto dos cilindros de secdo eliptica e
retangular, e comparados com resultados analiticos, quando possivel. Para os casos em que
ndo é possivel a obtencdo de resultados analiticos, os potenciais e outros parametros serao

obtidos pelo software comercial de elementos finitos Ansys ®

5.2. PROBLEMA DIFUSIVO TRANSIENTE SEM FONTES:

CONDICAO INICIAL O(u,v,0)=1

5.2.1. ANALISE

Para o problema proposto, serd considerado um meio difusivo que, devido as grandes
variacdes de temperatura no dominio, a condutividade térmica, calor especifico e a
difusividade térmica apresentam variacdes significativas. Na presente andlise, a densidade
serd considerada constante, pois esta propriedade varia pouco com a temperatura na regiao
estudada. O modelo com distribuicdo de temperatura inicial uniforme em todo o dominio
representa de forma bastante satisfatoria o problema de resfriamento de tarugos submetidos a
tratamento térmico.

Neste modelo, a equagdo da difusdo em meios cilindricos com sec¢do de dominio 2 e

contorno [, é dada por:

VIkT)VT(x,y)]= pc,,(T)w , {(x,y)e, t>0}, (5.1a)
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T(x,y,t)=T,, {lxy)erl, t>0}, (5.1b)

T(x,y,0)=T,, {(xye} (5.1c)

1

onde, 7, representa a condi¢do de temperatura prescrita no contorno e 7, representa a

condicdo de temperatura inicial uniforme no dominio.
Para facilitar a aplicagdo da TTIG, a equag¢do da energia serd convenientemente
linearizada, via transformada de Kirchhoff e transformagdes adequadas de coordenadas, da

forma como segue:

v%«x,xﬂ:@, {(xY) e 2 r>0}, (5.2a)
T
onde as varidveis independentes X, Y e 7 sdo definidas pelas Equacdes (4.3d), (4.3d) e (4.3f).

Para o valor de 6.

T'(X.Y,1)-T,

0(X,Y,r)=

(5.2b)

com o indice (*) denotando que o potencial temperatura foi transformado por Kirchhoff.
Reescrevendo a equagdo da energia e as condi¢des de contorno e inicial do problema

no sistema de coordenadas (u,v) caracteristico de cada geometria, tém-se:

A) TARUGOS CILINDRICOS DE SECAO ELIPTICA

2 2
0°0(u,v,7) , 9 e(u,zv,r)zj(u,v)M, {o<u<z/2, 0<v<v,, >0}, (53a)
du’ dv d7
0Bwuvz) _ o {u=0, 0<v<v,, >0} (5.3b)
ou
_ae(g,v,r) =0, {u=7/2, 0sv<v,, 7>0} (5.3¢)
u
wzo, fo<u<z/2, v=0, >0} (5.3d)
1%
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Ou,v,7)=1, {o<u<z/2, v=v,, 7>0}. (5.3¢)
B) TARUGOS CILINDRICOS DE SECAO RETANGULAR

2 2
0 9(u,v,r)+8 0(u,v,7) Juv) 90(u,v,7)

o 3,7 =Jlu 3 , {OSuSuo,OSvSvO,T>0}; (5.4a)
06(u,v,7)
a—zo, fu=0, 0<v<vy,, >0} (5.4b)
u
06 (u,v,7)
T=o, o<u<u, v=0 >0} (5.4¢)
O,v,7)=0, {u=u,, 0<v<v,, 7>0}; (5.4d)
0(u,v,7)=0, {OSuSuo, V=1, 7> 0}. (5.4e)

onde J(u,v) representa o Jacobiano da transformacdo do sistema de coordenadas.

5.2.2. APLICACAO DA TTIG

Para a obtencdo dos perfis de temperatura a transformada integral serd aplicada sobre a
equacdo da difusdo. Devido a sua caracteristica bidimensional, o potencial & (u,v,7) sera
escrito em termos de uma expansdo em autofungdes normalizadas obtidas de problemas
auxiliares de autovalor para cada coordenada espacial. Neste sentido, a aplicagdo da

transformada integral serd feita por partes, para cada um dos problemas propostos.

A) APLICACAO DA TTIG PARA O CILINDRO DE SECAO ELIPTICA

Considere o seguinte problema auxiliar de autovalor:

2
dd’”g")wzy/(u):o, fo<u<z/2}, (5.5a)
u
y'(0)=0, y'(x/2)=0. (5.5b)

Os autovalores e as autofuncgdes associados a este problema sio

u =20-1), i=123.. (5.6a)
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W, (u) = cos(u;u). (5.6b)

As autofungdes acima s@o ortogonais e permitem o desenvolvimento do seguinte par

transformada-inversa:

/2

0,(v,7)= JK(u) O(u,v,7)du, transformada, (5.7a)
0

1

oo

0(uy,r)= ZK,. (u)éi (v,7), inversa. (5.7b)

i=1

onde 51' (v,z) é o potencial transformado em u e K ; () sdo as autofun¢des normalizadas,

dadas por:
\u
K, ()= %}(/2), (5.82)
w2 /2 i=1
N = 2(u)du = ’ ’ 5.8b
’ { ) du {75/4, i1 (5.8b)

Efetuando o produto interno das autofuncdes normalizadas K, () com a equagdo da

difusdo dada pela Equacdo (5.3a) e fazendo uso das condicdes de contorno dadas pelas
Equacgdes. (5.3b), (5.3¢c), (5.3d) e (5.3e) e da equacdo que define o problema auxiliar de

autovalor, Equacdo (5.5a), obtém-se:

20.(v,7)

: I’6(vr)

];A,.j(v)’a—f+ﬂf49,.(v,f)=T ., i=123.. (5.9a)
/2

A= IKi(u)Kj(u)J(u,v)du. (5.9b)
0

Para proceder a transformacao integral relativo a coordenada v, considere o seguinte

problema de autovalor:

—dyﬁv)m;»(v): 0, {o<g>v,}, (5.10a)
A%
#(0)=0, ¢(v,)=0. (5.10b)
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Os autovalores e as autofungdes para este novo problema auxiliar sdo:

A, =02m-1)1/2v,, m=123.. (5.11a)

¢, (v)=cos(4,v). (5.11b)

As autofungdes ¢, (v) sdo ortogonais e permitem o desenvolvimento do seguinte par

transformada-inversa:

~ Vo /2
§im (r)= J. JKi w)z (v)O(u,v,r)dudv , transformada, (5.12a)
0

m
0

D

ouv,r)=> S K, () Z,(v)

i=1 m=1

(7)), inversa . (5.12b)

Aqui, Z, (v) sdo as autofuncdes normalizadas dadas por:

Zm(V)=—f’4”1(/v2), (5.13a)
V(l v
— 2 =_0°
M, = j ¢>(v)dv > (5.13b)

A transformacio integral sobre a coordenada v € feita efetuando-se o produto interno
das autofun¢des normalizadas Z,,(v) com a equagdo diferencial transformada na coordenada u,
Equacdo (5.9a). Em seguida, fazendo uso das condi¢des de contorno e das propriedades de

ortogonalidade das autofungdes correspondentes ao problema auxiliar de autovalor em v,

obtém-se a seguinte relagdo para o potencial transformado 6. (T):

m

S — d; T ~
> S B, i )+Luf+/1;]9,.m(r)=0, im=123.. (5.14a)
n=1 j=1 dT
Vo /2y,
Bl.jmn:J.Zm(v) Z,(v) A,.j(v)dv: J. J.Ki(u)Kj(u) Z,(v)Z,(v) J(u,v)dudv, (5.14b)
0 0 0

que deve satisfazer a condi¢@o inicial transformada, que é dada por:
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8,,0)=] [K)z,()6,wv)dvdu . (5.14¢)

O sistema de equagdes diferenciais dado pela Equacdo (5.14a) pode ser resolvido

numericamente quando se trunca a expansao para uma dada ordem M e N:

i iBymn ( ) +lw+ 216, (0)=0 (5.15)

n=l j=1

Assim, o potencial temperatura 0, (u,v,z’) para o tarugo de sec@o eliptica pode ser

determinado através da férmula de inversdo dada pela Equacéo (5.12b):

6,5, (w.v.7) f iK,- )z, ()8, (5.16)

i=l m=1

B) APLICACAO DA TTIG PARA O CILINDRO DE SECAO RETANGULAR

Para o problema da difusdo nos tarugos de secdo retangular utilizou-se o mesmo
procedimento empregado no problema de dominios de geometria eliptica. Devido a
semelhanca fisica dos problemas relatados, as autofuncdes e os autovalores definidos nas
Equacdes (4.28a), (4.28b), (4.28c) e (4.28d), serdo empregados para a obtencdo dos potenciais

transformados. Dessa forma, a aplicacdo da TTIG conduz a seguinte relacdo para o potencial

eret (M,V, T) :

D

w(7) (5.17)

6, ur.1)=Y K, () Z, (1)

i=1 m=1

com:

i iBl,mn +LU + 216, ()= (5.18a)

n=l j=1

v u_ v
o

By = [ Zul0) 20 W) dv= | [K,0) K (0) Z,0) 2,00 ), (5.18b)

A Equacio (5.18a) também representa um sistema de equagdes diferenciais ordindrias,
que pode ser resolvido pela rotina DIVIPAG da biblioteca IMSL, parte integrante do
programa computacional FORTRAN.
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5.2.3. PARAMETROS FiSICOS DE INTERESSE

A) TEMPERATURA MEDIA E ENERGIA INTERNA ESPECIFICA

A temperatura média no dominio em um dado instante T € dada por:

[Tm(r -7 1ITXYT T]

0 (r)=—"m Lo

, (5.192)

)
‘{)

K
Aij jeuvr J(w,v)dudv . (5.19b)
0

N

ﬁl(r)zAije(X,Y =

k=7x/2 = parao problema de difusdao em tarugos elipticos,

K =u, = para o problema de difusdo em tarugos retangulares,

sendo que a distribuicdo de temperatura 8(u,v,7) e o Jacobiano da transformagdo J (u,v) sdo
aqueles correspondentes a cada problema proposto.
Estabelecendo como referéncia para a energia interna o estado em regime permanente,

a energia interna especifica em um dado instante pode ser dada por:

u(7) = L p e, [M(X,7,2)-T(X,¥,) =ij T(X,Y,7)-T,|dA (5.20)

Se o problema apresenta propriedades termofisicas constantes, a energia interna
relativa, definida como sendo a relag@o entre a energia interna no instante T e a energia interna

no instante inicial, pode ser determinada pela temperatura média adimensional:

1 (1) = =5 == = Oeq(7) (5.21)
u.

B) CONSTANTE DE TEMPO

Para a andlise dos problemas abordados é conveniente que se estabeleca um parametro
apropriado capaz de verificar o comportamento transiente da difusdao de calor em funcdo da
razdo de aspecto do cilindro de se¢@o eliptica e retangular. Para tanto, sdo definidos aqui duas

constantes de tempo: a constante 7, como sendo o pardmetro que determina o tempo

max

necessério para que a temperatura miaxima no dominio esteja a I/e do seu valor em regime

permanente, € a constante de tempo 7,,, como sendo o pardmetro que determina o tempo
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necessario para que a temperatura média esteja a 1/e do regime permanente. Assim, as
constantes de tempo sao:

0, (z, )=1e=036788, (5.22a)

max

6,.,,.)=1e=036788. (5.22b)

onde 6, ¢é atemperatura que ocorre no centro da célula.

max

5.2.4. RESULTADOS E DISCUSSOES

A) VERIFICACAO DA CONVERGENCIA EM FUNCAO DO NUMERO DE TERMOS DA SERIE

~

Para a determinacio dos potenciais transformados @ jn fol necessirio,
preliminarmente, calcular os coeficientes By, referentes a cada problema proposto. A
integracdo envolvida no computo desses coeficientes foi feita pelo método de quadratura de
Gauss. Conseqiientemente, todas as autofungdes e o jacobiano da transformagdo foram

calculados nos pontos de quadratura.

A andlise de convergéncia das séries que determinam o potencial temperatura foi feita
de maneira andloga aquela adotada no Capitulo anterior. Os resultados obtidos para os tarugos

cilindricos de secdo transversal eliptica sdo apresentados nas Tabelas 5.1 a 5.4.

Tabela 5.1. Convergéncia da temperatura no centro do tarugo de secdo eliptica em

~ ~ P ;o 3
funcdo da razdo de aspecto e do nimero de termos da série, para 7= 10"

Numero N = M de termos da série
Paspec 10 15 20 25 30
0,10 0,9998 0,9990 1,0000 1,0000 1,0000
0,30 0,9959 1,0002 1,0000 1,0000 1,0000
0,50 0,9937 1,0007 1,0000 1,0000 1,0000
0,70 0,9909 1,0017 0,9998 1,0000 1,0000
0,90 0,9873 1,0041 0,9988 1,0004 0,9998
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Tabela 5.2. Convergéncia da temperatura no centro do tarugo de secdo eliptica em funcio da

- . ‘o 2.
razdo de aspecto e do nimero de termos da série, para 7= 10

Niimero N = M de termos da série
Paspec 10 15 20 25 30
0,10 0,9985 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
0,30 0,9999 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
0,50 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
0,70 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
0,90 0,9996 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

Tabela 5.3. Convergéncia da temperatura no centro do tarugo de secdo eliptica em funcio da

- . ‘o 1.
razdo de aspecto e do nimero de termos da série, para 7= 10

Niimero N = M de termos da série
Paspec 10 15 20 25 30
0,10 0,7023 0,7023 0,7023 0,7023 0,7023
0,30 0,7510 0,7510 0,7510 0,7510 0,7510
0,50 0,8010 0,8010 0,8010 0,8010 0,8010
0,70 0,8336 0,8336 0,8336 0,8336 0,8336
0,90 0,8467 0,8469 0,8470 0,8470 0,8470

Tabela 5.4. Convergéncia da temperatura no centro do tarugo de secdo eliptica em funcio da

razdo de aspecto e do nimero de termos da série, para 7= 10 0

Niimero N = M de termos da série
Paspec 10 15 20 25 30
0,10 0,003006 0,003006 0,003006 0,003006 0,003006
0,30 0,003337 0,003337 0,003337 0,003337 0,003337
0,50 0,004040 0,004041 0,004041 0,004041 0,004041
0,70 0,004631 0,004632 0,004632 0,004632 0,004632
0,90 0,004901 0,004903 0,004903 0,004903 0,004903
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Como pode ser observado, no inicio do transiente os resultados oscilam em funcdo do
nimero N = M de termos da série. Para N = M par os resultados tendem a ficar abaixo do
valor esperado, e para N = M impar acima. Este fato € devido a dificuldade das autofungdes
gerarem um alto valor do gradiente de temperatura na regido préxima ao contorno. Como
conseqiiéncia, os potenciais transformados convergem lentamente no inicio do transiente.
Assim, devido a natureza harmonica das autofungdes os resultados oscilam de forma mais
acentuada. E interessante observar, no entanto, que para N = M préximos (por exemplo:
N=M=14 ¢ N = M = 15) o valor médio dos resultados obtidos no inicio do transiente

corresponde aquele esperado.

Mas, de uma maneira geral, os resultados obtidos para temperatura maxima alcangam
convergéncia de quatro digitos de precisdo, quando N = M = 25, exceto para o inicio do
transiente (7= 107), em tarugos de secdo eliptica com razdo de aspecto Pugpec — 1. A medida

que 7aumenta, observa-se que a série converge com um nimero bem menor de termos.

O estudo das taxas de convergéncia para tarugos de secdo retangular sdo apresentados
nas Tabelas 5.5 a 5.8, sendo que esta andlise também foi feita para os instantes adimensionais

t=107, 102 10", 10°

A oscilagdo dos resultados no inicio do transiente € mais acentuada para estes casos.
Uma convergéncia de pelo menos quatro digitos € verificada com N = M = 25 somente a
partir de T = 102, Mas, 2 medida que Taumenta, observa-se também que a série converge com

um nimero bem menor de termos, principalmente quando a razdo de aspecto Py — 0.

Tabela 5.5. Convergéncia da temperatura no centro do tarugo de sec¢io retangular em funcio

da razdo de aspecto e do nimero de termos da série, para 7= 107

Numero N = M de termos da série
Puspec 14 15 24 25 34 35
0,10 0,9732 1,0245 0,9872 1,0121 0,9915 1,0082
0,30 0,9725 1,0249 0,9897 1,0095 0,9949 1,0048
0,50 0,9723 1,0249 0,9918 1,0074 0,9973 1,0025
0,70 0,9722 1,0249 0,9930 1,0062 0,9984 1,0013
0,90 0,9722 1,0248 0,9935 1,0057 0,9989 1,0004
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Tabela 5.6. Convergéncia da temperatura no centro do tarugo de se¢do retangular em fungio

~ . L. 2
da razdo de aspecto e do nimero de termos da série, para T = 10

Niimero N = M de Termos da Série
Paspec 14 15 24 25 34 35
0,10 0,9807 1,0177 0,9917 1,0077 0,9963 1,0034
0,30 0,9919 1,0067 0,9994 1,0005 1,0000 1,0000
0,50 0,9974 1,0019 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
0,70 0,9991 1,0005 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
0,90 0,9996 1,0001 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

Tabela 5.7. Convergéncia da temperatura no centro do tarugo de se¢do retangular em fungio

- . ‘o 1.
da razdo de aspecto e do nimero de termos da série, para 7= 10

Nimero N = M de termos da série
Paspec 14 15 24 25 34 35
0,10 0,9678 0,9757 0,9721 0,9722 0,9722 0,9722
0,30 0,9927 0,9927 0,9927 0,9927 0,9927 0,9927
0,50 0,9984 0,9984 0,9984 0,9984 0,9984 0,9984
0,70 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997
0,90 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

Tabela 5.8. Convergéncia da temperatura no centro do tarugo de secio retangular em funcao

~ . 4o 0
da razdo de aspecto e do nimero de termos da série, para 7= 10

Nimero N = M de termos da série
Puspec 14 15 24 25 34 35
0,10 0,1657 0,1657 0,1657 0,1657 0,1657 0,1657
0,30 0,2944 0,2944 0,2944 0,2944 0,2944 0,2944
0,50 0,3964 0,3964 0,3964 0,3964 0,3964 0,3964
0,70 0,4488 0,4488 0,4488 0,4488 0,4488 0,4488
0,90 0,4680 0,4680 0,4680 0,4680 0,4680 0,4680
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B) APRESENTACAO DE PARAMETROS DE INTERESSE

Os perfis de temperatura méximo e médio sdo apresentados nas Figuras 5.1 e 5.2 para
tarugos de secdo transversal eliptica de diversas razdes de aspecto. Como também observado
no capitulo anterior, a evolug@o da temperatura € mais rdpida nos tarugos de razdo de aspecto
Paspec = 0. Vale ainda observar que a razdo de aspecto dos tarugos exerce uma maior

influéncia na evolucio da temperatura maxima do que na temperatura média.

1.00
] - = == p=010
3 - P = 0,30
é 0.80 | ) Tt pasPec =0,50
5 0. T .Q. ............ paspec =0,70
] D s Pspec = 0,90
0.60
0.40
0.20
0.00 | T T 1T 11 I T T 1 11 I

10 10" 10°
Tempo adimensional T

Figura 5.1. Evolugdo da temperatura maxima em fungdo do tempo em um

tarugo de secdo eliptica para diversas razdes de aspecto.

1.00

0-00 T T \\HHI T T \\HHI T T \\HHI T T \\HHI 1
10" 10° 10% 10" 10°
Tempo adimensional T

Figura 5.2. Evolucdo da temperatura média em func¢éo do tempo em um tarugo

de secdo eliptica para diversas razdes de aspecto.
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Nas Figuras 5.3 e 5.4, sdo visualizados os perfis de temperatura maximo e médio, para
tarugos de secdo transversal retangular com diversas razdes de aspecto. E interessante
observar que a razdo de aspecto nos dominios de geometria retangular exerce uma influéncia
muito mais acentuada sobre a evolugdo da temperatura quando comparado oS mesmos
resultados obtidos para dominios de geometria eliptica. Vale lembrar que a evolugdo da
temperatura média representa a evolucdo da energia interna adimensional para os problemas

que apresentam propriedades termofisicas constantes, como foi visto na Secdo 5.2.3.

1.00
_:é . N,
3 | N T T T T P =010
S 080 - VA\MVY T Paee=00
: U\ e P =030
i \ \'-“\‘; ............ paspec =0,70
1 \ \‘ "\.- T pas e = 0’90
0.60 — v\ MR !
] \
0.40 —
0.20 -]
0.00 &+

10" 10° 10’
Tempo adimensional T

Figura 5.3. Evolucdo da temperatura maxima em fun¢do do tempo em um

tarugo de secdo retangular para diversas razdes de aspecto.

1.00

0-00 T T \\HHI T T \\HHI T T \\HHI T 1 \\HHI
10° 10* 10" 10° 10’
Tempo adimensional T

Figura 5.4. Evolucdo da temperatura média em func¢éo do tempo em um tarugo

de secdo retangular para diversas razdes de aspecto.
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Os resultados obtidos para os perfis de temperatura maxima e temperatura média em

tarugos de secdo eliptica e retangular com razdo de aspecto p, .. = 0,50 s@o apresentados na

Tabela 5.9. O problema difusivo transiente em cilindros retangulares permite a obtencdo de

solucdo analitica pelo método da separacdo de varidveis (OZISIK, 1993) e, para fins de

comparagdo, os resultados obtidos para a temperatura mdxima também sdo apresentados na

Tabela 5.9. Como pode ser observado, hd uma excelente concordancia entre 0s mesmos.

Tabela 5.9. Evolugido das temperaturas maxima e média em fun¢do do tempo para

tarugos de seces eliptica e retangular ambos com P, = 0,50.

Célula de secao eliptica Célula de secdo retangular
: O max O méa O max 0" i O méa
0,0001 1,0002 0,9772 1,0008 1,0000 0,9833
0,0002 1,0000 0,9682 1,0005 1,0000 0,9805
0,0005 1,0000 0,9500 1,0004 1,0000 0,9734
0,0010 1,0000 0,9295 1,0003 1,0000 0,9640
0,0020 1,0000 0,9008 1,0001 1,0000 0,9500
0,0050 1,0000 0,8447 1,0000 1,0000 0,9216
0,0100 1,0000 0,7830 1,0000 1,0000 0,8900
0,0200 0,9997 0,6984 1,0000 1,0000 0,8461
0,0500 0,9656 0,5408 1,0000 1,0000 0,7618
0,1000 0,8010 0,3821 0,9984 0,9984 0,6715
0,2000 0,4742 0,2034 0,9646 0,9649 0,5520
0,5000 0,08107 0,03317 0,7288 0,7288 0,3443
1,0000 0,004041 0,001650 0,3964 0,3964 0,1689
2,0000 0,000000 0,000000 0,1041 0,1041 0,0424
5,0000 0,000000 0,000000 0,0017 0,0017 0,0007
10,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

(1) Resultados obtidos através da solugdo analitica do problema difusivo em cilindros retangulares (OZISIK, 1993).

Na Tabela 5.10 sdo apresentados os resultados obtidos para as constantes de tempo

relacionados com a temperatura maxima e temperatura média para tarugos de se¢éo eliptica e
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retangular com diversas razdes de aspecto. Assim, como foi ressaltado anteriormente, a
constante de tempo sofre uma maior influéncia da razdo de aspecto nos tarugos com dominios
de geometria retangular. Mas para todos os casos analisados observa-se, como era esperado,
que a constante de tempo relacionada com a temperatura média € inferior quando comparado

com a constante de tempo relacionada com a temperatura maxima.

Tabela 5.10. Constantes de tempo em funcdo da razdo de aspecto para

cilindros de secdes eliptica e retangular.

Célula de secdo eliptica Célula de secdo retangular

fore Tindx Timeéd Tindx Tinéd

0,10 0,209 0,0922 0,609 0,357
0,20 0,219 0,0957 0,725 0,389
0,30 0,230 0,0995 0,850 0,417
0,40 0,238 0,103 0,967 0,438
0,50 0,245 0,106 1,058 0,455
0,60 0,249 0,108 1,122 0,470
0,70 0,251 0,110 1,162 0,477
0,80 0,254 0,111 1,187 0,483
0,90 0,254 0,111 1,199 0,490
0,99 0,255 0,111 1,203 0,490

0.30

Constante de Tempo T
o
N
N
|

————

Figura 5.5. Constantes de tempo maxima e média para cilindros de

secdo eliptica em fun¢do da razdo de aspecto.
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Constante de Tempo T
o
)
|

paspec
Figura 5.6. Constantes de tempo maxima e média para cilindros de

secdo retangular em funcio da razio de aspecto.

Nas Figuras 5.7 e 5.8, apresenta-se uma visualizacdo da evolucdo do perfil de
temperatura sobre o eixo principal de um tarugo com razdo de aspecto Pugec = 0,50. Nota-se

que o intervalo de temperatura estudado estd quase todo inserido no tempo entre 7/4 até 4 7.

~
>
|

S
Co
N R

Temperatura 8,(X,0)

0.0

Figura 5.7. Evolucdo da temperatura para um tarugo de secdo eliptica ao longo

do eixo x em fungdo do tempo, com razio de aspecto Pyspec = 0,50.
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Temperatura 0,(X,0)

sessessssse

Figura 5.8. Evolugdo da temperatura para um tarugo de secdo retangular ao

longo do eixo x em fungdo do tempo, com razio de aspecto Pygpec = 0,50.

Nas Figuras 5.9 a 5.14 sdo visualizados as superficies tridimensionais geradas pelo
potencial temperatura adimensional 8 em diversos instantes 7, para tarugos de secdo eliptica

com razao de aspecto p,,,. =050.

Temperatura 0(x,y)
Temperatura 8(x,y)

Figura 5.9. Distribuicdo de temperatura no
tarugo em 7= /4 com pPupec= 0,50..

Figura 5.10. Distribui¢io de temperatura no
tarugo em 7= 7%/2 com Pugpec= 0,50.
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O(x.y)

O(x.y) 1.00
1.00 0.93 =
0.93 2 0.86 s
0.86 5 0.79 g
0.79 s 0.71 g
0.71 g 0.64 3
0.64 5 0.57 N
0.57 5 0.50 N
0.50 S 043
0.43 0.36
0.36 0.29
0.29 0.21
0.21 0.14
0.14 0.07
0.07 0.00| -
0.00

Figura 5.11. Distribuicdo de temperatura no  Figura 5.12. Distribuicio de temperatura no
tarugo em 7= 27/3 com Pygpec= 0,50. tarugo em 7= 7. COm Pygpec= 0,50.

O(x.y)

6(x.y) 1.00
1.00 0.93 2
0.93 3 zm;g &
0.86 g . g
0.79 3 0.64 s
071 3 0.57 S
0.64 3 0.0 5
057 B 043 N
0.50 S 0.36
043 029
0.36 0.14
020 0.10
021 0.07
0.14 0.03
007 0.00
0.00| -0,

Figura 5.13. Distribui¢do de temperaturano Figura 5.14. Distribui¢do de temperatura no
tarugo em 7= 27 com Puspec= 0,50. tarugo em 7= 47 com Puype-=0,50.

Nas Figuras 5.15 a 5.20 sdo apresentadas os perfis de temperatura tridimensionais, em

diversos instantes, para tarugos de se¢do retangular com razdo de aspecto Pyspec = 0,50.

0(x,y) 0(x,y)

1.00 1.00

0.93 E 0.93 2
0.86 s 0.86 z
0.79 N 0.79 s
0.71 B 0.71 3
0.64 N 0.64 5
0.57 s 0.57 £
0.50 & 0.50 S
0.43 043

0.36 0.36

0.29 0.29

0.21 021

0.14 0.14

0.07 0.07

0.00] -o. 0.00|

Figura 5.15. Distribuigo de temperaturano  Figura 5.16. Distribui¢do de temperatura no
tarugo em 7= 7/4 com Pugpec= 0,50. tarugo em 7= 7%/2 com Pugpec= 0,50.
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Temperatura (x,y)

Figura 5.17. Distribui¢do de temperatura no Figura 5.18. Distribui¢do de temperatura no
tarugo em 7= 27/3 com Pygpec= 0,50. tarugo em 7= 7. com P,z.= 0,50.

6(x.y)
1.00
0.93
0.86
0.79
0.71
0.64
0.57

Temperatura 0(x,y)
Temperatura 0(x,y)

0.50
043
0.36
0.29
0.21
0.14
0.10
0.07| -
0.04
0.00

Figura 5.19. Distribui¢@o de temperaturano  Figura 5.20. Distribui¢do de temperatura no
tarugo em 7= 27 com Pugpec= 0,50. tarugo em 7=47. com Pugpec= 0,50.

5.2.5. PARAMETROS FisicoS DIMENSIONAIS — TRANSFORMADA INVERSA DE

KIRCHHOFF

Como ja foi visto na Secdo 4.2.4, para os problemas que apresentam meios com
propriedades termofisicas constantes, a variagdo da temperatura transformada por Kirchhoff
coincide com a prépria variacdo da temperatura dimensional. Portanto a evolu¢cdo do campo
de temperatura no dominio pode ser obtida a partir da definicdo de temperatura adimensional
dada pela Equacdo (5.2b). A seguir, apresentam-se os resultados dimensionais para um
problema especifico de resfriamento de tarugos com propriedades termofisicas varidveis. Foi
considerado para anélise o resfriamento de 800K a 300K de tarugos de aco SAE 4150, o qual
apresenta 0,50% de carbono, 0,65% de cromo, 0,23% de molibdénio e 0,60% de silicio como

elementos de liga. Na Tabela 5.11 sdo apresentadas as propriedades térmicas e mecanicas
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deste material a temperatura de 300K, que foi considerada aqui como temperatura de

referéncia na transformacéo de Kirchhoff.

Tabela 5.11. Propriedades Térmicas, Mecanicas e Geométricas do Tarugo

de Aco SAE 4150 a 300K.
Densidade 0 7822 kg/m’
Calor Especifico Cp 444 J/kg K
Condutividade Térmica k 37,7 W/m.K
Difusividade Térmica o 10,9 m?/s
Resisténcia a Tragéo [} 1724 MPa
Largura Tarugo L 1x10™ m
Altura Tarugo [ 5x107 m

As relacdes funcionais que definem o comportamento da condutividade térmica e do
calor especifico do material proposto para analise foram obtidas a partir de uma interpolacio
polinomial de 3* ordem dos dados apresentados no ASTM Handbook (1990). As relagdes

obtidas sdo as seguintes:

k(T )=3,58333x10°73- 8,825x107° T%+0,05352T+ 28,62 (5.25)

¢, (T)=118333x10°T - 000175 T* + 1271 T + 18838 (5.26)

com k(T) ec, (T') dados no SI. Como a densidade do material varia pouco com a temperatura

(ASTM HANDBOOK, 1990), foi admitido p = constante no presente trabalho.

Utilizando os mesmos procedimentos numéricos que foram descritos na Se¢do 4.2.4
para a determinacdo do campo de temperatura, apresentam-se, a seguir, os perfis de
temperatura tridimensionais para tarugos de secdo transversal eliptica e retangular, com razio

de aspecto o =0,50.

aspec
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T~
e | ™~

I* 500.0

~
Temperatura [K] E
K]
495.0 4500 F
480.0 s
465.0 2
450.0 F4000 S
435.0 &
420.0
405.0 L
3900 350.0
375.0

-0.10

Figura 5.21. Distribuigo de temperatura 7{(x,y) para um tarugo de se¢do

transversal eliptica para p..=0,50 € T=17..

A~

/ \
Temperatura [K] / / \\ 500.0
450 7
480.0

F450.0

*400.0

Temperatura [K]

F350.0

-0.10

-0.05

Figura 5.22. Distribui¢do de temperatura 7(x,y) para um tarugo de secio

transversal retangular para pu..=0,50 e 7= 7.

A seguir, apresentam-se nas Tabelas 5.12 e 5.13 uma comparag¢do dos resultados
obtidos quando se considera o modelo com propriedades termofisicas constantes (avaliadas na
temperatura média) e o modelo com propriedade termofisicas varidveis, para tarugos de secdo
eliptica e retangular, ambos com razio de aspecto Py = 0,50. Como pode ser observada, a
evolucdo da temperatura para os dois modelos apresentam um comportamento similar quando

comparados com os cilindros de secao eliptica.
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Tabela 5.12. Evolucio da temperatura dimensional obtida pelos modelos com
propriedades termofisicas constantes e varidveis, em tarugos de aco SAE 4150, de

secdo transversal eliptica e com razao de aspecto Pugpec = 0,50.

Propriedades Constantes Propriedades Varidveis

(s) T e T e T e Tax™” Tnea
0,39 800,00 773,40 800,0 800,0 772,1
1,94 800,00 750,20 800,0 800,0 738,4
3,88 800,00 722,30 800,0 800,0 713,4
19,40 799,90 649,20 796,2 796,1 612,3
38,80 754,00 533,90 767,3 760,8 538,6
58,2 628,50 447,70 709,5 697,3 481,3
77,6 550,70 408,10 632,0 626,7 436,5
116,4 441,20 358,70 492,8 503,7 376,0
155,2 378,20 332,10 409,7 421,1 342,6
194,0 343,00 317,60 3579 365,6 322,6
271,5 313,80 305,60 316,4 321,8 306,5
349,1 305,00 302,00 304,7 306,8 301,9
3879 303,70 301,50 302,6 303,7 301,0
581,9 300,60 300,20 300,1 300,2 300,0
775,8 300,00 300,00 300,0 300,0 300,0

(1) Valores Obtidos pela técnica de Elementos Finitos com o auxilio do programa Ansys ©.
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Tabela 5.13. Evolucio da temperatura dimensional obtida pelos modelos com
propriedades termofisicas constantes e varidveis, em tarugos de aco SAE 4150,

de secdo transversal retangular e com razdo de aspecto Pugpec = 0,50.

Prop. Constantes Propriedades Varidveis
(s) T e T e T e Tax™” Tnea
1,1 799,40 706,50 800,0 800,0 755.9
4,8 799,60 643,50 800,0 800,0 703,0
10,2 799,20 635,70 800,0 799,8 665,7
15,2 793,80 602,70 799,7 798,7 636,7
19,8 766,10 553,30 797,2 795,5 613,5
30,7 747,10 533,40 789,3 784.,5 579,7
40,8 705,80 499,90 772,4 762,2 5432
51,2 625,10 448,80 745,7 733,4 516,8
71,3 539,90 404,20 683,1 672,7 469,7
90,3 525,20 397,20 613,1 610,3 430,5
103,1 417,10 348,50 579,6 580,2 4142
153,5 359,60 324,30 4487 460,5 358.,5
205,2 326,30 310,70 376,2 385,1 328,6
307,2 303,40 301,40 317,5 3233 307,6
512,8 300,00 300,00 301,2 301,5 300,4

' Valores Obtidos pela técnica de Elementos Finitos com o auxilio do programa Ansys ©.

E interessante observar a discrepincia dos resultados obtidos pelos dois modelos na
regido préxima ao instante que define a constante de tempo (aproximadamente 500K),
principalmente para os tarugos de secdo retangular. Por sua vez, apresenta-se ainda nas
referidas tabelas uma comparagdo entre os resultados obtidos através da metodologia aplicada
no presente trabalho com os resultados obtidos pela técnica de Elementos Finitos com o
auxilio do cédigo Ansys®. Como pode ser verificado existe uma boa concordancia entre os

mesmos, com desvios maximos nunca superiores a 2,5% durante o transiente.
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Na Tabela 5.14 sdo apresentados os resultados obtidos para as constantes de tempo

relativas a temperatura maxima e média para tarugos de se¢do eliptica e retangular.

Tabela 5.14. Constantes de tempo para temperatura maxima e média em fungao

da razdo de aspecto para propriedades fisicas constantes e varidveis.

Eliptico — prop. varidveis Retangular — prop. varidveis
PASPEC Fo=ta/L Fo=ta/L
Tindx Tmeéd Tmax Tnéd
0,10 0,2654 0,1265 0,7729 0,4858
0,20 0,2775 0,1315 0,9199 0,5327
0,30 0,2903 0,1370 1,0774 0,5731
0,40 0,3006 0,1422 1,2245 0,6066
0,50 0,3078 0,1466 1,3345 0,6332
0,60 0,3128 0,1501 1,4094 0,6534
0,70 0,3160 0,1527 1,4593 0,6677
0,80 0,3180 0,1544 1,4891 0,6769
0,90 0,3189 0,1551 1,5042 0,6818

Como pode ser verificada, a razdo de aspecto para os tarugos de se¢do retangular
exerce uma maior influéncia no comportamento das constantes de tempo. Da mesma forma

como foi apresentada na Sec¢do 4.2.4, o tempo adimensional Fo = ¢t &/ I’ também é definido

com a difusividade térmica @ calculada na temperatura média.

Para fins de verificagdo da influéncia da variagdo das propriedades fisicas do material
(agco SAE 4150) com a temperatura, apresenta-se na Figura 5.23 uma comparagdo entre os
resultados obtidos para as constantes de tempo relativas a temperatura mixima, para tarugos
de secdo eliptica e retangular. Como ja foi observado anteriormente, hd uma discordancia
significativa quando se considera o modelo de propriedades termofisicas constantes. Na figura

5.24 apresenta-se a mesma comparacio para tarugos de secdo retangular.
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2.00-
~ ¥ ]
§ 1|1 — — = = teliptico prop. constantes
e ] T retangular prop. constantes
g LeoH ———- 7 eliptico prop. variév'e,is '
&y [ = tretangular prop. varidveis
1.20
0.80—
0.40—
000 T T I T T I T T I T T I T T I
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

para propriedades fisica

0.60—

Paspec

Figura 5.23 Constante de tempo para temperatura maxima em funcfo da razdo de aspecto,

s constantes e varidveis, em tarugos elipticos e retangulares.

— — — — teliptico prop. constantes

T retangular prop. constantes
T eliptico prop. varidveis
——e— — 7T retangular prop. varidveis

Figura 5.24. Constante de

pasper

tempo para temperatura média em fun¢do da razdo de aspecto,

para propriedades fisicas constantes e varidveis, em tarugos elipticos e retangulares
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5.3. PROBLEMA DIFUSIVO TRANSIENTE SEM FONTES:

CONDICAO INICIAL O(u,v,0) = O4(u,v)

5.3.1. ANALISE

Nesta secdo, apresenta-se a andlise do problema difusivo transiente sem fontes com
condi¢do de temperatura inicial ndo uniforme, para dominios com propriedades termofisicas
varidveis. Em sintese, serd simulado a seguir o problema de uma célula de combustivel em
regime permanente que tem o seu termo fonte “desligado”. Serd admitida a condic¢do de
temperatura prescrita na parede para células de secdo eliptica e retangular. Neste modelo, a

equacdo da difusdo em regime para a célula de dominio € e contorno /" é dada por:

V-[k(T)VT(x,y)]=pc,,(T)W, {xyer >0}, (5.27a)
T(x,y,t)=T,, {(xyerl t>0}, (5.27b)
T(x,y0)=T(xy), {(xyee} (5.27¢)
onde, T, representa a condi¢do de temperatura prescrita no contorno e T(x,y) representa a

condi¢do de temperatura dependente da posi¢do no dominio.
Na sua forma adimensional as Equagdes (5.27a), (5.27b) e (5.27c) podem ser reescritas

na forma como seguc:

v%«x,xﬂ:m , {(xY)e 2 >0}, (5.28a)
T

8(x,Y,7)=6, =0, {(x,Y)e I >0}, (5.28b)

(X, Y0)=6(X,Y), {(xy) e}, (5.28¢)

A definicdo das varidveis X,Y,7e € é a mesma que foi considerada na Sec¢io 4.2.1.
Vale ressaltar que a transformagdo de Kirchhoff também foi aplicada sobre a Equacao (5.27a)
para a linearizacdo do termo difusivo. Da mesma forma, para facilitar a aplicagdo das
condi¢des de contorno foi feita uma mudanca de varidveis para o problema de células de
geometria eliptica. Assim, a equacio da energia na sua forma adimensional para o problema

de células de secdo eliptica e retangular € reescrita como segue:
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A) CELULAS DE SECAO ELIPTICA

azﬁ(u,v,f)+829(u,v,f) ( )aﬁ(u,v,f)
ou’ o’ or
O(u,v,0) = 6.(u,v), {osu<n/2, 0<v<v},
aﬁ(u,v,r)
————=0, {u:O, 0<v<y,, T>O},
du
M:O, {u:ﬂ/2, 0<v<y,, 7> 0},
du
@ﬁﬂiﬂzo, {o<u<z/2, v=0, >0},
ov
O(u,v,7)=0, {o<u<z/2, v=v, >0}
J(u,v)= IX.¥) = a*[senz(u)+senh2(v)]
ou,v)

B) CELULAS DE SECAO RETANGULAR

826(14, v, T) N 826(14, v, T)

(u v) 86(14, v, T)

ou’ o’ ’ or
O(u,v,0) = Gi(u,v), {OSuSuO, OSVSVO},
@ﬂﬂiﬂzo, {u=0, 0<v<v, 7>0},

du
aﬁ(g,vv,z')zo, {o<u<u,, v=0, 7>0},
O(u,v,7)=0, {u:uo, 0<v<v,, 7> 0},
O(u,v,7)=0, {OSuSuO, V=V, 7> 0}.
J(u,v):l
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=Ju,v)————=, {OSMS%, 0<v<y,, T>O},

{o<u<u, 0<v<y, >0},

(5.29a)

(5.29a)

(5.29b)

(5.29¢)

(5.294d)

(5.29¢)

(5.291)

(5.30a)

(5.30b)

(5.30c)

(5.30d)

(5.30e)

(5.30f)

(5.30g)
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5.3.2. APLICACAO DA TTIG

Os procedimentos adotados para a aplicagdo da 771G sdo andlogos aos da secdo

anterior. Desta maneira, apresentam-se, a seguir, apenas as equacoes resultantes.

A) APLICACAO DA TTIG PARA A CELULA DE SECAO ELIPTICA

Fazendo-se uso das condicdes de contorno e das propriedades de ortogonalidade das
autofuncdes normalizadas correspondentes ao problema auxiliar de autovalor em u e v,

definidas nas Equagdes. (4.16a) e (4.16.b), obtém-se a seguinte relagdo para o potencial

transformado 5 (T):

m

= & do,(r) ~ .
> Y By et e 216, 0)=0. im=123.. (5310
n=l j=1 T
Yo /2 vy
Bjn=[2,00) 2,00 A 0)av= [ [K,w)K ;) Z,,0) Z,(v) Jat,v) duv, (5.31b)
0 0o 0

que deve satisfazer a condicao inicial transformada, que é dada por:

Vo /2
0:,0)=[ [ KWz, 1), wv)avdu . (5.31c)
0 0
O sistema de equagdes diferenciais dado pela Equagdo (5.31a) para o potencial
transformado 5 (Z')pode ser resolvido numericamente quando se trunca a expansio para uma

m

dada ordem M e N, o que fornece a seguinte relagéo:

> Y B, de;';(f) +lw+ 218, (0)=0 (5.32)

n=1 j=1

Assim, através da solugdo da Equag@o (5.32), o potencial temperatura 6, (u,v,’[) ¢ obtido

fazendo uso da férmula de inversdo dada pela Equagdo (4.20b):

D

w(7) (5.33)

6,00 0)= Y Y K, W)Z,0)

i=1 m=1
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B) APLICACAO DA TTIG PARA CELULAS DE SECAO RETANGULAR

A equacio para o potencial transformado para o problema de células de se¢do retangular é

dada por:
- - da:jn (T) 2 2 =
2. 2 Bim +lu? +216,,(c)=0, (5.34a)
n=1 j=1 dT
Yo ) Yo
By = [ 2,00) 2,004, dv= | [K,(w) K;(w) Z,,) Z,(v) J(w,v)due v, (5.34b)
0 00

onde as autofun¢des normalizadas K;(u) e Z,,(v) s@o as mesmas definidas para os problemas ja
analisados com geometria retangular. Com o mesmo procedimento empregado anteriormente,
o sistema de equacdes diferenciais, dado pela Equacdo (5.32a), pode ser resolvido
numericamente quando se trunca a expansdo para uma dada ordem M = N. Assim, o potencial

temperatura pode ser obtido através da férmula de inversdo dada pela Equacio (4.20b):

oo

K, w)z,v)e,,(). (5.35)

D

eret (M,V,'Z-) = i

i=1 m

5.3.3. PARAMETROS FiSICOS DE INTERESSE

A temperatura média em um dado instante 7 é dada pela mesma relacido definida na
Secdo 4.2.2. Para a determinacdo das constantes de tempo € conveniente definir as

temperaturas normalizadas mdxima e média como segue:

O(u,v,
eN(u,v,r)zw, (5.362)
6 . (7)
o, . =—med 2 5.36b
N méd (T) eméd (0) ( )

onde 6, . (0) é a temperatura adimensional médxima em 7=0 (a temperatura no centro da
célula) e €, .,(0) é a temperatura média computada em 7= 0. Assim, a constante de tempo

7, . relativa a temperatura mdxima serd determinada pela relacio:

max

eNma'x (Tma’x ) = l = 0,36788 (5373)
e
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onde @, (r) é a temperatura normalizada no centro da célula no instante 7. A constante de

tempo relativa a temperatura média é dada pela relacdo:

0N méd (Tnléd ) :l = 0,36788 . (537b)
e

Em particular, para o caso em que as propriedades termofisicas sdo constantes com a
temperatura, a energia interna na sua forma adimensional é determinada pela temperatura

média num dado instante 7, conforme foi visto no Capitulo 4.

5.3.4. RESULTADOS E DISCUSSOES
O comportamento da temperatura maxima normalizada obtida no centro do cilindro,
em funcdo do nimero de termos da série € apresentado a seguir. Nas Tabelas 5.15 a 5.18, sdo

apresentados os resultados obtidos para os instantes adimensionais T = 107 , 10 '2, 10'e10°

Tabela 5.15. Convergéncia da temperatura no centro de células de secdo eliptica em

funcdo da razdo de aspecto e do nimero de termos da série, para 7= 107

Nimero N = M de Termos da Série
Puspec 10 15 20 25 30
0,10 0,2061 0,2061 0,2061 0,2061 0,2061
0,30 0,2225 0,2225 0,2225 0,2225 0,2225
0,50 0,2368 0,2368 0,2368 0,2368 0,2368
0,70 0,2452 0,2453 0,2453 0,2453 0,2453
0,90 0,2486 0,2487 0,2487 0,2487 0,2487

Tabela 5.16. Convergéncia da temperatura no centro de células de secdo eliptica em

~ ~ , L. 2
fungdo da razdo de aspecto e do nimero de termos da série, para 7= 10

Niumero N =M de Termos da Série
Paspec 10 15 20 25 30
0,10 0,1971 0,1971 0,1971 0,1971 0,1971
0,30 0,2135 0,2135 0,2135 0,2135 0,2135
0,50 0,2278 0,2278 0,2278 0,2278 0,2278
0,70 0,2363 0,2363 0,2363 0,2363 0,2363
0,90 0,2397 0,2397 0,2397 0,2397 0,2397
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Tabela 5.17. Convergéncia da temperatura no centro de células de secdo eliptica em

funcdo da razdo de aspecto e do nimero de termos da série, para 7= 10"

Nimero N = M de Termos da Série
Paspec 10 15 20 25 30
0,10 0,1176 0,1176 0,1176 0,1176 0,1176
0,30 0,1317 0,1317 0,1317 0,1317 0,1317
0,50 0,1437 0,1437 0,1437 0,1437 0,1437
0,70 0,1507 0,1507 0,1507 0,1507 0,1507
0,90 0,1534 0,1534 0,1534 0,1534 0,1534

Tabela 5.18. Convergéncia da temperatura no centro de células de secdo eliptica em

~ ~ . 4o 0
funcdo da razdo de aspecto e do nimero de termos da série, para 7= 10

Nimero N = M de Termos da Série
Puspec 10 15 20 25 30
0,10 0,0005 0,0005 0,0005 0,0005 0,0005
0,30 0,0005 0,0005 0,0005 0,0005 0,0005
0,50 0,0007 0,0007 0,0007 0,0007 0,0007
0,70 0,0008 0,0008 0,0008 0,0008 0,0008
0,90 0,0009 0,0009 0,0009 0,0009 0,0009

Como pode ser observado, os resultados obtidos para temperatura mdxima alcancam
uma convergéncia de quatro digitos quando se utiliza apenas 15 termos para cada direcdo da

série que determina o potencial temperatura.

Nas Tabelas 5.19 a 5.22, apresentam-se os resultados obtidos para a temperatura
méxima em células de secdo retangular nos instantes T = 10'3, 10'2, 10'1, 10°. Observa-se que a
convergéncia ¢ mais lenta no inicio do transiente e, também, para as células que apresentam

uma razao de aspecto Pugpec — 0.
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Tabela 5.19. Convergéncia da temperatura no centro de células de secdo retangular

em funcdo da razdo de aspecto e do nimero de termos da série, para 7= 10

Niuimero N = M de Termos da Série

Paspec 10 15 20 25 30

0,10 0,6005 0,6051 0,6035 0,6042 0,6039
0,30 0,8341 0,8349 0,8347 0,8348 0,8347
0,50 1,0236 1,0239 1,0238 1,0239 1,0238
0,70 1,1312 1,1314 1,1314 1,1314 1,1314
0,90 1,1733 1,1736 1,1735 1,1735 1,1735

Tabela 5.20. Convergéncia da temperatura no centro de células de secdo retangular

em fungdo da razdo de aspecto e do niimero de termos da série, para 7= 107

Niuimero N = M de Termos da Série

Duspec 10 15 20 25 30

0,10 0,5918 0,5959 0,5947 0,5952 0,5949
0,30 0,8254 0,8258 0,8257 0,8257 0,8257
0,50 1,0148 1,0149 1,0149 1,0149 1,0149
0,70 1,1224 1,1224 1,1224 1,1224 1,1224
0,90 1,1645 1,1645 1,1645 1,1645 1,1645

Tabela 5.21. Convergéncia da temperatura no centro de células de secdo eliptica em

funcdo da razdo de aspecto e do nimero de termos da série, para 7= 10"

Niimero N = M de Termos da Série

Duspec 10 15 20 25 30

0,10 0,5042 0,5057 0,5055 0,5056 0,5056
0,30 0,7358 0,7358 0,7358 0,7358 0,7358
0,50 0,9249 0,9249 0,9249 0,9249 0,9249
0,70 1,0324 1,0324 1,0324 1,0324 1,0324
0,90 1,0745 1,0745 1,0745 1,0745 1,0745
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Tabela 5.22. Convergéncia da temperatura no centro de células de secdo retangular

em funcdo da razdo de aspecto e do niimero de termos da série, para 7= 10 0

Niumero N =M de Termos da Série
Puspec 10 15 20 25 30
0,10 0,0813 0,0813 0,0813 0,0813 0,0813
0,30 0,1935 0,1935 0,1935 0,1935 0,1935
0,50 0,2960 0,2960 0,2960 0,2960 0,2960
0,70 0,3560 0,3560 0,3560 0,3560 0,3560
0,90 0,3799 0,3799 0,3799 0,3799 0,3799

Nas Figuras 5.25 e 5.26, sdo apresentadas as evolugdes da temperatura méxima e da

temperatura média (que representa a energia interna especifica a cada instante de tempo

adimensional quando as propriedades ndo s@o varidveis), para células de secdo eliptica em

diversas razdes de aspecto.

0.00

10°

10"

10°

Tempo adimensional T

Figura 5.25. Evolugdo da temperatura mdxima em funcéo de 7 para células
de sec¢do eliptica com diversas razdes de aspecto.
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§ N - - = paspec = 0’10
>~ B paspec = 0’30
E 0.80 ; ——————— P =0,50
(<) . aspec
A paspec =0,70
: TrmremrT paspec = 0’90
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0.40
0.20
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Figura 5.26. Evolugdo da temperatura média em fung@o de 7 para células de
secdo eliptica com diversas razdes de aspecto.

Nas Figuras 5.27 e 5.28 sd@o visualizadas as evolugdes da temperatura maxima e da

temperatura média para células de sec@o retangular para diversas razdes de aspecto.
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Figura 5.27. Evolucdo da temperatura maxima em funcio de 7 para células
de secdo retangular com diversas razdes de aspecto.
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0.00 T

107 10

Tempo adimensional ©

Figura 5.28. Evolugéo da temperatura média em fun¢io de 7 para células de

secdo retangular com diversas razdes de aspecto.

Como pode ser verificada, a razdo de aspecto nas células de sec¢do retangular exerce

uma maior influéncia no comportamento na evolugdo das temperaturas maxima e média. Vale

ainda observar que os resultados obtidos para a temperatura nos problemas de células com

fontes e sem fontes sdo complementares.

Na Tabela 5.23 sdo apresentados os resultados obtidos para as temperaturas mixima e

média e para a taxa de variacdo da energia interna especifica em células de secdo eliptica e

retangular com razio de aspecto pgp.c = 0,50.

Tabela 5.23. Evolugio das temperaturas normalizadas maxima e média em fung¢éo do

tempo para células de se¢des eliptica e retangular ambos com pggpec = 0,50.

Célula de secdo eliptica

Célula de secao retangular

T

0 mix 6 méa 0 mix 0 med
0,0001 0,2377 0,1188 1,0248 0,5144
0,0002 0,2376 0,1187 1,0247 0,5143
0,0005 0,2373 0,1184 1,0244 0,5140
0,0010 0,2368 0,1179 1,0239 0,5136
0,0020 0,2358 0,1170 1,0229 0,5126
0,0050 0,2328 0,1144 1,0198 0,5098
0,0100 0,2278 0,1103 1,0148 0,5053
0,0200 0,2178 0,1030 1,0048 0,4966
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continuagdo Tabela 5.23.

0,0500 0,1881 0,0846 0,9748 0,4726
0,1000 0,1437 0,0618 0,9249 0,4369
0,2000 0,0808 0,0336 0,8263 0,3762
0,5000 0,0135 0,0055 0,5709 0,2451
1,0000 0,0007 0,0003 0,2960 0,1223
2,0000 0,0000 0,0000 0,0761 0,0309
5,0000 0,0000 0,0000 0,0012 0,0001
10,000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

Na Tabela 5.24 sdo apresentados os resultados obtidos para as constantes de tempo
relacionadas com a temperatura mixima e temperatura média para células de secdo eliptica e

retangular com diversas razdes de aspecto.

Tabela 5.24. Constantes de tempo em funcdo da razdo de

aspecto para células de secdes eliptica e retangular.

Célula de secado eliptica Célula de secdo retangular

Paspec

Timax Tinéd Timdx Timéd
0,10 0,172 0,135 0,506 0,465
0,20 0,177 0,140 0,601 0,529
0,30 0,181 0,146 0,694 0,588
0,40 0,184 0,152 0,767 0,641
0,50 0,187 0,157 0,818 0,685
0,60 0,188 0,160 0,853 0,718
0,70 0,189 0,163 0,875 0,742
0,80 0,190 0,164 0,888 0,757
0,90 0,190 0,165 0,895 0,765

Nas Figuras 5.29 e 5.30 apresenta-se a visualizag@o das constantes de tempo calculadas
para temperatura maxima e média, em fungdo da razio de aspecto. E importante observar que
as constantes de tempo para este problema sdo idénticas aquelas encontradas no problema
difusivo com fontes, calculado no Capitulo 4. Outro aspecto importante é que a constante de

tempo sofre uma maior influéncia da razdo de aspecto nos cilindros de se¢do retangular.
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Mas para todos os casos analisados observa-se, como era esperado, que a constante de
tempo relacionado com a temperatura média é inferior quando comparado com a constante de

tempo relacionada com a temperatura maxima.

0.21

¢

Constante de Tempo T

‘Max

I I I T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

paspec

Figura 5.29. Constantes de tempo maxima e média para cilindros de secdo

eliptica em fun¢do da razdo de aspecto.

10.90

T

Constante de Tempo
I
3
3
L l L

0-30 1 1 l 1 1 l 1 1 l 1 1 l
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

paspec

Figura 5.30. Constantes de tempo maxima e média para cilindros de secdo

retangular em funcdo da razio de aspecto.

Nas Figuras 5.31 e 5.32 apresentam-se uma visualizacdo do perfil da temperatura

normalizada sobre o eixo X para células de secdo eliptica e retangular com razdo de aspecto
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Puspec = 0,50. Nota-se que o intervalo de temperatura estudado estd quase todo inserido no

tempo entre 7/4 até 4.

S 1.0+ T=T/4
= ] —— = 1=t/2
q;z A eesesesssse T =Tc
§ 1T~ e T=27
‘§0-8- - — - - 1=t
S -

g i

~

0.6

Figura 5.31. Evolugdo da temperatura normalizada ao longo do eixo x

para células de se¢do eliptica com razdo de aspecto Puspec = 0,50.
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1 / \
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| //;,,-"’ Tl \\
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-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
X

Figura 5.32. Evolugdo da temperatura normalizada ao longo do eixo x

para células de secdo retangular com razao de aspecto Pugpec = 0,50.

Para uma melhor visualizagdo da evolugdo do campo de temperatura dos problemas

propostos, sdo apresentadas nas Figuras 5.33 a 5.38 as superficies tridimensionais geradas
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pelo potencial temperatura 8y, em diversos instantes 7, para células de combustivel de secado

eliptica, com razdo de aspecto Pugpec = 0,50.

B(ry) 6(x.y)
1.00 1.00 _
0.93 B 0.93 9
0.86 i 0.86 5
0.79 s 0.79 g
071 H 0.71 g
0.64 5 0.64 g
0.57 B 0.57 g
0.50 S 0.50 S
043 043
0.36 0.36
0.29 0.29
021 021
014 0.14
0.07 0.07
0.00 0.00

Figura 5.33. Distribui¢do de temperatura na  Figura 5.34. Distribui¢do de temperatura na
célula elipticaem 7= 7/4 com P5.=0,50. célula elipticaem T =7Tc/2 com Pygpec =0,50.

6(x,y)

9(’"1")0 0 1.00
- _ 0.93 2
0.93 M 0.86 q\:
0.86 Z 079 3
0.79 N 0.64 g
071 5 057 £
0.64 g 050 g
Zi; S 043 S
- 041
043 036
0.36 029
0.29 021
021 014
0.14 007
0.07 0.00| 0.

0.00| 0.

Figura 5.35. Distribui¢do de temperatura na  Figura 5.36.. Distribuicdo de temperatura na
célula elipticaem 7T =27tc/3 com Pygpec =0,50. célula elipticaem T =1Tc com Pupec =0,50.

O(x.y)

1.00 O(x.y)
0.94 2 1.00
0.88 s 0.94 =
0.75 s 0.88 :
0.63 H 0.75 s
0.56 5 0.63 H
0.50 T 0.56 g
031 N 0.50 g
025 0.31 =
019 0.25
0.14 0.19
011 0.14
0.06 0.11
0.03 0.06
0.00 0.03

0.02

0.01

0.00

Figura 5.37. Distribuicao de temperatura na  Figura 5.38. Distribuicao de temperatura na
célula eliptica em T =2Tc com Puge=0,50.  célula eliptica em T =41c com P, =0,50.
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Para o caso de células de secdo retangular, sdo apresentadas as Figuras 5.39 a 5.44,
onde os perfis de temperatura tridimensionais mostram a evolugdo desta grandeza para

diversos instantes, definidos pela constante de tempo.

Temperatura 6(x,y)
S
N
Temperatura 6(x,y)

Figura 5.39. Distribuicdo de temperatura na  Figura 5.40. Distribuicao de temperatura na
célula retangular em T =7c/4 com Pupe=0,50. célula retangular em T =7Tc/2 com Pyepe=0,50.

0(x.y)
1.00
0.93
0.86
0.79
071
0.64
0.57
0.50
0.43
0.36
0.29
0.21
0.14
0.07
0.00| -o.

Temperatura 8(x,y)

Figura 5.41. Distribui¢do de temperaturana  Figura 5.42. Distribui¢do de temperatura na
célula retangular em 7T =27tc/3 com P,gpec  c€lula retangularem T =1Tc com Pyspe =0,50.

Temperatura 6(x,y)
s
o
3
Temperatura 0(x,y)

Figura 5.43. Distribuicdo de temperaturana  Figura 5.44. Distribuicdo de temperatura na
célula retangular em T =2tc com Pugpec =0,50.  célula retangular em T=41c com Pugpec
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5.3.5. PARAMETROS FisicoS DIMENSIONAIS — TRANSFORMADA INVERSA DE
KIRCHHOFF

Apresentam-se, aqui, os resultados obtidos para uma célula de UO, com dimensdes
especificadas na Secdo 4.2.4. Nas Figuras 5.45 e 5.46 sdo visualizados o campo de

temperatura tridimensional no instante 7= 7., para células de secdo eliptica e retangular,

respectivamente.
Temperatura [K] / \“ 1200.0
/ ~
17500~ <
1675.0 t1100.0 §
1600.0 5
1525.0 o L N
1450.0 1000.0 g
1375.0 { 5
B ~
1300.0 }900.0
1225.0
1150.0
1075.0 800.0
1000.0
925.0 L 000

850.0
775.0 -0.0060
700.0

Figura 5.45. Distribui¢do de temperatura para a célula de UO,, com se¢do eliptica de

razao de aspecto Puspe=0,50 e drea A=78.5 mmz, no instante 7= 7.

Temperatura [K] / I 1200.0
1750.0 E
1680.0 prd r1100.0 §
1610.0 3
1540.0 L J000.0 N
1470.0 0
1400.0 et 5
1330.0 K 900.0 =
1260.0 - :
1190.0
11200 QU ~ 800.0
1050.0 ) \B

980.0 -

910.0 S

840.0 -0.0100
770.0

0.0050
Figura 5.46. Distribuicdo de temperatura para a célula de UO,, com secdo retangular

de razdo de aspecto P,spe=0,50 e drea A=78.5 mmz, no instante 7= 7..

Para as células de secdo eliptica, apresenta-se na Tabela 5.25 uma comparagdo entre os
resultados obtidos pelo modelo com propriedades constantes e pelo modelo com propriedades

termofisicas varidveis. As condicdes iniciais para os dois modelos foram especificadas de
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acordo com a solucdo obtida pelo problema com fontes em regime permanente, para cada

modelo considerado. Por isso, as temperaturas méaximas iniciais apresentam uma diferenca

superior a 70K. Em relacdo ao modelo que se considera as propriedades termofisicas

variaveis, quando se compara os resultados obtidos pela metodologia empregada no presente

trabalho com aqueles que foram obtidos pelo cédigo Ansys®, observa-se que hd uma boa

concordancia entre os mesmos, principalmente no inicio e no fim do periodo transiente. Da

mesma forma que foi verificada para o problema com fontes no Capitulo 4, as diferencas

maximas que ocorrem em um mesmo instante sdo da ordem de 20K, o que corresponde a

aproximadamente 2% do intervalo de temperatura verificado durante o transiente.

Tabela 5.25. Evolucgdo das temperaturas maxima e média dimensionais para uma célula de

combustivel de UO, de secdo eliptica e razdo de aspecto Pugpec = 0,50.

Propriedades Constantes Propriedades Varidveis

(s) Tinax Toned Tonax Tonas™ Toned
0,02 1872,4 1284,2 1812,7 1812,7 1208,4
0,06 1866,9 1279,1 1806,8 1806,8 1202,4
0,10 1861,9 1274,8 1800,7 1800,8 1196,7
0,13 1852,0 1266,2 1794,7 1795.,6 1191,1
0,17 1842,2 1258,0 1788,6 1789.4 1185,7
0,19 1832,3 1250,1 1785,6 1786,1 1183,0
0,58 17779 1209,6 1723,2 1724,7 1133,8
0,96 1728.,4 1176,6 1658,5 1661,3 1090,3
1,35 1631,1 1118,6 1590,8 1593,3 1050,0
1,73 1538,2 1068,9 15223 1525,9 1013,3
1,92 1451,6 1025,7 1487,6 14958 995.,9
2,89 1411,1 1006,0 1317,0 1329,6 921,5
3,85 1235,2 925,2 11649 1181,1 861,5
5,77 998.,0 8229 936,3 949.,9 782,5
9,62 821,8 749.9 758.9 762,7 722,0
13,47 736,8 715,0 715,5 715,6 706,0
17,31 708,2 703,4 704,4 704,4 701,8
19,24 706,0 702,5 702,4 702,4 701,0
38,48 700,0 700,0 700,0 700,0 700,0

) Valores Obtidos pela técnica de Elementos Finitos com o auxilio do programa Ansys ©.
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Na Tabela 5.26, apresenta-se a mesma andlise para as células de se¢@o retangular.
Como pode ser observada, a evolucido da temperatura para os dois modelos apresentam um

comportamento similar quando comparados com as células de seco eliptica.

Tabela 5.26. Valores da temperatura dimensional para uma célula de combustivel de UO,

de se¢do retangular, em fungdo do nimero de Fourier para razao de aspecto Pugpec = 0,50.

Propriedades Constantes Propriedades Varidveis
1(s) Tonax Toned Tonax Tonax” Toned
0,01 1860,40 1282,10 1792,80 1792,50 1204,50
0,07 1858,00 1279,80 1792,80 1791,80 1201,70
0,13 1851,20 1273,60 1789,40 1789,60 1199,20
0,67 1827,40 1253,40 1761,40 1762,80 1174,20
1,34 1759,40 1202,80 1725,70 1727,80 1145,60
2,68 1691,80 1159,00 1651,70 1654,50 1094,50
4,02 1582,60 1096,30 1574,90 1577,40 1048,60
5,36 1530,90 1068,80 1496,70 1507,90 1007,20
6,70 1434,20 1019,80 1418,90 1430,20 969,60
8,04 1346,90 977,70 1342,70 1358,20 935,40
9,38 1268,80 941,40 1270,00 1290,30 904,60
10,72 1199,30 910,00 1201,10 1224,50 877,20
12,06 1109,70 870,50 1137,00 1156,20 852,80
13,40 1083,40 859,10 1078,20 1092,70 831,40
16,08 1035,40 838,60 978,10 987,20 797,00
18,76 923,90 791,60 901,70 908,40 770,70
21,44 870,70 769,60 844,40 849,30 751,80
24,12 830,00 752,90 804,20 807,90 738,00
26,80 798,90 740,20 775,60 778,60 728,10
40,20 743,50 717,60 717,00 717,50 706,60
66,99 705,60 702,30 701,00 701,00 700,40
133,98 700,10 700,00 700,00 700,00 700,00

" Valores Obtidos pela técnica de Elementos Finitos com o auxilio do programa Ansys ©.
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Na Tabela 5.27 sdo apresentados os resultados obtidos para a constante de tempo
relativo ao problema das células de se¢do eliptica e retangular com propriedades termofisicas

variaveis.

Tabela 5.27. Constantes de tempo para temperatura maxima e média em fun¢@o da razdo de

aspecto para células de secao eliptica e retangular com propriedades termofisicas varidveis.

Eliptico — Prop. varidveis Retangular — Prop. varidveis

Duspec Fo=ta/L,, Fo=ta/L,,

Tindx Tinéd Tindx Tméd
0,10 0,173 0,152 0,508 0,469
0,20 0,181 0,158 0,612 0,539
0,30 0,191 0,166 0,726 0,611
0,40 0,203 0,175 0,839 0,688
0,50 0,219 0,185 0,955 0,766
0,60 0,242 0,197 1,093 0,848
0,70 0,271 0,210 1,257 0,943
0,80 0,303 0,224 1,425 1,038
0,90 0,333 0,238 1,578 1,127

Novamente, como pode ser observada, a razdo de aspecto nas células de secdo
retangular exerce uma maior influéncia sobre o comportamento das constantes de tempo. As

constantes de tempo apresentadas na Tabela 5.25 sdo dadas em termos do tempo adimensional

Fo=ta /Lfef onde o ¢é a difusividade térmica calculada na temperatura média
T =(T+T.)/2.

Na Figura 5.47, apresenta-se uma visualizacdo dos resultados obtidos para a constante
de tempo relacionada com a temperatura maxima, quando se considera o modelo de
propriedades termofisicas constantes € o modelo de propriedades termofisicas varidveis.
Como podem ser observadas, as curvas obtidas apresentam um comportamento um pouco
diferente daquele obtido para o problema de células com fontes. Na Figura 5.48, apresenta-se,
também, uma visualizacdo das curvas obtidas para a constante de tempo relativa a

temperatura média.
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Figura 5.47. Constante de tempo para temperatura maxima em fun¢fo da razdo de aspecto:

propriedades fisicas constantes e varidveis em células de secao eliptica e retangular

1.504
© i
L I
N — — — = teliptico prop. constantes
3 7T retangular prop. constantes
~ , . .
NoL25] ——=- 7 eliptico prop. varidveis
LE —————— — tretangular prop. varidveis
1.00
0.75-
0.50-
0254 =
OOC T T I T T I T T I T T I T T I
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Figura 5.48. Constante de tempo para temperatura média em funcéo da razdo de aspecto:

propriedades fisicas constantes e varidveis em células de secdo eliptica e retangular

Em ambos os casos, verificam-se que a varia¢do das propriedades exerce uma maior
influéncia sobre os resultados para as células de secdo retangular, principalmente, quando a

razao de aspecto Pygpec —> 1.
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CAPITULO 6

CONCLUSOES E SUGESTOES

Os mecanismos difusivos e difusivo-convectivos representam um conjunto de
problemas de grande interesse na engenharia onde os fendmenos sdo, via de regra, de
representacio bastante complexa.

Uma das técnicas utilizadas para resolugdo matemdtica deste tipo de problema é a
Técnica da Transformada Integral Generalizada (TTIG), que aplicada a equagdo da energia,
remove as derivadas espaciais de segunda ordem, transformando a equag@o que representa o
fendmeno num problema de estrutura mais simples, que pode ser resolvido analitica ou
numericamente por técnicas ja conhecidas.

No presente trabalho, foram resolvidos com o auxilio da TTIG e da Transformada de
Kircchoff, problemas difusivos em cilindros de secdo transversal retangular e eliptica, com
propriedades dependentes da temperatura no dominio e condi¢des de contorno de primeiro
tipo.

Inicialmente, foram analisados problemas transientes com fontes uniformemente
distribuidas em seu dominio, condi¢do de temperatura inicial uniforme e com condicdes de
temperatura prescrita no contorno. Para os cilindros de secdo transversal eliptica foi utilizado
um sistema de coordenadas ortogonais adequadas a fim de facilitar a aplicacdo das condicdes
de contorno. Foi observado que a expansio que determina o potencial temperatura apresenta
convergéncia lenta no inicio do transiente tanto para os cilindros de se¢do retangular como a
de secdo eliptica. Constantes de tempo definidas em relacio a temperatura méaxima e a
temperatura média foram também calculadas para diversas razdes de aspecto de cilindros de
secdo eliptica e retangular. Foi avaliado, também, a influéncia sobre os resultados quando o
termo fonte apresenta uma distribuicdo ndo uniforme no dominio. Para tal, foi considerado o
problema da deplecdo do fluxo neutrdnico no interior das células de combustivel.

Perfis de temperatura dimensionais para uma célula de combustivel nuclear de UO,
foram obtidos a partir da aplicagcdo da transformagéo inversa de Kirchhoff. Foi verificado que
os resultados apresentam boa concorddncia quando comparados com aqueles obtidos pelo

programa computacional Ansys®.
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Posteriormente, foram analisados problemas transientes sem fontes para dois casos
distintos de condi¢@o inicial: temperatura inicial uniforme no dominio e o caso de condicio
inicial dada pela solu¢do do problema em regime permanente com fontes. De maneira
analoga, foi observado que a expansdo que determina o potencial temperatura apresenta
convergéncia lenta no inicio do transiente para ambos os casos. Constantes de tempo
definidas em relagdo a temperatura maxima e a temperatura média foram também calculadas

para diversas razdes de aspecto de cilindros de secao eliptica e retangular.

A partir das dificuldades e dos desafios encontrados no decorrer deste trabalho,

apresentam-se algumas sugestdes para estudos posteriores:

a) Analisar a convergéncia da série do potencial transformado em fun¢@o da natureza dos

problemas auxiliares de autovalor utilizados;
b) Resolver os problemas aqui tratados sem proceder a lineariza¢do do termo transiente;

¢) Analisar o comportamento transiente quando se considera o efeito da variagdo da

propriedade densidade com a temperatura;

d) Resolver os problemas propostos no presente trabalho para condi¢cdes de contorno de

terceiro tipo;

e) Determinar os parametros fisicos pertinentes para problemas com outras geometrias.

Finalizando, observa-se que a TTIG foi aplicada com sucesso para a obtencdo de
solu¢do de problemas difusivos transientes multidimensionais que ndo admitem solugdes
pelas técnicas analiticas classicas. Vale ressaltar, que a aplicacdo da transformada de
Kirchhoff para a linearizacdo do termo difusivo da equagcdo da energia simplificou,
notadamente, o tratamento analitico do problema e que o procedimento adotado para a
linearizagdo do termo transiente, atendeu satisfatoriamente as expectativas, visto que, as
propriedades termofisicas dos problemas propostos apresentavam uma forte dependéncia com
a temperatura e desvios maximos ndo superiores a 3% foram verificados para os perfis de
temperatura quando comparados com os resultados obtidos pelo programa computacional

Ansys®.
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Lista de Simbolos

Letras Latinas

a Distancia focal para coordenadas elipticas, [m]

a* Distancia focal adimensionalizada.

Ag Area da secao transversal eliptica ou retangular, [mz]

A Matriz do sistema de equagdes diferenciais ordindrias, Equagdo 3.22b.

ajj Coeficientes da matriz do sistema de equagdes diferenciais, Equacdo 3.19a.
Ajj Coeficiente do termo transiente nao transformado

B Operador condicdo de contorno, Equacio 3.8b.

Bijmn  Coeficiente ndo transformado no termo transiente da equacdo da energia.
Ci Coeficiente do termo transformado definido pela Equacéo 3.33.
€1,¢2..€6  Constantes utilizados para o célculo do calor especifico do UO,

Din Coeficiente do termo transformado definido pela Equacéo 3.44.

Cp Calor especifico, [kJ/kg.K]

d Coeficiente de dissipacdo do operador diferencial L, Equagdo 3.3a.

f Vetor condi¢do inicial do sistema de equagdes diferenciais, Equacdo 3.7a.
fi Componente do vetor condicao inicial .
Fo Nimero de Fourier.

g9

Vetor fonte do sistema de equagdes diferenciais ordinarias, Equacdo 3.16.

g Componentes do vetor fonte g.
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g; Termo transformado definido pela Equacdo 3.16
gij>&m Termos transformados da equagio da energia
G Fungdo que representa o termo fonte, Equagdo (3.25%)

h, h,, h, Coeficientes métricos do sistema de coordenadas transformado.

H Funcio que acompanha o termo transiente na equacdo da energia.

J Jacobiano da transformacéo do sistema de coordenadas.

k Condutividade térmica, [W/m.K]

k, Condutividade térmica de referéncia da transformada de Kirchhoff, [W/m.K]

K; Autofungdes normalizadas relativas as autofuncdes y/; .

1 Largura da célula ou do tarugo em analise, [m]

le Comprimento do semi-eixo menor na se¢do transversal eliptica ou retangular, [m]
L. Comprimento do semi-eixo maior na se¢do transversal eliptica ou retangular, [m]

L Operador diferencial, Equacio 3.8a.
L Altura da célula ou do tarugo em andlise, [m]
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ANEXO A

QUADRATURA DE GAUSS

Dada uma fun¢do f(x) continua em [a,b], existe uma funcdo primitiva F(x), neste
intervalo, de tal forma que F'(x)= f(x). Portanto, f(x) é integravel. Mas, se a fungdo f(x)

¢ conhecida em apenas alguns pontos, uma forma de se obter uma aproximacao para a integral

de f (x) no intervalo [a,b] ¢ através de métodos numéricos.

Entre tantos outros, o método de integracdo numérica denominado quadratura de
Gauss fornece flexibilidade em escolher ndo somente os coeficientes da funcdo peso, mas
também a localizacdo onde as fungdes sdo avaliadas. Como resultado, ao método da
quadratura de Gauss resulta em duas vezes mais pontos de precisdo que as férmulas de
Newton-Cotes. O método da quadratura de Gauss consiste, basicamente, na escolha de n

pontos adequados e eqiiidistantes x; e pesos correspondentes g;, de modo que a férmula para

a quadratura seja exata para o polindmio de maior grau 2n—1:

[ £(x) dx=iw,- Flx)+R, (). (AN.1)

Acima, R, (f)=0, caso f seja um polindmio p<2n-1,e x; estd associado com o0s
zeros de polindmios ortogonais, sendo denominados de pontos de quadratura, ou seja, o ponto
onde a funcdo € integrada, e g,, que é a funcdo peso relacionada com os polindmios
ortogonais.

Uma grande vantagem do método de quadratura de Gauss € a grande precisdo que se

pode obter para os pontos de quadratura.

A quadratura de Gauss exige o célculo dos valores do integrando para pontos variados.

Logo, dados tabelados nio sdo apropriados para integracdo por esse método.
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ANEXO A

AN1. QUADRATURA DE GAUSS-LEGENDRE

Se a fungfo escolhida para o cédlculo da Integragdo por quadratura de Gauss for os

polindmios de Legendre, a expressao resultante sera:
b

4 = [wlx)i; (x)ax, (AN.2)
a

onde /; (x) sdo os polindmios de Legendre sobre as raizes Xg» Xp» e X, de @, (x).

Assim, o procedimento para se calcular uma integral usando Quadratura de Gauss, € o
seguinte:
a) determinar o polindmio ortogonal @, ,; (x), segundo o produto escalar conveniente, isto &,

com a fungdo peso w(x) e no intervalo [a,b] .

b) calcular as raizes x, xy, ..., x, de ¢, (x).

c¢) determinar os polinomios de Legendre /; (x), i=0,1,...,n, usando os pontos x,, X, ..., X,

obtidos em b).

b
d) caleular 4; = [w(x)};(x)dx, i=0,1,..n.

a

e) calcular o valor de f(x) em X0 X[seer X

f) calcular, finalmente,

[wlx) £ (x)dx = i A f(x) (AN.3)

i=0

A integracdo por quadratura de Gauss-Legendre € exata para polindmios de Legendre

de ordem n. Para n=2:

[ 1= ) £145) (AN4)

Na quadratura de Gauss-Legendre a integragdo € feita no intervalo [— 1,1]. A
modificacdo para um intervalo qualquer [a,b] ¢ obtida pela substituicdo:
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T > (AN.5)
Para n=2:
b 1
b—a b—a b+a b—a b—a b+a b—a b+a
R ([ o e
(AN.6)

A seguir sdo mostrados na Tabela AN.1 os valores dos pontos e pesos utilizados para a
integracdo pelo método da Quadratura de Gauss utilizando-se os polindomios de Legendre até

a quinta ordem.

Tabela AN.1. Pontos (xl.) e pesos (gl.) adequados para a

integragdo de Gauss-Legendre até a 5" ordem:

ordem X; Wi

2 +0,57735 1,000000

3 0 0,888889
+0,774597 0,555556

4 +0,339981 0,652145
+0,861136 0,347855

0 0,568889

5 +0,538469 0,478629
+0,90618 0,236927

Para grandes intervalos de integracdo, a quadratura de Gauss-Legendre pode ser mais
efetiva subdividindo-se o intervalo de integracdo em intervalos menores e adicionando os
resultados das integragdes dos subintervalos, sem precisar aumentar o ndmero de pontos

adequados.
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DIFUSA0O NEUTRONICA NUMA CELULA DE UO,

A.1. CONSIDERACOES INICIAIS

Adotar que o termo fonte que representa a geracdo de energia numa célula de reator
nuclear é uniforme em todo o dominio, tem como vantagem a simplificacdo dos célculos
envolvidos na obtencdo dos perfis de temperatura e outras propriedades de interesse para este

problema.

Entretanto, como foi mencionado na Secdo 4.2 deste trabalho, o termo fonte presente
na equacgdo da energia é proporcional ao fluxo de néutrons térmicos no interior da célula.
Assim, devido a absorcao destes néutrons no processo de fissdo nuclear, ha diminuicio da sua

disponibilidade nas regides mais interiores da célula de combustivel.

Este fendmeno pode ser representado pela teoria da difusdo, a qual € baseada na lei de
Fick. Este procedimento, o qual € algumas vezes chamado de aproximacédo por difusdo, foi
usado no projeto da maioria dos primeiros reatores nucleares de poténcia, e, embora métodos
mais sofisticados tenham sido desenvolvidos, ele € ainda hoje utilizado para fornecer
estimativas das propriedades dos reatores. A partir dela, serdo determinadas as grandezas

referentes a difusdo neutronica, e por conseqiiéncia, a geracio de energia.

Em particular, para o problema de células de secdo eliptica, a estrutura da equagdo
diferencial que rege o processo de difusdo, ndo permite que esta possa ser resolvida por
técnicas analiticas cldssicas. Assim, optou-se pela utilizacdo da TTIG para a obtencdo da

distribuicao do fluxo neutrdnico, inclusive para as células de se¢@o retangular.
A.2. PROBLEMA DIFUSIVO COM FONTES UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDAS

A.2.1. INTRODUCAO
Considere inicialmente que os néutrons estejam em equilibrio térmico com os atomos
da vizinhanca e que eles sejam monoenergéticos. Considere agora a difusdo de néutrons

perpendicularmente a um elemento de 4rea no dominio considerado. Se a densidade de
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néutrons 7 (x, y) for uniforme, o nimero de néutrons cruzando este elemento de um lado serd

igual ao ndmero de néutrons cruzando a partir do outro lado. Quando isso ndo ocorre, 0s
néutrons passam a fluir da regido de maior densidade para regido de menor densidade. Este

fluxo dos néutrons pode ser representado pela lei de difusdo de Fick:

__pie (A.1)

onde J é a densidade de fluxo, a qual representa o nimero de n€utrons que atravessa uma area

definida dA por unidade de tempo, e D é o coeficiente de difusio.

Aplicando a equacdo da continuidade num volume (2 arbitrario no interior do reator, a

variagcdo temporal do nimero de néutrons neste volume pode ser determinada pela seguinte

equagao:

OO

XS5, p-divi, (A2)
onde:

1. — variagdo temporal do nimero de n€utrons num volume £2;
2. —taxa de produgdo de néutrons em 2,

3. —taxa de absor¢do de néutrons em (2,

4. — difusdo de néutrons através da superficie de £2;

Aqui, S representa o termo fonte de néutrons e 2, € a se¢do de choque de absorcio,

que pode ser definida como uma medida da probabilidade do neutron ser absorvido pelo meio.

A equagdo da difus@o neutrénica € obtida inserindo Lei de Fick dentro da equagdo da
continuidade. Em regime permanente, esta equagao terd a seguinte forma:
DV?p-% ¢p+S5=0 (A.3)

Por conveniéncia, divide-se a Equacdo A.3 pelo coeficiente de difusdo D:
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vz(/,_%wizo (A.4)
L, D

onde L7, é denominado de comprimento de difusdo e é dado por

L= (A.5)

D
E(l
O processo de fissdo nuclear promove o espalhamento de né€utrons de diversos estados
de energia. Os néutrons de baixa energia, ou seja, os néutrons térmicos, podem ser absorvidos
pelo elemento fissil, mas os néutrons de alta energia, resultantes do processo de fissao, esta
probabilidade é muito pequena. Portanto, para os néutrons térmicos, o termo fonte da equacio
da conservacdo de néutrons serd considerado nulo no interior da célula e a geracdo de energia

térmica serd aqui admitida como sendo unicamente devida a taxa de absorcio destes néutrons.

Al.2. DEDUCAO DA EQUACAO DA DIFUSAO NEUTRONICA NUMA CELULA DE UQ;

O problema da difusd@o neutrdnica numa célula de combustivel nuclear, quando
representado pela Lei de Fick, tem estrutura eliptica que pode ser resolvida pela TTIG. Assim,
esta subse¢do traz a resolug@o deste problema, ressaltando que, por questdes de similaridade,
serd apresentada apenas a solugdo para a célula de secdo transversal eliptica, onde serd
realizada uma transformacfo de coordenadas como demonstrado nos capitulos anteriores.
Desta maneira, apresenta-se a equagdo da difusdo e as condigdes de contorno
admensionalizadas e homogeneizadas, pertinentes a este problema. Os procedimentos
utilizados no tratamento destas equagdes sao também andlogos aos da Secdo 4.2.

A partir das transformacdes realizadas, obtém-se a equacdo da continuidade

adimensionalizada e suas respectivas condi¢des de contorno, dadas a seguir:

0%p 2%p

a—Z(u,v)+8—2(u,v)+J(u,v)[¢(u,v)+1]=0, {o<u<z/2, 0<v<v,l, (A.62)
u v

99

g(u,v):o, {u=0, u=7x/2, 0<v<v,}, (A.6b)
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3—¢(u,v)20, {o<u<z/2, v=0} (A.6¢)
1%
pu,v)=0, {0<u<z/2, v=v,}, (A.6d)

onde q)(u,v) é o fluxo adimensional e normalizado de néutrons, J(u,v) é o Jacobiano da
transformagdo para o sistema de coordenadas elipticas e v, € o pardmetro que define o

contorno eliptico da célula.

Devido a estrutura bidimensional da equagdo da difusdo, a transformada integral serd
aplicada com o auxilio de um problema de autovalor para cada coordenada, conforme descrito
na Secdo 3.3. Em funcdo das caracteristicas apresentadas pelas condi¢des de contorno do

problema, define-se para a coordenada u , o seguinte problema de autovalor:

2

dd"’gu)wa(u): 0, {o<u<zn/2}, (A.7a)
u

Wl =0, Y -0, (A7b,c)
du u=0 du u=rx/2

w,(u)=cos(uu), u=2(-1), i=1,2,3, .. (A.7d.e)

As autofungdes normalizadas associadas a este problema permitem o desenvolvimento

do seguinte par transformada-inversa:

/2
@i(v): jKi(u)ql(u,v)du, transformada, (A.8a)
0
¢(u,v) = ZK[ (u)@,- ), inversa, (A.8b)
i=1
onde
(1) 2, /2, i=1
K\u)=—"~+, N, = ) du = . A.8c,d
i(u) e : {w,(u) R (A-8e.d)

DISSERTACAO DE MESTRADO 122



APENDICE A

A remocdo da derivada parcial de segunda ordem em u da equacdo da difusdo € feita
por integragdo no dominio, conforme metodologia apresentada na Se¢do 3.1. Para tal fim,
efetua-se o produto interno da autofuncdo normalizada K;(u) com a equacdo da difusdo.
Com o auxilio de uma segunda relacdo obtida pelo produto interno do potencial ¢ (u,v) com
a equacgdo que define o problema de autovalor, Equacdo (A.7bc), tém-se:

d’,(v)

S A;p0)+C)=—+ 1 . v) i=123.. (A.9)
j=1 ! odv?

Para proceder a transformacdo integral relativo a coordenada v, define-se o seguinte

problema de autovalor:

2
dj?hw(v): 0, {o<g<v, }. (A.10a)
v
W@hy =0, glvg)=0, (A.10b,c)
dv v=0
6. (v)=cos(Av), A :w, m=1,2,3, ... . (A.10d,e)
Vo

zm(v)=¢m(v), M, = j"¢2(v)dv=v—0, (A.11a,b)
0

%m = J Z, (v) o; (v)dv, transformada, (A.12a)
0

?.(v)= ZZm (D7 inversa. (A.12b)
m=1

Observa-se que das Equagdes A.8a e A.8b, o par transformada-inversa estabelecido

através do segundo problema de autovalor, pode ser reescrito como
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Vo T/2

51'111 = J. J.K,- (u)Zm (v) ¢(u,v) dudy , transformada, (A.13a)
0 0

ql(u,v) = z ZKi (u)Zm (v)g%im , inversa . (A.13b)

i=1 m=1

Para a remocdo da derivada de segunda ordem em da equacdo transformada, efetua-se

o produto interno da autofuncdo normalizada Z,, (v) com a Equacdo A.9. Uma equagio

auxiliar também € provida, efetuando-se o produto interno do potencial transformado gl(v)

com a equagdo do problema de autovalor correspondente:

Assim, a equacdo da energia transformadaem u e v ¢ dada, finalmente, por

oo oo

> Bijpun @i+ Dy = (/1,-2 +12m)$l.m , i,m=123,.. (A.14)
j=ln=1

A Equagdo A.9 gera um sistema infinito de equacdes algébricas para 5 . Apesar de

im
todos os termos envolvidos no problema serem transformaveis, o sistema de equacdes nao é
desacoplado, devido ao termo de absor¢do da equacdo resultante, que torna esparsa a matriz
solucdo deste sistema.

Finalmente, o sistema de equacdes infinito acima pode ser resolvido truncando-se a

série num ndmero de termos suficientemente grande para obtencdo da exatiddo requerida.

A.3. RESULTADOS E DISCUSSOES

Os termos que geram o sistema de solucdes para o problema acima foram

convenientemente indexados para que pudessem ser resolvidos pela rotina DLSARG da

Biblioteca IMSL. Foi verificado que a série que determina o potencial transformado qz)lm

converge rapidamente. Para M = N =20 termos, foi verificado uma convergéncia de 4

digitos, no minimo, para o fluxo neutrdénico no centro da célula de combustivel.

A Figura A.1 mostra o comportamento espacial do fluxo de néutrons dentro da célula

de combustivel de se¢do transversal eliptica, para uma razio de aspecto de P,spec = 0,50 € um

. . ~ A e . . . *
comprimento de difusdo neutrénico adimensionalizado Lf, =1,0.
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Fluxo Neutronico

Fluxo Neutronico numa célula de combustivel nuclear

0.80 0.82 0.84 0.85 0.87 0.89 0.91 0.93 0.95 0.96 0.98 1.00

Figura A.1. Comportamento tridimensional do fluxo de difusdo neutronica para

uma célula de razio de aspecto P = 0,50 € LZ =1.0.

2

Quanto menor o comprimento de difusdo, mais proeminente é a queda de

disponibilidade de néutrons no centro da célula, como pode ser observado na Tabela A.1.

Tabela A.1. Fluxo minimo e médio de néutrons no interior de uma célula de

combustivel de seca eliptica com razdo de aspecto Pugpec = 0,50.

L Fluxo Minimo Fluxo Médio
oo 1,0000 1,0000
2,0 0,9432 0,9714
1,0 0,7993 0,8973
0,5 0,4595 0,7067
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