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Resumo

A classificagao supervisionada representa uma parte das técnicas empregadas no contexto de
Data Mining, com crescente impacto nos estudos em véarias areas do conhecimento, possibili-
tado pelo crescimento exponencial da capacidade de processamento e disponibilidade de recursos
computacionais. Além do fato que ja existem varias técnicas bem conhecidas e estabelecidas
na literatura, a importancia desta area exige esforgos continuos no sentido da comparagao de
performance de diferentes métodos, e da sua aplicabilidade aos diferentes tipos de dados, bem
como propostas de novas metodologias que poderao contribuir para o estado da arte atual.

Esta dissertacao apresenta um novo método de classificacdo, o método de potencial. Este
método é construido com base em conceitos da fisica, através do mapeamento de observagoes
no espago p-dimensional dos dados para o sistema virtual de particulas interagentes no espaco
Euclidiano p-dimensional. O método é formalizado com todos os detalhes necessérios para a
definicdo da regra de classificacdo com base na teoria de decisdo de Bayes. As caracteristicas
mais relevantes do método também sao apresentadas.

O método de nucleo € utilizado para comparacdo com o método de potencial por apresentar
boas propriedades e ser bastante difundido e estudado no meio académico. Os dois métodos se
diferenciam basicamente pela forma funcional com que estimam as densidades que sao utilizadas
para se construir a regra de classificacao. Os classificadores propostos pelos métodos sao entao
avaliados com respeito a discriminabilidade da regra de decisao para dados reais e simulados,
respectivamente, através das técnicas bootstrap e holdout. O estudo atual, além de ser longe de
ser completo, mostra que o desempenho dos métodos é semelhante na maioria dos casos, mas

que por outro lado existem situagdes quando cada um deles tem vantagens em relagao ao outro.

Palavras-chave: Classificagdo; Anélise Discriminante de Potencial; Analise Discriminante de

Nicleo; Bootstrap.



Abstract

Supervised classification represents a part of the techniques employed for Data Mining, with
an increasing impact on studies in a variety of areas of knowledge, made possible by exponential
growth of processing capacity and accessibility of computational resources. Besides the fact that
various techniques already exist that are well known and established in the literature, importance
of this area requires continuous efforts in the direction of comparison of performance of different
methods, their applicability do different types of data, as well as search for new methodologies
that may contribute to the state of the art.

This dissertation presents a new method of classification, termed the method of potential.
This method is constructed on the basis of concepts of physics, through mapping of observations
in p-dimensional space to a virtual system of interacting particles in a p-dimensional Euclidean
space. The formalism of the method is presented, with details necessary for the definition of
classification rule on the basis of Bayes decision theory.

The method of potential is compared with the kernel method, as the latter presents good
properties, and is widely used by the research community. The basic difference between the
two methods is the functional form used to estimate the probability density, which is used to
construct the classification rule. The classifies offered by the methods are then evaluated with
respect to the discriminability of the decision rules for real and simulated data, respectively,
through the techniques, bootstrap and holdout. Besides being far from complete, the current
study shows that the performance of the two methods is similar in most cases, while there exist

situations when each of them demonstrates advantage in relation to the other.

Keywords: Classification; Potential Discriminant Analysis; Kernel Discriminant Analysis; Boot-

strap;
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CAPITULO 1

Introducio

1.1 Introducao

A area de reconhecimento de padroes é bastante diversificada e dispoe de um grande ntmero
de técnicas [Duda et al. (2001)]. Um subconjunto muito importante e intensamente estu-
dado destas técnicas é composto por métodos estatisticos |Jain et al. (2000), Friedman et al.
(2000), Webb (2002)]. Os métodos estatisticos apresentam bons resultados quando as condigoes
necessérias para a aplicagao destes sao satisfeitas. Além dos métodos estatisticos, outras técnicas
estdo avangando consideravelmente e decorrem da aplicagao de conceitos da fisica a problemas
de naturezas diversas, mediante a semelhanga desses problemas com sistemas fisicos. Quando
consideramos a parte de aprendizagem superviosionada, mais especificamente o problema da
classificagdo, dependendo da estrutura dos dados disponiveis para a aprendizagem, métodos es-
tatisticos classicos, tais como discriminante linear de Fisher, regressao logistica e discriminante
de niicleo sao técnicas muito poderosas e estao entre as mais utilizadas. Por outro lado, também
é possivel abordar a analise discriminante no contexto de um processo fisico, e essa e a principal
contribuicao desta dissertagdo. Mais especificamente, propomos um novo método de classifica-
¢do, o discriminante de potencial, onde o espaco das observagoes é considerado como espago
fisico Euclidiano, e daf extraimos as propriedades do método. O espago fisico do qual tratamos

refere-se ao espaco das particulas que interagem entre si, espaco esse que é isomorfo ao espaco



real dos dados. Durante o texto estaremos lidando com métodos nao paramétricos, o método de
potencial, com a defini¢ao, propriedades, avaliacdo do desempenho; e o método de ntcleo, que é
utilizado para efeito de comparacao por ser “parecido” com o método de potencial e apresentar
boas propriedades.

No problema da classificacao estamos interessados na proposicao de um classificador, e para
formalizarmos um procedimento de classificagdo temos que considerar as seguintes definigoes:
padrao, vetor de dados p-dimensional = (x1,...,z;)’, onde as componentes z; sao medidas de
caracteristicas de um objeto (o espacgo de todos os valores possiveis de x é designado por X);
populagoes, classes ou grupos, sao os conjuntos Ily,...,Il;, g > 2, de onde provém os padroes,
sendo que para cada padrao x existe uma varidvel categorizada y para identificar a populagao
a qual o padrao pertence; amostra de treinamento, é uma amostra de padroes das g classes
T ={xj,y; }?:1, onde n é o tamanho da amostra, utilizada para construir o classificador; amostra
de teste, parecida com a amostra treinamento, porém é utilizada para avaliar o desempenho do
classificador; regra de decisao, é uma fungao F(x) : R? — C, C= {1,---, g}, utilizada para a
classificagdo de uma observacao p-dimensional em uma das g classes. Assim, um procedimento de
classificagdo consiste na proposicao da regra F' a partir da amostra T', de tal forma que para cada
x € X, F(x) designa uma classe em C. Em esséncia, o desempenho do método de classificagao

esté diretamente relacionado com a estrutura da regra de classificacao.
1.2 Estrutura da Dissertacao

Esta dissertacao é composta por seis capitulos. No capitulo 2 consideramos o método de
niicleo, que seré utilizado para comparacao com o método de potencial. O método de niicleo tem
boas propriedades, e estd completamente formalizado. E um método que vem sendo estudado
desde os anos de 1950 |Fix & Hodges (1951)], e nos dias atuais recebe atengao dos pesquisadores
[Scott (1992), Simonoff (1996)]. A aplicacdo do método de nticleo na analise discriminante é
apenas uma das aplicacoes possiveis. Na realidade o método consiste em estimar densidades, e
a partir da estimac@o muitas aplicagoes sdo possiveis. Assim, para o método de ntcleo iremos

considerar a parte de estimacdo das densidades com os detalhes necessarios (fungoes ntcleo,



escolha do pardmetro de suavizagao, critérios de erro, etc), e a anélise discriminante de ntcleo,
construida com base nas densidades estimadas. No capitulo 3 abordamos o método de potencial.
Neste caso vamos tratar da formalizagdo do método. A construcao é feita com base em conceitos
da fisica, e todos os conceitos necessarios sao descritos (lei de Coulomb, campo elétrico, potencial
elétrico, etc). Dentro da andlise discriminante de potencial consideramos as duas formalizac¢oes
possiveis, a definicdo da regra de classificagdo a partir das densidades estimadas pelo método
de potencial, ou a partir da comparacao do potencial resultante para cada classe. No capitulo
4 é abordada a parte referente as técnicas de comparacao de classificadores. O foco é para a
discriminabilidade da regra de classificacao, que é avaliada através da taxa de erro do classificador.
Os procedimentos considerados sao holdout, cross-validation e bootstrap. Especial atengao é
dada ao método de bootstrap devido o estimador .632+ da taxa de erro, por apresentar uma
correcao de viés para a estimativa. No capitulo 5 sao apresentados estudos de simulagao, e a
analise de um conjunto de dados reais, para avaliar a performance dos métodos de potencial e de
nicleo. Desta forma, para a simulagao sao considerados seis cenarios com estruturas diferentes,
com o tamanho do conjunto de treinamento variando, e para cada classificador sao apresentados
as taxas de erro estimadas com os respectivos desvios-padroes — estimados através do método
holdout. Para o conjunto de dados reais sera utilizado o procedimento bootstrap na estimacgao
da taxa de erro. O capitulo 6 traz as consideragoes finais com conclusoes e direcionamento para

trabalhos futuros.
1.3 Plataforma Computacional

Nesta dissertagao utilizamos o R em sua versao 2.6.1 [R Development Core Team (2006)| para
fazer as simulagoes, analise de dados e construgao dos gréaficos com as regioes de classificagao. O
R é um software gratuito e encontra-se disponivel através do site http://www.R-project.org.
O Maple 11 foi utilizado na exploragao das propriedades numeéricas, estimagao de densidades
e graficos 3D para o método de potencial. O Maple nao é gratuito, e para mais informagoes
visite http://www.maplesoft.com/. Este texto foi tipografado em KTEX [Lamport (1994)] e

mais detalhes podem ser encontrados em http://www.tex.ac.uk/CTAN/latex.



CAPITULO 2

Analise Discriminante de Nicleo

2.1 Introducao

No problema de analise discriminante, utilizamos uma regra de decisao F'(x) : R? — {1,--- , g}
para a classificagdo de uma observagao p-dimensional em uma das g classes. Utilizando o enfoque
da teria de decisao de Bayes [Duda et al. (2001)], associamos uma observagao para a classe com
maior probabilidade a posteriori, o que pode ser descrito como

d(x) = argmax  p(j|x) = argmax  7;f;(x) (2.1)
je{l,....g} Je{l,...9}
onde 7r§-s sao as probabilidades a priori e f;j(x)’s s@o as funcoes densidade de probabilidade das
respectivas classes (IIy,--- , 114, g > 2).

Na pratica as funcoes densidade f;(x)’s sdo usualmente ndo conhecidas, e podem ser esti-
madas a partir do conjunto de treinamento de forma paramétrica ou nao paramétrica. Nos casos
onde se dispoe de conhecimentos sobre a forma das distribui¢oes envolvidas, ou porque se co-
nhecem bem os mecanismos que geram os padroes ou porque se realizam testes estatisticos nao
paramétricos (x?, Kolmogorov-Smirnov, ou outros), fica faltando apenas estimar os parametros
da distribuigao, e isto pode ser feito utilizando técnicas classicas da teoria de estimagao [Mood

et al. (1974);Hoel et al. (1971)]. Conseqlientemente, a performance da regra de discriminacao

paramétrica depende fortemente da validade dos modelos paramétricos [Kohn (1998)].



Nos casos em que nao hé informagcoes sobre as distribuicoes, podem ser feitas estimacoes dire-
tamente a partir dos dados. Este tipo de estimacao, denominada de estimacao nao paramétrica,
¢é mais flexivel e ndo depende da suposicao de um modelo paramétrico para cada populacao.

O método do nucleo estimador é um método bem conhecido de estimagao nao paramétrica
de fungoes densidade [Silverman (1986)], que para a sua implementacao depende da defini¢ao de
alguns critérios, como a fungao nucleo (kernel) e a janela 6tima (h) para suavizagao dos dados.

O uso do método de niicleo estimador para estimar densidades em problemas de anélise
discriminante é bastante popular na literatura existente [Silverman (1986); Scott (1992); Simonoff
(1996); Jain et al. (2000); Friedman et al. (2000); Duda et al. (2001)] e em muitos softwares
estatisticos (p.ex., R, SAS).

Na secao 2.2 abordamos a estimacao de densidades através do método do ntcleo para o caso
unidimensional e multivariado, com destaque para a escolha do parametro de suavizacao. Em
seguida, na secao 2.3, consideramos a técnica de classificagao pelo método do ntcleo, acompa-

nhada com um algoritmo.
2.2 Meétodo de Nicleo para a Estimacao de Densidades

Conforme Scott (1992), é notavel que o histograma permaneceu como o tnico estimador nao
paramétrico de densidade até os anos de 1950, quando simultaneamente progressos substanciais
foram feitos na estimacao de densidade e na estimacao espectral de densidade. Partiu de Fix
& Hodges (1951) a proposigao do algoritmo bésico de estimagao nao-paramétrica da funcao de
densidade. Eles abordaram o problema da discriminacao estatistica quando a forma paramétrica
da densidade amostral nao é conhecida. Ainda segundo Scott (1992), durante as décadas seguin-
tes, diversos algoritmos gerais e modos teoricos alternativos de anélise foram introduzidos [p.ex.,
Rosenblatt (1956); Parzen (1962); Epanechnikov (1969)]. Nos anos de 1970 veio os primeiros
trabalhos focando a aplicagao pratica destes modelos (referéncias para estes trabalhos, bem como
os anteriores, podem ser encontradas em Scott (1992) e Silverman (1986)).

Vamos inicialmente considerar o método do histograma, por sua importancia, e a partir dele

construir o método de nicleo.



2.2.1 Histogramas

O mais antigo estimador da fungao de densidade é o histograma. A sua construgéo é feita
a partir de um ponto de origem zy e um comprimento das classes h. As classes do histograma
sao os intervalos [xg + mh, zg + (m + 1)h], para valores positivos e negativos de m. Da maneira

formal, define-se o histograma como:

1
flx) = —h(nﬁmeros de X; na classe de x). (2.2)
n

Este estimador néo é continuo e depende fortemente da escolha de h e xyg. O parametro h é
conhecido como pardmetro de suavizacao, e variando o valor de h obtemos diferentes formas de
f (). Por exemplo, quando aumentamos o valor de h temos intervalos maiores e conseqiiente-
mente o histograma serd uma representacao mais suave. Nos extremos, digamos, quando h — 0,
o histograma torna-se uma representacao muito ruidosa dos dados. Ao passo que para h — oo,
o histograma torna-se uma representagao muito suave dos dados.

Uma tentativa de eliminar a dependéncia do ponto de origem x na construgao do histograma,
¢ o0 uso do estimador conhecido na literatura como “ingénuo” (ver Silverman (1986), pp. 11-13).

Assim, se a variavel aleatoria X tem fungao densidade f(x),

.1
f(x)—’lllﬂ%%P(a:—h<X<x+h),

entdao, um estimador natural da func¢ao densidade, escolhendo h pequeno, é dada por:

- 1
flx) = —h(m’lmeros de X; em (x — h,z+ h)) (Estimador Ingénuo). (2.3)
n

Para expressar mais transparentemente o estimador em (2.3), definimos a fungao peso w por
1 oselz] <1
w(x) =19 2 (2.4)

0 caso contréario.
Entao é facil ver que o estimador ingénuo pode ser escrito como

fa) =230 (55 (2.5)

i=1

Segue de (2.4) que o estimador é construido colocando-se uma “caixa” de largura 2h e altura

(2nh)~! em cada observacio e entdo somando para obter a estimativa f. Nao é dificil notar que



a escolha de h ainda controla a quantidade de suavizacao a ser feita e que f nao é uma funcao
continua, tendo derivada nula em todos os pontos exceto nos pontos de salto X; + h (onde a
derivada geralmente diverge).

O estimador de nucleo aparece naturalmente quando generalizamos o estimador (2.5) para
superar algumas dificuldades relacionadas a este tipo de estimador. De fato, todos algoritmos nao
paramétricos sao assintoticamente métodos de niicleo, chamado de classe geral das “seqiiéncias
delta” [Scott (1992)]. Para tanto, fazendo-se a substituigdo da fun¢do w(z) por uma funcao
niicleo nao-negativa K que satisfaga a condi¢dao de continuidade na reta e,

+o0
K(z)dr = 1.
—00
Usualmente, mas nao sempre, utiliza-se uma funcao de probabilidade simétrica, como por exem-

plo, a funcdo de probabilidade normal para K. Neste caso particular, f sera uma curva suave

com derivadas de todas as ordens.
2.2.2 Estimacao da Funcao Densidade

Suponha que Xy,---, X, s@o observagoes de uma fungao densidade de probabilidade f. O

estimador de ntcleo f de f é definido por

fz) = % 3 %K (“"’“’ _hX> (2.6)

i=1

onde K é a funcgao nucleo e h é o parmetro de suavizacao, positivo e nao-aleatério, também
chamado por alguns autores de largura da janela ou largura da banda.

Conforme Epanechnikov (1969) e Silverman (1982), a escolha da fungao niicleo nédo é crucial
para a performance estatistica do método, e é mais razoével escolher um niicleo que auxilie
na eficiéncia computacional (além do fato de que nogbes sobre eficiéncia computacional tem
sido radicalmente modificadas desde as décadas de setenta e oitenta). A tabela (2.1) apresenta
exemplos de funcoes ntcleo univariadas. Dentre as func¢oes ntcleo apresentadas, para o critério
de otimalidade em termos do “erro quadratico integrado médio” (2.11), o nticleo que minimiza

esse erro é Epanechnikov.



Tabela 2.1: Fungoes niicleo comumente utilizadas com dados univariados.

Fungao Nucleo Forma analitica, K (z)

Retangular 3 para |z| < 1, 0 caso contrario

Triangular 1 — |z| para |z| < 1, 0 caso contrario

Biweight 12(1 — 2?)? para |z] < 1, 0 caso contrario
1 _z?

Normal T ©XP ( 5 )

Epanechnikov 2 (1 —2?/5)//5 para |z| < /5, 0 caso contrério

De Silverman (1986), a defini¢ao do ntcleo estimador como a soma de “lombadas” centradas
nas observagoes é facilmente generalizada para o caso multivariado. Assim, o estimador de nucleo

multivariado com ntucleo K e parametro de suavizagao h é definido por

fa) = o (@ X)) 1)
=1

onde & = (z1,22,...,2p) ¢ X; = (Xi, Xio, ..., Xip)', i =1,2,...,n. A funcéo nucleo K(x) é
agora uma funcao definida no espago p-dimensional, satisfazendo
K(x)dx = 1. (2.8)
RP
Usualmente, tendo em vista que a escolha da fungao nicleo nao é crucial, K sera uma fungao
densidade de probabilidade unimodal gradualmente simétrica, por exemplo a distribui¢ao normal
padrao multivariada

K (@) = (27) /2 exp (—;waz> .

Uma outra possibilidade é a fungao nacleo Epanechnikov multivariada

(1—z'z)(p+2)
K(z) = 50, para |x| < 1.
0 caso contrario,
2 .. . .
onde ¢, = lﬂ((%;ﬂ_l) é o volume de uma esfera unitaria p-dimensional.



Uma forma de estimagao da func¢ao densidade multivariada é a soma do produto de fungoes

nicleo, sem a implicagao de independéncia entre as variaveis [Ferreira (2007)], o que resulta em

o) =t I (125X, 29
P i=1j=1 7

onde existem diferentes pardmetros de suavizacao associados com cada variavel. De forma mais
geral, podemos assumir alguma das formas univariadas apresentadas na tabela 2.1 para os K},
j=1,...,p. Por outro lado, usualmente a mesma forma é assumida para todos os Kj;.

Uma metodologia utilizada para reduzir o problema da estimagao de uma densidade multi-
variada é apresentada por Fukunaga (1972) e utilizada por Cavalcante (2004). O procedimento
¢é simples e consiste em se utilizar uma transformacao inversa na densidade multivariada com o
objetivo de tornar as variaveis ndo correlacionadas. A partir dai se utiliza a abordagem j4 exis-
tente na literatura relacionada a estimacao do parametro de suavizagao para o caso univariado.
Ou seja, a janela h pode ser estimada individualmente para cada variavel transformada, uma vez
que estas nao sao correlacionadas.

Por fim, podemos ter uma representacao mais geral para a estimagdo de uma densidade pelo

método do ntcleo
n

fl@) = f(a:H) =~ Kn(e - X;), (210)

=1

onde K(x) é o nucleo, que é uma fungao densidade de probabilidade simétrica; H é a matriz
denominada de largura de banda, que é simétrica e positiva-definida; e Ky = \H]*I/ ’K (Hfl/ 2x).

De acordo com Wand & Jones (1993) a parametrizagao mais util da matriz largura de banda
H ¢ a diagonal H = diag(h?, h3, - - ,h?,) e a geral ou nao restrita que nao tem restricao sobre H,

desde que H permaneca positiva-definida e simétrica.
2.2.3 Escolha do Parametro de Suavizagao

O critério de erro utilizado para medir a performance de f (amplamente utilizado pelos
pesquisadores nesta area) é o erro quadrdtico integrado médio (EQIM)[Rosenblatt (1956)], definido

como

EQIM(H) = E {/R [f(x; H) — f(:c)]zda:} . (2.11)
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Nosso objetivo na selecao do parametro de suavizagao é para estimar

Hpqm = argmin EQIM(H), (2.12)
HeH

onde H é o espago das matrizes simétricas, positivas-definidas de dimensao (p x p). Contudo, o
EQIM apresenta forma fechada apenas se f é uma mistura de distribuicoes normais e K é a fungao
nicleo normal [Wand & Jones (1995)|. Neste caso, para contornar esse problema emprega-se uma

aproximagao assintotica, conhecida como erro quadrdtico integrado médio assintético (EQIMA)

EQIMA(H) = lR(K)|Hy*1/2 + iMZ(KV/ tr?(HD?f(x))dx, (2.13)
n RP

onde R(v) = [, v(x)?dx para alguma fungao integravel quadrada v; pg(K)I, = [, za'K (z)de,
com pa(K) < oo e I, ¢ a matriz identidade de dimensdo (p x p); e D?f(z) é a matrix Hessiana
de f.

Nos fazemos uso da tratabilidade do EQIMA procurando

Hpqma = argmin EQIMA(H). (2.14)
HeH

O proximo passo é estimar o EQMI ou o EQMIA . Por Duong (2007), o seletor do parametro de

suavizacao guiado pelos dados é

I:IEQIM = argmin m(H) ou I:IEQIMA = argmin E@A(H) (2.15)

HecH HecH
Existem diferentes métodos para a estimacao em (2.15), que podem ser encontrados em Duong
(2004). Por exemplo, o método plug-in estima o EQIMA, enquanto o método de minimos quadra-
dos por validagao cruzada (LSCV, sigla em inglés) estima o EQIM diretamente. Para o nosso

proposito, classificagao, utilizaremos o LSCV.

Para ver que o LSCV estima o EQIM diretamente, considere a versao multivariada do LSCV

LSCV(H) = | f(x;H)?dx —2n"" ) f (X H),
Rr i=1

onde o estimador leave-one-out [secao 4.3 é
friH) = (n— 1)1 Ku(x - X;).

j=1
i
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O LSCV seletor Hygoy € o argumento minimo de LSCV(H). Conforme Duong (2007), pode-se
mostrar que E[LSCV(H)] = EQIM(H) — [5, f(x)%dx, indicando que o LSCV estima o EQIM

diretamente.
2.3 Analise Discriminante de Nucleo

A regra discriminante de nticleo (RDN) é obtida da regra discriminante de Bayes (2.1) subs-

tituindo f; por sua estimativa através do método de niicleo
n;
f] (X; H) = nj_l Z KHJ' (X - X]Z)7
i=1
e m; € usualmente substituido pela proporc¢ao amostral n;/n, onde n = Z?zl n;; desta forma

RDN: Alocar x para a populagdo Il onde Iy = argmax ﬁ'jf]-(x; H;). (2.16)
j6{17"'7g}

Agora levanta-se a questao sobre qual é a melhor escolha do parametro de suavizacdo para esta
estimacao de densidades. Embora a escolha de H; seja 6tima em termos do EQIM, o mesmo nao
se verifica quando consideramos o erro de classificagao. Por exemplo, em um estudo de simulagao
Taylor (1997) gerou amostras de tamanho 100 das distribui¢des N(0;1) e N(0;0.52); para estas
distribuigoes, (hi;h2) = (0,422;0,211) minimiza o EQIM assintotico (EQIMA), visto que a
atual taxa de erro é minimizada para (hi;he) = (0,720;0,215). Uma alternativa é selecionar o
parametro de suavizacao satisfazendo uma medida de erro adaptada para a anélise discriminante
[Hall & Kang (2005)], porém pelo fato de ser bastante computacionalmente intensivo, nao foi
incluso na biblioteca ks do R [Duong (2007)]. Felizmente, Hall & Kang (2005) mostraram que seus
seletores 6timos para a analise discriminante é da mesma ordem assintética dos seletores 6timos
para a estimagao das densidades. Outro trabalho nessa linha é o de Ghosh & Chaudhuri (2004),
que apresentam um método para a escolha apropriada do parametro de suavizagao, quando a

densidade é estimada para o conjunto de treinamento em um problema de classificagao.
2.3.1 Algoritmo para Analise Discriminante de Ntucleo

Um algoritmo para andlise discriminante é descrito em Ferreira (2007). A descri¢ao do

algoritmo, com uma leve adaptacao, é apresentada a seguir
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. Para cada amostra de treinamento X; = {X 1, Xjo,..., Xjn; }, j = 1,...,g, calcule a

estimativa da densidade

onde H; deve ser escolhida através de algum método sensivel.

. Se as probabilidades a priori das classes estao disponiveis, utilize-as. Caso contrario, estime-

as através das proporgoes amostrais no conjunto de treinamento, 7; =n;/n, j=1,...,g.

(a) Classifique as observagoes do conjunto de teste de acordo com a regra (2.16).

(b) Classifique as observagoes do conjunto de treinamento de acordo com a regra (2.16).

. Estime a taxa de ma-classificacao para os conjuntos de teste e de treinamento.

12



CAPITULO 3

Método Discriminante de Potencial

3.1 Introducao

A anélise discriminante de potencial é uma nova técnica nao paramétrica de classificagdo
supervisionada, cuja formulacao representa a contribuicao fundamental deste trabalho. A cons-
trucao da regra de classificagdo também utiliza o enfoque da teoria de decisao de Bayes [Duda
et al. (2001)], porém esta pode ser feita de duas formas equivalentes, ou estimando as densidades
diretamente com o auxilio da funcéo de potencial, conceito que sera explicado na secao 3.6, para
as classes, ou a partir da comparacao do potencial resultante em relacdo as classes. As pro-
priedades resultantes do método de potencial sdo bastante interessantes e dentre elas podemos
citar: a regra de decisao é superajustada, ou seja, a regra nao apresenta erro de decisao para
classificar o conjunto de treinamento e toda observagao cria uma fronteira de classificacao; a es-
timagao da densidade nao depende de parametros de suavizagdo, e a normalizacao pode ser feita
numericamente; o método pode ser aplicado em problemas onde os conjuntos das classes nao
sao linearmente separéveis, como também em problemas onde o vetor de observagoes pertence a
uma dimensao muito alta.

As razoes que podem fazer com que o método de potencial seja utilizado estdo na natureza
do problema em si. Por exemplo, consideremos um método de diagndstico onde a partir dele seja

tomada a decisao se determinado paciente deve ou nao se submeter a um tratamento especifico
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para uma patologia. Pode-se cometer dois erros, o paciente nao estéd doente e é submetido ao
tratamento, gerando assim uma série de problemas (efeitos colaterais do tratamento, custo com
o tratamento, etc); ou o paciente que estd doente nao recebe o tratamento, prolongando mais
o seu sofrer, e demais conseqiiéncias. Neste caso, ambos os erros devem ser evitados, porém
como nao se consegue, ¢ importante um método que apresente a menor chance de cometer esses
erros. A partir das evidéncias de que para um conjunto de pacientes utilizado como treinamento,
todos foram corretamente classificados entre os que devem ser tratados e os que nao devem, o
método de potencial apresenta-se como uma interessante alternativa a ser considerada pela a sua
capacidade de classificacao de novos pacientes. Em outro caso, por exemplo, pessoal que buscam
ter crédito de uma instituicao financeira, neste caso nao da crédito a um bom pagador nao gera
prejuizo para a instituicdo, porém fornecer crédito a um mau pagador sim. Assim, conseguir
identificar os maus pagadores é um esfor¢o constante da instituigdo, e novamente o método de
potencial se torna uma op¢ao por conseguir identificar corretamente todos os maus pagadores do
conjunto de treinamento e fazer com que cada mau pagador seja um protétipo para comparar
com um novo cliente que solicita crédito.

Antes de abordarmos a anélise discriminante de potencial, vamos inicialmente apresentar
0s conceitos fisicos necessarios para a formalizacdo do método. Assim, os seguinte temas da
fisica serao abordados: carga elétrica, lei de Coulomb, campo elétrico, potencial elétrico (energia
potencial elétrica, superficies eqiiipotenciais, potencial devido a uma carga, potencial devido a
um grupo de cargas). A elaboragao dos topicos de fisica foi feita com base em Halliday (2006).

E por fim, apresentamos a metodologia de classificacdo pelo método de potencial.
3.2 Carga Elétrica

O fenomeno de eletricidade ja era conhecido pelos primeiros filosofos gregos. Eles sabiam
que ao se esfregar um pedago de ambar, ele atraia pequenos pedagos de palhas. Por isso, nao é
de surpreender que o termo elétron vem da palavra grega que significa &mbar. Diversos outros
fendmenos sao observados que envolvem propriedades eletromagnéticas, e se devem a presenca e

ao movimento de imensa quantidade de carga elétrica que esta armazenada nos objetos materiais.
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Em particular, a carga elétrica é uma caracteristica intrinseca das particulas fundamentais que
formam esses objetos.

Nao se observa normalmente a imensa quantidade de carga de um objeto, pois existem dois
tipos de cargas, cargas positivas e cargas negativas, e geralmente um objeto contém quantidades
iguais dos dois tipos de cargas. Com equilibrio de cargas, um objeto esta eletricamente neutro;
ou seja, sua carga resultante é nula. Dizemos que um objeto esta carregado ou eletrizado quando
a carga resultante é nao nula (excesso de um de dois tipos de carga). O desequilibrio é geralmente
muito pequeno quando comparado com as quantidades totais de carga positiva e negativa contidas
no objeto.

Uma caracteristica fundamental dos objetos carregados é que eles interagem exercendo forgas
uns sobre os outros e se constata a seguinte regra: cargas com o mesmo sinal elétrico se repelem,
e cargas com sinais elétricos contrarios se atraem. A expressao desta regra de forma quantitativa

é dada na segao seguinte pela lei de Coulomb para a forca eletrostatica.

3.3 Lei de Coulomb

Deve-se ao francés Charles Augustin de Coulomb a formulacao, em 1785, da lei que rege as
interagoes entre as particulas eletrizadas.

A interacao eletrostatica entre particulas eletrizadas caracteriza-se por meio de forcas de
atragdo ou repulsao, dependendo dos sinais das cargas. Considere duas particulas eletrizadas
(também chamadas de cargas pontuais) com intensidades de cargas q; e g2 separadas por uma
distancia r. A forca eletrostatica, de atracdo ou repulsdo, atuando sobre a particula 2 devido &

presenca da particula 1 é dada por

—

- T
Fiy = kqlqgﬁ (Lei de Coulomb), (3.1)

T12
onde k é a constante eletrostatica. Também, a particula 2 exerce forga ﬁgl = —]312, com mesma

intensidade, sobre a outra particula; as duas forcas formam um par de forcas da terceira lei de
Newton (forgas de agao e reagao).

A figura 3.1 apresenta as diregoes e os sentidos das forgas que agem em cada uma das particu-
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las dependendo do sinal da carga que cada uma contém. Assim, na figura 3.1.a as particulas se

repelem (repulsao) e na figura 3.1.b as particulas se atraem (atracao).

) b)

2 2

Figura 3.1: Direcao e sentido da forga eletrostatica conforme o sinal das cargas.

No caso onde existem n particulas carregadas, elas interagem independentemente aos pares,
e a forga sobre qualquer uma delas, digamos sobre a particula i, ¢ dada pela soma vetorial (forca
resultante)

—

F’i,res - E,l + E,Q + -+ P_:i,(z?l) + F_:i,(H»l) +---+ Fi,ny (32)

onde, ﬁi,j é a forga atuando sobre a particula ¢ devido a presenga da particula j # i.
3.4 Campo Elétrico

Uma carga pontual positiva ¢ estabelece um campo elétrico no espago que a cerca. Em um
ponto P qualquer neste espago o campo possui intensidade, direcao e sentido. Ou seja, o campo
elétrico é um campo vetorial; ele é formado por uma distribuicao de vetores, um para cada ponto
ao redor de um objeto carregado.

Para definirmos o campo elétrico necessitamos de uma carga positiva qg, chamada de carga
de teste, que é colocada num ponto P desse campo. Medimos entdo a forca eletrostéatica F que

age sobre a carga de teste. O campo elétrico E no ponto P devido ao objeto carregado é entao
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definido como

. F
E=— (campo elétrico). (3.3)
qo0
Assim, a intensidade do campo elétrico E no ponto P é E = £ ¢ a direcio e o sentido de E sio

q0’

os da forca F que age sobre a carga de teste positiva.

E simples determinar o campo elétrico devido a uma carga pontual ¢ (ou particula carregada)
em qualquer ponto a uma distancia r da carga pontual. O passo inicial é colocar uma carga de
teste positiva gp nesse ponto. Através da lei de Coulomb (Equagao 3.1) determina-se a intensidade

da forga eletrostatica que age sobre ¢g, o que nos dé

lql|qo]

F =k (3.4)

Dependendo se ¢ é positiva, a forca F aponta para longe da carga pontual ao longo da diregao
que une as cargas, e se ¢ for negativa, aponta em direcao & carga pontual ao longo da dire¢ao
que une as cargas. Pela Equagao 3.3, a intensidade do vetor campo elétrico é

F
E=—= quZ] (carga pontual). (3.5)
40 r

Novamente temos que a dire¢ao e o sentido de E s30 0s mesmos que os da forga sobre a carga
de teste.

No caso em que temos n cargas pontuais e uma carga de teste positiva qp, podemos determinar
o campo elétrico resultante. Pela Equacao 3.2, a forga resultante Fy das n cargas pontuais que

agem sobre a carga de teste é
Fo = Fo1 + Foo + -+ + Fon.

Portanto, pela Equagao 3.3, o campo elétrico resultante na posicao da carga de teste é

_ Fy Fy F F,
oo fo_fu Fo . Fo
q0 q0 4o q0
= E\+Ey+ --+E,. (3.6)

—

Nesta equacao, E; é o campo elétrico que seria estabelecido pela carga pontual ¢ atuando sozinha.
Podemos entao perceber da Equacgao 3.6 e da Equacao 3.2 que o principio da superposicao se

aplica tanto a campos elétricos quanto a forgas eletrostaticas.
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3.5 Potencial Elétrico

3.5.1 Energia Potencial Elétrica

A forca eletrostatica é uma forca conservativa, e quando ela atua entre duas ou mais particulas
carregadas dentro de um sistema de particulas, a esse sistema podemos atribuir um potencial
elétrico. Se hd mudanca no sistema do estado inicial ¢ para um estado final diferente f, a forca
eletrostatica realiza um trabalho W sobre as particulas. A variacdo resultante AU da energia
potencial do sistema é

AU = Uy — U; = —W. (3.7)

Devido a caracteristica conservativa da forca eletrostatica, o trabalho realizado pela forca
eletrostética independe da trajetoria. Assim, quando uma particula carregada dentro do sistema
se move do ponto ¢ até o ponto f, enquanto a forca eletrostatica entre ela e o resto do sistema
atua sobre ela, e o resto do sistema nao varia, o trabalho W realizado pela forga é o mesmo para
todas as trajetorias entre os pontos ¢ e f.

E comum utilizarmos como configuracio de referéncia de um sistema de particulas carregadas
a situagao na qual todas as particulas estao infinitamente separadas uma das outras, para a qual
a energia potencial de referéncia correspondente é definida como nula. Consideremos um estado
inicial ¢ com varias particulas cuja separagao ¢ infinita (configuracao de referéncia), e outro estado
f no qual essas particulas ficam agrupadas de maneira a se tornarem proximas. Como a energia
potencial inicial U; por definicdo tem valor zero, representemos por W, o trabalho realizado
pelas forgas eletrostaticas entre as particulas durante o deslocamento do infinito até as posig¢oes

proximas. Entao da Equacao 3.7 a energia potencial final U do sistema é
U=-Wg. (3.8)
3.5.2 Potencial Elétrico

Em um campo elétrico a energia potencial de uma particula carregada depende da intensidade
da sua carga. Entretanto, a energia potencial por unidade de carga possui um valor tnico em

qualquer ponto em um campo elétrico. Assim, a energia potencial por unidade de carga é uma

18



caracteristica apenas do campo elétrico, e independe da carga g da particula que é observada.
A energia potencial por unidade de carga em um ponto de um campo elétrico é chamada de

potencial elétrico V' (ou simplesmente potencial) nesse ponto, grandeza escalar dada por

V== (3.9)

A diferenga de potencial elétrico AU entre dois pontos quaisquer i e f em um campo elétrico

é igual a diferenga de energia potencial por unidade de carga entre os dois pontos. Isto é

U U, AU
AV =V, —V,=-L 222 (3.10)
q q q
Da Equacao 3.7 temos que AU = —W e substituindo na Equacao 3.10 temos
-W - . .
AV =V, -V, = e (definigao de diferenga de potencial). (3.11)

Portanto, a diferenca de potencial entre dois pontos é igual ao valor negativo do trabalho realizado
pela forga eletrostatica para mover uma carga unitaria de um ponto a outro. Uma diferencga de
potencial pode ser positiva, negativa, ou nula, dependendo dos sinais e das intensidades de g e
w.

Se adotamos U; = 0 no infinito como a energia potencial de referéncia, entao, pela Equagao
3.9, o potencial elétrico no infinito também deve ser nulo, e a partir de 3.8 e 3.9 segue que o

potencial elétrico em qualquer ponto em um campo elétrico e dado por

v, (3.12)

onde W, € o trabalho realizado pelo campo elétrico sobre uma particula carregada quando esta
particula se move do infinito até o ponto f. Um potencial V' pode ser positivo, negativo ou nulo,

dependendo dos sinais e das intensidades de ¢ e W.
3.5.3 Superficies Eqiiipotenciais

A superficie eqiiipotencial é formada por pontos adjacentes que possuem o mesmo poten-
cial elétrico. Quando uma particula carregada se move entre dois pontos i e f sobre uma mesma

superficie eqliipotencial nenhum trabalho resultante W é realizado pelo campo elétrico sobre a
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particula. Isto decorre da Equacao 3.12, pois W deve ser nulo se Vy = V;. Como o trabalho
independe da trajetoria (portanto da energia potencial e do potencial), W = 0 para qualquer
trajetoria ligando os pontos ¢ e f, nao importando se essa trajetéria estd ou nao inteiramente

sobre a superficie eqiiipotencial.

/Superﬁ'cie egliipotencial
linha de campo
.

(a) Campa uniforme (h) Carga portual () Dipelo elétrico

Figura 3.2: Linhas de campo elétrico (linhas cheias) e cortes transversais de superficies equipo-
tenciais (linhas tracejadas).

A figura 3.2 mostra linhas de campo elétrico (linhas cheias) e cortes transversais de superficies
eqiiipotenciais (linhas tracejadas) para um campo elétrico uniforme e para um campo associado

a uma carga pontual e a um dipolo elétrico.
3.5.4 Calculando o Potencial a partir do Campo

Conhecendo o vetor campo elétrico E ao longo de qualquer trajetéria que ligue dois pontos
i e f em um campo elétrico podemos calcular a diferenca de potencial entre esses pontos. O
célculo é feito encontrando o trabalho realizado pelo campo sobre uma carga de teste positiva

quando ela se move de i para f, e depois usando a Equacao 3.12. O que nos da
.
Vf—Vi——/ E - ds. (3.13)
i

Assim, a diferenca de potencial Vy — V; entre dois pontos ¢ e f quaisquer em um campo elétrico
¢ igual a menos a integral de linha (significando a integral ao longo de uma trajetoria particular)
de E - d5 de i até f. Entretanto, todas as trajetorias (sejam elas faceis ou dificeis de serem

usadas) fornecem o mesmo resultado, pois a forca eletrostatica é conservativa.
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3.5.5 Potencial devido a uma Carga Pontual

Considere um ponto P a uma distancia R de uma particula fixa com carga positiva ¢ conforme
figura 3.3. Para mover uma carga de prova gy desde o ponto P até o infinito, como a trajetoria
adotada nao é importante, escolhemos a mais simples de todas — uma linha radial a partir da
particula fixa, passando por P, até o infinito. Como o campo E também & radial o deslocamento

diferencial d§ tem a mesma direcao de E. Assim,
E -d5= Ecosfds = Edr.

Entao, pela Equacao 3.13,

fo [e%S)
Vf—w:—/ E-df:/ Edr.
i R

Fazendo V¢ = 0 (no infinito) e V; = V' (em R) e usando defini¢ao de campo elétrico dada por

Equagao 3.5 temos

< 1 1%
OV:k/ er:kH — kL
R T e R

Resolvendo para V e trocando R por r, temos entao
V=kd (3.14)
r

como o potencial elétrico devido a uma particula com carga ¢, em qualquer distancia radial r da

particula.

Figura 3.3: A carga pontual positiva ¢ produz um campo elétrico E e um potencial elétrico V
no ponto P. Determinamos o potencial movendo uma carga de teste gy de P até o infinito.

A Equagao 3.14 foi deduzida para uma particula carregada positivamente, mas a dedugao

também se aplicada a uma particula carregada negativamente e, neste caso, ¢ é uma grandeza
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negativa. Observe que o sinal de V' e de ¢ sdo os mesmos. Desta forma: uma particula carregada
positivamente produz um potencial elétrico positivo; uma particula carregada negativamente

produz um potencial elétrico negativo.

V(r)

Figura 3.4: Grafico do potencial elétrico V(r) devido a uma carga carga pontual positiva locali-
zada na origem de um plano zy.

A figura 3.4 mostra um grafico do potencial elétrico para uma particula carregada positiva-
mente localizada na origem de um plano xy; a intensidade de V esté plotada na vertical. Observe

que a intensidade aumenta quando r — 0.
3.5.6 Potencial devido a um Grupo de Cargas Pontuais

O potencial resultante em um ponto devido a um grupo de cargas pontuais pode ser deter-
minado com a ajuda do principio da superposi¢ao. O procedimento é calcular separadamente o
potencial resultante no ponto dado, devido a presenca de cada carga, usando a Equagao 3.14 com
o sinal de carga incluido. Depois os potenciais sao somados. Assim, para n cargas, o potencial

resultante é
V=> Vi=k) = tuais), 3.15
izl f Zzl - (n cargas pontuais) (3.15)

onde g; é o valor da i-ésima carga e r; é a distancia radial do ponto dado & ¢-ésima carga.
A figura 3.5 apresenta o potencial elétrico resultante devido a presenga de quatro cargas
positivas e duas cargas negativas no plano, onde a terceira dimensao é reservada para representar

o potencial. As cargas positivas ¢1, ¢2, g3 € q4, estdo localizadas, respectivamente, nos pontos
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p1 = (2,2), p2 = (2,8), p3 = (7,7) e py = (9,8) do plano zy. As cargas negativas g5 e gg estao

localizadas, respectivamente, nos pontos ps = (5,5), ps = (7,3) do plano zy.

(/\/H

L

Figura 3.5: Grafico do potencial elétrico resultante V' devido a presenga de cargas pontuais
positivas e cargas pontuais negativas localizadas no plano xy.

A interpretacdo intuitiva da figura 3.5 pode ser obtida a partir da nogdo de que todos os
sistemas fisicos “tentam” minimizar a energia, do ponto de vista que para se colocar um sistema
em um estado (ou configuragdo) com energia elevada, deve-se fazer o trabalho correspondente
(pelas forgas externas de qualquer natureza). Mais precisamente, fica mais “facil” (exige menos
trabalho) colocar uma carga positiva ¢ num lugar com potencial mais baixo da figura 3.5 do
que num lugar com potencial mais alto, em analogia com a forca e o potencial gravitacionais.
Para cargas negativas (que nao tém analogia com a massa e forcas gravitacionais) a situacao ¢
inversa: fica mais “facil” colocé-las em lugares “altos” do que em lugares “baixos”. Para agilizar
a visualizagao intuitiva para este caso, ao invés do potencial V' poderia ser observado o seu
valor negativo (reflexdo da figura 3.5 em relagdo ao plano zy), onde de novo os lugares “altos”
serdo mais “dificeis” de realizar do que os lugares “baixos”. Em sintese, regioes com potencial
negativo representam areas de atragdo para cargas positivas (aumento de potencial corresponde
ao aumento de atragdo), enquanto regides com potencial positivo representam éareas de atragao

para cargas negativas.
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3.6 Analise Discriminante de Potencial

De forma geral, os métodos de classificagao supervisionada baseiam-se em conceitos de proxi-
midade as observagoes individuais do conjunto de treinamento pertencentes as g populacoes.
Deste ponto de vista, para cada observacgao individual poderia ser associado um campo, exercendo
forcas atrativas para as observacoes da mesma populacao, e forgas repulsivas para observagoes
de outras populagoes, decaindo com distancia da origem. A superposicao de tais campos para
todas observagoes do conjunto de treinamento pode ser utilizada para estimar as densidades de
probabilidade das classes em todo o espaco.

Adotando forcas virtuais que decaem com o quadrado da distancia, para o caso de duas popu-
lagoes podemos diretamente aplicar o formalismo da eletrostatica, descrito em se¢bes anteriores.
A tnica modificacdo necessaria é a troca de sinal do sentido da forga, porque cargas elétricas
de mesmo tipo se repelem, e no caso atual se atraem. Para o conjunto de treinamento com seis
observagoes, p1 = (2,2), p2 = (2,8), p3 = (7,7) e pa = (9,8) da populacao A, e p5s = (5,5) e
peé = (7,3) da populagao B, o potencial resultante mostrado na figura 3.5 apresenta duas regioes:
regido com potencial positivo, que representa area de atracdo para populacdo A; e regido com
potencial negativo, area de atracao para a populagdo B.

Para um ntamero de populages g > 2 nao existe analogia no mundo real (g = 1 é analogo com
forgas gravitacionais, e g = 2 tem analogia com forgas eletrostaticas com inversao de sinal), e para
a aplicagao do método atual de Discriminante de Potencial é necessario generalizar o formalismo
fisico. Para isto, vamos considerar um caso simples de trés particulas virtuais dos tipos A, B
e C, situadas no plano bidimensional nos pontos (0,1), (0,0) e (0,—1), respectivamente, onde
particulas do mesmo tipo exercem forgas atrativas entre si, e particulas de tipos diferentes se
repelem, com forgas decaindo com o quadrado da distancia (por simplicidade, vamos adotar
unidades com constante de proporcionalidade unitaria, e “cargas” unitarias). A forga resultante
atuando em uma particula de teste vai depender da sua posigao e do seu tipo (4, B ou C). A
figura 3.6 mostra os trés casos para particulas de teste de todos os trés tipos, no ponto (1, %)

Deste exemplo segue que precisamos definir trés potenciais distintos, um para cada tipo de
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Figura 3.6: Grafico da forca resultante exercida pelas particulas A, B e C situadas, respectiva-
mente, nos pontos (0, 1), (0,0) e (0, —1), nas particulas de teste para tipos diferentes, posicionadas
em (1,3).
particula, porque o trabalho necessario para trazer uma particula do infinito para um certo
ponto depende do seu tipo. De fato, no caso de forgas eletrostaticas também poderiamos ter
definido dois potenciais V. = —V_ para cargas de teste positivas e negativas, respectivamente,
como ja comentado em relacgao a figura 3.5. Neste caso, a energia potencial seria calculada usando
so valores absolutas da carga, enquanto seu sinal entraria na definigdo dos potenciais V; e V_.
Suponha agora que temos I, Ily, - - - | II; (g > 2) populacdes, e de cada populagao dispomos
de uma amostra X; = {X;1,Xjo,..., Xjn;}, j = 1,...,g en = Z?Zlnj. Entao, a forca

resultante exercida pelo conjunto de treinamento na observacao de teste pertencente & populagao

I1;, situada no ponto x = (z1,x2,-- ,xp)’, pode ser definida por
g j
— ; (1 —265) Z XJk|3’ (3.16)

onde d;; ¢ o delta de Kronecker. Por simplicidade adotamos “cargas” e constante de propor-
cionalidade unitarias. Como a forca resultante na particula de teste representa soma vetorial
de forcas individuais de todas as particulas gerando o campo, o potencial resultante no ponto
x = (21,292, -+ ,2p)" com relagao a populacao II; é a soma simples (escalar) de potenciais indi-
viduais. Estes potenciais individuais ndo dependem da forma como particula de teste chega ao
ponto observado, e a integracao de cada termo no lado direito da equacao 3.16 do infinito até x

pode ser calculada (de forma mais facil) ao longo do raio x — Xji, onde o deslocamento é colinear
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com a forca, em analogia com o caso de forcas eletrostaticas. Assim, para o potencial resultante
temos

g n; 1

Vi (x) = ) (1-26;5) ) X (3.17)
i=1 k=1 ik

Pela definicao atual, para cada populagao se tem uma funcao escalar negativa de potencial,
de p-variaveis. Para transformar estas funcoes em densidades de probabilidade correspondentes,
é necessario fazer uma transformacao nao-linear para torna-las finitas e integrar por todo es-
paco para encontrar a constante de normalizacao, e dividir a funcao transformada por esta
constante (para garantir o valor unitario da integral da densidade). Cada ponto do espago
p-dimensional agora pode ser classificado como pertencente aquela populagao cuja fungao den-
sidade tem valor maximo neste ponto. Por outro lado, se para a transformacao nao-linear entre
o potencial e a fungao densidade de probabilidade escolhemos uma func¢ao nao-crescente (e.g,
f(V)=V2/(1+V?) paraV < 0e f(V) = 0 para V > 0), a populagdo com o menor valor
de potencial terd o maior valor da densidade de probabilidade. Podemos também estimar as
densidades independentemente, considerando o potencial V;,4 apenas em relagao aos elementos
de uma populagao e aplicarmos a transformagao Vl% J/ (A+ V“% 4)- Assim, para a divisdo do espago
p-dimensional em regioes correspondentes as populagoes individuais nao é necessario calcular as
densidades, é suficiente observar o valor mais baixo do potencial em cada ponto.

Para ilustrarmos o que foi apresentado, vamos considerar o caso simples onde temos trés
populagoes, II;, com observagoes X171 = (2,2), X12 = (2,8), IIa com observagoes Xo1 = (7,7)
e X2 = (9,8) e II3 com observagdes X31 = (5,5), X32 = (7,3). Os potenciais resultantes para
as populagoes IIy, Iy e II3 estao representados na figura 3.7.a. Assim, todas as observagoes
(pontos no R?) cujo potencial resultante em relagdo a populagdo II; é menor do que Il e
113, sdo classificadas como sendo da populagao I, todas as observagoes com o menor potencial
resultante em relacdo a populagao Il sao classificadas como sendo da populagao Ils, e semelhante
observagoes com o menor potencial resultante em relagao a populacao Il3 sdo classificadas como
sendo da populagao IIs.

A regra discriminante de potencial (RDP) é definida calculando-se o potencial resultante
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Figura 3.7: Gréfico do potencial resultante em relagao a populagao II; (a), grafico do potencial
resultante em relagao a populagao Iy (b), e grafico do potencial resultante em relagao a populagao

113 (C).
para a observacao x em relagao a cada populagao, equagao 3.17, e classificando x pertencente a

populagao do menor potencial resultante. Desta forma temos
RDP: Alocar x para a populacao IIp onde Iy = min(Vi1,, Vi,, ..., Vi1,) (3.18)

Analisando a regra discriminante de potencial vemos que ela difere da regra discriminante de
nicleo na estimacao das densidades. Enquanto no método de nicleo as densidades sao estimadas
com base em uma medida de erro, no método de potencial nao se faz uso deste recurso, e neste
caso as densidades estimadas podem néo refletir precisamente as densidades reais. Assim, no
método de potencial a estimagao das densidades é voltada para o problema de classificacao, pois

em caso contrario, o método seria semelhante ao método de ntcleo.
3.6.1 Algoritmo para Anélise Discriminante de Potencial

Como no método de potencial para a classificagdo de um novo padrao sao necessarias n com-
putacoes para determinar o potencial resultante para cada classe, a complexidade computacional

do algoritmo do método é O(n), e o procedimento tem os seguintes passos.

1. Para cada observagao do conjunto de teste calcule o potencial resultante em relagao a todas

as classes IT;, j =1,--- , g, utilizando a expressao (3.17);

2. Utilize os potenciais encontrados em (1) para fazer a classificagdo segundo a expressao

(3.18);
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3. Apos classificar todas as observagoes estime a taxa de erro.

Como uma ilustracao do método de potencial consideremos o cenério demonstrativo da tabela
3.1, cujas respectivas curvas de niveis das densidades sao apresentas na figura 3.8. A partir de
uma amostra de treinamento simulada com n = 40, com 20 observagoes para cada classe, sao
estimadas as densidades de forma independente pelo método de potencial, figura 3.9, e as regioes
de classificacao, figura 3.10. Vemos entdo que as densidades estimadas estdo sobrepostas, e nas
regioes onde uma funcao densidade estimada é mais elevada que outra, sao as regioes onde a regra
de classificacao atribui observagoes como pertencentes a esta classe. Podemos entao interpretar
as regioes de classificagdo da figura 3.10 como as projegoes das densidades estimadas no plano
xy, segundo o critério que para cada ponto do plano apenas uma densidade é projetada, a que

tem maior valor neste ponto.

Tabela 3.1: Distribuig¢oes consideradas no cenario demonstrativo.

Cenério ‘ Distribuigoes

|
—
TS
[
(S |
DO|—
||
\_/

1
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BN |
DO —
—
N—

+

N[
N
DO | 0| —

Demostrativo < [

TS
[N
(S |

NI —
||
\_/

Cenario Demonstrativo

Figura 3.8: Curvas de nivel das densidades considerada no cenario demostrativo: linhas sélidas
— I, linhas tracejadas — Ils.
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Cenario Demonstrativo

Figura 3.9: Densidades estimadas a partir do método de potencial para as populacoes do cenario
demonstrativo : cor escura — I, cor clara — Ils.

Cenario Demonstrativo

Figura 3.10: Regioes de classificagao devida ao método de potencial para as populagoes do cenério
demonstrativo a partir da amostra de treinamento simulada.
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cAPITULO 4

Avaliacdo do Desempenho de um Classificador

4.1 Introducao

Dentre os varios critérios utilizados para se avaliar o desempenho de um classificador, a
discriminabilidade da regra de classifica¢ao (como ele classifica dados fora do conjunto de treina-
mento) é uma forma usual. Como existem muitas medidas de discriminabilidade, a mais comum
é a tara de erro ou taza de md-classificagio [Webb (2002)], que representa a proporcao de
padroes que foram incorretamente classificados. Geralmente, é muito dificil de se obter uma
expressao analitica para a taxa de erro, e portanto esta deve ser estimada a partir dos dados
disponiveis. Existe uma vasta literatura sobre a taxa de erro, porém esta tem uma desvantagem
por ser uma simples medida de desempenho, atribuindo pesos iguais tanto para os padroes que
foram corretamente classificados, quanto para os incorretamente classificados (correspondendo a
uma fungao perda do tipo zero-um). Em adigdo ao calculo da taxa de erro, podemos também
construir uma matriz de confusao ou matriz de md-classificagao. O (i, j)-ésimo elemento desta
matriz é o nimero de padroes da classe i que foram classificados como pertencentes a classe j.

Seja F'(x) a regra de decisao construida utilizando o conjunto de treinamento 7', definido na

secao 1.1, para o classificador F, e seja L(y, F(x)) a fun¢do perda 0-1 definida por

0 sey=F(x)
1 caso contrario.

Ly, F(x)) = { (4.1)
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A taxa de erro aparente, e4, ou a taxa de erro de treinamento é obtida utilizando o conjunto de

treinamento para estimar a taxa de erro, ou seja,
n
ea=n"" Z L(y;, F(x;)). (4.2)
i=1
Este procedimento de estimagao da taxa de erro aparente é consistente, mas viciado [Johnson
& Wichern (1998)] e tende a subestimar a verdadeira taxa de erro Err = E[L(Y, F(X))], que
¢é a probabilidade esperada de classificar incorretamente um padrao selecionado aleatoriamente.
Essa probabilidade é a taxa de erro em um conjunto de teste independente, infinitamente grande,
retirado de uma populagdo com a mesma distribuicdo do conjunto de treinamento. O classificador
tende a se adaptar aos dados de treinamento, fazendo com que o erro aparente ou erro de
treinamento seja uma estimativa otimista da taxa de erro verdadeira [Ferreira (2007)]. Assim,
em problemas de super-ajustamento, a taxa de erro aparente sera nula.
Vamos considerar trés métodos de avaliacdo do desempenho de um classificador, tendo em
vista as vantagens e desvantagens do uso de cada um. O primeiro serd o procedimento holdout

discutido na segao (4.2). Em seguida o cross-validation, discutido na segao (4.3). E por tultimo,

o bootstrap na segao (4.4).
4.2 Holdout

O método holdout divide os dados em dois subconjuntos mutuamente excludentes, um que
sera utilizado para construir a regra de classificagdo (amostra de treinamento), e o outro para se
avaliar o desempenho da regra (amostra de teste ou valida¢do). A desvantagem desse método esta
em fazer uso ineficiente dos dados (usando apenas parte para treinar o classificador), e fornecer
estimativas viesadas pessimistas [Jain et al. (2000),Webb (2002)]. Para que este método seja
eficiente, é recomendavel que se deixe, “a parte”, de 25 a 50% dos elementos da amostra original
[Mingoti (2005)], desta forma, o método néo pode ser utilizado em amostras pequenas. Outra

caracteristica do método holdout é que ele é melhor que o erro aparente para amostras grandes.
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4.3 Cross-validation

Este procedimento, que vem sendo bastante utilizado por pesquisadores na estimagao de
erros de predigao [Efron (1983); Efron & Tibshirani (1993); Stone (1974); Stone (1977)], também
conhecido como método de wvalidacao cruzada, ou leave-one-out, calcula o erro utilizando n — 1
elementos amostrais no conjunto de treinamento, e utiliza o elemento que ficou fora para o
conjunto de teste. Isto é repetido para todos n subconjuntos de tamanho n — 1. Este método
estima diretamente a taxa de erro verdadeira, que é o erro de generalizagao Err = E[L(Y, F(X))]
quando aplicamos o classificador F' a uma amostra de teste independente com mesma distribuicao
que o conjunto de treinamento. Para n grande, o método é computacionalmente caro, requerendo
a construcao de n classificadores. Portanto, é aproximadamente nao viciado, embora tenha uma
grande variancia [Jain et al. (2000),Webb (2002)]. Denotando por F~® o classificador construido
sem a observagao X;, entao o estimador cross-validation da taxa de erro é

cov == 37 Ll IO a). (13
i=1

O método rotacional ou k-fold cross wvalidation particiona o conjunto de treinamento em
k subconjuntos, utilizando k — 1 para o treinamento e testando o subconjunto que ficou fora.
Este procedimento é repetido para cada um dos k subconjuntos e a taxa de erro final serd uma
combinacao das taxas de erro calculadas em cada uma das k partes. Se kK = n noés temos o método
cross-validation padrao. Este método é intermediario entre o holdout e o cross-validation, tendo
um vicio menor que o procedimento holdout, e menos computacionalmente intensivo quando

comparado ao cross-validation.
4.4 Bootstrap

A técnica bootstrap é composta por uma classe de procedimentos de amostragem da dis-
tribuicao empirica, com reposicao, para gerar conjuntos de observacoes que podem ser utilizados
para a corre¢ao de viés. Introduzida por Efron (1979), esta técnica recebeu consideravel atengao
na literatura durante as tltimas décadas. Ela fornece uma estimagdo nao paramétrica do viés

e da varidncia de um estimador e, como um método de estimagao da taxa de erro, ela tem se
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mostrado superior a muitas outras técnicas. Embora seja computacionalmente intensiva, é uma
técnica muito atrativa, e houve muitos desenvolvimentos desde a abordagem bésica |Efron &
Tibshirani (1993); Davison & Hinkley (1997)].

Vamos considerar o procedimento bootstrap para estimar a corregao de viés da taxa de erro
aparente. Suponha que dispomos de uma amostra de treinamento T = {azj,yj}?zl e seja G a
distribuicao empirica. Sob a amostra conjunta ou misturada, Géa distribui¢ao com massa 1/n
em cada observagao x;, ¢ = 1,--- ,n. Sob a amostra separada, Gi éa distribuicdo com massa

1/n; na observagao x; da classe C; (n; padroes na classe C;). O procedimento é como segue

1. Gere um novo conjunto de dados (amostra bootstrap) T*5) de acordo com a distribuicio
empirica;

2. Construa o classificador utilizando T*(5);

3. Calcule a taxa de erro aparente para esta amostra e denote isto por € 4;

4. Calcule a verdadeira taxa de erro para este classificador (tendo o conjunto 7' como a

populagao inteira) e denote isto por é;
5. Calcule wy, = €4 — €;
6. Repita os passos 1-5 B vezes;
7. O viés bootstrap da taxa de erro aparente é
Whoot = E[€a — €]

onde a esperanca é com respeito ao mecanismo de amostragem que gerou os conjuntos

T7*B) isto &
1 B
Wboot = E Z Wy
8. A versao corrigida pelo viés da taxa de erro aparente é dada por

eP) = 4 — Wioor (4.4)
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No passo 1, sob a amostra misturada, n observagoes independentes sao geradas da distribuicao

(B) ¢ pode acontecer que

F; algumas destas podem ser repetidas na formagao do conjunto 7*
uma ou mais classes nao sejam representadas na amostra bootstrap. Sob a amostra separada, n;
observagoes sao geradas usando 13'1-, i1=1,---,C. Assim, todas as classes sao representadas na
amostra bootstrap na mesma proporc¢ao dos dados originais.

Conforme Webb (2002), o numero de amostras bootstrap, B, usado para estimar Wy, pode
ser limitado por consideragoes computacionais, porém para a estimacao da taxa de erro ele pode
ser considerado como sendo da ordem de 25-100.

B)

O estimador bootstrap e(A , equagao (4.4), nao fornece em geral boas estimativas. A razao
é que as amostras bootstrap estao atuando como conjuntos de treinamento, enquanto que o
conjunto de treinamento original estd atuando como conjunto de teste e estes dois conjuntos
terdo observacoes em comum. Como conseqiiéncia, os classificadores ficam super-ajustados e
fornecem estimativas da taxa de erro irrealisticamente boas [Friedman et al. (2000)].

Para obter uma melhor estimativa bootstrap, utiliza-se um procedimento que imita o método
cross-validation, com as observagoes que nao aparecem nas amostras bootstrap. O procedimento
para cada observacao faz com que apenas consideremos as predicoes feitas a partir de amostras

bootstrap que nao contém aquela observacao. Assim, define-se a estimativa bootstrap leave-one-

out da taxa de erro por

1 1 .
BOZEZW > Ly, F*O(wy)), (4.5)
i=1

beC—?
onde C~* ¢ o conjunto de indices das amostras bootstrap b que nao contém a observacao i, e ‘C _i‘
é o nimero de tais amostras. No calculo de eg nés temos que escolher um nimero de amostras
bootstrap suficientemente grande para assegurar que todos os ‘C‘i‘ sejam maiores que zero, ou
entdo nos podemos apenas deixar de fora os termos em (4.5) correspondentes aos ’C_i‘ que sao
zero. Este estimador soluciona o problema do super-ajustamento sofrido por egB) , contudo seré
ainda uma estimativa viesada (para cima) da taxa de erro verdadeira.

O estimador “.632” proposto por Efron (1983) é uma combinagao linear do erro aparente e

do estimador bootstrap leave-one-out da taxa de erro. Este estimador tenta corrigir o viés do
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(B)

estimador e}, ’, sendo definido por
eg32 = 0,368 X e, + 0,632 X eg. (4.6)

A derivagao do estimador .632 é complexa; intuitivamente ele tenta trazer o valor da estima-
tiva bootstrap leave-one-out para proximo do erro aparente, reduzindo assim seu viés. O uso da
constante .632 esté relacionado com o valor aproximado da probabilidade da i-ésima observagao

pertencer & b-ésima amostra bootstrap de tamanho n, ou seja,

1 n
P{i-ésima observagao € b-ésima amostra bootstrap} = 1— <1 - >
n
~ 1—e!
= 0,632.

O estimador .632 tem bom desempenho em situagoes de subajustamento, porém pode ter
problemas nos casos de super-ajustamento dos classificadores. Um caso similar ao que acontece
com o classificador construido pelo método de potencial, que é super-ajustado, é discutido por
Friedman et al. (2000) quando se considera o estimador .632. Suponha que nés temos duas
classes de iguais tamanhos, com “alvos” independentes dos rétulos das classes, e nés aplicamos
o regra do vizinho mais préximo. Temos que e4 = 0, eg = 0,5 e eg32 = 0,632 x 0,5 = 0, 316.
Contudo a verdadeira taxa de erro é 0,5.

Pode-se melhorar o estimador .632 tendo em conta a quantidade de super-ajustamento.
Primeiro noés definimos v para ser a taxa de erro de mao-informagao: esta é a taxa de erro
de nossa regra de predigao se as entradas e os rétulos das classes sao independentes. Uma es-
timativa de v é obtida avaliando a regra de predicao sobre todas as possiveis combinagoes dos
rétulos y; e preditores x;/

N N
F=> > Ly f(xi)). (4.7)
i=14=1

Por exemplo, considere um problema de classificacao dicotémico: seja p; a proporgao obser-
vada de respostas y; iguais a 1, e seja ¢; a proporgao observada de predig¢oes f(x;) iguais a 1.
Entao

Y=p1(1—q¢1)+ (1 —p1)ar. (4.8)
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Com uma regra como o primeiro vizinho mais proximo para qual §; = p; o valor de 4 é 2p;(1—p1).
A generalizagao para o caso de multiplas categorias de (4.8) é 4 =", pi(1 — ¢).
Usando isto, a taza relativa de super-ajustamento é definida para ser

€o — €A

R=- :
¥—ea

(4.9)

Uma quantidade que varia de 0, se ndo ha super-ajustamento (eg = e4) a 1, se o super-
ajustamento é igual ao valor de nao-informacao 4 — e4. Finalmente, nés definimos o estimador

“.632+" |Efron & Tibshirani (1997)| por

€632+ = (1 - ’LZ}) X eq+ W X e (4.10)
) 0,632
comw = ————x.
1-0,632R

O peso w varia de 0.632 se R=0alseR= 1, e eg32+ varia de eg32 a eg. Para o problema do
discriminante de potencial com os rotulos das classes independentes das entradas, w = R=1,
entao e g3a+ = 0, que tem o correto valor esperado de 0,5. Em outros problemas com menor grau

de super-ajustamento, e g3o4 ficaré entre ey e eg.
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CAPITULO b

Comparacio entre Analise Discriminante de Nicleo e de Potencial

5.1 Introducao

Com o objetivo de comparar o desempenho dos métodos de anéalise discriminante e de nicleo,
avaliamos a discriminabilidade da regra de classificacdao, de ambos os métodos, para dados simu-
lados e reais. Assim, na se¢ao 5.2, utilizamos simulacao de Monte Carlo, sobre alguns cenérios
de interesse, para estimar a taxa de erro de classificagdo pelo método Holdout (secao 4.2). Na
secao 5.3, consideramos um conjunto de dados reais, onde a estimagao da taxa de erro é obtida

utilizando-se o estimador bootstrap .632+ (sec@o 4.4).
5.2 Comparacao para Dados Simulados

O estudo de simulagao considerou seis cenérios de interesse, que foram extraidos de Ferreira
(2007). Os cenarios s@o apresentados na tabela 5.2, e as curvas de niveis para cada cenério sao
mostradas na figura 5.1. Conforme podemos observar, cada cenario apresenta certa particulari-
dade, e esta pode se refletir em um problema de classificagdo simples, cenarios A, B e C e dificil,
cenarios D, E e F, para um classificador 6timo para conjuntos linearmente separaveis. Foram
utilizadas 1000 réplicas de Monte Carlo, e amostras de treinamento de tamanhos 20, 50, 100,
500 e 1000, tendo cada grupo tamanhos iguais. Para cada cenario foi construido o classificador

utilizando a amostra de treinamento gerada em cada réplica, com a avaliagao do desempenho do
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Tabela 5.1: Distribuigoes consideradas em cada cenario de simulagao.

Cenaério ‘ Distribuicao
f17 4 14 1 T4
o Jmn (g monn (G )
L7+ L35 9 9
—1] 2 1 1 2 17
B\ mean~ N (]3] )i v ([4)5]11)
L i L5 3 2 5 34
—1] 2 1 1 2 17
¢ |m f1~N< ak 2D;ng f2~Nq1];[% z)
L 2 | L5 9 2 5 9
37 4 1 1714 17
H1:f1N§N< _4%{_51 42D+§N<[% %[_51 I )3
D 3T ra 2 S S A PR
H2:f2~§N< :2%] ; [_51 42]> +5N [_% ¥[_51 4 )
L2 2 5 2 2 5 1
37 11 37 L 1
waein (8 D )
E ol 4 1L ]
()
5 9
31 12 1 37 3 1
a1 1) G D)
F 0 4 24 10 4 10
Iy : fo~ N 13 5
v (][ 1)

classificador feita utilizando-se uma amostra de teste, independente, de tamanho 1000, com 500

observagoes para cada grupo, também gerada em cada réplica.

A tabela 5.2 apresenta os resultados da simulagao para o cenario A. Por se tratar de um
problema de classificacao relativamente simples, dado que a sobreposicao das densidades é muito
pequena, os métodos tendem a apresentar valores baixos para a taxa de erro estimada. Percebe-
se no entanto, o melhor desempenho do método de potencial, especialmente para o tamanho de
amostra de treinamento muito pequeno, n = 20, onde a taxa de erro estimada foi de 0,4479%,
contra 7,6025% para o discriminante de ntcleo. Nota-se também o baixo desvio-padrao apresen-

tado pelo método de potencial, nao variando muito quando o conjunto de treinamento cresce.
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Figura 5.1: Curvas de nivel das densidades consideradas em cada cenario de simulagao: linhas
solidas — 11y, linhas tracejadas — Ils.
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Tabela 5.2: Média e Desvio-padrao (D. P.) das taxas de erro (%) de classificagao sobre as 1000
réplicas de Monte Carlo para as fungoes discriminantes de Nicleo e de Potencial considerando o

Cenario A.

| n=20 [n=50 | n=100 [ n=500 | n=1000

Discriminante de Nideo | Média [ 7.6025 [ 1,7930 [ 0,7236 [ 03707 | 0,3345
D.P. | 10,3176 | 3,4506 | 1,1373 | 0,2034 | 0,1852
Diseriminante de Potencia] | Média | 07594 10,6327 [ 0,5909 | 05515 | 0,5353
D.P. | 04479 | 0,3182 | 02782 | 0,2495 | 0,2418

Na tabela 5.3 temos o resultado da simulagao para o cenario B. Também por se tratar de
um problema de classificacao relativamente simples, as estimativas da taxa de erro tendem a ser
pequenas. Com os métodos apresentando desempenhos similares. Porém, mais uma vez observa-
se que para o tamanho de amostra pequeno, o método de potencial tem um melhor desempenho,
apresentando taxa de erro estimada de 1,6703% contra 10,1413% do método de niucleo, para
n = 20, e pelo baixo desvio-padrao.

Tabela 5.3: Média e Desvio-padrao (D. P.) das taxas de erro (%) de classificagao sobre as 1000

réplicas de Monte Carlo para as fungoes discriminantes de Nicleo e de Potencial considerando o
Cenério B.

| n=20 [ n=50 | n=100 | n =500 | n = 1000

Diseriminante de Nicleo | Média [ 10,1413 [ 3,3496 [ 1,6951 [ 1,0619 | 1,0084
D.P. | 11,4162 | 43990 | 1,1379 | 0,3384 | 0,3279
Diseriminante de Potencia] | Média | 16703 | 1,4024 | 1,2005 | 1,1519 | 1,1405
D.P. | 0,7347 | 0,4995 | 0,4014 | 0,3482 | 0,3499

Analisando a tabela 5.4, vemos que para o cenério C, a diferenga de desempenho entre os
dois métodos se da principalmente quando n = 20 e n = 50, onde o método de potencial se sai
consideravelmente melhor que o método de ntcleo. Por exemplo, para n = 20, a taxa de erro
estimada para o método de potencial é de 5,3480% e de 15,0591% para o método de nucleo,
No entanto, em termos gerais, neste problema de classificagdo de complexidade facil, ambos os
métodos, como esperado, apresentam bons desempenhos.

O cenario D é o mais dificil, e o resultado da simulacao para este cenario é apresentado na
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Tabela 5.4: Média e Desvio-padrao (D. P.) das taxas de erro (%) de classificagao sobre as 1000
réplicas de Monte Carlo para as fungoes discriminantes de Nicleo e de Potencial considerando o
Cenario C.

| n=20 [n=50 | n=100 [ n=500 | n=1000
Média | 15,0591 | 7,3173 [ 5,1660 | 4,0051 | 3,8934
D. P. | 11,5520 | 4,9048 | 1,9443 | 0,6370 | 0,6121
Meédia | 5,3480 | 4,7266 | 4,4152 | 4,1096 | 4,0703
D.P. | 1,4042 | 0,9336 | 0,7263 | 0,6473 | 0,6302

Discriminante de Nucleo

Discriminante de Potencial

tabela 5.5. A alta superposi¢ao das densidades faz com que os métodos tenham dificuldade para
alocar com eficiéncia as observagoes do conjunto de teste. Isso se reflete na taxa de erro estimada,
sendo alta para os dois métodos e decrescendo com o tamanho do conjunto de treinamento. Em
termos gerais, ambos os métodos apresentam desempenhos similares, com taxas de erro estimadas
relativamente proximas, diferindo por no maximo 3%, para n > 50.

Tabela 5.5: Média e Desvio-padrao (D. P.) das taxas de erro (%) de classificagao sobre as 1000

réplicas de Monte Carlo para as fungoes discriminantes de Nicleo e de Potencial considerando o
Cenério D.

| n=20 | n=50 [ n=100 | n.=500 [ n=1000
Média | 33,9649 | 23,9493 | 19,2534 | 15,6282 | 15,2869
D.P. | 91111 | 6,4039 | 3,3594 | 1,2694 | 1,1568
Média | 29,8165 | 25,0999 | 22,3974 | 18,0783 | 17,2562
D.P. | 51491 | 4,0261 | 32016 | 1,7072 | 1,3482

Discriminante de Ntcleo

Discriminante de Potencial

Para o cenario E, os métodos de potencial e de niticleo obtiveram bons desempenhos nas
simulagdes [tabela 5.6]. Embora se trate de um problema de classificagao relativamente dificil,
as taxas de erro estimadas para ambos os métodos, por exemplo em n = 20, foram de 16,8942%
para o método de nucleo, e de 16,0193% para o método de potencial, decrescendo para valores
proximos de 3% para n = 1000, mostrando que basicamente os métodos nao diferem.

Por fim, a tabela 5.7 apresenta os resultados da simulagao para o cenério F, que se caracteriza
por ser um dificil problema de classificagao. O desempenho dos métodos é relativamente bom,

principalmente quando o tamanho da amostra de treinamento é grande. Analisando a diferenga
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Tabela 5.6: Média e Desvio-padrao (D. P.) das taxas de erro (%) de classificagao sobre as 1000
réplicas de Monte Carlo para as fungoes discriminantes de Nicleo e de Potencial considerando o

Cenario E.

| n=20 [n=50 | n=100 [ n=500 | n=1000

Discriminante de Niicleo Média | 16,8942 | 7,8224 | 4,9369 | 3,4115 3,3147
D. P. | 12,0020 | 5,4887 | 2,4012 | 0,6022 0,5641
Discriminante de Potencial Média | 16,0193 | 9,4987 | 6,3359 | 3,9765 3,7493
D. P. 5,4177 | 3,5729 | 1,9472 | 0,6866 0,6308

de desempenho entre os métodos, percebe-se que para n > 50, as diferencas entre as taxas de
erro estimadas nao excedem 2%, ou seja, os métodos tém desempenhos similares.
Tabela 5.7: Média e Desvio-padrao (D. P.) das taxas de erro (%) de classificacao sobre as 1000

réplicas de Monte Carlo para as fungoes discriminantes de Nicleo e de Potencial considerando o
Cenério F.

| n=20 | n=50 | n=100 [ n =500 | n = 1000

Discriminante de Ncleo | Média [ 27,7767 [ 18,9139 [ 15,1201 [ 124111 | 12,1550
D.P. | 99746 | 57672 | 2,804127 | 1,0677 | 1,0619
Diseriminante de Potencia] | Media | 22,6427 [ 17,8150 | 15,5821 | 13,6194 | 13,3951
D.P. | 58435 | 3,0535 | 1,8241 | 1,1566 | 1,1232

Como forma de ilustrar os métodos de ntcleo e de potencial, para cada cenario considerado
na tabela 5.2, foi gerada uma amostra de treinamento de tamanho 100 (50 observagoes para cada
classe), com a finalidade de desenhar a regiao de classificagao para os dois métodos a partir dessa
amostra. Assim, nas figuras 5.2 a 5.13, estao as regioes de classificagdo devidas aos métodos de
potencial e de nucleo. Para cada cenério temos duas figuras, sendo que a primeira é a regiao de
classificagdo para o conjunto {(z1,72) € R?* -3 < 21 < 3,-3 < 13 < 3} e a segunda & para o
conjunto {(z1,72) € R? —5 <21 <5,—-5 < x5 <5}. A utilidade dessas duas figuras para cada
cenario é para mostrar aspectos locais e globais, e observar regioes atipicas de classificagao. Por
exemplo, para o cenario A vemos que o método de potencial tende a dividir a regidao do plano
em duas partes, conforme a visao proxima da figura 5.2(a) e da visao afastada da figura 5.3(a).

Ja o método de niicleo resulta em uma regiao de classificagao atipica, figuras 5.2(b) e 5.3(b).
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Figura 5.2: Visao proxima das regioes de classificagao devidas aos métodos de potencial (a) e de
nicleo (b), com base em uma amostra treinamento (n = 100) das populagoes do cenario A.
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Figura 5.3: Visao afastada das regioes de classificagao devidas aos métodos de potencial (a) e de
nicleo (b), com base em uma amostra treinamento (n = 100) das populagoes do cenario A.

43



Cenario B

o . II, el ¢ I

® Il ®x Il
o P
2 o 2 o

i b3 o *
B o
C‘?_ o™

I T T T I I I I I I I I T

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

{a) X, b X,

Figura 5.4: Visao proxima das regies de classificagao devidas aos métodos de potencial (a) e de
nicleo (b), com base em uma amostra treinamento (n = 100) das populagoes do cenario B.
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Figura 5.5: Visao afastada das regides de classificagao devidas aos métodos de potencial (a) e de
nicleo (b), com base em uma amostra treinamento (n = 100) das populagoes do cenario B.
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Figura 5.6: Visao proxima das regioes de classificagao devidas aos métodos de potencial (a) e de
nicleo (b), com base em uma amostra treinamento (n = 100) das populagoes do cenario C.
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Figura 5.7: Visao afastada das regioes de classificagao devidas aos métodos de potencial (a) e de
nucleo (b), com base em uma amostra treinamento (n = 100) das populagoes do cenario C.
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Cenario D
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Figura 5.8: Visao proxima das regides de classificagdo devidas aos métodos de potencial (a) e de
nicleo (b), com base em uma amostra treinamento (n = 100) das populagoes do cenario D.
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Figura 5.9: Visao afastada das regides de classificagao devidas aos métodos de potencial (a) e de
nicleo (b), com base em uma amostra treinamento (n = 100) das populagoes do cenario D.
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Cenario E
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Figura 5.10: Visao proxima das regides de classificagao devidas aos métodos de potencial (a) e
de nucleo (b), com base em uma amostra treinamento (n = 100) das populagoes do cenério E.
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Figura 5.11: Visao afastada das regioes de classificacao devidas aos métodos de potencial (a) e
de nucleo (b), com base em uma amostra treinamento (n = 100) das populagoes do cenario E.
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Figura 5.12: Visao proxima das regides de classificagao devidas aos métodos de potencial (a) e
de nicleo (b), com base em uma amostra treinamento (n = 100) das populagoes do cenério F.
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Figura 5.13: Visao afastada das regioes de classificacao devidas aos métodos de potencial (a) e
de nucleo (b), com base em uma amostra treinamento (n = 100) das populagoes do cenario F.
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Comparando os resultados das regioes de classificagao mostradas nas figuras 5.2 a 5.13, pode-
se concluir que o método de potencial oferece resultados intuitivamente mais aceitaveis do que o
método de ntcleo, em particular com aumento da escala, embora de fato seja dificil quantificar

este efeito.
5.3 Comparacao para Dados Reais

O conjunto de dados considerado ¢ conhecido como Salmon [Johnson & Wichern (1998),
Ferreira (2007)] e trata-se de medidas do diametro dos anéis de 100 salmbes no primeiro ano de
crescimento em agua doce (X7) e em dgua do mar (X3) capturados em aguas do estado americano
do Alasca ou em aguas do Canadé, com 50 observagao para cada populacdo. Na tabela 5.8 estao
as taxas de erro, estimadas pelo procedimento bootstrap .632+, dos métodos de potencial e de
nicleo. Assim, o método de potencial apresenta a menor taxa de erro, 6,30% , embora que a
diferenga para o método de nucleo seja pequena, 1,5%. A figura 5.14 apresenta o conjunto de
dados e as regides de classificagao devidas aos dois métodos. Novamente, o método de potencial
oferece resultados intuitivamente mais aceitaveis do que o método de niicleo na escala maior.

Tabela 5.8: Taxas de erro obtidas para os métodos de potencial e de ntcleo através do procedi-
mento .632+ para o conjunto de dados salmao.

Fungéo discriminante | Taxa de Erro (%)

Potencial 6,30
Nucleo 7,80
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Figura 5.14: Regites de classificagdo devidas aos métodos de potencial (a) e de nicleo (b) para
o conjunto de dados salmao.
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CAPITULO O

Conclustes e Direcdes para Trabalhos Futuros

6.1 Conclusoes

A proposigao de uma nova técnica nao é uma tarefa simples e conseqiientemente a difusao e o
uso acontece de maneira lenta. Existe toda uma etapa de estudos para aceitagao pela comunidade
cientifica, até que a técnica se torne comum, tanto no meio académico, como no meio profissional.
Acreditamos que por este processo ird passar a analise discriminante de potencial. Por ser uma
técnica nova, deve receber algumas criticas, que vao desde a formalizagao com base em sistemas
fisicos, até as densidades estimadas que podem nao corresponder as densidades reais.

Em termos gerais, a anélise discriminante de nucleo apresentou desempenho satisfatorio e
semelhante, em simulagdes e dados reais, a uma técnica ja estabelecida e amplamente difundida
— a anélise discriminante de ntcleo. Sendo que a principal diferenga entre os dois métodos esta
na forma funcional utilizada para estimar as densidades e construir a regra de classificacao. Isto
é um indicativo de que o método de potencial tem uma boa formalizacao e conseqiientemente
boas propriedades. Dentre as caracteristicas observadas no método de potencial podemos citar:
facilidade de implementac¢ao computacional; complexidade computacional de ordem O(n); a
regra de classificagdo é superajustada e mesmo assim tem uma boa capacidade de generalizagao;
toda observacao utilizada para construir a regra cria uma fronteira de classificacao; embora

sejam especificas para a classificacdo, as densidades estimadas nao dependem de parametros de
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suavizacao e a normalizacao pode ser feita numericamente; pode ser aplicado em problemas em
que os conjuntos das classes nao sao linearmente separéveis, como também em problemas em que
o vetor de observagoes pertence a uma dimensao muito alta. Finalmente, o método de potencial
oferece regides de classificacao intuitivamente aceitédveis com aumento da escala.

Em suma, no contexto desta dissertacao, a analise discriminante de potencial é recomen-
dada como um método alternativo para problemas de classificagdo supervisionada, restando ao

pesquisador decidir pela utilizacao da técnica.
6.2 Diregoes para Trabalhos Futuros

Nesta se¢ao apresentamos dire¢oes para trabalhos futuros, alguns ja estdo sendo feitos, com
o método de potencial. Uma vez que esta dissertagao foi importante por propor, formalizar e
mostrar que o método funciona. Assim, outras caracteristicas do método devem ser avaliadas, e

algumas sao citadas a seguir:
e As densidades estimadas por diferentes transformacoes nao-lineares;

e As regioes atipicas de classificagao;

A confiabilidade da regra de classificagao;

e Comparagdo em relagao ao classificador 6timo de Bayes;

Desempenho em rela¢ao a outras técnicas (redes neurais, arvore de classificagao, etc).
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APENDICE A

Programas de Simulacao

As rotinas em linguagem S utilizadas nesta dissertagdo para as simulagoes, graficos e anélise

de dados sao apresentadas neste apéndice.

A.1 Simulagoes

# Programa de simulacao com mis- #
# tura de normais para compara- #
# cao entre os classificadores #
# de nucleo e potencial #

rm(1list=1s(all=TRUE))

# Bibliotecas utilizadas

library(MASS)
library(ks)
library(class)

# Parametros #
HHHHHHE R

R <- 1000 ## Numero de replicas de Monte Carlo
N <- 50 ## Tamanho da amostra de treinamento
n <- 1000 ## Tamanho da amostra de teste

y <- sort(rep(c(-1,1), N/2))
ytst <- sort(rep(c(-1,1), n/2))
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# Funcao para o potencial #
# resultante em um ponto #

pot<-function(p,x,y){ #p=ponto onde se calcula o potencial,
p<-as.vector(p) #x=amostra de treinamento, y=label{-1,1} de x
Li<-matrix(c(rep(1,length(p))),length(p),1)

X1<-cbind(x,y)

mi<-X1[1:length(y[y==-11),1:length(p)]

m2<-X1[(length(y[y==-1])+1) :1length(y),1:1length(p)]

x1<-t (t (m1) -p)

x2<-t (t (m2) -p)

return(-sum(1/(sqrt ((((x1)~2)%*%L1)))) + sum(1/(sqrt((((x2)~2)%*%L1)))))
}

# Funcao para classificao #
# pelo metodo de potencial #

classify<-function(x.tst,x.group,y.label){

#x.tst=vetor de observacoes a ser classificado,
#x.group=amostra de treinamento, y.label=label{-1,1} de x.group
res.cla<-numeric(nrow(x.tst))

for(i in 1:(nrow(x.tst))){

if (pot(x.tst[i,1:(ncol(x.tst))],x.group,y.label)< 0)
res.clafil<- -1

else

res.cla[il<- 1

}

return(res.cla)

}

# Cenarios simulados #

## CENARIO 1 ##

musl.1<-c(1, -1)
mus2.1<-c(-1, 1)

sigmasl.1<-matrix(c(4/9,14/45,14/45,4/9),2,2)
sigmas2.1<-matrix(c(4/9,0,0,4/9),2,2)

erro.kda.1l <- numeric(R)
erro.pm.1<- numeric(R)

## CENARIO 2 ##
musl.2<-c(-1, 1)

mus2.2<-c( 1, -1/2)

sigmasl.2<-matrix(c(2/3,1/5,1/5,1/3),2,2)
sigmas2.2<-matrix(c(2/3,1/5,1/5,1/3),2,2)
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erro.kda.2 <- numeric(R)

erro.pm.2<- numeric(R)

## CENARIO 3 ##

mus1.3<-c(-1, 1/2)

mus2.3<-c(1, -1/2)
sigmasl.3<-matrix(c(2/3,1/5,1/5,4/9),2,2)
sigmas2.3<-matrix(c(2/3,1/5,1/5,4/9),2,2)
erro.kda.3 <- numeric(R)

erro.pm.3<- numeric(R)

## CENARIO 4 ##

musl.4<-rbind(c(-3/2, -3/2), c(1/2,1/2))
mus2.4<-rbind(c(3/2, 3/2), c(-1/2, -1/2))

sigmasl.4<-rbind(matrix(c(4/5,-1/2,-1/2,4/5),2,2),
matrix(c(4/5,-1/2,-1/2,4/5),2,2))

sigmas2.4<-rbind(matrix(c(4/5,-1/2,-1/2,4/5),2,2),
matrix(c(4/5,-1/2,-1/2,4/5),2,2))

props.4 <- c(1/2,1/2)

erro.kda.4 <- numeric(R)

erro.pm.4<- numeric(R)

## CENARIO S5##

musl.5<-rbind(c(-3/2, 0), c(3/2, 0))
mus2.5<-c( 0, 0)

sigmasl.5<- rbind(matrix(c(1/12,1/4,1/4,1),2,2),
matrix(c(1/12,1/4,1/4,1),2,2))

sigmas2.5<- matrix(c(4/9,1/5,1/5,4/9),2,2)

props.5 <- c(1/2,1/2)

erro.kda.5 <- numeric(R)

erro.pm.5<- numeric(R)

## CENARIO 6 ##

musl.6<- rbind(c(-3/2, 0), c(3/2, 0))
mus2.6<- c(0,0)

sigmasl.6<- rbind(matrix(c(3/10,1/4,1/4,3/10),2,2),
matrix(c(3/10,1/4,1/4,3/10),2,2))

sigmas2.6<- matrix(c(4/5,2/5,2/5,1),2,2)

props.6 <- c(1/2,1/2)

erro.kda.6 <- numeric(R)
erro.pm.6<- numeric(R)
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# Laco de Monte Carlo #

set.seed(1234567)
inicio <- proc.time() [1]

##Laco de Monte Carlo
for (j in 1 : R){

##CENARIO 1 ##
x.1 <- rbind(rmvnorm.mixt(N/2, musl.1, sigmasl.1,1),
rmvnorm.mixt (N/2, mus2.1, sigmas2.1,1))

xtst.1<- rbind(rmvnorm.mixt(n/2, musl.1, sigmasi.1,1),
rmvnorm.mixt(n/2, mus2.1, sigmas2.1,1))

## Kernel Method

H.1 <- Hkda(x.1, y, bw = "lscv")

fit.ke.1 <- kda(x.1, y, H.1, y=xtst.1)
erro.kda.1[j] <- compare(fit.ke.1l, ytst)$error

## Potential Method
fit.p.1 <- classify(xtst.1,x.1,y)
erro.pm.1[j]<-compare(fit.p.1,ytst)$error

##CENARIO 2 ##
x.2 <- rbind(rmvnorm.mixt(N/2, musl.2, sigmasl.2,1),
rmvnorm.mixt (N/2, mus2.2, sigmas2.2,1))

xtst.2<- rbind(rmvnorm.mixt(n/2, musl.2, sigmasl.2,1),
rmvnorm.mixt(n/2, mus2.2, sigmas2.2,1))

## Kernel Method

H.2 <- Hkda(x.2, y, bw = "lscv")

fit.ke.2 <- kda(x.2, y, H.2, y=xtst.2)
erro.kda.2[j] <- compare(fit.ke.2, ytst)$error

## Potential Method
fit.p.2 <- classify(xtst.2,x.2,y)
erro.pm.2[j]<-compare(fit.p.2,ytst)$error

##CENARIO 3 ##
x.3 <- rbind(rmvnorm.mixt(N/2, musl.3, sigmas1.3,1),
rmvnorm.mixt (N/2, mus2.3, sigmas2.3,1))

xtst.3<- rbind(rmvnorm.mixt(n/2, musl.3, sigmas1.3,1),
rmvnorm.mixt(n/2, mus2.3, sigmas2.3,1))

## Kernel Method

H.3 <- Hkda(x.3, y, bw = "lscv")

fit.ke.3 <- kda(x.3, y, H.3, y=xtst.3)
erro.kda.3[j] <- compare(fit.ke.3, ytst)$error

## Potential Method
fit.p.3 <- classify(xtst.3,x.3,y)
erro.pm.3[jl<-compare(fit.p.3,ytst)$error

## CENARIO 4 ##
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x.4 <- rbind(rmvnorm.mixt(N/2, musl.4, sigmasl.4,props.4),
rmvnorm.mixt (N/2, mus2.4, sigmas2.4,props.4))

xtst.4<- rbind(rmvnorm.mixt(n/2, musl.4, sigmasl.4,props.4),
rmvnorm.mixt(n/2, mus2.4, sigmas2.4,props.4))

## Kernel Method

H.4 <- Hkda(x.4, y, bw = "lscv")

fit.ke.4 <- kda(x.4, y, H.4, y=xtst.4)
erro.kda.4[j] <- compare(fit.ke.4, ytst)$error

## Potential Method
fit.p.4 <- classify(xtst.4,x.4,y)
erro.pm.4[jl<-compare(fit.p.4,ytst)$error

##CENARIO 5 ##
x.5 <- rbind(rmvnorm.mixt(N/2, musl.5, sigmasl.5,props.5),
rmvnorm.mixt (N/2, mus2.5, sigmas2.5,1))

xtst.5<- rbind(rmvnorm.mixt(n/2, musl.5, sigmasl.5,props.5),
rmvnorm.mixt(n/2, mus2.5, sigmas2.5,1))

## Kernel Method

H.5 <- Hkda(x.5, y, bw = "lscv")

fit.ke.5 <- kda(x.5, y, H.5, y=xtst.5)
erro.kda.5[j] <- compare(fit.ke.5, ytst)$error

## Potential Method
fit.p.5 <- classify(xtst.5,x.5,y)
erro.pm.5[jl<-compare(fit.p.5,ytst)$error

##CENARIO 6 ##
x.6 <- rbind(rmvnorm.mixt(N/2, musl.6, sigmasl.6,props.6),
rmvnorm.mixt (N/2, mus2.6, sigmas2.6,1))

xtst.6<- rbind(rmvnorm.mixt(n/2, musl.6, sigmasl.6,props.6),
rmvnorm.mixt(n/2, mus2.6, sigmas2.6,1))

## Kernel Method

H.6 <- Hkda(x.6, y, bw = "lscv")

fit.ke.6 <- kda(x.6, y, H.6, y=xtst.6)
erro.kda.6[j] <- compare(fit.ke.6, ytst)$error

## Potential Method
fit.p.6 <- classify(xtst.6,x.6,y)
erro.pm.6[j]<-compare(fit.p.6,ytst)$error

}

tempo <- proc.time() [1]- inicio[1]

result.cenl <- matrix(c(mean(erro.kda.1),mean(erro.pm.1),
sd(erro.kda.1),sd(erro.pm.1)),2,2)

rownames (result.cenl) <- c("KDA","PM")
colnames(result.cenl) <- c("Média","Desvio Padr&o")

result.cen2 <- matrix(c(mean(erro.kda.2),mean(erro.pm.2),
sd(erro.kda.2),sd(erro.pm.2)),2,2)

rownames (result.cen2) <- c("KDA","PM")
colnames(result.cen2) <- c("Média","Desvio Padr&o")
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result.cen3 <- matrix(c(mean(erro.kda.3) ,mean(erro.pm.

sd(erro.kda.3),sd(erro.pm.3)),2,2)
rownames (result.cen3) <- c("KDA","PM")
colnames(result.cen3) <- c("Média","Desvio Padr&o")

result.cen4 <- matrix(c(mean(erro.kda.4) ,mean(erro.pm.

sd(erro.kda.4) ,sd(erro.pm.4)),2,2)
rownames (result.cen4) <- c("KDA","Knn-1","PM")
colnames(result.cen4) <- c("Média","Desvio Padr&o")

result.cenb <- matrix(c(mean(erro.kda.5),mean(erro.pm.

sd(erro.kda.5),sd(erro.pm.5)),2,2)
rownames (result.cen5) <- c("KDA","PM")
colnames(result.cen5) <- c("Média","Desvio Padr&o")

result.cen6 <- matrix(c(mean(erro.kda.6),mean(erro.pm.

sd(erro.kda.6),sd(erro.pm.6)),2,2)
rownames (result.cen6) <- c("KDA","PM")
colnames(result.cen6) <- c("Média","Desvio Padr&o")

sink ("Resultado_Monte_Carlo.txt")

cat ("Resultado da Simulagio Monte Carlo\n\n")

cat("R = ", R, "Numero de replicas de Monte Carlo\n")
cat("N = ", N, "Tamanho da amostra de treinamento\n")
cat("n = ", n, "Tamanho da amostra de teste\n")
cat("\n")

cat("\n")

cat("\n Tempo de execugdo: ",tempo,"\n")

cat("\n")

Cat (ll\nll)

cat("\n -----cmmmmmemmmeeeeeeeeo \n")

cat("\n Cenario 1 \n")

result.cenl

cat("\n")

cat ("Summary erro.kda.1\n")

summary (erro.kda.1)

cat("\n")

cat ("Summary erro.pm.1\n")

summary (erro.pm.1)

cat("\n —----m e \n")

cat("\n Cenario 2 \n")

result.cen2

cat("\n")

cat ("Summary erro.kda.2\n")

summary (erro.kda.2)

cat("\n")

cat ("Summary erro.pm.2\n")

summary (erro.pm.2)

cat("\n —--—-m e \n")

cat("\n Cenario 3 \n")

result.cen3

Cat (ll\nll)

cat ("Summary erro.kda.3\n")

summary (erro.kda.3)

cat("\n")

cat ("Summary erro.pm.3\n")

summary (erro.pm.3)

cat ("\n —----mmmmmmmmmm \n")

3),

4),

5),

6),
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cat("\n Cenario 4 \n")
result.cend

cat("\n")

cat ("Summary erro.kda.4\n")
summary (erro.kda.4)
cat("\n")

cat ("Summary erro.pm.4\n")
summary (erro.pm.4)

cat("\n —----ommmme

cat("\n Cenario 5 \n")
result.cenb

cat("\n")

cat ("Summary erro.kda.5\n")
summary (erro.kda.5)
cat("\n")

cat ("Summary erro.pm.5\n")
summary (erro.pm.5)

cat("\n -—------mm oo

cat("\n Cenario 6 \n")
result.cen6

cat("\n")

cat ("Summary erro.kda.6\n")
summary (erro.kda.6)
cat("\n")

cat ("Summary erro.pm.6\n")
summary (erro.pm.6)

cat("\n -—----mm e
sink ()

write.matrix(erro.kda.1, file
write.matrix(erro.kda.2, file
write.matrix(erro.kda.3, file
write.matrix(erro.kda.4, file
write.matrix(erro.kda.5, file
write.matrix(erro.kda.6, file =
write.matrix(erro.pm.1, file
write.matrix(erro.pm.2, file
write.matrix(erro.pm.3, file
write.matrix(erro.pm.4, file
write.matrix(erro.pm.5, file
write.matrix(erro.pm.6, file =

"erro.kda.
"erro.kda.
"erro.kda.
"erro.kda.
"erro.kda.
"erro.kda.

"Erro.
"Erro
"Erro
"Erro
"Erro
"Erro

pm.

1
.pm.2
.pm.3
.pm.4.
.pm.5
.pm.6

.txt")
.txt")
Ltxt")
.txt")
.txt")
.txt")

OO WN -

.txt")
.txt")
.txt")

txt")

Ltxt")
.txt")
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A.2 Aplicacao

salmao <- read.table("salmon.dat")
attach(salmao)

y <- salmaol[, 1]

x <- salmaol[, 2:3]

(salmao.err.pda <- boot.632.pda(x, y, B))
(salmao.err.kda <- boot.632.kda(x, y, B))

# Fungdo bootstrap .632+ #

boot.632plus.kda <- function(x, y, nboot) {

X <- as.matrix(x)

n <- length(y)

saveii <- NULL

priori <- as.vector(table(y) / n)

HO <- Hkda(x, y)

yhatO <- kda(x, y, HO, y=x, prior.prob=priori)

err.meas <- function(y, yhat) {1 * (yhat != y)}

app.err <- mean(err.meas(y, yhatO))

errl <- matrix(0, nrow = nboot, ncol = n)

err2 <- numeric(nboot)

set.seed(321)

for (b in 1 : nboot) {
ii <- sample(1l : n, replace = TRUE)
saveii <- cbind(saveii, ii)
Hb <- Hkda(x[ii, 1, y[iil)
yhatl <- kda(x[ii, ], y[ii], Hb, y=x[ii, ], prior.prob=priori)
yhat2 <- kda(x[ii, ], y[ii], Hb, y=x, prior.prob=priori)
erri[b, ] <- err.meas(y, yhat2)
err2[b] <- mean(err.meas(y[ii], yhatl))

}

optim <- mean(apply(errl, 1, mean) - err2)
junk <- function(x, i) {sum(x == i)}

e0 <- 0

for (i in 1 : n) {
o <- apply(saveii, 2, junk, i)
if (sum(o == 0) == 0)
cat("increase nboot for computation of the .632 estimator",
f£ill = TRUE)
e0 <- e0 + (1 / n) * (sum(errifo == 0, i]) / sum(o == 0))

err.632 <- 0.368 * app.err + 0.632 * e0
sum.ni <- O
for (i in 1:n){
for (j in 1:n){

if (y[i]l == yhato[jl)

(sum.ni <- sum.ni)
else
(sum.ni <- sum.ni + 1)

3

hat.gamma <- sum.ni/(n*n) # taxa de erro de nao-informacao

hat.R <- (e0 - app.err)/(hat.gamma - app.err) #taxa relativa de super-ajustamento
hat.w <- 0.632/(1-0.368 * hat.R)

err.632plus <- (1 - hat.w) * app.err + hat.w * e0

result <- list(app.err, optim, err.632, hat.gamma, hat.R, hat.w, err.632plus)

names (result) <- list("app.err", "optim", "err.632", "hat.gamma", "hat.R", "hat.w",
return(result)
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boot.632plus.pda <- function(x, y, nboot) {
x <- as.matrix(x)
n <- length(y)
saveii <- NULL
yhat0 <- classify(x,x,y)
err.meas <- function(y, yhat) {1 * (yhat != y)}
app.err <- mean(err.meas(y, yhatO))
errl <- matrix(0, nrow = nboot, ncol = n)
err2 <- numeric(nboot)
set.seed(321)
for (b in 1 : nboot) {
ii <- sample(l : n, replace = TRUE)
ii<-sort(ii)
saveii <- cbind(saveii, ii)
yhatl <- classify(x[ii, ], x[ii, 1, y[iil)
yhat2 <- classify(x, x[ii, 1, y[iil)
erri[b, ] <- err.meas(y, yhat2)
err2[b] <- mean(err.meas(y[ii], yhat1))

}

optim <- mean(apply(errl, 1, mean) - err2)
junk <- function(x, i) {sum(x == i)}

e0 <- 0

for (i in 1 : n) {
o <- apply(saveii, 2, junk, i)
if (sum(o == 0) == 0)
cat("increase nboot for computation of the .632 estimator",
fill = TRUE)
e0 <- e0 + (1 / n) * (sum(errifo == 0, i]) / sum(o == 0))

err.632 <- 0.368 * app.err + 0.632 * e0
sum.ni <- 0O
for (i in 1:n){
for (j in 1:n){

if (y[i] == yhato[jl)

(sum.ni <- sum.ni)
else
(sum.ni <- sum.ni + 1)

1}

hat.gamma <- sum.ni/(n*n) # taxa de erro de nao-informacao

hat.R <- (e0 - app.err)/(hat.gamma - app.err) #taxa relativa de super-ajustamento

hat.w <- 0.632/(1-0.368 * hat.R)

err.632plus <- (1 - hat.w) * app.err + hat.w * e0

result <- list(app.err, optim, err.632, hat.gamma, hat.R, hat.w, err.632plus)

names (result) <- list("app.err", "optim", "err.632", "hat.gamma", "hat.R", "hat.w", "err.632+")
return(result)

}

(salmao.err.pda <- boot.632plus.pda(x, y, B))
(salmao.err.kda <- boot.632plus.kda(x, y, B))
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A.3 Graficos

source("potencia_discriminant.R")
desenha<-function(x,y,t,m){

x1 <- seq(-3, 3, length = t)

y1l <- seq(-3, 3, length = t)
#plot(x1l, yl1, type=’n’,xlab = expression(X[1]),ylab = expression(X[2]))
x1t<-numeric(t*t)

ylt<-numeric (t*t)
xy<-cbind(x1t,ylt)

ind <- 0

for (i in x1){

for (j in y1){

ind <- ind + 1

xylind, 1] <- i

xy[ind,2] <- j

}

}

if (m == 1){

H <- Hkda(x, y, bw = "lscv")

fkres <- kda(x, y, H, y=xy)

ind <- 0

for (i in x1){

for (j in y1){

ind <- ind + 1

if (fkres[ind]==-1)
{points(i,j,col="darkgray",pch= 15)}
else

{points(i,j, col="gray85",pch= 15)}
}

}

for(i in 1: (length(yl[y==-11))){
points(x[i,1],x[i,2],pch= 16)

}

for(i in (length(y[y==-11)+1): (length(y))){
points(x[i,1],x[i,2],pch= 4)

}

}

if (m == 2){

fpres <- classify(xy,x,y)
ind <- 0

for (i in x1){

for (j in y1){

ind <- ind + 1

if (fpres[ind]l==-1)

{points(i, j,col="darkgray",pch= 15)}
else

{points(i,j, col="gray85",pch= 15)}
}

}

for(i in 1: (length(yly==-11))){
points(x[i,1],x[i,2],pch= 16)

}

for(i in (length(y[y==-11)+1):(length(y))){
points(x[i,1],x[i,2],pch= 4)

}

}

}
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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