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Resumo

O objetivo desta dissertagao é aplicar métodos de analise estatistica de formas a um problema
real da zoologia. Quatro testes foram considerados: T2 de Hotelling, de Goodall, o teste com a
estatistica de James e o teste com a estatistica A. Estes dois tltimos testes ndao sao usados com
freqiéncia na literatura estatistica.

Também foram considerados testes com bootstrap e testes de permutacao. Tais métodos sao
nao-paramétricos e nao impoem suposig¢oes sobre a distribui¢ao dos dados. Versoes dos testes de
permutacao e bootstrap sao comparadas com os testes originais.

Sao apresentadas também conclusdes sobre a aplicagdo a zoologia. Foram realizados testes
para detectar a presenca de dimorfismo sexual em seis espécies de marsupiais, baseando-se na

mandibula desses animais.

Palavras-chave: analise de formas; bootstrap; dimorfismo sexual; testes de permutacao; zoolo-

gia.



Abstract

The aim of this dissertation is to apply methods of statistical shape analysis to a real problem
of zoology.

Four test are considered: Goodall, Hotelling, James and A; the latter two are seldom used in
the statistical literature.

Methods based on bootstrap and permutation tests are also considered. These methods are
nonparametric and do not entail assumptions about the distribution of the data. Bootstrap and
permutation versions of the tests are compared to the original tests.

Conclusions about the zoology application are presented. Tests were performed to check the

presence of sexual dimorphism in six species of marsupials, studying its jaw.

Keywords: shape analysis; bootstrap; sexual dimorphism; permutation tests; zoology.

vi



Sumario

Lista de Figuras

Lista de Tabelas

1 Introdugao

1.1

1.2

1.3

14

Introdugao . . . . . . . ..
Revisao da Literatura . . . . . .. .. ... ... . ... .......
Organizacao da Dissertacdo . . . . . . . . . . .. ... ... .....

Plataforma Computacional . . . . . .. .. ... ... .. ......

2 Analise Estatistica de Formas

2.1

2.2

2.3

Representacao Matematica de Formas . . . . . ... .. .. ... ..
Sistemas de Coordenadas . . . . . . . ... ... ... ... ..., .
2.2.1 Coordenadas Procrustes Completas . . . . . . ... ... ...
2.2.2 Coordenadas Tangentes . . . . ... ... ... ... .....
2.2.3 Inversa Generalizada de Moore-Penrose . . . . . ... .. ..

2.2.4 Coordenadas Polares de Kent . . . . . . . ... .. ... ...

Algumas Distribui¢oes de Probabilidade em Anélise de Formas

2.3.1 Distribui¢cao Uniforme . . . . . .. ... ... ... .. ....

vii

viii

ix



24

2.5

2.3.2 Distribuigao de Bingham Complexa . . . . . . . .. .. .. ... ... ...
2.3.3 Relagao da Distribuicao Normal Complexa com a Bingham Complexa
Testes para Um Grupo de Objetos . . . . . . . . .. .. .. ... ...
2.4.1 Teste T? de Hotelling para uma Forma Média Especificada . . . . . . . .
2.4.2 Teste de Goodall para uma Forma Média Especificada . . . . . . . . . ..
Testes para Duas Populagoes de Objetos . . . . . . . . . .. ... ... ......
2.5.1 Teste T? de Hotelling e Teste com a Estatistica de James para Comparar
Formas Médias de Duas Populagoes . . . . . .. .. .. ... ... ....
2.5.2  Teste de Goodall para Comparar Formas Médias de Duas Populagoes . . .
2.5.3 Teste de Hipotese Utilizando a Estatistica A para Comparar Formas Médias

de Duas Populacbes . . . . . . . . . . ...

3 Testes de Permutacao e Testes Bootstrap

3.1
3.2
3.3

Testes de Permutacao para Duas Populacdes . . . . . . .. ... ... ... ....
Testes Bootstrap para Duas Populagées . . . . . . . . ... . ... ... .....
Teste de Permutacao e Teste Bootstrap Utilizando a Estatistica A . . . . . . . ..
3.3.1 Teste de Permutacao com a Estatistica A . . . ... ... .. ... ....

3.3.2 Teste Bootstrap com a estatistica A . . . . . . ... ...

4 Analise de Dados de Zoologia

4.1

4.2

Descricao dos Dados . . . . . . . . . . e
Resultados . . . . . . . . . . . e

4.2.1 Uso dos Testes por Zodlogos . . . . . . . . . . .. .

5 Conclusao

Referéncias Bibliograficas

viii

19
20
20
21

22

23

24

25

27
27
30
31
31

32

36
38
40

42

45

46



Lista de Figuras

Didelphis albiventris . . . . . . . . . e 37
Mandibula do D. albiventris . . . . . . . . ... 37
Didelphis marsupialis . . . . . . . . . e 37
Didelphis aurita . . . . . . . . e 37
Marcos anatdémicos na mandibula do Lutreolina crassicaudata . . . . . . . . . .. 38
Lutreolina crassicaudata . . . . . . . .. 38

1X



Lista de Tabelas

4.1 Descrigao dos marcos anatomicos. . . . . . . . . . ... 39
4.2 Tamanho das amostras por grupo. . . . . . . . . . . ... 40
4.3 P-valores dos testes para verificar dimorfismo sexual . . . .. ... .. ... ... 44



CAPITULO 1

Introducdo

1.1 Introducao

O estudo das formas de objetos tem recebido crescente atengao em varias disciplinas. Avangos
na tecnologia de computadores tem tornado mais facil a captura e manipulacao de imagens de
objetos. Essa informagao pode ser usada para responder questoes relevantes em muitas disciplinas
incluindo biologia, medicina, arqueologia e computacio visual. Alguns exemplos de objetos que
tém sido estudados sao vértebras de ratos, cranios de gorilas e exames de ressonéncia magnética
em cérebros.

O conceito de forma de um objeto tem papel central nesse estudo. Anélise estatistica de
formas esté relacionada com caracteristicas e comparacoes de formas de objetos.

Algumas etapas devem ser realizadas com o intuito de representar a forma de um objeto
de maneira matematicamente conveniente. Uma aproximagao conveniente é colocar landmarks
(marcos anatdmicos) no objeto, que sao pontos para identificar posi¢oes especiais no objeto. As
coordenadas numéricas dos marcos anatémicos sao entao usadas para representar um objeto.
Essas coordenadas pertencem a um espaco que é chamado espago de marcos anatomicos. A
informacao sobre a forma de um objeto é o que resta apoés se levar em conta os efeitos de
translagao, escala e rotagao [Kendall (1984)].

Um novo conjunto de coordenadas de um objeto, que serd chamado coordenadas de pré-



formas, pode ser obtido a partir das coordenadas de um objeto no espago de marcos anatdémicos.
Transformacgoes apropriadas sdo usadas para remover os efeitos de escala e translacdo. O novo
sistema de coordenadas também representa um mapeamento do espago de marcos anatdémicos
no novo espago. Este recebe o nome de espago das pré-formas.

Primeiramente, vamos nos concentrar em formas de objetos com duas dimensoes, isto €,
formas planas.

Duas importantes informagoes de uma amostra aleatéria de objetos, a forma média e a matriz
produto (ou SSP), podem ser calculadas usando coordenadas pré-forma. A matriz produto
representa a variacao das coordenadas pré-forma e a forma média é definida como o autovetor
associado ao maior autovalor dessa matriz.

A forma é finalmente obtida removendo a informacdo de rotacdo das coordenadas pré-forma
do objeto. A informacao de rotagdo é eliminada rotacionando um objeto para que ele fique tao
proximo quanto possivel de um molde. O novo conjunto de coordenadas do objeto esta dentro
de um novo espago, que é chamado espaco de formas.

O espaco de pré-formas e o espaco de formas sdo espacos nao-euclidianos. E, portanto, dificil
desenvolver uma anélise estatistica padrao nesses espacos. Para evitar as dificuldades de espagos
nao-euclidianos, é possivel definir uma aproximagao linear ao espago. Um espago tangente é uma
aproximagao linear local ao espaco em um ponto particular. Para uma dada amostra aleatoéria
de objetos, as coordenadas pré-formas desses objetos podem ser projetadas no espacgo tangente
da forma média amostral. As novas coordenadas sdo chamadas coordenadas tangentes.

Métodos inferenciais em analise de formas sao freqiientemente realizados no espacgo tangente.
Tais métodos funcionam melhor quando os dados estdo muito concentrados. No espago tangente,
dispoem-se de muitos procedimentos comumente usados em andalise multivariada linear padrao.
Por exemplo, a variabilidade da forma pode ser estudada aplicando anélise de componentes
principais as coordenadas tangentes.

Ha outras possiveis aproximagoes 8 analise estatistica de formas que néao seréo consideradas
nesta dissertacao. Por exemplo, anélise de tamanho-e-forma, analise de forma de reflexdo e

analise de tamanho-e-forma de reflexdo. Na anélise estatistica de tamanho-e-forma de objetos,



a informagao sobre tamanho é retida, e a informagao sobre rotagao e locagao é descartada.

Se o objetivo é desenvolver um estudo sobre a forma da reflexdo de objetos, a informacao
sobre reflexdo deve ser removida das formas desses objetos. Semelhantemente, se o objetivo é
desenvolver um estudo sobre tamanho e forma de reflexao de objetos, a informagcéao sobre reflexao

deve ser removida do tamanho e forma desses objetos [veja Dryden & Mardia (1998, p. 57)].

1.2 Revisao da Literatura

O primeiro trabalho em analise estatistica de formas foi feito por Kendall (1977). Em outro
artigo, Kendall (1984) da uma descrigao mais completa do campo de pesquisa. Muitos conceitos
importantes, incluindo espacos de formas, variedades de formas, analise de Procrustes e densida-
des de formas, sao apresentados e discutidos com detalhes. Ele também esclarece as diferencas
entre analise estatistica de formas e teoria das formas, que é estudada por topélogos.

Em Kendall (1984) um sistema de coordenadas é também introduzido; mais tarde, chama-
remos isso de sistema de coordenadas de Kendall. Um fato interessante sobre esse sistema é
que a locacao é removida usando uma matriz especial, a matriz de Helmert. Uma contribuigao
inportante de Kendall (1984) foi a defini¢io matemaética de forma, onde ele define um espago
matematico para representar a forma de um conjunto rotulado de k& pontos em m dimensoes.

Por outro lado, em Bookstein (1984) e Bookstein (1986) é apresentada uma base matematica
para o estudo da morfometria. Nesse caso, os objetos considerados estao relacionados a discipli-
nas tais como biologia e medicina e tém marcos anatoémicos escolhidos segundo caracteristicas
biolégicas ou médicas. Ele também introduz o que se conhece por sistema de coordenadas de
Bookstein, que remove os efeitos de translacao, rotagao e escala manipulando dois dos marcos
anatdémicos de tal maneira que eles estejam em posicoes fixas.

Quando convidado para comentar o artigo de Bookstein (1986), Kendall estabeleceu a conexao
entre suas duas teorias. O conjunto rotulado de k pontos em m dimensoes de Kendall corresponde
aos marcos anatomicos de Bookstein. Embora eles usem maneiras diferentes de calcular tamanho
e sistemas de coordenadas diferentes, suas idéias sao muito similares no sentido de representar a

forma de um objeto como um ponto em uma variedade.



Analise de Procrustes pode ser considerada como uma metodologia para estimar, para um
conjunto particular de objetos, as tranformagdes “6timas” de escala, rotacao e translagao. O
topico de analise de Procrustes foi estudado por Goodall (1991), que definiu a forma média em
termos de analise de Procrustes. Se a soma dos quadrados das distancias entre um ponto e a
pré-forma é minima, diz-se que este ponto é a forma média.

Um modelo gaussiano para os marcos anatéomicos foi introduzido por Goodall (1991). Este
modelo tem um pardmetro para cada transformagao: escala, rotacdo e translagdo. Goodall
(1991) também apresentou algoritmos para analise de Procrustes, incluindo um algoritmo para
analise de Procrustes ordinarios, que minimiza a soma de quadrados das distancias entre duas
observacgoes, e um método mais geral baseado em minimos quadrados ponderados. Ele também
apresentou um algoritmo iterativo para estimar as transformagoes com vérias observacoes. Esse
segundo algoritmo é chamado de analise de Procrustes generalizada.

Depois de aplicar as transformacoes as pré-formas, as coordenadas ajustadas de Procrustes
sao obtidas. A forma média também pode ser obtida como a média dessas coordenadas.

Goodall também definiu testes para formas nos casos de uma e duas populagoes. Esses testes
foram baseados nas estatisticas do tipo razio F e T? de Hotelling. O teste da razdo F é chamado
na literatura de teste de Goodall.

Mardia & Walder (1994) consideraram testes para dados com marcos anatémicos empare-
lhados. Eles usaram um modelo gaussiano para os marcos, onde para cada objeto ha duas
observagoes. O caso de dois raios-x para o mesmo objeto foi dado como um exemplo. Eles
propuseram uma densidade de forma emparelhada e usaram esta densidade para desenvolver
inferéncia. Eles estimaram os pardmetros desta distribuicao por méxima verossimilhanca e de-
rivaram a estatistica da razao de verossimilhancas, que pode ser usada para testar hipoteses e
construir regioes de confianga.

Um modelo probabilistico importante para anéalise estatistica de formas foi apresentado por
Kent (1994). Este modelo é a distribuigdo Bingham complexa, uma versao complexa da dis-
tribuicao Bingham real. Uma propriedade importante da distribuicao Bingham complexa é a

simetria complexa. Esta simetria complexa significa que um vetor e qualquer versao rotacionada



desse vetor terao a mesma distribuicao. Esta propriedade é 1til porque a analise de formas pode
ser desenvolvida enquanto se trabalha com pré-formas.

A distribui¢ao Watson complexa, que é um caso especial da distribuigdo Bingham complexa,
foi discutida por Mardia & Dryden (1999). Foram considerados estimagdo por maxima verossi-
milhanga e procedimentos de teste de hipdtese. Eles também ilustraram o uso dessa distribuigao
em analise de formas.

Kent introduziu um método para calcular a forma média que resiste a outliers para dados
de marcos anatomicos em duas dimensoes. Seu modelo usa uma distribui¢ao gaussiana angular
central para as pré-formas. A forma média é calculada por estimacao por maxima verossimilhanca
usando o algoritmo EM.

A geometria do espago forma foi estudada por Kendall (1984), Le & Kendall (1993) e Kendall

et al. (1999). Veja também Dryden & Mardia (1998, cap. 5 e 7).
1.3 Organizacao da Dissertagao

Esta dissertagao esta dividida em cinco capitulos. Além deste capitulo introdutoério, ha mais
dois capitulos que apresentam alguns fundamentos tebricos, um capitulo dedicado & discussao
da aplicacao dos testes e a conclusao. No capitulo 2, serdo revisados conceitos relacionados a
representacdo matematica de formas, tais como matrizes de configuracdo e espaco de formas,
sistema de coordenadas de Kendall e anélise de Procrustes; algumas distribui¢des de probabi-
lidade comumente utilizadas em analise de formas serdo vistas nesse capitulo; serdo também
revisados os testes 72 de Hotelling, de Goodall, o teste com a estatistica de James e o teste com
a estatistica A na sua forma exata (forma tabulada). No capitulo 3, serao revistos os conceitos de
testes de permutacao e testes bootstrap para duas populagoes; em seguida, estes métodos serao
aplicados para se obter versdes de permutagao e bootstrap do teste com a estatistica A para
duas populagoes. No capitulo 4, seré feita a anélise dos dados dos marsupiais, comentando-se
os resultados dos testes e a presenga ou nao de dimorfismo sexual nas espécies consideradas. O

capitulo 5 conclui a dissertagao.



1.4 Plataforma Computacional

Os resultados numéricos apresentados nesta dissertacao foram obtidos utilizando o ambiente
de programagao e andlise de dados R em sua versao 2.6.0 para sistema operacional Microsoft
Windows. O R se encontra disponivel gratuitamente através do site http://www.R-project.org.
Detalhes sobre esta linguagem de programacio podem ser encontrados em Cribari-Neto & Zarkos
(1999).

A presente dissertagdo de mestrado foi digitada utilizando o sistema de tipografia IATEX, que
consiste em uma série de macros ou rotinas do sistema TEX que facilitam o desenvolvimento da
edigdo do texto. Detalhes sobre o sistema de tipografia IATEX podem ser encontrados em De

Castro Korgi (2003).



CAPITULO 2

Analise Estatistica de Formas

2.1 Representacao Matematica de Formas

Seja Y uma matriz kxm de coordenadas cartesianas de k marcos anatdémicos em m dimensoes,

dada por
Y1 Yim

y=| : - | (2.1)
Y1 - Yem
Uma configuragao é um conjunto de marcos anatdémicos em um determinado objeto e a matriz
Y é comumente chamada matriz de configuracao.
A forma de uma matriz de configuracido é obtida removendo-se a informacao sobre escala,

locacao e rotacao. O espaco de formas é o conjunto de todas as possiveis formas. A dimensao

do espaco de formas associado a objetos com k marcos anatémicos em m dimensoes é:

m(m — 1)
2

km—m-—1-—

O termo km ¢ a dimensao total da matriz de configuracao Y e se subtrai m, 1 e m(m—1)/2 como
conseqiiéncia da remogao de locagao, escala e rotagao respectivamente [Dryden & Mardia (1998,
p. 56)|. A notagao Eﬁl designa um espago de formas de k marcos anatémicos e m dimensoes.

O espago de marcos anatémicos é um espago real R™ onde sdo representadas as coordenadas



cartesianas de cada marco. Por exemplo, para objetos bidimensionias (m = 2), o espago de
marcos anatéomicos é R?. Nesta dissertacdo, so sera tratado o caso m = 2.

Algumas transformgoes precisam ser desenvolvidas na matriz ¥ com o intuito de remover os
efeitos de locagao, escala e rotagdo. Quando m = 2, a matriz de configuracdo pode ser escrita

como um vetor complexo. Defina um vetor complexo k x 1

0

2 = (g1 + W12, s U + i) = (e, 20)T, (2.2)

cujos elementos correspondem as coordenadas complexas dos marcos anatomicos. O superescrito
0 ¢ usado para indicar que a configuracdo conserva os efeitos de locacdo, escala e rotacdo. Os
detalhes de cada transformacao para o caso m = 2 serdo dados a seguir.

O primeiro passo é remover a locagao. Isso pode ser feito de varias maneiras dependendo
do sistema de coordenadas. Aqui serdo usadas as coordenadas de Kendall. Para o sistema de
coordenadas de Kendall, serao necessarios detalhes sobre a matriz de Helmert e sobre a sub-
matriz de Helmert. A sub-matriz de Helmert fornece uma transformagao linear particular que
remove a locacdo pré-multiplicando z° [veja Small (1996, p. 130) e Dryden & Mardia (1998,
p.34)].

A matriz de Helmert completa HY é uma matriz ortogonal k x k, cuja primeira linha tem

todos os elementos iguais a 1/v/k, e tem a (j + 1)-ésima linha, para j > 1 dada por
(hjy - hjs—jhj,0,...,0), hj=—{j(G+1)}V2

com j = 1,...,k — 1, onde o ntmero de zeros na (j + 1)-ésima linha é igual a k — j — 1. Por

exemplo, se 0 niimero de marcos anatdmicos é 5, a matriz de Helmert completa é dada por

1/v5 1/v/5 1/V5 1/vV5 15
—1/vV2 1/V2 0 0 0
HF = -1/v6 —1/vV6  2/V6 0 0
-1/V12 -1/v12 -1/V12 3/V12 0
~1/v/20 —1/v/20 —1/v/20 —1/v/20 4/v/20




Pode ser mostrado por célculo direto que a matriz de Helmert H¥' ¢ uma matriz ortogonal.

0 & removida multiplicando-a pela sub-matriz de Helmert

A locagao da configuracdo complexa z
de dimensdo (k — 1) x k, que é a matriz de Helmert H com a primeira linha removida. A

sub-matriz de Helmert sera denotada por H. A configuracao helmertizada é dada por
w=H2. (2.3)

Diz-se que uma configuragao é centrada se 1;‘5270 =0, onde 1; é um vetor de uns de dimensao
k x 1. Configuragoes helmertizadas estdao conectadas a configuraces centradas pela seguinte

propriedade da matriz de Helmert [veja Dryden & Mardia (1998, p. 54)|:
T 1 T
H H - Ik - Elk 1k: 3

onde I}, é a matriz identidade de ordem % x k. Além disso, uma vez que HY' é ortogonal, tem-se

0

HH" = I),_;. Desse modo, sendo o vetor z° = (z uma configuragdo complexa,

entao
1

k1k1}§)zo =20 - 301,

(1

0 _ 201, ¢ uma configuracio centrada, tem-se

onde 20 = k! Zle z?i). Portanto, uma vez que z
que as configuracoes centradas sdo iguais as configuracoes helmertizadas multiplicadas por H”.
Entao, é sempre possivel obter configuracées helmertizadas a partir de configuragoes centradas

e vice-versa.

A escala pode ser removida da configuracao helmertizada w usando

w HZ°
- Vwrw - V(HZ0)*HZ0 24)

z

onde w* é o transposto conjugado complexo de w. O vetor z é chamado de pré-forma da confi-
guracdo complexa z°. Este nome foi usado por Kendall (1984). Note que uma pré-forma é uma
forma com a informacao de rotacao conservada.

Sera dado o conceito de espago de pré-formas, pois tem um papel muito importante [veja
Dryden & Mardia (1998, p.59) e Small (1996, p.9)]. O espago de pré-formas é o espago de todos

os possiveis vetores complexos (k—1) x 1 que ndo possuem informacao de translagado nem escala.



Desse modo, o espago das pré-formas consiste em uma hiperesfera unitaria complexa em (k — 1)

dimensoes complexas; isto é,
CSP 1l ={zeCrF 12 =1}, (2.5)

onde CF~1 ¢ 0 espago complexo (k — 1)-dimensional.
O espago de formas pode ser pensado como o espago de pré-formas com a informacgao de
rotagdo removida. A informagao de rotagao no vetor pré-forma z pode ser eliminada definindo-se

a seguinte classe de equivaléncia:
(2] = {2 : 0 €[0,27)}, (2.6)

onde por [z] se identifica qualquer uma de suas versoes rotacionadas. Kendall (1984) ressalta
que o espaco de formas quando m = 2 é o espaco complexo projetado CP*~2, o espaco de linhas
complexas passando pela origem.

Um problema importante na anélise de formas é estimar a forma média de uma amostra

0 0

aleatoria de configuragoes. Seja z7,...,z2, uma amostra aleatéria de configuracoes complexas

oriunda de uma populagao de objetos II, onde cada z? esta definido em (2.2).

Sejam z1, ..., 2, as pré-formas de 20, ..., 2% onde z; esta definido em (2.4) e z; € CS*1. A

forma média Procrustes completa i é o autovetor correspondente ao maior autovalor da matriz

complexa de somas de quadrados e produtos (SSP), definida por |[veja Kent (1994)]

n

= E 2z}

=1

w)

Uma vez que a matriz complexa S satisfaz a condigao S = §*, esta matriz é hermitiana
[Axler (1997, p. 128)]. Dado que a distribuigao das pré-formas tem uma densidade com respeito
a distribuigdo uniforme na esfera das pré-formas e n > k — 1, entao S tem posto completo com
probabilidade 1. Aplicando o teorema da decomposicao espectral para matrizes hermitianas,

dado em Mirsky (1955, p. 388), S ¢ escrito como
S =D Nl (2.7)
j=1
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onde \; > Xg > ... > M\;_1 > 0 s@o os autovalores e [i1, ..., [ix_1 S20 0s autovetores correspon-
dentes de S.
Dado que A\; > Ao > ---, que serd comumente o caso na pratica, a forma média i estd bem

definida e é dada por

B= p. (2.8)
2.2 Sistemas de Coordenadas

Em analise estatistica de formas, existem vérios sistemas de coordenadas para serem usados.
Cada sistema de coordenadas é tutil para alguns aspectos da anélise. Trés sistemas de coor-
denadas serao considerados aqui: coordenadas Procrustes completas, coordenadas tangentes e

coordenadas polares de Kent.
2.2.1 Coordenadas Procrustes Completas

Anélise de Procrustes é uma técnica usada para casar dois objetos. Quando dois ou mais
objetos sao considerados, eles podem ter diferentes rotacoes, translacoes e escalas. Entao a
técnica de analise de Procrustes é usada para casar um objeto com outro. Isto é feito usando as
pré-formas desses objetos, uma vez que as pré-formas tém a mesma translagdo e escala.

Iremos explicar como ocorre o ajustamento de Procrustes dadas duas configuragoes complexas

T

y=(y1,...,yr)" ew = (wy,...,w,)T, ambas pertencentes a C*¥, com y*1; = 0 = w*1;, onde y*

denota o transposto do complexo conjugado de y.
Matematicamente, um procedimento adequado para ajustar duas configuracoes y e w é re-

presentado pelo modelo de regressao complexa

y = (a+ib)1, + Bew+ e
= [lx,w]A+e¢
= XpA+e, (2.9)

onde A = (A1, A2)T = (a+1b, Be') sao parametros complexos 2 x 1 com translacdo a + ib, escala

B > 0 e rotagdo 0 < 0 < 2m; € é um vetor complexo de erros; e Xp = [lg, w] é a matriz de

11



planejamento k x 2.
Para obter as estimativas dos pardmetros desta regressao complexa, é necessirio minimizar

a soma de quadrados dos erros que é dada por
D?(y,w) = ¢*e = (y — XpA)*(y — XpA).

A superimposicido Procrustes completa de w em y é obtida por estimar A com 21\, onde

A~ 7

A = (a+ib, Be”®)T = arginf e*e = arginf (y — XpA)*(y — XpA).
O ajuste Procrustes completo (superimposi¢ao) de w em y é dado por
wP = XpA = (a +ib)1y, + BePw,
onde o vetor (3,0, a,b) é escolhido de tal maneira que minimize
D*(y,w) = |ly — wBe” — (a +ib) 14|,

A fim de que a soma de quadrados D?(y, w) seja minimizada, deve-se escolher os seguintes valores

para os parametros:

a+ib = 0, (2.10)
0 = arg(uw'y) = —arg(y*w), (2.11)
5 (wryyrw)'?
ﬁ W- (2.12)

A prova destes resultados seré apresentada agora e pode ser encontrada em Dryden & Mardia

(1998). Deseja-se minimizar a seguinte expressao, para os parametros (3, 0, a, b:
D? = ¢
=y —wpe” — (a+ib)1y| (2.13)
= yy+ Puwrw — yrwBe” — wryBe ? + k(a® + b?),
em que y e w sdo centrados. De imediato, vem que a = b = 0. Seja y*w = ve'® (y > 0); entdo
By we” + wrye ) = By TPy 0H0)) = 28y cos(0 + ¢).

12



Ora, para minimizar ||y — Be’w||? sobre @, precisa-se maximizar 237y cos(6 + ¢). Uma solucio

para 6 é = —w=— arg(y*w). Para encontrar o valor de 3 que minimiza D?, faz-se
o0D?
W = O = 2511)*’[0 — 2’}/,
em que v = |y*w|. Logo,
~ y*w
5o el
(w*w)

Esta é a solucdo de minimos quadrados ordinarios, mas com variaveis complexas. A solucao

pode ser escrita da seguinte maneira:

A= (A, AT = (X5Xp) ' Xhy = A, =0, Ay= (;”*Z). (2.14)
Note que o ajuste Procrustes completo de w em y é dado explicitamente por
w” = XpA = Beigw = gzx (2.15)
O vetor de residuos r =y — XDA\ é dado por
r= Iy — Xp(XpXp) ' Xply = (I — He)y,
onde H. é a matriz chapéu de Xp. Isto é,
H.= Xp(X5Xp) 'X5.
O valor minimizado da funcdo D? é
D2(r,0) = r*r = y*y — 7(y*ww*y). (2.16)

(w*w)
A expressao (2.16) nao é simétrica em y e w a menos que y*y = w*w. Uma padronizagao

conveniente é tomar as configura¢ées como unitarias, ou seja,
VYUY = Vwrw = 1.

Se a padronizagao for considerada, entao temos uma medida adequada de distancia entre formas.
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Agora definiremos distdncia Procrustes completa entre duas configuragoes complexas w e y:

. Yy w 0 .
d = £l — = B¢ — g —ib
) = Bl T ™
* * 1/2
- {1 _ywvy y} . (2.17)
wrXwyY*y

Esta distancia é utilizada no teste de Goodall, se¢ao 2.4.2.

Para uma dada amostra de pré-formas, a analise de Procrustes é desenvolvida ajustando a
pré-forma de cada objeto & forma média. As novas coordenadas sao chamadas ajustes Procrustes
ou coordenadas Procrustes e serao definidas abaixo.

Seja z1,..., 2z, uma amostra aleatéria de pré-formas e sejam wy,...,w, as correspondentes
configuragoes helmertizadas.

As configuragbes tém uma rotagdo arbitraria [veja Dryden & Mardia (1998, pp. 44-45)].
Assim, antes de proceder com a andlise estatistica de formas, é necesséario rotacionar todas as
configuragoes de tal maneira que estejam o mais proximo possivel da forma média amostral. O

célculo é o mesmo de (2.15):

o~
Wy s .
wf: Zf , 1=1,...,n, (2.18)
wi Wy
onde w{D yen ,wff sao os ajustes Procrustes completos ou coordenadas Procrustes completas.

Uma vez que as pré-formas podem ser escritas como z; = w;/||wil|, onde cada z; esta definida

em (2.4) e ||w;|| = \/w}w;, as coordenadas Procrustes também podem ser calculadas de

P

SV N
w; =z hz, t=1,...,n.

2.2.2 Coordenadas Tangentes

Outro sistema de coordenadas 1til é o sistema de coordenadas tangentes. Os conceitos de
vetores tangentes e espago tangente precisam ser apresentados antes da defini¢do de coordenadas
tangentes [veja Small (1996, pp. 42-46)]. O espaco tangente do espaco de formas CP*~2 no
ponto z é o espaco vetorial de todos os vetores tangentes a CP*~2 no ponto z. Quando faze-
mos inferéncia no espago tangente, é comumente usado o espaco tangente da pré-forma média

amostral.
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A variabilidade da anélise de forma pode ser tratada no espago tangente. Esse espago é uma
versao linearizada do espaco de formas. Uma das maiores vantagens do espago tangente é que
técnicas padrao de anélise multivariada podem ser usadas diretamente.

Existem diferentes tipos de coordenadas no espaco tangente. Aqui, usaremos as coordenadas

tangentes Procrustes parciais, que sao dadas por

n . )
ti =e"[I—1 — ¥z, 1=1,...,n, (2.19)
onde z; & um vetor pré-forma definido em (2.4) e # minimiza || — ze?||? e ||z|| = v/2*z. Suponha
que z1, ..., 2, € uma amostra aleatoria de pré-formas e t1, ..., t, sdo suas coordenadas tangentes,

onde cada z; e t; sdo calculados usando (2.4) e (2.19), respectivamente. Seja v; um vetor de
tamanho (2k — 2) x 1 obtido empilhando as partes real e imaginéaria das coordenadas de cada t;.

Se t; = x; + 1y;, essa operagao é representada por cvec onde
v = cvec(ty) = (zF, y)T, (2.20)

onde z; = R(t;) é a parte real de t; e y; = J(t;) é a parte imaginaria de ¢;. Se o namero de
marcos anatémicos é k, um vetor pré-forma z; tem dimensao (k — 1) e seu correspondente vetor
de coordenadas tangentes v;, onde v; é dado em (2.20), tem dimensao (2k — 2).

Métodos padrao de analise multivariada podem ser aplicados a coordenadas tangentes reais
v;. Quando os dados estao altamente concentrados, métodos baseados na distribuicao normal
multivariada podem ser aplicados as coordenadas reais tangentes v; [veja Dryden & Mardia (1998,
p. 151)]. Alguns desses métodos serdo considerados nas proximas segoes.

Nos métodos citados acima, para obter as estatisticas de teste utilizadas, é necessario calcular
a inversa generalizada de alguma matriz em questao. Por isso, serd dada agora uma breve

descricao da inversa generalizada de Moore-Penrose.
2.2.3 Inversa Generalizada de Moore-Penrose

Seja U uma matriz qualquer. Diz-se que G é uma matriz inversa generalizada da matriz U
se GG satisfaz:

UGU =U.
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De fato, a matriz U tem infinitas inversas generalizadas e existem algoritmos para obté-las.
Veja, por exemplo, Searle (1971, p. 4), um algoritmo para calcular uma inversa generalizada de
U baseando-se em seu posto.

Apesar de apresentar infinitas inversas generalizadas, para qualquer matriz U, existe uma

matriz K que é tnica e satisfaz as seguintes condigoes:

UKU = U
KUK = K
(KU)T = KU
(UK)' = UK.
Estas sao as chamadas condigoes de Penrose [Searle (1971, p. 16)| e K é denominada inversa
generalizada de Moore-Penrose.

Neste trabalho, a notagao utilizada serd U~ para designar a inversa generalizada de Moore-

Penrose de U.
2.2.4 Coordenadas Polares de Kent

O seguinte sistema de coordenadas polares foi proposto por Kent (1994). Dado um ponto

(z1,...,26-1)" € CS*2, este é transformado em (sq,...,s;_2,01,...,05_1), onde
R(zj) = 517 cos(6;), S(z;) = s/ sin(8;), (2.21)
para j = 1,...,k—1,5 >20,0<0; <2mesy,_q1 =1—5 —- - — 5,2 Mais detalhes

sobre este sistema de coordenadas podem ser encontrados em Shelupsky (1962). As coordenadas
$1,...,Sk_2 pertencem ao simplex unitario de dimensao k —2, Si_s. Podemos identificar a esfera

de pré-formas com o produto cartesiano Sy_o x [0, 27)*~1, obtendo a medida de volume de C'S*~2

por
227Fdsy ... dsp_odb; ... d0k_1. (2.22)
O volume total é
27Tk71
(k—2)V
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uma vez que o volume do j-ésimo simplex é 1/j!, para j =1,2,....

O conjunto de coordenadas de Kent tem a vantagem de que a densidade uniforme na esfera
de pré-formas é uniforme nessas coordenadas.

Coordenadas de forma podem ser obtidas rotacionando z a um eixo fixado. Considere a

informacao de rotagao da figura original em 6_1; entao, as coordenadas de forma (de dimensao

2k — 4) sao
(517"'ask’—27¢17~--a¢k—2)a (223)

onde ¢; = 0; — 01, j =1,...,k — 2. Entao a medida de volume no espaco de formas é dada
por

227 Fdsy ... dsp_odoy ... ddg_o. (2.24)
E o volume total é

k=2
(k—2)!"

2.3 Algumas Distribuicoes de Probabilidade em Analise de For-
mas

Nesta secao, serao vistas trés importantes distribuigoes de probabilidade no espago de for-
mas, que fornecem modelos para analise de formas. Trataremos da distribuicdo uniforme, da

distribuicao de Bingham complexa e da relacdo desta com a distribuicdo normal complexa.
2.3.1 Distribuicao Uniforme

Foi mostrada uma medida de volume no espaco de pré-formas na equagao (2.22) e uma
medida de volume no espaco de formas na equagao (2.24), usando coordenadas polares de Kent.
Ao normalizar a medida de volume no espago de formas, obtém-se a medida uniforme d-y neste

mesmo espaco. Considere um ponto z = (z1,...,25_1)"; as coordenadas polares de Kent sdo

obtidas por R(z;) = s/

2 cos(9;), S(z) = 57

; sin(f;) para j =1,...,k—1,5;>0,0<6; <2rm

(2.21). A medida de forma uniforme é dada por

(k —2)!
d'}/ = stl e dSk—2d¢1 ttt d)k:—27
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com [dy=1.
2.3.2 Distribuicao de Bingham Complexa

Vamos considerar o caso de uma distribuicdo de probabilidade na esfera de pré-formas C'S*~1,
onde C'S*~1 ¢ a esfera unitaria complexa em k—1 dimensdes definida em (2.5). No caso de anélise
de formas, considere k marcos anatémicos em m = 2 dimensdes com coordenadas complexas
escritas como 2% (2.2), isto ¢, vetores complexos k x 1. Pré-multiplicando 2° pela sub-matriz
de Helmert (de dimensao (k — 1) x k), obtém-se k — 1 configuragoes helmertizadas w (2.3).

Normalizando por ||w||, segue que a pré-forma é dada por
_ T_ Y k—1
z=(21,-+.,2k-1) =Tl e CS (2.25)
w

A distribuicao de Bingham complexa em CS*~! (a notacio ¢ CBy_1(A)) tem funcio densi-
dade de probabilidade
f(2) =c(A)Vexp(z*Az), ze CSF (2.26)

onde z* denota o transposto conjugado complexo de z, A é uma matriz hermitiana (A = A*) de
tamanho (kK — 1) x (k —1) e ¢(A) é uma constante normalizadora dada por:

k—1

C(A) = 27Tk_1 Zaj exp()\j), aj_l = H()\J - )\i)7

j=1 i#]
em que A\; < A2 < --- < A\;,_1 = 0 representam os autovalores de A. Perceba que c¢(A) = ¢(A)
depende apenas dos autovalores de A e A = diag(\1,...,Ax—1). A prova deste resultado pode
ser encontrada em Dryden & Mardia (1998, p. 113).

A distribuicao tem a seguinte propriedade:

F(e%2) = f(z)

e, portanto, é invariante a rotagoes da pré-forma z. Entao, se um objeto é rotacionado, ele tem a
mesma densidade e tanto este (o rotacionado) quanto o objeto original participarao identicamente
da inferéncia. Esta propriedade faz da Bingham complexa, uma distribuicao adequada para
analise de formas (locagao e escala foram previamente removidos, pois z pertence a esfera de

pré-formas).
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Uma vez que z*z = 1 para z € C'S*~1, pode-se ver que as matrizes parametro A e A + ol
definem a mesma distribui¢cdo de Bingham complexa, com ¢(A + al) = ¢(A)exp(a), onde « é
um numero complexo.

Para mais detalhes sobre as propriedades da distribuicao de Bingham complexa, veja Kent

(1994).
2.3.3 Relacao da Distribuicao Normal Complexa com a Bingham Complexa

Seja zj = x; + iy; uma varidvel aleatoria com distribuigao conjunta normal complexa com

média {; = pj +ivy, j = 1,...,p e X = Xy + X2 ¢ uma matriz de covariancia p x p hermitiana.
Sex = (T1,...,Tp, Y1y Yp)l € = (l1,. ., fpsV1,...,0p) L, tem-se que
17 ¥ X
~ N. = 2.2
onde ¥y = —¥7 ¢ anti-simétrica e ¥ é simétrica positiva definida. Em particular, var(z;) =
var(y;) e cov(zj,y;) = 0, e em cada ponto a estrutura de covaridncia é isotropica. Dados

z=(21,...,2) T e £ =(&,...,&), a fungdo densidade de probabilidade da distribui¢do normal

complexa é

1 —(z—&)* —1 y—

A notagao z ~ CN(&,X) denota que z tem distribuigdo normal complexa com vetor de médias
& e matriz de covariancia .
A distribuigdo de Bingham complexa pode ser obtida condicionando uma distribui¢do normal

complexa multivariada com média zero a ter norma 1. Ou seja, se w ~ CNi_1(0,X), tem-se
wl{lw| =1} ~ CBr1(-X71).

Entao, uma interpretacao da matriz hermitiana — A é que esta é a inversa da matriz de covariancia
de uma variavel aleatéria normal complexa com média zero, que é condicionada a ter norma 1
para se obter a distribuigao de Bingham complexa. Ora, a distribui¢cao de Bingham complexa é

um exemplo de aproximagao condicionada.
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2.4 Testes para Um Grupo de Objetos

Nos consideramos dois métodos para testar se a forma média é igual a um valor particular.
Um ¢é o teste T2 de Hotelling para uma amostra e o outro é o teste de Goodall para uma amostra.
O primeiro é menos restrito que o segundo, porém mais complexo. O teste de Goodall supoe que
a distribui¢do conjunta no espa¢o de marcos anatémicos é normal complexa e isotropica [veja
Dryden & Mardia (1998, p. 160)], o que significa que a variancia para cada marco é a mesma. Por
outro lado, o teste T2 de Hotelling supde normalidade para as observaces no espaco tangente e

a isotropia nao é assumida.

2.4.1 Teste T? de Hotelling para uma Forma Média Especificada

Considere as suposigoes do teste T? de Hotelling para uma amostra. Seja z,...,2J uma
amostra aletoria de configuracoes complexas, sejam 21, ..., 2z, as pré-formas dessas configuracoes,

onde z; é calculado a partir de (2.4), e seja 11 a forma média dessa amostra, calculada usando
(2.8). Sejam vy, ..., v, as coordenadas tangentes Procrustes parciais dessas pré-formas, onde v;
é obtida de (2.20).
Suponha que v;, definido em (2.20), tem distribuigdo normal multivariada. Tem-se que a
média tangente amostral é dada por
== v; (2.29)
e a matriz de covaridncia tangente amostral é

S, = % S (s — 9)(ws — 9)7 (2.30)
=1

O teste T? de Hotelling objetiva avaliar as hipoteses

Ho:[pu] = [po]  wvs.  Hi:[u] # [pol,

onde [po] é um valor pré-especificado para a forma média. Aqui, [p] pode ser pensado como
uma classe de equivaléncia de pré-formas. As coordenadas tangentes parcias vy para a pré-forma

média pg sao dadas por

P
Yo = (Iop—_o — cvec(fi)cvec(fil))cvec (HMOPH) , (2.31)
Ho
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onde cvec(-) esta definido em (2.20) e pf é o ajuste Procrustes de ju, calculado usando (2.18).

A estatistica usada para este teste é dada por

(n — M)

F=
M

(@ —=10)"S, (8 — ), (2.32)

onde vy é dado em (2.31), S,

€ a inversa generalizada de Moore-Penrose de S, (segao 2.2.3) e

M = 2k — 4 é a dimensao do espago tangente.
Esta estatistica tem distribuigdo Fi,— s sob Hg. A hipotese Hy ¢é rejeitada ao nivel o € (1,0)
se F > F(M,n— M,«a), onde F(M,n — M,«) é o quantil 1 — «a da distribui¢do F' com graus de

liberdade M e n — M.

2.4.2 Teste de Goodall para uma Forma Média Especificada

Neste caso, supoe-se isotropia. Seja zi,..., 2, uma amostra aleatoria de pré-formas, onde
cada z; ¢ dado em (2.4). Considere as coordenadas tangentes vy, ..., v, dessas pré-formas, onde
v; esta definido em (2.20).

Para o teste de Goodall, é necessério supor que as coordenadas tangentes seguem um modelo
normal isotrépico. Entao v; tem uma distribui¢ao normal multivariada com vetor de médias u e
matriz de covariancia ¥ = 02Iy, onde o2 é uma constante positiva e Iy, é a matriz identidade
de dimensao 2k x 2k |veja Goodall (1991, p. 314) e Dryden & Mardia (1998, p. 160)].

Assim como no teste 72 de Hotelling, as hipoteses consideradas sdo

Ho:[p] =[] wvs.  Hi:[u] # [po].

O teste de Goodall é baseado em distancias Procrustes ao quadrado (2.17). Para as pré-

formas z; e z;, definidas em (2.4), essa distancia é dada por
d2(z;, zj) =1-— Zi*zjz;zi, (2.33)

parat=1,...,n.
Se [i, o estimador de p, estiver proximo de p, e o for pequeno, a anéalise de varidncia (ANOVA)
aproximada ¢ dada por
n n
> di(zip) = Y di(a, ) + ndf (u, ),
i=1 i=1
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[veja Dryden & Mardia (1998, p. 160)].
Sob a hipotese Hy, as distribuicoe das distancias Procrustes ao quadrado sdo, aproximada-

mente, distribui¢oes qui-quadrado,
2 2.2
d (2, lo) ~ 79X

onde 19 = o /||uol| e M = 2k — 4. A prova desse resultado envolve expansao em série de Taylor
[veja Dryden & Mardia (1998, p. 161)].

Usando este resultado e a propriedade aditiva da independéncia de distribuic¢oes qui-quadrado,
obtém-se:

> iz 110) ~ X a1y

=1

A distancia Procrustes d%(uo, i) ¢ aproximadamente independente de Y d%(z;, ). Usando
mais uma vez a propriedade aditiva da independéncia de distribui¢bes qui-quadrado, tem-se,
aproximadamente,

ndi(no, 1) ~ X4
Sob a hipotese Hy, tem-se o seguinte resultado aproximado:

d%’(:u’(h ﬁ)

F=m-ne—F0% = ~Fum-1u-
Sy ) ey

(2.34)

Este resultado vale se o for pequeno e pg for proximo de ji. Rejeita-se Hy para valores grandes

dessa estatistica.
2.5 Testes para Duas Populacoes de Objetos

Quatro testes para comparar as formas médias de duas populagoes sao considerados nesta
secdo. Primeiro, serdo vistos os testes T2 de Hotelling e o teste com a estatistica de James, que
tem semelhancas com o 7?2 de Hotelling, exceto a suposicdo de que as estruturas de dispersao
entre as populagoes sao diferentes. Em seguida seréa apresentado o teste de Goodall para duas po-
pulacdes que, juntamente com o T2 de Hotelling, é uma versao estendida dos testes apresentados

na secao 2.4. Por fim, veremos o teste baseado na estatistica A.
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2.5.1 Teste 77 de Hotelling e Teste com a Estatistica de James para Comparar
Formas Médias de Duas Populagoes

Estes testes s@o usados para comparar as médias de duas populacées no espago de pré-
formas. No entanto, as quantidades a serem usadas estdo no espaco tangente. Esse aspecto seré

esclarecido apoés as defini¢oes dessas quantidades.

Considere uma amostra aleatoria 29.. ..., 29 . de configuracoes complexas oriunda da popu-
1]7 ) "ngg g g p p p
lagdo II;, onde j = 1,2 (com II; e Il independentes). Sejam zy;,...,z,.; as pré-formas de
G J J ; P J 2o » NG p
0 0 g 0
21jr - Py onde z; é calculada de z;; por (2.4).

Seja [p;] a forma média da populagao II;. Para testar

Ho: (] = [p2]  ws.  Hi: ] # [p2l,

pode-se realizar um teste T2 de Hotelling para duas amostras independentes no espaco Procrustes
tangente. Este é o espago tangente da pré-forma média amostral i calculada a partir das duas

amostras combinadas. Isto é, calcula-se [i como em (2.8), s6 que agora com base na amostra

2115+ Znyls 2125 - - - Zny2, COM N + No observagoes.
Sejam vy, ...,v,, € Wi,...,Wn,, respectivamente, as coordenadas tangentes Procrustes par-
ciais de 211, ..., 2n,1 € 212, .. ., Zn,2, calculadas por (2.20), no espago tangente de . E proposto

um modelo normal multivariado no espago tangente, onde
vimN(fl,E),wlmN(fg,E), iZl,...,nl,lzl,...,ng, (2.35)

v; e w; sendo mutuamente independentes. Supde-se que as matrizes de covaridncia sejam iguais

para v; e w;. O quadrado da distancia de Mahalanobis entre v e w, calculada por (2.29), é
D? = (5 —w)'S, (v —w), (2.36)

onde Sy = (n1Sy + n2Sy)/(n1 + na — 2), S, e Sy, sdo calculados por (2.30) e S;; é a inversa
generalizada de Moore-Penrose de S,,. Sob a hipotese Hy, tem-se £ = £». A estatistica de teste

é
nlng(nl +ng — M — 1) 9

F = D7, 2.37
(m + ng)(m + ng — Q)M ( )
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onde M é a dimensao do espago tangente. Esta estatistica tem distribuicao Fis pn,4ny—nr—1 sob
a hipétese nula. Portanto, rejeita-se Hy para valores grandes de F'.

Perceba que para realizar o teste de hipotese utilizando a estatistica 72 de Hotelling, deve-se
supor a igualdade entre as matrizes de covariancia de v; e w; (2.35). Considere que esta suposigao
nao possa ser feita. James (1954) propds uma estatistica de teste que leva em consideragao a
possivel diferenca entre as matrizes de covariancia. A estatistica de James é dada por

J= (v —w)T {nlls” + ;Sw} (0 — w)

e tem distribuicao assintética X?\m

2.5.2 Teste de Goodall para Comparar Formas Médias de Duas Populagoes

Considere uma amostra aleatoria z(l)j, ceey zgj ; de configuragoes complexas oriunda da popula-
5 R — 3 ; ) . 4 0 0
cao II;, j = 1,2 (com II; e IIp independentes). Sejam z1;,. . ., Zn;; as pré-formas de IV IRRRRE T

onde z;; é calculada de z?j por (2.4).
Supde-se que ambas as populacdes tém variancia comum o2 para cada coordenada (isotropia).

Seja [p;] a forma média da populagao II;. Deseja-se testar as seguintes hipoteses:

Ho : [p] = [pa](= [po])  vs. Hi:[m] # [pol-

Sejam [f11] e [fi2] as médias Procrustes completas de cada amostra, e fi1 e [i2 as respectivas pré-
formas médias amostrais. Sob Hy, com o pequeno, as distancias Procrustes sdo aproximadamente

distribuidas por

ni
D dE(zia, i)~ T X1y
=1

n2

2 ~ 2.2
ZdF(ZiQa,UQ) ~  T0X(na—1)M>
i=1

1 1
d2 ~ o~ ~ 2 ( - - 2
F(Hluﬂ?) To (nl +n2)XM7

onde 79 = o/||o||. Novamente, as provas dos resultados podem ser obtidas usando expansao
em série de Taylor (veja Dryden e Mardia, 1998, p. 162). Em adigao, tais estatisticas sdo apro-

ximadamente mutuamente independentes (exatamente no caso das duas primeiras expressoes).
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Entao, sob Hyp, tem-se o seguinte resultado aproximado:

n1+n272 d%"(ﬁlvﬁQ) F
— — ~ PN ~ I'pr M-
ny byt o oz, i)+ 0002y Aoz, i2) (mtne=2)

F= (2.38)

Este resultado é valido para o pequeno. Rejeita-se Hy para valores grandes de F.

2.5.3 Teste de Hipotese Utilizando a Estatistica A\ para Comparar Formas
Médias de Duas Populagoes

Seja z1,...,2, uma amostra aleatoria de pré-formas, onde cada z; ¢ dado em (2.4). Para
i=1,...,n, z pertence a hiperesfera unitaria C'S?, com d = k — 1, definida em (2.5). Seja /i a
forma média amostral (2.8). Escolha uma matriz M de tal maneira que suas linhas sejam vetores
unitarios mutuamente ortogonais e M, it = 04_1, onde 04_1 é um vetor de zeros com tamanho
(d—1)x 1. M representa uma projecao no espaco tangente de .

Considere a estatistica

T(p) = ZnM*J\//.T*éfll\/Iu, (2.39)
onde g é um vetor unitario complexo (u*u = 1) de tamanho d x 1; ]/W\(d—l)xd é uma matriz
complexa tal que ]\/Zﬁ = 04_1, MM* = Iy 1 e M*M = Ig— pp™; e G ¢ uma matriz complexa
positiva definida hermitiana, que é um estimador consistente da matriz de covariancia assintética
de nl/zl\/f\,u,g, sob a hipotese Hy : p = €?ug, onde 0 esta definido em (2.6) e pp é um valor
especificado.

Para escolher o (A?, considere que se construa uma matriz S como em (2.7), baseando-se na
amostra de pré-formas z1,...,z, dada. Esta matriz tem d autovalores e d autovetores, cujo
autovetor associado ao maior autovalor foi definido em (2.8) como a forma média amostral.
Dados os autovalores Xl < 3\\2 << Xd, exclua Xd e tome os autovetores correspondentes aos
autovalores remanescentes, isto é, i1, fo, ..., lq_1. Fscreva M = [f1, ..., Ha—1]". Designe ém,
como o elemento da u-ésima linha e v-ésima coluna de @, para u,v =1,...,d — 1. Entao,

~ 1~ N N N . ~% o~ K\ (ke
Guo = (A = M) T O = X)X () (25T (2 0) (7 25), (2.40)

j=1
em que /1 é a forma média amostral dada em (2.8). Esta construgao de G (2.40) foi proposta em

Bhattacharya & Patrangenaru (2003) e usada em Amaral et al. (2007), p. 3.
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Considere agora duas amostras aleatorias z11, . . ., 2p,1 (oriundade Ily) e z19, . . ., 2p,2 (oriunda
de IIy), onde z;; € CS* parai=1,... ,njej =12, eseja i o estimador de ;9 baseado na
amostra j. Tem-se também que n; = nj(n) denota uma fungao de n, o indice do tamanho da

amostra. Suponha que n;j(n) = ny;(n), onde

liminf min ¢;(n) > 0, (2.41)
n—oo j=1,2
limsup max ¢j(n) < oo. (2.42)
n—oo J=1,2

Para mais detalhes, veja Amaral et al. (2007).

Para j = 1,2, é requerido que
n'/2Muy % CNa-1(0,Gy), (2.43)

onde G; tem posto completo e CNg_1(0,G;) designa a distribui¢do normal complexa (d — 1)-
variada (veja a segao 2.3.3). Seja @j um estimador consistente para G, em que @j é calculada
da mesma maneira que G , isto é, usando (2.40) baseando-se na amostra oriunda da populagao

II; para j = 1,2. Defina
2
~ — o aa
Ao =n E MjGj Mj e To(,u) == QM AO,U/' (244)
i=1

A estatistica A é dada por

A= min Ty(p), (2.45)
pillull=1

onde Ty(p) é dado em (2.44).

Em Amaral et al. (2007) é apresentado o seguinte teorema que fornece a distribui¢ao assin-

totica da estatistica A:

Teorema 2.5.1. Suponha que (2.43) vale para j = 1,2. Suponha também que éj € um estimador

consistente de G e que (2.41) e (2.42) sao verdade. Tem-se que, sob Hy,

A A X%(d—l) quando n — o0.
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CAPITULO 3

Testes de Permutacdo e Testes Bootstrap

Neste capitulo, serao apresentados dois métodos titeis para a realizagao de testes de hipdtese.
Primeiro, sera apresentado o conceito de testes de permutagao com duas amostras oriundas de
populagoes diferentes. Em seguida, serd abordado o teste de hipdtese com reamostragem de
bootstrap. Depois de apresentadas as defini¢oes desses dois tipos de teste, veremos como eles se
aplicam & anélise estatistica de formas para comparar formas médias de dois grupos, tomando

como exemplo os testes de permutacao e bootstrap da estatistica A, descrita na segao 2.5.3.
3.1 Testes de Permutacao para Duas Populacoes

Esta é a principal aplicacdo de testes de permutagdo. Sejam x = (z1,...,Z,) € y =
(y1,...,ym) duas amostras aleatérias independentes em que x consiste em n realizagoes in-
dependentes de uma variavel aleatéria X com distribuicao de probabilidade Fx e y representa m

realizacoes independentes de uma variavel aleatéria Y distribuida segundo Fy . Deseja-se testar:
H():FXZFY vS. HllFx#Fy, (31)

onde por Fx = Fy, entende-se que Probx{A} = Proby{A}, para qualquer subconjunto A do
espago amostral comum de X e Y. Se Hy é verdadeira, nao existe diferenga entre os comporta-

mentos probabilisticos das variaveis aleatérias X e Y.
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Para se testar hipoteses, é necessério dispor de uma estatistica de teste. Suponha que tenha-
mos & disposigao a estatistica de teste T'(x,y) = T', que é uma funcdo das amostras dadas. Sem
perda de generalidade, considere que Hy em (3.1) é rejeitada para valores grandes de 7. Uma
vez observada T, defina o nivel descritivo ou nivel de significincia alcangado (ASL), a menor

probabilidade possivel acima da qual Hy nao é rejeitada. Em outras palavras:
ASL = Probp {T* > T}. (3.2)

O termo T em (3.2) é fixado como um valor observado e 7™ designa uma variavel aleatoria
distribuida sob Hy, isto é, a distribuicao de T se Hy é verdade. Quanto menor for o ASL, mais
forte é a evidéncia contra a veracidade de Hy.

Testar a hipotese Hy consiste em calcular o ASL, verificar se este é pequeno (ou grande) e,
baseado nesta informagao, tomar uma decisdo. Por exemplo, se adotarmos o nivel de significancia
a = 0.1 para o teste e calcularmos um ASL < 0.1, rejeitamos Hy.

O teste de permutacao de Fisher é uma maneira habil de se calcular um ASL para uma
hipotese nula como em (3.1). O procedimento do teste ¢ o seguinte: combinar as duas amostras
X e y obtendo uma amostra de tamanho n 4+ m; a partir da amostra combinada, tomar uma
amostra, sem reposi¢ao, de tamanho n para designar o primeiro grupo e os m elementos restantes
para designar o segundo grupo; calcula-se a estatistica T para as duas novas amostras, fazendo
isso um grande ntumero de vezes. Se o valor da estatistica T" aplicada as amostras x e y originais
nao figurar entre os 95% valores calculados centrais, rejeita-se Hy ao nivel 5%.

Formalizando, seja up = (x,y) uma amostra formada combinando as amostras x e y. Por
conveniéncia, ordene os elementos de uy e obtenha u = (uy,us,...,u,), em que r = n + m.
Uma vez ordenados os elementos de ug, defina um vetor p = (p1,p2,...,pr) que designa a qual
populagao o i-ésimo elemento de u pertence. Isto é, se o elemento u; pertencente a u foi obtido
da amostra x, tem-se que p; = x, caso contrario, p; = y. Dessa forma, temos que o vetor p é
formado por n x’s e m y’s. Por exemplo, se n = 2 e m = 3, uma possivel observacao do vetor p
seria p = (z,y,y,z,y). Existem 10 vetores diferentes p formados por dois z’s e trés y’s. Assim

como, no caso geral, existem r!/(n!m!) = P,""™ (permutagao de r elementos com repeticao de n
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e m elementos) maneiras de se obter o vetor p.
O seguinte lema é de suma importancia para realizagdo de testes de permutacao [Efron &

Tibshirani (1993)].

Lema 3.1.1 (Lema de Permutagao). Sob Hy : Fx = Fy (3.1), qualquer uma das observagoes

do vetor p tem probabilidade de ocorréncia 1/P"™, onde P/ = ( ::L >

Considere agora uma estatistica T que possa ser escrita como fungao dos vetores u e p,
digamos T = f(u,p), e de tal maneira que, para valores grandes de T, rejeite-se a hipotese nula.

Por exemplo, se estivéssemos interessados em avaliar se as médias de duas populacoes sao
iguais (como é o nosso caso), poderiamos pensar na estatistica 7' como a diferenca entre as médias
das duas populacoes, isto é, T'= x — . Escrevendo T como funcao de u e p, teriamos:

1 1
T:nZUi_mI;Zin7

pi=x

em que Zpl:x u; indica a soma de todos os u;’s para os quais p; = x.
Seja p* um vetor indicando qualquer uma das possiveis P/ permutacoes dos elementos do

vetor p e defina réplica de permutacio de T' como
T =T(p*) = f(p*,u).

Existem P/"" réplicas de permutacao, cada uma com a mesma probabilidade de ocorréncia. Isto
decorre do Lema 3.1.1.
Define-se nivel descritivo de permuta¢do (ASLperm) como a probabilidade de T exceder T,

ou seja,
#{T" > T}

P;z,m Y

ASLperm = Prob{T* > T} = (3.3)

onde #{T* > T} indica o namero de vezes em que 7% > T.

H4 casos em que ¢ mais conveniente aproximar o ASLpem via simulagao de Monte Carlo,
devido a grande quantidade de individuos de determinados grupos em estudo. Veja, por exemplo,
os tamanhos amostrais dos grupos macho e fémea da espécie Caluromys philander na tabela 4.2.
Se fossemos calcular 0 ASLperm pelo modo direto, seria necessario calcular (50 4+ 52)! = 102!

Em Efron & Tibshirani (1993), encontra-se o seguinte algoritmo para aproximar o ASLperm.
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Algoritmo 3.1.1. Calculo do ASLperm.

1. Selecione aleatoriamente B permutacoes entre as P permutagoes do vetor p, digamos

p*(1),p*(2),...,p"(B).

2. Calcule as réplicas de permutacdo de T em cada um dos B vetores obtidos no passo 1:

3. Estima-se 0 ASLperm por:

#T () > T}

ﬁerm:
SLy, iz

3.2 Testes Bootstrap para Duas Populagoes

Para o teste bootstrap com duas populagoes, considere suposi¢oes similares aquelas referentes
ao teste de permutagao, isto é, deseja-se testar as mesmas hipoteses que em (3.1) e se dispoe
das amostras aleatorias independentes x = (x1,...,2,) € ¥ = (Y1,--.,Ym), como descritas na
secao 3.1. Segundo Efron & Tibshirani (1993), os testes bootstrap e os testes de permutagao
apresentam resultados similares, porém isto pode nao ser verdade em situagoes complexas em
analise estatistica de formas.

Um teste de hipétese bootstrap, assim como um teste de permutacao, baseia-se numa es-
tatistica de teste. Podemos pensar novamente em uma estatistica T designando a diferenca
entre as médias de duas populacoes em estudo. Semelhante ao caso de permutacdo, defina
T =Tyus =T —y. O nivel de significancia alcangado ¢ definido como em (3.2).

Defina u = (x,y) uma amostra combinada de x e y, mas dessa vez, nao é necessario que seus

elementos estejam ordenados. Para calcular o @boot, segue o algoritmo.
Algoritmo 3.2.1. Cldlculo do mboot.

1. Retire B amostras de tamanho r = n 4+ m com reposi¢ao de u: u*(1),u*(2),...,u*(B).
Seja x*(b) o vetor formado pelos primeiros n elementos de u*(b) e y*(b) o vetor formado

pelos demais m elementos de u*(b), comb=1,2,...,B.
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2. Calcule T em cada amostra,

3. 0 mboot € dado por

H#{T (" (b)) = Tos }
B Y

ASLboot =
onde Typs € 0 valor observado da estatistica T.

Quando se faz o teste de permutacao, as duas amostras aleatorias retiradas da amostra
combinada (segao 3.1) sdo feitas sem reposigao. Neste caso, podemos interpretar o ASL exato
como a probabilidade do evento {T* > T'} ocorrer, calculada em todo o espago amostral (3.3).
A cardinalidade do espaco amostral é finita e igual a P-""". Por ser dificil de calcular, este ASL
é estimado.

No caso do teste bootstrap, o procedimento equivale a retirar duas amostras aleatérias inde-
pendentes (uma com n e outra com m elementos) de u, mas agora com reposigao. O fTS\LbOOt é

uma aproximacao para 0 AS Ly, mas nao tem interpretacdo como uma probabilidade exata.

3.3 Teste de Permutacao e Teste Bootstrap Utilizando a Estatis-
tica A

Agora, serao apresentados os passos para se realizar testes de permutacdo e bootstrap utili-
zando a estatistica A descrita na se¢ao 2.5.3. Para o teste bootstrap seré necessério transformar

a hipotese nula, uma vez que, tipicamente, os dados nao a satisfarao [ver Amaral et al. (2007)].

3.3.1 Teste de Permutacao com a Estatistica A

Dadas as amostras aleatoérias de pré-formas z11,...,2,,1 (oriunda de II) e z19,..., 2n,2

(oriunda de IIy), deseja-se testar:

Ho: [pa] = [pe]  vs. Hi:[m] # [pel, (3.5)

onde [u1] e [u2] s@o as formas médias das populagoes II; e Ils respectivamente.
Sera apresentado a seguir um algoritmo para realizar um teste de permutagao utilizando a

estatistica A para verificar a igualdade entre as formas médias das duas populacoes.
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Algoritmo 3.3.1. Teste de Permutagdo com a estatistica \.
1. Para ambas amostras (j =1,2), obtenha i;, ]\/4\]-, @j.

2. Determine o menor autovalor, \, e o autovetor correspondente, [g, da sequinte matriz

hermitiana:
2
—
n g MjGj M;. (3.6)
=1
3. Para cada ciclo de permuta¢ao b (b=1,..., B), amostre aleatoriamente a partir da amostra
combinada 211, ..., Zn 1,212, - - - » Znoe2, SEM TEPOSICAO, para formar duas novas amostras de

tamanhos ny e no; calcule ﬁg-b), ]\/4\]@ e @gb) : determine o menor autovalor, N\, da matriz

n Y ()G Y,

J J

isto é, uma matriz como em (8.6), substituindo ]\/4\j e @j por ]\/4\]@ e @§.”).

4. O p-valor de permutagao € dado por

14+ #{b: 2® >}
(B+1) ’

ASLperm = (
onde A € obtido no passo 2.

Note que no passo 4, seguiu-se Davison & Hinkley (1997, segao 4.3, p. 158), adicionando 1

ao numerador e ao denominador na determinagao do mperm.
3.3.2 Teste Bootstrap com a estatistica A

Um ponto importante no teste de hipotese bootstrap é que a reamostragem deve ser feita sob
a hipotese nula. Tipicamente, os dados nao satisfarao tal hipotese exatamente, por isso é preciso
que seja feita uma transformagao preliminar nos dados. Vejamos como é feita esta transformagao,
antes de apresentarmos o algoritmo para realizagao do teste bootstrap.

Suponha que 7 e 7 sejam vetores unitarios pertencentes a C'S¢ (2.5). Deseja-se escolher uma

pré-forma 77 da forma [n] de 7, de tal maneira que 7 mova-se ao longo de uma geodésica horizontal
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no espago de pré-formas, que corresponde a uma geodésica no espago de formas [ver Kendall et

al. (1999, cap. 6)|. Na pratica, a escolha de 7 é feita da seguinte maneira:

) (37)

em que 7] tem a mesma norma de n e 7y € R.

Defina
¢ -~ 1=20)
17 =~ ()’
a = arccos(y*n) € [0,7),
A = AT -y

Lema 3.3.1. Suponha quey en pertencem a CS¢ (2.5), isto é |¥||> = vy =1e|n|?> =n*n =1,

e suponha que |y*n| < 1. Dados @&, Aed definidos acima, a matriz

o

s ad ~ .

U=-exp(@A) =1;+ Z} ﬁAJ
]:

tem as sequintes propriedades:
(i) U é uma matriz unitdria d X d;

(i) U pode ser escrita como

U = I; + sin(@)A + {cos(a@) — 1}(y7* + &&*);

(ii) Unj = ;
(iv) ¥ z € C¢ tal que v*2 =0 en*z =0, tem-se Uz = 2.
A prova deste resultado para dados direcionais pode ser encontrada em Amaral et al. (2007).

Para o caso de formas, a prova é analoga.

Quando este resultado é aplicado na pratica, toma-se n = j1; ¢ v = [ig, define-se 77 como em
(3.7), e se toma U; como uma matriz unitaria dada pelo Lema 3.3.1.

No primeiro passo do algoritmo bootstrap, é necessario calcular a matriz @j, para j = 1,2.

Amaral et al. (2007) notam que a escolha de @j pode depender de se é suposta estrutura de
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dispersao comum entre as populagoes. Supondo que nao haja estrutura de dispersdao comum,
calcula-se éj com base na amostra j, j = 1,2, como em (2.40). Caso contrario, se é considerada
esta estrutura comum, uma versao combinada de (2.40) pode ser usada para obter G e definir
éj = pjé, em que p; é um multiplicador escalar (um “peso”) que leva em conta os diferentes
tamanhos amostrais. Ainda em Amaral et al. (2007), sao feitas consideragoes sobre a escolha de
G baseada na existéncia ou nio de simetria rotacional.

Dadas as amostras aleatorias de pré-formas z11,...,2n,1 (oriunda de IIy) e zi9,..., 25,2

(oriunda de IIy), deseja-se testar:

Ho: [p] = [po]  vs. Hi:[w] # [p2], (3.8)

onde [u1] e [u2] sdo as formas médias das populagdes II; e Il respectivamente.
Sera apresentado a seguir um algoritmo para realizar um teste bootstrap utilizando a esta-

tistica A, para verificar a igualdade entre as formas médias de I1I; e Ils.
Algoritmo 3.3.2. Teste Bootstrap com a estatistica .
1. Para ambas amostras (j =1,2), obtenha fi;, ]\/Zj, (A?j.

2. Determine o menor autovalor, A, e o autovetor correspondente, jig, da sequinte matriz

hermitiana:
2
—
n» M;G; M. (3.9)
j=1
3. Transforme ambas amostras (j = 1,2) usando a matriz unitdria U; obtida no Lema 3.3.1,
que move [ij a iy (j =1,2).

4. Para cada ciclo bootstrap b (b=1,...,B), a partir da amostra j transformada usando U

(Lema 3.3.1), retire uma nova amostra, com reposi¢do, de tamanho nj (j = 1,2); calcule

ﬁgb), ]\/Z](b) e égb); determine o menor autovalor, /\(b), da matriz
2 = b ~(b (b
nZ(MJ( ))*(Gg‘ ))—IMJ( )7
j=1

34



5. O p-valor bootstrap € dado por

14+ #{b: 20 >}

mboot: ( (B—l—l) )

onde A € obtido no passo 2.

Note que no passo 5 seguiu-se Davison & Hinkley (1997, se¢ao 4.4, p. 161), adicionando 1 ao

—_—
numerador e ao denominador na determinacao do AS Lpgog.
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cAPITULO 4

Analise de Dados de Zoologia

A analise estatistica de formas de objetos, ou morfometria geométrica, € uma ferramenta
muito util em algumas areas da ciéncia, como, por exemplo, na Zoologia. Neste capitulo, discu-
tiremos uma de suas aplicagoes ao estudo de algumas espécies de marsupiais americanos.

Tradicionalmente visto como um grupo morfologicamente conservador, estes animais apre-
sentam, no entanto, diversas modificagoes morfologicas relacionadas as suas caracteristicas eco-
logicas. Através de técnicas de analise estatistica de formas, pode-se avaliar e quantificar a
diversidade e diferenciacao morfolégica existente nos marsupiais americanos atuais, no intuito de
poder relacionar esta diversidade aos seus habitos alimentares, locomotores e seu relacionamento
filogenético [Astiua de Moraes (2004)].

O objeto de estudo aqui sao as mandibulas dos marsupiais. Segundo Astia de Moraes
(2004), a forma do cranio e, sobretudo, da mandibula, apresenta correlacao com os habitos
alimentares dos marsupiais americanos, indicando que a diferenciacao sutil na especializagao
alimentar entre espécies de dietas qualitativamente similares se reflete em modificades sutis de um
plano morfolégico basico, que se mantém ao longo da filogenia. Filogenia é o termo comumente
utilizado para hipoteses de relagoes evolutivas (ou seja, relagoes filogenéticas) de um grupo de
organismos, isto é, determinar as rela¢oes ancestrais entre espécies conhecidas (ambas as que

vivem e as extintas) [veja Amorim (1997)].
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Figura 4.1: Didelphis albiventris Figura 4.2: Mandibula do D. albiventris

O objetivo principal desta analise é identificar dimorfismo sexual, baseando-se nas formas
médias das mandibulas de machos e fémeas de cada espécie. A analise de dimorfismo sexual
significa quantificar as diferengas no tamanho e na forma de alguma parte do corpo (como crénio,
mandibula, escapula, etc.) entre macho e fémea de determinada espécie. Oliveira et al. (2005),
por exemplo, analisou as diferengas no tamanho e forma dos cranios de machos e fémeas de 346
espécimes adultos de Arctocephalus australis (lobo-marinho) utilizando morfometria geométrica.
Foi verificada presenca de substancial dimorfismo sexual no tamanho e na forma dos cranios de
A. australis. As diferengas na forma e no tamanho do crénio entre machos e fémeas desta espécie

podem estar associadas a selecao sexual, a sistemas reprodutivos e a histéria de vida.

Figura 4.3: Didelphis marsupialis Figura 4.4: Didelphis aurita

As seis espécies de marsupiais americanos consideradas neste estudo pertencem & familia
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Didelphidae. Sao elas: Didelphis albiventris, Didelphis aurita, Didelphis marsupialis, Caluromys

philander, Caluromys derbianus e Marmosops incanus.
4.1 Descricao dos Dados

O banco de dados utilizado neste trabalho foi cedido pelo Professor Doutor Diego Astua de
Moraes, do Departamento de Zoologia da Universidade Federal de Pernambuco. Os dados cor-
respondem a coordenadas cartesianas bidimensionais referentes a mandibulas de 418 individuos
(marsupiais da familia Didelphidae). Para cada individuo, dispde-se de um conjunto de coorde-
nadas referentes a 19 marcos anatéomicos na mandibula do marsupial. Os dados foram tratados
para ficarem dispostos na forma de matrizes de configurac¢do, como descrito em (2.1). Tem-se,
portanto, 418 matrizes de dimensao 19 x 2, onde cada linha de uma matriz corresponde a coor-
denada no plano de um marco anatémico e cada matriz representa o conjunto de coordenadas

de marcos na mandibula de um individuo.

15
Figura 4.5: Marcos anatdémicos na mandibula do Lu- Figura 4.6: Lutreolina crassicau-
treolina crassicaudata data

Para obter esses dados, foram tiradas fotografias das mandibulas dos espécimes, alinhando
o plano do processo coronodide paralelo a base e & lente da cAmera (lado labial direcionado
para a lente). Quando os dois ramos mandibulares encontravam-se fundidos, a mandibula
foi apoiada em uma caixa furada, de modo que um ramo ficasse paralelo a base e a lente
da cAmera e o outro suspenso, no interior da caixa. Os marcos anatomicos foram digita-

lizados nas imagens com o software TPSDig. Este software foi desenvolvido por F. James
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Rohlf da State University of New York at Stone Brook e pode ser obtido através do site

http://life.bio.sunysb.edu/morph/soft-dataacq.html. Para mais detalhes técnicos rela-

cionados & aquisigao das imagens, veja Astia de Moraes (2004, pp. 56-59).

Em cada exemplar de mandibula foram determinados 19 marcos anatéomicos. A figura 4.5

ilustra os 19 marcos pontuados na mandibula de um marsupial da espécie Lutreolina crassicau-

data, pertencente 4 mesma familia que os marsupiais em estudo, portanto a escolha dos marcos

é equivalente para todas as espécies mencionadas. A descricao dos marcos anatdémicos pode ser

vista na tabela 4.1.

Marcos anatéomicos

Descrigao

(1)

Base do primeiro incisivo inferior.

(2) Base do quarto incisivo inferior.
(3) Extremidade posterior do alvéolo do canino inferior.
(4) Base do terceiro premolar e do primeiro molar inferior direito, no ponto

onde os dentes se encontram com o dentario.

Base posterior do quarto molar inferior direito, no ponto onde o dente
se encontra com o dentério.

Ponto de encontro entre o ramo horizontal da mandibula e o inicio do
processo corondide (ponto de maior inflexdo e base do processo coro-
noide).

Ponto de maior inflexao (extremidade dorsal) da borda anterior do pro-
cesso coronodide.

Ponto mais alto (mais dorsal) do processo coronoide.

Extremidade posterior do processo corondide (inicio da borda posterior
do processo coronoide).

(10) Ponto de maior inflexao da curvatura entre o processo articular e a borda
posterior do processo corondide (base da borda posterior).

(11) Extremidade lateral ou labial do condilo articular.

(12) Base posterior do processo angular.

(13) Extremidade do processo angular.

(14) Base anterior do processo angular.

(15) Projegdo do marco anatéomico 5 na borda ventral da mandibula, perpen-
dicularmente & linha formada pelos marcos 4 e 5.

(16) Projecao do marco anatémico 4 na borda ventral da mandibula, perpen-
dicularmente & linha formada pelos marcos 4 e 5.

(17) Projecao do marco anatémico 3 na borda ventral da mandibula, perpen-
dicularmente & linha formada pelos marcos 3 e 4.

(18) Extremidade antero-ventral da fossa massetérica.

(19) Foramen mental anterior.

Tabela 4.1: Descrigao dos marcos anatémicos.
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4.2 Resultados

Foram realizados testes de hipotese para verificar se as formas médias das mandibulas de
machos e fémeas sdo iguais. Os testes foram 7?2 de Hotelling, de Goodall, teste com a esta-
tistica de James e o teste com a estatistica A\, obtendo-se os p-valores usuais apresentados na
tabela 4.3. Com base em cada uma das quatro estatisticas envolvidas nos testes mencionados
foram ainda realizados testes de permutagao e testes bootstrap (com 200 réplicas de permu-
tagdo e 200 réplicas bootstrap para cada teste). Todos os testes foram realizados utilizando
a funcao resampletest, presente no pacote shapes do R, versdo 2.6.0. Esta fungao recebe os
dados, que devem estar dispostos como matrizes de tamanho k x m (onde k é o ntmero de
marcos anatdomicos e m ¢ a dimensdo em que a forma estd sendo estudada), e retorna os p-
valores referentes aos quatro testes citados. Para mais detalhes sobre o pacote shapes, consulte
http://www.maths.nott.ac.uk/~ild/shapes.

A primeira coluna da tabela 4.3 contém abreviaturas dos nomes cientificos das espécies es-
tudadas; sao elas: ALB (D. albiventris), AUR (D. aurita), MAR (D. marsupialis), PHI (C.
philander), DER (C. derbianus) e INC (M. incanus). Na tabela 4.2, N,, e Ny remetem ao
ntimero de individuos dos grupos macho e fémea, respectivamente, para cada espécie; Nr é o
nimero de individuos em cada amostra de espécie. Note que somente para as espécies D. al-
biventris e M. incanus, Ny = Np, + Ny. Isto porque no banco de dados nao havia informagao
do sexo de alguns individuos; por exemplo, 6 dos 68 individuos do grupo C. derbianus foram

excluidos das amostras para os testes de dimorfismo sexual.

Espécie ‘ Ny, ‘ Ny ‘ Nt
D. albiventris 29 | 31 | 60
D. aurita 28 | 27 | 57
D. marsupialis | 27 | 33 | 65
C. philander 52 | 50 | 104
C. derbianus 30 | 32 | 68
M. incanus 34 | 30 | 64

Tabela 4.2: Tamanho das amostras por grupo.

Pode ser visto na tabela 4.3 que os p-valores dos testes T2 de Hotelling e James com bootstrap
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foram muito diferentes daqueles respectivos p-valores resultantes dos testes feitos da maneira
usual e com permutacdo. Por exemplo, o teste de James na forma usual forneceu p-valor 0
para a espécie D. aurita, enquanto o teste com bootstrap da mesma estatistica forneceu p-
valor 0.8407; esta grande diferenca deve-se ao fato de os tamanhos amostrais terem sido muito
pequenos, Ny, = 28 e Ny = 27 (veja a tabela 4.2). Por outro lado, os testes de permutacao e
os testes na forma usual, para estas duas estatisticas, apresentaram p-valores préximos, como é
o caso da espécie C. derbianus que, no teste T2 de Hotelling, apresentou p-valor usual 0.0945 e
p-valor de permutacao 0.1094.

Observou-se que os testes de Goodall de permutagao e com bootstrap apresentaram p-valores
muito proximos. E, em alguns casos, iguais até a quarta casa decimal; a espécie M. incanus, por
exemplo, apresentou p-valores de permutagao e bootstrap iguais a 0.0049. Os p-valores usuais da
estatistica do teste de Goodall foram muito diferentes dos p-valores de permutacao e bootstrap
no caso das espécies C. philander e C. derbianus.

Os testes com a estatistica A foram os que apresentaram os menores p-valores. Se adotassemos
um nivel de significAncia 0.01, os testes na forma usual rejeitariam a hipotese de igualdade entre
as formas médias das mandibulas de macho e fémea para todas as espécies. Comparando os testes
de permutacao e bootstrap com a estatistica A, vé-se que os p-valores diferiram para algumas
espécies, como ,por exemplo, C. derbianus, para a qual observou-se p-valores de permutagao e
de bootstrap iguais a 0.0597 e 0.1293, respectivamente; no entanto, para a espécie D. aurita, tais
p-valores foram iguais até a quarta casa decimal (0.0049).

E bastante notével na tabela 4.3 a diferenca entre os p-valores associados aos testes relaciona-
dos & espécie C. philander e aqueles referentes as demais espécies. Os p-valores, principalmente
os de permutacao e bootstrap, referentes aos testes com C. philander distaram razoavelmente
pouco entre si e bastante se comparados a maior parte dos p-valores associados a testes com
outras espécies. Isto pode ser devido ao tamanho das amostras dos grupos macho e fémea da
espécie C. philander (52 e 50, respectivamente) serem bem maiores que os referentes as demais
espécies; por exemplo, para D. aurita, N,, = 28 e Ny = 27 (tabela 4.2). O teste bootstrap

funciona melhor para tamanhos de amostras grandes; os resultados sao mais confiaveis a medida
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que o tamanho da amostra aumenta.

A estatistica A é assintoticamente pivotal, portanto, espera-se uma reducdo no erro das
estimativas com a aplicagdo do método bootstrap.

De certo modo, os resultados dos testes refletem o fato que dados reais estao sendo utilizados.
Comparagoes destes testes devem ser feitas com estudos de simulac¢do. Ao se trabalhar com dados
reais, algumas suposi¢des impostas em casos de simulagdo néao podem ser fixadas. Por exemplo,
no caso de simulacao, podemos produzir um conjunto de dados com baixa concentracao, porém,

para dados reais, conjuntos de dados com tais caracteristicas nao sao freqiientemente observados.
4.2.1 Uso dos Testes por Zodlogos

Um profissional interessado no uso destes testes pode perguntar: Qual é o melhor teste? Que
teste devo usar para que situacao? Estas perguntas podem ser respondidas a partir de estudos de
simulagao. Em Amaral et al. (2007), por exemplo, encontram-se estudos de simulagao referentes
aos mesmos testes T2 de Hotelling, de Goodall, James e o teste com a estatistica A, cada um feito
da maneira usual, com permutacao e com bootstrap. Nesse artigo, foram simuladas pré-formas
(vetores complexos unitarios) com quatro marcos anatdmicos, diretamente da distribuigao de
Bingham complexa (segao 2.3.2). Também foram feitos estudos gerando dados diretamente no
espago de marcos anatdémicos, simulando vetores distribuidos segundo uma normal multivariada.

Os testes de Goodall e T2 de Hotelling sdo baseados na normalidade das coordenadas tan-
gentes. Esta propriedade so6 se verifica na pratica quando a variabilidade das formas em relagao
& forma meédia é pequena. Por outro lado, os testes de permutacao e de bootstrap tentam solu-
cionar este problema. Deve-se notar que o aspecto da variabilidade pequena é relativo e deve ser
interpretado como tal.

As estatisticas A e de James s@o mais gerais do que aquelas de Hotelling e Goodall. A de
Goodall apresenta a restricdo de mesmas variancias dos marcos anatéomicos e a T2 de Hotelling
¢é obtida assumindo-se que os grupos apresentam a mesma matriz de covariancias.

Testes de hipdtese em anélise estatistica de formas podem ser tteis nao somente na deteccao

de dimorfismo sexual, mas também na definicdo de novas espécies. Alguns critérios de identi-
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ficagao de espécies na pratica sdo validos, mas um teste indicando a igualdade de formas entre
espécies, pode invalidar tais critérios. Por exemplo, as espécies de peixe-agulha Hemiramphus

brasiliensis e Hemiramphus balao [veja Aratjo (2008)].
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[eNXas OWSHIOWIP IedYLIoA eled $91S9) SOP SOIO[RA-J (€' B[OQR],

Usual Permutacao Bootstrap
Espécie H G J A H G J A H G J A
ALB 0.0105 0 0 1.66 x 10715 | 0.0099 | 0.0049 | 0.0099 | 0.0049 | 0.7661 | 0.0049 | 0.7661 | 0.0248
AUR 0.0028 0 0 0 0.0099 | 0.0049 | 0.0099 | 0.0049 | 0.8407 | 0.0049 | 0.8407 | 0.0049
MAR 0.0170 0.0064 0 0 0.0149 | 0.1144 | 0.0248 | 0.0049 | 0.6616 | 0.0746 | 0.6865 | 0.0049
PHI 0.2194 0.4123 | 0.088 0.0003 0.2388 | 0.3333 | 0.2288 | 0.0447 | 0.5273 | 0.3681 | 0.5223 | 0.0895
DER 0.0945 0.1037 0 2.14 x 1075 | 0.1094 | 0.2189 | 0.1094 | 0.0597 | 0.8457 | 0.2835 | 0.8457 | 0.1293
INC 3.03 x 1077 0 0 0 0.0049 | 0.0049 | 0.0049 | 0.0049 | 0.1791 | 0.0049 | 0.1791 | 0.0049




CAPITULO B

Conclus3do

Este trabalho interdisciplinar proporcionou beneficios para zodlogos e estatisticos. Este tipo
de trabalho desperta nos estatisticos a motivagao para desenvolver novos métodos. Além disso,
pesquisas interdisciplinares fazem com que os zo6logos passem a conhecer novos modelos. Alguns
até bem conhecidos pelos estatisticos, mas pouco utilizados por profissionais de zoologia, biologia
e medicina. Por exemplo, os testes com a estatistica A e com a estatistica de James, que requerem
suposigoes mais fracas que os outros testes trabalhados (Hotelling e Goodall).

Pelas suposicoes dos testes T2 de Hotelling e de Goodall, percebe-se que estes sio bem
restritivos, uma vez que o primeiro exige a igualdade entre as matrizes de covariancia dos grupos
que estao sendo comparados e o segundo restringe que os marcos anatémicos tenham a mesma
variancia. Qutros testes, como o de James e o teste com a estatistica A, sdo menos restritivos.

Uma possivel solucdo para o bom funcionamento dos testes é trabalhar com as versoes de
permutacao e bootstrap dos mesmos. Testes de permutacao e testes com bootstrap sao nao
paramétricos e tém a vantagem de nao impor nenhuma suposicao sobre a distribuicao dos dados.

Dos testes realizados com os dados dos marsupiais, em geral, os testes de permutacao sugerem
a presenga de dimorfismo sexual nas espécies estudadas que pertencem ao género Didelphis e na
espécie Marmosops incanus. O mesmo ocorreu nas versoes bootstrap dos testes de Goodall e

com A referentes a estas mesmas espécies. Ja com os marsupiais estudados do género Caluromys,
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apenas o teste de permutacao com a estatistica A rejeitou a hipotese de igualdade entre as formas

das mandibulas.
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