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Resumo

Nesta tese, propomos um método simples e direto, para gerar solucoes
do tipo ondas viajantes, para equagoes diferenciais nao-lineares. Ilustramos
como solugoes nao triviais para equagoes do tipo KdV, mKdV e Boussinesq
podem ser obtidas a partir de solugoes simples de equacoes lineares. De-
screvemos como, usando este método, uma solugao tipo soliton da equacgao
KdV pode gerar solugao tipo soéliton para a equacao mKdV, como também
para a equagao Boussinesq. Analogamente comegando com a solugao eliptica
da equagao da KdV, podemos obter as correspondentes solucoes eliptica, para
equagao mKdV como também para a equacao Boussinesq. Ainda, mostramos
como solucao simples de equagdes lineares podem gerar solugoes hiperboli-
cas de equagoes nao-lineares. Finalmente propomos e resolvemos algumas
novas familias de equagoes kdV, e mostramos como solugoes tipo solitons
também sao obtidas a partir de equacoes de ordem mais altas, na hierarquia

da equacao KdV usando este método.



Abstract

In this thesis, we propose a simple and direct method for generating trav-
elling wave solutions for nonlinear diferential equations. We illustrate how
nontrivial solutions for the KdV, the mKdV and the Boussinesq equations
can be obtained from simple solutions of linear equations. We describe how
using this method, a soliton solution of the KdV equation can yield soli-
ton solutions for the mKdV as well as the Boussinesq equations. Similary,
starting with hiperbolic solutions of the KdV equation, we can obtain the
corresponding solutions for the mKdV as well as the Boussinesq equation.
And, we show how simple traveling wave solutions of linear equations, can
generate hiperbolic solutions of nonlinear equations. Finally, we propose and
solve some new families of KdV equations and show how soliton solutions
are also obtained for the higher order equations of the KdV hierarchy using
this method.
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Capitulo 1

Introducao

Sistemas integraveis nao-lineares foram estudados rigorosamente por varios
pontos de vista. Desde que a equagdo KdV foi propostall], o assunto ref-
erente a modelos integraveis foi desenvolvido em varias diregoes, entre elas
podemos destacar, a Representag¢ao Lax, Método do Espalhamento Inverso,
Transformagoes de Bdcklund, Formulagao de Zakharov-Shabat, Integrabili-
dade Qudntica, etc|2],[3]. Cada um destes desenvolvimentos sdo muitos im-
portantes pelo fato deles terem aberto novas areas de pesquisas|1][4].

A solugao de uma equagao integravel nao-linear, pode ser normalmente
obtida pelo método do espalhamento inverso|5],[6],[7]. Em alguns casos, isto
pode ser obtido utilizando o método de Transformadas de Fourier para sis-
temas nao-lineares. Nesse método, associa-se um dado sistema de equacao
integravél nao-linear a um sistema de equagao linear(com variavel dindmica
do sistema como um potencial) para que a evolug¢ao temporal de varias quan-
tidades de interesses, sejam mais simples. Estudando a evolugao temporal do
espalhamento dado neste sistema linear, reconstruimos a evolucao temporal

da variavel dindmica(o potencial) pelo o método do espalhamento inverso.



Isto ¢ um método poderoso, indireto para resolver problemas de sistemas
integréveis nao-lineares. Existe também um meio mais direto de resolver
um sistema integravel nao-linear, que possui o nome de Met6do bilinear de
Hirota[8]. Aqui introduzimos uma derivada nao convencional, e reescrevemos
a equagao nao-linear como uma equagao linear em duas variaveis que leva a
uma solugao direta do sistema original. Por outro lado, ambos os métodos
sao muito eficientes mais bastante técnicos.

Neste trabalho, propomos um método alternativo simples e direto[9],
para gerar solugoes do tipo ondas viajantes, para equagoes nao-lineares.
Mostraremos como solugoes nao triviais para equagoes do tipo KdV, mKdV
e Boussinesq podem ser obtidas a partir de solugoes simples de sistemas lin-
eares. Neste método, somos capazes de encontrar uma solugao nao-trivial
de um sistema integravel nao-linear, a partir de uma solugao conhecida de
um sistema linear simples, ou a partir de um sistema nao-linear. Entao de
forma genérica, esse método pode ser comparado como uma transformacao
de Backlund. Porém, ele ¢ diferente do método de transformagao de Back-
lund convencional, onde temos que lidar com condigdes de curvatura zero.
Neste método, a construcao do mapa ¢ muito mais direto, e devido a esse
fato acreditamos que seja bastante tutil.

Este método de transformacao foi estudado em teoria de campo escalar
relativistico, para gerar solugoes nao triviais para uma teoria de campo com-
plicada, a partir de uma teoria conhecida mais simples[10]. Naquele contexto
chamava-se de método de deformacao, e foi aplicado em varias situagoes.
Porém, o poder do método nos levou a propor como um método direto e
bastante 1util, para obter solugoes de sistemas integraveis nao-lineares.

Para se ter uma melhor compreensao do nosso trabalho o expomos da

seguinte forma. No capitulo 2 iniciamos com uma breve revisao sobre a teoria
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10

dos soélitons, em particular abordaremos como se deu as primeiras observagoes
com relacao as ondas solitarias. Neste contexto, falamos um pouco sobre a
equagao KdV, mKdV, e a equagao Boussinesq, como também mostramos
suas solugoes. Finalizamos este capitulo mostrando diversas aplicagoes da
teoria solitonicas.

No capitulo 3, apresentamos a esséncia do método de maneira geral,
dentro do contexto de uma equagao hamiltoniana em terceira ordem nas
derivadas espaciais, descrita num espago de dimensdes(1+1). Ilustramos o
método através de varios exemplos, pelos quais mostramos como solugoes
nao-triviais tipo ondas viajantes para equagoes nao-lineares como KdV, mKdV
[11] e também a equagao Boussinesq|12] podem ser obtidas de solugoes sim-
ples de uma equagao linear em terceira ordem. Mostramos também como
obter as solugoes tipo solitons para equacao mKdV e Boussinesq, a partir
da solugao tipo soéliton da equacao KdV. Ainda nesta secao, calculamos as
solugoes hiperbodlicas da equacao mKdV e Boussinesq a partir da solugao
hiperbélica da equagao KdV. E para finalizar esta se¢ao mostramos como
solugoes hiperbolicas de equacoes nao-lineares, podem ser obtidas de solugoes
simples de um sistema linear.

No capitulo 4, mostramos como utilizando o método podemos escrever
novos sistemas nao-lineares tais como; equacao pKdV e familias de KdV
como também calcular suas respectivas solucoes tipo ondas viajantes.

No capitulo 5, apresentamos a conclusao do nosso trabalho e deixamos

algumas perguntas abertas como perspectivas de trabalhos futuros.
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Capitulo 2

Solitons

2.1 A Descoberta das Ondas Solitarias

O primeiro registro de uma onda solitdria foi feito em agosto de 1834, pelo
engenheiro naval Britanico, John Scott Russel[13]. Ele observou um barco
sendo puxado por dois cavalos um em cada margem do canal de Edinburgh-
Glasgow, que era estreito e pouco profundo. De repente a embarcagao parou,
fazendo com que a massa de agua que estava acumulada na proa do barco
criar-se uma elevacao bem localizada. A seguir a elevacao de agua separou-
se do barco e comecou a propargar-se solitaria ao longo do canal com uma
velocidade de 14 Km/h sem qualquer alteracdo visivel da forma, e esta foi
acompanhada por Russel a galopes de cavalo. A onda solitaria percorreu uma
distancia de cerca de dois quilométros desaparecendo no fim do caminho em
ondulagao da agua do canal. Russel chamou a onda que observou de Onda

de Translacao.
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A Descoberta das Ondas Solitarias 12

A partir dessa observacao, Russel fez uma série de experimentos envol-
vendo essas ondas, até que descobriu como a produzir "em série"(ver fig.
2.1); isto era feito, acumulando 4gua em uma extremidade de um canal raso
separado por um anteparo e, de repente, retirava-se este anteparo.

A massa d’agua excedente se propagava em uma "meia-onda", acima da
linha de repouso do canal sem se deformar com velocidade constante ¢, ver

fig.(2.1) abaixo.

massa de agua
anteparo

nivel de agua

Figura 2.1: Produzindo Ondas Solitarias
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A Descoberta das Ondas Solitarias 13

A figura (2.1), representa o procedimento usado por Scott Russel para
fabricar ondas solitarias em série. Com esses experimentos Russel descobriu
empiricamente, uma relagao entre a altura da onda a (amplitude) em relagao
ao nivel de repouso da agua, e h a profundidade do canal nao perturbado,

com velocidade de propagacao da onda ¢ dada por
& =g(h+a)

onde g ¢ a aceleragao da gravidade.

Da expressao obtida por Russel, observa-se imediatamente que quanto
maior for a amplitude da onda a, maior seré a sua velocidade de translagao
c. Esta equagao provocou uma certa discoérdia na comunidade cientifica da
época, porque estava em contradi¢do a uma encontrada por Airy(1845) por
meio de argumento puramente teorico. Assim J. Boussinesq em (1871,1872),
e Lord Rayleigh em (1876) tentaram resolver esse problema, o que s6 veio a
ocorrer, em 1895 com o trabalho de Korteweg e de Vries [14].

D.J. Korteweg e G. de Vries em 1895, obitiveram teoricamente a formula
de Russel para velocidade da onda soélitaria de translacao, e mostraram que

neste caso a forma da envoltotia da onda era dada por
u(z,t) = asech?[k(z — ct)],

onde o numero de onda k, a amplitude a, e a velocidade da onda ¢ sao dados

por
_ 4Rh*(h+a)

]{5_2
3a

. a=2k =4k

Outro fato observado por Russel em 1844, que permaneceu sem expli-
cacao por mais de um século, é que em colisoes ondas solitdrias preservam

suas caracteristicas. Em uma de suas experiéncias, Russel criou duas on-
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A Descoberta das Ondas Solitarias 14

das solitdarias com velocidades diferentes, e observou que a onda mais veloz
alcancava, a onda mais lenta, de modo que apds o processo ambas permane-
ciam intactas e nao-distorcidas, exatamente como se ambas satisfizessem o
principio de superposicao linear.

Era sabido que efeitos nao-lineares estavam presente pelo fato de que, du-
rante a interagao, as ondas sofriam um deslocamento de fase, ou seja, as ondas
depois da interacao nao estavam na posi¢ao que deveriam estar se ambas se
movessem com velocidade constante. Os fendmenos ondulatoérios geralmente
apresentam um carater dispersivo, pelo qual as ondas em propagagao decaem
e eventualmente desaparecem em um tempo finito.

O professor e matemético da Universidade de Amsterda, D.J. Korteweg,
e o seu aluno, G. de Vries, 50 anos ap6s o trbalho de Russel analisando ondas
gravitacionais em aguas pouco profundas, deduziram a equagao que descreve
ondas gravitacionais.

Por outro lado o que a dupla de pesquisadores Holandeses, Korteweg e de
Vries fezeram, foi tomar a equacao bésica de dinamica de fluidos, a equacao
de Navier-Stokes (ver abaixo) e considerar uma expansdo pertubativa para
propagacgao de uma onda do tipo fabricada por Russel.

A equagao de Navier(1827) e Stokes(1945)

ov Vp

i (T.V)T = — + V27,

¢ utilizada para descrever movimento das substancias fluidas tais como ligiii-
dos e gases. Onde v ¢ a viscosidade do fluido(por unidade de volume), 0(7, t)
é a velocidade do fluido no ponto 7 e t, p(7,t) é a pressao e p é a densidade do
fluido. Esta equacao estabelece que, mudancas no momento e aceleracao de
uma particula fluida, sao simplesmente o produto das mudancas na pressao

e forgas viscosas dissipativas (similar a fric¢ao) atuando dentro do fluido.
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A Descoberta das Ondas Solitarias 15

Em primeira aproximacao encontra-se uma equacao de onda unidire-
cional, onde todas as pertubacoes se propagam com velocidade constante

e igual a

= /gh

Em segunda aproximacao, a equagao encontrada para a equagao da onda

com velocidade ¢ foi

o 3 g0 (1, 2 1 9%
or 2\/;(95 <2" T3t 350 )
sendo

1
0 = 3h* = Th(pg),

1 a elevacao da agua acima do equilibrio, & uma constante arbitraria rela-
cionada com o movimento uniforme do liquido, g aceleragao da gravidade, T’
tensao superficial e p a densidade.

Fazendo as transformagoes

t = & )8
= —\/5=T
2V (hp)

r = —o V%

1o
u = -n+ -«
21T 3%

a equacao acima produz

— —bu—+ = =0.

~ . . 3 . ~
O termo (u9%) descreve a ndo linearidade, enquanto (%-%) a dispersdo,

fenémeno pelo qual, produz a propagagao de ondas de freqiiéncias distintas

com velocidade distintas.
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A Descoberta das Ondas Solitarias 16

Esta equagao é hoje conhecida como a Equa¢ao Korteweg de Vries(equagao
KdV). Originalmente a equagao KdV foi escrita para modelar propagagao de
uma onda longa(amplitude muito menor que seu comprimento), em um canal
raso(comprimento muito maior que a profundidade)[15].

A equacao KdV é uma das mais importantes equagoes da teoria de sis-
temas integraveis, junto com a equacao de Schroedinger nao-linear. Além
disso, ela ¢ uma equacgao com grandes caracteristicas de universalidades ou
seja, aparece em muitos contexto distintos. De fato, ela passou muito tempo
ignorada, até que Fermi , Pasta e Ulam(1955), estudando o modo de propa-
gagao de ondas em redes cristalinas a redescobriram [16]. Ela aparece tam-
bém em teoria de espalhamento quantico e no estudo de fluxo de Toda[17].
Estas varias aplicagoes da KdV se deve ao fato, dela ser a equagao mais
elementar que inclui efeitos nao-lineares e dispersivos.

Em meados de 1960, os fisicos comegaram a usar computadores digitais
para estudar a propagacao de ondas nao-lineares, e foi a partir dai que as
primeiras idéias de Russel passaram a ser apreciadas. Russel observou as
ondas solitarias, como entidades dinadmicas auto suficientes que possuiam
propriedades de particulas classicas.

Estes fatos sao utilizados como um elemento construtivo para formu-
lar comportamentos dindmicos complexos de sistemas de ondas em toda a
ciéncia: desde hidrodindmica(solitons em agua) e dtica nao-linear(sistemas
6ticos), como também em plasma, colises de ondas, tornados, particulas el-
ementares, redes cristalinas, cadeias atdmica e macro moléculas, na teoria de
deformagoes, na condensagao de Bose-Einstein(estado quantico macroscopico
recentemente descoberto experimentalmente) etc.

Na década dos anos 70 aconteceram trés grandes descobertas indepen-

dentes umas das outras que trouxeram grandes beneficios para a ciéncia
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A Descoberta das Ondas Solitarias 17

moderna: um proveniente da ciéncia dos materiais, outro da matemdtica
e outro da fisica cldssica. Esses trés eventos revolucionaram a tecnologia
das telecomunicagoes e despertaram grandes interesses dos fisicos pelos fend-
menos nao-lineares.

Um desses acontecimentos se deu em 1970 com o surgimento de um novo
tipo de fibras dticas, capazes de conduzir sinais luminosos ao longo de uma
distancia muito maior que as fibras anteriores. As primeiras fibras 6ticas
eram fabricadas de vidros em que, o principio fisico utilizado era o da re-
flexao interna total, que foi demonstrado pela primeira vez por John Tyndall
em 1870. Como ¢ sabido esse principio afirma que: quando a luz viaja por
diferentes meios com diferentes indices de refracao, hd um angulo de incidén-
cia critico abaixo do qual a luz sera totalmente refletida para o primeiro meio
sem que a luz penetre na interface.

Em 1950 o desempenho das fibras 6ticas foi notoriamente melhorado, com
a introdugao de um revestimento. As fibras forradas estavam construidas por
um centro de vidro, rodeado por um material com um indice de refracao um
pouco menor que o do centro. Como as fibras possui uma segao transversal
muito pequena, entao o angulo de incidéncia de qualquer raio de luz que se
propague por ela serd menor que o angulo critico necessario para produzir
reflexao interna total, em conseqiiéncia, a luz nao escaparia do interior da
fibra. A principal inconveniéncia para se usar fibras 6ticas sao as perdas de
informacoes ao longo da fibra, devido as impurezas absorventes, que faz com
que a luz se atenue.

Outro acontecimento fantastico foi a aplicagao da teoria solitonica na
construcao das fibras; isto fizeram com que as perdas de informagoes ao
longo da fibra, tornaram-se cada vez menores. Isto s6 foi possivel devido

o conhecimento da fisica(teoria solitonica) de como superar o problema da
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A Descoberta das Ondas Solitarias 18

disperssao dos pulsos luminosos, durante a transmissao dos sinais luminosos
e suas atenuagoes. Esses conhecimento, levaram a construgao de fibras de
cilica(dzido de silicio), que sao 50 vezes melhores(diminuiu consideravelmente
as perdas de informagoes) que as antigas. As novas fibras estdo causando
grandes revolugoes nas telecomunicagoes e sao bastante promissoras para o
desenvolvimentos das telecomunicacoes. Esperamos que num futuro bem
proximo tenhamos fibras oOticas cada vez mais aperfeicoada com perdas de
informacoes devido emprego da teoria solitonica em sua fabricagao.

Outro fator interessante ¢ que, a propagagao de pulsos luminosos em fibras
Oticas sao governados por dois processos fundamentais sendo: um processo
dispersivo, que que tende a destruir o pulso, e outro processo nao-linear, que
tende a modificar de maneira continua a freqiiéncia das ondas de acordo com
os pulsos. Por si s6, cada um destes processos tem o objetivo de destruir a
qualidades dos pulsos. Mas por outro lado, esses processos se adequam de
maneira satisfatoria de tal forma que eles atingem um equilibrio satisfatorio
surpreendente.

Os solitons também s@o aplicados em Condensacao de Bose Finstein(CBE)
que é o quarto estagio da matéria. Como é sabido a CBE consiste de atomos
super frios que estao todos depositados no mesmo estado quantico, exibindo
propriedades ondulatérias, e portanto podem ser considerados como uma
onda atomicas. A aplicacao tecnologica dos solitons em CBE pode ajudar a
criar novos giroscopicos para navegagao super precisa, e criacao de relogios
atomicos.

Assim podemos observar que a teoria solitonica é empregada em varias
areas da ciéncia, e isto se deve ao fato dos sélitons desenvolverem um pa-
pel importante para entendermos o mundo misterioso que estamos imerso.

Por outro lado, é possivel que existam intimeras aplicagoes tecnologicas que
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A Fisica Nao-Linear 19

podera fazer uso dos solitons.
Hoje, sabemos que a diversidade dos sistemas fisicos, matemdticos, bi-
oldgicos, quimicos, etc. onde existem solitons é tao grande que nao resta

qualquer davidas sobre a universalidade do fendmeno.

2.2 A Fisica Nao-Linear

O século XX pode ser chamado de era da fisica linear, pois foi dominado
por equagdes lineares (Maxwell, Schroedinger etc), por objetos mateméticos
lineares (espagos vetoriais, em particular o espago de Hilbert), e por métodos
lineares (transformada de Fourier, teoria de pertubagao etc).

Naturalmente a importancia da nao-linearidade comeca com a equagao
de Navier-Stokes(como foi visto anteriormente)

ov

N Vp 25
n + (0.V)U = ; + vV*y,

e passando para as teorias da gravitacao e dos campos quantizados, com apli-
cagoes em fisica nuclear e em fisica de particulas, embora o tratamento destes
efeitos fossem muito dificeis, exceto como pertubagoes da solugao basica da
teoria linear.

Durante as tltimas décadas, tem se tornado cada vez mais evidente que
nao-linearidades podem resultar em novos fendmenos, os quais nao podem
ser obtidos via teoria de pertubacao: este é ocaso de ondas do tipo soliton.

As ondas solitdrias sao solugdes especiais de certas Equagoes em Derivadas
Parciais(EDPs), que surgem de um balango perfeito entre efeitos lineares dis-

persivos, e efeitos nao-lineares; o que permite a propagacao nao dispersiva de
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A Fisica Nao-Linear 20

pertubagoes localizadas de energia, através de meios continuos sem modificar
seu perfil. No caso em que essas (EDPs) forem completamente integraveis,
estas solugoes sao conhecidas como Solitons, e apresentam a importante car-
acteristicas de serem solugoes nao-pertubativa. A figura (2.2) representa a

interagao de dois solitons. Note que a esquerda temos os dois sélitons antes

c, >c,

G,

T <t

colisdo

1, > 1 X

colisgo

Figura 2.2: Representacao da interacao de dois solitons

da interacdo num instante ¢;. A direita, as linhas cheias representam a local-
izagao dos dois solitons ap6s a interagao no instante t5. As linhas tracejadas
representam as possiveis posicoes dos dois sélitons no instante ¢, caso a in-
teracao fosse linear.

Do ponto de vista fisico, sdlitons representam fené6menos que possuem car-
acteristicas de serem nao-lineares, localizados e interagem fortemente man-
tendo sua identidade. Entao como ja foi mencionado, sdlitons sao ondas
solitdrias em forma de pulsos que se deslocam de um local para outro com
velocidade constante sem perder energia, e conserva seu formato quando in-
teragem com outro soéliton, possuindo também comportamento de particula
classica, ver Fig.(2.2).

Do ponto de vista matemaético, Sdlitons sao solugoes de uma classe de

equagoes diferenciais nao-lineares, cujo interesse se deve ao fato de muitos
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sistemas fisicos complexos, poderem ser aproximadamente descritos por estas
equagoes, e principalmente pelo fato de, apesar de serem nao-lineares, pos-
suirem solugoes analiticas. Como exemplos de equagoes desta classe citamos:

ou 6 ou OPu

Equacao KdV — U— — ——

ot 0x  0a?
2 2
Equacao de Schroedinger Nao-linear — ih% = — R Al + glul*u
ot 2m ) Ox?
Pu  Pu  O*u 0P

Equagao Boussinesq — 72 " o2 + p +3 922

Essa classe é formada por equagoes do tipo,
@ =F|u, %, @,
ot Ox’ 0x?

Pu_ (0
o2 “ Ox’ 0x2" "~

ou

em que a variavel dinAmica u = u(z,t), enquanto F' e G sao fungdes nao-
lineares de u e de suas derivadas, como por exemplo:

i) fungoes quadraticas: u?, u (%) , (%)2

ii) fungoes cubicas: |ul?u, u? <%)

Essas equagoes sao ditas de evolugao devido ao interesse no desenvolvi-

mento temporal da fungao u, para a qual num dado tempo %y, as condigoes

iniciais u(z,to) e, se necessario também 2%(z,t,), sdo satisfeitas. Também
se requer que as condigoes de contorno, em geral dadas por, u(+oo,t) =0 e
fu(+o0,t) = 0, sejam satisfeitas.

As solugoes para as equagoes diferenciais parciais desta classe (no caso

unidimensional) podem ser obtidas por

u(z,t) = f(kx — wt)
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ou

u(z,t) = g(kx + wt).

Onde as fungoes f e g descrevem ondas que se propagam no sentido dos x

positivos ou no sentido dos = negativos respectivamente, com velocidade de

fase
w
Vs = Ev
e velocidade de grupo
dw
Ugr = %

k e w sao respectivamente o numero de onda, e a freqiiéncia angular da onda.
A fim de melhor compreender as propriedades das solugoes do tipo soliton,
consideramos alguns exemplos de equagoes de interesse fisico. Inicialmente

trabalhamos com a equagao da onda unidimensional

DPu(x,t) 2 O*u(x,t)

ot? 0r?

=0 (2.1)

que ¢ uma das equacgoes lineares mais importantes na fisica. Por substituicao
verifica-se que a funcao

u(x,t) = eke=wt) (2.2)

é solucao da equagao de onda acima, quando a relacao w = +ck for satisfeita,

implicando que a velocidades de fase(vys) e a velocidade de grupo(vg,) sejam

dadas por
. w
velocidade de fase — vy, = = +c
d
velocidade de grupo — v, d_Z +c,

O fato do lado direito das equagoes acima serem constantes significa auséncia

Pé6s-Graduagao em Fisica - UFPB



A Fisica Nao-Linear 23

de dispersao, pois todas as ondas independentemente de seu nimero de onda

k, ou ainda, de seu comprimento de onda

)\:?,

se propagam com a mesma velocidade ¢, de modo que os pacotes formados
por varias ondas nao se espalham.

Observe também que as velocidades de fase das varias ondas que compoe
o pacote sao iguais a velocidade de grupo do pacote, situacao tipica de uma
onda no vacuo. Finalmente, como para toda equacao linear o principio da
superposi¢ao se aplica, a solucao mais geral da equagao de onda acima é dada
pela superposi¢cao de duas ondas, uma que viaja no sentido dos z positivos e

outra que viaja no sentido dos x negativos, ambas com velocidade ¢, ou seja,

u(z,t) = ut(z 4 ct) + u™ (z — ct). (2.3)

Este é um exemplo de dois pacotes de ondas que nao se destroem. A seguir

escreveremos a equacao da onda que contenha um termo de dispersao,

0 0 3
Equagao de Onda Dispersiva — 8—1: + 8_3 + a—;; = 0.
A solugao da equagao da onda dispersiva acima é
u(z,t) = ellke=wh), (2.4)

quando a relagao de dispersao w(k) for dada por

w(k) =k — K,
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onde observamos que harmonicos de varias freqiiéncias se propagam com
velocidades distintas, e isto produz distor¢ao no sinal. Veja que em t = 0
temos u(x) = exp(ikz), isto mostra que a onda ¢é oscilatoria.

Note da solugao u(zx,t) que
(kx — wt) = k[ — (1 — k*)t],
de onde observamos imediamente que a velocidade de propagagao da onda é

w
c=—=1-F
]{; )
que é uma funcao de k, denominado velocidade de fase vss(note que o sinal
de ¢ muda de acordo com o sinal de kK = £1). Temos também que para onda

dispersiva a velocidade de grupo vy, = c4(velocidade de um pacote de onda

onde ocorre a propagagao da energia) é dada por

Figura 2.3: Esboc¢o de uma onda com velocidade de fase ¢, e pacote de onda
com velocidade de grupo ¢,
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Por outro lado, veja que ondas de diferentes nimero de onda k, se propagam
com velocidades diferentes: isto é caracteristicos de ondas dispersiva

Esbocaremos a seguir um grafico que mostra a evolucao de uma onda
descrita por uma equagao diferencial com o termo de dispersao, veja figura

(2.4).

TN

Figura 2.4: Representacao da evolu¢do de uma onda dispersiva(sem escala)

Vamos estudar, algumas propriedades das equagdes nao-lineares. Con-

sidere a equacao nao-linear

ou ou

A solugao formal da equagao (2.5) é dada por

u(z,t) = fle— (1 —u)t] = f(2), (2.6)

onde f é uma fungao arbitraria. Podemos facilmente verificar que (2.6) é

solugdo de (2.5) por simples substituigao. Para isto definimos a nova variave
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z=u1x— (1 —u)t, e da regra da cadeia obtemos

ou(z Oou 0z du
ou(z)  Oudz du
or  0z0r dz (2.8)

Mostraremos a seguir em um grafico(veja figura (2.5)), o comportamento da

solugao (2.6). Para mais detalhes veja Ref.[38].

u

descontinuidade

C, C,

(@) (b)

Figura 2.5: Representagao da evolugao de uma onda descrita por uma
equacao diferencial nao-linear
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2.3 A Equacgao KdV

Iniciaremos nosso estudo dos soélitons a partir da equagao KdV
Uy + 6UlUy + Upgy = 0, (2.9)

onde
ou ou
Up=— € Up=—.
oot Ox
Note que a equagao KdV (2.9) contem um termo nao-linear (6uu,), ¢ um
termo dispersivo (Ugys).

A equagao KdV admite solucao do tipo onda viajante na forma
u(z,t) = u(z) = u(kr — wt), (2.10)

onde z = kx —wt. Sendo k o vetor que da a dire¢ao da onda, e ¢ a velocidade
da onda. Agora, se escrevermos (2.9) em fungao da sua solugao u(z, t) = u(z),
temos

Ku,,, — wu, + 6ku, = 0. (2.11)

A equagao acima pode ser escrita como

dilz [1{52 Uy, — (%u — 3u2)] =0.

Integrando a Equagao Diferencial Ordinaria (EDO) acima em relagao a var-

1avel z obtemos

Ku,, = Eu — 3P+ A= dV (u)

2.12
- T (2.12)

onde denominamos por conveniéncia V' (u) por " Potencial Associado", ja que

nao se trata do potencial do sistema no sentido usual, e sim de uma defini¢ao
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util como veremos mais adiante. Enquanto, A é uma constante de integracao
arbitraria.

Vamos resolver a (EDO) (2.12), para encontrarmos qual é, a forma ex-
plicita do soliton da equacao KdV. Entao multiplicando a equagao (2.12)
pelo fator integrante (du/dz) produz

K, u,, — %u u, + 3ulu, = Au, (2.13)

entao,

d [k?
P ?(uz)Q—;U—kUQjLu?’—Au = 0.

Integrando novamente obtemos

k? 2 _ W o 3
— (uy)* = ol T U~ Au+ B =V (u), (2.14)
onde B ¢ uma segunda constante de integracao arbitraria. Da equagao acima

observamos que o potencial associado V(u) possui a seguinte forma

V(u) = guz —u® — Au+ B, (2.15)

onde ¢ = w/k.

Analisaremos a seguir as possiveis forma do Potencial Associado V(u) da
equagao (2.15). A natureza quantitativa da solu¢ao u(z) para valores arbi-
trarios das constantes ¢, A e B, sao determinadas por analised elementares.
O procedimento quantitativo requer o uso de fungoes elipticas ou computacao
numerica.

Entretanto, para aplicacoes pratica, estamos interessado somente nas

2

solugoes reais de u(z) em (2.14). Vamos requerer que (u,)? > 0, e com

isso a forma de V(u) mostra que u(z) varre monotonicamente até colapsar,
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ou seja V' (u) possui um zero real. Com um pouco de cuidado podemos ver
que os zeros de V' (u) para valores das constantes ¢, A e B, podem gerar seis
categorias de solugoes para serem analisadas.

Para ver isso melhor, pintamos no grafico com um tra¢o mais grosso(ver

figura (2.6)), somente a parte da solugdo que corresponde ao valor positivo

de V(u).

V(u) V()
(@) (b)
U u Us U, u
V(u) V(u)
©) (d)
L/ US
u, u, u U
V(u)
@ U 0
o u, u ! Uy u

Figura 2.6: Representagao das possibilidades do comportamento de V' (u).
Solugoes reais para V(u) > 0, que ocorrem somente nas regioes hachuriadas

Por outro lado, como estamos exigindo que (V(u) > 0) ou seja positivo,

entao focaremos nossa atengao no comportamento de (u(z)) proximo a um
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zero de V(u); que nesse caso pode ser analisada através de trés casos

oV (ui1(z)) = 0 — um zero simples(s6 uma raiz real)
oV (ui(z)) = Vu(u1) =0 — um zero duplo(uma raiz real e outra complexa)
oV(u(z)) = Vi(w)

= Vu(u1) =0 — um zero triplo(uma raiz real e duas complexas).

Expandindo V(u) em série de Taylor proximo a um ponto u = u; para
verificarmos se existe alguma solugao que conecte dois minimos do potencial,

e verificarmos se esta solugao é do tipo lump ou kink. Entao

1 d"V(u
—(u—u)" 7(1 )
n! du

NE

Viu) =

3
Il
=)

u=1u1

(ul) + Vu(ul)(u — Ul) + %Vuu(ul)(u — U1)2 +

Il
<

+ Vi (w)) (w — uy)? + O. (2.16)

=

Da equacao acima observamos que:
1°) Se uy 6 um zero simples (ver figura (a),(b),(c),(d) e (e)) entdo V(uy) =

0, com isso a equagao (2.16) resulta
Vi(u) =V, (ur)(u —ur), (2.17)
pois os outros termos da expansao sao despreziveis pelo fato da diferenca

(u — uy) ser muito pequena. Substituindo (2.17) em (2.14) produz

% (u:)? = Vy(uy)(u — uy), (2.18)
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que integrando resulta na forma da solugao u(z), que resolve a equagao (2.14).
1 2
w(z) = ui(2) + §(z — 20) Vi (uq) (2.19)

onde zy é uma constante de integracdo e (z = kz — wt). Note que quando
z — 29 = u(z) = ui(z), isso mostra que u(z) possui um minimo ou um
maximo local para z = z.
2°) Se uy ¢ um zero duplo (ver figura (b)) entao V(uy) = V,,(u1) = 0(que
sao os pontos de maximo e minimos) e V., (1) > 0 com isso a equagao (2.15)
resulta
1

V(u) = ivuu(ul)(u —uy)?, (2.20)

pois os outros termos da expansao sao despreziveis pelo fato da diferenca
(u — uy) ser muito pequena. Substituindo (2.20) em (2.14) resulta

K 2 2
b} (UZ> = VuU(ul)(u - ul) )

de onde vemos que

(uz> = :l: V vuu(“l)(u - ul), (221)

que integrando (2.21) resulta na forma da solugao u(z), que resolve a equagao
(2.14)
u(z) = uy(2) + a eV IVuulu)l (2.22)

onde o é uma constante arbitraria.

Note da equagao (2.22) que, quando z — £oo = u(z) — wuy(z), isso
mostra que u(z) possui um minimo ou um méaximo local para z = z,. Veja
que essa solucao u(z) é do tipo lump, ou seja ela descreve o movimento de
uma particula que sai do ponto de minimo wu, caminha até o ponto de retorno

u3, € novamente vem para o ponto u;. Veja também que devido a esse pico
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a onda pode caminhar de —oo a +oo0.

3°) Se uy é um zero triplo(ponto de inflexdo) ent@o nesse caso também
s6 temos uma possibilidade(ver figura (f)) entado com isso a equagao (2.15)
resulta

V(u) = éVuuu(ul)(u ) (2.23)

Substituindo (2.23) em (2.14) resulta

(UZ) = %Vuuu(ul) V (u - ul)g, (224)

que integrando (2.24) resulta na forma da solugao u(z), que resolve a equagao

(2.14)
4

a?(z — z)?’

onde uy(z) = ¢/6,A = 3(¢/6)? ¢ B = (¢/6)3 . Note da solugdo (2.25) que

u(z) =uy(z) + (2.25)

ela explode quando z = 2y, agora quando zy — oo onde vemos que nao ha
propagagao de onda.

Entao de forma resumida podemos ver que, como interessado em estudar
solucao tipo sdliton entao a partir da analise feita observamos que s6 a solucgao
apresentada no segundo caso ¢ importante.

Portanto impondo as condigdes de contornos encontramos explicitamente

a solucao da equagao (2.9). Logo

d*u

dz?
+oo

_au
dz

+o0

—0 (2.26)
+o0

u

quando (z — 400), segue que A = 0 e B = 0. E assim a equagao (2.14)

resulta, apos efetuarmos algumas élgebras encontramos
du\® 2 w
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assim,
du
— =4

w
- Yo, 2.2
dz P (2:28)

v
k

Observe na equagcao (2.28) acima que existe uma solugao real somente se

(% —2u) > 0.

A EDO (2.28), é separavel de modo que integrando-a produz

i/@:/——@——. (2.29)
i/ (% = 2u)
Fazendo uma mudanca de variavel em que
1 2
u(z) = —5¢ sech”6 (2.30)
sendo ¢ = ¢ temos
du = csech?@ tanhf df. (2.31)

Substituindo (2.29) e (2.30) em (2.31) resulta

9:%§<2—x0. (2.32)

Agora substituindo (2.32) em (2.30) obtemos
=  sech? {ﬁ (E - xo)] . (2.33)

onde g, ¢ um deslocamento de fase que indica a posigao da onda no instante

t = 0. Se fizermos x = 0 em ¢t = 0, tomando as quantidades A = ¢/2,
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k = +/c/2 a solugao (2.33) produz
u(z,t) = Asech?(kz — wt), (2.34)

onde w = 4k? é a freqiiéncia angular. A solucao acima do tipo onda solitdria,
é o soliton da equagao KdV que s6 existe se ¢ > 0.

Para ver isso melhor esbogaremos o grafico da solugao (2.34) a qual mostra
o comportamento do soliton da equagao KdV.

u

x = x(0) x = x(0) + ct X

Figura 2.7: Representacao do séliton para equacao KdV

2.4 A Equacao mKdV

Temos também a equacgao modificada da KdV conhecida como equagao
mKdV, que ¢ aplicada em diversas areas da fisica [18],[19],[20],|21],[22],[23].
Por exemplo, ela aparece no contexto das ondas eletromagnéticas, em filme
de tamanho quantizados, em colisdes de plasmas|24], em redes de fonons
harménicos|25]. Também encontramos aplica¢oes da mKdV em interfaces de
ondas entre dois liquidos com profundidades variando gradualmente[26], em

linhas de transmissao, em barreira de Schottky|27], em ion(soliton) acusticos
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[28],]29],[30], média elastical31] e por fim ¢ aplicada também em problemas
de fluxo de traficos|32|[33].
A seguir calcularemos a solugao tipo soliton da equagao mKdV. Considere
a equacao mKdV
uy — 66Uty + Upgpe = 0. (2.35)

Admitindo que a mesma possui solu¢ao do tipo ondas viajantes temos

d3u du du
s¢’u au 20U
k i 6k u i 0. (2.36)
A equacao acima ainda pode ser escrita
d [ ,d?u w 5
- —u—=2 = 0. 2.
- T T U 2u 0 (2.37)
Integrando resulta
d*u w
2 3 _

onde A é uma constante de integracao. Multiplicando a equacao acima por

um fator integrante Z—Z produz
e — —u— — 2u*— — A— = 0. (2.39)

que ainda pode ser escrita

1d | ,[(du\* w,
—— — | ——u*—u"—2Au| =0. 24
5T [k‘ (dz) P U u ul =0 (2.40)
Integrando obtemos
5 (du > w 9 4
k o) = v tu +2Au+ B =V (u), (2.41)
z
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onde B ¢é outra constante de integracao. Para essa equagao o potencial asso-

ciado possui a seguinte forma

V(u) = %uQ +u* + 2Au + B. (2.42)

Observe que plotando o grafico do potencial temos Como o potencial

V(u)

0

Figura 2.8: Representacao esquematica do potencial associado descrito pela
equagao mKdV

apresenta dois estados de minimo entao a solucao da equacao mKdV ¢ do
tipo kink; que conecta dois minimos adjacente
Vamos determinar explicitamente a solucao aplicando as condigoes de

contorno
d*u

dz?
+oo

_du

dz
+oo

0 (2.43)
+o0

u

quando (z — 400), segue que A = 0 e B = 0. E assim a equagao (2.41)

resulta apos efetuarmos algumas algebras

Cr, (2.44)
k

A equagdo (2.44) mostra que existe uma solugdo real somente se

(% + u2) > 0. (2.45)
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A EDO (2.41) é separavel de modo que integrando-a produz

d
+ / dz = / S — (2.46)
iy (% + )
Fazendo uma mudanca de variavel e resolvendo a integral obtemos
u(x,t) = £k tanh(kz — wt), (2.47)
onde a freqiiéncia angular né dada por w = —2k3. Note que a solucao tipo

soliton da mKdV possui os dois sinais (). Isto significa que ela é invariante
frente a transformacdo v — —w(no capitulo 3, especialmente nas equagoes
(3.36) e (3.43), mostraremos isto explicitamente). No caso da mKdV isso
¢ possivel devido a forma do potencial associado(ver equacao (2.42)) ser do
4

tipo v2, v* ou seja potenciais com poténcias pares de v. Esbocaremos em um

grafico o comportamento da solugao (2.47).

u(x,t)

Figura 2.9: Representacao esquematica do Soéliton da equagao mKdV
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Capitulo 3

O Método

3.1 A Esséncia do Método

Considere a equagao hamiltoniana em terceira ordem nas derivadas espa-

ciais, descrita num espago de dimensoes(1+1) na seguinte forma

onde « é uma constante e fun¢ao f(u) ¢ um monomio da variavel dinamica
u(z,t) que dependendo de sua forma a equagao é linear ou nao-linear.

Assumindo que a equagao acima admite solugao tipo ondas viajantes na
forma

u(z,t) = u(kr — wt), (3.2)

onde em geral, w = w(k) com a forma explicita da a partir da rela¢ao de dis-

persao determinada a partir da estrutura da equacgao e, no caso de equagoes

38



A Esséncia do Método 39

nao-lineares, a amplitude da solugao também é uma funcao de k, portanto de
w. No caso da equagao KdV, a fungao f(u) em (3.1) é dada por f(u) = 3u?,
e a = 1(os coeficientes na equagao KdV podem ser redefinidos para alguns

valores por transformagoes apropriadas) e com isso obtemos
Uy + 6 Uty + Upypy = 0. (3.3)

Para ondas tipo solitons a solu¢ao da equagao acima(ver equacao (2.34))

resulta

u(z,t) = Asech?(kx — wt) (3.4)
comw = 4 k% e A = 2k?. Podemos ainda escrever a solucao na forma familiar

u(z,t) = 2 k? sech?[k(z — 4 k2t)] = %sechz [k(z — ct)], (3.5)

onde identificamos a velocidade da onda viajante como ¢ = 4 k2.
Observe que fazendo a transformagao (v — —u) na equacao KdV (3.3)
obtemos

Uy — 6 UUy + Upgy = 0, (3.6)

cuja solugao possui forma invertida
u(z,t) = —2 k* sech®[k(x — 4 k*t)]. (3.7)
Solugao tipo ondas viajantes (3.2), satisfaz a equagao (3.1)

Qges + [f(u)]e — %u =0, (3.8)
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que integrando resulta

onde § é uma constante de integracao cujo valor é determinado a partir das

condigoes assintoticas, satisfeita pela solugao. V’(u) é dado por

V%wzzdzso. (3.10)

Aqui a constante de integragdo pode ser incluida na defini¢cao de V' (u), que
¢ denominado em teoria de campos como Potencial[10].

Supomos a seguir que exista outro sistema dindmico em terceira ordem na
variavel dinamica v em (1+1) dimensdo, e que nosso interesse ¢ determinar

sua solucao tipo ondas viajantes na forma
v(z,t) = v(kr — 0t). (3.11)

Como no caso anterior(ver equagao (3.9) e (3.10)), consideramos que 0 novo
sistema dinamico admita solugao tipo ondas viajantes, entao sua equagao em

segunda produz

Vge = V (v) =

o (3.12)

Fazemos agora uma importante observagao: se existir um mapa inversivel|10)|
tal que
u=g(v), (3.13)

entao o potencial associado para o novo modelo sera

V(v) = (3.14)
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onde

7)) = a%(:). (3.15)

Explicitamente a relagdo (3.14) é obtida da seguinte forma: tomando a
equacao em segunda ordem (3.9) do modelo original e, multiplicando pelo

fator integrante (du/dz) produz

dou_ v d[1 ()’
dr dr?2  du dx dr |2 \ dz

o que imediatamente resulta

av
= — 1

Z—Z — AV (). (3.17)

Note que a equagao em primeira ordem (3.17) é solucdo da equacdo em
segunda ordem (3.9). Agora de maneira andloga tomando a equagao em
segunda ordem (3.12) para o segundo modelo, e multiplicando pelo fator

integrante (dv/dx) resulta

dv ~
— = +4/2V(v). 3.18
i (v (319)
A equagdo de primeira ordem acima resolve a equagao de segunda (3.12).

Agora derivando a relagao (3.13) encontramos

du dg d_v

T dode (3.19)

Substituindo (3.12) e (3.17) em (3.19) temos

+/2V (u) = £1/2V (v) le—i’. (3.20)
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E finalmente, tomando o quadrado de ambos os lados da equagao (3.20)
obtemos a relagao (3.14).

Entao comparando o primeiro sistema dinamico definido a partir da equagao
(3.9), com o segundo sistema dindmico definido em (3.12) observamos que,
se existir uma solucao tipo onda viajante para o primeiro sistema dindmico
definido em (3.9), entdo também haverd uma solugao tipo ondas viajantes

para o segundo
v(x,t) = v(kr —wt) = g u(kz — wt)]. (3.21)

E importante notar que a relacdo (3.13), nao é exigida para o mapa
do primeiro sistema dindmico(ver equagao(3.9)), e sim para o segundo(ver
equagao(3.12)), cuja solucao estamos interessados em construir. E neste caso
basta relacionar a derivada do potencial dos dois sistemas. Neste sentido o
mapa é diferente de uma transformacao do tipo Miura.

Mostraremos através de varios exemplos que esse método ¢ muito poderoso
e util para construir solugao tipo ondas viajantes, para sistemas nao-lineares.
Como nossa discussao mostra, o sistema dindmico nao precisa ser integravel
para o método funcionar. Entretanto, a utilidade do método é mais signifi-
cante para obter solugoes tipo ondas viajantes para sistemas integraveis.

Nas proximas se¢oes discutiremos como obter tais solugoes para uma var-

iedade de sistema dinamicos.
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3.2 Solucoes de equacgoes Nao-Lineares a partir

de Lineares

Nesta secao ilustraremos como gerar solu¢oes nao triviais para equagoes
nao-lineares a partir de sistema lineares. Assumimos que f(u) =0ea=1e

com isso a equagao (3.1) produz

a qual é¢ uma equacgao linear em terceira ordem, possuindo uma solucao sim-

ples tipo ondas viajantes na forma
u(z,t) = Acos(kx — wt), (3.23)

com w = k>, e amplitude A sendo uma constante arbitraria. Neste caso a
equagao (3.9) produz

Uge = —%u +B=—Ku+pB=V(u. (3.24)

Comparando com a solugao (3.23) notamos que 5 = 0. Integrando a equagao
(3.24) temos

2

k
Viu) = =5’ +7, (3.25)

onde v é uma constante de integragao no potencial.

Entretanto queremos obter solugdo nao-trivial da equacao KdV (3.3)

Vg + 60V, + Vpgy = 0 (3.26)
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cuja forma é dada por

v(z,t) = v(kx — 0t). (3.27)

Podemos seguir o procedimento realizado em (3.9) e (3.10) para construir

V(v) = ;U—kvz T (3.28)

onde ¥ ¢ uma constante de integracao no potencial.
A seguir notamos que se escolhermos a constante de integragdo 7 =

A%k?/2, entdo com o mapa

u(ka — ot) = glo(ka — ot)] = Acos {arc sech Q/%)] , (3.29)

transformamos o potencial associado (3.20) na seguinte forma

~ Vg(v)) {’Y - Lz,q? cos? [Sech_1 (\/%)}} (2k20? — 03

V(v) = = , (330
(v) g'(v)? % sin® [sech ™ (\/5%) ] (3.30)
o que produz
V(v) = 2k*0v? — 3. (3.31)
Comparando (3.31) com (3.28) notamos que se
F=03=0, o=4k°, (3.32)

reproduzimos a forma do potencial associado em (3.28) como prevista por
(3.14). A solugao da equacdo KdV (3.26) ¢ obtido tomando a inversa do mapa
em (3.29), de acordo com procedimento estabelecido (ver equagao(3.16)).
Assim

v(x,t) = g u(kz — @t)] = 2k? sech?[k(x — 4k>t)], (3.33)
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reconhecemos como uma solugao tipo soliton da equagao KdV. Notamos tam-
bém que, a eliminagao das constantes de integracdo em (3.32) é uma reflexao
pelo fato que, a solucao tipo séliton e sua derivada desaparecem assintotica-
mente. Entao neste caso construimos esta solugao nao tri-
vial da equagao KdV, a partir de uma simples solucao trigonométrica de um
sistema linear (ver equagao(3.22)).

Por outro lado, se quisermos construir uma solugao da equacao mKdV
com o sinal negativo

vy — 6020, + Vypge = 0, (3.34)

na forma

v(z,t) = v(kx — Wt) (3.35)

procedemos como mostra em (3.9) e (3.10). Assim
3 4

V(v) = ;’U—kvz + % + v + 7, (3.36)

onde § ¢ 7 sao duas constantes de integragoes no potencial.

Portanto se escolhermos v = A?k?/2, entdo com o mapa
u(kxr — wt) = glv(kx — wt)] = £A cos [arctanh (%)} : (3.37)

obtemos apds algumas manipulagoes algébricas

f/(v) - V(/g(v ) e (1 B U_g)Q{_%A200$2 [arctanh (%)} —I—W}’

g'(v)? k? A? sin? [arctanh (¥)]
(3.38)
que resulta
~ k4 vt
V(v) = 5 - k*v? + = (3.39)

o qual pode ser comparado com a equagao (3.36). E obviamente observamos
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que elas serao iguais quando em (3.36) tivermos
F=—, B=0, w=—2k (3.40)

Tomando a inversa do mapa em (3.37) obtemos a solugao tipo ondas viajantes

para equacao mKdV negativa na forma
v(x,t) = g [u(kz — @t)] = £k tanh[k(z + k*t)]. (3.41)

E bem sabido que a solucdo tipo soliton da equacio mKdV negativa nao é
localizada, porém ela foi obtida de uma solugao trigonométrica simples de
uma equagao linear. Por outro lado, notamos que 4 é uma constante de
integracao nao trivial que sinalisa o fato de que, assintoticamente a solugao
nao desaparece(mesmo sendo nao localizada),porém a derivada faz.

Para equacao mKdV positiva
v + 6020, + Vypy = 0, (3.42)

sua solucao tipo ondas viajantes também pode ser construida de maneira

idéntica ao que ja foi feito, sendo assim para solucao tipo ondas viajantes
v =v(kz —wt),

e seguindo o procedimento usado em (3.9) e (3.10) obtemos a partir da solugao

acima, a forma do potencial associado dado por

4

V() = ;”—k& - % + Bu+ A, (3.43)

Onde (3 e 7 sdo duas constantes de integracoes no potencial que pode ser
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comparada com a equagao (3.36). Notamos que, como no ultimo caso se

escolhermos v = A?k?/2, entdao com o mapa
u(kx —wt) = glv(kx — wt)] = £A cos [arcsech (%ﬂ . (3.44)

obtemos apods efetuarmos algumas manipulagoes algebricas

7(0) = Vig(v)) ” (1)_2 B 1) —k—;Az cos? [arcsech (2
gWw)? k? k? A2 sin® [arcsech (

e finalmente obtemos a forma do potencial associado
Vv) = —=v" — —. (3.46)
Comparando (3.46) com (3.43) observamos que elas serdo iguais quando
B=3=0, w=Kk (3.47)
Neste caso a solucao tipo ondas viajante da equagao mKdV positiva produz
v(x,t) = g 'u(kz — @t)] = £ksech[k(z — k*t)], (3.48)

que representa uma solugao tipo soéliton. Notamos aqui que as duas equagoes
mKdV (3.34) e (3.45), s@o invariantes frente a transformagao v — —uv, que
¢ a razao pela qual ambas solugoes (3.41) e (3.48) possuirem os dois sinais
(£).

Finalmente, podemos construir a solugao tipo onda viajante para equagao
Boussinesq, de uma maneira muito simples a partir (3.18) como segue. Em

primeiro lugar notamos que a equagao Boussineq, é uma equacgao em alta
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ordem nas derivadas espaciais na seguinte forma
Uyt — Vg — (V%) a0 — Vagas = 0. (3.49)
Todavia assumindo que sua solucao tipo onda viajante é
v =uv(kzr —wt), (3.50)

entao, seguindo o procedimento apresentado nas equagoes (3.9) e (3.10),escrevemos

((%)2 _ 1) >4 ot A (3.51)

Portanto a partir do mapa (3.9) ou seja

u(kx — wt) = glo(kx — wt)] = A cos [arc sech Q/%)] . (352)

obtemos

— E2A% 082 [sech ™! (/25 E20v? — 03
by Vo _ =5 eof fed (VL R )

g'(v)? 5 sin® [sech ™" ((/553)]

o potencial associado como

N

e por fim, quando a constante de integracao ~ for

k*A?

Y (3.54)

o potencial associado acima resulta

V(v) = 2k>v? — 0%, (3.55)
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Comparando (3.55) com (3.51) observamos que essas equagoes serao iguais

quando

f=5=0, &==+kVak®+1. (3.56)

A solugao tipo ondas viajantes nao-trivial par equagdo Boussinesq, é obtida

a partir da inversa da equagao (3.52)
v(x,t) = g u(kz — @t)] = 2k? sech®[k(x F V4k2 + 11)). (3.57)

Esta é realmente a tnica solucao tipo soéliton da equacao Boussinesque e
notamos que ela é diferente da soluc¢ao tipo soliton da equagao KdV (ou

equacao mKdV), o qual mostra que a equagao Boussinesque ¢é bi-direcional.

3.3 Solucoes Solitonicas a partir de Sélitons

Nesta secao ilustraremos com detalhes através de diversos exemplos a
eficacia do nosso método, para construir solugoes tipo sélitons de sistemas
integraveis, a partir de solugoes trigonométrica simples de um sistema linear.
Continuaremos a exposi¢ao do nosso método por mostrar como podemos con-
struir solucao tipo soélitons, para outros sistemas integraveis, iniciando com
uma solugao tipo soliton de um dado sistema integravel. Por simplicidade,

iniciaremos com a solugdo tipo séliton (3.33) ou (3.5)
u(z,t) = 2k* sech?[k(x — 4Kk*t))], (3.58)

da equagao KdV (3.3)
Up + 6 Uy + Ugyy = 0. (3.59)
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O potencial para equagao KdV adotando o procedimento em (3.9) e (3.10),
ja foi construido em (3.28). Porém, para a solugdo tipo soliton em (3.58),
notamos que ambas as solugoes como também suas derivadas desaparecem
assintoticamente que determina a constante de integragao ser trivial (que ja

tinhamos notado na tltima se¢do). Como um resultado desse caso temos

V(u) = 2k* u® — . (3.60)

Construiremos a solugao tipo ondas viajante da equagao mKdV negativa
(3.34) a partir da solugao (3.58). ja foi visto em (3.36) que para solugao tipo

ondas viajante a equagao (3.34) produz

4

(v) = %vu % +Bu+ A, (3.61)

E claro que a partir do mapa

u(kz — wt) = glv(kx — wt)] = 2(k* — v?), (3.62)
identificamos
¥ _ V(g(v)) _1 4 _ 12,2 1114
V(v) = TR 2k k*v* + 5V (3.63)

Y=o, 8=0, w=-2k (3.64)
O inverso do mapa (3.62) resulta na solugao
v(x,t) = g u(kz — wt)] = £k tanh[k(z + k*t)], (3.65)

que ja tinhamos visto em (3.36).

Pé6s-Graduagao em Fisica - UFPB



Solugoes Solitdnicas a partir de Sélitons 51

Para a equagdo mKdV positiva (3.42) ja vimos que a forma do potencial

associado é(ver equagao(3.42)

ot 4

S B I M
Vv) = 57! 5 + Bv + 7. (3.66)
Notamos que a partir do mapa
u(kz — wt) = glv(kr — wt)] = 20?, (3.67)
identificamos
y Vigw)) K , v
V(v) = = —v" — 3.68
0= 2P ST (3.68)
desde que
Y=p4=0, w=k. (3.69)
O inverso do mapa (3.67) nos da a solugao
v(x,t) = g 'u(kz — @t)] = £ksech[k(z — k*t)], (3.70)

que ja tinhamos visto em (3.48).
Neste momento vale apena compararmos nossa constru¢ao com a trans-
formacao convencional de Bécklund para equagao KdV. Notamos que a trans-

formacao de Miura

u = Bv* + /B, (3.71)

transforma a equagao KdV (3.3) na equa¢do mKdV positiva ou negativa para
B8 =1, e 3= —1 respectivamente. Para § = 1 a transformacao é claramente
complexa, e isto vale a pena notar que, a transformacao de Miura s6 nao
pode determinar a dependéncia temporal da solugao (dispersao). Para poder

combinar a transformagdo de Miura (3.71) com a equacdo de evolugao da
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equagao mKdV para equagao KdV precisamos obter as transformagoes de

Bécklund, que possui a seguinte forma

Uy = IF%(u — Bv?), (3.72)

Vp = i%(um + 2v/—Buzv + 2u* — 2pw?), B = =£1. (3.73)

A compatibilidade das duas equagoes acima, leva a equagao KdV em um ma-
peamento de suas solugoes entre os dois sistemas, que corresponde a trabalhar
com o conjunto acima de equagoes que nao ¢ bastante trivial comparado com
o nosso método proposto. Além disso, parece razoavel que as transformagoes
de Bécklund possa mapear em uma classe de solugoes correspondentes de
dois sistemas um no outro (isto é soliton para soliton), mas nao é apriori
obvio se ela pode mapear entre classes de solugoes (ainda que possa, parece
ser nao trivial). Aqui nosso método proposto parece ser mais versatil visto
que, ele pode mapear entre diferentes classes de solugoes.

Nesta se¢ao mostramos como solugoes tipo soliton da equagao KdV pode
também gerar solucao para equagao mKdV. Na secao seguinte, indicaremos
como solugoes tipo sélitons pode gerar solugao eliptica para equagao mKdV.

Vamos concluir esta se¢ao mostrando como a solugao tipo séliton para
equagao Boussinesq (3.49) pode ser obtida de (3.58). Ja foi visto na equagao

(3.51) que a solugao tipo ondas viajantes parar equa¢ao Boussinesq ¢

1 w/2 _
Viv)==(—-—=—1)0v=v*+pv+7. (3.74)
2\ k?
Portanto a partir do mapa
u(kx —wt) = glv(kx — wt)] = v, (3.75)
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podemos identificar

¥ V(g(v)) 2,2 3
desde que tenhamos
f=5=0, w==+kVak®+1. (3.77)

Neste caso a inversa do mapa (3.75), resulta na solugdo tipo soliton para

equacao Boussinesq na forma
v(x,t) = g u(kz — @t)] = 2k? sech?[k(x F V4k2 + 11)], (3.78)

que ja tinhamos encontrado (ver equagao(3.57)).

Pé6s-Graduagao em Fisica - UFPB



Solugoes Elipiticas 54

3.4 Solugoes Elipiticas

Sistemas integraveis nao-lineares, possuem uma rica variedades de solugoes
nao triviais tipo ondas viajantes. Na tltima se¢ao foi discutido as solugoes
tipo solitons. Existe também as solugoes eliptica, que sao mais gerais que as
solugoes solitonicas. Isto por que, num limite particular as solugoes elipticas
se reduzem as solugoes solitonicas.

Entao por exemplo, para equacao KdV (3.3)
U + 6UUy + Ugpy = 0 (3.79)
ja é sabido que a sua solucao eliptica possui a seguinte forma
u(z,t) = 2mk? en®(kx — wt,m) + B (3.80)

sendo

w = k[6B + 4(2m — 1)k’ (3.81)

e B uma constante arbitraria. m ¢é outra constante cujo valor varia entre,
0 <m < 1. Os cn sao as fungoes elipticas de Jacobi. Estamos utilizando a

notagao em que, as fungoes elipticas de Jacobi sao dadas por(ver apéndice)
e Seno Eliptico sn = sn(z, m),

e cosseno Eliptico cn = cen(z, m),
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1 = sn?+ cn?
cn? = 1—m2sn?

dn = V1 —k?sn2 (3.82)

Agora também sao vélidas as relagoes para derivadas

dizsn = cndn

d

Edn = —k’cnsn

4on = —snd (3.83)
dzcn = —sndn, i

em que z = kx — wt. Por outro lado, as fungoes elipitica de Jacobi cn,sn e
dn possuem propriedades interessantes sendo que uma delas é que, quando
m = 1 a funcao cn e dn se reduzem a "sech'"e a funcao sn a "tanh". Portanto
se escolhermos m = 1 e B = 0 na solug¢do eliptica (3.80), obtemos a solugao

da equacao KdV (3.5)na forma
u(z,t) = 2k sech?k(z — 4 k%) = g sechk(z — ct). (3.84)

Diferentemente das solugoes tipo solitons da equacgao KdV, as solugoes elipti-
cas nem suas derivadas desaparecem assintoticamente. Portanto para solugao
tipo ondas viajantes seguindo o procedimento estabelecido em (3.9) e (3.10),
determinaremos a forma do potencial associado para equagao mKdV como
(ver equagao (3.28),

ut o, s
5 U + fu+7 (3.85)
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onde w é definido em (3.81). (3 e y sdo duas constantes de integragoes cujo
valor pode ser determinado a partir das propriedades das solugoes elipticas.
Em particular é sabido que o potencial em (3.85) pode ser fatorado a partir

das trés raizes da equacao na seguinte forma
V(u) = [B+2(m—1)k* —u](B —u)[B + 2mk* — ul, (3.86)

quando subtituirmos (3.81) em (3.86) com § =4 = 0.

Entao dado a solugdo eliptica da equagao KdV (3.80) construiremos a
solucao eliptica da equagao mKdV seguindo nosso procedimento. Em primeiro
lugar recordamos da equacao (3.43) que para solugao tipo ondas viajantes

podemos escrever
~ 4

(o) = 22— Y 4 Gy
Vv) = 57! 5 + Bv + 7. (3.87)
Portanto a partir do mapa
u(kx — wt) = glv(kx — wt)] = 20* + B, (3.88)
temos
; Vig(v))
174 —
) g'(v)?
_ [2(m — 1)k? — 20%](B — 2v* — B)[B + 2mk? — 20v* — B](3_89)
42
e assim podemos identificar
¥ 1 4 1 20 1 4
V(v) = —im(m —1k* + 5(2m — 1)k*v* — 5V (3.90)
quando
W= (2m -1k, =0, 7=—-m(m—1)k% (3.91)
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A solucao eliptica para mKdV pode agora ser obtida tomando a inversa do

mapa (3.88)
v(x,t) = g u(kz — @t)] = £ vVmken(kx — @t, m) (3.92)

onde @ é dado em (3.91).
Para m = 1 a solugao acima se reduz a solugao tipo séliton da equagao

mKdV positiva (3.48) ou seja,
v(x,t) = g 'u(kx — @t)] = Lksech[k(x — k*t)]. (3.93)

Note também que a constante B introduzida no mapa (3.88), corresponde a
uma das raizes do "potencial" em (3.90). Podiamos ter definido o mapa com
qualquer outra raiz do potencial, e com isso obteriamos diferentes solugoes
elipticas para equagado mKdV. Em particular as outras raizes em (3.88), levara
a solugao a se reduzir a solucao tipo soéliton para equagao mKdV negativa
(3.34) quando m = 1.

Como temos notado nas se¢oes anteriores, nosso método pode levar facil-
mente de uma classe de solugoes em outras. Entao por exemplo, de acordo
com a solugao tipo soliton da equagao KdV (3.79) e sua solugao (3.80), ob-

servamos que a partir do mapa

u(kz — wt) = glv(kx — t)] = 2k* sech? [cn-l (iﬁ m)] (3.94)

reproduzimos também o potencial associado da equagao mKdV (3.90). A
inversa do mapa (3.94) reproduz a mesma solugao dada em (3.92) iniciando
com a solugao tipo soéliton da equagao KdV. Isto mostra a versatilidade do

nosso método.
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A solugao eliptica para equagao Boussinesq (3.49) também pode ser con-
struida seguido nosso procedimento. Para solucao tipo ondas viajantes a

equagao Boussinesq, produz

Vi) = % ((%)2 _ 1) B (3.95)

Porém vimos também que definindo o mapa
u(kxr —wt) = glv(kx — wt)] = v, (3.96)

podemos identificar

- V(g(v)) [B+2(m—1)k* —v](B —v)[B + 2mk?® — v

Vv) = = 3.97
(v) 7 (0)? ] , (3.97)
desde que
W=+ k\/1+6B+4(2m — 1)k2, (3.98)
B =4m(1 —m)k* +4B(1 — 2m)k* — 3B, (3.99)
(§
5 = 4Bm(m — 1)k* +2B*(2m — 1)k* — B? (3.100)

Tomando a inversa do mapa (3.96) produzimos a solu¢ao eliptica da equagao

Boussinesq
v(x,t) = g u(kz — wt)] = 2m k* en®(kx — @t, m) + B (3.101)

onde w é dado em (3.98).

Finalmente para fechar esta secao mostramos como justamente, as solugoes
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tipo solitons de sistemas nao-lineares, podem ser construidas a partir de

solugbes tipo ondas viajantes de um sistema linear(ver equagao(3.17)), como

também as solugoes elipticas.

Iniciaremos mostrando como construir a solugao eliptica da equagao KdV,

iniciando com uma solucao trigonométrica simples do sistema linear definido

em (3.17), isto ¢

Ut + Upge = 07

cuja solucao é,

u(z,t) = A cos(kx + wt).

en”! == b m
2mk?’
obtemos

Vgl _ e [t (iR +0

g,('U)2 n —@ sin? [Cn*l(\/ﬁ,mﬂ
2(v—B)(—2mk2+v—B)(2k2—2m2k2+m(v—B))

A partir do mapa

u(kxr —wt) = glv(kx — wt)] = A cos

Y

Quando a constante « for v = kA2 /2 obtemos da equagao acima

V(v) = (4m?k? + 3mB — 2k*)v? — mo®
+(4mk* — 4m>k* — 8m*k*B — 3B*m + 4Bk*)v

+(B*m — 4Bmk* + 4Bm?k* + 4B*m?k* — 2B%k?).

Mas da equagao (3.28) temos

(3.102)

(3.103)

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)
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onde notamos que as equagoes (3.106) e (3.107) serdo iguais quando

W= £ k(6B + 4(2m — 1)k?), (3.108)
G =4m(1 —m)k* + 4B(1 — 2m)k? — 3B?, (3.109)

(§
5 = 4Bm(m — 1)k* + 2B*(2m — 1)k* — B> (3.110)

Tomando a inversa do mapa (3.104) obtemos a solugao eliptica da equagao

KdV
v(x,t) = g u(kz — @t)] = 2m k* en®(kx — @t, m) + B (3.111)

com W ¢ dado em (3.108).
Similarmente para finalizar construiremos a solucao eliptica da equacao
mKdV positiva
vy + 6070, + Vppr = 0, (3.112)

a partir do mapa

u(kz — wt) = glv(kz — wt)] = A cos lcn—l <\/%km)} . (3.113)

Com o procedimento tomado em (3.9) e (3.10) obtemos

f/(v) _ V(/g(v ) _ —# cos? [cn—l (\/Uﬁk’mﬂ —|—’7' (3.114)

q(v)? {Mk A sn [on1 ] : }

(11— ) [1-m2(1- 2
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E assim quando a constante v for v = k?A?/2 obtemos

» 2 4
V(v) = _%04 + (m?k?* — %)1)2 + %(1 —m?). (3.115)

Onde observamos que comparando a equacao (3.115) com o potencial da

equagao mKdV positiva (3.114)

~ 4 _
Viv) = ;U—k# - % + B+ A, (3.116)

observamos que eles serao iguais quando identificamos

w o= (2m? — 1)k
B =0,
]{74
:7 = Tm(l_m2)7
m = 1. (3.117)

Tomando a inversa do mapa
v(x,t) = g u(kz — @t)] = 2m k* en®(kz — wt, m) + B (3.118)
reproduzimos a solugao da equagao mKdV
v(z,t) = v/mkcen(kx — wt, m), (3.119)

que j& tinhamos encontrada diversas vezes. Isto demonstra que solucao elip-
tica como também as solugoes tipo solitons, podem ser obtidas a partir da

solu¢ao de um sistema linear simples, usando nosso método.
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Capitulo 4

Novos Sistemas e suas Solucoes

4.1 A equacao pKdV

Até agora, usamos nosso método para construir solucoes de equagoes
conhecidas. A partir desse instante, aplicamos o método para encontrar
solugoes de algumas novas equacoes nao-lineares.

Considere o sistema dinamico
1
v+ a(l 4+ p)(1 + 2p)vrv, + Vypy = 0, (4.1)
onde a e p sao constantes reais arbitrarias. Nomeamos esta equagao como
pKdV e notamos que:
e quando a = p = 1, reproduzimos a KdV;
° Paraa:j:2ep:%,

reproduzimos as duas equagoes mKdV.
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Analisaremos esta nova equagao, com o método discutido na segao (3.1),
e construiremos sua solucao tipo onda viajante a partir da equagao KdV.
Vamos admitir que a equagao pKdV possui solugao tipo ondas viajantes

na forma

v =v(kz —wt). (4.2)

Entao seguindo o procedimento das equagoes (3.9) e (3.10), podemos escrever

a equacao em segunda ordem como

d*>v AV W JET .
@:%:?v—ap(1+2p)vp + 8. (4.3)

Para esse modelo o potencial associado toma a seguinte forma

V(o) = oo = ap? o5 4 fo o, (4.4)

onde (3 e v sao duas constantes de integracoes no potencial.

Por outro lado, ja vimos que a equagao KdV

Us + 6 Uy + Ugry = 0, (4.5)
cujo potencial associado ¢é
V(u) = 2k*u? — u?, (4.6)
possui solucao dada por
u(z,t) = 2k? sech? (kx — 4k>t). (4.7)
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Entao a partir do mapa
1
u(kx —wt) = glv(kz — wt)] = avr, (4.8)

podemos escrever o novo modelo apés algumas manipulagoes algébricas como,

ooy - Vig() _ 2R avn)? = (avn) L oy o v
V(v) = PO [d (av%) 5 = 2p°k P : (4.9)

dv
Observe da equagao (4.9) e (4.4) que, para elas serem iguais é preciso que na
equagao (4.4) identificamos

B=7=0, w=A4p*k> (4.10)

Note que a partir da inversa do mapa (4.8) podemos escrever a soluc¢ao da

equagao pKdV como

2

v(x,t) = g u(kz — @t)] (%) sech® (kx — w't). (4.11)

Notamos que a solugao real s existe para alguns valores restritos de p e a,

por exemplo;
1. quando a > 0, p pode ter qualquer valor real,
2. para a < 0, os valores de p para que a solugao real exista sao restritos,
3. quando a = p = 1, reproduzimos a solucao da KdV,

4. quandoa=2ep= %, reproduzimos a solugao da mKdV.
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4.2 A familia KdV(i,a)

A seguir mostraremos outras ilustragoes, construindo uma familia de
diferentes equagdes nao-lineares e suas solugoes. Faremos isto inicialmente,

a partir da equagao mKdV negativa
Uy — 6 Uy + Uggy = 0, (4.12)
cuja solugao solitonica tipo kink possui ¢é
u(xw,t) = £k tanh[k(x + 2k*t)]. (4.13)

O potencial associado para equagao mKdV (ver equagao(3.44)) produz

4

V(W) = 5w’ + = + But 7, (4.14)

onde 6~ e 4 sao duas constantes de integracoes no potencial. Quando B =0,

5= k_; e w = —2k? a equacao (4.14) produz

1
V(u) = §(u2 — k%)% (4.15)
Portanto a partir do mapa
u(kx — Wy ot) = glv(kx — Wi ot)] = £k cos[aarccos(v) —mn],  (4.16)

onde a é¢ um parametro real, e m pode assumir valores inteiros e semi-inteiros.

Para m semi-inteiro, o potencial associado para o novo modelo possui a
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seguinte forma

Vie(w) = 12— 2 =~ (1 =) T2(0). (4.17)

‘72711(1)) = = (1 -0*)U%(v), (4.18)
onde chamamos por simplicidade

T.(v) = cos[aarccos(v)], (4.19)

U,(v) = sinla arccos(v)]. (4.20)

Observe que para a inteiro, T, (v) e Uj44(v) s@o os polinoémios de Chebyshev
de primeiro e segundo tipo respectivamente.

Aplicando nosso método, podemos construir as duas familias de equagoes
v+ (fi,a(v))/'ux + Vggz = 0> (421)

onde f;q(v) ¢ uma fungao de v, e i = 1 ou 2, correspondem as duas possibi-
lidades fornecidas pelas equagoes (4.17) e (4.18).

Vamos chamar a equagao (4.21) de equacao KdV(i,a), pelo fato dela rep-
resentar uma familia de KdV. Note que para solugao tipo ondas viajantes a
equagao (4.21) produz

o d‘N/Ia v wia s
(Via(v)) = dv( ) = k’ v — fi.a(V)) + Bia- (4.22)
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A solugao da equacgao (4.22) é

v(x,t) = g u(kz — W;qt)] = cos <%[9(l{;x — W; ot) + mw]) : (4.23)

onde a velocidade w; , depende de m inteiro (i = 1) e m semi-inteiro (i = 2).

Por outro lado observe que 0(y) é o fator principal para determinar quem
¢ [arccos(tanh(y))], e m identifica uma entre varias solugdes que a equagao
pode possuir. Para m semi-inteiro temos m = %, ..... , 20— %, e para m inteiro
temos, m = 0,1, ....2a—1, para a inteiro ou semi-inteiro. Nas figuras seguintes
podemos identificar estas possibilidades explicitamente. Examinaremos com
detalhes a seguir, as diferentes familias de KdV que nés temos com a inteiro

e semi-inteiro.

4.3 Familia de KdV para a Semi-Inteiro

Afim de obter a forma explicita de (f;.(v))" com suas relagoes especificas
com Wy, 4, vamos escrever (Vi ,(v))" como funcdo de seus zeros. Para a semi-
inteiro temos

1
2

E(L—v)(1 =) [J v+ 2,2 (4.24)

j=1

a—

22(1—3

‘71@(”) =

a?

sendo Va,(v) = Vi4(—v). Na expressio acima temos

; 25 —1
2], = cos ( 92 w) . (4.25)

a
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Observe que usando as equagoes (4.22) e (4.23) obtemos

k2 -
[fra(0)]' = Toq2 (Via(v))", (4.26)
onde temos usado W, = ETIf

A fungdo polinomial (4.24) prever uma familia de equagoes KdV que
apresentam: uma solug¢ao solitonica tipo sech, e N = a — % diferentes pares

de solugoes solitonicas tipo tanh, para cada membro da familia de equagoes.

[lustramos abaixo, algumas das diversas possibilidades para o caso a = %, %,
e 2. Veja
[fr1/2(0)] = 6 k20, Wy = =2k, (4.27)
14 80 ~ 2
[fl 3/2(U)]/ == __kzv + —k2U3, w1 /3= —% ]{73, (428)
’ 3 3 ’ 9
114 672 N 2
[fr52(0)] = 6k*v — ?kzv?’ + gkzvi Brs2 = —5¢ . (4.29)
Temos também que
foa@)] = —[fra(v)]
wl,a = 12}2,(1- (430)

Na figura (4.1), esbocamos o grafico de Vj,(v) e suas solucdes rela-

cionadas, para alguns valores de a semi-inteiro.
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| | |

| K | & [

I"ul I| , | , '[/‘\
\

Figura 4.1: Representa o grafico de \71,,1(1)) para k = 1(painel de cima),
para os valores de a = 1/2(painel da esquerda), a = 3/2(painel do meio),

a = 5/2(painel da direita) e nos paineis de baixos as correspondentes solugoes
tipo sech e tipo tanh para ¢t = 0.

4.4 Familia de KdV para a Inteiro

No caso de a inteiro temos familias distintas de equagoes KdV, uma para

1 = 1 e outra para ¢ = 2. Por esta razao a seguir, consideraremos as duas

possibilidades separadamente.

1. O caso de i=1

Para obter a forma explicita de [fi,(v)]’, com suas relages especificas

para Wy, € a inteiro, vamos escrever V; ,(v) em func@o de seus zeros, o que
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resulta em duas possibilidades:

(i) a par
% 22073 2 L 2 22
Via(v) = ——k (1 —v ) [ = ()% (4.31)
j=1
(i) @ impar
~ 92a-3 (a—1)/2 ,
Via(v) = —=F(1 = v7) (v* = (212" (4.32)
j=1
onde
; 27—1
2], = cos ( ‘72a 7T) : (4.33)

Agora utilizando (4.22), (4.31) e (4.32) obtemos

W1,a

a®)] = 2 = (Via(0)', (4:31)

com Wy, = k* para a impar, e w, , = —k® para a > 2 par, sendo |1 40| <
|W1.4]. Observe que a fung¢@o polinomial (4.31) e (4.32) prever uma familia de
equagoes KdV que apresentam duas solugoes solitonica tipo sech, e N = a—1
diferentes pares de solugoes solitonicas tipo tanh, para cada membro desta
familia de equagoes. Nos ilustramos abaixo, algumas das diversas possibili-

dades para o caso a = 1,2,3. Veja;

[f11(v)] = 6 k>0, Wy, = K, (4.35)

[fi2(v)] = =12 k%% + 15 k*v?, Wy = —1.25 k%, (4.36)
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200 448
k2ot +

[f1,3(v)], = 22 k2 ’U2 - ? ka2’l}6, 111173 = ]{?3. (4.37)

Na figura 4.2 esbocamos o grafico de ‘71@(11), e suas solugoes relacionadas

para alguns valores de a inteiro.

i
| | I

_

Figura 4.2: Representa o grafico de f/’m(v) para k = 1(painel de cima), para
os valores de a = 1(painel da esquerda), a = 2(painel do meio), a = 3(painel
da direita) e nos paineis de baixos as correspondentes solugdes tipo sech e
tipo tanh para t = 0.

1. O caso de 1=2

Para obter a forma explicita de [f2,(v)]’, com suas relages especificas

para g, vamos escrever Vp,(v) em fungdo de seus zeros, o que também
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produz duas possibilidades:

(i) a par
y 22075 2a/2 2 22
Vau(v) = 2 v [T = ()7 (4.38)
j=1
(ii) @ impar
. 92a-3 (a+1)/2 '
Vaa(v) = —5F° [T &= =07 (4.39)
=1

onde

. 1
2y 4 = COS <‘7 w) : (4.40)

a

Agora utilizando (4.22), (4.38) e (4.39) resulta

[f2,a(v)]/ = _[fl,a(v>],7 (4-41)

~

com Wy, = k® para a par; g = —2k%, e Wy, = —k* paraa > 1; e a
impar, com [Wg 442| < |W2,4]. Observe que a fun¢do polinomial (4.38) e (4.39)
fornecem uma familia de equagoes KdV que apresentam N = a diferentes
pares de solugoes solitonicas tipo tanh, para cada membro desta familia de
equagoes.

[lustramos na Fig.(6.3) algumas das muitas possibilidades para o caso

a=1,2,3, para Wy, = —2k3 k% —1.11 k>.
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Figura 4.3: Representa o grafico de ‘72,&(@) para k = 1(painel de cima), para
os valores de a = 1(painel da esquerda), a = 2(painel do meio), a = 3(painel
da direita) e nos paineis de baixos as correspondentes solugdes tipo sech e
tipo tanh para t = 0.
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Capitulo 5

Comentarios e Conclusoes

Neste trabalho, propomos um método simples e direto para encontrar
solugoes tipo ondas viajantes, para sistemas integraveis nao-lineares. Ilus-
tramos nosso método, construindo explicitamente solugao tipo soéliton da
equacao KdV, mKdV e Boussinesq , a partir de uma solugao trigonométrica
simples de uma equacao linear. Mostramos também como o método pode ser
usado proveitosamente para construir solugoes tipo solitons para uma dada
equagao integravel. Nesta conexao, temos construido a solucao tipo séliton
da equacao mKdV e Boussinesq, comeg¢ando com uma solugao tipo séliton
da KdV, e comparamos nosso método com o convencional método de Miura,
e o método de transformagao de Béacklund.

O método também é aplicado a outros tipos de solugbes tipo ondas vi-
ajantes, como temos enfatizado isto construindo as solugoes elipticas das
equagoes mKdV e Boussinesq iniciando com a equagao da KdV. Mostramos
ainda, como as solugoes elipticas podem ser obtidas, a partir de uma solugao
simples de um sistema linear. Evidentemente escolhemos estes exemplos,

principalmente de solugoes conhecidas para enfatizar claramente na pratica
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como o nosso método é simples e util. Constatamos isto, com os detalhes
técnicos que foram utilizados para construcao de cada solugao conhecida.

O procedimento é muito poderoso e 1til, como foi explicitamente mostrado
nesse trabalho, por construir e resolver familia distintas de uma dada equagao.
Em particular construimos solugoes tipo sélitons para equagao pKdV. Mostramos
como construir equagoes que suportam solugoes tipo sech e tanh. Isto é con-
statado com a situacao padrao, onde a equagao KdV admite séliton tipo sech
e a equagao mKdV, soéliton tipo tanh.

Os resultados apresentados no capitulo 4 mostrarao, que podemos en-
contrar solucao tipo sech ou tipo tanh para a mesma equagao dependendo
das condigoes de limites aplicadas para obter estas solugoes. Também ver-
ificamos que, para a hierarquia na equacao KdV(nds simplesmente citamos
aqui os resultados sem entrar em detalhes), a solugdo tipo soliton para a
enésima equagao pode ser construida usando nosso método, e nesse caso ter

a seguinte forma
uw? T (2,t) = 2k% sech®[k(x — (2k)"1)], (5.1)

onde para n = 1 reproduzimos a equagao (3.3) e sua solugao correspondente
(3.5).

Os resultados obtido no presente trabalho nos impulsiona a perguntar se
podemos estudar solucoes tipo multi-sélitons de sitemas integréaveis e resolver
equagoes de ordem mais alta de uma maneira sistemética.

Estariamos interessados por exemplo, se nosso método pode elucidar se

existe uma solugao tipo soliton para uma equacao da seguinte forma

Uy + Uty + 0 Ugpgpe = 0. (5.2)
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Estas sao algumas das perguntas que queremos responder num futuro

bem proéximo utilizando nosso método.
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Apéndice A

Transformacoes de Backliind

Historicamente, as transformacoes de Backliind foram desenvolvidas em
1880 com o objetivo de estudar, as relagoes envolvidas entre Geometria Difer-
encial e Equacoes Diferenciais.

Uma transformacao de Backliind ¢ defenida essencialmente como sendo,
um sistema de equagoes que relaciona a solu¢ao de uma dada equacao qual-
quer com outra solugao da mesma equacao, ou com uma solu¢ao de uma
outra equagao.

Em geral, uma transformagao de Backliind para uma equagao diferncial
parcial para variavel dependente u(z,t), é definida a partir de um par de

equagoes dada por

wy = P(w,u,uy, uy,x,t) (A1)

wy = Qw,u,uy, ug, ,t). (A.2)

Onde P e @) sao fungoes das variaveis indicadas, porém nao sao de suas

derivadas ou seja de w.
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A fim de explicitar a Transformacao de Backliind para a equacao KdV,
primeiro fazemos a mudanga de variavel u = w,, com w satisfazendo a

equacao do potencial da KdV
wy + 3w§, + Wy = 0, (A.3)

onde a constante de integragao foi tomada sendo zero sem perda de gener-
alidade. Entao a transformacao de Backliind para a equagao (A.3) é dada
por

1
w, + W, + 2k* + 5w = W) =0, (A.4)

wy — Wy + 3(We — Wy ) (W + W) + Wagy — Wage = 0, (A.5)

onde k ¢ um parametro de espalhamento. E facil verificar que se w é uma
solucao do potencial da equagao KdV, entao w = w, é a solugao da equagao
KdV.

Vamos supor que w = 0 na equagao do potencial da KdV, entao a cor-
respondente solucao trivial da equagao KdV ¢ v = 0. Entao resolvendo as

equagoes (A.4) e (A.5) para para w(z,1)
W(x,t) = 2ktanhk(x — 4k*t — x¢). (A.6)
Quando |w| < 2k produz a solugao tipo soliton dada por
W(x,t) = 2k? sech®k(x — 4kt — x). (A7)
Se |w| > 2k entao

w(x,t) = 2k coth k(x — 4k*t — x), (A.8)
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que produz a solucao singular da KdV.
w(x,t) = 2k* cosech®k(x — 4k*t — x), (A.9)
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Apéndice B

Polinémios de Chebyshev

Nesta segao desenvolveremos dois tipos de polinémios de Chebyshev um
com « = 1, e outro com @ = (. Primeiro consideramos o = 1 que sao conheci-
dos como polinémios de Chebyshev do Tipo II, e em seguida consideremos

a = 0 que sao os polinémios de Chebyshev do Tipo 1.

Polinémios de Chebyshev do Tipo II

A funcao geradora dos polindmios possui a seguinte forma

! ©
(EETEes S @@, el <1, <1, (B.1)

onde a = 1 resulta que C}(z) = U,(z), e com isso a equacao (B.1) produz

1
(1 —2xt+t2

)2:ZUn(x)t”, lz| <1, |t <1 (B.2)
n=0

Essas fungoes U, (x) geradas por (1 —2xt+t?)~! sdo denominadas Polinémios
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de Chebyshev tipo II. Esses polindémios possuem varias aplicagoes em Fisica,
como por exemplo no desenvolvimento de harmonicos esféricos quadridimen-

sionais usados na teoria do momento angular.

Polinémios de Chebyshev do Tipo 1

Com a = 0 ha uma dificuldade. De fato, nossa funcao geradora se reduz a
constante 1. Podemos evitar esse problema primeiro diferenciando a equagao

(B.1) em fungao de t, no que resulta

—o—2x +2t)
(1 —2at + ¢2)o+t

> nC (@), (B.3)
n=1

ou

(67

xr—t) B n Cy(f‘)(x) I
(1 — 22t + t2)otl nz:: 2 ] e (B-4)

Onde definimos C%(x) por

C8 () = lim S (B.5)

A finalidade de diferenciar em relac@o a t era obter a no denominador e criar
uma forma indeterminada. Agora, multiplicando a equacao (B.4) por 2t e

adicionando 1 = (1 — 2zt + t?)/(1 — 2zt + ¢?), obtemos

R St N 142 i B0 ()¢ (B.6)
(1— 22t + ) 2 ' '
Definimos T, (z) por T,(x) =1,se n =0 e T, (x) = (n/2)C%(z) se n > 0.
Note que C%(z) ¢ o limite indicado na equagio (B.5) e nao uma substitu-

icao literal de @ = 0 na série da fungao geradora. Entao com isso podemos
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escrever a fungao geradora como

(1-#)

A—zerp) D +QZ D, <1 <1l (BY)

Denominamos 7},(z) como sendo os polinémios de Chebyshev tipo I.
Diferenciando a fungao geradora (B.7) em relagao a ¢t e multiplicando pelo

denominador, (1 — 2t + t?) obtemos

—t—(t —2) | To(a) +2ZTn(:c)t"] = (1—2zt+1?) ZnT )t
n=1 n=1
= Y [nTa(x)t"" = 2uenTt" + nT "),
n=1
da qual resulta na relacao de recorréncia
Toii(z) = 22T, (x) + Tin — 1)(x) = 0. (B.8)

Deslocando o indice do somatorio, de modo a obter a mesma poténcia, t",
em cada termo e entao comparando coeficientes de t".

Tratando a equacao (B.2) de modo semelhante, encontramos

2(t — x))

2 n— 1

n=1

da qual resulta na relacao de recorréncia
Unt1(x) = 22U, (x) + Un — 1)(x) = 0. (B.10)

A partir da comparagao de coeficientes da mesma poténcia em ¢ podemos

escrever alguns valores para os polindmios a seguir
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Polinémio de Chebyshev - Tipo I

T(] == 1
T1 = X
T, = 222—1

Ty = 42° — 3z
T, = 8x*—8z2+1
Ts = 162° — 202° + bz

Ts = 322° — 482" +182% — 1 (B.11)

Polin6mio de Chebyshev - Tipo 11

U = 1
Ul = 2z
Uy, = 422 -1

U; = 8% —4x
U, = 16z*—1222+1
Ty = 322° — 322% + 6

Ts = 642° — 802" + 242 — 1 (B.12)

As relagoes de paridade para T, (z) e U,(x) resultam de suas fungoes
geradoras com as substitui¢oes t — —t,x — —z, que as deixam invariates;

elas sdao

To(x) = (—1)"Th(—2),  Un(@) = (—1)"Un(—2). (B.13)

Pé6s-Graduagao em Fisica - UFPB



Comentarios e Conclusoes 84

Relacoes de Recorréncia - Derivadas

As relagbes de recorréncia que envolvem as derivadas sao obtidas diferen-
ciando as fungoes geradoras para T,(z) e U,(x) em relacdo a variavel z.

Entao da equagao (B.7) obtemos

2(1 —2at +17) Y T ()" = 2t

n=1

To(x) +2) Tn(x)t"] : (B.14)
n=1
da qual extraimos a relagao de recorréncia
2T (1) (@) = T, (2) — 22T,y (2) + T o) (@), (B.15)

que é a derivada da equagao (B.8) para n — n — 1. Entre as recursoes mais

uteis que obtemos desse modo estao

(1 —2*)T)(x) = —naTy,(z) + nTj-1)(2), (B.16)

(1 —2*)U,(x) = —naUy,(x) + (n + 1) U1y (). (B.17)

Manipulando varias dessas relagdes, podemos eliminar o indice (n — 1) em
favor de T (z) e estabelecer que T),(z), o polinémio de Chebyshev tipo

I, satisfaz a EDO
(1 — 2T/ (x) — 2T (z) + n*Tp(z) = 0. (B.18)
O polinémio de Chebyshev tipo II, U,(z), satisfaz

(1 —2*)U/(x) — 32U} (z) + n(n + 2)Uy,(z) = 0. (B.19)
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Forma Trigonométrica

Neste ponto do desenvolvimento das propriedades das solugoes de Chebyshev
é interessante trocar de variaveis, substituindo x por cosf. Com x = cosf e

d/dx = (—1/senf)(d/df), verificamos que

d*T,  d*T, dT, dT,
2 n n n . n
(1 — X ) e = 402 - COteE, IL’TT/L = —cotﬁﬁ (B20>
Somando esses termos, a equagao (B.18) resulta
&1,
T =0, (B.21)

a equacgao do oscilador harmoénico simples com solugoes cosnf e sinnf. As

condigoes de contorno em x = 0 e z = 1 identificam
T,, = cosnf = cosn(arccos x). (B.22)

Uma segunda solugao linearmente independente das equagoes (B.18) e (B.21)
¢é rotulada por

V,, = sinnf = sinn(arccos x). (B.23)

As solugoes correspondentes da equacao de Chebyshev tipo II, ver equagao

(B.19) produz

U, (x) = sin(n + 1)6 cos(n + 1)9.

sin 6

sin 6
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Os dois conjuntos de solugoes, tipo I e tipo 11, sao relacionados por
Vo(z) = (1 — 2)Y2U,_1(2), Wo(z) = (1 — 2 YT, (x).  (B.25)

Como ja vimos pelas fungoes geradoras, T, () e U, (x) sdo polinoémios. Clara-

mente observamos também que V,,(x) e W,,(x) s@o polindmios.
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Baixar Monografias e TCC
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