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RESUMO

PASCON, J. P. (2008). Modelos constitutivos para materiais hiperelasticos: estudo e
implementacdo computacional. Dissertacio (Mestrado) - Departamento de Engenharia de
Estruturas, Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, 2008.

O objetivo central deste trabalho ¢ implementar modelos constitutivos hipereldsticos nao
lineares em um coédigo computacional que faz andlise ndo linear geométrica de cascas. Sao
necessarios, para este propdsito, conceitos sobre algebras linear e tensorial, cinemadtica,
deformacao, tensao, balangos, principios variacionais, métodos numéricos ¢ hiperelasticidade.
Tal programa usa a formulagdo Lagrangiana posicional, o Método dos Elementos Finitos, o
Principio dos Trabalhos Virtuais e o método iterativo de Newton-Raphson para solucido das
equacdes ndo lineares. O elemento finito de casca possui dez nos, sete pardmetros por nd e
variacao linear da deformacgao ao longo da espessura. Para dedugdo dos novos modelos usou-
se a decomposi¢ao multiplicativa do gradiente da funcao mudanca de configuragao, o tensor
deformacdo de Green-Lagrange e o tensor da tensao de Piola-Kirchhoff de segunda espécie. O
cddigo desenvolvido foi usado em simulacdes de diversos exemplos e apresentou boa
precisdo na analise mecanica de polimeros naturais altamente deforméveis. A ocorréncia do
fendmeno travamento ndo se manifestou nas andlises realizadas. A presente pesquisa
confirmou outros trabalhos, reforcou a necessidade de se usar modelos hipereldsticos nao
lineares para simular o comportamento mecanico de polimeros naturais e apresentou
resultados condizentes com dados experimentais existentes na literatura cientifica e as

respectivas solugdes analiticas.

Palavras-chave: Hiperelasticidade, Andlise Nao Linear Geométrica, Cascas com Sete
Parametros Nodais, Método dos Elementos Finitos, Formulagdo Lagrangiana Posicional,

Materiais Poliméricos Altamente Deformaveis.



ABSTRACT

PASCON, J. P. (2008). Constitutive models for hyperelastic materials: study and
computational implementation. Dissertation (Master of Science) - Departamento de
Engenharia de Estruturas, Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sdo Paulo,

2008.

The main objective of this work is to implement nonlinear hyperelastic constitutive models in
a computational code of geometrically nonlinear analysis of shells. For this purpose, concepts
of linear and tensor algebras, kinematics, strain, stress, balances, variational principles,
numerical methods and hyperelasticity are necessary. Such program uses the positional
Lagrangian formulation, the Finite Element Method, the Principle of Virtual Work and the
iterative method of Newton-Raphson for the solution of the nonlinear equations. The shell
finite element has ten nodes, seven parameters per node and presents linear variation of the
strain along the thickness. To achieve the new constitutive models the multiplicative
decomposition of the deformation gradient, the Green-Lagrange strain tensor and the second
Piola-Kirchhoff stress tensor are used. The developed code is tested for simulations of various
examples and presents good accuracy in the mechanical analysis of highly deformable natural
rubber. The locking phenomena didn’t appear in the proposed analysis. The present research
confirms other works, corroborates the need of using nonlinear hyperelastic models to
simulate the mechanical behavior of natural rubber and presents suitable results when
compared to existent experimental data of the scientific literature and to the respective

analytical solutions.

Keywords: Hyperelasticity, Geometrically Nonlinear Analysis, Seven Nodal Parameters
Shells, Finite Element Method, Positional Lagrangian Formulation, Highly Deformable
Rubber Materials.
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1. Introducdo

1.1. Generalidades

1.1.1. Componentes Estruturais Altamente Deformaveis

Estd cada vez mais amplo o uso de elementos estruturais altamente deformaveis e
elasticos, como ¢ o caso dos polimeros naturais ou vulcanizados preenchidos ou ndo com
negro de carbono. Entre suas aplicagdes na engenharia, podem ser citados os seguintes casos:
suportes para maquinas e construcdes, juntas estruturais e de dilatacdo flexiveis, vedacdes
para portas de veiculos automotivos, pneus, estruturas costeiras, arruelas de vedagdo, anéis
elastoméricos e polimeros reforcados com fibra de carbono para o setor aeronautico.

As principais fun¢des dos referidos materiais sdo: reducdo da vibracdo, absor¢do de
impacto e aumento da flexibilidade nas ligagdes. Os componentes poliméricos sdo bastante
uteis para estas finalidades, pois apresentam versatilidade, boa resisténcia mecanica, quando

comparada a sua baixa densidade, grande elasticidade e boa resisténcia ao impacto.



1.1.2. Resposta do Material

E de extrema importancia, para fins de projeto e dimensionamento, o conhecimento
das propriedades dos elementos estruturais a serem utilizados, para que se possa prever a
resposta do material frente as possiveis solicitagdes. O modelo que melhor se adapta aos
componentes estruturais poliméricos €, segundo pesquisadores e estudiosos sobre o assunto, a
chamada hiperelasticidade.

Vérios modelos hipereldsticos tém sido desenvolvidos, comparados com dados
experimentais e analisados no que diz respeito ao potencial de previsdo do comportamento

mecanico.

1.1.3. Método dos Elementos Finitos

Sabe-se que, na analise estrutural, a determinag¢do da fun¢do analitica que descreve
certa grandeza incognita, como por exemplo, a posi¢do final de equilibrio de um corpo
carregado, ¢ extremamente dificil, devido a complexidade matematica envolvida. Assim,
muitos pesquisadores tém buscado outras maneiras para solucionar os mais diversos
problemas da engenharia. Uma delas ¢ o uso de métodos numéricos, nos quais a desconhecida
funcdo que descreve certa grandeza ¢ aproximada e determinada de acordo com algum
parametro. Porém, o niimero de céalculos necessarios em problemas com carregamento e
geometria complexos ¢, geralmente, muito grande, o que dificulta a realizacdo manual desses

métodos.



Com o surgimento e a constante evolucdo dos micro-computadores, os quais
possibilitam maior velocidade de processamento de dados e, portanto, maior eficiéncia na
realizagdo de célculos, os métodos numéricos, também chamados de aproximados, tém
recebido, a um bom tempo, grande atengao por parte de pesquisadores em todo o mundo.

Uma das ferramentas numéricas desenvolvidas ¢ o Método dos Elementos Finitos
(MEF), que tem sido amplamente estudado e implementado em co6digos computacionais para
analise ¢ simulacao de varias estruturas.

Para desenvolvimento, utilizacdo e compreensao das ferramentas de analise estrutural
de componentes altamente deformaveis pelo MEF, € necessario o conhecimento das seguintes
ciéncias: calculo diferencial e integral, algebra linear e tensorial, mecéanica do continuo, ndo-

linearidade geométrica, hiperelasticidade e linguagem de programacao.

1.2. Justificativas

Devido a crescente utilizagdo de materiais hipereldsticos em estruturas, torna-se
necessario buscar melhorias no projeto e no dimensionamento destes componentes. Para isto,
deve-se ampliar o conhecimento com relagcdo ao comportamento mecanico destes materiais,
desenvolver eficientes ferramentas numéricas de simula¢do de carregamento, as quais podem
fornecer previsdes mais realistas, e adaptar os modelos hipereldsticos existentes aos dados
experimentais.

Podem ser citadas, também, a necessidade de maior eficiéncia na producdo de

componentes estruturais poliméricos, com a procura da reducdo de custos desnecessarios



acarretados pelo superdimensionamento, € a possibilidade de serem atingidas menores
incertezas quanto a seguranca estrutural.

Ademais, sabe-se que os modelos hipereldsticos nao lineares sao mais adequados,
quando comparados aos lineares, para representar o comportamento mecanico de polimeros
vulcanizados ou naturais preenchidos ou ndo com negro de carbono submetidos a grandes
deformagdes. E preciso, portanto, estudar estes modelos e implementd-los em codigos
computacionais de simulacdo estrutural. Assim, espera-se melhorar a previsdo do
comportamento de estruturas constituidas de polimeros, com uso destas ferramentas
numéricas.

Outra importante questdo para dimensionamento dos referidos componentes
poliméricos € a busca por maior precisdao no calculo de esforcos internos, necessarios para

determinacgdo da possivel ocorréncia de falhas materiais ou de instabilidade estrutural.

1.3. Objetivos

O objetivo precipuo desta pesquisa foi a implementa¢do de modelos constitutivos nao
lineares para materiais hipereldsticos, homogéneos e isotropicos em um cddigo computacional

de analise ndo linear geométrica de cascas. Para atingir tal propdsito, outros objetivos foram:

- obtencdo de conhecimentos nas seguintes disciplinas: Introdugdao aos Métodos Numéricos;
Fundamentos da Mecanica dos Materiais e das Estruturas; Introdu¢do a Dinamica Nao Linear
Geométrica de Estruturas Reticuladas Bidimensionais - uma abordagem energética baseada

no MEF; Aplicagdes do Método dos Elementos Finitos; Analise Nao Linear de Estruturas;



- revisdo e estudo mais aprofundado sobre Algebra Linear ¢ Tensorial, Mecanica do Continuo,
Nao Linearidade Geométrica, Elementos Finitos de Casca, Materiais Hiperelasticos,
Formulagao Lagrangiana Posicional e Implementagao Computacional;

- levantamento bibliografico dos referidos temas, com a pesquisa em livros, artigos,
dissertagdes e teses;

- pesquisa sobre dados obtidos com ensaios em laboratdério com polimeros naturais e
vulcanizados;

- dedugdo da nova formulagdo para calculo das tensdes e do tensor elastico, baseada nas leis
constitutivas adotadas;

- modificacao no modelo constitutivo do cédigo computacional existente com as necessarias
interferéncias para sua adaptacgao;

- simulagdo de diversos problemas, analise dos resultados e comparagdo com dados

experimentais da literatura cientifica.

1.4. Resumo dos Capitulos

Estdo apresentados, no segundo capitulo, alguns dos importantes trabalhos e estudos
realizados nas seguintes areas: solucdo analitica para problemas estiticos, mecanica dos
solidos altamente deformaveis, ndo linearidade geométrica, método dos elementos finitos,
hiperelasticidade e travamento.

No terceiro capitulo comenta-se sobre as Algebras Linear e Tensorial. Sio mostrados
conceitos, propriedades e formulas, todos necessarios ao desenvolvimento matematico deste

estudo.



No quarto capitulo aborda-se a Mecanica do Continuo. Estao descritas as principais
grandezas envolvidas, como por exemplo, deformagdo e tensdo, e a idéia central da Nao
Linearidade Geométrica.

Sao comentados, no quinto capitulo, os fundamentos do Método dos Elementos
Finitos (MEF), assim como a metodologia adotada neste trabalho.

No sexto capitulo discorre-se sobre a Hiperelasticidade. Estdo descritos os principais
modelos hiperelasticos existentes, o calculo das tensdes e do tensor eldstico, a existéncia de
solucdo numérica e a estimativa dos coeficientes pelo Método dos Minimos Quadrados
(MMQ).

Esta descrito, no sétimo capitulo, o codigo computacional modificado. Sao mostrados
o algoritmo alterado, a finalidade de cada sub-rotina, a cinematica adotada para barras de
trelica e cascas, as leis constitutivas e o procedimento numérico utilizado.

Estdo presentes, no oitavo capitulo, os resultados obtidos para as simulagdes realizadas
com o novo codigo computacional, tanto para barras de trelica quanto para cascas, assim
como a discussao sobre eles com base na revisdo bibliografica.

Estdo apresentadas, no nono capitulo, as conclusdes baseadas nos resultados

fornecidos pelo programa.



2. Revisdo Bibliogrdfica

2.1. Introducio

Neste capitulo sdo citados e comentados varios trabalhos realizados por pesquisadores
nas areas de elasticidade, analise ndo linear geométrica, método dos elementos finitos e

hiperelasticidade.

2.2. Teorias e Solucdes Analiticas para Problemas Estruturais

Muitos pesquisadores buscaram a solu¢do analitica das equagdes diferenciais de
equilibrio estatico para determinados problemas mecanicos.

RIVLIN (1949) obteve a solucdo analitica para tubos elastoméricos altamente
deformaveis sob pressdo interna.

RIVLIN & SAUNDERS (1951) apresentaram a solu¢do analitica para barras
altamente deformaveis sob tracdo uniaxial homogénea.

TIMOSHENKO & GOODIER (1951) reuniram varios trabalhos feitos no campo da

Elasticidade Linear. Descreveram as equacdes de equilibrio estatico, a compatibilidade



geométrica e a lei constitutiva para materiais elasticos e isotropicos, submetidos a pequenos
deslocamentos e deformagdes. Apresentaram as solugdes analiticas para casos com
carregamento ¢ geometria simplificados, como por exemplo, tracdo, compressao e tor¢ao de
barras, e flexao de vigas.

RIVLIN (1956) obteve a solugdo analitica para os casos de cisalhamento simples
homogéneo e tracdo biaxial pura de materiais altamente deforméveis.

TIMOSHENKO & WOINOWSKY-KRIEGER (1959) apresentaram as equacgdes
gerais de equilibrio para placas e cascas, assim como algumas solugdes exatas para certos
casos particulares, também no campo elastico linear.

SCHIECK et al. (1992) apresentaram a solugdo exata para placas circulares, elésticas e
altamente deforméveis, engastadas em toda borda, com carregamento transversal
uniformemente distribuido.

SANSOUR & BUFLER (1992) citaram as teorias nao lineares de cascas: von Karman,
Marguerre, Donell-Mushtari-Vlasov e Reissner.

Nota-se facilmente, com base nos trabalhos citados, que a determinagdo da fungdo
analitica, restringe-se a problemas elementares com geometria e carregamentos simples e,

portanto, ¢ extremamente dificil em casos mais complexos.

2.3. Mecanica dos Sdlidos Altamente Deformaveis

Os trabalhos de MALVERN (1969), COIMBRA (1981), OGDEN (1984), CIARLET
(1993), BELYTSCHKO et al. (2000) e de HOLZAPFEL (2000) reuniram véarios conceitos €

equagdes sobre algebra linear e tensorial, cinematica, andlise do movimento de um corpo,



equagoes de balango, deformagdes, tensdes, elasticidade, hiperelasticidade, problemas de
valor de contorno (PVC) e principios variacionais. Para o tratamento matematico de solidos
sujeitos a deformagdes consideradas grandes, tais conceitos sdo bastante uteis para andlise
estrutural ndo linear geométrica. Uma das hipoteses comuns a todos esses livros € considerar
todo s6lido como meio continuo, isto ¢, sem vazios ou descontinuidades. Em boa parte desses
trabalhos, admite-se que os corpos sao homogéneos e isotropicos, o que simplifica bastante o

equacionamento.

2.4. Analise Nao linear Geométrica com o Método dos Elementos Finitos (MEF)

Desde o surgimento dos computadores, que possibilitou o uso de métodos numéricos
em programas de analise estrutural, inimeros elementos finitos de casca tém sido
desenvolvidos e estudados.

DAWE (1972) fez as seguintes sugestoes: a teoria de casca deve ser consistente com
movimentos de corpo rigido, e o campo de deslocamento deve incluir a representagdo
explicita deles. Além disso, descreveu a equacdo geral do movimento de corpo rigido, que
inclui translagdo e rotagdo, e desenvolveu as expressdes do movimento de corpo rigido para
determinadas cascas.

SURANA (1983) apresentou uma formulacdo geometricamente ndo linear para
elementos finitos de cascas curvas altamente deforméveis, com descricdo Lagrangiana e
campo de deslocamentos em termos de translacdes e rotagdes nodais. Segundo o autor, os

elementos finitos, cuja aproximacdo para rotagdes ¢ linear, sdo restritos a pequenos



deslocamentos, e os elementos usados com a formulagdo apresentada naquele trabalho podem
ser usados em casos de grandes rotagdes.

LANCZOS (1986) descreveu, de forma clara, conceitos e expressdes do Calculo
Variacional e de Principios Variacionais de equilibrio, como por exemplo, o Principio dos
Trabalhos Virtuais (PTV).

BATHE & DVORKIN (1986) propuseram a analise estrutural de cascas e placas com
o uso de interpolacdao mista de componentes tensoriais. Segundo os autores, 0s requisitos para
as cascas sdao: formulagdo sem uso de uma teoria especifica de casca; respeito a teoria da
mecanica do continuo; elemento finito simples; alta capacidade de previsao do
comportamento estrutural; insensibilidade a distor¢des; auséncia de energia nula adulterada,
travamento e fatores de ajuste. Para verificacdo da formulagdo, usaram o teste sugerido por
IRONS & AHMAD (1980) e o proposto por STRANG & FIX (1973). Além disso, usaram o
principio variacional sugerido por WASHIZU (1982), cinco graus de liberdade - trés
deslocamentos e duas rotagdes — e elementos finitos retangulares com quatro e oito nos.

SANSOUR & BUFLER (1992) consideraram as deformagdes cisalhantes transversais.
Comentaram que, ao desprezar o estiramento ou o encurtamento das fibras perpendiculares a
superficie média da casca, pode haver descontinuidades no campo de deslocamentos em
pontos com geometria descontinua, e necessidade de grande e desnecessario esfor¢o
computacional. Ja os elementos finitos que permitem o estiramento ou o encurtamento das
referidas fibras, cujo vetor normal a superficie média da casca ¢ expresso na formulacdo, nao
apresentam esses problemas. Esses pesquisadores usaram teorias ndo lineares de cascas finas,
variagdo linear dos deslocamentos ao longo da espessura da casca e diferentes aproximacgdes
para o vetor normal a superficie média. Foram consideradas as deformacgdes cisalhantes

transversais, as de membrana e as de flexao.



BUCHTER et al. (1994) estudaram a formulagio nfo linear de cascas com variagio
linear do campo de deslocamentos ao longo da espessura. Comentaram sobre o procedimento
usualmente empregado, no qual se considera nula a tensdo normal na dire¢ao da espessura e
se calcula a deformagdo das fibras perpendiculares a superficie média com utilizagdo da
condensacao da lei constitutiva. Segundo os autores, este procedimento pode ocasionar erros,
devido a hipotese de variacdo linear dos deslocamentos ao longo da espessura. Para
solucionar este problema, propuseram a introducdo de um termo de deformagao baseado no
conceito de enriquecimento em deformagdo, proposto inicialmente por SIMO & RIFAI
(1990), que varia linearmente ao longo da espessura, o que faz com que o campo de
deslocamentos seja quadratico nesta direcdo. O referido termo foi interpolado
independentemente dos demais. Além disso, usaram uma lei constitutiva tridimensional
completa, sem condensacao, e elementos finitos hibrido-mistos. Também encontraram erros
significantes quando se despreza o termo adicional em casos de predominio da flexdo.

O trabalho de BATHE (1996) descreveu vérios conceitos e formulacdes relativos ao
Me¢étodo dos Elementos Finitos (MEF), para implementa¢do em andlises estruturais estaticas,
dindmicas, geometricamente lineares e ndo lineares, eldsticas, hiperelasticas, elastoplésticas,
viscoelasticas, térmicas e de fluidos incompressiveis.

O livro de GHALI & NEVILLE (1997) fala sobre métodos de calculo para estruturas
isostaticas e hiperestaticas, energia de deformacdo, Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV),
Método dos Elementos Finitos (MEF), implementacdo computacional e analise ndo linear.

YINTAO et al. (1999) apresentaram leis constitutivas para materiais poliméricos
incompressiveis e sua implementagdo na andlise pelo MEF. Utilizaram a decomposi¢ao
multiplicativa da deformac¢ao e o modelo sugerido por YEOH (1990), que apresenta, segundo

os referidos autores, boa precisao e simplicidade matematica.



EL-ABBASI & MEGUID (2000) complementaram o trabalho de BUCHTER et al.
(1994), ao propor uma formulagdo, para elementos finitos de casca, com sete parametros
nodais e variacao linear das tensoes e deformagdes ao longo da espessura. Comentaram sobre
a hipdtese de manter constante a espessura da casca. Tal consideragdo despreza a tensao
normal na diregdo da espessura e ¢ valida apenas para estruturas finas ou delgadas. Foi
apresentada a introdugdo de mais dois parametros nodais, um relativo 8 mudanca de espessura
e outro a deformagdo transversal linearmente variavel ao longo da espessura. Segundo os
referidos autores, o método apresenta boa precisdo de resultados para cascas grossas e
insignificantes erros para as finas.

BISCHOFF & RAMM (2000) investigaram o significado fisico das wvariaveis
cinematicas e estaticas, que aparecem na formulacdo do elemento finito de casca com sete
parametros nodais, estudado por EL-ABBASI & MEGUID (2000). Entre as variaveis
cinematicas de uma casca, existem deformagdes normais e cisalhantes no plano médio,
mudangas de curvatura, tor¢do da casca, deformacdes e curvaturas cisalhantes transversais,
deformagdes normais transversais e curvatura transversal. A varidvel correspondente as
curvaturas transversais descreve o movimento da linha material central ao longo da dire¢do da
espessura da casca. Ela ocorre geralmente em problemas predominados pela flexdo. Entre as
variaveis estaticas, ha forcas normais e cisalhantes no plano, forgas cisalhantes transversais,
momentos fletores, momentos volventes, momentos cisalhantes transversais, forgas normais
transversais € momentos transversais. Os pesquisadores mencionados lembraram, também,
que a teoria de casca deve ser equacionada com uso da lei constitutiva adotada e ndo de
hipoteses cinematicas (LIBAI & SIMMONDS, 1998).

O trabalho de ASSAN (2003), apesar de ser restrito a analise linear geométrica com

elementos finitos de barras, vigas, porticos e chapas, exp0s, de maneira clara, os fundamentos



dos métodos numéricos, do Método dos Elementos Finitos (MEF) e da integragao numérica,
muito uteis para analises ndo lineares.

CODA & GRECO (2004) desenvolveram a formulagao posicional para analise estatica
ndo linear geométrica de estruturas unidimensionais (barras, vigas e porticos) submetidas a
pequenas ou grandes deformagdes pelo MEF. A principal contribuicao do estudo foi o uso de
uma formulagdo na qual os pardmetros nodais sdo as posi¢oes e as inclinagdes finais dos nos
no plano. Este procedimento ¢ diferente do usualmente empregado, no qual os parametros
nodais sdo os deslocamentos ou as diferencgas entre as posigoes inicial e final.

PIMENTA et al. (2004) desenvolveram um elemento finito triangular de casca com
seis nos, para grandes deformacdes e rotacdes. Os parametros nodais utilizados foram os
deslocamentos dos nos no espaco, as suas rotacdes e as variacdes (constante e linear) das
deformacdes transversais relacionadas a variacao da espessura da casca. Além disso, adotaram
aproximacao quadratica para o campo de deslocamentos e interpolagao linear para as rotagdes
e os parametros relativos a variagcdo da espessura. Concluiram que o elemento finito estudado
possibilita boa capacidade de previsdo do comportamento estrutural, desde que a malha seja
adequadamente refinada.

SZE et al. (2004) desenvolveram um processo de estabilizagdo hibrida de deformacdes
em um elemento finito de casca hipereldstica, com dezoito nos, para andlise de estruturas
submetidas a grandes deformacgdes. Foi concluido que a metodologia proposta apresentou
resultados que estdo de acordo com outros trabalhos.

GRECO & CODA (2006) desenvolveram a formulacdo posicional para analise
dindmica ndo linear geométrica de estruturas unidimensionais submetidas a pequenas ou
grandes deformacgdes pelo MEF. Além das hipoteses do trabalho de CODA & GRECO
(2004), utilizaram as equacdes de Newmark para integracdo no tempo e formulagdes

dindmicas com e sem amortecimento.



CODA & PACCOLA (2008) estudaram a formulacdo posicional para andlise nao
linear geométrica de cascas, considerando a variacao linear da espessura e o possivel uso de
elementos finitos curvos. Assim como EL-ABBASI & MEGUID (2000), incluiram a taxa de
variacao linear da espessura.

CODA et al. (2008) estudaram a formulagdo posicional para analise nao linear
geométrica de sélidos hiperelasticos, com a utilizagdo do Método dos Elementos Finitos.
Comentaram sobre a deformacdo real e a tensdo real, o teorema da decomposi¢ao polar e
alguns modelos hiperelasticos. Segundo os autores, o método apresenta rapida convergéncia e

pode ser usado para so6lidos finos.
2.5. Modelos Constitutivos Hiperelasticos

Toda lei constitutiva hipereldstica pode ser representada, segundo HOLZAPFEL
(2000), por uma funcdo, chamada de energia especifica de deformagdo ou energia livre de
Helmholtz, por unidade de volume inicial. Quando o material ¢ homogéneo e isotrdpico, a
referida funcdo pode ser expressa em termos dos alongamentos principais ou, entdo, dos
invariantes de deformacao.

MOONEY (1940) propds, para materiais altamente deforméveis, isotropicos,
incompressiveis e com relagdo linear entre tensdo e deformagdo no cisalhamento, a seguinte

formula para a funcdo energia especifica de deformagao:

%i(ﬂf —LJ 2.1



onde G ¢ o modulo de rigidez ao cisalhamento, H ¢ o novo mddulo elastico proposto € A; € o
alongamento principal na dire¢ao i.

A expressao (2.1) ¢ equivalente a seguinte equagao:
Y=C,*(I,-3)+Cy, *(, -3) 2.2

onde Cip e Cy; sdo coeficientes do material, e I; e I, s3o os dois primeiros invariantes do
tensor deformacdo de Green. Essa formula é chamada, também, de modelo de Mooney-
Rivlin.

RIVLIN (1956) expandiu a equagdo (2.2) para materiais hiperelasticos, homogéneos,

. , . . , -1 . . - .
isotropicos e incompressiveis , e chegou a seguinte expressdo generalizada:

Y=>C,*( -3)*(,-3) 2.3

i,j=1

onde Cj sdo os coeficientes do material. Foram descritas as relagdes gerais da energia
especifica de deformagdo com as tensdes reais de Cauchy, para os casos de deformacao

homogénea pura:
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" Neste trabalho, material incompressivel ¢ aquele que, na deformagdo, nio apresenta variacio de
volume, apenas de forma.
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onde t, t; e t3 sdo as tensdes reais de Cauchy nas diregdes principais.

VALANIS & LANDEL (1967) propuseram a seguinte hipotese simplificadora:

¥ =w(, )+ w(d,)+w(i,) 2.5.1

onde w(2;) ¢ uma func¢ao do alongamento principal na dire¢do i. Ao analisar o comportamento

de polimeros, chegaram a seguinte expressdo empirica:

dw
—=2 InA 2.5.2
7= 2rux(ing)

onde (dw/dA) ¢ a derivada da funcdo w em relagdo a A, pu € uma constante do material e In
representa o logaritmo natural.

OBATA et al. (1970) compararam dados experimentais obtidos de seus ensaios de
tracdo biaxial com a hipdtese sugerida por VALANIS & LANDEL (1967), para materiais
isotropicos e incompressiveis. Foram usadas misturas de polimeros naturais com quantidade
variavel de polimeros vulcanizados sintéticos. Os referidos pesquisadores analisaram a
influéncia da quantidade de polimero sintético e da temperatura no comportamento mecanico
de materiais poliméricos naturais. Foi estudada a relagdo entre os invariantes de deformacao e
a energia especifica, com a evolu¢ao do carregamento, e concluiu-se que a equagao empirica
(2.5.2) apresentou dificuldades matematicas e erros, para certos niveis de deformacao, quando

comparada aos dados obtidos dos ensaios realizados.



OGDEN (1972a) propés um modelo para materiais elasticos, isotropicos e

incompressiveis, submetidos a grandes deformacdes:

y=y %*(ﬁf’” F AT 42 -3) 26
p=1 p

onde p, e a, sdo constantes do material. Este modelo se mostrou de acordo com dados
experimentais de tracao simples, cisalhamento puro e tragao equi-biaxial.
OGDEN (1972b) prop6s um modelo para a parcela volumétrica da energia especifica

de deformacao:
W(vol)=k* B2 #(BxIng +J 7 —1) 2.7

onde k ¢ o mddulo de compressdo volumétrica, B € uma constante do material e J ¢ o
jacobiano ou determinante do gradiente.

TRELOAR (1974) estudou as propostas existentes de representar o comportamento
mecanico de estruturas poliméricas em termos da funcdo energia especifica de deformacao.
Foi dito que o modelo proposto por MOONEY (1940) apresenta erros para pequenas
deformacdes e o sugerido por RIVLIN (1948) ¢ mais geral. Além disso, falou-se que a
hipotese de VALANIS & LANDEL (1967) tem a desvantagem de excluir termos envolvendo
produto entre dois alongamentos em direcdes perpendiculares entre si, e a equacao proposta
por OGDEN (1972) possui coeficientes com significado fisico e tratamento matematico mais
simples, porém, implica algumas restrigdes a forma da funcdo energia especifica de
deformacdo. Foi concluido que, de acordo com dados experimentais, as derivadas da energia
especifica em relagdo aos dois primeiros invariantes devem ser varidveis com a evolucao da

deformacao.



TRELOAR (1975) descreve o modelo chamado de neo-Hookeano, representado pela
seguinte expressao:

¥ =C,*(I,-3) 2.8

O autor comenta que, apesar de simples, esse modelo ¢ valido, apenas, para pequenas
deformacdes, no caso de analise mecanica de polimeros.

YEOH (1987) propds um método para determinacdo experimental do moédulo de
compressdo volumétrica, ou bulk modulus, de materiais poliméricos vulcanizados, com
ensaios em corpos de prova cilindricos, com 29 mm de didmetro e 12.5 mm de altura. Para
isso, aplicou-se compressdo, com deformacao controlada, e quantificou-se a forga aplicada.
Tal procedimento foi realizado em varios corpos de prova, com diferentes composigdes. Deste
modo, determinou-se 0 mdédulo de compressao volumétrica para cada tipo.

YEOH (1990) falou sobre as consideragdes fenomenologicas da teoria da elasticidade
para grandes deformagdes, que sdo: isotropia e representacdo das propriedades elasticas pela
funcdo energia especifica de deformagdo. Foram descritos os modelos neo-Hookeano, de
Rivlin e de Mooney-Rivlin. Comentou-se sobre fungdes de energia especifica de deformagao
com grau mais elevado, as quais possuem mais coeficientes e sao mais adequadas para
representar o comportamento estrutural de polimeros, em relagdo ao modelo de Mooney-
Rivlin. Baseado nas observagdes feitas por GREGORY (1979) e por KAWABATA &

KAWAI (1977), foi proposta uma nova fungdo energia especifica de deformacgao:

\P:Cm*([1_3)+C20*([1_3)2+C3o*([1_3)3 29

Ao comparar esta expressao com dados experimentais de tragdo, compressao e cisalhamento,

comprovou-se a variagdo da rigidez com a evolugdo da deformagdo. Foi concluido que tal



modelo ¢ adequado para materiais poliméricos para médias e grandes deformagdes, e que €
uma boa aproximagao para os corpos reforcados com negro de carbono, em quaisquer niveis
de deformagao.

ARRUDA & BOYCE (1992) usaram a teoria estatistica de Langevin e, com ela,

sugeriram a seguinte formula para a energia especifica de deformacao:

_ s La(r - L —o)e 1 (o
‘P_u*[z*(ll 3)+20*n>:<(11 9)+1050*n>:<(11 27)+..} 2.10

onde p € o mddulo de rigidez ao cisalhamento € n ¢ o nimero de segmentos encadeados,
unidos por ligacdes quimicas. Os autores desse trabalho compararam seu modelo com dados
experimentais de tracdo e compressao uniaxiais, tracao biaxial e cisalhamento puro.

YEOH & FLEMING (1997) combinaram conceitos estudados por YEOH (1990) e
GENT (1996) e, com isto, propuseram uma nova teoria para analise de estruturas poliméricas
com grandes deformacgdes. Concluiram, ao analisar dados experimentais, que a classica teoria
estatistica de Gauss ¢ valida, apenas, para pequenos niveis de deformacdo, e que a teoria
estatistica de Langevin, apesar de matematicamente complexa, ¢ mais adequada para
representar situacoes de grandes deformacgdes. Comentou-se sobre as desvantagens do modelo
proposto por YEOH (1990): aproximagdo ruim para pequenas deformagdes; um dos trés
coeficientes da equacao da energia especifica de deformacdo tem que ser negativo, o que
contradiz a hipotese de JOHNSON et al. (1994), que afirma que todos os coeficientes devem
ser positivos. Foram sugeridas as seguintes corregdes para o modelo: o coeficiente em questao
pode ser negativo, desde que os outros dois tenham valores apropriados; introdugdo de um
termo exponencial para melhor aproximagao em pequenas deformagdes. Assim, foi proposto

um novo modelo:



AT e I,-3
‘P=E*[1—e s, % (1, —3)*1{1—11—_3} 2.11

m
onde A e B sdo constantes do material, I, € maximo valor tedrico de I;. Tal modelo
apresentou aproximagdo bastante satisfatoria para pequenas e grandes deformagdes ao ser
comparado com dados experimentais obtidos de ensaios de tracdo e compressdo uniaxial e
cisalhamento simples.

YEOH (1997) descreveu modelos constitutivos hiperelédsticos, que sdo mais adequados
para realizar andlise mecanica com uso de materiais poliméricos. Falou-se que o modelo
linear usualmente empregado, apesar de pratico, ¢ limitado a pequenas deformacgdes e a
condi¢des de carregamento e geometria simplificadas. Foram apresentados os modelos nao
lineares neo-Hookeano, de Mooney, de Mooney-Rivlin, de Ogden, de Yeoh, de Gent e de
Yeoh-Fleming. Chegou-se as seguintes conclusdes: estes modelos, com relagdo ao linear, sdo
mais realistas na andlise mecanica com emprego de materiais poliméricos, os quais possuem
variagdo da rigidez com evolucdo da deforma¢do; o modelo de Mooney-Rivlin necessita
grande quantidade de dados experimentais; o modelo de Yeoh precisa de correcdo para
situacdes de pequenas deformagdes, sugerida por GENT (1996); e os coeficientes do modelo
de Ogden possuem interpretacao fisica com relagdo a rigidez.

HARTMANN (2001) estudou a identificagdo, com uso do Método dos Minimos
Quadrados (MMQ), dos coeficientes de materiais hipereldsticos, isotrpicos e
incompressiveis, cuja funcdo energia de deformacgdo especifica depende apenas dos dois
primeiros invariantes de deformacao, ja que o terceiro ¢ considerado igual a um. Descreveu-se
o procedimento para identificacdo dos coeficientes, baseada no ensaio de tra¢do-tor¢do, com
ou sem condigdes de contorno. Foi concluido que o MMQ pode ser usado apenas para

obtencao dos poucos parametros essenciais do material.



HARTMANN (2002) estudou o modelo constitutivo viscoeldstico proposto
inicialmente por ELLSIEPEN & HARTAMANN (2001), constituido por uma parcela
hiperelastica e uma viscosa. Tal modelo foi incorporado a estruturas com grandes
deformacdes. O referido autor concluiu que o método proposto apresenta rapida convergéncia
para solucao e precisdo na integracao do tempo, quando se utiliza um polindmio aproximador
com grau elevado.

BECHIR et al. (2002) apresentaram algumas aplicagdes de materiais poliméricos em

estruturas e propuseram um novo modelo hiperelastico:

W=Cy*(I,=3)+Cy x(I, =3)+ Cyy * (I _3)2 +

Cyp, *(I, =3)* +Cyy * (I, =3)° 2.12

Segundo os autores, esta expressao se mostrou mais adequada para prever o comportamento
mecanico de materiais poliméricos em ensaios de tracdo equi-biaxial, cujos coeficientes foram
estimados com ensaio de tragdo simples.

HARTMANN & NEFF (2003) investigaram varios modelos hiperelésticos existentes
na literatura, descritos em fun¢do dos invariantes de deformagdo, para o caso de pouca
compressibilidade, ou seja, para materiais com pequena alteracdo de volume durante a
deformacao. Comentaram sobre a decomposicao multiplicativa da deformagdo nas parcelas
isocorica e volumétrica, os modelos constitutivos de incompressibilidade, os de pouca
compressibilidade e sobre os requisitos para que o modelo seja policonvexo, com uso de
definigdes, teoremas e corolarios matemdaticos sobre convexidade, quase-convexidade,
elipticidade e policonvexidade. Ademais, propuseram uma fun¢do policonvexa para a energia
especifica de deformagdo em termos dos invariantes, para materiais isotropicos com pouca

compressibilidade, e desenvolveram as equagdes para célculo da tensdo de Piola-Kirchhoff e



do tensor elastico. Foi concluido que o polindmio generalizado de hiperelasticidade, descrito
por RIVLIN (1956), pode ndo ser policonvexo, e para que o seja, deve haver dependéncia
entre os dois primeiros invariantes. Foi dito, também, que o modelo proposto ¢ facilmente
calibrado pelo MMQ.

DUSTER et al. (2003) apresentaram a aplicagio do MEF, para estruturas altamente
deformaveis constituidas de material hipereldstico para o caso de pouca compressibilidade.
Foi usada a decomposicdo multiplicativa da deformacdo em duas parcelas: isocorica e
volumétrica. Com esta separagao, proposta por FLORY (1961), pdde-se, também, decompor a
energia especifica de deformagdo em duas partes: uma referente a deformacao com alteragao
de volume e outra a deformag¢dao com preservagdo de volume. Falou-se sobre os seguintes
requisitos da parcela volumétrica da energia especifica de deformacao: ela deve, além de ser
convexa, fornecer valores nulos de tensdo e deformacgao para casos sem alteracdo de volume.
Foram desenvolvidas, no estudo realizado, as formulas para obtengao das parcelas isocorica e
volumétrica das tensdes de Cauchy e de Piola-Kirchhoff de segunda espécie, e para calculo do
tensor elastico, necessario para solu¢do pelo método iterativo de Newton-Raphson. Ademais,
os referidos pesquisadores mostraram, com o uso de um elemento finito retangular de casca
curva com oito nos, que a formulacdo proposta ¢ eficiente e que o aumento do niimero de
elementos finitos e do grau do polindmio de aproximagdo na dire¢do da espessura fornece

uma convergéncia mais rapida para a solugdo exata.



2.6. Comentarios sobre o fenomeno Travamento

A andlise da ocorréncia de travamento nao faz parte dos objetivos desta pesquisa.
Porém, deve-se comentar alguns aspectos relacionados a esse tema.

Nao ha teoria ou formulacao, para elementos finitos, que elimine definitivamente o
fenomeno chamado travamento, o qual pode ser identificado quando ocorre a degeneragao do
valor de algum coeficiente, durante a simulagdo numérica. Porém, sabe-se que existem trés
formas de travamento: por cortante ou cisalhamento, por Poisson ou volumétrico e por
membrana. Varios pesquisadores defenderam, em seus respectivos trabalhos, métodos,
formulagdes ou procedimentos que eliminam esse problema da analise estrutural.

STOLARSKI & BELYTSCHKO (1982) investigaram a eliminacao do travamento por
membrana em elementos curvos, como vigas e cascas, com uso do processo de integragcao
reduzida, o qual, segundo BATHE (1996), consiste na utilizagdo de uma ordem de integragao
numérica menor do que a recomendada. Disseram que a escolha de um campo de
deslocamento de baixa ordem, para elementos curvos, pode causar uma rigidez artificial, com
predominio da parcela de flexdo, o que caracteriza este tipo de travamento. Segundo os
autores, esse fenomeno pode ser identificado pelo aparecimento de estiramento da linha
material central, que ndo deve ocorrer em casos de flexdo pura, devido a incompatibilidade
entre as fungdes de forma usadas e a teoria estrutural do elemento. Segundo FRIED (1975), o
uso de aproximagdes de ordem mais elevada elimina esse fendmeno, porém, reduz a
estabilidade da integracdo no passo de tempo em problemas dinamicos.

No trabalho de BATHE & DVORKIN (1986), a interpolacdo das deformagdes de
membrana e a das deformagdes cisalhantes transversais foram feitas independentemente, para

se evitar o travamento por membrana e por cortante.



HUANG (1986) estudou os travamentos por cortante € por membrana. Disse que, para
os elementos finitos formulados com a hipotese cinemdtica de Reissner-Mindlin, a parcela,
relativa a deformagdo transversal, da energia de deformacdo especifica deve ser sempre
positiva. Além disso, quando a espessura da casca se torna muito fina, a rigidez de membrana
domina a rigidez total e, assim, o valor médio das deformagdes transversais, ao longo da area,
tende a zero. Segundo o autor, pode-se evitar o travamento por cortante ao admitir que as
deformacdes transversais tendem a zero apenas em certa regido do elemento.

BUCHTER et al. (1994) disseram que a introdugdo de um termo de deformacio,
linearmente variavel ao longo da espessura de uma casca, elimina os travamentos por cortante
e por Poisson.

YINTAO et al. (1999) defenderam a idéia de que a utilizagdo de um principio
variacional misto elimina o travamento volumétrico.

O trabalho de BELYTSCHKO et al. (2000) apresenta alguns comentérios sobre o
assunto. Foi dito que o travamento volumétrico ocorre quando o elemento finito ndo consegue
representar modos de deformacgao isocdrica, o travamento por cortante se manifesta quando
aparecem tensoes cisalhantes na flexdo pura e o travamento por membrana acontece quando
surgem deformagdes normais, ou de membrana, em casos de flexdo nas quais as fibras s@o
inextensiveis. Ademais, os autores disseram que quando o elemento ndo pode satisfazer uma
restricdo, o0 modo restrito absorve mais energia e, portanto, ¢ muito mais rigido que a rigidez
do movimento correto.

EL-ABBASI & MEGUID (2000) disseram que os elementos finitos que possuem
apenas transla¢des como graus de liberdade ndo conseguem representar estados de flexao pura
sem a imposi¢do de deformagdes transversais ao longo da espessura, o que leva ao travamento

por Poisson.



BISCHOFF & RAMM (2000) disseram que a omissdo das curvaturas transversais
causa o aparecimento de uma rigidez artificial e, com isso, o travamento por Poisson.
Confirmaram também o que foi dito por BUCHTER et al. (1994).

SZE et al. (2004) usaram uma estabilizacao hibrida para deformagdo, para evitar os
travamentos por membrana e por cortante. E para evitar o travamento por Poisson,
incorporaram enriquecidos modos de deformacao ao longo da espessura.

CODA & PACCOLA (2006) propuseram uma formulagdo para cascas baseada em
posigdes e ndo deslocamentos. Neste procedimento, no qual foram usados seis parametros por
no, identificaram-se os travamentos por cortante ¢ volumétrico. Tal problema foi resolvido
com a penalizagdo da lei constitutiva. Atualmente uma formulacdo com sete parametros
nodais esta disponivel e foi utilizada nesta pesquisa. Esta, por sua vez, ¢ livre de travamentos,
usa lei constitutiva tridimensional completa e segue os conceitos apresentados em BUCHTER

et al. (1994) e em BISCHOFF & RAMM (2000).



3. Preliminares Matematicas

Neste item sdo apresentados, sem demonstracdo, conceitos, definicdes e expressoes
das Algebras Linear e Tensorial, que foram extraidos dos trabalhos de OGDEN (1984) e de

HOLZAPFEL (2000) e necessarios para o desenvolvimento do trabalho.

3.1. Notagao Utilizada

Foram utilizadas a nota¢ao indicial e a convencao de somatorio para vetores e tensores

de ordem elevada:

u=ue =ue +u,e, +u,e, 3.1.1
A=A4,e,Qe;, =4 e e + 4, e Pe, +..+ Aze; Ve, 3.1.2
B=B,e ®e e, ®e =B e,Q0¢ Qe Qe + 313
B ,e,®e Qe e, +...+ By;e, Qe, e, e,

A, = A, + 4, + A4, 3.14

onde {e;} ¢ uma base ortonormal.



3.2. Conceito de Escalar, Vetor e Tensor

E preciso, inicialmente, conceituar escalar, vetor e tensor.

Escalar ¢ uma quantidade fisica completamente definida por um nimero real, como
por exemplo, massa, densidade e temperatura. Trata-se de um tensor de ordem zero.

Vetor ¢ uma entidade fisica representada por um segmento de reta orientado, com
modulo, dire¢do e sentido definidos. Sao exemplos de vetores: forga, velocidade e aceleragao.
Além disso, vetor € um tensor de primeira ordem.

Tensor ¢ uma grandeza genérica. O de segunda ordem pode ser interpretado como

sendo uma operagao linear entre dois vetores, como por exemplo:

v=Auouv, =4u, 3.2

onde A ¢ o tensor de segunda ordem que transforma o vetor v no vetor u.
O de quarta ordem pode ser compreendido como uma relacdo linear entre dois

tensores de segunda ordem, como por exemplo:

A=BCou 4, = B,,C, 33

onde B ¢ tensor de quarta ordem que transforma o tensor C no tensor A.
Todo tensor de ordem n possui 3" componentes, em relagdo a uma base. Por exemplo:

um escalar tem uma componente, um vetor tem trés e um tensor de segunda ordem, nove.



Pode-se dizer, também, que um vetor € representado, em relagdo a base ortonormal
{e1, €, €3}, por uma matriz 3 x 1, um tensor de segunda ordem por uma matriz 3 x 3 ¢ um
tensor de quarta ordem por uma matriz 3 x 3 x 3 x 3.

Definido o conceito de tensor, pode-se descrever suas operagdes, propriedades e

relagdes existentes.

3.3. Operacoes entre dois Tensores

A soma de dois tensores, sempre de mesma ordem, ¢ dada pela simples adi¢ao das

componentes correspondentes. Por exemplo:

A=B+C= 4, =B,+C, 3.4

O produto escalar, entre dois vetores, ¢ dado por:

u-v= |u||v| cosO(u,v) =u,v, =u,v, +u,v, +u,v, 3.5

onde 0(u,v) ¢ o angulo formado entre os vetores u e v.

O produto vetorial, entre dois vetores, ¢ determinado pela seguinte expressao:

— -

uxv:uivj(el.xe_/):gi/.keku,.vj 3.6

onde g;jx € o simbolo de permutagio, definido por:



&ijk = 1, para permutagdes de 1, j, k do tipo 123, 231, 312, 3.7.1
gijk = -1, para permutacdes de 1, j, k do tipo 132, 213, 321, 3.7.2

gijk = 0, se houver algum indice repetido. 3.7.3

As componentes do tensor resultante do produto tensorial entre dois vetores sao:
(”®V)ij =uY; 3.8

As componentes da multiplicacdo matricial — produto entre dois tensores de segunda

ordem — sao dadas por:
(4B), = 4,B,, = A,B,, + A,B,, + 4,B,, 3.9

As componentes do produto tensorial entre dois tensores de segunda ordem sdo as

seguintes:

(A®B)ijk1 :AijBkl 3.10

3.4. Definicoes que envolvem Tensores

As componentes da transposta de uma matriz sao:



ATU:Aﬂ 3.11

Com a definicdo de transposta de uma matriz, demonstra-se a seguinte expressao:

(4B) =(B"4") 3.12

Define-se o delta de Kronecker por:

Sij=1,sei=j, 3.13.1

0 =0, sei#]. 3.13.2
O trago de uma matriz ¢ dado por:

tr(A)=A4, = A, + A4, + Ay, 3.14

A contragdo pode ser definida em termos do trago:

A:B=1{4"B)=1r(B" 4)=1r(4B" )= 1r(BA" )= 4, B, 3.15

A dupla contragdo, entre um tensor de quarta e um de segunda ordem, ¢ dada por:

A:B=4,,Be ®e, = (4:B), = 4,,B, 3.16

A norma de um vetor ¢ definida por:



Hz&-;:uerueruf 3.17
A norma de um tensor de segunda ordem ¢ dada por:

1
|4 =(4:4) >0 3.18

O determinante de uma matriz que representa um tensor de segunda ordem ¢ um

escalar, calculado pela seguinte formula:

det(A) = A11A22A33 + A12A23A31 + A13A21A32 - A11A23A32 - A22A13A31 -
Ay A Ay, = €5 4,4, 45,

3.19

3.5. Propriedades Tensoriais

Quando det(A) # 0, a matriz ou o tensor segunda ordem A, além de ser classificada

como nao-singular, possui uma unica inversa, descrita pela seguinte formula:

A4 ' =1=47'4 3.20.1

l.=6, 3.20.2

onde I ¢ a matriz identidade de segunda ordem.

Um tensor de segunda ordem ¢ ortogonal quando:



det(Q) = £1 3.21.1

0" =07 3.21.2

A matriz S ¢ simétrica quando:

A 3.22
A matriz W ¢ anti-simétrica quando:
wh=-w 3.23

Todo tensor pode ser, unicamente, decomposto em duas parcelas: uma simétrica e uma

anti-simétrica. Tal separagdo ¢ dada por:

A=S+W 3.24.1
S:%(A+AT) 3.242
W:%(A—AT) 3.243

Toda matriz pode ser decomposta em duas partes: uma chamada de esférica e outra de

deviatdrica. A referida separacdo é expressa por:

A=al +dev(A) 3.25.1

a= %tr(A) 3.25.2



dev(4)= A —%tr(A) 3.25.3

As componentes do tensor identidade de quarta ordem sdo:

(]I)ijkl =0,0 3.26

jl
Uma matriz € positiva definida quando ¢ sempre verdadeira a seguinte relacao:
V- (Av) >0 3.27
para qualquer vetor ndo nulo v. As componentes de um vetor nulo e de um tensor nulo sdo

todas iguais a zero.

Dada a defini¢do de contragdo e de transposta de uma matriz, pode-se demonstrar que:

A:(BC)=AC" :B 3.28

3.6. Auto-vetor e auto-valor

O problema de auto-valor e auto-vetor ocorre quando hé a seguinte relagao:

An;, =An,,(1=1, 2, 3; sem soma) 3.29

1



onde n; sdo os auto-vetores ou diregcdes principais de A e A; os auto-valores correspondentes
ou valores principais de A. Para determinacdo dos valores e das diregdes principais, deve-se

resolver a equacao caracteristica de A:

det(d—A1)=—-2 + 1,2} —1,A +1,=0 3.30

onde I;, I, e I3 sdo os invariantes principais de A, dados por:

I, =tr(A) 3.31.1
1, = tr{47")det(4) 3312
I, =det(4) 3.31.3

Todo tensor simétrico pode ser escrito sob representagdo espectral:

— — 3 - -
A=Al = (An,.)@) no=y An ®n, 3.32

i=1

3.7. Transformacao de Base

As expressdes para transformacdes de bases sdo:

fi=0e,=>e¢ =0"f, 3.33.1

v=0"u=u=0v 3.33.2



B=0"40= A=0BQ" 3.33.3

onde {e;} e {fi} sdo duas bases ortonormais, u ¢ um vetor descrito na base {e;}, v ¢ 0 mesmo

vetor descrito em {fj}, Q € um tensor ortogonal, A ¢ um tensor de segunda ordem definido em

{ei} e B ¢ o mesmo tensor definido em {fi}.

Um tensor A ¢ considerado isotropico quando obedece a seguinte relacao:

A=0740 3.34

3.8. Campos Tensoriais

Define-se campo tensorial como sendo uma funcao que relaciona pontos materiais de
uma determinada regido no espaco com uma grandeza tensorial. Pode-se dizer, por exemplo,

que um campo escalar sobre certa regido no espago atribui um valor escalar a cada um dos

seus pontos materiais.

3.9. Gradiente e Divergente

Para defini¢do dos operadores gradiente e divergente, ¢ necessario descrever o

operador vetorial ou operador Nabla, dado por:



o 2o, a6, o), ol as

.= e + e, + e,
ox, ox, ox, Oox,

Com este operador, define-se o gradiente e o divergente de campos tensoriais, na

ordem, escalar, vetorial e tensor de segunda ordem, como:

grad(¢) =V.¢= 8(¢) e + 8(¢) e, + 8(¢) e, 3.36.1
X, ox, Ox,
ou,
gradu)=V®u=—"Le ®e, 3.36.2
Ox,
04,
grad(4)=V®A=—"e ®e, ®e¢, 3.36.3
Xk
diviu) =V = 2y O | O 3.36.4
ox, Ox, Ox,
oA,
div(4)=V-4=—"e, 3.36.5
ox

onde ®(x) ¢ um campo escalar, u(x) ¢ um campo vetorial, A(x) ¢ um campo tensorial e x ¢ a
localizagdao de um ponto no espago.

Outro importante operador para o presente trabalho ¢ o Hessiano, que ¢ dado por:

VV(s)= [V V]s)= a"i éx) ¢ ®e 337



3.10. Teorema da Divergéncia de Gauss

O Teorema da Divergéncia de Gauss possui grande utilidade na mecanica do continuo,
pois transforma integrais de superficie em integrais de volume e vice-versa, sendo que ambas

envolvem campos tensoriais. Ele est4, resumidamente, descrito pelas seguintes expressoes:

I(u-n)dS = “div(u)}z’V ou juinidS = I%dV 3.38.1
S Vv S Vv axj
[(an)ds = [[ai()lav ou [ 4,n,dS :jaA"f dv 3.38.2
S Vv S o vV ax_/

onde u(x) ¢ um campo vetorial, A(x) ¢ um campo tensorial, S ¢ a area superficial, V ¢ o

volume e n ¢ o vetor normal a superficie, com sentido para o exterior do corpo.

3.11. Derivadas de Funcoes Escalares e Tensoriais

Estao descritas, neste subitem, algumas formulas necessarias para calculo de derivadas

de fungoes escalares, vetoriais e tensoriais:

ddet(A)
04

ddet(A)
04

=det(4)4™" ou =det(4)47"; 3.39.1

i

-1
(a’; ] :—%( A A4 3.39.2
ki



8tr(A) ~7 ou 6”(1‘1) —1 =5, 3.393
aA A[/ iy y
2 2
onr(4’) _ 247 ou onl4?) _ 247, 3.39.4
o4 o4,
o4,
A fponlioy 3.39.5
oA o4, 7
o4:B)_, 0B, p oA O4:B)_, 0By p 04y 3.39.6
aC oc " ac e, oc, M,
alg4, o4,
o) _ 4 u08 , 404 ¢ ”)zA,“ 0, 5l 3.39.7
oC oc ac ™ ac,  “ac, Tac,
divldn)= [div(A) + tr| Agrad(a | 339.8
Oa _oOa 0B _0adf  Oa _ Oa 0B, Oa 0f 3.39.9

0A OB 0A 0B oA o4, OB, 04, 0P o4,

Deve-se ressaltar que a equagdo (3.39.2) ¢ valida somente se A for uma matriz

simétrica.



4. Mecanica Nao Linear do Continuo

Neste capitulo sdo introduzidos alguns conceitos sobre a Mecédnica Nao Linear do
Continuo, como por exemplo, a Nao Linearidade Geométrica (NLG), a descri¢do do
movimento de um corpo, medidas de deformagao e tensdo e Principio dos Trabalhos Virtuais

(PTV).

4.1. Conceito da NLG

Toda estrutura deve estar estaticamente equilibrada pelo carregamento aplicado e
pelos esforcos internos provenientes desta solicitagdo.

O equilibrio de forgas, na andlise estrutural geometricamente linear, ¢ descrito na
posicao inicial ou indeformada da estrutura. Apesar de ser pratica, restringe-se aos problemas
com pequenos deslocamentos, nos quais as posi¢des inicial e atual, do corpo, sdo proximas.

A analise ndo linear geométrica, por sua vez, busca a descri¢do do equilibrio de forgas
na configuracdo atual ou final do corpo, isto ¢, leva em considera¢do os deslocamentos e
deformacdes ocorridos. Portanto, apesar de apresentar uma formulacdo matematica mais
complexa, a NLG ¢ essencial para analises estruturais de problemas com grandes

deslocamentos, nos quais as configuragdes de referéncia e atual podem ser bastante distintas.



Dado um suposto carregamento em uma estrutura, para se equacionar o equilibrio
estatico na posicao atual, ¢ necessario o conhecimento da presente geometria, a qual ¢
inicialmente desconhecida. Tal equagdao de equilibrio, geralmente, depende da incédgnita
posi¢do atual da estrutura e, portanto, ¢ nao linear, isto €, a expressdo da posi¢ao final nao
pode ser explicitada em funcdo da magnitude do carregamento. Uma das estratégias
numéricas para se resolver este problema ¢ o uso de processos iterativos, nos quais sao
estimadas as posicOes atuais e ¢ atualizada a presente configuracdo até que o equilibrio seja

satisfatorio, isto ¢é, apresente pequenos erros. O método iterativo usado neste trabalho sera

abordado, com mais detalhes, no sétimo capitulo.

4.2. Cinematica

Cinematica ¢ a descricdo do movimento de um corpo ou de uma estrutura, sem
consideragdo das causas desta mudanca de configuragdo.

A hipdtese mais importante, para a cinematica das estruturas, ¢ admitir que o corpo ¢é
um meio continuo, isto ¢, um sistema macroscopico sem vazios, no qual, segundo
HOLZAPFEL (2000), ndo se considera o fato de todo material ser constituido por moléculas e
atomos. Assim, todo corpo ¢ considerado como sendo um conjunto continuo, composto de
particulas ou de pontos materiais, cuja massa, posi¢do e volume sdo expressas por fungdes
continuas.

Para que se possa equacionar o equilibrio de forgas na posi¢do atual, ¢ preciso

descrever o movimento ocorrido entre as configuragdes inicial e atual.



4.2.1. Configuracio

Conforme dito anteriormente, todo corpo ¢ suposto como um conjunto de particulas ou
de pontos materiais. A configuracdo ou posi¢ao desse corpo ¢ uma fungao continua que faz a
correspondéncia unica entre o ponto material e sua coordenada no espaco em relagdo a um
referencial.

O referencial, também chamado de observador ou de estrutura de referéncia, tem

origem, O, fixa no espago e trés eixos, ej, €; € e3, que constituem a seguinte base ortonormal:

e e, =0; 4.1.1

e; xej :8ijk

e, 4.1.2
onde 6;; ¢ o delta de Kronecker, e & € o simbolo de permutacdo, ambos definidos no segundo
capitulo.

A configuragdo inicial, indeformada ou de referéncia, ¢ representada por X, e a atual

ou deformada por x. Assim, a posi¢cao de um ponto material no espago é:

X=Xe +X,e,+X,e, 4.2.1
ou X=xe +x,e,+x;e 4.2.2

onde X;, X, e X3 sdo as coordenadas iniciais, também chamadas de materiais ou de

referéncia, e X, X, € X3 sd0 as atuais, também chamadas de espaciais.



Os vetores X e x recebem o nome de vetores posicdo. Uma forma alternativa de

descrevé-los ¢ a seguinte:

X, Xy
X=3X,p0ux=1x, 4.3
X, X3

Compreendido o conceito de configuragcdo ou posi¢do, pode-se definir e descrever o

movimento de um corpo.

4.2.2. Movimento de um corpo

Movimento, também chamado de alteracdo de forma ou mudanca de configuragdo, ¢
uma funcdo que associa a posic¢do inicial e a atual, no instante t, de um ponto material. Essa

relacdo pode ser matematicamente expressa por:

= 2(X.0)= £ (¥) 4.4.1

ou  x =x(X,X,,X,,t),parai=1,2 0u3 442

onde y caracteriza movimento e y(X,t) ¢ a trajetoria percorrida pelos pontos com coordenadas

materiais X;, X; e Xs.



Deve-se lembrar que uma mudanca de referencial causa, apenas, alteracdo das
coordenadas dos pontos de um corpo e das componentes da mudanga de configuragdo, pois o
movimento fisico ¢ o0 mesmo, independentemente do observador escolhido.

Pode-se definir, também, o chamado movimento inverso:

X =77 (%e) 4.5.1

ou X, = 77"(x,x,,x,,t), parai=1,2 ou 3 4.5.2

Para se expressar o movimento, existem dois tipos de descricdo. A Lagrangiana, ou
material, caracteriza a mudanga de configuragdo do corpo em relagdo as coordenadas
materiais e ao tempo, ¢ a Euleriana, ou espacial, caracteriza a alteracdo de forma em relagao
as coordenadas espaciais e ao tempo. Optou-se, neste trabalho, pela formulacdo Lagrangiana,
pois as principais equacgdes que descrevem o comportamento mecanico dos materiais sao

escritas em fun¢do das coordenadas materiais.

4.2.3. Campo de Deslocamentos

Define-se campo de deslocamentos da seguinte maneira:

B()?, t): ;(},t)— 7(, na descricao Lagrangiana 4.6.1

U
=

= x— }(;,t), na descri¢ao Euleriana 4.6.2

)
dlx.¢)=D(X 1) 4.6.3



A figura 4.1 ilustra os principais conceitos expostos, até o presente momento, no

subitem 4.2.

Configuragdo Inicial

(instante t )

(instante t=10)

( Referencial )

el

Figura 4.1 — Configuragdes, Movimento ¢ Campo de Deslocamentos de um corpo

4.2.4. Movimento de Corpo Rigido

Entende-se por movimento de corpo rigido toda mudanga de configuracdo que nao

causa alteracdo da forma do corpo e da posi¢do relativa de seus pontos materiais, isto é:
;c()?,t)= c(r)+o(r)x 4.7

onde c¢(t) ¢ o vetor de translacdo e Q(t) € o tensor ortogonal de rotagdo, de segunda ordem,
constantes para todo X. A figura 4.2 ilustra esse tipo de movimento, no qual o corpo é&,

apenas, transladado e rotacionado.



Configuracdo Atual

Configuracao Inicial

(instante t)

(instante t=10)

( Referencial )

el

Figura 4.2 — Exemplo de Movimento de Corpo Rigido

4.3. Deformacio

Para que se possa quantificar e analisar a mudanga de configuragdo de um corpo
submetido a certo carregamento, sdo usadas as medidas de deformacdo. Estdo descritos, a

seguir, os principais conceitos e formulas com relagdo a essas grandezas.

4.3.1. Gradiente da Funcio Mudanca de Configuraciao

O chamado gradiente da fun¢do mudanca de configuragdo, ou simplesmente gradiente,
além de auxiliar na definicdo de outras medidas, fornece a variagdo, no espaco, da fungao
mudanga de posicao.

Ao analisar a figura 4.3, pode-se concluir que:



Ax=x-x,
U, =x,-X,
U=x-X

4.8.1

4.8.2

4.8.3

4.8.4

Configuragao Inicial

(instante t)

(instante t=0)
( Referencial ) L e2

el

Configuracdo Atual

Figura 4.3 — Variagdo da Fun¢do Mudanga de Configuracdo

A expansdo, em Série de Taylor, do vetor Ax resulta em:

A}_}—g_{g+MA7(+OZ(M)}—;O

oX

onde O*(AX) representa os termos de ordens superiores em AX.

4.9

Se 0 mddulo do vetor AX tender a zero, isto €, se for infinitesimal, pode-se simplificar

a expressao (4.9):



0*(AX)=0 4.10.1

dx = @d} = X px 4.10.2

CoX

onde A(X,t), ou simplesmente A, ¢ o tensor gradiente material da fun¢do mudanca de
configuragdo, que descreve a maneira pela qual o vetor dX se transforma no vetor dx, dada a
alteracdo de forma do corpo.

Existem outras representa¢des para esse tensor:
A= Gradz(},t)z Grad?c()?,t)z Gradx 4.11

onde Grad ¢ o operador gradiente, descrito em relacdao as coordenadas materiais.

Assim, as componentes do gradiente sdo as seguintes:

4 _8xi(;(,t)_8zi(7(,t)
Toex,  ax,

(paraij=1,2,3) 4.12
onde x; sdo as componentes da fun¢do mudanga de configuragdo, x; sdo as coordenadas
espaciais e Xj sdo as materiais.

Analogamente, define-se o tensor gradiente espacial da fun¢do mudanca de

configuragdo, que descreve o modo pelo qual o vetor dx se transforma em dX:

B" = BT(;C,t): A7 = gradz_l(},t): grad}(;,t) 4.13.1

( T) :aXi(;,t)zajg_li(;C,t) 4.13.2
’ Ox, Ox, o



onde grad ¢ o operador gradiente, descrito em relagao as coordenadas espaciais.

Deve-se comentar que o tensor A € nao singular, pois:
dx = AdX #0,YdX # 0= det(d)=J =0 4.14

onde J ¢ o Jacobiano. Tal expressdo traduz o fato de que nenhuma fibra do material pode ter
seu comprimento anulado pela deformagao, isto €, ndo pode desaparecer ou ser aniquilada.

A partir do gradiente, podem ser expressas outras medidas de deformacao.

4.3.2. Tensores de Deformacao

Aparece, na definicdo do modulo do vetor dx, o seguinte desenvolvimento:

@i = dv-die = (4ax ) (4aX )= ax (47 4dK )= X -cax >0 415

Assim, pode-se concluir que o tensor C = A" 4 ¢ positivo definido. Ele é o chamado
tensor alongamento a direita de Cauchy-Green, uma das principais medidas Lagrangianas de
deformacao.

Além de ser positivo definido, C ¢ simétrico, pois:

(474) =47(4") =474 4.16



Analogamente, define-se uma medida Euleriana, que ¢ o tensor alongamento a

esquerda de Cauchy-Green, também chamado de tensor de deformagao de Finger:
b=AA" 4.17

O seguinte desenvolvimento ocorre no calculo da diferenca entre os modulos dos

vetores dx e dX:

—2 — 2 - RN - - RN RN RN
‘dx —‘dX —dX -CdX —dX -dX =dX -(C—1)dX = dX -2EdX 4.18

onde I ¢ o tensor identidade de segunda ordem e E ¢ o tensor deformagao de Green-Lagrange,

uma medida Lagrangiana definida por:

E=Yc-1)=1(ara-1) 4.19.1
2 2
. .
Eij :E(c,.j ~5,) (parai=1,2,3) 4.19.2

onde §;; ¢ o delta de Kronecker.

Ha, também, a medida Euleriana de deformacdo analoga a E:

1 1 .
F:E(I—BBT):E(I—Z) ') 4.20

onde B' ¢ o gradiente espacial da fun¢io mudanca de configuracio, b é o alongamento a

esquerda de Cauchy-Green e F ¢ o tensor deformacgao de Euler-Almansi.



4.3.3. Alongamento

Outra grandeza de bastante interesse, na pratica, ¢ o alongamento relativo, também
chamado de estiramento, razdo de extensao ou, simplesmente, alongamento. Ele ¢ definido
como sendo a razdo entre os comprimentos final e inicial de uma fibra ou linha material,

mostrados na figura 4.4.

Configuracdo Atual

A(XH)
Configuragao Inicial

(instante t )

(instante t=0) e3

(Referencial ) e2
el

Figura 4.4 - Mudanga de Comprimento e Dire¢do de uma Fibra

Na figura 4.4, dX é o moédulo do vetor dX ou o comprimento da fibra na posi¢cdo
inicial, dx ¢ o modulo de dx ou o tamanho da fibra na configuracdo atual, u € o vetor unitario
na direcdo inicial da fibra e v € o vetor unitario na direcdo atual da fibra.

Assim, € possivel fazer o seguinte desenvolvimento:

dx = AdX = dXAu 421.1
dx =dXu A’ 4212

(dx) =dx-dx =dx dx=(dX)u A" Au 4213



Aw)=E i 4 a = ca 4214

onde A(u) € o alongamento de uma fibra que estava, inicialmente, na direcdo do vetor unitario
u. Pode-se concluir, pelo fato do tensor C ser positivo definido, que 0 < A(u) < oo, para

qualquer u.

4.3.4. Deformacio de Engenharia

As deformagdes de engenharia sdo medidas bastante uteis, pois possuem significado
fisico aparente, ao contrario do tensor de Green-Lagrange, por exemplo.
A deformacgdo especifica de engenharia ¢ a razdo entre a extensdo de uma fibra,

inicialmente na dire¢do do vetor unitdrio u, € seu comprimento inicial:

g(u): dx—dX _

Aw)-1 422
dx (u)

A distor¢do de engenharia ¢ a razdo entre a mudanga no angulo entre duas fibras,

inicialmente perpendiculares entre si, € o angulo inicial entre elas:

Vip =Y —— 4.23

onde O ¢ o angulo ilustrado na figura 4.5.



Configuragiio Atal

A(X%'

Configuragio Inicial

e3

{ Referencial ) e2
el

Figura 4.5 - Angulo de Distor¢io de Engenharia

Da defini¢do de produto escalar entre dois vetores, escreve-se a seguinte expressao:

—_— — —f—
cos(®)=vl-v2 =vl 12 4.24
onde v1 e v2 sdo os vetores unitarios que possuem a mesma direcdo das fibras deformadas -

na atual configuracdo - que, inicialmente, eram perpendiculares entre si e que estavam nas

dire¢des dos vetores unitarios ul ¢ u2.

E possivel, com a figura 4.5 ¢ as expressdes (4.14) e (4.24), escrever:

—_ — RN — — — Aﬂ
dx = devi = AdX. = dXAul = vi = X g = A 4.25.1
dx A,
b = 4252
A
o = Aus 4253

j“2



—t ; —_
_ul A Au2 4254

cos(@) )
1772

Assim, a distor¢ao de engenharia pode ser expressa da seguinte maneira:

Y1, = arccos uldduz| x 4.26
M A, 2

onde A; e A, sdo, respectivamente, os alongamentos de duas fibras, inicialmente nas dire¢des

de ul e u2.

O pseudo tensor deformacao de engenharia ¢ expresso, em relacdo a base {ej,e;,e3},

por:

€, Y2 7
2 2
Y Y
Eung = % & = 4.27
PETRE S e

E possivel mostrar que £"® ndo ¢ tensor pois ndo respeita as propriedades descritas no

terceiro capitulo (CODA & PACCOLA, 2007).



4.3.5. Tensor Gradiente de Deslocamento

Além dos tensores gradientes da fung¢do mudanca de configuracdo, existem os

gradientes de deslocamento, definidos com as seguintes equagdes:

D, = Grad B()?,t)z Gradx—GradX = A—1 (descrig@o material) 4.28.1
dg, = gradg(;,t): gradx—grad X =T — A~ (descricdo espacial) 4282

D(X.t)= Dy (X t)+ Dypax 4.28.3

onde I ¢ a matriz identidade, e U e Uy sdo vetores de deslocamento ilustrados na figura 4.3.

4.3.6. Objetividade da Medida de Deformaciao

Segundo OGDEN (1984), para que possa quantificar, de fato, a mudanca de
configuracdo de um corpo, a medida de deformagdo adotada deve ser objetiva, isto ¢, deve
fornecer valores nulos para movimentos de corpo rigido. Além disso, uma grandeza ¢ objetiva
quando fornece os mesmos valores para distintos referenciais.

Se a fungdo mudanga de configuracdo for expressa com a equagdo (4.7), o que

caracteriza movimento de corpo rigido, entdo:

A=Gradx = Gradl_c(t)+ Q(t);(J: GradX =1 = A'A=1=E=0 4.29



onde I ¢ a matriz identidade ¢ 0 ¢ o tensor nulo de segunda ordem. Assim, todas as
componentes da deformagao de Green-Lagrange sdo nulas, o que prova que o tensor E ¢ uma
medida de deformagao objetiva.

Para o caso de mudanca de observador, através do tensor ortogonal Q, o uso da

expressao (3.33.3) resulta em:

A" =407 430.1

J* = det(4° )= det(Q)det(4)det(Q" ) = det(4) = J 4302

C =(4)(47)=04'0'040" = 4'4=C 4303
e _pn=Lic_n-=

E'= 2(C I)= J(c-D=E 4304

As relagdes (4.30) mostram que as grandezas J, C e E fornecem os mesmos valores

quando ocorre mudanca de referencial. Portanto, elas sdo objetivas.

4.3.7. Teorema da Decomposiciao Polar

O teorema da decomposi¢@o polar ¢ de grande importancia para analise estrutural do

continuo. Ele afirma que o gradiente pode ser decomposto da seguinte forma:

A=RU =VR 4.31.1

UZ

Il
a

4.31.2



V=0 4313

onde U e V sdo tensores de segunda ordem simétricos e positivos definidos. O primeiro ¢ o
tensor material de alongamento e o segundo ¢ o espacial. COIMBRA (1981) definiu U e V
como sendo os tensores elongagdes direita e esquerda, respectivamente.

Este teorema demonstra, com auxilio dos conceitos sobre auto-vetores e auto-valores,
que os tensores U e C possuem as mesmas diregdes principais, também chamadas de eixos
materiais principais. Porém, os valores ou alongamentos principais sdo diferentes. Se, por
exemplo, os auto-valores de U sdo A,, os de C sdo A,°. Analogamente, as dire¢des principais
do tensor V, também chamadas de eixos espaciais principais, sdo as mesmas de b. Como no
caso de U e C, a relagdo entre os valores principais de V ¢ b ¢ a mesma. Além disso, a

deformacao rotaciona, via tensor R, as dire¢des principais de U para as de V.

4.3.8. Relacao entre areas superficiais e volumes

As seguintes equagdes descrevem a importante relacdo entre areas superficiais e

volumes, antes e depois da deformacao, isto ¢, nas configuragdes inicial e atual:

dv = Jdv, 432.1

dSn = JBF;dSO (férmula de Nanson) 4.32.2

onde dV ¢ o volume infinitesimal na posicdo atual, J ¢ o Jacobiano ou o determinante do

gradiente material A, dV, ¢ o volume infinitesimal na configurag¢do de referéncia, dS ¢ a area



superficial na posicdo atual, B' ¢ o gradiente espacial, dSy ¢ a 4rea superficial na configuracio
de referéncia, n ¢ o vetor unitario normal a superficie na posicdo deformada e Ny na

indeformada.

4.3.9. Tensores Taxa de Deformacao

Estao definidos, neste subitem, alguns tensores relativos a taxa ou a variagao temporal
da deformacgao, uteis para o desenvolvimento das equacgdes de balango energético.

Define-se o campo vetorial velocidade com as seguintes expressoes:

;(},t): ﬂﬁa@ = D(;(,t): D (descricao material) 4.33.1
\:(;C,l‘ )= o a;;’t =d (;, )= d (descrigdo espacial) 4332

Os tensores gradiente de velocidade sdo expressos da seguinte maneira:

/ (;c,t): grad [;(;c,t)]: d%%’—tﬂ , na descricao espacial 4.34.1
x

L(},t): Grad[?(},t)]: d%;)?—’tﬂ = A(},t) , ha descri¢cdo material 4.34.2

O tensor I(x,t) pode ser decomposto em duas parcelas:



o) =15 (xt)+ 1, (5.0) 435.1

1 (e)=1, =%(I+IT) 4.35.2

L (e)=1, =%(1—1T) 4.35.3

onde Is € o tensor simétrico taxa de deformacao e I ¢ o anti-simétrico taxa de rotacao.

A variagdo, no tempo, do tensor de Green-Lagrange ¢ dada pela seguinte férmula

(HOLZAPFEL, 2000):

E=M=AT1SA

4.36
ot

onde A ¢ o gradiente e Is ¢ o tensor simétrico taxa de deformacao.

4.4. Tensao

A mais importante grandeza para célculo de esforcos internos ¢ a tensao.



4.4.1. Vetor de Tensao

Dado um corpo, existem as forcas externas superficiais aplicadas no contorno, as
forcas de campo que atuam em cada particula material e as forgas internas distribuidas numa
superficie no interior desse corpo. Essa superficie pode ser um plano imaginario que separa o

corpo em duas partes, como mostra a figura 4.6.

Configuragdo Atual

Configuragéo
Inicial

A(X,t)

T

( Referencial ) e2
el

Figura 4.6 - Vetores de Tensao

O vetor de forca resultante que atua numa area superficial infinitesimal, no plano
imaginario, ¢ df na posi¢cdo atual e dF na inicial. Assim, a partir da figura 4.6, pode-se

concluir que:

df = tds 437.1
dF =TdS, 437.2

i =ilx.0,n) 4373



—

T =T(X..,N) 4374

onde ds e dS) sdo as infinitesimais areas superficiais, n € N sdo os vetores unitirios normais
ao plano imagindrio, t ¢ o chamado vetor de tensdo real de Cauchy e T ¢ o vetor de tensdo
nominal ou vetor de tensdo de Piola-Kirchhoff de primeira espécie. Dessa forma, t mede a
forca por unidade de area na presente configuracdo, e T mede a mesma relacdo na posicao de

referéncia.

4.4.2. Tensao na forma Tensorial

E bastante til definir tensdo na forma de tensores de segunda ordem. Para isto, usa-se

o Teorema da Tensao de Cauchy:

tetn)=olvth =1 =oyn, 4.38.1

X, N)=pP (XN =1 =(P7), N, 4.38.2

onde 6 ¢ o tensor da tensdo real de Cauchy e P' ¢ o tensor da tensido nominal ou de Piola-
Kirchhoff de primeira espécie. Esse teorema demonstra que os vetores de tensao t e T variam
linearmente com os vetores normais n € N, respectivamente.

Para se relacionar ¢ ¢ P', utiliza-se as expressdes (4.38) e (4.32.2), o que leva a

seguinte equacao:



P' =JoA" = (P"), = Jo, (47T), (k=1,2,3) 439

4.4.3. Componentes da Tensao de Cauchy

Ao projetar o tensor 6 numa base ortonormal, chega-se a seguinte expressao:

— —

t, =0e out, =0.e; 4.40

onde t¢; € 0 vetor que atua no plano cujo vetor unitario normal € e;, € cjj sdo as componentes
do tensor ¢ em relagao a base.

As componentes 6; sdo chamadas de tensdes normais e as c;j, para i # j, sdo as tensoes
tangentes ou cisalhantes. Ademais, a conven¢ao de componente positiva para o tensor ¢ estd
ilustrada na figura 4.7.

As tensdes normais também possuem suas dire¢des e seus valores principais, muito

uteis para o dimensionamento estrutural, determinados com a solugdo da seguinte equacao:

—_—

(0—0 I)na:6 4.41

a

onde o, sdo os valores principais de 6 € n, sdo as dire¢des principais. Assim, a tensdo real de

Cauchy também possui sua representacao espectral:

3
c=Yo,n ®n 4.42
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Figura 4.7 - Componentes cij

4.4.4. Tensao de Piola-Kirchhoff de Segunda Espécie

O tensor simétrico da tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie, apesar de ndo ter
interpretagdo fisica, ¢ de grande importancia para célculo da energia e suas derivadas em

problemas estruturais. Ele ¢ definido pelas seguintes formulas:

S=A4"P' =B"P" =JA'cA”" =JB" B 4.43.1

S :(A_l )ik(PT )k/ =(BT )ik(PT)kj 4432



4.4.5. Tensao de Engenharia

A tensdo de engenharia representa a razao entre forca atual e area inicial. Ela ¢

representada, em relacdo a base {ey,ez,e3}, da seguinte forma:

O,, =|Ty O, Tn 4.44

onde o; € a tensdo normal de engenharia na dire¢do i, e T;; € a tensdo cisalhante de engenharia

referente ao plano ij.

4.5. Balancos

Para que se possa equacionar o equilibrio, ¢ preciso estabelecer as leis de balango, as
quais, segundo HOLZAPFEL (2000), devem ser respeitadas em qualquer instante e em todo o

corpo.

4.5.1. Conservaciao da Massa



As considerar o corpo analisado como um sistema fechado, o mesmo conserva sua
massa apds a deformagdo, ou seja, ela ndo se altera com o movimento. Isto pode ser

matematicamente expresso do seguinte modo:

m(Q,)=m(Q)>0 4.45.1

dm(Q,)=dm(Q)>0 4452

=0 4453

onde dm ¢ a massa de um volume infinitesimal do corpo, Q se refere a presente configuragao
e Qp a posi¢do inicial. A quantidade escalar massa ndo varia no tempo e, portanto, ¢ uma
medida objetiva.

Devido a consideragdo da continuidade do meio que compde o corpo, a massa pode
ser caracterizada por continuas fung¢des escalares de campo, como por exemplo, a densidade,

a qual ¢ definida pelas seguintes expressoes:

Lo = Po (},t): dm(Q,) (densidade material) 4.46.1
dv,
(~ ) dm(Q) : :
p=p\xt|= o (densidade espacial) 4.46.2

A configuracgdo ¢ dita homogénea quando a densidade ¢ a mesma para qualquer ponto

material, isto é:

Grad(p,)= 0 ou grad(p)= 0 4.47



Para relacionar as densidades nas configuragdes inicial e atual, usa-se as equagdes

(4.45.2) e (4.46), que resultam em:

pydV, = pdV (forma diferencial ou local) 4.48.1
J- P, AV, = J. pdV (forma integral ou global) 4.48.2
Q, Q

J‘(p0 — pJ MV, =0, para qualquer dV, 4.48.3
QO

Com a expressao (4.48.3), pode-se escrever a forma local da equag@o da continuidade

de massa:

p=—=p,=Jp 4.49

Ademais, CODA (2003) demonstrou, baseado em OGDEN (1984), as seguintes

expressoes:
£, =0 4.50.1
p+div(v)p =0 4.50.2
SN gty | = [ i 4.50.3
Py E[,ofv —ipf v .50.

onde f ¢ uma fun¢do de campo, que pode ser escalar, vetorial ou tensorial.



4.5.2. Balanco da Quantidade de Movimento

A quantidade de movimento translacional, também chamada de momento linear total

(HOLZAPFEL, 2000), ¢ definida pela seguinte formula:

L(t)= [ pvav = [ p,¥av, 451

Q Q,

onde v = v(x,t) e V = V(X,t) sdo os vetores de velocidade, dV € o volume infinitesimal final ¢
dVy é o inicial.
J4 a quantidade de movimento rotacional, também chamada de momento angular total

(HOLZAPFEL, 2000), ¢ determinada pela seguinte expressao:

J(6)=[rxpvav = [r,x p,Vav, 4.52

Q Q,

onde r(x) = x - X9 € 0 vetor posi¢do espacial, ro(x) = X - Xy ¢ o material, xo ¢ a posi¢ado
espacial do ponto de referéncia e Xy ¢ a material.
O balango da quantidade de movimento translacional mostra que a resultante de

forgas, no instante t, ¢ dada por:

F6)=2[2()] 4.53



O balanco da quantidade de movimento rotacional mostra que o0 momento ou torque

resultante, no instante t, ¢ dado por:

M) =2 [(0)] 454

O uso das expressoes (4.50.3), (4.53) e (4.54) resulta em:

F(t)=[ piav = [ p,Vav, 4.55.1
o Q

M(1)= [rx pidv = [r,x p,VdV, 4552
o Q

onde o ponto acima da variavel significa derivada da mesma em relagdo ao tempo.
Sabe-se, também, que as resultantes de for¢a e de momento podem ser expressas da

seguinte maneira:

F(t)= [1dS + [ bav 4.56.1
oQ Q

M(e)= [rxudS+[rxbdv 4.56.2
Q

o

onde t = t(x,t) ¢ o vetor de tensdo real de Cauchy ou for¢a de superficie, por unidade de area,
atuante no contorno 0Q de um corpo, € b = b(x,t) € o vetor espacial de forcas de campo, por

unidade de volume, atuante em cada ponto material. A figura 4.8 mostra os vetores t e b.



Configuragdo Atual
(instante t )

Contorno

e3

( Referencial ) % e2

el

Figura 4.8 - Vetores de Tensdo e de Campo na posigdo atual

A combinagdo das expressdes (4.55) e (4.56) leva, portanto, as seguintes equacoes

Eulerianas:
[ pyav = [uds + [bav 4.57.1
Q oQ Q
j;xpﬁde ;xidS+j;deV 4572
Q oQ Q

Para simplificar o equacionamento, as integrais ao longo do contorno 0C2, nas
equagoes (4.57), precisam ser transformadas em integrais no volume, com a utilizagdo do
Teorema da Divergéncia de Gauss, dado pelas expressoes (3.38). Pode-se concluir, entdo, a

Primeira Lei de Movimento de Cauchy, com as chamadas equagdes Eulerianas de campo:

Hdiv(a)+ b p;Ja’V =0 (forma global) 4.58.1
Q
div(a)+ b p\fz =0 (forma local) 4.58.2
do ; . L

= +b,—pv, =0 (forma local indicial) 4.58.3

8xj



Analogamente, existem as equacdes Lagrangianas de campo:

J.[div(PT )+ B-p, ;}dVO =0 (forma global) 4.59.1
Q

div(P" )+ B p,V =0 (forma local) 4592
OP, . o

5 X/ +B.—p,V, =0 (forma local indicial) 4.59.3

J

onde B =J b ¢ o vetor material de forcas de campo e¢ P ¢ a tensdo de Piola-Kirchhoff de
primeira espécie.

HOLZAPFEL (2000) mostrou que o balango da quantidade de movimento rotacional,
também chamado de Segunda Lei do Movimento de Cauchy, serve apenas para demonstrar a

simetria do tensor 6, isto €, ¢ =o.

4.5.3. Balanco da Energia Mecanica e da Poténcia

A energia mecanica, para uma forca aplicada em um ponto em deslocamento no

espaco, pode ser calculada pela seguinte férmula:

E _=F-d=Fd, 4.60

mec

onde F ¢ a forca aplicada e d o deslocamento do ponto. Os valores F e dr estdo ilustrados na

figura 4.9.



X (t=0)

\_ linha de agdo de F

Figura 4.9 - Calculo da Energia Mecénica

Como a derivada, no tempo, do deslocamento ¢ a velocidade e a forga, por hipdtese,

ndo varia com o tempo, a poténcia, ou a taxa de variagdo temporal, da energia mecanica

resulta em:
0 0
af(Em):Fat(dF):FVF 4.61

onde vr ¢ a componente do vetor velocidade v na direcdo da linha de agdo da forga F.
Assim, para se fazer o balango de energia mecanica, basta multiplicar as expressoes
(4.58), que descrevem a resultante de forgas, pelo vetor velocidade, o que leva a seguinte

expressao:
[div(c)y + by — pyv =0 4.62
Pode-se concluir, ao fazer uso da expressdo (3.39.8), as seguintes equagdes:

div(a;)+ by = p;; +tr [agmd (\:)J (forma local) 4.63.1



ou div(m:)+ by = %('OT;;} + tr[ograd (;)] (forma local) 4.63.2

| tvdS + [ bvdV = % | ('OT;;}ZV +| zr[ogmd(;) V (forma global) 4.63.3
Q Q Q

oQ

Os dois termos do lado esquerdo da expressao (4.63.3) representam a poténcia da
energia externa, o primeiro termo do lado direito ¢ a variagdo de energia cinética e o segundo
¢ a poténcia interna, também chamada de variagao temporal da energia de deformacgao.

Pode-se desenvolver, com auxilio das propriedades tensoriais do capitulo anterior, o

termo tr[e*grad(v)] da seguinte maneira:
tr[@rad(;):oj d=c:l=c:(g+1,)=0c:l;+0:1,=0:1 4.64

onde Ig € o tensor simétrico taxa de deformagao e I, ¢ o anti-simétrico taxa de rotacdo, dados

nas equacdes (4.35).
Para se descrever o balanco de energia na formulacao Lagrangiana, basta substituir o

volume infinitesimal dV por J dVj e, com auxilio das referidas propriedades tensoriais, fazer

as substitui¢des necessarias, a depender da medida de tensdo adotada:

[(o:0av = [(Jo:1)av, = [Jo:(4a™ )V, = [Joa™ : 4aV, =

Q Q, Q, Q,

= ((P": AV, = |Jo: ATEA AV, = | JA cAd™ : EdV, = 4.65
Q Q Q

= J-S :EdV,

Q,



As integrais das expressdes (4.65) sdo equivalentes, isto €, todas podem ser usadas

para calculo da variagdo temporal da energia de deformagdo. Assim, € possivel dizer que os
pares (JO',I S), (PT , A) e (S,E ) sdo pares conjugados para céalculo da poténcia na descrigao

Lagrangiana.

4.5.4. Principio dos Trabalhos Virtuais

O Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV) ¢ de fundamental importincia para
formulagdes numéricas. Ele estabelece que, dado um deslocamento virtual compativel e
admissivel, representado por 0d = d* - d e ilustrado na figura 4.10, o corpo analisado estd em

equilibrio se, e somente se, o trabalho virtual das forcas internas for igual ao das externas.

(instante t* )

(instante t =0

(instante t)

e3

( Referencial ) L e2

el

Figura 4.10 - Deslocamento Virtual



O deslocamento virtual ¢ compativel quando atende as condigdes de contorno
essenciais impostas, que sao deslocamentos prescritos em certas regides do corpo, e €
admissivel quando a fun¢do que o descreve possui a continuidade desejada.

Para célculo do trabalho virtual, multiplica-se a resultante de forgas, dada pelas
equagoes (4.59), por od, o que resulta, conforme o mesmo procedimento para obtengdo do

balanco energético, na seguinte expressao Lagrangiana:

[Bo-sdav, + [(P")N-5ddS, = [ p,5-5dav, + [ur|(P)radlsd Jav, 4.66
Q, Q Q,

o,

HOLZAPFEL (2000) demonstrou as seguintes expressoes:

Grad(sd)= Grad(d" ) - Grad(d)= 5|Grad(d)|= 4 467.1

OF = %5c = sim(4” Grad(sd )= [4" Grad(sd | +|47 Gradlsd| 4.67.2

onde sim(*) representa a parcela simétrica do tensor (*).

Pode-se mostrar com algum esforgo algébrico que:

5 =L sd 4.68.1
od

SE = A" Grad|sd )= 4" 4 4682

P":Grad(5d)=5 : oF 4683

onde f ¢ um campo tensorial qualquer.



Assim, o trabalho virtual interno ¢ dado pela seguinte equacao:

TV, = [P":54aV, = [ S: 6BV, = [o¥aV, 4.69.1
QO Qo QO
o =" 5 4.69.2
op

onde ¥ ¢ a chamada energia especifica de deformagdo, por unidade de volume, descrita na
configura¢do inicial, e B € o tensor da medida de deformacao adotada.
Com a igualdade (4.69.1), pode-se escrever a expressdo para calculo da variacdo da

energia especifica de deformagao:

=P :64=S:6E 4.70

As expressoes (4.70) e (4.69.2) revelam que a tensdo de Piola-Kirchhoff de primeira

espécie ¢ conjugada energética do gradiente mudanca de configuragdo e que a tensdo de

Piola-Kirchhoff de segunda espécie é conjugada da deformacao de Green-Lagrange, ou seja:

P’ = o¥(4) 4.71.1
04
S = O‘P(E) 4.71.2
OFE
Ademais, CODA (2003) mostrou as seguintes igualdades:
[(Bo-sd)iw, =5 [(Bo-d}av, 4.72.1
Q, Q,



H(Pw)ﬁwso = 1(7“53}150 =0 I(?E)JSO 4722

8, aQ, o,

Sosdv =Ls il s 4723
{60, ~ Lo 6o,
Q, Q,

Deve-se comentar que as expressoes (4.72.1) e (4.72.2) sao validas sempre na sua
forma global pelo principio da conservacao de massa.
Assim, pode-se dizer, com base no PTV, que a energia potencial total, que ¢ a soma

das energias interna, externa e cinética, resulta em:

oM =0~ [B,-dav,- [T-dds, +ljpo;-;dV0+ [war, |= 4.73.1
Q, o, 2 Q, Q,
—_— = - - 1 - -
=T =|- [B,-ddV,~ [T-ddS,+= [ p,v-vdV, + [WaV, 4732
QO (790 2 Qo Q0
TF,, =~ B,-dav,- [T-dds, 4733
Q, Q,
1 - -
K :Egjopov-vdVo 4.73.4
Ul = [wav, 4735
Q
M=7F,, +K+U 4.73.6

onde IT ¢ a energia potencial total, TF ¢ o trabalho das forcas externas, K ¢ a energia
. . 0, . ~ . <~ A s
cinética e U," ¢ a energia de deformacao, descritos na posicao de referéncia.
Quando a andlise estrutural restringe-se a problemas estaticos, a parcela cinética da

energia se anula. Assim:



v=0 4741

K=0 4.74.2

MN=7TF_ +U’ 4.74.3

4.5.5. Principio da Minima Energia Potencial Total

O Principio da Minima Energia Potencial Total (PMEPT), que é equivalente ao PTV,
diz que a estrutura encontra-se em equilibrio quando, dado um deslocamento virtual
infinitesimal dd, a primeira variacdo do funcional I, representada por 611, deve ser igual a
Zero.

LANCZOS (1986) definiu a primeira variagcdo do funcional f como:

@‘zi&q +15Y2+...+15Yn 4.75
0Y, 0y, 0Y,

n

onde Y, Y»,...,Y, sdo as varidveis das quais o funcional f ¢ dependente.

Portanto, o equilibrio da estrutura deve obedecer as seguintes relagdes:

oIl = OTF,

ext

+0K +0U? =0 4.76.1

m=n(f)= o1="2s7=0= 2Ly, =0 4.76.2

oY oYy

Devido ao fato de 8 Yk ser arbitrario, ¢ valida a seguinte expressao:



I1
o =0, para qualquer K=1,n 4.77
0Y,

4.6. Comentarios Finais

As equagdes (4.73) e (4.76) sao de grande utilidade para descrigdo do equilibrio na
posi¢do atual, que ¢ o principal objetivo da andlise ndo linear geométrica. Porém, a
determinacgdo desta configuracao, geralmente, s6 ¢ possivel com uso de métodos aproximados

ou numéricos, devido a complexidade matematica das equacgdes nao lineares envolvidas.



5. Meétodo dos Elementos Finitos

Neste capitulo sdo apresentados alguns fundamentos do Método dos Elementos Finitos

(MEF), assim como a metodologia usada neste trabalho.

5.1. Fundamentos

Uma das mais usadas e estudadas ferramentas numeéricas para analise estrutural ¢ o
MEF, no qual discretiza-se ou divide-se o continuo dominio de integragdo - o corpo - em uma
finita quantidade de partes, chamadas de elementos. Segundo ASSAN (2003), a funcao
aproximadora, para certa grandeza ou varidvel incégnita, deve ser descrita, apenas, no
dominio de cada elemento, ou seja, ndo se busca a determinag¢do da funcdo admissivel que
obedeca as condi¢des de contorno de todo o corpo.

Todos os elementos finitos possuem certo niumero de pontos, com determinadas
localizagdes, chamados de nés. Estes, por sua vez, possuem os parametros nodais ou graus de
liberdade, que sdo os valores, nos respectivos nos, da fungdo aproximadora que descreve a
desejada grandeza. Com estes dados, pode-se obter a expressdo da varidvel no dominio do

elemento e calcular outras variaveis de interesse.



Pode-se exemplificar o que foi dito no paragrafo anterior com o chamado modelo de
deslocamentos ou da rigidez, pertencente ao MEF, da seguinte maneira: para uma estrutura
discretizada em elementos finitos € com conhecidos carregamento e rigidez, obtidos os
deslocamentos dos nos, pode-se determinar, via interpolagdo, a expressdo que descreve o
campo de deslocamentos no dominio de cada elemento finito e, assim, a posi¢ado final de todo
o corpo. Com isso, € possivel calcular, com uso da compatibilidade, as deformagdes e, com a

lei constitutiva, as tensdes em cada ponto material da estrutura.

5.2. Metodologia

Usou-se, neste trabalho, a formulacdo Lagrangiana posicional, descrita por CODA
(2003), na qual o campo incégnito ¢ a posicao final da estrutura, as tensdes e deformagdes sao
calculadas em relag@o a configuracdo de referéncia e o equilibrio ¢ expresso pela minimizagao
do funcional energia de deformacao, dada por expressdes adequadas a cada material e escritas
em funcdo da deformagdo de Green-Lagrange.

Deve-se, inicialmente, fazer a discretizagdo ou a divisdo do dominio do corpo em

elementos finitos, ilustrada de maneira geral na figura 5.1, a partir da qual se pode concluir:

NEL

Q=>Q, 5.1
i=1

onde Q é o dominio e NEL é o niimero de elementos finitos.



Elemento Finito na posigio inicial Elemento Finito na posigio final

Wl T
|

A

ﬁ

T

Q

Corpo na posigdo inicial

Corpona posigdo final

Figura 5.1 - Discretizagdo do Dominio em Elementos Finitos

Para o solido mostrado na figura 5.2, s@o escolhidas, com o artificio de uso da

configura¢do auxiliar, as fungdes aproximadoras das mudangas de posicao inicial e final:

10 = £O(E.6.6)=X(6,6,.6)=

:foi: i(él"fZ’éS):Z¢j(§l’§2’§3)in >2]

_ —

= f166.8)=T(6.5.8)=

= =T(66.8) =D (6808, 22

onde &, & e &; sdo as coordenadas adimensionais de Gauss, X € o vetor posicao inicial, Y € o
vetor posi¢do final, X ¢ a coordenada inicial, na dire¢do 1, do no6 j, Y;ji € a final, ¢o
mapeamento da configuracio adimensional auxiliar para a inicial, f' ¢ da auxiliar para a final

e ®; sdo as fungdes de forma relativas ao no j.



Posigéo Inicial A Posigio Fnal
T T
f 1
e3 0
f ‘:3 Al
0
e? A
el £,
( Referencial )
3
Configuragéio Auxiliar Adimensional

Figura 5.2 - Mapeamento das Configuragoes Inicial, Final e Auxiliar

Nota-se facilmente que as fung¢des aproximadoras sdao combinagdes entre as
conhecidas fun¢des de forma e os incognitos valores nodais. E possivel dizer, portanto, que as
funcdes aproximadoras para certo elemento finito dependem apenas dos valores nodais dele.
Além disso, as independentes coordenadas finais Yji, que sdo as respostas do problema,
recebem o nome de graus de liberdade nodais, os quais, no caso deste trabalho, sdo posi¢des
nodais.

As fungdes de forma adotadas neste trabalho obedecem as seguintes condigdes:

¢J :¢J(§17§27§3):17para X:XJ 5.3.1
¢J:¢J(§17§27§3):OaparaX:XK;K?EJ 532

ou seja, elas valem um nos seus respectivos nos e zero nos demais.

As expressoes das funcdes de forma sdo obtidas conforme as condigdes (5.3), do
numero e localizacao dos nés e das hipoteses cinematicas adotadas.

Assim, ¢ possivel concluir, a partir da figura 5.2 e da definicdo do gradiente da fungao

mudanca de configuracao as seguintes equacoes:



7= ?()7): (F] o (F)l 5.4.1

A" = A6, 8,) = Gmd[ﬁ(gl,gz,; )} 542
(4°), =%f—; 543
A = A'(&,8,.8,) = Gmd[F(gl,gz,; )} 544
(41), = Zf—; 543
4=Grad(f)= 2—;? —(a')a)” 5.4.6

Calculado o gradiente, podem ser obtidos os tensores alongamento a direita de

Cauchy-Green e deformagao de Green-Lagrange:

C=dA"A= [(AIXAO)_IH(AIXAO)_I] 5.5.1
E :%(C—I):%{[(Al)(A‘))‘]T[(Al)(AO)l]—l} 5.5.2

onde I € o tensor identidade de segunda ordem.

Para determinacdo da tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie, que ¢ conjugada
da deformacao de Green-Lagrange para calculo da energia, usa-se a Lei Constitutiva, que ¢ a
resposta do material. Tal relacdo pode ser expressa, no caso de materiais hipereldsticos, pela
energia especifica de deformacdo, representada por W¥. Assim, é possivel determinar a

desejada tensdo com a seguinte formula:



oY oY
= =5, =
oE 7 GE,

y

S

5.6

Pode-se, com o conhecimento da solicitagdo estrutural, da geometria e das

propriedades do material, obter a expressdao da energia potencial total, que depende dos

parametros nodais, em problemas estaticos:

= H(}?): Ul +P=[¥aV, - F Yy

Vo

(k=1,n)

5.7

onde Yk ¢ um grau de liberdade, Fx ¢ a forga correspondente a este parametro nodal e n € o

numero total de graus de liberdade do elemento finito.

O equilibrio estatico de forcas na posi¢do final, via Principio da Minima Energia

Potencial Total, e a consideragdo de forcas conservativas, que ndo variam com a posicao,

resultam em:

o1 - oU? oP
T:0:> — +— =
0 oY oY
:I[a—‘f}dVo =FKai_’f
ARG oY
azj{a—ﬂdr/o
ANG) ¢
a:FK aY—[f
oY

), =F,

ext

0=

0
}z—ﬂ[FKYK]:
oY

5.8.1

5.8.2

5.83

5.84

5.8.5



onde F; € o carregamento externo aplicado correspondente ao grau de liberdade 1.
A andlise ndo linear geométrica, segundo a formulagdo Lagrangiana posicional do
MEF, consiste na determinagdo da configuragdo final, representada pelo vetor Y, que satisfaca

a seguinte relagao:

Fo=Fo, 5.9

5.3. Procedimento Numérico

Devido ao carater, geralmente, nao linear da equacao (5.9), ¢ extremamente dificil
explicitar ou encontrar diretamente sua solugdo exata. Assim, ¢ necessario usar uma estratégia
numérica para resolver o problema. Optou-se neste trabalho pelo Método de Newton-
Raphson, cujo procedimento estd descrito a seguir.

Estima-se a posi¢ao final Y e calcula-se o chamado residuo:

—_—

goza—a:(go)i=[go(§:?(;)l-:(Em)i_(Fext)i 5.10

onde Y ¢ a primeira posic¢ao final estimada, ou primeira tentativa, e gy ¢ o residuo inicial.

O procedimento numérico, em questdo, consiste em encontrar a configuragao final que
anule o residuo. Portanto, se o vetor gy ndo for suficientemente pequeno, deve-se estimar
outra posic¢ao final, Y; = Yy + AY), e calcular o novo residuo g;.

Para determinacdo do incremento AY), deve-se expandir g; em série de Taylor:



(g1), =(go), +Alg)), =0 5.11.1

A(gl )1' = a(go )i

oY,

J

AY, +0* = H";AY, +0° 5.11.2

onde H recebe o nome de matriz Hessiana, ou rigidez tangente, e o termo a ser desprezado o’

representa as derivadas de ordem superior.

E possivel concluir, a partir das expressdes (5.8), (5.10) e (5.11), as formulas gerais

para calculo da Hessiana e da nova posi¢ao tentativa:

2
Hi? _ a(go)i _ a(Fint)[ _a(Fext)[ :J' oY dVO 512.1
o, ov, ov, |._ }laver, ). _
=X =Y,
(AYO)]‘ :(Yl)j _(YO)j :_(Hz;?)il(go)i :E :_([_Io)ilg_o> 5.12.2
(0, (1), +(6%), > T =T~ () g, 5123

Pode-se resumir os passos do método numérico de Newton-Raphson no seguinte

algoritmo:

1) Estima-se a posi¢ao final Y;
2) Calcula-se, com as equacdes (5.8) e (5.10), o correspondente residuo g;
3) Calcula-se, com a expressao (5.12.1), a correspondente matriz Hessiana H;
4) Calcula-se, com a féormula (5.12.2), o incremento em Y;
5) Atualiza-se, com a equagdo (5.12.3), a posicao final;
6) Realiza-se o seguinte teste:
Se AY ou g ¢ suficientemente pequeno, a posi¢do, apOs a atualizacdo no

passo, ¢ a resposta para o problema;

quinto



Caso contrario, repete-se do segundo ao quinto passo.

Devido a suas caracteristicas, o procedimento numérico aqui descrito também recebe o
nome de Método Iterativo de Newton-Raphson.
Ademais, quando o carregamento ¢ grande o suficiente para causar altas deformacdes,

costuma-se dividir as cargas em incrementos e aplica-los nos chamados passos de carga.

5.3.1. Exemplo Grafico

E possivel ilustrar, com uso da figura 5.3, o procedimento iterativo de Newton-
Raphson, para o caso de apenas um grau de liberdade livre e, portanto, uma forca aplicada.

Sao conhecidas a fung¢dao F = F (Y) e sua derivada em relagdo a Y, isto ¢, dado o valor
de Y, obtém-se, com simples substituicdo, a magnitude de F e de sua derivada. Porém, ndo se
conhece a inversa de F, ou seja, a funcdo Y =Y (F). Assim, dada a intensidade de F, ndo se
consegue calcular explicitamente o valor correspondente de Y.

Na figura 5.3, o par (Y;, F;) representa, respectivamente, a posicdo e a forca na
configurac¢do inicial, e (Y, Fr) na final. Os pares (Y,, F,) representam as tentativas. Os
angulos o, sdo as inclinacdes das retas tangentes ao grafico da fun¢do F(Y) no ponto de

coordenadas (Y, Fp).



Y

Y, Yy ¥ Y, ¥

Figura 5.3 — Método Iterativo de Newton-Raphson

Estimada a primeira tentativa para a posi¢ao final Yy, calcula-se o residuo e a rigidez

tangente iniciais:

g, =F,-F,=F,-F(Y,) 5.13.1
oF (1)
tg(ao): H, :7: a, = arctan(HO) 5.13.2

Com estes dois valores, define-se, na figura, um tridngulo retdngulo e calcula-se a
nova tentativa Y;. Repete-se a iteracdo, com a obtencao dos novos residuo e rigidez tangente,

até que Y, seja suficientemente proximo de Y ou g, seja proximo de zero.

5.4. Montagem do Sistema Global



As expressoes (5.8), (5.10) e (5.12) sdo uteis para o calculo das forgas internas, do
residuo e da Hessiana, para um tunico elemento finito. E possivel, assim, montar o sistema

local, isto €, o sistema referente ao dominio de cada elemento:

gZHAYig[ZHi,(AY)j,(i,] L,n)=
g [H, H, .. H,]|[(AY),

— g.2 _ 1—1.21 I_[.zz ]_].zn {(AY)Z 5.14
¢, |H, H, .. H,

Deve-se, porém, montar e resolver o sistema global para toda a estrutura, ou seja, para
todos os elementos finitos. Isto porque a resposta, ou a posi¢ao final, deve ser obtida com a
consideracdo da influéncia de cada elemento em todo o corpo.

Pode-se demonstrar a montagem do sistema global, a partir dos locais, com o seguinte
exemplo unidimensional: se existem dois parametros nodais, Y; € Y>, e trés nds por elemento
finito, entdo ha seis pardmetros nodais por elemento. Ademais, se houver cinco nos e dois

elementos finitos, como mostra a figura 5.4, entdo existem, no total, dez graus de liberdade.

Elemento Finito 1

Elemento Finito 2

Figura 5.4 - Exemplo Unidimensional para Montagem do Sistema Global



Se H' e H? sdo, respectivamente, as Hessianas dos elementos finitos 1 e 2, entdo estas
matrizes possuem dimensao 6 x 6, pois a Hessiana representa a derivada parcial da energia de
deformacao em relagdo a cada um dos seis graus de liberdade existentes em cada elemento
finito. Analogamente, os vetores g', g?, AY' e AY? possuem seis componentes. Portanto,

pode-se escrever os dois sistemas locais:

= 5.15.1

L= 5.15.2

1 7 , . . . . k -~
onde g é o residuo relativo ao grau de liberdade i do elemento j, H;i ¢ a componente da
Hessiana correspondente aos pardmetros i ¢ j do elemento k € AY; é o incremento na posigado
relativo ao grau de liberdade i do elemento j.

E possivel, com andlise da figura 5.4, relacionar os graus de liberdade locais com os

globais, da seguinte maneira:

Y, =Y, 5.16.1
Y, =Y, 5.16.2

Y, =Y, 5.16.3



Y, =Y, 5.16.5

Y, =Y =Y 5.16.6
Y, =Y =Y/ 5.16.7
Y, =Y/ 5.16.8
Y, =Y/ 5.16.5
Y, =Y, 5.16.9
Y, =Y. 5.16.10

Para montagem do sistema global, neste caso 10 x 10, considera-se as contribui¢des de
cada elemento finito, ou seja, a rigidez de cada elemento a variacdo dos parametros nodais.

Portanto, ¢ necessario somar as componentes relativas ao mesmo grau de liberdade, isto é:

g =[Fa) ~(F ) J= 115277 517,
(Fint )i - (F ext )1
(Ent )12 - (Fext )2
(Ent ); - (Fext )3
(Ent ); - (Fext )4
1 2
g — (Ent )15 +(Ent )12 _(Fext)s 5172
(Fia s + (F); = (F ),
(Ent - ( 7
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H 111 H 111 H 113 H 114 H 115 H 116 O 0 O O
Hy Hy Hy Hy,  H Hy 0 0 0 0
Hy Hy, Hy Hy o Hi H; o 0 0 0
Hy Hy, Hy Hy o Hi H g o 0 0 0

Hsll Hslz H513 H514 H;5+H121 H516+H122 H123 H124 H125 H126 5.17.3

Mool my, my mly, HLsHh HLeHL HL ML OHE M
0 0 0 0 @, H, Hy Wi Hi I
0 0 o o m,  m, H, H, HL H
0 0 o o m,  H, H, Hi Hi H

0 0 0 o m,  Hy, H H: HL H
AY! AY,
AY, AY,
AY! AY,
AY, AY,
AY, = AY{O”AYC A% 5.17.4
AY,ouAY, AY,
AY? AY,
AY? AY,
AY; AY,
AY? AY,,

5.5. Introducao das Condicoes de Contorno

O determinante de Hg, dado em (5.17.3), ¢ igual a zero e, portanto, ndo existe a
inversa dessa matriz. Assim, ndo had solu¢do para o sistema (5.17.1), o que traduz
matematicamente o fato de a estrutura estar solta no espago, ou seja, sem vinculos. E preciso
introduzir as condigdes de contorno, que sdo os deslocamentos prescritos, € modificar o

sistema global, com o artificio da anulagdo da linha e da coluna referente ao grau de liberdade



J com valor prescrito, da introducao do valor unitario na componente (J,J) da matriz Hg e
valor nulo na linha J do vetor do segundo membro.

Por exemplo, as condi¢des de contorno, para o sistema (5.17), sdo:

AY, =AY, =AY, =AY, =AY, =0 5.18.1

ou  AY! =AY, =AY, =AY, =AY, =AY} =0 5.18.2

Assim, o sistema global deve ser modificado para o seguinte:

1 0 0 O 0 0 0 0 O 0 || AY,

01 0 O 0 0 0 0 O 0 ||AY, 0

0 0 H, 0 Hi, 0 0 0 0 0 ||AY; g,

00 0 1 0 0 0 0 0 0 ||AY, 0

0 0 Hy 0 Hy+H, 0 Hy 0 HY Hj||AY, _]&s 5.19
00 0 O 0 1 0 0 O 0 ||AY, 0

00 0 O H,, 0 H 0 H H.|lAY, g,

00 0 O 0 0 0 1 0 0 ||AY; 0

00 0 0 Hy, 0 Hi 0 HJ H||AY, &

00 0 0 Hy, 0 Hg 0 Hg H:(;_ AY), 418

A matriz Hessiana deste sistema possui determinante diferente de zero e, portanto,
pode-se obter sua inversa. E possivel, deste modo, calcular os valores ndo prescritos de AYG.

Deve-se comentar que no programa disponivel foram usados apenas os valores nao
nulos da matriz Hessiana. Otimiza-se, dessa forma, o processo de montagem e solu¢ao dos

sistemas lineares de cada iteracao.



6. Hiperelasticidade

Para que se possa aplicar o método dos elementos finitos posicional, tal como descrito
no quinto capitulo, em estruturas sujeitas a grandes deslocamentos e deformacdes, ¢ preciso
expressar, na forma de energia especifica de deformacdes, a lei constitutiva do material.

Foram descritas, no quarto capitulo, as relacdes entre o gradiente mudanca de
configuragdo e a tensdo de Piola-Kirchhoff de primeira espécie e a deformagdo de Green-
Lagrange com a tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie. Tais grandezas foram
definidas como sendo pares conjugados.

Para facilitar a compreensao, seja a seguinte proposta de energia de deformagao:

1 o 1 n eng
Y :Ege”ggDU.klge”ékz ou ¥ 258” :(Dg é) 6.1

onde £ ¢ a deformagdo de engenharia e D € o tensor elastico de quarta ordem.
Esta energia de deformagdo especifica representa a tradicional relagdo elastica linear

de engenharia e sua derivada resulta em:

oY ong oY
o0E" 0"

=0 = D,ye™u ou =" = D 6.2




onde Geyg € a tensdo de engenharia.

Comentou-se, no quarto capitulo, que €™ é um pseudo tensor e, portanto, as
expressoes (6.1) e (6.2) ndo podem ser usadas sem alguns cuidados adicionais pois nao
preservam isotropia (CODA & PACCOLA, 2007).

Entretanto, pode-se propor, para a elasticidade, a seguinte expressdo baseada na

deformacao de Green-Lagrange:

Y= %Ei/D,.jklEk] ou ¥ :%E :(DE) 6.3

que, para pequenas deformacgdes, também representa comportamento eldstico linear dos
materiais.

Estas leis constitutivas permitem que, para tensdes limitadas, se encontre niveis de
deformagdo, com encurtamento ou distor¢do, suficientes para degenerar cinematicamente a
representagdo do material, isto €, encontra-se para ¢°'¢ finito a expressdo det(A) =J < 0.

Para que esta degeneragdo ndo ocorra, leis constitutivas adequadas para materiais
chamados hipereléasticos devem ser escritas. O objetivo deste capitulo - e também do trabalho
- ¢ mostrar a construgdo destas leis, de forma a implementd-las e testd-las nos codigos

computacionais desenvolvidos inicialmente para materiais elasticos.

6.1. Materiais Hiperelasticos

O modelo mais adequado para materiais elasticos altamente deforméveis ¢ a

hiperelasticidade. O material hipereldstico ou material elastico de Green postula, segundo



HOLZAPFEL (2000), a existéncia da fungdo energia especifica de deformagao ¥, chamada
também de energia livre de Helmholtz, por unidade de volume inicial, que pode ser descrita,

no caso de materiais homogéneos e isotropicos, das seguintes formas equivalentes:

v =y(4)=y(C)=y(E)=y(l,.1,,1,)=v(4,1,,4) 6.4

onde A ¢ o tensor gradiente da fungdo mudang¢a de configuracdo, C o tensor alongamento a
direita de Cauchy-Green, E ¢ o tensor deformacdo de Green-Lagrange, I;, I, e I5 sdo os
invariantes de C e A, A, e A3 os alongamentos principais.

A funcdo V¥ deve obedecer as seguintes condigoes:

w(C=1)=w(E=0)=0 (normalizagao) 6.5.1
{w — +o0,det(4) > +oo} .
(crescimento) 6.5.2
w — +oo,det(4) - 0*
w(4)= W(A* ) = w(0A) (movimento de corpo rigido) 6.5.3
y/(A) = 1//(RU) = 1//(U) (decomposicao polar) 6.5.4

onde R ¢ o tensor rotacdo e Q o tensor ortogonal.

Analogamente a relacao (3.34), a fungao V¥ ¢ isotropica quando:

w(4)=y(40") 6.6.1

ou  y(C)=yloco") 6.6.2

Ademais, o trabalho realizado pelas tensdes, no material hiperelastico, independe da

trajetéria do movimento, isto €, depende apenas das posigdes inicial e final.



A mais simples lei hiperelastica ¢ a relagao linear de Saint Venant-Kirchhoff, que ¢ a

derivada da expressao (6.3) em relacao ao tensor de deformacgdes de Green-Lagrange E:

S = Altr(E)l +2uE 6.7

onde S ¢ o tensor da tensao de Piola-Kirchhoff de segunda espécie.

Pode-se dizer, também, que a energia especifica de deformacao por unidade de volume
inicial, em situagdes nas quais apenas o produto S;; x E;; ¢ diferente de zero, ¢
numericamente igual a area hachurada da figura 6.1, na qual foi escolhido o par conjugado
tensao de Piola-Kirchhoff de segunda espécie, que avanga até S*, e deformacao de Green-

Lagrange, que vai até o nivel E*.

S*

Ell

0 ¥

Figura 6.1 - Energia Especifica de Deformagao



6.1.1. Relacoes Constitutivas em termos dos Invariantes de Deformacao

Uma das maneiras de se expressar a funcdo energia especifica de deformagdo para

materiais isotrépicos, como mostra a equagao (6.4), ¢ com uso dos invariantes de deformagao,

dados por:
I, =1,(C)=tr(C)=C, =C,, + C,, + C,, 6.8.1
I,=1,(C)= %[(WC)Z +1r(C?)) = er{c™ )det(C) 6.8.2
I, = 1,(C) = det(C) 6.8.3

Assim, pode-se escrever a seguinte formula:

v =y[1,(C).1,(CLL(C)] 6.9

A partir dos requisitos da fun¢cdo de Helmholtz, dados pelas expressdes (6.5), RIVLIN
(1956) descreveu a equagdo geral da lei constitutiva para materiais isotropicos e

hiperelasticos:

v =l 18, = e, (1,-3) (1, =3) (1, 1) 6.10

onde cjx sdo os coeficientes do material, sendo que 1, j, € k variam de zero até o numero

inteiro N, que determina a quantidade de coeficientes para cada modelo.



6.1.2. Materiais Incompressiveis

E possivel simplificar a equacdo (6.10) ao considerar que o terceiro invariante do

tensor C ¢, ao longo de todo o corpo, igual a um, isto é:

Vf
7=1:>Vf=VO 6.11

L(C)=det(C)=J? =1=J =
onde J ¢ o jacobiano, Vj ¢ o volume inicial e Vo volume final. Tal aproximacao ¢ valida para
muitos materiais poliméricos, nos quais ¢ desprezivel a variagdo volumétrica. Pode-se, deste

modo, expressar a fungdo ¥ das seguintes maneiras:

v =w(C)-p(J-1) 6.12.1
N ; .
w=y(l.1,)=Y c,(1,-3)(1,-3) 6.12.2
i,j=0

onde p ¢ a pressao hidrostatica, a ser determinada com as condi¢des de contorno.
Estdo descritas, a seguir, as formulas dos principais modelos hipereldsticos para

materiais isotrépicos, homogéneos e incompressiveis:

=%i(,1 _—J +%z(,1. —LJ (Mooney) 6.13.1

z 1

v=C,{ -3)+Cy,-3) (Mooney-Rivlin) 6.13.2

w =w(A,)+w(d,)+w(l,) (Valanis-Landel) ~ 6.13.3



=2 (s a2 4 20 -3) (Ogden)

p=1 6\(p
v =C,, -3) (neo-Hookeano)
w=C,(I,-3)+Cy(I,-3)" +C, (1, =3)° (Yeoh)
l(Il —3)+2L(112 —9)+
w=u 2 " On (Arruda-Boyce)
+ (113 - 27)+
1050n

I -3
w=§[1—e‘”’l‘”]—cm(1m—3)11{1— n 3} (Yeoh-Fleming)

w=C,(I,=3)+Cy (I, =3)+C, (I, -3)" + (Bechir-Boufala-
Cy, (1, =3 +C, (1, -3) Chevalier)
w=all =27)+c,o(I, =3)+ ¢, (1,"* =3¥3)  (Hartmann-Neff)

w=C,(I,=3)+C,(I, -3 +Cy,(I,-3) +  (Yeoh modificado)

%[1 _ 6*5(11*3)]

6.1.3. Materiais Compressiveis

6.13.4

6.13.5

6.13.6

6.13.7

6.13.8

6.13.9

6.13.10

6.13.11

Os materiais compressiveis sdo aqueles que exibem alteracdo volumétrica

significativa, isto é:

JEI=SV, 2V,

6.14



Pode ser utilizado, neste caso, o artificio da decomposi¢ao multiplicativa, na qual o

gradiente ¢ separado em duas parcelas:

A= AA 6.15.1
A= [J 3 ]I = det(ﬁ) =J  (parcela volumétrica) 6.15.2
_ L _

A= [J 3 JA = det(A): 1  (parcela isocorica) 6.15.3

Tal decomposicao permite calcular o modificado alongamento a direita de Cauchy-

QGreen € seus invariantes:

Z’:(ZT)Z:[JijATAz[JiJC 6.16.1

1, =1{C) 6.16.2
I, =detlChrlc )= wlc™) 6.16.3
1, = det(C) = [det()} =1 6.16.4

E possivel, segundo DUSTER et al. (2003), expressar a energia especifica de

deformagdo da seguinte maneira:

v =yl.C)=y.,(V)+v,(C) 6.17



onde W,, se refere a parcela de deformagdo com alteragao de volume e Wi, aquela com
preservacao.
Pode-se usar, para a parcela isocorica da energia, uma das expressoes (6.13) e, para a

parte volumétrica, uma das seguintes equagoes:

v, () =kl +T7"=2) (DUSTER et al., 2003) 6.18.1
v, ()= -1)"k>1 (HARTMANN & NEFF, 2003)  6.18.2
., = kB2 (BIng+77 -1) (OGDEN, 1972b) 6.18.3

onde k ¢ o modulo de compressao volumétrica - o bulk modulus - e n é o coeficiente empirico.
Ademais, o material ¢ considerado quase incompressivel ou pouco compressivel
quando a ocorréncia de deformacao volumétrica requer um trabalho muito maior do que a de
deformagao isocorica.
Por fim, devido a simplicidade matematica e a presenga, em artigos encontrados
durante a pesquisa, de comentarios e graficos obtidos de ensaios em laboratério, foram

escolhidos, neste trabalho, os seguintes modelos hiperelasticos nao-lineares:

w=k( 472 2)+ e, (1, =3)+ e, (1, =3 + e, (1, - 3 6.19.1
v =7+ 77 —2)+ el = 27)r e (1, -3)+ el - 343) 6.19.2

w=k(1° + 07 =2) (1 =3)+ e ([, =3) 4y (1, -3) +

-~ 6.19.3
e, =3)+ e (1, -3f

w=C,ll, —3—2ln(J)]+§[J2 —1-2In(J)] 6.19.4

w=C,ll, -3-2 ln(J)]+§[ln(J)]2 6.19.5



onde n, que ¢ o coeficiente empirico, pode ser calibrado de acordo com o ensaio.
Deve-se ressaltar que os modelos compressiveis neo-Hookeanos, representados pelas

equagoes (6.19.4) e (6.19.5), ndo utilizam a decomposi¢ao multiplicativa da deformacao.

6.2. Tensao

Conforme comentado, a tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie pode ser

expressa, a partir das equagoes (6.19) e das propriedades (3.39), da seguinte maneira:

S:aW(E):al)yval(E)_i_al//lm(E):S +S

vol iso 6201
OFE OE OFE
SVO] — al/jvul (E) — al//vol (C) :a_C — al//vol (C) : 2[] — 2 anol (C) 6202
OFE oC OFE oC
iso = O¥ (E) =2 Y i (C) 6.20.3
OE oC
= (s,,), =2 2 ©) 6.20.4
oC;
= (S,,), =2 ov,(C) 6.20.5
aC?/
o (8)y = (80), + (8, 6.20.6

onde II ¢ o tensor identidade de quarta ordem.
As formulas usadas neste trabalho para célculo das derivadas de ¥ em relacdo ao

tensor C sao:



allyvol (C) — 8l//vul (J)a_‘] = (GWVUZJ — 8l//vul — anol (J) a‘]
ac a7 ac \ac ), | ac, o ac,

o ) (6_Jj a7
oc olu?) ec “\ac), oc, alus?)ac,

o 1iat 1
aJZZE(Jz)ZZEJ1

o) _ %(det C)=(detC)c " =(7*)c"

oC

aw:’so (C) _ al//isa (E) . @ = a!//isa _ al//iso _ al//isa aEkl
oC ac oC oc ), \oC, | oCu ocC,

al)”isa _ al//[so a1_1 + al)”isa az = al//[so _ al)”[so aI_l + awisa az
oc oI, 6C dI, 6C ~oCw oI, dCu oI, dCu

oC o 1 P 1 19
%:i{(l/ ) 3C}:C®%{(J2) 3}+(J2) 3%:

T~ 2 2
j(a_cj zc{ 0 (J 3H+(J 3]5,,{@
o)~ ac,

o) a2y o) _ ke =

oC o) oc 3

S22 L)),

oC 3

6.21.1

6.21.2

6.21.3

6.21.4

6.21.5

6.21.6

6.21.7

6.21.8

6.21.9

6.21.10



As derivadas de W, em relagdo a J, de Wis, em relagdo a I_le de ¥is, em relagao a Z ,

chamadas aqui de derivadas particulares, sdo calculadas para cada modelo.

6.2.1. Modelo 1

As derivadas particulares do modelo 1, representado pela equagdo (6.19.1), sdo:

Wt _ ong>t —2ng ] 6.22.1
oJ

oy, — — )

Wio ¢ 42¢,(1, - 3)+3¢,(1, -3) 6.22.2
ol,

W _y 6.22.3
o1,

6.2.2. Modelo 2

As derivadas particulares do modelo 2, dado pela formula (6.19.2), sdo:

W _ 5.1+ ~577¢] 6.23.1
o

ov, . —

Wi _3977 ve, 6.23.2

oI,



i~ 2 T, 6.23.3

6.2.3. Modelo 3

As derivadas particulares do modelo 3, dado pela expressao (6.19.3), sdo:

W _ k[5J4 _5J*6] 6.24.1
oJ

Wio _ o 20,1 = 3)4 3¢, (1, -3) 6.24.2
ol,

aaﬂ”% = e + 260, (T, -3) 6.24.3

2

6.2.4. Modelo 4

As derivadas necessarias para calculo da tensdo com o modelo 4, representado pela

equacao (6.19.4), sao dadas por:

s =V _,0v 0w o o o 6.26.1
' eE, ~oc, |aJac, ol oc,

y

W _ 5(2J —Ej + cm(— zj 6.26.2
oJ 4 J J



ol
& 1y 1o
E_ZJ(CU) _2J(Ct/)
o _

oc, '

6.2.5. Modelo 5

6.26.3

6.26.4

6.26.5

Para se obter a tensdo com o modelo 5, foram usadas as expressoes (6.26), exceto para

calculo da derivada da energia especifica em relagdo ao jacobiano:

6.3. Tensor Elastico

6.27

Para se resolver, com uso do processo iterativo de Newton-Raphson, determinado

problema estrutural ndo linear, ¢ necessario calcular o tensor elastico material, também

chamado por DUSTER et al. (2003) de operador tangente consistente, que é utilizado para

calculo da matriz Hessiana, na expressao (5.12.1). Os referidos tensor e calculo sdo,

respectivamente, dados pelas seguintes formulas:



2 2 os,
-9V _ 8 gy -V _ P 6.28.1
OEOE O M " OE,0F, OE,

2 2 2
Y _ O 0, 0, oY 0K, 6282
oY,0Y, OE,E,, 0Y, oY, OE, 0Y0Y,

Este tensor simétrico de quarta ordem quantifica a mudanca na tensdo provocada por
uma alteracao infinitesimal na deformagao. Tal medida ¢ de extrema utilidade para solucao de

problemas linearizados na técnica iterativa de Newton-Raphson.

As formulas gerais para calculo do tensor eléstico sao:

Te = (Te )vol + (Te )iso

6.29.1
2 2 2
(Te)m,:m:i 2 Wit ) 5OV pr 4OV 6.29.2
OEOE OF oC ocoC ocoC
2 2
(7)., = OY =4a Vi 6.29.3
B OEOE ocoC

Analogamente a tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie, as expressdes

utilizadas neste trabalho para obtengao das segundas derivadas de ¥ em relacdao ao tensor C

sao:

82l)”vol _i al)yvol(‘])a_‘] _(a_Jj®62Wvol +al7yvol 82'] =
ocoC oC oJ oC oC oCoJ oJ oCoC

i i i 6.30.1
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Assim como no caso da tensdo, as segundas derivadas de ¥, em relagdo a J, de Wi,

em relagdo a I_1 e de W5, em relacdo a Z , chamadas aqui de derivadas segundas particulares,

devem ser obtidas para cada modelo.

6.3.1. Modelo 1

As derivadas segundas particulares do modelo 1, representado pela equagao (6.19.1),

2
0 l)”vol — k[zn(zn _1)J2n72 +2n(2n+1)J*2”*2:| 6.31.1
oJoJ

2 —
TV _ e, 4 6e,(1; -3) 631.2
o1,01,

2
O Wi _ 6.31.3

01,01,



6.3.2. Modelo 2

As derivadas segundas particulares do modelo 2, dado pela formula (6.19.2), sdo:

2
—6627 = k[207° +307 7] 6.32.1
2 —
TV _ o7 6.32.2
01,01,
62(//. 3 —n
_—léi:—cm ) 6.323
oL,0I, 4

6.3.3. Modelo 3

As derivadas segundas particulares do modelo 2, dado pela formula (6.19.2), sdo:

62

75%%<:kP0J3+30J7] 6.33.1
WWio _2e, 460, (T -3) 6332
—_ — — <y KA 9.
01,01,

o,

Wiso _9¢ 6.33.3



6.3.4. Modelo 4

Para calculo do tensor elastico com o modelo 4, dado pela férmula (6.19.4), foram

usadas as seguintes equagoes:

2 2
(Te)g/kl oy =4 oV

- - 6.35.1
0E,0E,  0C,oC,
Oy Oy o oy & &y ol d
0C,0C,,  8JaJ oC, oC,  aJ aC,oC,  oldl, oC, o, o
oy o, o
oI, oC,oC,
2
oy =5(2 +%)+clo(i2j 6.35.3
oJo)  4\" g J
oJ 1 1 -1
e Y =2 6.35.4
oc, 2 c) 2 )
2 2
oy _ o1 6.35.5

orel,  aC,0C,

A segunda derivada do jacobiano em relagao ao tensor C ¢ dada pela equagdo (6.30.2).

6.3.5. Modelo 5



Para determinacdo do tensor eldstico com o modelo 5, representado pela formula
(6.19.5), foram usadas as expressdes (6.35), exceto a segunda derivada da energia especifica

em relacdo ao jacobiano:

2
oy :;{Lz__ln(zj )} 6.36
o) \JE T

6.4. Existéncia de Solucao

HARTMANN & NEFF (2003) disseram que as chamadas condigdoes de
policonvexidade e coercividade sdo suficientes para garantir a existéncia de uma unica
solucdo, com a imposi¢do da minimizagao do funcional de energia I1.

E preciso, antes de conceituar as referidas condi¢des, definir dominio convexo e

fun¢ao convexa.
6.4.1. Dominio Convexo

Segundo OGDEN (1984), diz-se que o dominio Q ¢ convexo quando contém o

seguinte segmento de reta:

tu + (1 - t); , para quaisquer vetores ;,; eQ,0<¢<1 6.37



A figura 6.2 ilustra um dominio convexo e outro nao convexo.

Dominio Ndo Convexo
Dominio Convexo

Figura 6.2 - Dominio Convexo e Nao Convexo

6.4.2. Funcao Convexa

Quando a fun¢do escalar f(x), f:R— R, possui segunda derivada definida no

interior de certo dominio, podem ocorrer as seguintes situagoes:

2
1:0,8f>0 6.38.1
ox OxOx

2
1:0,8 f<0 6.38.2
ox OxOx

2
1:0,8 / =0 6.38.3
Oox OxOx

A figura 6.3 ilustra as referidas situagoes.



Situagio Situacao Situacao
6.38.1 6.38.2 6.38.3

Figura 6.3 - Segunda Derivada de f(x)

Comenta-se que quando a fun¢do f(x) representa o funcional de energia, calculado
para certa estrutura, a situacao (6.38.1) representa equilibrio estavel, a (6.38.2) o instavel ¢ a
(6.38.3) ¢ o caso de equilibrio indiferente. Deve-se lembrar que a analise estrutural, com uso
do Principio da Minima Energia Potencial Total, busca sempre a primeira situagdo, na qual a
fungdo f(x) ¢ dita convexa.

BELYTSCHKO et al. (2000) disseram que a fungao ¥ ¢ convexa quando:

0,E1+# E2
[8—"’) _(a_«//j (E1-E2)]” 6.39.1
oE ), \oE ), ~0,E1= E2

>0,E1# E2
S(E1)-S(E2)\E1-E2 6.39.2
sten)-ste2en- 2”077
8_S>0 6.39.3
OFE

onde S ¢ a tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie, E1 e E2 sdo niveis de deformagao

de Green-Lagrange, mostrados na figura 6.4.



u esp S(E)

S2
S1

E El E2 E
Figura 6.4 - Fungao Energia Especifica de Deformagao Convexa
6.4.3. Funcoes Policonvexas
Dada a funcao ¥, definida por:
w(4)=y,(4)+v,(adid) +y,(det 4) 6.40

diz-se, de acordo com HARTMANN & NEFF (2003), que se as fungdes ¥;, ¥, ¢ V5 sdo
convexas, entdo a fung¢do W ¢ dita policonvexa. Ademais, os seguintes termos da parcela
isocorica da energia especifica de deformacdao sdo, segundo os referidos autores,

policonvexos:

v, (C)=v, L%} —v, {ﬂ} 6.41.1



(rC-3).i=1 6.41.2

[(tr(aci]'(_?))3/2 - 3\/§T, j=1 6.41.3

Deve-se analisar, também, a parcela volumétrica da energia, que deve obedecer as

seguintes condigdes:

Lim [U(J)]= +0 6.42.1
JLi'igg[U(J)] = +0 6.42.2
U'1)=0 6.42.3
u()=0 6.42.4
U"(J)=0 6.42.5

6.4.4. Coercividade

A coercividade representa as restricdes impostas ao crescimento da fungdo ¥ com o
gradiente A ou o jacobiano J, como por exemplo, as expressoes (6.42.1) e (6.42.2).

Segundo HARTMANN & NEFF (2003), as funcdes adotadas, descritas pelas equagdes
(6.19), sdo policonvexas, obedecem as condi¢des de coercividade e, portanto, podem ser
utilizadas para andlise estrutural de materiais hipereldsticos com o método iterativo de

Newton-Raphson.



6.5. Estimativa dos Coeficientes

Os coeficientes das expressoes usadas para a energia especifica de deformagdo foram
estimados ou interpolados com uso do Método dos Minimos Quadrados (MMQ), cujo
procedimento esta descrito a seguir.

A interpolacdo consiste na determinagdo da expressao matematica que melhor
representa a relacdo entre duas grandezas, cujos pontos estdo em um grafico, mostrado na

figura 6.5, na qual a variavel y depende de x.

° y=y(X)

Yi . (fungio interpolada)
\. Pontoi

X; X

Figura 6.5 - Interpolacdo Grafica

6.5.1. Método dos Minimos Quadrados (MMQ)

Dado o conjunto de pontos ou de pares ordenados (x;,yi), pode-se interpolar a funcao

polinomial y = y(x) de modo que:



x/ 6.43.1

)2 b o 6432

onde a; sdo os coeficientes do polindmio y(x), n é o escolhido grau desse polindmio e NP € o

numero de pontos no grafico (x,y).

E possivel concluir, a partir das expressdes (6.43), as seguintes equagdes:

6.44

Assim, foram interpolados, com uso do MMQ, os coeficientes da fungdo energia

especifica de deformagdao para os casos de tracdo e compressao uniaxiais, cisalhamento

simples e tracao biaxial.

6.5.2. Ensaio de Tracao Uniaxial

Sao obtidos, a partir do ensaio de tracdo uniaxial, os valores da tensdo (c.) ¢ da

deformacao especifica de engenharia (&), ambos na dire¢ao longitudinal.

O gradiente, para este ensaio feito em barras prismaticas mostrado na figura 6.6, ¢

dado pela seguinte expressao:



4 0 0] [4 0 0

A=[0 4 0(=|0 4, 0 6.45.1
0 0 A4 [0 0 4

2, =(,) +1 6.45.2

onde A; ¢ o alongamento na direcao i.
A hipotese da incompressibilidade (J = 1) possibilita o calculo dos alongamentos

transversais A, € A3 = A,, do gradiente, do alongamento a direita de Cauchy-Green e dos

invariantes:

A= =(4)" = J=det(4)= 4,2, =1= 6.46.1
A0 0 2 0 0

=A4=|0 1" 0 |=>C=4"4=|0 1/42 0 6.46.2
0o o0 A" 0 0 1/2

2 2

= 1,(C)=tr(C)=2 +

= 1,(C)=47+24 6.46.3

= I,(C)=1

Ademais, RIVLIN & SAUNDERS (1951) obtiveram a solu¢do analitica para o caso de
tracdo uniaxial homogénea, expressa pela relacdo entre a tensdo de engenharia na direcdo

longitudinal e energia especifica de deformagao:

- “la el

FlA
% _(F 02)_2 v, Loy 6.47
A=A A-1



Reagdo =F Forga Aplicada=F
- [

Area inicial Ay

Figura 6.6 - Ensaio de Trag@o Uniaxial de Barras Prismaticas

6.5.2.1. Modelo 1

Para o modelo hiperelastico de Yeoh, dado pela formula (6.13.6), a relacao (6.47)

resulta em:

. f/zz = 2e, +26,(1, -3)+ 3¢, (1, —3) ] 6.48

Para se interpolar, com o MMQ, os coeficientes c¢;, ¢, e c3, foram utilizadas as

seguintes expressoes:

(1, =3)=2|e, +2¢,(1, = 3)+ 3¢,(1, -3 | 6.49.1

ou  ya)=2l¢ +2¢,(a)+ 3¢, ()] 6.49.2



O
= € 6.49.3
g (/1_12 ji

x, =a,=(1,-3). 6.49.4

ya,)=y(x,)=2¢, +4c,(a,)+6c,(a,)’ 6.49.5

a;(a) =2 6.49.6
¢

8;(0{) =4a 6.49.7
C,

82(05) =60’ 6.49.8
C,

onde o indice i se refere ao ponto i do grafico o, X &..

Pdde-se obter, a partir das expressdes (6.38) e (6.43), o seguinte sistema linear de

equacoes:

{ﬁ (8, )}c1 ; { M: (16, )}c2 i {f (4a, )};3 _ {f (4, )} 650
V (4a; )}c2 " {f (6e,’ )}% - {f (6cry, )}

cuja solucdo € o vetor dos coeficientes do material, ou seja, ¢y, ¢ € cs.



6.5.2.2. Modelo 2

Para o modelo de Hartmann-Neff, dado pela equacao (6.13.10), as expressoes (6.49)

devem ser substituidas por:

y(I1,,1,)=6al} +2c, +%c011;/2 6.51.1
ou  y(I,.1,)=y(x,z) 6.51.2
o
= ¢ 6.51.3
g (ﬂ* - /7:2 ji
x, =(1,), 6.51.4
z, =(1,), 6.51.5
D _er 6.51.6
o
Y _, 6.51.7
ocy,
& =ilg/2 6.51.8
ocy, 24

Analogamente ao modelo de Yeoh, obteve-se, para a lei constitutiva de Hartmann-

Neff, o seguinte sistema linear de equagdes:



{f (36x

i=1 i=1

i=1

)}a + {f“(lzxf )
sl 50
Sl e | Se%)

Cpot

Cio T

Cio T

cuja solucdo fornece os valores de a, cjg € Co;.

6.5.2.3. Modelo 3

Para a lei hipereléastica de Bechir-Boufala-Chevalier, dado por (6.13.9), as seguintes

equacdes devem ser usadas:

J’(ﬂl aﬂz) 2¢)y +4cy B + 6C30ﬂ1

ou

(8,), =(1,-3)
oy _5

oc,,

& =4p

y(lgl’ﬂZ): 2¢)y +4cy, (11

—3)+6¢5,(1, —3)

2 [2C01 + 4cozﬂ2]

1
+ 2[2001 +4cg, (12 - 3)]

6.52

6.53.1

6.53.2

6.53.3

6.53.4

6.53.5

6.53.6

6.53.7



Y _ep 6.53.8

ocy,

» _2 6.53.9
oc, A

b _4y 6.53.10
ocy,, A

Para o modelo de Bechir-Boufala-Chevalier, escreveu-se o seguinte sistema:

s S S A5
{ )}qo{ (168 }cNL 45’) }Qo [Z( }ﬁ[%mﬁﬁzﬂ » %(jﬁyi)}
St o[ S {5 | S5 | 42 e[Sl

S 50 5 S S5
s s S R 2

6.54

cuja solucdo € vetor que contém os coeficientes ¢, €20, C30, Co1 € Co2.

6.5.2.4. Modelos 4 ¢ 5

Para se interpolar o coeficiente da parcela isocdrica dos modelos neo-Hookeanos

compressiveis, dados pelas expressdes (6.19.4) e (6.19.5), usou-se as formulas (6.49),



correspondentes ao modelo cubico de Yeoh. Como o jacobiano ¢ aproximadamente igual a
um para materiais pouco compressiveis, bastou apenas desconsiderar os coeficientes c; € ¢3 €

resolver o seguinte sistema:

{f“@)}cm = ﬁ ¥, 6.55

i=1 i=

onde y; ¢ dado pela expressao (6.49.3).
6.5.2.5. Modelo Elastico

Foi usada também a seguinte lei constitutiva elastica ndo linear em um programa
simplificado de trelica plana utilizado para balizar os desenvolvimentos desejados ao longo do

presente trabalho:

2 3 4
& &

l,y(g)zE7+B?+D%+C[(g+1)1n(g+1)—(5+1)] 6.56

onde ¢ ¢ a deformacao especifica de engenharia longitudinal.

Sao validas, para esta lei, as seguintes expressoes:

y(e)=0o(e)=——=Ee+Bs’ + D&’ + Cln(e +1) 6.57.1

> =& 6.57.2



Y _ &’ 6.57.3

OB

D _p 6.57.4
oD

D _ In(e +1) 6.57.5
oC

Com as férmulas (6.57) obteve-se o sistema:

[ NP ] [ NP ] [ NP

S |p+| o) B+_lZ(gl.)4_D+z ke +1}c { : }
S [+l STe) 4| e I 162t +1}c { 812)0}

L=l = | =l L i 1

S || ol | e oo et 1)< o'

L=l _ L=l L=l

_NZ( inle, +1)}E{Z( e +1)}B+{Z(gf)lr(q +1}D {len(g +1) } [Zln(e +)o }

Li=l i=1 i=l

6.58

6.5.2.6. Modelo Hiperelastico Linear

A partir da definicdo de tensdo real e tensdo de engenharia, pode-se expressar, para o

caso de tragdo uniaxial, a seguinte relagdo entre estas grandezas:

Gen
F=td=0,,4, = (A 4,))=0,,4, >t =—"% 6.59
A,

2773



onde F ¢ a for¢a aplicada na dire¢do longitudinal, t é o valor da tensdo real, 6., € 0 valor da
tensao de engenharia, A, € A3 sdo os alongamentos transversais, A ¢ a area atual da secao
transversal e Ag € a inicial.

Para interpolacdo do mddulo de Young referente ao modelo hiperelastico linear de
St.Venant-Kirchhoff, dado pela equagao (6.7), combinou-se as expressoes (4.43.1), (6.46.2) e

(6.59), o que resultou em:

)
A A A
Sy = J(A_l )ll(areal )11(A_T )11 = L =%/ Togh Top T 6.60.1

AYAY A A A
(., 1 1 l(,
Ey == -1)==(+1)2-1)==(sXe+2)==(¢* +2¢) 6.60.2
2 2 2 2
Sy = EE,, 6.60.3
NP
e’ = Z[(EE11 - Sn)f] 6.60.4

de? NP , NP
_:OD{Z:(EM)I' }E:Z(Ensn)i 6.60.5

onde S;; é a primeira componente da tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie, E;; é a
deformacdo de Green-Lagrange, E ¢ o modulo de Young e NP ¢ o numero de pontos no

grafico Geng X €.



6.5.3. Ensaio de Cisalhamento Simples

Sao obtidos, no ensaio de cisalhamento simples mostrado na figura 6.7, os valores da

forca aplicada F e do angulo ®.

Forga Aplicada=TF

Posigéo Indeformada 7 ;. Posigio Deformada
/ /!
/ !
# /
7 f
; /
2 / i/
(D f i/
H\/ ‘
i/ £
1 / I
# i
# i/
3 / !
/ !
; ’
! /
Reagdo=F
_

Figura 6.7 - Ensaio de Cisalhamento Simples

Pode-se calcular, assim como no caso da tragdo uniaxial, o gradiente, o alongamento a

direita de Cauchy-Green e os invariantes:

1 » O 1 y 0
A=10 1 0|=C=A4A"4=|y y’ +1 0|= 6.61.1
0 0 1 0 o0 1

=1,(C)=y*+3=>1,-3=y"
=>L(C)=y*+3=>1,-3=y"=1,-3 6.61.2
= I,(C)=1

igdp=y = ¢= arctg(}/) 6.61.3



onde y ¢ a chamada quantidade de cisalhamento.

RIVLIN (1956) obteve a solugdo analitica para o caso de cisalhamento simples

homogéneo:
T,V v 6.62
/4 ol, odl,

Para se interpolar, com uso do MMQ, os coeficientes do ensaio de cisalhamento
simples, bastou substituir, respectivamente, as equacdes (6.51.1) e (6.53.1) pelas seguintes

formulas e determinar os sistemas correspondentes:

w(1,,1,)=6al} +2c, +%c011;/2 6.63.1

)’(ﬁl e ) =2¢y +4c, B + 6c3oﬁ12 +2¢, +4cy, B, 6.63.2

A igualdade (6.63.1) corresponde a lei constitutiva de Hartmann-Neff e a (6.63.2) a de

Bechir-Boufala-Chevalier.

6.5.4. Ensaio de Tracao Biaxial

A figura 6.8 mostra o esquema representativo do ensaio de tracao biaxial.



%)

A A

T —=
[ —
e ]
e —
= . O
— —
o —
S —
e —
Figura 6.8 - Ensaio de Trag@o Biaxial
Sao validas, para este ensaio, as seguintes expressoes:
A 0 0
A=|0 2, 0 |=det(d)=J=1 6.64.1
0 0 !
L A, |
200 0
c=lo0 a° 0 6.64.2
1
0 0
i (42, ) |
L(C)=2"+ 4" +(44,)° 6.64.3
L(C)=4"+4"+(44,) 6.64.4
1,(C)=1 6.64.5

A relagdo entre a tensdo longitudinal de engenharia e os alongamentos longitudinal e

transversal também foi determinada por RIVLIN (1956):



A=A, or, 7ol

Para o ensaio de tragdo equi-biaxial, no qual A; =2, =, a equagdo (6.65) resulta em:

%), p T 6.66
a-a* e, "ol



7. Codigo Computacional

O objetivo precipuo desta pesquisa foi a modificagdo de um cédigo computacional
existente, na linguagem Fortran, que faz analise estrutural ndo linear geométrica de cascas.
Tal mudanga refere-se a implementagdo de modelos hipereldsticos nao lineares na lei
constitutiva, que era, no programa inicial, a relagdo linear de St.Venant-Kirchhoff. Houve,
assim, a necessidade de alterar, apenas, a leitura das propriedades hiperelésticas do material e
o calculo das tensdes e do tensor elastico.

Descreveu-se, no quinto capitulo, a metodologia posicional do MEF sem, no entanto,
se preocupar com a cinematica especifica aplicada as cascas.

Antes de se expor o equacionamento do elemento finito de casca hiperelastica com
sete parametros nodais utilizado (CODA & PACCOLA, 2003), descreve-se a formulacdo do
mais simples elemento finito, o de trelica plana, que foi desenvolvido neste trabalho e que ¢

muito util para compreensdo da nao linearidade geométrica usada neste trabalho.

7.1. Elemento Finito de Trelica Plana

Estdo descritas, a seguir, a cinematica e as leis constitutivas usadas para este elemento

finito.



7.1.1. Cinematica

O elemento finito de trelica plana, mostrado na figura 7.1, possui dois nés e dois
parametros por no, que sao as coordenadas espaciais ou finais nas diregdes 1 e 2.

Usou-se aproximacao linear para o mapeamento das configuracdes inicial e final:

1E)= (=& + (& 7.1.1

(€)==, +(E) 7.12
S1€)= =)y +(6)yf 7.13
£&)=(=&; +(&)y3 7.14
#(&)=1-¢ 7.15
$,(6)=¢ 7.1.6

onde & ¢ a coordenada adimensional, ®@;(§) e ©,(§) sdo as fungdes de forma, mostradas na
figura 7.2, x; é a coordenada material ou inicial, na dire¢do i, do no j e y/ é a coordenada

espacial ou final, na direcdo i, do no j.

Posigéio Inicial Posigio Final

( Referencial )

Configuragfio Auxiliar Adimensional

Figura 7.1 - Elemento Finito de Treliga Plana



Figura 7.2 - Funcdes de Forma para o Elemento Finito de Treliga Plana

O vetor Y, que contém os graus de liberdade ou parametros nodais deste elemento

finito, também pode ser escrito como:

=472 7.2

7.1.2. Lei Elastica Simplificada

Utilizou-se a chamada forma simplificada para barras de trelica plana, na qual se

considera, apenas, a deformagao especifica longitudinal de engenharia:

- -7 1 7.3.1

L, =\/|_(x12 - x| )2 +(x22 - x) )2J 7.3.2



Ly =Lf(§)=\/[(yf )+ —yi)zj 7.3.3

onde Ly é o comprimento inicial do elemento finito e L ¢ o final.

Com a equagdo (6.56), pode-se obter a tensdo:

Gza”:af"g=a\g—(8):E8+B€2+D53+Cln(8+1) 7.4.1
&

eng eng _ _
0,0 =0, =0, =0, =0 7.4.2

onde as constantes E, B, D e C sdo as constantes elasticas do material, 5, é a tensdo normal

longitudinal de engenharia, que nio varia ao longo da secdo transversal, 6,"¢ e 6;"¢ sdo as
9

tensOes normais transversais.

A energia potencial total, para casos estaticos, resultou em:

= H(f/): U, (17)— T(}?) 7.5.1

U, (?): J-‘P(?}J’Vo = ‘P(?) V, (deformagdo constante) 7.5.2
Yo

()= () (7,) 753
Fvll

F,, in 7.5.4
F
F}

onde U, ¢ a energia de deformagdo, T ¢ o trabalho das forgas externas aplicadas e Fex € 0

vetor destas forgas.



Quando as forgas externas sdo conservativas, isto €, ndo se alteram com a posi¢ao, o

equilibrio de forcas na posicao final, com uso do Principio da Minima Energia Potencial Total

(PMEPT), resulta em:

enly)_ov.V)_erll)_ ) 7 5o ) 761

= = ou 7.6.2
oY, 0¥, 0Y.

Devido ao carater ndo linear da equagdo (7.6.2), aplicou-se o método iterativo de
Newton-Raphson, no qual sdo calculados o vetor residuo, a matriz Hessiana e o vetor

incremento na posic¢ao final:

- — — o
g = Ent _Fext = gi = (Ent )[ _(Fext )j ZEVO _(Fext )[ 771
2 2 2
PO S 17
oYaY Yoy oY,07,
AY =—(H g 7.73

7.1.2.1. Derivadas

As primeiras e segundas derivadas da energia especifica de deformagdo, em relagdo

aos graus de liberdade, sdo:



—

— = — =0 = O-kl 773
oYy 0Ogoy oY Y,

0Y,

l

oY _vor o (6_‘Pj 0z,

82_‘1’:&(8_‘1’8_8} _ 0 05 05 0¥ O
Yoy oy\0e gy ) 0ge oy oY O oYoY
[ o’ J: o’Y oe, Oe¢,, s o’e,
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7.7.4

As derivadas da deformacao especifica de engenharia em relagdo aos parametros

nodais sdo:

de  0Og OL, N 0s 0L, _ 1 0L, N oe 5= de _ 1 0L,

¢ _ s R o _ 7.7.5
oY oL, oY oL, oY L, oY oL, oY L, oY,
’s o[ os 0L, ) 8’ OL, 0L, s oe 0°L, ~
oYY ov\oL, gy | oLL, oy oy OL, Yoy e

oL, oL, 1 90’L, 0%¢ 1 0°L,
oY oy L,oyoy oY0Y; L, 0Y0Y,

Foram calculadas, com a expressao (7.3.3), as primeiras e segundas derivadas do

comprimento final em relagdo aos graus de liberdade:

5L_1{ :L_lf(yll -7) 7.8.1
Zi_g :Lif(y; y2) 7.8.2
Z;; =%(yf ) 7.8.3
oL, :L(yg ) 7.8.4
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o’L, 9L,

A1 AlA2 7.8.18
8)/28)/2 ayzayz
0*L 0*L
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L 7.8.19
oy, 0y, 0Oy, 0y,
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oL _biew) 1 7.8.20
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A derivada da energia em relacdo a deformagdo especifica de engenharia estd expressa
na equagdo (7.4.2). Restou, portanto, determinar o tensor elastico, também chamado de

operador tangente consistente (DUSTER et al., 2003):

0*Y C 0*Y

=E+2Be+ = :E+2Bgll+L 7.9.1
o0gog e+l 0Og,0¢, &, +1
o’ .
=0, para (i) # (1,1) e (k) # (1,1) 7.9.2
0¢ 08,

7.1.2.2. Algoritmo Desenvolvido

Esta descrito, a seguir, o algoritmo usado no cédigo computacional desenvolvido para

analise estatica ndo linear geométrica de barras de treliga plana.

Programa Principal

1. INICIO DO PROGRAMA



1.1.  Insercdo de nova biblioteca no programa, para alocacao de variaveis;
1.2.  Declaragao de uso de bibliotecas do compilador;

1.3.  Declaracao de variaveis nao alocaveis;

2. LEITURA DOS DADOS

2.1.  Abertura de arquivos de entrada e saida de dados;

2.2.  Leitura do nome do arquivo de entrada;

2.3.  Leitura do numero de nos e de elementos da estrutura;

2.4.  Declaracao da dimensao das variaveis alocaveis;

2.5.  Anulagao das variaveis alocaveis;

2.6.  Leitura das coordenadas dos nos nas diregdes 1 e 2;

2.7.  Leitura da incidéncia dos elementos, que indica quais sdo os nds que pertencem a

certo elemento finito no sistema global de numeracao desses nds;

2.8. Leitura das propriedades dos elementos: 4area inicial da segdo transversal e
coeficientes E, B e C da equagao (7.4) para cada elemento;

2.9. Leitura das forgas externas aplicadas em cada n6 nas diregdes 1 e 2;

2.10. Leitura das condigdes de contorno ou da liberdade de movimento dos nos, que
indica se o no esta ou ndo vinculado;

2.11. Leitura dos recalques de cada né restrito, que sdo os valores prescritos de
deslocamento;

2.12. Leitura do numero de passos de carga;

2.13. Leitura da tolerancia, que ¢ o valor méximo permitido para o erro;

2.14. Leitura do n6 e da direcdo escolhidos para impressdo da lista de for¢a e posi¢cdo final;

2.15. Leitura do elemento selecionado para impressdo da lista de tensdo real de

Cauchy e alongamento longitudinal;



3. IMPRESSAO DOS DADOS DE ENTRADA NO ARQUIVO DE SAIDA

4. CALCULOS

4.1.  Divisdo do carregamento em incrementos de forca;

4.2.  Inicio do passo de carga, com adi¢ao de um incremento de forga aplicada;

4.3. Determinagdo da posicdo final dos nos vinculados, que ¢ a soma da posi¢cao
inicial com o correspondente recalque;

4.4.  Inicio da Iteracdo no passo de carga;

4.4.1. Chamada da sub-rotina MATRIZES, para calculo do vetor de forgas internas e da

matriz Hessiana;

4.4.2. Chamada da sub-rotina SOLVE, para obtencdo dos vetores residuo e incremento
na posicao final;

4.43. Chamada da sub-rotina ATUALIZA, para determinacdo da nova posi¢cdo final
tentativa;

4.5. Realizagao do teste:
Se ERRO > TOLERANCIA => retorna ao item 4.4, para nova iteragao;
Caso contrario => continua;

4.6.  Fim da Iteragdo;

4.7.  Célculo das reagdes de apoio;

4.8.  Impressdo das posi¢des finais dos nds em cada passo de carga;

4.9. Impressdo das forcas externas e das posi¢des finais do n6 escolhido;

4.10. Impressdo das tensdes reais de Cauchy e do alongamento longitudinal do elemento

escolhido;

4.11. Impressdo do erro e do numero de iteragdes em cada passo de carga;

4.12. Se o passo de carga atual for o ultimo => continua,



Caso contrario => retorna ao item 4.2, para novo passo de carga;

5. FIM DO PROGRAMA

Sub-rotina MATRIZES

1. Célculo dos comprimentos inicial e final, da tensdo e da deformacao de engenharia

para cada elemento finito;

2. Célculo das derivadas da energia especifica em relacdo a deformacao de Green-

Lagrange, também chamadas de tensao de Piola-Kirchoff de segunda espécie;

3. Célculo da tensao de Piola-Kirchhoff de primeira espécie e da tensdo real de
Cauchy;
4. Célculo da energia especifica de deformacao, do trabalho das forgas externas e da

energia potencial total,

5. Célculo das segundas derivadas da energia especifica em relagdo a deformacdo de
Green-Lagrange, também chamadas de tensor elastico;

6. Célculo das primeiras e segundas derivadas da deformagdo de Green-Lagrange em

relagdo aos parametros nodais;

7. Célculo do vetor de forcas internas para cada elemento;
8. Calculo da matriz Hessiana para cada elemento;
9. Montagem do vetor global de forgas internas;

10.  Montagem da matriz Hessiana global;



Sub-rotina SOLVE

1. Modificagdo do sistema global, com a introducao das condigdes de contorno;
2. Inversdo da matriz Hessiana global;

3. Calculo do vetor residuo global,

4. Calculo do incremento no vetor posi¢ao final global,

Sub-rotina ATUALIZA
1. Atualizacdo da posi¢ao final e das forcas externas:

Se Grau de Liberdade ¢ restrito => iguala-se For¢a Externa a Interna;

Caso contrario => atualiza-se a posicao final, somando-a ao incremento obtido;

7.1.3. Modelo Incompressivel Hiperelastico

A lei constitutiva hipereldstica usada para o elemento finito de treli¢a plana foi:

onde Wi, que € a parcela isocorica da energia especifica de deformacao, pode ser a equacao
de Yeoh (6.13.6), a de Hartmann-Neff (6.13.10) ou a de Bechir-Boufala-Chevalier (6.13.9), p
¢ a pressao hidrostatica a ser determinada pelas condi¢des de contorno e J € o jacobiano ou o

determinante do gradiente.



7.1.3.1. Derivadas

Analogamente a lei elastica simplificada, expressa na igualdade (7.4), foi preciso
calcular as derivadas da energia especifica de deformacao em relagdo aos graus de liberdade,

que sao:

oY _O¥OE _ ¥ _ oY OE,

7.11.1
oY COE oY 8Y aEkl oY,
o’ _i(a_lpan O"Y OEOE 0¥ O'E
oYov oV \OE ov) OEOE oy o7 | OF ovov -
0¥ o’Y OE, 0E, oY 0°E, o
= = +
oY,0Y, OE,CE,, 0Y, oY, OE, 0Y,0Y,
N _ S . —pC” 7.11.3
oE "
2 -1
a_\P:(T)m_z a(L) 711.4

OEOE oC
onde E ¢ o tensor deformagdo de Green-Lagrange, S € o tensor tensdo de Piola-Kirchhoff de
segunda espécie e Te € o tensor elastico de quarta ordem.

Deve-se comentar que a derivada da inversa do tensor C em relagdo a C ¢ dada pela
igualdade (3.39.2) e as parcelas isocoricas das derivadas da energia em relagdo a deformagao
de Green-Lagrange sdo dadas pelas equagdes (6.20) e (6.26). Foi necessario, portanto, o
calculo dessa medida de deformagdo e de suas derivadas em relagdo aos parametros nodais.

Para o caso de trelica plana incompressivel, os tensores gradiente, alongamento a

direita de Cauchy-Green e deformacao de Green-Lagrange, assim como os invariantes, s3o:
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As derivadas da deformagdo adotada em relagdo aos graus de liberdade sdo:
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7.13.2

As derivadas do comprimento final do elemento em relacdo aos graus de liberdade

estdo descritas nas expressoes (7.8). Ja as derivadas da deformacdo de Green-Lagrange em

relagdo a esse comprimento sao:

P _ = 7.14.1
oL, Lg
Py P __ =1 7.14.2
oL, oL, 205
2
o _ L 7.14.3
oL, 0L, L’
Oly Oy _ Ly 7.14.4
oL, 0L, OLL, L,
A pressdo hidrostatica deve ser obtida com as condigdes de contorno:
Sp =8y = (Szz )isa - p(Cil )22 =0=p= (Szz)iso = (532)1-50 7.15.1
- S iso
Sy =(S1), = p(C7)y = (S, —% 7.15.2
-1
(7.)=(T.),, 582) AC) 7.153

A oC



7.1.3.2. Algoritmo Desenvolvido

O algoritmo desenvolvido para o elemento finito de trelica plana incompressivel segue
o mesmo procedimento da lei eléstica simplificada, dado no subitem 7.1.2.2. A Gnica excecao

¢ a leitura das propriedades elésticas, na qual sdo lidos os coeficientes da lei hiperelastica

adotada:
C10>Ca05C30 (Yeoh) 7.16.1
a,C0,Co (Hartmann-Neff) 7.16.2
C10>Ca05C30-Co1»Coy  (Bechir-Boufala-Chevalier) 7.16.3

7.2. Elemento Finito de Casca

O elemento finito de casca estudado ¢ aquele cuja cinematica foi sugerida por EL-
ABBASI & MEGUID (2000), que foi alterada, para a formulacao Lagrangiana posicional, por
CODA & PACCOLA (2006) e melhorada em CODA & PACCOLA (2008), os quais
introduziram o sétimo parametro. Estd descrito a seguir o equacionamento usado para este

elemento.



7.2.1. Cinematica

A figura 7.3 ilustra a superficie média do elemento finito de casca usado, que possui

dez nos e sete parametros nodais.

10 Posigéio Final

Posigdo Inicial

1 2 3 4

1
el fo E.AZ y
R X
e3 !
0 1 E"l

{ Referencial )

Configuragéo Auxiliar Adimensional

Figura 7.3 - Elemento Finito de Casca

As coordenadas adimensionais &; e &, dos nds estdo na tabela 7.1.

Tabela 7.1 - Coordenadas Adimensionais dos Nos

né i s
1 0 0
2 113 o]
3 2/3 o]
4 1 0
5 0 1/3
& 113 1/3
7 2/3 1/3
8 0 2/3
9 1/3 2/3

10 0 1




Os mapeamentos das configuragdes inicial e final da superficie média sao,

respectivamente:
xim(glagzaXu):¢L(§1a§2)XL[ 7.17.1
yim(‘fla‘fzaYLi):¢L(§1a§2)YL,' 7.17.2

onde @ (§;,&,) sdo as fungdes de forma referentes ao n6 L, Xy ; sdo as coordenadas iniciais, na
direcao i, doné L e Yy, sdo as finais.

Os polindmios aproximadores inteligentes, obtidos com as coordenadas da tabela 7.1,

¢1(§1,§z)=1—1—21(§1 +&)+9(E +&,) —%(51 +&) 7.18.1
5.(66)=96 - 266+ &)+ 7 G (6 + & 7.18.2
$6d) =25 0-8) 11867 =257 (6 + &) 7183
4.(66) =6 282 (1-) 7.18.4
566) =96 -2 66 + &)+ T 66+ &) 7.18.5
4(8.6,)=2768,(1-¢ -¢&,) 7.18.6
5.(66) =~ 66 01-38) 7187
h6od) =26 -8) 188" -2l (6 v &) 7188

4606) =26 (1-38) 7189



9

$o(&.6,)=¢, —5522(1—52) 7.18.10

E preciso mapear ndo apenas os da superficie média, mas todos os pontos da casca.
. - .. 1 . -
Para isto, sdo adicionados aos vetores f* e f' os seguintes vetores posi¢do, chamados de

vetores generalizados:

£ =x(ELE,,X, )+ g! 7.19.1

fl=y&.6.Y,)+ gl 7.19.2

onde f* ¢ 0 mapeamento da configuraco auxiliar para a inicial, f' para a final, g’ ¢ o vetor
. e e . 1
generalizado na posi¢ao inicial e g' na final.

A partir da figura 7.4, que ilustra os vetores g’ e g', é possivel obter as seguintes

expressoes:
gf’:h—z”e?(é,fz)é,—lSéﬂ 7.20.1
€?(§1,§2):¢L(§1,§2)Nu 7.20.2
gl = @ef (.8 7.20.3
Mot g, )= "o (6. £ )6 7204

onde hy ¢ a espessura inicial, h ¢ a atual, Ny, é o vetor normal a superficie média inicial
, 0, o - N 1. . ..
referente ao nd L, e” ¢ o vetor unitario na direcdo de Ny, e* € o vetor unitario na dire¢do de gl

e Gr, € o vetor generalizado na configuracdo atual referente ao né L.



>

/

Posicao Inicial Posicédo Final

Figura 7.4 - Vetores Generalizados Inicial e Final

Para introdu¢do da variacdo da deformacgdo ao longo da espessura da casca, introduz-
se segundo o chamado enriquecimento em deformagao, do inglés Enhanced Assumed Strain, a

variavel escalar A, expressa por:

A(E.E,)=6,(¢.6,)4, 721

onde A ¢ a taxa de variagdo linear da deformacgdo ao longo da espessura e Ay ¢ valor dessa
taxa no ponto correspondente ao n6 L.

. ~ . 1,
Assim, a expressao do vetor generalizado g ¢:

gil :h_;¢L(§l’§2)GLi[§3 +A‘§32] 7.22

Portanto, os sete parametros por no sao as trés componentes da posi¢ao final Y do n6
na superficie média, as trés componentes do vetor generalizado atual G e o valor da taxa de

variagao linear A.



Com as hipoteses cinematicas adotadas para este elemento finito, pode-se concluir que
o vetor generalizado G, mostrado na figura 7.5, refere-se a rotacdo do eixo normal a

superficie média deformada e a mudanga de espessura. A taxa A garante as superficies

paralelas a média a possibilidade de se afastar ou aproximar dela em diferentes taxas.

f
T

P A
. r-- - - - T T T 7 - P” -7
N | | . |
' | /G,
j Superficie | ’7: |

média h | " | ho

L ‘ L’ ‘

Posicao Inicial
Posigdo Final

Figura 7.5 - Vetor Generalizado

Deve-se comentar que Gr, ndo ¢ normal a superficie média, ou seja, a cinematica

basica da formulacao, com excec¢do da taxa de variagcdo da espessura, ¢ a de Reissner-Mindlin.

7.2.2. Lei Constitutiva

Os modelos constitutivos hiperelasticos usados foram os que estdo expressos pelas
formulas (6.19). Assim, foram utilizadas, para o calculo do vetor residuo e da matriz

Hessiana, as seguintes equagoes:



Q:Em’—azja—f j(aq’ 8E] -F,, 7.23.1
Vo 0 v, OE oY
2
H= (—a_qudVo | (_a Y OEOE OV OF ]dVO 7.232
A (o) 4 OEOE py oY OF oYoy

O volume inicial foi calculado da seguinte maneira:

AV, = J°dédE,dE, = det(4° A& d &, dé, 7.24

Como as derivadas, em relacdo aos graus de liberdade, da deformacdo de Green-
Lagrange haviam sido calculadas e usadas no programa inicial, houve necessidade apenas de
substituir as primeiras e segundas derivadas da energia especifica em relacdo a referida
medida de deformacdo, com a aplicagdo das equagdes (6.20) e (6.26) nas leis constitutivas de

Yeoh, de Hartmann-Neff e de Bechir-Boufala-Chevalier.

7.2.3. Integracido Numérica

Devido a extrema dificuldade de se fazer a integracdo exata, foi preciso usar a
integragdo numérica para calculo das expressdes (7.23). Para isto, foram utilizados sete pontos
nas superficies paralelas a média e variavel numero de pontos ao longo da espessura da casca.

A tabela 7.2 mostra a localiza¢do, com as coordenadas adimensionais, € 0 peso para
cada ponto.

Desse modo, as expressdes (7.23) foram substituidas por:



7.25.1

i=l j=1 6Y i,j

7.25.2

onde NP ¢ o numero de pontos de integragcdo ao longo da espessura, wi, € o peso relativo ao

ponto na superficie paralela a média e w; € o peso relativo ao ponto na espessura da casca.

Tabela 7.2 - Pontos e Pesos para Integracdo Numérica

Ponto & £y Peso (wl2)
1 1/3 1/3 0,11250000
2 0,7974269835333087 0.101286307323436 0,0629693902724135
3 0,101286507323456 0,797426985333087 0,0629695902724135
4 0,101286507323456 0,101286507323456 0,0629695902724135
5 0.4701420641035115 0,470142064105115 0,066197076394253
4] 0,059715871789770 0.470142064105115 0,066197076394153
7 0.470142064105115 0.059715871789770 0,066197076394253

7.2.4. Algoritmo Desenvolvido

Esta descrito, em seguida, o algoritmo usado no codigo computacional modificado

para analise estdtica ndo linear geométrica de cascas hiperelasticas com sete pardmetros por



Programa Principal

1. INICIO DO PROGRAMA

1.1.  Insercdo de nova biblioteca no programa, para alocacao de variaveis;

1.2.  Declaragao de uso de bibliotecas do compilador;

1.3.  Declaragao implicita de variaveis ndo alocaveis;

1.4. Declaragdo de varidveis inteiras usadas para marcagdo do tempo de
processamento;

1.5. Indicacdo da inclusdo do arquivo bloclagatbig.for, que serve para compartilhar o valor

das variaveis em diferentes sub-rotinas;

2. LEITURA DOS DADOS

2.1.  Indicacao da abertura de arquivos de entrada e saida;

2.2. Chamada da sub-rotina GETTIM, para marcacdo do tempo de inicio do
processamento;

2.3. Chamada da sub-rotina DADOSINICIAIS, que 1€ os dados iniciais de entrada;

3. CALCULOS

3.1. Chamada da sub-rotina HAMER7, que fornece a localizacdo e o peso dos pontos
para integracdo numérica;

3.2.  Chamada da sub-rotina PREPARA, que converte valores dos pontos de integracao

numeérica para pontos nodais;

3.3.  Definigdo do valor do nimero 7;

3.4. Inicio do passo de carga;

3.5. Defini¢do dos tensores identidade de segunda e quarta ordens;



3.6. Inicio da Iteragao;

3.6.1. Chamada da principal sub-rotina, denominada MATRIZ, que calcula o vetor
residuo global e a matriz Hessiana global;

3.6.2. Chamada da sub-rotina CONDCON, que modifica o sistema global com a
inser¢ao das condigdes de contorno;

3.6.3. Chamada da sub-rotina MA27, que resolve o sistema modificado;

3.6.4.. Chamada da sub-rotina CALCULANORMA, que calcula o erro;

3.7. Realizagao do Teste:
Se ERRO > TOLERANCIA => retorna ao item 3.6, para nova iteragao;
Caso contrario => continua;

3.8.  Fim da Iteragao;

3.9. Impressao do numero de iteragcdes necessarias no passo de carga;

3.10. Chamada da sub-rotina SAIDA, que imprime os valores das posigdes finais no
passo;

3.11. Chamada da sub-rotina SAIDAPOSNOV, que imprime os valores das posi¢des finais

no passo para pds-processamento;

3.12. Chamada da sub-rotina TENSAO, que imprime os valores das tensdes reais de
Cauchy no passo;

3.13. Chamada da sub-rotina SAIDAPOSNOVTENSAO, que imprime os valores das
tensdes reais de Cauchy no passo para pds-processamento;

3.14. Chamada da sub-rotina TENSAOPRINCIPAL, que imprime os valores principais

das tensdes reais de Cauchy no passo;

3.15. Chamada da sub-rotina SAIDAPOSNOVTENSAOPRINCIPAL, que imprime os
valores principais das tensdes reais de Cauchy no passo para pods- processamento;

3.16. Fim do passo de carga;



3.17.

4.1.

4.2.

4.3.

Se o passo de carga atual for o ultimo => continua,;

Caso contrario => retorna ao item 3.4, para novo passo de carga;

FIM DO PROGRAMA

Chamada da sub-rotina GETTIM, para marcacdo do
processamento;

Impressao da duragao, em segundos, do tempo de processamento;

Declaracao do fim da execucgao;

Sub-rotina DADOSINICIALS

5.

tempo final do

Leitura do niimero de nés por lado do elemento, de pontos de Gauss na area e de

pontos de Gauss na espessura e leitura da freqiiéncia de impressao;
Leitura do numero de nos e de elementos e da tolerancia;
Leitura das coordenadas iniciais dos nos;

Leitura da incidéncia dos elementos;

Leitura das propriedades fisicas dos elementos: modulo de elasticidade longitudinal,

coeficiente de Poisson, espessura, densidade especifica inicial

amortecimento;

6.

7.

Leitura dos coeficientes da lei hiperelastica adotada;

e coeficiente de

Chamada da sub-rotina GEOMETRIAINICIAL, que determina os cossenos

diretores iniciais e, portanto, os vetores generalizados iniciais;



Sub-rotina MATRIZ

1. Chamada da sub-rotina ELEMENTO, que calcula o vetor residuo e a matriz
Hessiana para cada elemento finito;

2. Montagem do sistema global;

Sub-rotina ELEMENTO

1. Chamada da sub-rotina GEOMETRIAATUAL, que atualiza a configuracao de cada

elemento e determina os cossenos diretores finais e, portanto, os vetores generalizados finais;

2. Chamada da sub-rotina FORMAEDERIOTRI, que calcula as fungdes de forma e suas

derivadas para cada ponto de Gauss;

3. Chamada da sub-rotina CALC A0, que calcula o gradiente da mudanga de
configurag¢do inicial;

4. Chamada da sub-rotina CALC AF, que calcula o gradiente da mudanca de
configurag¢do final;

5. Chamada da sub-rotina CAUCHY, que calcula o gradiente da mudanga de
configuracdo total e o alongamento a direita de Cauchy-Green;

6. Chamada da sub-rotina DEVCSF, que determina os valores e as dire¢des principais do

tensor de Cauchy-Green;

7. Chamada da sub-rotina DECOMPOS, que decompde o gradiente e calcula os
invariantes de deformacao;

8. Chamada da sub-rotina DEFORMACOES, que calcula as deformacgdes de

engenharia e de Green-Lagrange e os alongamentos;



10.

1.

12.

Chamada da sub-rotina ENERGDEF, que determina a energia especifica de
deformacao;

Chamada da sub-rotina PK2, que calcula a tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda
espécie;

Chamada da sub-rotina OPTANGCONS, que calcula o tensor elastico de quarta
ordem, também chamado de operador tangente consistente;

Chamada da sub-rotina DERIVADPS, que determina as derivadas do gradiente final

em relagdo a cada grau de liberdade;

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Chamada da sub-rotina DGRAD, que calcula as derivadas do gradiente total em
relacdo a cada grau de liberdade;

Chamada da sub-rotina DERIDEF, que determina as derivadas dos tensores de
Cauchy-Green e de Green-Lagrange em relacdo a cada parametro nodal;

Chamada da sub-rotina DERIVENER, na qual sdo obtidas as derivadas da
energia especifica de deformagao em relacdo aos graus de liberdade;

Calculo do vetor local de forgas internas;

Chamada da sub-rotina SEGDERIVAPS, que calcula as segundas derivadas do
gradiente final em relagdo a cada parametro nodal;

Chamada da sub-rotina D2GRAD, que determina as segundas derivadas do
gradiente total em relacdo a cada parametro nodal;

Chamada da sub-rotina DERI2DEF, na qual sdo obtidas as segundas derivadas dos

tensores de Cauchy-Green e de Green-Lagrange em relacdo aos graus de liberdade;

20.

21.

Chamada da sub-rotina SEGDERENE, na qual sdo calculadas as segundas
derivadas da energia especifica de deformacdo em relacdio aos parametros
nodais;

Calculo da matriz Hessiana local.



8. Resultados e Discussoes

Neste capitulo sdo apresentados os resultados obtidos com as simulagdes estruturais
estaticas realizadas com os elementos finitos de trelica plana e de casca para os diversos
modelos constitutivos adotados. Quando possivel, foram comparados os resultados numéricos

com solug¢des analiticas ou respostas experimentais.

8.1. Exemplos Simulados com o Elemento Finito de Trelica Plana

Os exemplos com o elemento finito de trelica plana foram simulados com 100 passos

de carga, ou incrementos.

8.1.1. Exemplo 1 - Trelica Plana Abatida

O objetivo desta simulagdo, ilustrada na figura 8.1, foi mostrar uma das vantagens da
analise ndo linear geométrica em relagdo a linear, pela comparacdo com a equacao analitica de

equilibrio.



150,333

I

Figura 8.1 - Treli¢a Plana Elastica Abatida

Os dados desta trelica, retirados de PROENCA (2006), sao:

o =Ee¢ 8.1.1
E =20500kN / cm* 8.1.2
A =6,526cm> 8.1.3

onde ¢ ¢ a tensdo longitudinal de engenharia, ¢ é a deformagdo especifica longitudinal de

engenharia, E ¢ 0o médulo de Young e A ¢ a drea inicial da se¢ao transversal.

O equacionamento do equilibrio com a linearidade geométrica (LG) resulta em:

2
F=F(u)= E‘éh u= F(u)=(3,937661)u 8.2.1

o

dF _EAN _dF
du L du

=3,937661 822

onde F ¢ o valor da forca aplicada, u ¢ o deslocamento vertical do n6 2, (dF/du) ¢ a rigidez
que a estrutura possui em relacdo ao deslocamento u, h = 10cm ¢ a diferenca entre as

coordenadas verticais do nds 1 € 2 e Ly ¢ o comprimento inicial do elemento finito.



Ja o equilibrio com uso da nao linearidade geométrica (NLG), na posi¢ao deslocada,

conduz as seguintes expressoes:

F—F(u)—i—A(h—u){l—\/az +L(Z-u)2 }:

8.3.1
= F(u)=2889,9113(10—u)}1- 150,333

Jl22500+ (10 u )]
aF o §89.9113+133783,0355 ! N
& V22600 - 20u +u” o
+ 668015177 10 —u)f=20-2u) 3.

3

(22600 — 201 +u° )2

onde a = 150cm ¢ a diferenca entre as coordenadas horizontais dos nos 1 ¢ 2.
Os resultados obtidos com a simulacao realizada e com as formulas (8.2) e (8.3) estdo

nas figuras 8.2 e 8.3.

—LG —NLG + Simulagdo]
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Figura 8.2 - Grafico For¢a x Deslocamento da Treliga Plana Abatida



—LG =—NLG + Simulagédo
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Figura 8.3 - Grafico Rigidez x Deslocamento da Treli¢a Plana Abatida

As figuras 8.2 e 8.3 mostram que os resultados da simulagdo estdo de acordo com a
solucao analitica (8.3). Ademais, tais ilustra¢cdes demonstram a incoeréncia da analise linear
geométrica para esta situacdo. Isto porque, conforme a figura 8.1, para 0 <u < 10cm a barra ¢
comprimida e para u > 10cm a barra ¢ tracionada. Os resultados da LG mostram que a barra
estd sempre comprimida para qualquer u > 0. Esta incompatibilidade ocorre pois a rigidez
utilizada nesta analise ndo ¢ a rigidez tangente da estrutura, isto €, a rigidez real, que varia
com o deslocamento. Porém, para pequenos deslocamentos, com 0 <u < lcm por exemplo, os

resultados se confundem e, portanto, ¢ possivel adotar a LG para simplificar os célculos.

8.1.2. Exemplo 2 - Trag¢ao Uniaxial

A finalidade desta simulagao foi a tentativa de se reproduzir um dos graficos presentes

em YEOH (1997), que estd na figura 4 da pagina 150 deste artigo, com a implementagdo de



modelos hiperelasticos ndo lineares no elemento finito de treliga plana. Os dados
experimentais foram extraidos de ensaios com polimeros vulcanizados naturais.

A figura 8.4 reproduz o referido grafico.
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Deformacgéao de Engenharia

Figura 8.4 - Grafico Tensdo x Deformacdo de Engenharia na Tragdo Uniaxial (dados experimentais do

artigo)

A figura 8.5 mostra a barra de trelica submetida a tra¢do uniaxial homogénea com

forca concentrada em uma das extremidades.
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|
y
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Figura 8.5 - Treli¢a Plana Hiperelastica submetida a Tragdo Uniaxial




A solucdo analitica tanto para tracdo quanto para compressao uniaxial, encontrada por
RIVLIN & SAUNDERS (1951), descrita em termos da for¢a aplicada F ¢ do deslocamento

horizontal u é:

-2
Flu)=24 (10+uj_[10+uj aw+( 10 jay/ 24
10 10 o, \10+u)al,

onde I; e I, s@o os dois primeiros invariantes de deformacdo, A ¢ a area inicial da se¢do
transversal e ¥ ¢ a energia especifica de deformacao.

A interpolagdo dos coeficientes, com 0 MMQ, resultou em:

¢, =0,31237237
¢,, = 0,00054257  (modelo de Yeoh) 8.5.1
5, = 0,00006962

a =0,00007671
¢, =0,29233813  (modelo de Hartmann-Neff) 8.5.2
¢, =0,01142455

¢ =0,05997239

¢,y =—0,00271249

c;, =0,00014319  (modelo de Bechir-Boufala-Chevalier) 8.5.3
¢y =0,31022729

coy = 0,08792465

¢, =0,34175202 (modelo neo-Hookeano) 8.5.4
¢, = 0,33016537 .

(modelo de Mooney-Rivlin) 8.5.5
¢y = 0,03051485
E=0,17031219
B =-0,12186514 e

(modelo elastico simplificado) 8.5.6

D =0,05322614
C =1,46668627



Deve-se ressaltar que a unidade desses coeficientes ¢ MPa.
As figuras 8.6 e 8.7 mostram, respectivamente, os graficos tensdo x deformacao de
engenharia e forca x deslocamento, que foram obtidos com as simulagdes realizadas e

comparados com os dados do artigo.

0O Artigo —— Yeoh —— Hartmann —— Bechir —— neo-Hookeano —=— Mooney-Riviin Elastico
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Figura 8.6 - Grafico Tensdo x Deformacdo de Engenharia na Tragao Uniaxial (comparagdo com dados

experimentais do artigo)
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Figura 8.7 - Grafico Forga x Deslocamento na Tragdo Uniaxial (comparagdo com dados experimentais

do artigo)



A figura 8.8 ilustra a comparagdo entre a simulagdo realizada e a equagao (8.4) para o

modelo hipereléstico de Yeoh, que resultou em:

F(”):M{[l%uj_[ml;uj2} 8.6.1

* [0,3 1237237(1, —3)+0,00054257(1, —3)* +0,00006962(1, —3)’ ]

Area(A4) =1,0cm* = 0,00010m> 8.6.2

2
I, :11(u)=[1013”j +2[1010 j 8.6.3
+u

As figuras 8.6 e 8.7 demonstram a boa concordancia entre os modelos de Yeoh, de
Hartmann-Neff, de Bechir-Boufala-Chevalier e elastico com os dados experimentais obtidos
com ensaio de tracao uniaxial e reproduzidos na figura 8.5. Ja os modelos hiperelasticos neo-
Hookeano e de Mooney-Rivlin apresentaram, neste caso, razoavel concordancia com os
valores experimentais até, aproximadamente, o nivel de deslocamento u = 27cm,
correspondente a um alongamento longitudinal de 3,70.

A figura 8.8 ilustra a excelente conformidade entre a solucao analitica e os resultados
provenientes da simulacao realizada com o modelo de Yeoh.

Ademais, quando a interpolacdo dos coeficientes dos modelos neo-Hookeano e
Mooney-Rivlin foi feita com os valores do grafico presente no artigo at¢ o nivel de

deformacao ¢ = 1,50, foram determinados os seguintes coeficientes:

¢, =0,31754412 (modelo neo-Hookeano) 8.7.1

¢,y = 0,31700487

(modelo Mooney-Rivlin) 8.7.2
¢, =0,00103262



—— Solugao Analitica —— Simulagédo
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Figura 8.8 - Comparagdo entre solugdo analitica e simulagdo na Tragao Uniaxial para o modelo

hiperelastico de Yeoh

A figura 8.9 mostra que os resultados da simulaga@o até o nivel € = 1,50 estdo de acordo

com os dados experimentais.
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Figura 8.9 - Comparagdo entre os dados experimentais e a simulagdo realizada na Tragdo Uniaxial

com os modelos neo-Hookeano e de Mooney-Rivlin



8.1.3. Exemplo 3 - Compressao Uniaxial

Para a compressdo, as equagdes envolvidas e a barra de trelica plana usada sdo as
mesmas do caso de tragcdo uniaxial. Porém, os coeficientes interpolados com uso do MMQ sao

outros:

¢ =0,37052117
¢,, =—0,00440558 (modelo de Yeoh) 8.8.1
¢y =—0,00152442

a =-0,00009288
¢,o =0,39506964  (modelo de Hartmann-Neff) 8.8.2
¢y, =—0,00621006

¢ = 1,23601499

¢,y = 0,20027975

¢y =—0,15644268  (modelo de Bechir-Boufala-Chevalier) 8.8.3
¢, =—0,78091874

¢y =0,11641676

¢, = 0,34627847  (modelo neo-Hookeano) 8.8.4
¢, = 0,33392423 o

(modelo de Mooney-Rivlin) 8.8.5
¢y = 0,00650728
E =-18,21239452
B =2,99642348 T

(modelo elastico simplificado) 8.8.6

D =-10,23950301
C =19,65184243

As figuras 8.10 e 8.11 demonstram a boa concordancia de todos os modelos com os
dados experimentais de compressdo uniaxial, presentes em YEOH (1997) na figura 6 da

pagina 151 deste artigo. A unica excecdo ¢ o modelo de Bechir-Boufala-Chevalier no trecho



correspondente a deformagao com valor absoluto maior que 0,60. Os modelos neo-Hookeano
e de Mooney-Rivlin apresentaram, neste caso, boa conformidade com o grafico do artigo,

mesmo para grandes deformacodes, ao contrario da tragao uniaxial.
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Figura 8.10 - Grafico Tensao x Deformagdo de Engenharia na Compressao Uniaxial (comparagdo com

dados experimentais do artigo)
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Figura 8.11 - Grafico For¢a x Deslocamento na Compressao Uniaxial (compara¢do com dados

experimentais do artigo)



8.2. Exemplos Simulados com o elemento finito de Casca

Deve-se comentar que todos os exemplos de casca também foram simulados com 100

passos de carga e que nenhum deles apresentou o fendmeno travamento.

8.2.1. Exemplo 4 - Tra¢ao Uniaxial

Este exemplo foi simulado com o elemento finito de casca e os resultados obtidos
foram comparados com um dos graficos apresentados em YEOH (1990), que est4 na figura 4
da pagina 799 desse artigo. Trata-se de polimeros naturais vulcanizados preenchidos com
negro de carbono na propor¢ao, em massa, de 70 partes por centena de elastomero.

As figuras 8.12, 8.13 e 8.14 mostram, respectivamente, o esquema ilustrativo do corpo
de prova usado, a comparacdo com dados experimentais e os valores, em MPa, da tensao
longitudinal real no ultimo passo de carga.

A figura 8.13 demonstra que os resultados obtidos nas simula¢des com os modelos de
Yeoh e neo-Hookeano estdo de acordo com as respectivas solugdes analiticas. Porém, apenas
o primeiro modelo apresenta boa concordancia com os dados do artigo. Deve-se comentar,

ademais, que na referida figura [; é o primeiro invariante de deformacao.
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Figura 8.12 - Discretizagdo do Corpo de Prova na Tragdo Uniaxial (2 elementos finitos e 16 nds)
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Figura 8.13 - Comparagao entre os dados do artigo e da simulagdo da tragdo uniaxial com elemento

finito de casca

Foi usada a equagdo (6.19.1) com modulo de compressdao volumétrica igual a 10000
MPa, para simular deformacao isocorica, e coeficiente empirico igual a 1,0. A interpolagao

dos coeficientes resultou em:



¢ =0,98217570
¢,y =—0,37037343 (modelo de Yeoh) 8.9.1
c3 =0,19718061

¢, =0,85595000 (modelo neo-Hookeano) 8.9.2

Legenda:

955000
I 95475

9,64750

954625 L
954500

9,64375
964250
954125

. 964000

Figura 8.14 - Valores da tensdo longitudinal real obtidos com a simulagdo da casca sob tragdo uniaxial

no ultimo passo de carga (tensdo de engenharia 6 = 5,0 MPa)

Para verificacdo dos valores da figura 8.14, que foram gerados pelo programa a partir
da tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie, calculou-se a tensdo real com base na de
engenharia, no valor do primeiro invariante de deformagdo fornecido pela simulacdo e na

hipdtese de incompressibilidade:

1
AdA, =1= A, =4, =42 8.10.1
2 2 2 2 2
L=A7 42,7+ 40 =27+ = = 17561 = 7, = 19286 8.10.2
1
O-eng O-eng
o, = = =0, 4 =5,0%1,9286 = 9,643MPa 8.10.3
hd |11
2‘1 /11

O gradiente fornecido pelo codigo computacional no ultimo passo de carga, para o

modelo de Yeoh, é:



1,928646 0 0
A=| 0 0,720083 0 |=J=det(4)=1,00004018  8.11
0 0 0720083

0 que esta de acordo com os dados experimentais, com a equacao (6.46.2) e com a hipotese da

incompressibilidade, na qual J = 1.

8.2.2. Exemplo 5 - Compressao Uniaxial

Na compressao uniaxial foi usada a mesma discretizagdo do elemento finito de casca
sob tragdo. Deve-se ressaltar que em ambos os casos foram utilizados apenas dois pontos de
integracdo ao longo da espessura.

Os dados experimentais estdio em YEOH (1990), na figura 5 da pagina 800 desse
artigo. O material polimérico ¢ o mddulo de compressdo volumétrica sdo os mesmos do
ensaio de tragao.

Os coeficientes interpolados com 0 MMQ), para a compressao uniaxial, sdo:

¢, =0,95313386
¢, =—0,39389089 (modelo de Yeoh) 8.12.1
¢35 =0,21201994

a =0,12562336
¢, =0,07017126  (modelo de Hartmann-Neft) 8.12.2
¢y =—0,89409634



o = 2,83943606

Cy = —1,93927895

¢y =—1,87639223  (modelo de Bechir-Boufala-Chevalier) 8.12.3
¢y =—1,72153659

Coy = 1,89444175

¢, =0,82648751 (modelo neo-Hookeano) 8.12.4

¢, =0,81641636

(modelo de Mooney-Rivlin) 8.12.5
¢y =0,00707518

As figuras 8.15 e 8.16 mostram, respectivamente, a comparacdo entre os resultados da
simulacdo com os dados experimentais do artigo e o valor da tensdo real longitudinal no

ultimo passo de carga.

O Artigo —— Yeoh —— Hartmann —=— Bechir —— neo-Hookeano —— Mooney-Rivlin

-0,60 -0,50 -0,40 -0,30 -0,20 -0,10 0,00

o .
s

+ -4,00

Tensao de Engenharia (MPa)

-5,00

-6,00

Deformacgédo de Engenharia

Figura 8.15 - Comparagao entre os dados do artigo e da simulagdo da casca sob compressao uniaxial



Legenda:

-2 B5000
I -2 B5125

-2 B5250

-2 B537S

-2,B5500

-2 B5E25
—2,B5750
-2 B5E7S

. -2 BE000

Figura 8.16 - Valores da tensdo longitudinal real obtidos com a simulagdo da casca sob compressao

uniaxial para o modelo de Yeoh (tensdo de engenharia ¢ = -5,0 MPa)

A figura 8.15 ilustra a boa concordancia dos modelos de Yeoh, de Hartmann-Neff e de
Bechir-Boufala-Chevalier com os dados experimentais e a razoavel conformidade dos
modelos de Mooney-Rivlin e neo-Hookeano.

Analogamente a tragdo, obteve-se o gradiente:

0,530632 0 0
A= 0 1,372776 0 |=J=det(4)=0,999989 8.14
0 0 1,372776

que também estd de acordo com os dados experimentais, com a equacao (6.46.2) e com a
hipotese da incompressibilidade.

Pode-se comentar que a comparagdo entre as expressdes (8.9.1), (8.9.2), (8.12.1) e
(8.12.4) demonstra que os coeficientes interpolados, tanto para o modelo de Yeoh quanto para
o neo-Hookeano, sdo aproximadamente os mesmos, o que era de se esperar pois o material

usado no ensaio de tracdo ¢ o mesmo da compressao.



8.2.3. Exemplo 6 - Cisalhamento Simples

Os resultados da casca sob cisalhamento simples foram comparados com dados
experimentais presentes em YEOH (1990), na figura 2 da pagina 795. O material ensaiado ¢
um polimero natural vulcanizado preenchido com negro de carbono na propor¢ao, em massa,
de 40 partes por centena de elastomero.

Foram usados, de acordo com a figura 8.17, 8 elementos finitos, 49 nds e 2 pontos de
integragdo numeérica na espessura. O moddulo de compressao volumétrica e o coeficiente
empirico adotados sdo os mesmos da tragdo e da compressao uniaxiais, ou seja, 10 GPa e 1,0.

A interpolagdo dos coeficientes, via MMQ, resultou em:

¢ =0,41491334
¢,y =—0,04627321 (modelo de Yeoh) 8.15.1
¢ = 0,00645605

a =0,00007671
¢, =0,29233813 (modelo de Hartmann-NefY) 8.15.2
¢, = 0,01142455

¢, =0,35732720 (modelo neo-Hookeano) 8.15.3

As figuras 8.18 e 8.19 mostram as comparagdes entre os dados experimentais e os
resultados da simulagdo da casca sob cisalhamento simples e a figura 8.20 ilustra a posi¢ao

final no ultimo passo de carga para o modelo de Yeoh.
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Figura 8.17 - Discretizacao da casca submetida ao cisalhamento simples (8 elementos finitos e 49 nos)
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Figura 8.18 - Grafico Tensdo x Deformagao para a casca sob cisalhamento simples (comparagdo com

dados experimentais do artigo)



& Artigo — Yeoh — neo-Hookeano —=— Hartmann
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Figura 8.19 - Comparag@o entre os resultados da simulag@o da casca sob cisalhamento simples e os

dados experimentais do artigo (tensdo reduzida)

Legenda:

5E,31430
I 49,27501
42,23573
35,1964
I 28,15715
21,1736
14,07558

l 7,03929
0,00000

Figura 8.20 - Deslocamentos horizontais, dados em cm, da casca sob cisalhamento simples no tltimo

passo de carga (t = 2,0 MPa) para o modelo de Yeoh

A andlise das figuras 8.18 e 8.19 mostra que o modelo de Yeoh foi o que melhor se
adequou aos dados experimentais do artigo, o neo-Hookeano apresentou razoavel
conformidade com o ensaio até pequenos niveis de deformagdo, com y < 1,0, e 0 modelo de

Hartmann-Neff ndo conseguiu simular esta situagao.



O gradiente no ultimo passo de carga fornecido pelo programa é:

1,00000796  2,25256640 0
A= 0 1,000000 0 = J =1,000019 8.16
0 0 1,0000108114

0 que esta de acordo com a teoria.

Deve-se ressaltar que ndo foi possivel interpolar os coeficientes, via MMQ, dos
modelos de Bechir-Boufala-Chevalier e de Mooney-Rivlin. No primeiro caso, o determinante
da matriz a ser invertida resultou igual a zero e, no segundo, os valores coincidiram com o
modelo neo-Hookeano.

Pode-se comentar que as diferencgas nos coeficientes do modelo de Yeoh, dados pelas
expressoes (8.9.1) e (8.15.1), sdo devidas as distintas propor¢cdes de negro de carbono

presentes nos materiais ensaiados.

8.2.4. Exemplo 7 - Tracao Biaxial

Os dados experimentais do ensaio de tracdo biaxial foram extraidos de JAMES et al.
(1975), na tabela 2 da pagina 2038. O material ensaiado ¢ um polimero natural.

Os coeficientes interpolados sdo os seguintes:

¢, = 0,24402996
¢,, =-0,00184591  (modelo de Yeoh) 8.17.1
¢5 =0,00010696



a =-0,00002522
¢, =0,23506690  (modelo de Hartmann-Neff) 8.17.2
¢y =0,00058220

¢ =0,23359241

¢, =-0,00180765

¢, =0,00005818  (modelo de Bechir-Boufala-Chevalier) 8.17.3
¢o =0,00669300

e, = 0,00000000

¢, =0,24151123 (modelo neo-Hookeano) 8.17.4

¢,p = 0,25163904

(modelo de Mooney-Rivlin) 8.17.5
¢y =-0,00346741

Foram usados, na simulagdo, 2 pontos de integracdo ao longo da espessura e tensdes
normais iguais nas direcdes 1 e 2. As figuras 8.21, 8.22 e 8.23 mostram, respectivamente, a
discretizagdo usada, a comparagdo da simulacdo com dados experimentais do artigo e a

posicao final do corpo de prova no ultimo passo de carga.
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Figura 8.21 - Discretizacdo usada para a simulagdo de casca sob tracdo biaxial (dois elementos finitos

3 =

e dezesseis nos)
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Figura 8.22 - Comparagao dos resultados da simulacdo da casca sob tragdo biaxial com os dados

experimentais do artigo (tensdo reduzida)

A figura 8.22 ilustra a boa concordancia entre as simulacdes de casca sob tragdo
biaxial com os modelos de Yeoh, Hartmann-Neff ¢ Bechir-Boufala-Chevalier com os dados
do artigo. Porém, os modelos neo-Hookeano e de Mooney-Rivlin apresentaram muita

discrepancia para grandes deformagdes, com (I;-3) > 10,0 ou A; > 2,5.

Legenda:

23,74450
I 20,7644
17,80837
14,84031
I 11,87225
890419
593612

l 296306
0,00000

Figura 8.23 - Deslocamentos horizontais, dados em cm, da casca sob trag@o biaxial no tltimo passo de

carga para o modelo de Yeoh (¢ =2,0 MPa)



O gradiente e a tensdo real na direcdo 1, para o modelo de Yeoh, fornecidos pelo

programa no ultimo passo de carga sao:

3,37443967 0 0
A= 0 3,37443291 0 = J =1,00006900
0 0 0,08782576

o« =6,7423MPa

Os valores obtidos em (8.18) estdo de acordo com a teoria pois:

eng
real __ O-ll _ 2MPa

real = = 6,7485MPa
2,2, (3,37443291%0,08782576)

8.2.5. Exemplo 8 - Tra¢do Equi-biaxial

8.18.1

8.18.2

8.19

Os dados experimentais de tracdo equi-biaxial foram retirados de YEOH (1990), na

figura 9 da pagina 803. O material ensaiado é um polimero natural vulcanizado.

A simulagdo foi realizada com o mesmo corpo de prova da tragdo biaxial, porém a

tensdo de engenharia, nas duas dire¢des, avangou até Ge,, = 3,0 MPa e o inico modelo

utilizado foi o de Yeoh, cujos coeficientes neste caso sdo:



¢,y =0,50521429
Cyy =-0,01451784

c,, = 0,00292185 8.20
K =10000,0
n=1,0

As comparagdes entre os resultados do cddigo computacional, a solugdo analitica
(6.64) e os dados do artigo estdo, respectivamente, nas figuras 8.23 e 8.24. Tais figuras

demonstram que a simulacao com o modelo de Yeoh esta de acordo com a solucao analitica e

com os dados do artigo.

« Simulagdo — Solugéo Analitica

35
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/
/
1
/
/

0,0 5,0 10,0 15,0 20,0 25,0

Forga Aplicada na Direcao 1 (kN)

Posigdo na Diregao 1 (mm)

Figura 8.23 - Grafico Forca x Posi¢ao da casca sob tracdo equi-biaxial (comparacao entre simulacio e

solugdo analitica)
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Figura 8.24 - Comparagao entre simulacado, solucdo analitica e dados experimentais para a casca sob

tracdo equi-biaxial (tensdo reduzida)

Analogamente a tracdo biaxial, o gradiente e a tensdo normal real na direcdo 1,

fornecidos pelo programa no ultimo passo de carga, sdo:

2,18366667 0 0

A= 0 2,18366667 0 = J =1,00000503 8.21.1
0 0 0,20971500

o =6,550MPa 8.21.2

Os resultados expressos em (8.21) também estdo em conformidade com a teoria pois:

real __ O-lelng _ 3MPCZ
L4, (218366667 %0,209771500)

=6,5510MPa 8.22



8.2.6. Exemplo 9 - Membrana de Cook 1

Este exemplo foi extraido de DUSTER et al. (2003). A figura 8.25 ilustra as

dimensdes da membrana, assim como o carregamento e as condi¢des de vinculagao.

16,0
=

espessura = 1,0mm

44,0

48,0mm

Figura 8.25 - Membrana de Cook

Foi usado o modelo de Hartmann-Neff, descrito pela formula (6.19.2), e os

coeficientes sao os mesmos do artigo:

a =0,00367
¢, =0,17880

8.23
¢op = 0,19580
K =5000,0

Na simulagdo foram usados 2 pontos de integracdo numérica ao longo da espessura e
foram impedidos os deslocamentos dos nos na direcdo normal ao plano da membrana. A

variacao da espessura, porém, foi liberada.



A figura 8.26 mostra, via grafico tensdo cisalhante x deslocamento, a comparagdo
entre os valores do artigo e da simulagdo realizada. Pode-se perceber que os resultados estdo
bem proximos daqueles do artigo e que a malha mais refinada, a MCook2, apresenta melhor
concordancia que a MCookl.

A figura 8.27 ilustra as malhas usadas e suas respectivas posi¢des finais no ultimo

passo de carga.

—— Artigo — MCook2 —— MCook1
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Figura 8.26 - Grafico Tensdo Aplicada x Deslocamento do Ponto A para a membrana de Cook do

Exemplo 9
Legenda: Legenda;
34,86700 35,78680
30,50862 i 31,31345
26,15025 y 4 26,54010
21,79187 ! 22,36675 9 “
17,43350 1 17,59340 | .‘1
13,07512 13,42005
871675 8,34670

. 4.35837 . 447335
0,00000 0,00000

MCookl /

Figura 8.27 - Deslocamentos Verticais, dados em mm, no ultimo passo de carga para a Membrana de

Cook do Exemplo 9 (1 = 1,0 MPa)



8.2.7. Exemplo 10 - Membrana de Cook 2

Foi simulada outra membrana de Cook com o modelo hiperelastico neo-Hookeano
compressivel 1, descrito pela expressao (6.19.4). Os dados, neste caso, foram extraidos de

SZE et al. (2004):

K = 400890
¢,o = 40,095

8.24

Utilizou-se 2 pontos de integragdo na espessura ¢ impediu-se os deslocamentos dos
nos na dire¢cao normal a membrana.

Foram usadas trés malhas, as quais estdo mostradas na figura 8.28.

Legenda:

529559
I 7,25864

522189

518474
414780

311085

Legenda Legenda:

848372
I 742763

6,36654

5,30545
420436

318327

6,99440
611738
5,24038
4,36337

. 348637
250335
173235

. 085534
002167

2,07320

l 103695
0,00000

212218

. 1,08109
0,00000

=
-
4

MCookl MCook2

MCook3

Figura 8.28 - Deslocamentos Verticais, dados em mm, no ultimo passo de carga para a Membrana de

Cook do Exemplo 10 (carga total = 100 unidades)

O valor do deslocamento vertical do ponto A converge, com o refinamento da malha,

para o valor do artigo, que ¢ aproximadamente 6,9mm.



8.2.8. Exemplo 11 - LaAmina em Balanco sob Carga Cisalhante na Extremidade Livre

Este exemplo € um caso extremo de flexao, no qual as dimensdes da secdo transversal
s30 muito menores do que o comprimento da 1dmina. Os dados foram extraidos de DUSTER
et al. (2003). A lamina ¢ engastada em uma das extremidades e na outra hd um carregamento
cisalhante uniformemente distribuido na se¢do transversal. Seu comprimento ¢ de 10mm e
tanto a altura quanto a espessura sao iguais a 0,Imm. O modelo hiperelastico e seus
coeficientes sao os mesmos do exemplo 9.

A figura 8.29 ilustra a unica malha, com 52 no6s e 8 elementos, que foi capaz de
simular esta situa¢ao. Foram usados 2 pontos para integragdo numérica ao longo da espessura.

O valor do deslocamento vertical da extremidade fornecido pela simulagdo ¢ igual a
6,25mm e o do artigo ¢ igual a 7,0mm.

Serdo necessarias maiores investigagdes, com o refinamento da malha.

Legenda:
I 0,00000 _——— T T 1

-0,78109

-156215
~2,34326
~3,12435
~3,90544
4 BEESS
5 45751

. —6,245870

\

Figura 8.29 - Deslocamentos Verticais, dados em mm, da Lamina em Balango sob carga cisalhante na

extremidade livre no Gltimo passo de carga (t = 0,0002 MPa)



8.2.9. Exemplo 12 - Chapa Parcialmente Carregada

Este caso também foi extraido de DUSTER et al. (2003). Trata-se de uma chapa

parcialmente carregada, ilustrada na figura 8.30.

| |
VA A A A A

espessura = 1,0mm

10

20mm

Figura 8.30 - Chapa Parcialmente Carregada

Tanto o modelo quanto os coeficientes usados na simulagdo sdao os mesmos do
exemplo 11, com exce¢ao do mddulo de compressao volumétrica, que neste caso ¢ igual a
1000,0 MPa.

Foram simuladas duas malhas, uma com 16 elementos ¢ 91 nds, e outra com 21
elementos e 115 nos, ambas mostradas na figura 8.31. Deve-se comentar que a malha 2 foi
feita com refinamento nas regides mais criticas, isto ¢, na extremidade do apoio e na

descontinuidade do carregamento.



Legenda:
0,83705
035826

-0,12053

-0,59932

-1,07811

~1,55890

-2,03569
251443
-2,99327

Malha 1 (16 elementos e 91 nos)

0,36151

-0,21997
-0,80146
-1,38294
-1,96442
-2,54590
-3,12738

I -3,70885
~420034

Malha 2 (21 elementos e 115 nos)

Figura 8.31 - Deslocamento Verticais, dados em mm, resultantes da simula¢ao da Chapa Parcialmente

Carregada no tltimo passo de carga (ty = 5 MPa)

O deslocamento vertical do ponto A, fornecido pela simulagdo, ¢ de -2,95mm para a
malha 1, e -4,29mm para a malha 2. J& o artigo fornece -3,87mm. Deve-se comentar que as
discretizagdes usadas aqui sdo diferentes da referéncia e que ndo foi feita analise de

convergéncia.

8.2.10. Exemplo 13 - Prisma Elastomérico sob Compressao

O ultimo exemplo retirado de DUSTER et al. (2003) é um prisma elastomérico,
mostrado na figura 8.32, o qual ¢ comprimido, na dire¢do 3, até uma deformagdo de 20%, isto

¢, até sua espessura passar de 33,0 para 26,4mm.



Foram usados, na simulag¢do, os mesmos coeficientes do exemplo 11 e uma malha

retangular com 8§ elementos e 49 nos, ilustrada na figura 8.33.

Figura 8.32 - Prisma Elastomérico Comprimido

Legenda:
11,88510
I 597382
598255
298127

. 01,0000

-2.99127
-5,93255

. -G3,97352
-11,96510

Figura 8.33 - Deslocamentos Verticais, dados em mm, resultantes da simulagdo do Prisma

Elastomérico sob Compressdo no ultimo passo de carga (A2 = 0,80 ou €2 = -0,20)

Na simulacdo, os deslocamentos do ponto A na direcdo 1 e do ponto B na direcdo 2

sdo, respectivamente, 11,97mm e 11,72mm. J4 o artigo fornece 11,0mm e 13,5mm.



Deve-se ressaltar que tanto no exemplo 11 quanto no 12, foram utilizados apenas 2

pontos para integracdo numeérica na espessura.

8.2.11. Exemplo 14 - Tubo Cilindrico Hiperelastico sob Linha de Carga

O ultimo exemplo extraido de SZE et al. (2004) ¢ um tubo cilindrico hiperelastico sob
linha de carga, mostrado na figura 8.34. Segundo PACCOLA (2004), este caso ¢ sugerido
para verificagdao da ocorréncia de travamento por cortante € por membrana. A malha usada na
simulacdo possui 325 nos, 64 elementos e 5 pontos de integragdo numérica na espessura. O

modelo utilizado foi o dado pela expressao (6.19.5) e os coeficientes sao:

K = 24000
¢,y =3000

8.25

Figura 8.34 - Tubo Cilindrico Hiperelastico sob Linha de Carga

As figuras 8.35 e 8.36 mostram, respectivamente, os deslocamentos verticais do ponto

de aplicacdo da carga no ltimo passo e a comparagdo com o artigo.



Legenda;
01,0000
~1,16512
-2,30024
-3,48536
-4 BB
-5,82550
-F, 88072
-&,15584

-5,32096

Figura 8.35 - Deslocamentos Verticais do Ponto de Aplicagdo da Carga no Tubo Cilindrico

Hiperelastico no ultimo passo da simulagéo (P = 20000)
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Deslocamento Vertical do Ponto de Aplicagdo da Carga

Figura 8.36 - Deslocamentos Verticais do Ponto de Aplicagdo da Carga no Tubo Cilindrico

Hiperelastico (comparagdo com artigo)



8.2.12. Exemplo 15 - Flexdo Pura de Prisma

Este exemplo foi simulado com os coeficientes interpolados do ensaio de tragdo
uniaxial, referente ao exemplo 2. Trata-se de um prisma em balango, mostrado na figura 8.37,
com momento aplicado na extremidade livre igual a 1,0. A simulacdo foi realizada com 91

nos, 16 elementos finitos e 6 pontos de integracdo numérica na espessura.

U

Figura 8.37 - Prisma em Balango sob Flexdo Pura

A figura 8.38 mostra a posi¢ao deformada do prisma no ultimo passo de carga. J4 as
figuras 8.39 e 8.40 ilustram, respectivamente, a distribuicdo das tensdes reais e dos
alongamentos, ambos na direcdo X, ao longo de uma se¢do transversal deformada proxima ao

engaste, no ultimo passo de carga.



Legenda:
000657
I -0,11571
-0,23829
-0, 36057
I -0,46346
—0,60804
-0,7 2862

l -0,85120
-0,8737

Figura 8.38 - Deslocamentos, na direcdo Z, do prisma em balango sob flexdo pura no tltimo passo de

carga para o modelo de Yeoh (momento = 1,0)
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Coordenada Z a partir do centro de gravidade
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-1,00

-1,50

-2,00
Tensao Real na diregao X

Figura 8.39 - Distribui¢do das Tensdes Reais na direcao X, no ultimo passo de carga, do Prisma em

Balango sob Flex&o Pura (se¢do proxima ao engaste)
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Figura 8.40 - Distribui¢do dos Alongamentos na dire¢do X, no tltimo passo de carga, do Prisma em

Balango sob Flexao Pura (se¢ao proxima ao engaste)

A figura 8.39 mostra que para -1,50 < Z <-0,84 ¢ 0,90 < Z < 1,50 as tensdes sdo de
compressdo e para -0,84 < Z < 0,90 as tensdes sdo de tracdo. A figura 8.40 ilustra o
deslocamento da linha neutra, que ¢ igual a -0,06. Tal linha possui alongamento na dire¢do X
igual a 1,0. Como era de se esperar, a regido superior da secdo transversal ¢ alongada e a
inferior ¢ comprimida. As figuras citadas neste paragrafo demonstram o carater ndo linear da
relagdo entre deformacdo e tensdo, e o estranho comportamento desta ultima grandeza ao
longo da secdo transversal, pois era esperado que a regido acima da linha neutra estivesse sob
tensdes de tracdo e a que esta abaixo sob compressao.

Assim como no exemplo 11, sdo necessarias maiores investigacdes para se identificar
a necessidade, ou nao, de maior enriquecimento dos campos de deformagao para simulagdo de

cascas sujeitas predominantemente a flexao.



8.2.13. Exemplo 16 - Movimento de Corpo Rigido

Simulou-se uma casca, com apenas um elemento finito, submetida a um movimento de
corpo rigido, ou seja, apenas rotacdo e translagdo. O modelo usado foi o de Yeoh, com os
mesmos coeficientes usados no exemplo 4.

O gradiente, o jacobiano, o primeiro invariante de deformagao, o tensor alongamento a
direita de Cauchy-Green e o tensor deformagao de Green-Lagrange, todos calculados pelo

programa, sao:

0 -10

A=|-1 0 0 8.26.1
0 1

J =det(4)=1,0 8.26.2

1, =30 8.26.3
o o

C=l0 1 0 8.26.4
0 0 1
0 0 0]

E=[0 0 0 8.26.5
0 0 0

A figura 8.41 mostra as malhas indeformada e deformada, assim como as tensdes reais

calculadas na posig¢ao final do corpo.



Legenda:
0,00010
I 0,00009
0,00005
10,0000

0,00005

0,00004

0,00003

. 0,00001
0,00000

Figura 8.41 - Valores das Tensodes Reais, nas trés diregdes principais, para a Casca sob Movimento de

Corpo Rigido

Os valores das deformagdes de Green-Lagrange e das tensdes reais estdo de acordo
com a teoria, pois para movimentos de corpo rigido estas grandezas devem ser nulas.

Deve-se ressaltar que as diregdes principais sdo dadas pelo tensor ortogonal, obtido
pelo programa, que rotaciona o tensor alongamento a direita de Cauchy-Green para as

referidas diregoes:

-0,613940613514920 0,789352217376326 0
0= 0 0 1 8.27.1
0,789352217376326  0,613940613514920 0

-0,613940613514920

", = 0 8.27.2
0,789352217376326
0,789352217376326

U, = 0 8.27.3
0,613940613514920
0

uy, =141 8.27.4
0




onde uy, uy € u3 sdo os auto-vetores.

8.3. Comparacao entre os modelos de Yeoh e de St.Venant-Kirchhoff

Comparou-se o modelo hipereldstico ndo linear de Yeoh com o linear de St.Venant-
Kirchhoff, com a simulagdo de tracdo uniaxial com o elemento finito de treliga plana. Os
coeficientes para o primeiro modelo sdo os mesmos usados no exemplo 2, expressos em

(8.5.1), e a interpolagao do modulo de Young, para o modelo linear, resultou em:

E =0,10701725MPa 8.28.1

S,, =0,10701725E,, 8.28.2

Para o modelo linear de St.Venant-Kirchhoff, a combinagdo entre as expressoes

(6.60.1), (6.60.2), e (8.27.2) resulta na relacao entre tensdo e deformagdo de engenharia:

(0, )., = 0 =0,05350863(e +1)& +2¢)= 0,05350863(¢* + 3> +2¢)  8.29

As figuras 8.42, 8.43 e 8.44 mostram os resultados das simulacdes realizadas com os

dois modelos citados, assim como os valores extraidos de YEOH (1997).
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As figuras 8.42, 8.43 e 8.44 demonstram a boa conformidade entre o modelo nao
linear de Yeoh com os dados experimentais de tragdo uniaxial do artigo. Ja o linear ndo foi

capaz de apresentar resultados condizentes com o ensaio.



9. Conclusoes

9.1. Consideracoes Finais

Os resultados apresentados no capitulo anterior demonstram que foi bem sucedida a
implementagdo dos modelos constitutivos hipereldsticos ndo lineares nos programas de
analise ndo linear geométrica de trelicas planas e cascas que trabalham como chapa. O
objetivo precipuo deste trabalho foi, portanto, alcancado no decorrer da pesquisa. Serdo
necessdarias, contudo, maiores investigacdes para cobrir o elemento de casca sob predominio
da flexao.

A andlise ndo linear geométrica mostrou-se mais adequada para simulagdes estruturais
com grandes deformacdes, com relagdo a linear. Tal fato foi demonstrado com um simples
exemplo de trelica plana abatida. Reforgou-se, deste modo, a necessidade de se equacionar o
equilibrio do corpo na posicdo deslocada em situacdes com grandes deslocamentos, para que
se possa obter uma previsao mais realista do comportamento estrutural.

Na tracdo uniaxial homogénea de polimeros naturais, os modelos de Yeoh, de
Hartamann-Neff e de Bechir-Boufala-Chevalier mostraram excelente conformidade entre os
resultados da simulagdo e os dados experimentais da literatura cientifica. J& os modelos neo-

Hookeano e de Mooney-Rivlin foram adequados para pequenas e médias deformacdes.



Para a compressdo uniaxial de polimeros naturais, os cinco modelos supracitados
mostraram-se adequados para todos os niveis de deformacao.

Na tracao uniaxial de polimeros preenchidos com negro de carbono na propor¢ao, em
massa, de 70 partes por centena de elastdmero, a simulagdo com o modelo de Yeoh foi capaz
de reproduzir, com boa precisdo, os dados experimentais para quaisquer niveis de
deformacdo. J4& o modelo neo-Hookeano mostrou-se adequado, apenas, para pequenas
deformacgdes.

Na tentativa de se reproduzir o ensaio de compressao com polimeros preenchidos com
negro de carbono na propor¢cdo, em massa, de 70 partes por centena de elastomero, a
simulacdo com os modelos de Yeoh, de Hartamann-Neff e de Bechir-Boufala-Chevalier
apresentou boa precisdo. Ja as leis hiperelasticas neo-Hookeana e de Mooney-Rivlin
mostraram-se validas somente para pequenas deformacgoes.

Deve-se ressaltar que os coeficientes interpolados, com os modelos de Yeoh e neo-
Hookeano, para os casos de tragdo e compressao do mesmo material, isto €, para os polimeros
citados no paragrafo anterior, resultaram muito proximos. Tal fato permite concluir que ¢
possivel, para os referidos materiais e modelos, simular a compressao uniaxial com base nos
dados experimentais de tragdo uniaxial e vice-versa.

O modelo de Yeoh também se mostrou eficiente, com relacdo a acuracia dos
resultados da simulagdo, no caso de cisalhamento simples de polimeros preenchidos com
negro de carbono na proporc¢ao, em massa, de 40 partes por centena de elastomero. O modelo
de Hartamann-Neff ndo foi capaz de simular esta situacdo e o neo-Hookeano apresentou
conformidade com os dados experimentais, apenas, para pequenas deformagdes.

A simulagdo de tragdo biaxial de polimeros naturais forneceu resultados condizentes

com os dados experimentais para os modelos de Yeoh, de Hartamann-Neff e de Bechir-



Boufala-Chevalier. Novamente, as leis neo-Hookeana ¢ de Mooney-Rivlin foram validas
somente para pequenas deformagdes.

Na tragao equi-biaxial de polimeros naturais, o unico modelo usado na simulagao, o de
Yeoh, apresentou boa conformidade com os dados experimentais, para quaisquer niveis de
deformacao.

O cédigo computacional desenvolvido mostrou-se adequado para simular, além dos
casos supramencionados, a membrana de Cook, a lamina em balanco sob cisalhamento
uniforme na face da extremidade livre, a chapa parcialmente carregada, o prisma elastomérico
sob compressdo uniforme e o tubo cilindrico hiperelastico sob linha de carga.

Pode-se comentar que as simulacdes realizadas com o modelo de Yeoh apresentaram
boa conformidade com a solugdo analitica para os casos de deformac¢ao homogénea, o que era
esperado, pois a interpolacdo dos coeficientes da lei hipereléstica foi feita com base nas
respectivas solugdes analiticas.

Os conceitos, as formulas e as hipoteses da mecanica nio linear do continuo foram
fundamentais para a realiza¢do do presente trabalho. As algebras linear e tensorial foram de
grande auxilio para a deducdo das novas formulagdes constitutivas, que foram implementadas
no programa.

Por fim, o elemento finito de casca com sete pardmetros por nd, a formulagdo
Lagrangiana posicional ndo linear geométrica, os métodos energético e iterativo usados,
juntamente com os modelos hipereldsticos ndo lineares implementados, foram capazes de
simular diversos casos de solicitagdo estrutural com grandes deformagdes sem ocorréncia de
travamento.

E possivel, no transcorrer desta pesquisa, notar a complexidade da analise estrutural

para materiais altamente deformaveis. Faz-se necessario, portanto, dar continuidade ao estudo



destes componentes, que possuem grande potencial de utilizagdo na engenharia, para que se

possa prever com maior precisao seu comportamento estrutural em diversas situacoes.

9.2. Comparacio com a literatura cientifica consultada

O presente trabalho apresentou diferencas com relagcao ao de TRELOAR (1974). Este
ultimo afirmou que o modelo de Mooney-Rivlin apresentava erros em situagdes de pequenas
deformacdes, mas as simulacdes realizadas com tal modelo apresentaram resultados
condizentes com dados experimentais para esses niveis de deformagao. Ademais, TRELOAR
(1974) disse que as derivadas da energia especifica de deformagdo em relacdo aos dois
primeiros invariantes deveriam variar com a deformagao. Porém, o modelo de Yeoh, no qual
ndo hd dependéncia entre a energia e o segundo invariante, mostrou-se adequado aos dados
experimentais.

A pesquisa atual confirmou a de TRELOAR (1975), o qual afirmou que o modelo neo-
Hookeano era valido, na maioria dos casos, somente em situagdes com pequenas
deformacdes.

Também foi confirmado o trabalho de YEOH (1990), que ressaltou a variagdo da
rigidez do material polimérico com a evolugdo da deformacao.

A presente pesquisa ndo confirmou uma das idéias da obra de YEOH & FLEMING
(1997), os quais constataram que o modelo de Yeoh apresentava erros para pequenas

deformacgdes nos casos de cisalhamento simples.



Foi reforcada a idéia, comentada por YEOH (1997), a qual afirma que os modelos
hiperelasticos ndo lineares sao mais realistas, com relagdo ao potencial de previsao do
comportamento estrutural.

Corroborou-se o trabalho de DUSTER et al. (2003), os quais disseram que a parcela
volumétrica da energia especifica de deformacgao deveria ser nula quando a deformagao fosse
isocorica e que o uso de elevado modulo de compressdao volumétrica seria capaz de simular
este tipo de deformagdo. Ademais, os referidos pesquisadores ressaltaram a eficiéncia da
formulacao posicional e da decomposicao multiplicativa do gradiente, que foram usados no
presente trabalho.

Foi comprovada, para os exemplos simulados nesta pesquisa que o elemento finito de
casca com sete parametros nodais e enriquecidos modos de deformacdo, CODA &
PACCOLA (2008), torna possivel a analise de chapas hipereléasticas, como a membrana de
Cook, sem a ocorréncia de travamento.

Demonstrou-se, também, que a aplicagdo de movimento de corpo rigido no elemento

finito de casca ndo provoca aparecimento de deformagdes e tensdes, o que era esperado.

9.3. Sugestdes para Pesquisa Futura

Podem ser citadas, a partir deste trabalho, algumas sugestdes, ou idéias, para futuras

pesquisas:



- implementa¢ao dos modelos hiperelasticos ndo lineares usados em outros elementos finitos,
como o de casca com aproximacdo mais elevada, o solido tetraédrico e o de bloco
tridimensional;

- estudo e implementacao de modelos hiperelasticos nao lineares com grau mais elevado, ou
seja, com mais coeficientes;

- desenvolvimento de novos modelos hiperelasticos com base em dados experimentais obtidos
com ensaios com materiais altamente deformaveis;

- realizagdo de ensaios com materiais poliméricos para determinacdo dos coeficientes da
parcela isocorica da energia especifica de deformacdo e do moddulo de compressao
volumétrica;

- verificagdo da possibilidade de simular com bastante precisdo, com a interpolacao dos dados
experimentais de tracao uniaxial, outros ensaios, como o de cisalhamento, o de compressao e
o de tracao biaxial;

- verificacdo detalhada do elemento de casca sujeito predominantemente a flexdo pura para
materiais hipereldsticos;

- andlise de convergéncia e da necessidade de maior enriquecimento das deformacdes
transversais;

- verificacdo da estranha distribui¢do, ao longo da sec¢do transversal, das tensdes reais obtidas
na simulagdo do prisma em balango sob flexdo pura;

- estudo e implementagdo de modelos para materiais com caracteristicas hiperelasticas,
plasticas e viscosas;

- analises estruturais dindmicas, devido ao fato dos polimeros possuirem as finalidades de

absor¢do de impacto e vibragao;



- simulagdes, com os mesmos modelos, de outros casos, como por exemplo, placas apoiadas
em toda a borda com carga concentrada no centro, flambagem, estruturas com molas, tor¢ao,

flexo-tor¢ao, tubos sob pressao interna, inflagao de baldes, etc.
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