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Resumo

No presente trabalho, faremos um estudo de algumas propriedades da versão teleparalela
da relatividade geral. No primeiro capítulo, estudaremos diferentes maneiras de obter sua La-
grangiana. No segundo, faremos uma introdução à dinâmica de sistemas vinculados, e no terceiro
estudaremos a formulação ADM do teleparalelismo, obtendo a álgebra dos vínculos. Por �m,
estudaremos o equivalente às variáveis de Ashtekar teleparalelas.

Palavras Chaves: teleparalelismo, gravitação, Hamiltoniana, Ashtekar, vínculos

Áreas do conhecimento: Gravitação
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Abstract

In the present work we study some properties of the teleparallel equivalent of general relativity.
In the �rst chapter, we analyse di�erent ways to obtain the teleparallel Lagrangian. In the second,
we make an introduction to the dynamics of constrained systems, and in the third we study the
ADM formulation of teleparallel gravity, obtaining its constraint algebra. Finally, we make an
analysis of the teleparallel equivalent to the Ashtekar variables.
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Capítulo 1

O Equivalente Teleparalelo da
Relatividade Geral

1.1 Introdução
Um dos mais importantes problemas da física moderna é encontrar uma formulação quântica da
gravidade junto com as outras interações da natureza. A formulação Hamiltoniana com vínculos
da Relatividade Geral (RG) pode ser um ponto de partida interessante, pois ela nos revela o
verdadeiro espaço de fase da teoria (clássica), e nos dá explicitamente os geradores das simetrias
envolvidas através dos vínculos, como mostrado nos trabalhos pioneiros de Dirac [1]. Inspirado
no formalismo Hamiltoniano canônico, há um expressivo paradigma para se tentar quantizar a
gravidade, chamado �Loop Quantum Gravity� (LQG), cujo ponto de partida é encontrar um
espaço de Hilbert que resolva a versão quantizada dos vínculos da RG, representando os campos
de gauge e matéria por funcionais de objetos estendidos, as redes de spin. Um dos resultados mais
impressionantes de LQG é que, como conseqüência deste paradigma, os objetos que representam
as soluções quânticas para os vínculos da RG correspondem a espaço-tempos discretizados na
escala de Planck (o comprimento de Planck é lP =

√
~G/c3 ≈ 1.62 × 10−35m, e o tempo de

Planck é tP = lP /c = 5.39× 10−44s).
Por outro lado, existem outros paradigmas para se quantizar a gravidade, que modi�cam

completamente o ponto de vista do problema, entre eles, os mais expressivos são a teoria de
cordas e supergravidade. O primeiro assume que as partículas elementares são diferentes estados
quânticos de cordas vibrantes na escala de Planck (lP ) que vivem num dado espaço-tempo, e
as interações entre as partículas são expressas pelas diferentes maneiras pelas quais estas cordas
podem se concatenar umas nas outras. Já na supergravidade, assume-se a existência de um
parceiro superssimétrico para o gráviton, uma partícula de spin 3

2 chamada gravitino, que com
o acoplamento apropriado na Lagrangiana, tenta produzir uma versão mais consistente da RG.

Um ponto fundamental em qualquer tentativa de quantizar a gravidade a partir do formal-
ismo canônico da RG é a escolha de variáveis canônicas e da representação dos vínculos que
simpli�quem e viabilizem o processo de quantização, pois como veremos nos próximos capítulos,
os vínculos da RG (associados à simetria por transformações de coordenada e invariância local
de Lorentz) expressos em termos das variáveis canônicas usuais (a cotetrada e seu momento
conjugado) são não polinomiais, o que torna quase impraticável qualquer tentativa de prosseguir
com a quantização canônica. No capítulo 2, veremos que, entre outros problemas, quantizar
implica em encontrar um espaço de Hilbert que resolve os vínculos da teoria, e este problema
por si só já é complexo, mesmo para casos onde a álgebra dos vínculos é simples. A simpli-
cidade dos vínculos não é o único ponto a ser considerado na escolha das variáveis canônicas:
é preciso assegurar também que a evolução temporal das soluções seja bem comportada, i.e.,
que a solução das equações de movimento e dos vínculos sejam funcionais contínuos da condição
inicial. Esta propriedade é chamada hiperbolicidade simétrica (veja [2]), a qual garante que se
uma singularidade aparece na solução das equações de movimento, esta será uma singularidade
real, e não apenas do sistema de coordenadas. Esta propriedade é de especial importância para
se fazer cálculos numéricos na RG, já que uma simulação numérica não pode lidar com uma
singularidade, independente de ser uma singularidade aparente ou não.

Há uma bela proposta para resolver ambos problemas no contexto onde a RG é descrita como
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um caso particular de uma teoria de gauge para o grupo SU(2), e onde as variáveis canônicas,
chamadas de variáveis de Ashtekar ∗ ([3], [4] e [5]), são tais que os vínculos associados à simetria
de difeomor�smos se tornam polinômios de grau 2, e o vínculo SO(3) (que é deformado para
SU(2)) se torna uma lei de Gauss não abeliana. O preço a pagar por estas simpli�cações dos
vínculos é o uso de variáveis canônicas complexas, sendo necessária a imposição de condições
de realidade não triviais, como veremos no �nal do capítulo 3. A descoberta destas variáveis
foi um dos passos cruciais no desenvolvimento da LQG, tornando possível a descoberta de uma
família in�nita de soluções dos vínculos (na verdade, ainda há muitas questões não resolvidas
relacionadas à estas soluções).

Quantizar a gravidade não signi�ca necessariamente quantizar a RG como ela é atualmente
aceita, na formulação de Einstein-Hilbert. Há outras formulações equivalentes em nível clássico
(sob hipóteses apropriadas) que poderiam ser usadas como ponto de partida para um programa
de quantização, como a teoria de gauge para o grupo de Poincaré (veja [6] e [7]), a teoria de gauge
para o grupo A�m (veja [8]), a teoria de Einstein-Cartan (veja [7]) e a teoria Teleparalela (veja
[9], [10], [11] e [12]). Algumas dessas formulações serão brevemente estudadas neste trabalho,
com exceção da formulação teleparalela, que será tratada em detalhes. Apresentamos alguns dos
diferentes modelos alternativos estudados para a RG clássica na tabela abaixo:

ζ = {M, β ∈ T ?M⊗M4/g ∈ T ?M⊗ T ?M}
Modelo Grupo Variáveis/geradores

Gauge Poincaré SO(3, 1) n T4 {βi, ωij}/{P̂i, M̂
ij}

Gauge A�m GL(4,R) n T4 {βi, ωij}/{P̂i, Ĝ
ij}

Gauge Translações T 4 {βi}/{P̂i}
Gauge E.C. SO(3, 1) {βi,Γij}/{M̂ ij}
�Geométrico� SO(3, 1) {βi, dβi}/{M̂ ij}
Ashtekar SU(2) n Diff {Ei, Aa

I
J}/{T a}

Tabela 1.1: Diferentes caminhos para a gravidade

Nestes modelos, a dupla ζ = {M, g}, uma variedade Lorentziana (ou pseudo-Riemaniana),
onde g é a métrica (uma seção global de T ?M⊗ T ?M), é o que chamamos de espaço-tempo†,
T ?M é o �brado cotangente de M.

No presente trabalho, nos dedicaremos ao estudo da versão teleparalela da RG. Em particular,
estudaremos sua formulação de Arnowitt-Deser-Misner (ADM) [13, 14], obteremos seus vínculos,
sua respectiva álgebra, e iniciaremos um estudo das variáveis de Ashtekar. A construção da
Lagrangiana teleparalela depende basicamente de dois ingredientes: o frame não-holonômico e
a invariância local de Lorentz, que assegura que a Lagrangiana teleparalela, a menos de uma
4-forma exata, é equivalente à de Einstein-Hilbert. Este formalismo tem como propriedade, [14]
o fato que, ao menos na teoria livre, ele não necessita da conexão de spin (que é a conexão
Levi-Civita no frame ortonormal) para implementar a invariância local de Lorentz (como na
teoria de Einstein-Cartan, por exemplo). Além disso, com as hipóteses apropriadas, o tensor
de torsão da conexão de Weitzenböck aparece como o objeto que carrega a informação sobre o
campo gravitacional no lugar da curvatura. O teleparalelismo pode também ser entendido, num
sentido que será explicitado no �nal deste capítulo, como uma teoria de gauge para o grupo das
translações T4, como mostrado em [9] e [12]. Uma vez construída a Lagrangiana teleparalela
e provada sua equivalência com a de Einstein-Hilbert, iniciaremos a parte mais complexa e
ambiciosa deste trabalho, na qual faremos um estudo detalhado de sistemas dinâmicos vinculados,
com a �nalidade de aplicá-lo ao teleparalelismo, obtendo sua álgebra de vínculos. Em seguida,
passaremos a um estudo preliminar das variáveis de Ashtekar neste contexto.

Nas seções seguintes, faremos uma breve introdução aos diferentes modelos da tabela (1.1),
partindo em seguida para o estudo detalhado do teleparalelismo. Com a �nalidade de desenvolver
uma boa base teórica sobre sistemas dinâmicos vinculados, dedicamos um capítulo inteiro a esta
questão, o cap.2, onde fazemos um estudo detalhado do método de Dirac, aplicando os resultados

∗Na verdade, um nome mais apropriado por razões históricas seria Sen-Ashtekar-Immirzi-Barbero.
†Para ser mais preciso, o que é chamado de espaço-tempo é a classe de equivalência de díadas {M, g} de�nida

pelo grupo de isometrias, i.e., pelos difeomor�smos θ : M→M tais que θ?g = g.
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às teorias de Maxwell e de Yang-Mills, antes de aplicá-los ao teleparalelismo, no cap. 3. Neste
último, além de aplicar a teoria de vínculos ao teleparalelismo, analisaremos sua álgebra e as
correspondentes variáveis de Ashtekar, veri�cando as consequências desta escolha de variáveis
canônicas.

1.2 Teoria de gauge para o grupo de Poincaré
Este modelo é baseado no �brado de Poincaré,

(PM,Π,M,SO0(3, 1)),

onde PM é a extensão a�m‡ do �brado de Lorentz, LM , que é a variadade dos frames lineares
conexos por transformações de Lorentz ortócronas, e Π é a projeção de PM em M. Neste
contexto, podemos deduzir a derivada covariante (para detalhes, veja [6]):

DXΨx =
[
∂X + θi(X)P̂i +

1
2
ωij(X)M̂ ij

]
Ψx,

onde θi e ωij são respectivamente a 1-forma de soldagem e a 1-forma de spin (conexão de spin),
P̂i e M̂ ij são respectivamente os geradores de translações e de transformações de Lorentz próprias
ortócronas, satisfazendo a álgebra de Poicaré

[M̂ ij , M̂kl] = ηjlM̂ ik − ηjkM̂ il + ηikM̂ jl − ηilM̂ jk,

[P̂i, M̂jk] = ηikP̂j − ηijP̂k,

[P̂i, P̂j ] = 0.
(1.1)

O campo Ψx pode ser qualquer campo tensorial ou espinorial. A conexão de Poincaré pode ser
escrita como um único objeto, lembrando que

Γ̃ = θ(X)⊗ IdS +IdT4 ⊗ω(X) ≡ (θ(X) = θi(X)P̂i, ω(X) =
1
2
ωij(X)M̂ ij .

Ums das propriedades mais interessantes desta conexão é que ela apresenta tanto curvatura
quanto torção, e as equações de movimento acoplam a corrente de spin da matéria com a torção.

Com a conexão de Poincaré em mãos, há muitas Lagrangianas possíveis que podem ser
construídas, ao menos do ponto de vista clássico da covariância. Entre as possibilidades mais
simples, temos por exemplo,

LPG ∝ α1R+ α2R
2 + α3T

2 + λ,

onde R é a curvatura escalar de Γ̃, R2 e T 2 representam respectivamente todos os termos pos-
síveis quadráticos na curvatura e na torção, e λ é uma constante cosmológica. A partir desta
Lagrangiana, é possível reproduzir, como casos particulares, as teorias de Einstein-Cartan (im-
pondo α2 = α3 = 0), a teoria teleparalela (impondo α1 = α2 = 0 e R = 0) e a formulação usual
da RG (impondo T = 0, α2 = α3 = 0) (para mais detalhes, veja [6]).

É interessante notar que na teoria de gauge para o grupo de Poincaré, a escolha de acoplamen-
tos minimais não é necessariamente a escolha correta. Por exemplo, se �zermos a substituição
minimal ∂µ → Dµ na Lagrangiana de Maxwell L = −1

4FµνF
µν , ela perderá sua simetria U(1),

sendo necessária a escolha do acoplamento apenas com a conexão de spin que está contida na
conexão Γ̃, veja [16].

‡Chamamos de frame a�m a díada (a, ei), onde a ∈ TxM e ei ∈ LM . Se indenti�carmos (0, ei) com ei,
podemos entender o conjunto de todos os frames a�ns (a, ei) como translações de ei a partir do ponto de contato
com M. É simples mostrar que este conjunto é uma variedade, e consequentemente um �brado. Para mais
detalhes, veja [15].
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1.3 Teoria de gauge para o grupo a�m
Este modelo é baseado no �brado A�m GAM, que é uma generalização de PM ,

(GAM,Π,M,GL(4,R)),

send GAM a extensão a�m do �brado dos frames lineares, e GL o �brado dos frames lineares
conexos por transformações lineares inversíveis. Deste modo, como no caso da teoria de gauge
para o grupo de Poincaré, o transporte paralelo de um frame a�m (a, ei) é dado pela conexão

Γ̃ = (ΓT ,ΓGA),

onde ΓT é a 1-forma conexão das translações, e ΓGA é a 1-forma conexão associada às transfor-
mações lineares. Neste caso, a derivada covariante se torna (veja [8]):

DΨ = eadΨ + (ΓT,cP̂c + ΓGA
ij Ĝij)Ψ,

lembrando que a ação da conexão de GAM sobre um frame (a, ei) é dada por

(ΓT ,ΓGA)(a, ei) = (ΓGAa+ ΓT ,ΓGAei).

Em ambas teorias de gauge (para os grupos a�m e de Poincaré), é necessário a escolha de uma
origem para cada �bra (esta escolha é chamada soldagem), i.e., é necessário identi�car um ponto
Π−1(x) com cada ponto x da variedade base, pois as extensões a�ns dos grupos lineares precisam
ser localmente isomorfas à variedade base M, caso contrário não haveria sentido em introduzir
campos de matéria como seções globais de �brados associados à PM ou GAM. A problemática§
associada a esta escolha é que ela quebra a simetria translacional da teoria. Uma maneira de
veri�car isto é lembrar que a escolha de uma origem para a extensão a�m do �brado linear nada
mais do que a escolha de uma seção global. No caso de GAM, σ : M → GAM, e esta seção
pode ser escolhida arbitrariamente. Portanto, dada uma curva γ(τ) : [0, 1] → M em M e seu
�horizontal lift�¶ γ̃(τ), mesmo que σ(γ(0)) = γ̃(0), não há razão para que σ(γ(t > 0)) = γ̃(t > 0)
continue sendo verdadeiro.

Na realidade, este quadro é muito mais geral do que parece e é uma conseqüência imediata
de um teorema de Cartan esboçado abaixo:

Teorema 1 Seja (E, π,M, F, ρ(G)) um �brado associado ao �brado principal (P,Π,M, G), para
o qual a álgebra de Lie do grupo G pode ser decomposta como a soma direta:

g = t⊕ g′,

onde t ∼ Rn. Então, o �brado (E, π,M, F, ρ(G)) admite uma seção global isomorfa à M.

1.4 Teoria de gauge para o grupo das translações
Nesta seção estudaremos a teoria teleparalela sob o ponto de vista de uma teoria de gauge para
as translações. Seguindo o tratamento dado em [9] e [12], começamos com um espaço plano,
para o qual o frame {ea} e o co-frame {βa} são triviais, e representando os geradores de T4 por
{Tα}, a álgebra que eles produzem é trivial:

[Tα, Tβ] = 0, ∀α, β = 0 . . . 3.

Introduzindo então uma 1-forma conexão,
A = Aα

µTαdx
µ,

§Isto pode ser um problema se quisermos interpretar a teoria teleparalela como uma teoria de gauge para o
grupo das translações.

¶O �horizontal lift� é de�nido como a curva integral do transporte paralelo de um elemento de um �brado
principal. Esta curva é localmente unica, dada uma condição inicial.

4



podemos facilmente escrever sua transformação de gauge. Para uma transformação in�nitesimal
γ = 1 + θα(x)Tα, temos:

A′ = γAγ−1 + γ∂γ−1

= A+ (1 + θα(x)Tα)∂µ(1− θβ(x)Tβ)
= A− Tα∂µθ

α(x) ⇒
δAα

µ = −∂µθ
α(x). (1.2)

A curvatura (ou o �eld strenght) desta conexão é dada pela equação de estrutura de Cartan [17]:
F = dA+ [A,A]

Fα =
1
2
∂[µA

α
ν]dx

µ ∧ dxν

Fα
µν = ∂[µA

α
ν],

Se escrevermos a curvatura em um frame ortonormal arbitrário como função das componentes
da conexão neste mesmo frame, obtemos

Fα
µνe

µ
b e

ν
c = eµb e

ν
c∂[µA

α
ν]

= eµb e
ν
c (∂µA

α
ν − ∂νA

α
µ)

= eνc∂bA
α
ν − eµb ∂cA

α
µ

= ∂bA
α
c − ∂cA

α
b +Aα

µ∂ce
µ
b −Aα

ν ∂be
ν
c

Fα
bc = ∂[bA

α
c] −Aα

dC
d
bc,

onde introduzimos os coe�cientes de não holonomia, Cd
bc, de�nidos por

[eb, ec] = Cd
bced = (∂ce

µ
b − ∂be

µ
c )βd

µed.

É simples de veri�car que a curvatura Fα
bc é um invariante de gauge, como esperado para uma

teoria de gauge Abeliana. Note que esta construção poderia ter sido feita para qualquer teoria de
gauge, e até o momento não tem relação direta com a gravidade. As diferenças entre uma teoria
de gauge usual e o teleparalelismo começam a �car claras a partir deste ponto. Se interpretarmos
o campo de gauge Aα

µ como a parte não trivial do co-frame, criando com esta identi�cação um
espaço-tempo curvo para o qual,

eµa = δµ
a +Aµ

a ,

então a curvatura se torna
Fα

bc = ∂[bA
α
c] −Aα

dC
d
bc

= ∂[be
α
c] − eαdC

d
bc + δα

dC
d
bc

= eαdC
d
bc − eαdC

d
bc + δα

dC
d
bc

= δα
dC

d
bc,

ou seja, ela é uma combinação dos coe�cientes de não holonomia. Note que esta decomposição
do co-frame é ambígua, eµa = (partetrivial) + Aµ

a depende da base escolhida para TM, uma vez
que δµ

a não é covariante por uma troca de base, mas esta ambiguidade pode ser absorvida por
transformações de gauge e portanto não é problemática.

Para obter a Lagrangiana invariante sob transformações locais de Lorentz é preciso considerar
uma combinação não natural‖ de termos quadráticos na curvatura:

L =
√
−g(α1FabcF

abc + α2FabcF
bac + α3Fab

aFc
bc), (1.3)

onde consideramos G = c = 1. Antes de impor a invariância local de Lorentz a esta Lagrangiana,
‖Não natural para uma teoria de gauge usual, onde a Lagrangiana é dada por L =

√
−gTr(FµνF

µν) e não há
mistura de índices de grupo e tensoriais.
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i.e., invariância sob eµa(x) → eµa(x) + ωa
beµb (x), com ωab = −ωba, vamos escrever a lei de trans-

formação da curvatura e enunciar um pequeno lema:
δFα

bc = ∂[bδe
α
c] + (δ∂[b)e

α
c]

= eαa (x)∂[bωc]
a + ω[c

a∂b]e
α
a (x) + ωa

[b∂ae
α
c].

Conseqüentemente:
δF a

bc = (δβa
µ)Fµ

bc + βa
µδF

µ
bc

= −ωa
dF

d
bc + ∂[bωc]

a + ωd
bF

a
dc + ωd

cF
a
bd.

Lema 1
−
√
−g
(

1
2
F abc∂aωbc + Fc

cb∂cω
c
a

)
= ∂µ[eµb

√
−g∂dω

db]. (1.4)

Voltando à Lagrangiana, sua variação sob uma transformação local de Lorentz é,
δL = 2

√
−g(α1FabcδF

abc + α2FabcδF
bac + α3F

a
abδFc

bc)

= 2[(2α1 − α2)
√
−gFa

bc∂bωc
a − α2

√
−gF abc∂aωbc − α3

√
−gFc

cb∂aωb
a].

Utilizando o lema 1.4, obtemos:
δL = 2[(2α1 − α2)

√
−gF bc

a ∂bωc
a

+ 2α2
√
−gF cb

c ∂cω
c
a + 2α2∂µ[eµb

√
−g∂dω

db] + α3
√
−gF cb

c ∂aω
a
b ]

= 2
√
−g[(2α1 − α2)Fa

bc∂bωc
a + (2α2 + α3)Fc

cb∂aω
a
b ] + 4α2∂µ[eµb

√
−g∂dω

db],

onde podemos ver claramente que a única maneira de garantir a invariância local de Lorentz é
impor as seguintes relações entre os coe�cientes:{

2α1 − α2 = 0,
2α2 + α3 = 0.

De�nindo α3 = −1, obtemos univocamente α2 = 1
2 e α1 = 1

4 . Nas próximas seções mostraremos
que a Lagrangiana (1.3), com os coe�cientes, acima é equivalente à de Einstein-Hilbert.

Neste ponto é conveniente notar que a Lagrangiana (1.5) precisa ter termos não usuais para
uma teoria de gauge pela mesma razão que é preciso quebrar a simetria translacional nas �teorias
de gauge� para os grupos A�m e de Poincaré, i.e., não há maneira de implementar a invariância
translacional sem misturar índices de grupo e de espaço-tempo, esta é a razão pela qual estas
teorias não são teorias de gauge stricto sensu.

1.5 Teleparalelismo: um outro ponto de vista
Esta outra maneira de introduzir o teleparalelismo é tratada em [10], [11] e [12]. Considere
uma variedade M equipada com uma seção global de T ?M, {βi}. A díada ζ = (M, β) é
chamada variedade teleparalela. Baseando-nos nesta estrutura, para usar as seções globais {βi}
para descrever o campo gravitacional, escolheremos uma Lagrangiana que reproduz a mesma
dinâmica da RG usual. O ponto interessante do procedimento que mostraremos a seguir é que a
única simetria imposta na Lagrangiana é a invariância local de Lorentz, e para assegurá-la não
será necessário introduzir uma conexão de Lorentz nem falar em simetria de gauge translacional,
embora do ponto de vista matemático este processo seja completamente equivalente ao da seção
anterior.

A Lagrangiana quadrática em β e dβ mais geral possível que pode produzir dinâmica é a
seguinte:

LTT = α1dβ ∧ ?dβ + α2(β ∧ dβ) ∧ ?(β ∧ dβ) + α3(β ∧ dβ) ∧ ?(β ∧ dβ). (1.5)
Note que dβ não é um vetor de Lorentz, e portanto nenhum dos termos da Lagrangiana acima

é invariante por transformações locais de Lorentz (embora o sejam por transformações globais).
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Portanto, a única maneira de assegurar tal invariância é encontrar os coe�cientes de modo que
a Lagrangiana como um todo seja localmente invariante. O resultado é o mesmo do encontrado
na seção anterior.

É com a combinação linear invariante por transformações locais que iremos trabalhar daqui
em diante, pois apenas esta combinação tem como limite de campo fraco o potencial Newtoni-
ano, e é equivalente à de Einstein-Hilbert (para mais detalhes, veja [11]). Agora, de�namos os
coe�cientes de não holonomia:

dβi =
1
2
Ci

jkβ
j ∧ βk. (1.6)

Utilizando esta de�nição na Lagrangiana (1.5), obtemos:

LTT = −1
2
βi ∧ (

1
2
Cj

lkβ
l ∧ βk) ∧ ?

(
βj ∧

1
2
Cilkβ

l ∧ βk

)
+

1
4
βi ∧ 1

2
Cilkβ

l ∧ βk ∧ ?
(
βj ∧ 1

2
Cjlkβ

l ∧ βk

)
,

LTT = −1
8
CjlkCimnβ

i ∧ βl ∧ βk ∧ ?
(
βj ∧ βm ∧ βn

)
+

1
16
CilkCjmnβ

i ∧ βl ∧ βk ∧ ?
(
βj ∧ βm ∧ βn

)
.

Relembrando a ação do operador ? sobre uma base ortonormal [17], temos que

?
(
βj ∧ βm ∧ βn

)
=

1
(3− 1)!

εjmnkβk =
1
2
εjmnkβk.

Aplicando esta expressão à (1.5), obtemos:

LTT = − 1
16
εjmnuCjlkCimnβ

i ∧ βl ∧ βk ∧ βu +
1
32
εjmnuCilkCjmnβ

i ∧ βl ∧ βk ∧ βu

= − 1
16
εjmnuCjlkCimnβ

i ∧ βl ∧ βk ∧ βu +
1
32
εjmnuCilkCjmnβ

i ∧ βl ∧ βk ∧ βu

=
1
16

(
−εjmnuCjlkCimn +

1
2
εjmnuCilkCjmn

)
βi ∧ βl ∧ βk ∧ βu

=
1
16

(
−CjlkCimn +

1
2
CilkCjmn

)
εjmnuβi ∧ βl ∧ βk ∧ βu.

Antes de partir para a demonstração de que esta Lagrangiana é igual, a menos de uma 4-forma
exata, à de Einstein-Hilbert, mostraremos como ela pode ser escrita em termos da torção de uma
conexão especí�ca.

Toda 1-forma conexão Γ sobre uma variedade baseM a valores na álgebra de Lie (G) de um
grupo de Lie G é caracterizada pelas equações de estrutura de Cartan [17],

R(Γ) = dΓ +
1
2
[Γ,Γ] ≡ dΓ + Γ ∧ Γ, (1.7)

T (β,Γ) = dβ + Γ ∧ β, (1.8)
onde R e T são respectivamente a 2-forma curvatura e a 2-forma torção. Nestas expressões,

[A,B] = [Aµ, Bν ]dxµ ∧ dxν ,

e g é uma seção global de T ?M⊗ T ?M. Podemos considerar também outra propriedade, o
tensor de não metricidade:

Q(β,Γ) = DΓg = dg − Γtg − gΓ. (1.9)
No nosso caso,Q(β,Γ) = 0, o que implica em G = SO(3, 1). Utilizando a lei de transformação
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de β e Γ pela ação de γ ∈ G,
β′ = γβ, (1.10)
Γ′ = γΓγ−1 + γd

(
γ−1

)
, (1.11)

junto com as equações de estrutura de Cartan, derivamos as leis de transformação de R(Γ) e
T (β,Γ):

R′(Γ′) = γR(Γ)γ−1, (1.12)
T ′(β′,Γ′) = γT (β,Γ). (1.13)

Como esperado, R e T são tensores de Lorentz e vivem, respectivamente, nas representações
adjunta e fundamental. Neste contexto, listamos as Lagrangianas mais simples invariantes por
transformações locais de Lorentz que podem ser usadas para a construção de uma dinâmica:

LY M = Tr {R ∧ ?R} (1.14)
LEH = Tr {R ∧ ? (β ∧ β)} (1.15)
LΛ = Tr {(β ∧ ?β} (1.16)
LTT = α1Tr {T ∧ ?T}+ α2 Tr{(β ∧ T ) ∧ ?(β ∧ T )}

+ α3 Tr{(β ∧ T )} ∧ ?Tr{(β ∧ T )} (1.17)
Nesta lista podemos reconhecer imediatamente algumas Lagrangianas importantes, como LYM

que é a Lagrangiana tipo Yang-Mills, LEH é a Lagrangiana de Einstein-Hilbert, e LΛ é apenas
uma constante cosmológica. Suponha agora que Γ satisfaça ∗∗

R(Γ) = 0, (1.18)
T (β,Γ) 6= 0, (1.19)

e utilizando a propriedade geral das conexões,

Γ = Γ̂ +K, (1.20)

onde K é chamado tensor de contorção, e onde Γ̂ (a conexão de Levi-Civita) satisfaz

R(Γ̂) 6= 0, (1.21)
T (β, Γ̂) = 0, (1.22)
Q(β, Γ̂) = 0. (1.23)

Neste caso, obtemos imediatamente das equações de estrutura de Cartan, duas relações que serão
utilizadas mais à frente:

T (β,Γ) = dβ + Γ̂ ∧ β +K ∧ β = K ∧ β, (1.24)
R(Γ) = R(Γ̂) + dK +

1
2

(
[Γ̂,K] + [K, Γ̂] + [K,K]

)
= 0. (1.25)

Suponhamos que exista um co-frame {β̃} no qual Γ = 0 (ou seja, Γ é uma conexão de vácuo), o
que é consistente com as equações. (1.18, 1.19, 1.20). Portanto, a torção se torna:

T (β̃,Γ = 0) = dβ̃ ⇒ T (β̃,Γ = 0)i =
1
2
Ci

jkβ̃
j ∧ β̃k.

Combinando este resultado com a eq. (1.24) obtemos,
1
2
Ci

jkβ̃
j ∧ β̃k = [K ∧ β̃]i =

1
2
Ki

jkβ̃
j ∧ β̃k ⇒ Ki

jk = Ci
jk,

∗∗Como a conexão de Weitzenböck
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e a Lagrangiana (1.5) pode ser escrita como:

LTT = −1
2
β̃i ∧ T̃j ∧ ?

(
β̃j ∧ T̃i

)
+

1
4
β̃i ∧ T̃i ∧ ?

(
β̃j ∧ T̃j

)
,

= −1
2

Tr{(β̃ ∧ T̃ ) ∧ ?(β̃ ∧ T̃ )}+
1
4

Tr{(β̃ ∧ T̃ )} ∧ ?Tr{(β̃ ∧ T̃ )}.

Utilizando a invariância de LTT por transformações locais de Lorentz, podemos reescrevê-la em
qualquer framediferente de β̃ (β = γβ̃):

LTT = −1
2

Tr{(β ∧ T ) ∧ ?(β ∧ T )}+
1
4

Tr{(β ∧ T )} ∧ ?Tr{(β ∧ T )},

o que mostra que a Lagrangiana (1.5), com os coe�cientes α1 = 0, α2 = −1
2 , α3 = 1

4 , é equivalenteà (1.17).
Neste ponto é importante diferenciar os papéis das conexões utilizadas neste capítulo, em

particular das conexões de Poincaré, teleparalela e da conexão Γ desta seção. Primeiramente,
note que a introdução da conexão Γ (chamada conexão de Weitzenbock) nesta seção não é
absolutamente necessária†† pois a Lagrangiana (1.5) já é invariante por transformações locais de
Lorentz por si própria (mesmo que cada um de seus termos não o seja individualmente) e tudo
o que Γ faz é projetar cada um dos termos de (1.5) numa forma invariante de Lorentz. Neste
sentido, podemos dizer que a Lagrangiana (1.17) é duplamente invariante sob transformações
locais de Lorentz. Partindo da Lagrangiana (1.17), que já é invariante por transformações locais
de Lorentz para quaisquer coe�cientes, poderíamos pensar em princípio que a teoria teleparalela
é consistente para quaisquer coe�cientes. No entanto, isto não é verdade pois ainda é necessário
uma combinação linear especí�ca para que a Lagrangiana teleparalela seja equivalente à de
Einstein-Hilbert (isso, é claro, se almejarmos a consistência com a relatividade geral padrão).

Freqüentemente na literatura, quando se refere ao tensor de torção, está se referindo à possi-
bilidade de considerar uma variação da conexão de Levi-Civita com torção não nula, introduzindo
novos graus de liberdade e modi�cando a física por trás da dinâmica da geometria. Isto não é o
que fazemos neste capítulo: como uma conseqüência da passagem (1.20), é sempre possível de-
compor uma conexão sem curvatura e com torção em uma conexão com curvatura e sem torção
mais um tensor. Portanto, é sempre possível intercambiar os papéis da curvatura e da torção
neste sentido. Mas é preciso ter em mente que, nesta troca, nos referimos à curvatura e à torção
de conexões diferentes.

1.6 Equivalência entre o teleparalelismo e a relatividade geral
É possível fazer esta demonstração sem referência explícita a nenhum frame. No entanto, para
simpli�car os cálculos, faremos a demonstração no frame onde T (β,Γ) = dβ. Deste modo,
escrevendo a equação (1.5) no frame das coordenadas, expandindo as componentes de dβ em
termos do tensor de contorção, obtemos:

LTT =
1
2

det(β)
(
KµνρKρνµ −Kσν

σ Kρ
νρ

)
. (1.26)

Utilizando a de�nição de curvatura para Γ, dada por (1.20), podemos escrever:

R(Γ) = R(Γ̂) +O(K, Γ̂) = 0,

onde
Γ̂σ

µν =
1
2
gσλ(∂µgλν + ∂νgλµ − ∂λgµν) (1.27)

é a conexão de Levi-Civitta, e portanto, R(Γ̂) é o mesmo tensor de Riemann utilizado na formu-
lação de Einstein-Hilbert da RG.

††Na verdade, o fato de existir um frame no qual Γ é zero implica que Γ não introduz nenhum grau de liberdade
adicional à teoria, e portanto não afeta sua dinâmica.
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O lema fundamental para a prova de que a Lagrangiana teleparalela é igual à de Einstein-
Hilbert será agora enunciado:

Lema 2
det(β)O(K, Γ̂) = det(β)

(
KµνρKρνµ −Kσν

σ Kρ
νρ

)
+ ∂µ(2 det(β)T σµ

σ ).

Com este lema, podemos escrever (lembrando que R(Γ̂) +O(K, Γ̂) = 0):

LTT = −
√
−g
2

δλ
µg

νρR(Γ̂)µ
νλρ + ∂σ

(√
−gTµ

µ
ρ
)

= LEH + ∂σ

(√
−gTµ

µ
ρ
)
,

o que implica na equivalência almejada entre as Lagrangianas, a menos de uma divergência.
Uma notação mais comumente encontrada na literatura sobre teleparalelismo corresponde a

escrever LTT em termos da torção de Γ no frame das coordenadas. Deste modo, utilizando a
equação (1.24) obtemos a seguinte relação entre a torção e a contorção:

T λ
µρ = −2Kλ

[µ,ρ],

que pode ser invertida, resultando em:

Kµνλ = −1
2

(Tµνλ − Tλµν + Tνλµ) . (1.28)

Substituindo (1.28) em (1.26) obtemos:

LTT =
√
−g
2

(
1
4
T ρ

µνT
µν
ρ +

1
2
T ρ

µνT
νµ
ρ − T ρ

ρµT
νµ
ν

)
,

que é exatamente a Lagrangiana utilizadas nos trabalhos [9] e [14], por exemplo.
Quanto às equações de movimento, partimos das equações de Euler-Lagrange,

∂L(φ, ∂φ)
∂φa(x)

− ∂µ
∂L(φ, ∂φ)
∂µφa(x)

= 0,

onde φa representa a coleção de campos dinâmicos presentes em L. Para a teoria teleparalela,
em princípio, as variáveis dinâmicas (no cap. 3 veri�caremos quais são as verdadeiras variáveis
dinâmicas) são, {βa

µdx
µ}, e as equações de Euler-Lagrange se tornam:

∂LTT(β, dβ)
∂βa

µ(x)
− ∂ν

∂LTT(β, dβ)
∂νβa

µ(x)
= 0.

No apêndice B há uma dedução da equação de movimento em termos da torção (B.6):

det(β)Sρν
c T c

νa + eρaLTT − ∂µ (det(β)Sµρ
a ) = 0,

onde
Sρν

λ = (Kρν
λ − gν

λT
σρ
σ + gρ

λT
bν
b ). (1.29)

Note que, em termos de (1.29), a Lagrangiana teleparalela �ca

LTT =
det(β)

4
SρµνTρµν .

Para estudar a teoria teleparalela do ponto de vista Hamiltoniano, é preciso aplicar uma
transformação de Legendre na Lagrangiana acima. No entanto, como veremos nos próximos
capítulos, este procedimento não é trivial devido à não linearidades das equações e à presença
de vínculos. No próximo capítulo mostraremos que a existência de vínculos está intimamente
relacionada à existência de variáveis não dinâmicas na teoria ou, equivalentemente, à existência
de simetrias internas na Lagrangiana. Mais precisamente, mostraremos que os geradores das
simetrias internas são combinações lineares dos vínculos de primeira classe. Deste modo, mesmo
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antes de fazer os cálculos, podemos predizer quantos vínculos esperamos encontrar no formalismo
canônico. Por construção, a Lagrangiana LTT é invariante sob transformações locais de Lorentz
(6 geradores por ponto do espaço-tempo) e translações locais, i.e., difeomor�smos in�nitesimais (4
geradores por ponto do espaço-tempo), dando um total de 10 geradores, e portanto 10 vínculos.
Entretanto, devido à razões que serão explicadas no capítulo 3, haverá uma �xação de gauge
eliminando os boosts de Lorentz, restando apenas 7 vínculos. Outro resultado interessante,
que é conseqüência imediata do capítulo 2, é que a simetria por difeomor�smos in�nitesimais
implica que a Hamiltoniana canônica da RG é nula, restando apenas a Hamiltoniana total, que
é uma combinação linear dos vínculos, mostrando que a dinâmica da relatividade geral está nos
vínculos.

11



Capítulo 2

Dinâmica Hamiltoniana com Vínculos

2.1 Introdução
Este capítulo é inteiramente dedicado à dinâmica de sistemas vinculados, introduzindo o método
de Dirac para a construção da Hamiltoniana e obtenção das equações de movimento. Veremos
como este método fornece o verdadeiro espaço de fases da teoria, e a correspondência entre os
vínculos de primeira classe e os geradores das simetrias da Lagrangiana. Em seguida, aplicaremos
este programa às teorias de Maxwell e Yang-Mills, não apenas como um exercício, mas para que
estes cálculos nos dêem idéias sobre o que poderemos esperar no caso gravitacional. A aplicação
destes resultados ao teleparalelismo será feita no capítulo 3, onde estudaremos sua álgebra de
vínculos.

2.2 Da Lagrangiana à Hamiltoniana
Suponhamos dispor de uma teoria descrita pela Lagrangiana L(q(τ), q̇(τ)), onde q representa a
coleção de coordenadas canônicas qi para i = 1 . . . N , e para a qual a ação é dada por:

I =
∫ t2

t1

L(q(τ), q̇(τ))dτ. (2.1)

De�nindo o momento canônico associado à q(τ) por p(q, q̇) = ∂L
∂q̇ , as equações de Euler-Lagrangese escrevem:

∂L
∂qi

− dpi

dτ
= 0. (2.2)

Agora, se �zermos a ingênua transformada de Legendre
Hc = pq̇ − L(q, q̇), (2.3)

onde Hc é chamado Hamiltoniana canônica, podemos veri�car facilmente que Hc não depende
explicitamente de q̇:

δHc = pδq̇ + q̇δp− ∂L
∂q
δq − ∂L

∂q̇
δq̇ = q̇δp− ∂L

∂q
δq. (2.4)

De�namos o parêntese de Poisson por

De�nição 1

{A,B}P =
∑

i

(
∂A

∂qi

∂B

∂pi
− ∂B

∂qi

∂A

∂pi

)
.

Tendo, portanto, {pi, q
j}P = −δj

i , q̇i =
{
qi,Hc

}
P

= ∂Hc
∂pi

e ṗi = {pi,Hc}P = −∂Hc

∂qi , podemos
descrever a evolução temporal de qualquer quantidade g dependente de q, p e τ simplesmente
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por
ġ =

∂g

∂q
q̇ +

∂q

∂p
ṗ+

∂g

∂τ
= {g,Hc}P +

∂g

∂τ
. (2.5)

Note porém que este desenvolvimento, baseado na Hamiltoniana, não é nada mais que uma
transformação de coordenadas, (q, q̇) → (q, p), e se a matriz Hessiana for singular, i.e., se

det
(

∂2L
∂q̇i∂q̇j

)
= 0, (2.6)

não será possível inverter, nem localmente, esta transformação para escrever as velocidades
canônicas em termos dos momentos. Em outras palavras, não haverá solução única para q̇ =
q̇(q, p). Isto é um corolário imediato do teorema∗ enunciado abaixo:
Teorema 2 Seja uma função f de um aberto n-dimensional D em um espaço vetorial Vn com
derivadas parciais contínuas. Se, para q ∈ D, [detJf ](q) 6= 0, onde Jf é o Jacobiano de f . Então
existe um δ > 0 tal que a restrição de f à D′ = {ξ|‖ξ − q‖ < δ} é uma bijeção.
Portanto, isto constitui uma limitação da transformada de Legendre ingênua e, considerando que
muitos sistemas físicos importantes como o eletromagnetismo tem matrizes Hessianas singulares,
é preciso contornar esta di�culdade, o que nos leva ao estudo dos vínculos.

2.3 Vínculos primários
Seja Γ a variedade que representa o espaço de fases tal que dim(Γ) = 2N , e suponha que tenhamos
vínculos da forma φm(q, p) = 0, onde m = 1, ..., P . Estes vínculos podem surgir naturalmente
da de�nição do momento canônico e os chamaremos de vínculos primários. Portanto, as P
funções φm(q, p) restríngem a dinâmica a viver num subconjunto Γ1 ⊆ Γ. Para que sejamos auto
consistentes, vamos assumir que os vínculos satisfaçam certas condições de regularidade:

rank
(
∂φm

∂(p, q)

)
|Γ1= const = P, (2.7)

o que implica:
• as funções φm são independentes;
• as funções φm pode ser utilizadas localmente como coordenadas sobre Γ;
• Γ1 é uma variedade;
• dim(Γ1) = 2N − P ,

onde ∂φm/∂(p, q) representa uma matriz 2N × P , denotada Λab, tal que

Λab =

 ∂φb/∂pa, para 1 6 a 6 N, 1 6 b 6 P

∂φb/∂p(a−N), para(N + 1) 6 a 6 (2N + 1), 1 6 b 6 P.

De�namos o conceito de igualdade fraca:
De�nição 2 Seja F uma função sobre Γ. Dizemos que F é fracamente nula se, e somente se,
F |Γ1= 0, e escrevemos F ≈ 0. Se F |Γ= 0 dizemos que F é fortemente nula.
Com esta de�nição, podemos escrever os vínculos de uma forma mais consistente:

φm(q, p) ≈ 0. (2.8)
Para entender por que os vínculos precisam ser fracamente nulos, e não necessariamente forte-
mente nulos, suponhamos que podemos resolver localmente P equações para os momentos e

∗Para veri�car a demonstração deste teorema, veja [18]
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escrevamos pm = f(qk, pl), onde l = (P + 1), . . . ., N , de modo que podemos escrever os vínculos
como φ̃m = pm − f(qk, pl), onde podemos veri�car facilmente que ∂φ̃m

∂pn
= δn

m 6= 0.
Agora derivaremos as equações de movimento, mas desta vez considerando a presença dos

vínculos. Começamos por impor a condição de estacionaridade da ação,

δI =
∫ t2

t1

dτ

(
∂L

∂q
δq +

∂L

∂q̇
δq̇

)
= 0. (2.9)

Utilizando o fato que a Hamiltoniana canônica não depende das velocidades, obtemos:

δHc ≈ q̇δp− ∂L

∂q
δq =

∂Hc

∂q
δq +

∂Hc

∂p
δp. (2.10)

Combinando (2.9) e (2.10) obtemos:

δI ≈
∫ t2

t1

dτ

[(
q̇ − ∂Hc

∂p

)
δp−

(
∂Hc

∂q
+ ṗ

)
δq

]
= 0, (2.11)

o que nos leva a (
q̇ − ∂Hc

∂p

)
δp−

(
∂Hc

∂q
+ ṗ

)
δq ≈ 0. (2.12)

A seguir, enunciamos um teorema que será de grande importância mais tarde.
Teorema 3 Seja F tal que F ≈ 0; então, considerando que as variáveis (p, q) estão sujeitas aos
vínculos ϕs(p, q) ≈ 0, temos que 

∂F
∂qi
− λm ∂ϕm

∂qi
≈ 0,

∂F
∂pi

− λm ∂ϕm

∂pi
≈ 0,

para qualquer λm, o que implica que F −λmϕm = =, onde ∂=
∂(p,q) ≈ 0. Considerando as condições

de regularidade de ϕm, que implicam que os vínculos são as únicas funções nulas e independentes
entre si sobre Γ2, obtemos necessariamente que = = 0, e portanto

F ≈ 0 ⇒ F = λmϕm.

Devido à presença dos vínculos, não podemos inferir que q̇ − ∂Hc
∂p = 0 e ∂Hc

∂q + ṗ = 0. De
acordo com o teorema (3), temos: 

q̇ − ∂Hc
∂p = um ∂φm

∂p ,

∂Hc
∂q + ṗ = −um ∂φm

∂q .

Estas novas equações de movimento podem ser obtidas diretamente à partir de uma nova Hamil-
toniana, o Hamiltoniana total

HT = Hc + umφm, (2.13)
como se não houvesse vínculos. Neste quadro, a evolução temporal das quantidades dinâmicas é
dada pelo parênteses de Poisson com a Hamiltoniana total. Assim, seja g(p, q, τ) uma quantidade
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dinâmica; então

ġ =
∂g

∂τ
+
∂g

∂q
q̇ +

∂g

∂p
ṗ

=
∂g

∂τ
+
∂g

∂q

(
∂Hc

∂p
+ um∂φm

∂p

)
− ∂g

∂p

(
∂Hc

∂q
+ um∂φm

∂q

)
=

∂g

∂τ
+ {g,Hc}P + um {g, φm}P ≈

∂g

∂τ
+ {g,HT }P , (2.14)

onde na equação (2.14) temos uma igualdade fraca. Vemos o por quê abaixo:
{g,HT }P = {g,Hc}P + um {g, φm}P + {g, um}P φm ≈ {g,Hc}P + um {g, φm}P , (2.15)

pois apesar de {g, um}P não ser de�nido, ele está multiplicando φm que é fracamente nula.

2.4 Vínculos secundários e condições de consistência
A introdução da igualdade fraca pode trazer problemas de consistência para os vínculos, pois os
parênteses de Poisson entre eles e a Hamiltoniana podem não ser nulos. Deste modo, é preciso
impor uma condição de consistência para cada vínculo:

φ̇m ≈ {φm,HT }P ≈ {φm,Hc}P + ul {φm, φl}P ≈ 0. (2.16)
Para cada uma destas P equações de consistência, temos três resultados possíveis:

• Pode ser um vínculo já conhecido;
• Pode ser um novo vínculo, independente dos multiplicadores de Lagrange um. Os novos
vínculos serão chamados vínculos secundários;

• Pode ser simplesmente uma condição sobre os multiplicadores de Lagrange um.
A partir deste ponto, usaremos para os vínculos secundários a notação χn(q, p) ≈ 0, onde n =
1, ..., S. Para o conjunto total de vínculos, usaremos ϕs(p, q) ≈ 0, onde k = 1, ..., P + S.

Note que a existência de vínculos secundários implica na existência de novas condições de
consistência. Estas condições de consistência podem produzir novos vínculos que devem ser
adicionados ao conjunto total de vínculos, e o processo deve continuar até que nenhum vínculo
novo seja produzido, ou seja, até que os vínculos formem uma álgebra. Em razão dos novos
vínculos, o espaço de fase real é mais uma vez reduzido para Γ2 ⊆ Γ1 ⊆ Γ. Tendo em mãos todos
os vínculos, podemos ter também um conjunto de equações sobre os multiplicadores de Lagrange,
e portanto podemos eliminar alguns deles. Deste modo, sejam V m

a as N1 soluções da equação
homogênea V m

a {ϕs, φm}P ≈ 0, e seja Um uma solução particular da solução não homogênea
V m

a {ϕs, φm}P ≈ −{ϕs,Hc}P . Então, podemos escrever a solução geral para os multiplicadores
como:

um = Um + vaV m
a ,

onde va (a = 1, . . . , N1) são funções arbitrárias. Substituindo esta expressão na Hamiltoniana
total, obtemos

HT = Hc + umφm = Hc + Umφm + vaV m
a φm = H ′ + vaφa, (2.17)

onde H ′ = Hc+Umφm e φa = V m
a φm. Note que H ′ não é único pois as funções va são arbitrárias.

Assim, podemos adicionar uma combinação linear qualquer das funções φa em H ′.

2.5 Vínculos de primeira e segunda classes
De�nição 3 Seja F (q, p) uma função sobre Γ; dizemos que F (q, p) é de primeira classe (FC) se
e somente se {F,ϕs}P ≈ 0, ∀s. Caso contrário, dizemos que F (q, p) é de segunda classe (SC).
Lema 3 Sejam A e B dois objetos de primeira classe. Então {A,B}P é de primeira classe.
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Prova Se A e B são de primeira classe, temos
{A,ϕs}P ≈ {B,ϕs}P ≈ 0

Então, pelo teorema 3 concluímos que
{A,ϕs}P = Ar

sϕr

{B,ϕs}P = Br
sϕr.

Utilizando a identidade de Jacobi para os parênteses de Poisson:
{{A,B}P , ϕl}P = {{A,ϕl}P , B}P − {{B,ϕl}P , A}P

= Ar
s {ϕl, B}P −Br

s {ϕl, A}P

+ {Ar
s, B}P ϕr − {Br

s , A}P ϕr

≈ 0.

�

Na seqüência, denotaremos os vínculos de primeira classe por ψs e os de segunda classe por
θj , ignorando se são primários ou secundários. Agora, introduziremos os parênteses de Dirac
para lidar com os vínculos de segunda classe. Em seguida, veremos que os vínculos de primeira
classe estão associados aos geradores das simetrias de gauge da teoria, e que a arbitrariedade
introduzida pelos multiplicadores de Lagrange na dinâmica não é física.
De�nição 4 Sejam θs os vínculos de segunda classe, e seja ∆rs de�nida por

∆rs = {θr, θs}P .

Lema 4 ∆rs é antisimmétrico. A prova é trivial, conseqüência da antissimetria dos parênteses
de Poisson.
Lema 5 ∆rs não é singular, i.e., det(∆) 6= 0.
Prova Se ∆ fosse singular, então haveria soluções não triviais para a equação λs∆rs = 0, e por-
tanto as combinações lineares λsθs seriam vínculos de primeira classe, o que é uma contradição.

�

Lema 6 Toda matriz antissimétrica de ordem ímpar é singular.
Prova Seja ∆ uma matriz antissimétrica:

det(∆) = det(∆T ) = det(−∆) = (−1)∂∆ det(∆).

Se ∂∆ é ímpar, então temos det(∆) = −det(∆) ⇒ det(∆) = 0.
�

Uma conseqüência direta dos lemas (4), (5) e (6) é que o número de vínculos de segunda classe
é sempre par.

Baseados no lema (5), podemos inverter a matriz ∆rs e de�nir os parênteses de Dirac.
De�nição 5 De�nimos os parênteses de Dirac, {A,B}D, por :

{A,B}D = {A,B}P − {A, θr}P ∆−1
rs {θs, B}P .

Por construção, os parênteses de Dirac entre uma variável dinâmica qualquer e um vínculo de
segunda classe é zero. A demonstração é simples:

{F, θl}D = {F, θl}P − {F, θr}P ∆−1
rs {θs, θl}P = {F, θl}P − {F, θr}P δ

r
l = 0.

Isso nos leva à interpretação geométrica dos parênteses de Dirac, como a projeção dos parênteses
de Poisson na variedade determinada pelos vínculos de segunda classe, de modo que podemos
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considerá-los como igualdades fortes, i.e., podemos substituir θs ≈ 0 por θs = 0 depois de ter
construído os parênteses de Dirac. A evolução temporal de uma quantidade dinâmica que não
depende explicitamente do tempo �ca, então,

ġ = {g,HT }D = {g,HT }P − {g, θr}P ∆−1
rs {θs,HT }P ≈ {g,HT }P ,

onde foi utilizado que HT é, por de�nição, um vínculo de primeira classe. Então {θs,HT }P ≈ 0.
O signi�cado dos vínculos de primeira classe será analisado na próxima seção.

2.6 Vínculos de primeira classe e geradores de simetrias de gauge
Seja T (q(t), p(t)) uma trajetória no espaço de fases determinada pela Hamiltoniana total e pelo
conjunto va de multiplicadores de Lagrange. Como já foi mostrado, as equações de Hamilton
vinculadas são 

q̇ ≈ {q,HT }P = ∂H′

∂p + va ∂φa

∂p

−ṗ ≈ −{p,HT }P = ∂H′

∂q + va ∂φa

∂q

ϕs(p, q) ≈ 0.

Expandindo até a primeira ordem nas variações das variáveis p, q e va, temos
δq̇ ≈ (δp ∂

∂p + δq ∂
∂q )∂HT

∂p + δva ∂φa

∂p

−δṗ ≈ (δp ∂
∂p + δq ∂

∂q )∂HT
∂q + δva ∂φa

∂q
∂ϕs

∂p δp+ ∂ϕs

∂q δq ≈ 0.

Agora, suponhamos que a ação dos geradores de transformação de gauge atuem nas variáveis
canônicas através dos parênteses de Poisson,

δF = {F,G}P , (2.18)
onde G é dado por

G =
T∑

k=0

∂kε(t)
∂tk

Gk.

Deste modo, substituindo a equação (2.18) nas expressões δq̇, δṗ e dϕs, obtemos:

∂
∂p [
∑T

k=0
∂k+1ε(t)
∂tk+1 Gk +

∑T
k=0

∂kε(t)
∂tk

{Gk,HT }P − δvaφa] ≈ 0

∂
∂q [
∑T

k=0
∂k+1ε(t)
∂tk+1 Gk +

∑T
k=0

∂kε(t)
∂tk

{Gk,HT }P − δvaφa] ≈ 0

∑T
k=0

∂kε(t)
∂tk

{ϕs, Gk}P ≈ 0.

Prova

• Expandindo ∂ϕs

∂p δp+ ∂ϕs

∂q δq ≈ 0:

∂ϕs

∂p
δp+

∂ϕs

∂q
δq ≈ 0

∂ϕs

∂p
{p,G}P +

∂ϕs

∂q
{q,G}P ≈ 0

T∑
k=0

(
∂ϕs

∂p
{p,Gk}P +

∂ϕs

∂q
{q,Gk}P

)
dk

dtk
ε(t) ≈ 0
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T∑
k=0

(
−∂ϕs

∂p

∂Gk

∂q
+
∂ϕs

∂q

∂Gk

∂p

)
dk

dtk
ε(t) ≈ 0

T∑
k=0

{ϕs, Gk}P
dk

dtk
ε(t) ≈ 0

• Expandindo δq̇ ≈ (δp ∂
∂p + δq ∂

∂q )∂HT
∂p + δva ∂φa

∂p :

(
δp

∂

∂p
+ δq

∂

∂q

)
∂HT

∂p
+ δva∂φa

∂p
≈ δq̇

T∑
k=0

dk

dtk
ε(t)

(
{p,Gk}P

∂

∂p
+ {q,Gk}P

∂

∂q

)
∂HT

∂p
+ δva∂φa

∂p
≈ δq̇

T∑
k=0

dk

dtk
ε(t)

(
−∂Gk

∂q

∂

∂p
+
∂Gk

∂p

∂

∂q

)
∂HT

∂p
+ δva∂φa

∂p
≈ δq̇

T∑
k=0

dk

dtk
ε(t)

{
∂HT

∂p
,Gk

}
P

+ δva∂φa

∂p
≈ δq̇

T∑
k=0

dk

dtk
ε(t)

{
∂HT

∂p
,Gk

}
P

+ δva∂φa

∂p
≈ d

dt{q,G}P

T∑
k=0

dk

dtk
ε(t)

{
∂HT

∂p
,Gk

}
P

+ δva∂φa

∂p
+

T∑
k=0

dk

dtk
ε(t)

{
HT ,

∂Gk

∂p

}
P

≈
∑T

k=0
dk+1

dtk+1 ε(t)
∂Gk
∂p

∂

∂p

[
T∑

k=0

dk+1

dtk+1
ε(t)Gk +

T∑
k=0

dk

dtk
ε(t){Gk,HT }P − δvaφa

]
≈ 0,

onde foi utilizado que

δq̇ =
d

dt
{q,G}P

= {{q,G}P ,HT }P +
∂

∂t
{q,G}P

=
T∑

k=0

[{
dk

dtk
ε(t){q,Gk}P ,HT

}
P

+
dk+1

dtk+1
ε(t){q,Gk}P

]

=
T∑

k=0

[
dk

dtk
ε(t)

{
∂Gk

∂p
,HT

}
P

+
dk+1

dtk+1
ε(t)

∂Gk

∂p

]
.

• Expandindo −δṗ ≈ (δp ∂
∂p + δq ∂

∂q )∂HT
∂q + δva ∂φa

∂q :(
δp

∂

∂p
+ δq

∂

∂q

)
∂HT

∂q
+ δva∂φa

∂q
≈ −δṗ

T∑
k=0

dk

dtk
ε(t){∂HT

∂q
,Gk}P + δva∂φa

∂q
+

T∑
k=0

dk

dtk
ε(t){HT ,

∂Gk

∂q
}P ≈

∑T
k=0

dk+1

dtk+1 ε(t)
∂Gk
∂q

∂

∂q

[
T∑

k=0

dk+1

dtk+1
ε(t)Gk +

T∑
k=0

dk

dtk
ε(t){Gk,HT }P − δvaφa

]
≈ 0.

�
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Portanto, pelo teorema (3), obtemos
T∑

k=0

∂k+1ε(t)
∂tk+1

Gk +
T∑

k=0

∂kε(t)
∂tk

{Gk,HT }P − δvaφa ≈ =,

onde = é tal que ∂=
∂(q,p) ≈ 0. Combinando este resultado com a arbitrariedade de ε(t), obtemos a

seqüência de equações abaixo:
Gk = CPFC

Gk−1 + {Gk,HT }P = CPFC

... ...

{G0,HT }P = CPFC ,

onde CPFC representa uma combinação linear de vínculos de primeira classe. Deste modo,
podemos concluir que os geradores das simetrias de gauge são combinações lineares dos vínculos
de primeira classe. Para deixar explícitas na Hamiltoniana todas as simetrias de gauge da teoria,
poderíamos trabalhar com a Hamiltoniana estendida:

HE = H ′ + ωsψs,

o que pouco afeta o desenvolvimento do que �zemos até agora.
Com a relação entre vínculos de primeira classe e simetrias de gauge, podemos de�nir o que

são observáveis na teoria clássica:

De�nição 6 Chama-se de observável a toda função ζ : Γ → < tal que
{ζ, ψs}P ≈ 0,

onde ψs representa todos os vínculos de primeira classe da teoria.

Na teoria sem vínculos, um estado é de�nido simplesmente como um ponto de Γ. No entanto,
na presença da liberdade de gauge somos obrigados a estender essa de�nição, incorporando ao
conceito de estado não apenas um ponto de Γ, mas sua órbita de gauge.

2.7 Fixando o gauge
Uma vez obtidos todos os vínculos, um procedimento padrão consiste em introduzir à mão
novos vínculos, Ωl(p, q), chamados condições de gauge e são tais que transformam os vínculos
de primeira classe em vínculos de segunda classe. De modo que podemos eliminar todos os
vínculos através da construção dos parênteses de Dirac. Este procedimento é chamado �xação
de gauge. Para que seja consistente, o conjunto {Ωl(p, q)} precisa satisfazer a condição que a
subvariedade que eles determinam intercepte uma única vez cada órbita de gauge. Na prática,
este procedimento nem sempre é factível e em geral existem apenas �xações locais de gauge, o
que di�culta o tratamento não perturbativo de muitos modelos.

2.8 In�nitos graus de liberdade
Para uma teoria de campos, onde temos in�nitos graus de liberdade, a extensão do formalismo
de vínculos é direta. Lembremos que no espaço de Minkowski para uma ação dada por,

I[L] =
∫
d4xL(ΦA(x), ∂µΦ(x)),

os momentos canônicos associados à Φ(x) são de�nidos por,

πA(x) =
∂L

∂∂0ΦA
.
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Se a Lagrangiana for invariante por translações, pelo teorema de Noether temos um tensor de
momento-energia

Tµν
c =

[
−∂νΦA

∂

∂∂µΦA
+ ηµν

]
L

que é uma corrente conservada:
∂µT

µν
c = 0.

Neste caso, a densidade de Hamiltoniana é de�nida por

Hc =
∫
d3xT 00

c =
∫
d3x

[
πA(xµ)

∂ΦA

∂t
− L

]
.

Os parênteses de Poisson entre πA e ΦB são de�nidos (no mesmo tempo) por{
πA(x),ΦB(y)

}
P

= −δA
Bδ

3(~x− ~y).

Com estas de�nições, as equações de movimento do caso sem vínculos são dadas por:
dΦA(x)
dt

= {ΦA,Hc}P ,

dπA(x)
dt

=
{
πA,Hc

}
P
.

Agora, introduzindo os vínculos na forma
φs(ΦA, π

A,∇ΦA,∇πA) ≈ 0,

podemos rede�nir o tensor de momento-energia,
Tµν = Tµν

c + vµν
i ψi(ΦA, π

A,∇ΦA,∇πA),

onde os objetos ψi(ΦA, π
A,∇ΦA,∇πA) são vínculos de primeira classe (como de�nido para a

Hamiltoniana estendida).

2.9 Sobre a quantização
O processo de quantização canônica merece nossa atenção, pois ele é extremamente di�cultado
pela presença dos vínculos. A promoção das variáveis canônicas a operadores agindo num espaço
de Hilbert, nos leva imediatamente a um problema de ordenameto dos operadores canônicos em
funções não polinomiais, geralmente resolvido pela introdução de um ordenamento normal (que
nem sempre existe, [19]). Os vínculos φk(p, q), como qualquer função das variáveis canônicas,
se tornam operadores φ̂k(p̂, q̂) e isto nos leva a uma nova classe de problemas relacionados à
versão quantizada da álgebra dos vínculos e à de�nição de igualdade fraca. Primeiramente,
podemos veri�car que não é possível satisfazer as relações de comutação entre os operadores
canônicos e os vínculos (considerados como identidades de operadores) simultaneamente. No caso
do eletromagnetismo, por exemplo, onde temos um vínculo π0 ≈ 0, é impossível dar um sentido
à expressão [Â0, π̂0] = i. Podemos superar estes problemas transferindo a responsabilidade do
desaparecimento dos vínculos para o espaço de Hilbert:

φ̂j |Ψ〉 = 0. (2.19)

Porém, esta identidade† implica
[φ̂j , φ̂k]|Ψ〉 = 0,

†Mesmo esta condição é forte demais, como podemos ver para o eletromagnetismo no gauge de Lorentz,
(∂µA

µ ≈ 0), onde nem o vácuo |0〉 satisfaz a condição ∂µA
µ|0〉 = 0. Neste caso, a solução é impor ∂µA

(+)µ|ψ〉 = 0,
para a qual o vácuo é automaticamente solução e implica que 〈ψ|∂µA

µ|ψ〉 = 0.
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e este comutador pode eventualmente produzir operadores que não estavam originalmente na
álgebra (2.19). Este problema pode ser resolvido se os operadores forem tais que

[φ̂i, φ̂j ] = ckijφ̂k.

Também é preciso assegurar que a evolução temporal não afete as expressões acima, ou seja
ainda é preciso impor a versão quântica das condições de consistência

[φ̂i, Ĥ]|Ψ〉 = 0,

e, novamente, este comutador pode produzir novos vínculos, sendo necessárias mais imposições
sobre a álgebra:

[φ̂i, Ĥ] = fijφ̂j .

Assim, o programa de quantização na presença de vínculos pode se tornar altamente não triv-
ial, como veremos ao �nal deste capítulo para a teoria de Yang-Mills, e no capítulo (3) para a
gravitação. O programa de quantização canônica está longe de acabado, há inúmeros problemas
em aberto, especialmente em relação ao tratamento não perturbativo de teorias de gauge não
Abelianas. Além disso, há outros programas de quantização que aparentemente não possuem cer-
tas di�culdades do programa de Dirac, como a quantização BRST ou programas de quantização
mistos BRST-Dirac, [20].

Nas próximas duas seções, desenvolveremos os primeiros passos da quantização canônica das
teorias de Maxwell e Yang-Mills. Este estudo será importante no futuro, pois como mostraremos
ao �nal do capítulo 3, com a escolha apropriada das variáveis canônicas, é possível reescrever a
gravitação como um caso particular de uma teoria de gauge para o grupo SU(2). Com isso, torna-
se possível aplicar algumas das técnicas desenvolvidas para teoria de Yang-Mills em gravitação.

2.10 Quantização canônica do eletromagnetismo
A Lagrangiana de Maxwell no espaço de Minkowski é

L = −1
4

∫
d3xFµνF

µν ,

onde
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ,

e o momento canônico conjugado à Aµ é
πµ(x) = −F0µ(x),

ou seja, πi nada mais é do que o campo elétrico. Assim, temos imediatamente o primeiro (e
único) vínculo primário da teoria:

φ = π0 ≈ 0.

As Hamiltonianas total e canônica são, respectivemente,

Hc =
∫
d3x(

1
4
FijF

ij − πiπ
i −A0∂jπj)

e
HT = Hc +

∫
d3xu(x)φ(x) = Hc +

∫
d3xu(x)π0(x).

A condição de consistência para o vínculo φ nos leva a um vínculo secundário, conhecido como
condição de Gauss, χ :

χ = ∂iπi ≈ 0.

A condição de consistência de χ não produz nenhum vínculo, e os dois vínculos φ e χ são de
primeira classe:

{φ, χ}P = 0.
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Para prosseguir com o programa de quantização canônica, �xamos o gauge escolhendo o gauge
de Coulomb:

Ω1 = A0 ≈ 0,
Ω2 = ∂iA

i ≈ 0.

Como esperado, os vínculos φ e χ se tornam de segunda classe.
Utilizando a propriedade iterativa dos parênteses de Dirac‡, iniciamos com os vínculos φ e

Ω1

∆ = {θi(x), θj(y)}P = δ3(~x− ~y)
(

0 1
−1 0

)
,

onde θi(x) = φ ou Ω. Portanto, temos

∆−1 = δ3(~x− ~y)
(

0 −1
1 0

)
e os parênteses parciais se tornam:

{Aµ(x), πν(x′)}∗D =
{
Aµ(x), πν(x′)

}
P
−
∫
d3yd4z {Aµ(x), θa}P ∆−1

ab

{
θb, πν(x′)

}
P

= (δµ
ν − δµ

ν δ
0
ν)δ

3(~x− ~x′),

onde não há soma sobre os índices repetidos. Agora, utilizando os vínculos vínculos χ e Ω2 para
calcular os parênteses �nais

∆′ = {θi(x), θj(x′)}∗D =
(

0 1
−1 0

)
�δ3(~x− ~x′),

onde θi(x) = φ2 ouΩ2 e portanto,

∆′−1 =
1
4π

1
|x− x′|

(
0 −1
1 0

)
.

Deste modo, temos os parênteses �nais de Dirac:

{Aµ(x), πν(x′)}D = (δµ
ν − δµ

ν δ
0
ν)δ

3(~x− ~x′)− ∂2

∂xµ∂x′µ

1
4π

1
|x− x′|

.

Assim, o procedimento de quantização padrão consiste na substituição:
{A,B}D → −i[A,B],

e na consideração do ordenamento normal apropriado.

2.11 Quantização canônica de Yang-Mills
Em teorias de Yang-Mills a 1-forma conexão assume valores numa álgebra de Lie do grupo de
gauge,

A = Aa
µTadx

µ,

onde Ta são os geradores do grupo. Relembrando que os coe�cientes de estrutura Cc
ab são de�nidospor

[Ta, Tb] = iCc
abTc,

‡Os parênteses de Dirac têm a seguinte propriedade: suponha que temos N vínculos de segunda classe, onde
N = M +L, calculamos os parênteses de Dirac parciais com os primeiros M vínculos e em seguida calculamos os
parênteses de Dirac �nais com os vínculos restantes, e usando os parênteses parciais no lugar dos parênteses de
Poisson.
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e assumindo que a álgebra é semi-simples, podemos de�nir uma métrica sobre ela e esta métrica
será inversível:

gab = Cc
adC

d
bc.

Nesta seção estudaremos o caso do grupo SU(2), onde
Cc

ab = εabc,

gab = 2δab,

mas estes cálculos são facilmente generalizáveis para outros grupos compactos. Como na teoria
de Maxwell, a intensidade do campo de Yang-Mills é dada pelo tensor de curvatura, F = dA+
g[A,A]:

Fµν
a = ∂µAν

a − ∂νAµ
a − gCbc

a A
µ
bA

ν
c ,

onde g é a constante de acoplamento. Assim:

S[A] = −1
4

∫
d4xFµν

a F a
µν .

De�namos o �campo elétrico� e o �campo magnético� de forma análoga ao caso Abeliano:
Ei

a = F 0i
a

Bi
a =

1
2
εijkF jk

a .

Da de�nição de momento canônico temos,

πµ
a =

∂`

∂∂0Aa
µ

πµ
a = −F 0µ

a

πµ
a = −Ȧµ

a + ∂µA0
a + gεabcA

0
bA

µ
c , (2.20)

de onde obtemos o primeiro vínculo da teoria:
φ1 ≡ π0

a ≈ 0.

Dado o tensor de energia-momento:

θµν
c = − ∂L

∂∂µAa
λ

∂νAaλ + gµνL,

construamos agora as Hamiltonianas canônica e total:

Hc =
∫
d3xθ00

c

=
∫
d3x

(
Fµλ

a ∂νAaλ −
1
4
gµνFαβ

a F a
αβ

)
=

∫
d3x

(
πµ

a Ȧ
a
µ +

1
2
Bµ

aB
a
µ −

1
2
πµ

aπ
a
µ

)
HT = Hc +

∫
d3xvaπ0

a.

De�nindo de maneira usual os parênteses de Poisson entre A e π como
{πµ

a (t, x), Aν
b (t, y)}P = −ηµνδabδ

3(x− y),
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podemos calcular a condição de consistência para φ1:

φ̇1 ≈ {φ1,HT }P ≈
∫
d3z

{
π0

b (x), π
µ
a (z)Ȧa

µ(z)
}

P

≈
∫
d3zπi

a(z)
{
π0

b (x), πai(z)− ∂iA
0
a(z)− gεadcA

0
d(z)Aic(z)

}
P

≈ ∂iπ
i
b(x)− gεabcπ

i
a(x)Aci(x) ≈ 0,

o que nos conduz a um vínculo secundário
χ1 ≡ ∂iπ

i
b(x)− gεabcπ

i
a(x)Aci(x) ≈ 0.

Note que ele pode ser reescrito como
[Diπ

i]b ≈ 0,

onde Di é a derivada covariante de SU(2):
Di = ∂i − gεabcAci(x).

Podemos veri�car que
{φ1, χ1}P = 0,

o que implica que estes vínculos são de primeira classe.
O vínculo de primeira classe χ1 merece um pouco mais de atenção. Antes de passarmos ao

cálculo dos parênteses de Dirac, calculemos {[χ1]a, [χ1]b}P :

{[χ1]a(x), [χ1]b(y)}P =
{
∂xiπ

i
a(x) + gεafcπ

i
f (x)Aci(x), ∂yiπ

i
b(y)

+gεbdeπ
i
d(y)Aei(y)

}
P

= gεabk

(
∂xkπ

i
a(x) + gεkfcπ

i
f (x)Aci(x)

)
δ3(x− y)

= εabk[χ1]k(x)δ3(x− y).

Na expressão acima, vemos que os vínculos χ1 satisfazem a mesma álgebra que os geradores de
SU(2) através dos parênteses de Poisson. A seguir mostraremos que estes vínculos são de fato
os geradores da simetria de gauge:{

[χ1]b(x), A
µ
d(y)

}
P

=
{
∂xiπ

i
a(x) + gεafcπ

i
f (x)Aci(x), A

µ
d(y)

}
P

= ∂xi

{
πi

a(x), A
µ
d(y)

}
P

+ gεafc

{
πi

f (x)Aci(x), A
µ
d(y)

}
P

= −∂xiη
iµδadδ

3(x− y) + gεafc(−1)giµδfdδ
3(x− y)Aci(x)

= Gµ
bd(x, y).

Com este gerador, Gµ
bd(x, y), podemos calcular uma transformação de gauge in�nitesimal de

Aj
d(x) com parâmetro Λd(y):

δAj
d(x) =

∫
d3yGj

bd(x, y)Λ
d(y)

= ∂i
xΛd(x)− gεafcA

j
c(x)Λ

f (x),

que é exatamente a transformação de uma conexão de SU(2).
Se soubéssemos a priori que a Hamiltoniana é invariante de gauge, poderíamos dizer direta-

mente que
{χ1,HT }P = 0.

No entanto, isto não é verdade em princípio pois a corrente de Noether usada para construir a
Hamiltoniana não é invariante de gauge. Assim, temos que calcular explicitamente os parênteses
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de Poisson:

{[χ1]a,HT }P =
{

[χ1]a,Hc +
∫
d3xvaπ0

a

}
P

=
{

[χ1]a,
∫
d3x

(
πµ

a Ȧ
a
µ +

1
2
Bµ

aB
a
µ −

1
2
πµ

aπ
a
µ

)
+
∫
d3xvaπ0

a

}
P

.

Utilizando
πµ

a = −Ȧµ
a + ∂µA0

a + gεabcA
0
bA

µ
c ,

e fazendo uma integração por partes, obtemos

{[χ1]a,HT }P =
{

[χ1]a,
∫
d3y

(
[χ1]aAa

0 +
1
2
Bµ

aB
a
µ +

1
2
πµ

aπ
a
µ

)
+
∫
d3yvaπ0

a

}
P

,

onde os únicos termos potencialmente não nulos são{
[χ1]a,

∫
d3y

(
1
2
πµ

aπ
a
µ

)}
P

(2.21)

e {
[χ1]a,

∫
d3y

(
1
2
Bµ

aB
a
µ

)}
P

. (2.22)

Para veri�car (2.21), calculemos primeiro{
[χ1]a, π

j
b(y)

}
P

=
{
∂iπ

i
a(x) + gεafcπ

i
f (x)Aci(x), π

j
b(y)

}
P

= gεafcπ
i
f (x)

{
Aci(x), π

j
b(y)

}
P

= gεafcδcbπ
i
f (x)δ3(x− y)

= gεafbπ
i
f (x)δ3(x− y),

onde vemos que ela é antissimétrica em a e b, e portanto{
[χ1]a,

∫
d3y

(
1
2
πµ

aπ
a
µ

)}
P

= 0.

Para veri�car a expressão (2.22), calculemos{
∂iπ

i
a(x) + gεafcπ

i
f (x)Aci(x), Bi

b

}
P

que é igual a
1
2
εijk

{
∂iπ

i
a(x) + gεafcπ

i
f (x)Aci(x), ∂j

yA
k
b (y)− ∂k

yA
j
b(y)− gεbdcA

j
d(y)A

k
c (y)

}
P
.

Utilizando{
[χ1]a(x), A

µ
d(y)

}
P

= −∂xig
iµδadδ

3(x− y) + gεafc(−1)giµδfdδ
3(x− y)Aci(x),

obtemos os primeiros dois termos
1
2
εijk

{
∂iπ

i
a(x) + gεafcπ

i
f (x)Aci(x), ∂j

yA
k
b (y)− ∂k

yA
j
b(y)

}
P

= gεijkεabc∂
k
yA

j
c(x)δ

3(x− y)

e
1
2
εijk

{
∂iπ

i
a(x) + gεafcπ

i
f (x)Aci(x),−gεbdcA

j
d(y)A

k
c (y)

}
P

= −gεijkεabc∂
k
yA

j
c(x)δ

3(x− y)

Somando estas duas expressões, o resultado é zero. Logo a Hamiltoniana é invariante de gauge.
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Agora, escolheremos o análogo ao gauge de Coulomb para o eletromagnetismo,
Ω1 ≡ ∂iA

i
d(x) ≈ 0.

De�namos a função de Green Gab(x, y,A), solução da equação:(
δab∆ + gεabdA

i
d(x)∂xi

)
Gab(x, y,A) = δacδ

3(x, y).

De acordo com [21], com a condição de contorno que Gab(x, y,A] tenda assintoticamente à 1
|x−y|

no limite |x− y| → ∞, é possível expandir G em série de potências de g (veja o apêndice A para
uma demonstração). Os primeiros dois termos são dados por

Gab(x, y,A] = − δab

4π|x− y|
− g

∫
d3z

δau

4π|x− y|
εuvcA

i
c(z)

∂

∂zi

δvb

4π|z − y|
+O(g2).

Utilizando esta função de Green, podemos calcular os parênteses de Dirac parciais para os vín-
culos χ1 e Ω1. Todos os possíveis parênteses de Poisson são:{

[χ1]a(x), [χ1]b(y)
}

P
= gεabk

(
∂xkπ

i
a(x) + gεkfcπ

i
f (x)Aci(x)

)
δ3(x− y) ≈ 0{

[χ1]a(x), [Ω1]b(y)
}

P
=

(
δab∆ + gεabdA

i
d(x)∂xi

)
δ3(x− y){

[Ω1]a(x), [χ1]b(y)
}

P
= −

(
δab∆ + gεabdA

i
d(x)∂xi

)
δ3(x− y){

[χ1]a(x), [χ1]b(y)
}

P
= 0.

Assim, a inversa da matriz Cab
ij (x, y) =

{
[ψ1]a(x), [ψ1]b(y)

}
P
pode ser escrita em termos de G:

[C−1]ab
ij (x, y) =

(
0 −Gab(x, y,A]

Gab(x, y,A] 0

)
,

e os parênteses de Dirac parciais são

{A(x), B(w)}∗D = {A,B}P −
∫
d3yd3z

{
A(x), [ψ1]ia(y)

}
P

[C−1]ab
ij (y, z)

{
[ψ1]

j
b(z), B(w)

}
P
,

onde ψ1 representa o conjunto dos vínculos χ1 e Ω1. Tendo em mãos os parênteses de Dirac
parciais, podemos tratar os vínculos χ1 e Ω1 como igualdades fortes e impor um novo vínculo,
Ω2, para A0 (que é a generalização não Abeliana do vínculo A0 ≈ 0 que escolhemos para o
eletromagnetismo):

Ω2 ≡ A0
a(x)−

∫
d3yGab(x, y,A]∂yjπ

j
b(y) ≈ 0.

Agora, com o segundo par de vínculos φ1 e Ω2, calculemos sua matriz ∆:
{[φ1]a(x), [φ1]b(y)}∗D = 0,

{[φ1]a(x), [Ω2]b(y)}∗D = δabδ
3(x− y),

{[Ω2]a(x), [φ1]b(y)}∗D = −δabδ
3(x− y),

{[Ω2]a(x), [Ω2]b(y)}∗D = Mab(x, y).

A inversa desta matriz é da forma

[C−1]ab
ij (x, y) =

(
Mab(x, y) −δabδ

3(x− y)
δabδ

3(x− y) 0

)
.

Portanto, os parênteses de Dirac �nais são

{A(x), B(w)}D = {A,B}∗D −
∫
d3yd3z{A(x), [ψ2]ia(y)}∗D[C−1]ab

ij (y, z){[ψ2]
j
b(z), B(w)}∗D,
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onde ψ2 representa o conjunto de vínculos φ1 e Ω2.
Após a �xação de gauge, todos os vínculos de primeira classe se transformam em vínculos de

segunda classe e podem ser tratados como igualdades fortes após a construção dos parênteses de
Dirac:

H =
∫
d3x

(
1
2
πi

aπ
a
j +

1
2
Bi

aB
a
j

)
,

e as equações de movimento são �nalmente:
{Ai

a(x),H}D = ∂0A
i
a(x)

= −πi
a + ∂iA0

a + gεabcA
0
bA

i
c,

{πi
a(x),H}D = ∂0π

i
a(x)

= −∇×Ba + gεabcπA
0
c + gεabcBb ×Ac.

Como para o eletromagnetismo, a quantização consiste em substituir os parênteses de Dirac por
comutadores e tratar apropriadamente do ordenamento normal.

2.12 Covariância no tempo e a Hamiltoniana canônica
Nesta seção, mostramos que qualquer sistema dinâmico cuja Lagrangiana é invariante por trans-
formações de coordenadas no tempo tem uma Hamiltoniana canônica nula sob certas hipóteses.
Suponha que tenhamos uma Lagrangiana

L =
∫
U
dD−1xL({φa(x)}, {∂φa(x)},x)

para uma coleção de campos escalares φa(x). A invariância por transformações de coordenadas
no tempo implica

L′({φ′a(x, t′)}, {∂φ′a(x, t′)}, x, t′)
∂t′(t)
∂t

= L({φa(x, t)}, {∂φa(x, t)}, x, t),

para a qual é su�ciente que L({φa(x)}, {∂φa(x)},x) seja da forma

L({φa(x, t)}, {∂φa(x, t)}, x, t) = F({φa(x, t)}, {∂xφa(x, t)}, {
∂tφa(x, t)
∂tu(t)

})∂tu(t),

onde u(t) pode ser qualquer função diferenciável do tempo (tal que ∂tu(t) 6= 0). Agora, se
considerarmos u(t) como variável dinâmica, i.e., se estendermos o espaço de fases, os momentos
canônicos são

Πu = F − ∂F

∂
(

∂tφa(x,t)
∂tu(t)

) ∂tφa(x, t)
∂tu(t)

,

Πφa =
∂F

∂
(

∂tφa(x,t)
∂tu(t)

) .
Nestas expressões, podemos notar que ambos os momentos dependem apenas do quociente
∂tφa(x,t)

∂tu(t) e, portanto, não é possível isolar todas as velocidades, havendo um vínculo primário
entre eles. A Hamiltoniana canônica �ca então:

Hc = Πu∂tu(t) + Πφa∂tφa(x, t)− L

= ∂tu(t)

 ∂F

∂
(

∂tφa(x,t)
∂tu(t)

) ∂tφa(x, t)
∂tu(t)

− ∂F

∂
(

∂tφa(x,t)
∂tu(t)

) ∂tφa(x, t)
∂tu(t)


= 0.
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Exemplos deste resultado são a partícula relativística livre e a RG. Isso permite-nos concluir
de antemão que a Hamiltoniana total da RG será apenas uma combinação linear dos vínculos
primários.
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Capítulo 3

O Formalismo ADM do Teleparalelismo

3.1 Introdução
Como analisado em [1], deve haver uma grande liberdade na construção da Hamiltoniana da RG
devido à covariância por transformações de coordenadas. Demonstrar quais são estas liberdades é
o que faremos nas seções a seguir. O formalismo Hamiltoniano canônico exige uma decomposição
3 + 1 da variedade base (espaço-tempo), o que implica em restrições sobre a topologia das
variedades admissíveis neste formalismo. Em particular, exige-se que a variedade 4M seja da
forma 3M × R, onde 3M é do tipo espaço. Uma maneira simples de nos convencermos da
existência de variáveis não dinâmicas na RG, antes de qualquer análise de vínculos, corresponde
à seguinte constatação: Seja uma subvariedade Ut=0 com um sistema de coordenadas induzidos
pela injeção canônica; então, a métrica induzida ĝij é unicamente determinada pelas componentes
espaciais da métrica de M, isto é, gij (onde i, j = 1 . . . 3). As componentes g0µ descrevem
intervalos in�nitesimais entre duas subvariedades diferentes Ut=0 e Ut=δt. No entanto, mesmo
�xando o sistema de coordenadas de Ut=0, o sistema de coordenadas de Ut=δt precisa ser �xado
independentemente, e portanto as componentes da métrica g0µ são completamente arbitrárias
diante destas escolhas.

Há outros meios mais formais para entender esta liberdade, como através da análise de
Cauchy da RG [22, 23], e através do formalismo de vínculos que estudaremos mais a frente, onde
mostraremos que g0µ são multiplicadores de Lagrange dos vínculos de primeira classe correspon-
dentes aos geradores de transformações de coordenadas.

3.2 Geometria de folheações
A partir deste ponto, utilizaremos os índices latinos a, b, c, . . . , i, j, k . . . = 0, . . . , 3 para represen-
tar objetos de �brados tangentes e cotangentes. Os índices Gregos, α, β, γ, . . . , µ, ν, . . . = 0, . . . , 3
representam objetos associados a um sistema de coordenadas especí�co sobreM. Ambos índices,
Latinos e Gregos, com barras (ā, b̄, c̄, . . . = 0, . . . , 3, e com acento circun�exo (â, b̂, ĉ, . . . =
0, . . . , 3), representam tensores sobre subvariedades de M. A métrica da variedade M tem
�signatura� (−,+,+,+).

De�nição 7 Seja M uma variedade base tal que existem subvariedades do tipo espaço Ut de M
tais que  M =

⋃
t∈R Ut

Ut
⋂
Ut′ = {∅} if t 6= t′.

Neste caso, dizemos que M pode ser folheada.

O sistema de coordenadas sobre cada subvariedade Ut é determinado pela injeção
J : U →M,

que não é necessariamente canônica. Dada esta injeção, a geometria diferencial nos dá automati-
camente [17] os correspondentes mapas, J? e J ?, entre os �brados tangentes e cotangentes de U
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e M:
J? : TU → TM

J?(X̂)(φ) = X̂(φ ◦ J ), (3.1)
J ? : T?M→ T?U

J ?(β)(X̂) = β(J?(X̂)), (3.2)

onde φ : M → R4 é uma aplicação diferenciável, X̂ ∈ TU e β ∈ T?M. Em componentes,
podemos representar J? pela matriz de Jacobi Jµ̄

µ e a equação (3.1) pode ser escrita como

X̂ µ̄Jµ̄
µ = Xµ,

onde X̂ ∈ TU e X ∈ TM. Analogamente, podemos escrever (3.2) como:

TµJµ̄
µ = T̂µ̄,

onde T̂ ∈ T?U e T ∈ T?M.
Com a matriz de Jacobi, podemos calcular diretamente a métrica induzida na subvariedade

Ut,
ĝµ̄ν̄ = gµνJµ̄

µJν̄
ν ,

e de�nir uma família de três 4-vetores linearmente independentes
kµ̄ = Jµ̄

µ∂µ,

e uma 1-forma n = nµdx
µ sobre M tal que

nµJµ̄
µ = 0

, a qual representa o kernel de J?. Uma conseqüência direta das de�nições acima é
n(kµ̄) = Jµ̄

µn(∂µ) = nµJµ̄
µ = 0,

deste modo, podemos construir uma base de TM (resp. T?M) em termos dos objetos de�nidos
sobre a subvariedade:

B = {nµ∂µ, kµ̄},B? = {n, kµ̄ = ĝµ̄ν̄gµνk
ν
ν̄dx

µ}.

Note que dim(U) = dim(M) − 1 implica que Jµ̄
µ não é inversível, porém podemos de�nir sua

pseudo-inversa, J µ̄
µ, de modo que a seguinte relação seja verdadeira:

J ν̄
ν = ĝµ̄ν̄Jµ̄

µgµν .

Isso nos permite levantar e descer os índices da matriz de Jacobi como se ela fosse um tensor.
A decomposição de um tensor qualquer na base B será muito útil nas próximas seções. Assim,

façamos como exemplo a decomposição de um tensor uma vez contravariante:
V = V µ∂µ

=
1
|n|2

n(V )nµ∂µ + kµ̄(V )kµ̄

= (V⊥nµ + V̂ µ̄Jµ̄
µ)∂µ,

onde V⊥ = 1
|n|2nνV

ν e V̂ µ̄ = V µJ µ̄
µ.

3.3 A escolha ADM
A escolha ADM consiste no uso de uma injeção canônica da subvariedade U na variedade M,

J (zµ̄ ∈ Ux0) = (x0, xµ̄ = zµ̄) ∈M,
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e na imposição que a 1-forma normal seja do tipo tempo:
nµn

µ = −1.

Utilizando a de�nição (3.1) é simples encontrar a matriz de Jacobi neste caso:

{Jµ̄
0,Jµ̄

ν̄} = {0µ̄, δ
ν̄
µ̄}.

Da de�nição de n, temos
nµJµ̄

µ = 0 ⇒ n = n0dx
0,

ou seja, a única componente não nula de n é n0. Assim, de�nimos a função de lapso como
N = −n0:

n = −Ndx0.

De�namos agora o vetor de shift, N ν̄ , por
{J ν̄

0,J ν̄
µ̄} = {N ν̄ , δν̄

µ̄}.

O signi�cado geométrico dos objetos N e N ν̄ será clari�cado mais tarde. A seguir, faremos a
decomposição ADM dos principais objetos tensoriais que utilizaremos depois para o teleparalelis-
mo:

• Decomposição de nµ:

nµn
µ = −1 e J ν̄

νn
ν = 0 ⇒ {n0, nµ̄} =

{
1
N
,−N

µ̄

N

}
; (3.3)

• Decomposição de gµν :
gµν = g⊥⊥nµnν + ĝ⊥ν̄nµJν̄

ν + ĝµ̄⊥Jµ̄
µnν + ĝµ̄ν̄Jµ̄

µJν̄
ν ,

onde
g⊥⊥ = nµnνgµν = −1,

ĝ⊥ν̄ = −gµνnµJ ν̄
ν = −nνJ ν̄

ν = 0,

ĝµ̄⊥ = 0.

Portanto
(gµν) =

(
− 1

N2
N µ̄

N2

N ν̄

N2 ĝµ̄ν̄ − N µ̄N ν̄

N2

)
.

• Decomposição de gµν :
Por um cálculo análogo ao de gµν ,

(gµν) =
(
−N2 +N µ̄Nµ̄ Nµ̄

Nν̄ ĝµ̄ν̄

)
. (3.4)

• Decomposição de det(gµν):
É su�ciente notar que, multiplicando a parte inferior da matriz (gµν) por −N ν̄ , e adicio-
nando o resultado à primeira linha, obtemos

det
(
−N2 +N µ̄Nµ̄ Nµ̄

Nν̄ ĝµ̄ν̄

)
= det

(
−N2 0µ̄

Nν̄ ĝµ̄ν̄

)
= −N2 det[(ĝµ̄ν̄)] (3.5)

• Decomposição de eµa (base ortonormal do �brado tangente) M):

eµa = e⊥a n
µ + êµ̄aJµ̄

µ,
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onde
e⊥a = −nµe

µ
a = Ne0a ≡ −na,

êµ̄a = J µ̄
µe

µ
a = N µ̄e0a + eµ̄a .

Assim
{e0a, eµ̄a} =

{
−na

N
, êµ̄a +

N µ̄

N
na

}
. (3.6)

• Decomposição de βa
µ:

βa
µ = βa

⊥nµ + β̂a
µ̄J µ̄

µ,

onde
βa
⊥ = −βa

µn
µ = − 1

N
βa

0 +
N µ̄

N
βa

µ̄ ≡ −na,

β̂a
µ̄ = βa

µJµ̄
µ = βa

µ̄.

Portanto,
{βa

0 , β
a
µ̄} =

{
Nna +N µ̄β̂a

µ̄, β̂
a
µ̄

}
.

Note que na expressão (3.4), as funções de lapso e shift aparecem exatamente nas componentes
da métrica que a análise de Dirac [1] condena como arbitrárias, o que signi�ca que, de alguma
maneira, estas funções estão relacionadas à invariância por transformações de coordenada da RG,
e codi�cam os graus de liberdade não físicos da teoria. Nas seções seguintes, demonstraremos
que essas funções são, na realidade, multiplicadores de Lagrange.

3.4 Decomposição ADM da Lagrangiana teleparalela
Utilizando os resultados da seção anterior, façamos a decomposição ADM da Lagrangiana telepar-
alela, deixando explícita a dependência nas variáveis β̂a

µ̄, N,N
µ̄ e suas derivadas. Inicialmente,

veri�quemos a decomposição da 2-forma dβ na base
{n = −Ndx0, kµ̄ = N µ̄dx0 + dxµ̄}.

Invertendo a base acima, temos: {
dx0 = − n

N

dxµ̄ = N µ̄

N n+ kµ̄ .

A decomposição de βa �ca:
βa = βa

µdx
µ

= − n

N
βa

0 + βa
µ̄

N µ̄

N
n+ βa

µ̄k
µ̄

= −nan+ β̂a
µ̄k

µ̄,

e para dβa:

dβa =
1
N

(
−∂ν̄(Nna) + ∂0(β̂a

ν̄ )− ∂µ̄(β̂a
ν̄ )N µ̄ − β̂a

µ̄∂ν̄N
µ̄
)
kν̄ ∧ n

+ ∂ν̄(β̂a
µ̄)kν̄ ∧ kµ̄

=
1
N
La

ν̄k
ν̄ ∧ n+ ∂ν̄(β̂a

µ̄)kν̄ ∧ kµ̄, (3.7)

onde de�nimos o objeto 1
NL

a
ν̄ como a projeção de dβa em kν̄ ∧ n,

La
ν̄ =

(
−∂ν̄(Nna) + ∂0(β̂a

ν̄ )− ∂µ̄(β̂a
ν̄ )N µ̄ − β̂a

µ̄∂ν̄N
µ̄
)
. (3.8)
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Note que La
ν̄ é o único objeto que contém derivadas temporais das componentes não arbitrárias

do coframe, ∂0(β̂a
ν̄ ), e portanto será importante para a dinâmica da teoria. Expandindo (3.7) em

componentes, temos
T a

µν =
1
N

(
nµJ ν̄

ν − nνJ ν̄
µ

)
La

ν̄ + J µ̄
µJ ν̄

ν T̂
a
µ̄ν̄ .

Relembremos a Lagrangiana teleparalela,

LTT =
det(β)

4
SρµνTρµν ,

onde o tensor Sρµν depende linearmente da torção. Agora, fazemos a separação
Sρµν = S̃ρµν + S̄ρµν ,

T a
µν = T̃ a

µν + T̄ a
µν ,

onde
S̃ρµν = Sρµν(T̃ a

µν),

S̄ρµν = Sρµν(T̄ a
µν),

T̃ a
µν =

1
N

(
nµJ ν̄

ν − nνJ ν̄
µ

)
La

ν̄ ,

T̄ a
µν = J µ̄

µJ ν̄
ν T̂

a
µ̄ν̄ .

Deste modo, LTT se torna:

LTT =
det(β)

4
(S̃ρµν T̃ρµν + S̃ρµν T̄ρµν + S̄ρµν T̃ρµν + S̄ρµν T̄ρµν)

Lema 7
S̃ρµν T̄ρµν = S̄ρµν T̃ρµν .

Graças ao lema acima, LTT se simpli�ca para

LTT =
det(β)

4
(S̃ρµν T̃ρµν + 2S̄ρµν T̃ρµν + S̄ρµν T̄ρµν).

Para deixar explícita a dependência nas variáveis β̂a
µ̄, N e N µ̄, expandiremos os termos de La

ν̄ .
A expansão completa é feita no apêndice C, e o resultado é apresentado abaixo:

LTT = − 1
N

det(β̂)
4

[
−2J ν̄

ν′J σ̄
ρ L

a
ν̄L

a′
σ̄ e

ν′
a e

ρ
a′ + (ηaa′ + nana′)gν′νJ ν̄

ν′J σ̄
ν L

a
ν̄L

a′
σ̄ + J ν̄

ρ J σ̄
µ L

a
ν̄L

a′
σ̄ e

µ
ae

ρ
a′

]
+ det(β̂)S̄ρµνnµJ ν̄

νL
a
ν̄e

ρ′
a gρρ′ +N

det(β̂)
4

S̄ρµν T̄ρµν

= − 1
N

det(β̂)
4

[
−2La

ν̄L
a′
σ̄ ê

ν̄
aê

σ̄
a′ + (ηaa′ + nana′)gν′νJ ν̄

ν′J σ̄
ν L

a
ν̄L

a′
σ̄ + La

ν̄L
a′
σ̄ ê

σ̄
a ê

ν̄
a′

]
+ N

det(β̂)
4

S̄ρµν T̄ρµν −N det(β̂)S̄ρ0νJ ν̄
νL

a
ν̄e

ρ′
a gρρ′ . (3.9)

O último termo não foi expandido por enquanto pois ele não possui nenhuma derivada temporal
das variáveis canônicas e portanto não contribui para o cálculo dos momentos conjugados.

Neste ponto devemos fazer uma escolha importante, pois se continuarmos com a formulação
canônica da Lagrangiana (3.9), teremos que lidar mais tarde com os vínculos provenientes da
simetria por boosts de Lorentz, os quais são de segunda classe [3]. Isso que di�cultará signi�cati-
vamente os cálculos no futuro, pois como vimos no capítulo 2, para lidar com vínculos de segunda
classe é preciso construir os parênteses de Dirac. Como mostrado em [3] e [24], há diferentes mo-
dos de lidar com este problema. Podemos reescrever desde o início a RG com variáveis complexas
em termos da parte autodual da conexão de spin [3], ou podemos �xar parcialmente o gauge de
modo a eliminar os vínculos de segunda classe. Neste trabalho, adotaremos a �xação de gauge
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como solução. Os boosts de Lorentz, diferente das rotações de SO(3), afetam as componentes
de na=0 (o campo normal à subvariedade U) e portanto, se �xarmos o valor de na=0, estaremos
quebrando a simetria por boosts de Lorentz. Assim, escolheremos o gauge (implementado como
uma igualdade forte):

na = βa
µn

µ = δa
0 ,

o qual é conhecido como gauge temporal ou de Schwinger. Mostraremos que ele implica que
apenas a parte simétrica do momento conjugado à βa

µ̄ é dinâmica. É importante salientar que,
com esta imposição, podemos estar escondendo alguma outra simetria ou propriedade importante
do teleparalelismo, mas este é o preço que pagaremos para poder prosseguir com os cálculos.
Neste gauge há muitas simpli�cações, algumas das quais imediatas. Utilizando, (3.3) e (3.6)
obtemos:

0 = J ν̄
νn

aeνa = J ν̄
νe

ν
0 = N ν̄e00 + eν̄0 = N ν̄ 1

N
+ êν̄0 −

N ν̄

N
= êν̄0 , (3.10)

e usando as expressões (3.10), (3.4) e βd
ν = ηdaeµagµν , obtemos:

β0
ν =

{
β0

ν̄ =
(
−g0ν̄

N + η0aêµ̄agµ̄ν̄ + 1
NN

µ̄gµ̄ν̄

)
= 0,

β0
0 = N.

(3.11)

De (3.11), obtemos

L0
ν̄ =

(
−∂ν̄(Nn0) + ∂0(β̂0

ν̄)− ∂µ̄(β̂0
ν̄)N µ̄ − β̂0

µ̄∂ν̄N
µ̄
)

= −∂ν̄N. (3.12)

Podemos também expressar Lā
ν̄ como a derivada de Lie de β̂ā com relação ao campo vetorial Nn,

que é normal à U :

Lā
ν̄ = ∂0(β̂ā

ν̄ )− ∂µ̄(β̂ā
ν̄ )N µ̄ − β̂ā

µ̄∂ν̄N
µ̄

= (Nnµ)∂µβ̂
ā
ν̄ + β̂ā

µ∂ν̄(Nnµ)

=
[
LNn(β̂)

]ā
ν̄
, (3.13)

onde foi utilizado que a derivada de Lie de uma 1-forma w = wµdx
µ com respeito a um campo

vetorial X = Xµ∂µ é dada por
LX(w) = (Xµ∂µwν + wµ∂νX

µ) dxν .

Com estes resultados, a Lagrangiana (3.9) se simpli�ca para

LTT = − 1
N

det(β̂)
4

[
−2Lā

ν̄L
ā′
σ̄ ê

ν̄
āê

σ̄
ā′ + ηāā′ ĝ

σ̄ν̄Lā
ν̄L

ā′
σ̄ + Lā

ν̄L
ā′
σ̄ ê

σ̄
ā ê

ν̄
ā′

]
− det(β̂)S̄ρ0νNJ ν̄

νL
a
ν̄e

ρ′
a gρρ′ +N

det(β̂)
4

S̄ρµν T̄ρµν

= − 1
N

det(β̂)
4

Lā
ν̄(−2Lêν̄ā + ηāā′ ĝ

σ̄ν̄Lā′
σ̄ + Lā′

σ̄ ê
σ̄
ā ê

ν̄
ā′)− det(β̂)S̄ρ0νNJ ν̄

νL
a
ν̄e

ρ′
a gρρ′

+ N
det(β̂)

4
S̄ρµν T̄ρµν ,

onde L é dado por
L = Lā′

σ̄ ê
σ̄
ā′ .

Esta Lagrangiana é a mesma encontrada em [23].
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3.5 A densidade de Hamiltoniana
Note que, da expressão (3.8), obtemos diretamente as derivadas de La

µ com relação às compo-
nentes das velocidades do coframe:

∂Lc
µ̄

∂(∂0βa
ν̄ )

= δc
aδ

ν̄
µ̄.

Com este resultado, calculemos
∂

∂(∂0βd̄
µ̄)
{Lā

ν̄(−2Lêν̄ā + ηāā′ ĝ
σ̄ν̄Lā′

σ̄ + Lā′
σ̄ ê

σ̄
ā ê

ν̄
ā′)} =

Lā
ν̄(−2êµ̄

d̄
êν̄ā + ηād̄ĝ

µ̄ν̄ + êµ̄ā ê
ν̄
d̄) + (−2Lêµ̄

d̄
+ ηd̄ā′ ĝ

σ̄µ̄Lā′
σ̄ + Lā′

σ̄ ê
σ̄
d̄ ê

µ̄
ā′) =

2(−2Lêµ̄
d̄

+ ηd̄ā′ ĝ
σ̄µ̄Lā′

σ̄ + Lā′
σ̄ ê

σ̄
d̄ ê

µ̄
ā′).

Portanto,

∂

∂(∂0βd̄
µ̄)
LTT = − 1

N

det(β̂)
2

(−2Lêµ̄
d̄

+ ηd̄ā′ ĝ
σ̄µ̄Lā′

σ̄ + Lā′
σ̄ ê

σ̄
d̄ ê

µ̄
ā′)− det(β̂)S̄ρ0νNJ µ̄

ν e
ρ′

d̄
gρρ′ .

Assim, dos resultados do capítulo 2, temos o momento conjugado a β̂d̄
µ̄:

Πµ̄

d̄
= − 1

N

det(β̂)
2

(−2Lêµ̄
d̄

+ ηd̄ā′ ĝ
σ̄µ̄Lā′

σ̄ + Lā′
σ̄ ê

σ̄
d̄ ê

µ̄
ā′)− det(β̂)S̄ρ0νNJ µ̄

ν e
ρ′

d̄
gρρ′ .

Antes de prosseguir, anunciaremos um lema que será necessário em seguida.
Lema 8 O termo linear em La

ν̄ ,
S̄ρ0νNJ ν̄

νL
a
ν̄e

ρ′
a gρρ′ ,

que aparece na Lagrangiana (3.9) satisfaz a equação

S̄ρ0νNJ ν̄
νL

a
ν̄e

ρ′
a gρρ′ = e0ae

ν̄
uê

µ̄
vη

uv êω̄c T̂
c
µ̄ω̄L

a
ν̄ .

Graças a este lema podemos perceber, devido à forma das componentes e0a no gauge de Schwinger

e0a = −η0a

N
,

que apenas as contrações envolvendo L0
ν̄ contribuirão para a expressão total. Entretanto, o

momento Πµ̄

d̄
depende apenas das componentes Lā

ν̄ , de modo que este termo não contribui para
o momento no gauge Schwinger, que se simpli�ca:

Πµ̄

d̄
= − 1

N

det(β̂)
2

(−2Lêµ̄
d̄

+ ηd̄ā′ ĝ
σ̄µ̄Lā′

σ̄ + Lā′
σ̄ ê

σ̄
d̄ ê

µ̄
ā′). (3.14)

Agora, procederemos de um modo análogo ao feito para a teoria de Yang-Mills (ver capítulo
2) para obter os vínculos da teoria teleparalela, fatorando as variáveis que são multiplicadores de
Lagrange diretamente na Lagrangiana. Note que podemos reconhecer diretamente o momento
Π em (3.9):

LTT =
1
2
Lā

ν̄Π
ν̄
ā +

1
N

det(β̂)eν̄uê
µ̄
vη

uv êω̄c T̂
c
µ̄ω̄L

0
ν̄ +N

det(β̂)
4

S̄ρµν T̄ρµν .

No gauge de Schwinger, esta expressão se simpli�ca para

LTT =
1
2
Lā

ν̄Π
ν̄
ā + det(β̂)T̂ ν̄∂ν̄N +N

det(β̂)
4

S̄ρµν T̄ρµν , (3.15)

onde
T̂ ν̄ = T̂ a

µ
ν̄eµa .
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De�namos agora os objetos:
Lāµ̄ = ĝµ̄νLā

ν̄ ,

Lµ̄d̄ = Lā′
σ̄ ê

σ̄
d̄ ê

µ̄
ā′ ,

Πd̄µ̄ = Πµ̄
aη

ad̄,

e
Π = Πµ̄

ā β̂
ā
µ̄ = 2det(β̂)

1
N
L.

Com estas de�nições, o momento pode ser escrito como

Πd̄µ̄ = − 1
N

det(β̂)
2

(−2Lêµ̄d̄ + Ld̄µ̄ + Lµ̄d̄) = − 1
N

det(β̂)
2

(2L(d̄µ̄) − 2Lêµ̄d̄),

onde L(d̄µ̄) representa a simetrização nos respectivos índices. Assim, podemos escrever a parte
simétrica de L(d̄µ̄) em termos de Πd̄µ̄ e Π:

L(d̄µ̄) = Lêµ̄d̄ − N

det(β̂)
Πd̄µ̄ = − N

det(β̂)

(
Πd̄µ̄ − 1

2
Πêµ̄d̄

)
.

Substituindo este resultado em (3.15), obtemos

LTT =
1
2
Lā

ν̄Π
ν̄
ā + det(β̂)T̂ ν̄∂ν̄N +N

det(β̂)
4

S̄ρµν T̄ρµν

=
1
2
Lµ̄ν̄Πµ̄ν̄ + det(β̂)T̂ ν̄∂ν̄N +N

det(β̂)
4

S̄ρµν T̄ρµν

=
1
2
L(µ̄ν̄)Πµ̄ν̄ + det(β̂)T̂ ν̄∂ν̄N +N

det(β̂)
4

S̄ρµν T̄ρµν

= −1
2

N

det(β̂)

(
Πµ̄ν̄ − 1

2
Πĝµ̄ν̄

)
Πµ̄ν̄ + det(β̂)T̂ ν̄∂ν̄N +N

det(β̂)
4

S̄ρµν T̄ρµν .

Este é o ponto ideal para construirmos a Hamiltoniana canônica, pois eliminamos todas a ve-
locidades da Lagrangiana. Note que em (3.15) não há velocidades das variáveis N e N µ̄. Isto
implica diretamente que seus momentos canônicos, πN e πN µ̄ são vínculos primários:

φN ≈ 0,
φN µ̄ ≈ 0.

A componente antissimétrica do momento canônico das tríadas também é um vínculo primário,
φ[µ̄,ν̄] ≡ Π[ν̄

d̄
β̂d̄

σ̄ ĝ
σ̄µ̄] ≈ 0. Assim, temos a coleção de vínculos primários da teoria:

{φ[µ̄,ν̄], φN , φN µ̄}.

Do capítulo 2, sabemos que Hamiltoniana canônica é:

Hc = πN∂0N + πN µ̄∂0N
µ̄ + Πd̄ν̄∂0β̂d̄ν̄ − LTT.
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Utilizando (3.8) para escrever as velocidades ∂0β̂d̄ν̄ em termos de Lā
ν̄ , obtemos:

Hc =
1
2

N

det(β̂)

(
Πµ̄ν̄ − 1

2
Πĝµ̄ν̄

)
Πµ̄ν̄ − det(β̂)T̂ ν̄∂ν̄N −N

det(β̂)
4

S̄ρµν T̄ρµν

+ Πd̄ν̄(Ld̄ν̄ +N µ̄∂µ̄βd̄ν̄ + βd̄µ̄∂ν̄N
µ̄) + πN∂0N + πN µ̄∂0N

µ̄

= −1
2

N

det(β̂)

(
Πµ̄ν̄ − 1

2
Πĝµ̄ν̄

)
Πµ̄ν̄ +N∂ν̄(det(β̂)T̂ ν̄)−N

det(β̂)
4

S̄ρµν T̄ρµν

+ N µ̄(Πd̄ν̄∂µ̄βd̄ν̄ − ∂ν̄(Πd̄ν̄βd̄µ̄))

+ ∂ν̄(Πd̄ν̄βd̄µ̄N
µ̄ − det(β̂)T̂ ν̄N) + πN∂0N + πN µ̄∂0N

µ̄.

Essa expressão pode ser reescrita na forma
Hc = Nχ0 +N µ̄χµ̄ + ∂ν̄B

ν̄ + πN∂0N + πN µ̄∂0N
µ̄, (3.16)

onde 
χ0 = −1

2
1

det(β̂)

(
Πµ̄ν̄ − 1

2Πĝµ̄ν̄
)
Πµ̄ν̄ + ∂ν̄(det(β̂)T̂ ν̄)− det(β̂)

4 S̄ρµν T̄ρµν ,

χµ̄ = Πd̄ν̄∂µ̄βd̄ν̄ − ∂ν̄(Πd̄ν̄βd̄µ̄),
Bν̄ = Πd̄ν̄βd̄µ̄N

µ̄ − det(β̂)T̂ ν̄N.

Portanto, a Hamiltoniana total é
HT = Hc + λφN + λµ̄φN µ̄ + λµ̄ν̄φ[µ̄,ν̄],

onde {λ, λµ̄, λµ̄ν̄} são os multiplicadores de Lagrange dos vínculos primários.
É preciso ainda analisar as condições de consistência para veri�car a existência de vínculos

secundários. Como visto no capítulo 2, os parênteses de Poisson são de�nidos por

{A,B}P =
∑
Q,P

∫
U
d3z

[
δA

δQ(z)
δB

δP (z)
− δA

δP (z)
δB

δQ(z)

]
,

onde a soma é sobre todas as variáveis canônicas. Assim, neste caso temos:

{A,B}P =
∫
U
d3z

[
δA

δβ̂ā
µ̄(z)

δB

δΠµ̄
ā(z)

− δA

δΠµ̄
ā(z)

δB

δβ̂ā
µ̄(z)

+
δA

δN(z)
δB

δπN (z)
− δA

δπN (z)
δB

δN(z)
+

δA

δN µ̄(z)
δB

δπN µ̄(z)
− δA

δπN µ̄(z)
δB

δN µ̄(z)

]
.

Portanto, as condições de consistência para {φ[µ̄,ν̄], φN , φN µ̄} são:

{φN (x),HT (y)}P ≈
∫
U
d3z

[
δφN (x)
δN(z)

δHT (y)
δπN (z)

− δφN (x)
δπN (z)

δHT (y)
δN(z)

]
= −

∫
U
d3z

[
δ3(x− z)δ3(y − z)χ0(y)

]
= − [χ0(y)− ∂0φN (y)] δ3(x− y) ≈ 0 ⇒

0 ≈ χ0(y),
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{φN µ̄(x),HT (y)}P ≈
∫
U
d3z

[
δφN µ̄(x)
δN µ̄(z)

δHT (y)
δπN µ̄(z)

− δφN µ̄(x)
δπN µ̄(z)

δHT (y)
δN µ̄(z)

]
= −

∫
U
d3z

[
δ3(x− z)δ3(y − z)χµ̄(y)

]
= − [χµ̄(y)− ∂0φN µ̄(y)] δ3(x− y) ≈ 0 ⇒

0 ≈ χµ̄(y),

e

{φ[µ̄,ν̄](x),HT (y)}P ≈
∫
U
d3z

[
δφ[µ̄,ν̄](x)

δβ̂ā
µ̄(z)

δHT (y)
δΠµ̄

ā(z)
−
δφ[µ̄,ν̄](x)

δΠµ̄
ā(z)

δHT (y)

δβ̂ā
µ̄(z)

]
,

onde estes últimos parênteses de Poisson serão explicitados mais a frente. Deste modo, temos
uma nova coleção de vínculos:

{χ0, χµ̄, φ[µ̄,ν̄], φN , φN µ̄}.
Note que na Hamiltoniana total

HT = Nχ0 +N µ̄χµ̄ + ∂ν̄B
ν̄ + πN∂0N + πN µ̄∂0N

µ̄ + λφN + λµ̄φN µ̄ + λµ̄ν̄φ[µ̄, ν̄],

podemos absorver os termos πN∂0N + πN µ̄∂0N
µ̄ nos termos contendo os multiplicadores de

Lagrange λφN +λµ̄φN µ̄ . De fato, a evolução temporal das variáveisN eN µ̄ depende apenas de λ e
λµ̄ respectivamente e portanto, é arbitrária. Assim, podemos interpretá-las como multiplicadores
de Lagrange dos vínculos χ0 e χµ̄. Além disso, as equações de movimento para a tríada e seu
momento conjugado não dependem de λ e λµ̄. Portanto, podemos simplesmente remover estes
termos da Hamiltoniana total e trabalhar apenas com a expressão simpli�cada

HT = Nχ0 +N µ̄χµ̄ + ∂ν̄B
ν̄ + λµ̄ν̄φ[µ̄,ν̄],

conhecida como Hamiltoniana ADM.
O cálculo completo de todos os parênteses de Poisson dos vínculos {χ0, χµ̄, φ[µ̄,ν̄]} é muito

extenso, e daremos aqui apenas o resultado �nal, obtido da Ref. [13]:

{χ0(x), χ0(y)}P =
[
−ĝµ̄ν̄(x)χµ̄(x)− ∂µ̄Π[µ̄ν̄](x) + Π[µ̄σ̄]

(
−1

2
T ν̄µ̄σ̄ + T µ̄σ̄ν̄

)]
∂ν̄δ

3(x− y)

− (x↔ y)
{χ0(x), χµ̄(y)}P = χ0(x)∂µ̄δ

3(x− y)

{χµ̄(x), χν̄(y)}P = χµ̄(y)∂ν̄δ
3(x− y)− χν̄(x)∂µ̄δ

3(x− y)

{χ0(x),Π[āb̄](y)}P = 0

{χµ̄(x),Π[āb̄](y)}P = 0

{Π[āb̄](x),Π[c̄d̄](y)}P =
(
ηb̄d̄Π[āc̄](x)− ηb̄c̄Π[ād̄](x) + ηāc̄Π[b̄d̄](x)− ηād̄Π[b̄c̄](x)

)
δ3(x− y).

Nestas expressões podemos ver que todos os vínculos encontrados são de primeira classe (todos
os parênteses de Poisson são fracamente nulos) e fecham uma álgebra, o que implica que não há
mais vínculos.

Note que se impusermos o vínculo φ[µ̄,ν̄] como uma igualdade forte e escrevermos o vínculo
escalar em termos da projeção do tensor de curvatura da conexão de Levi-Civita,∗ obtemos
exatamente a mesma álgebra da relatividade usual (onde as variáveis canônicas são a métrica e
seu momento conjugado). Veja [23], [3] e [24].

Note também que os parênteses de Poisson {Π[āb̄](x),Π[c̄d̄](y)}P satisfazem exatamente a
mesma álgebra que os geradores (1.1) do grupo de Lorentz (que, se restritos à subvariedade U ,

∗Para isso é su�ciente notar que o termo ∂ν̄(det(β̂)T̂ ν̄)− det(β̂)
4

S̄ρµν T̄ρµν é, pelo lema (2), igual a 1
2

√
−gR̄.
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são apenas os geradores de SO(3)). De fato, a parte antissimétrica do momento Π[āb̄](x) é o
gerador de rotações de SO(3) da tríada, através se seu �uxo Hamiltoniano:

{β̂ā
µ̄(x),

∫
U
d3y

1
2
Mc̄d̄(y)Π

[c̄d̄](y)}P =
∫
U
d3y

1
2
Mc̄d̄(y){β̂ā

µ̄(x),Π[c̄d̄](y)}P

= −
∫
U
d3y

1
2
Mc̄d̄(y)×

∫
U
d3z

[
δΠ[c̄d̄](y)
δΠµ̄

ā(z)

]
δ3(x− z)

= −
∫
U
d3y

1
2
Mc̄d̄(y)

[
ηāc̄β̂d̄

µ̄(y)− ηād̄β̂ c̄
µ̄(y)

]
δ3(x− y)

= −1
2
Mc̄d̄(x)

[
ηāc̄β̂d̄

µ̄(x)− ηād̄β̂ c̄
µ̄(x)

]
= −Mc̄d̄(x)η

āc̄β̂d̄
µ̄(x)

= −M ā
d̄ (x)β̂d̄

µ̄(x),

onde Mc̄d̄(y) é uma matriz antissimétrica.
Analogamente, podemos con�rmar o signi�cado geométrico dos outros vínculos analisando o

papel de seu �uxo Hamiltoniano. Assim, para o vínculo vetorial χµ̄(x) calculemos

{β̂ā
µ̄(x),

∫
U
d3yξρ̄(y)χρ̄(y)}P =

∫
U
d3yξρ̄(y)

∫
U
d3z{β̂ā

µ̄(x), χρ̄(y)}P

=
∫
U
d3yξρ̄(y)

∫
U
d3z

[
δχρ̄(y)
δΠµ̄

ā(z)

]
δ3(x− z)

=
∫
U
d3yξρ̄(y)

[
δχρ̄(y)
δΠµ̄

ā(x)

]
=

∫
U
d3yξρ̄(y)

[
δ3(y − x)∂ρ̄β̂āµ̄(y)− ∂µ̄(δ3(y − x)β̂āρ̄(y))

]
= ξρ̄(x)∂ρ̄β̂āµ̄(x) + β̂āρ̄(x)∂µ̄ξ

ρ̄(x),

que é exatamente menos a variação na forma funcional de um campo vetorial sob um difeomor-
�smo in�nitesimal, de�nida por

δ0fµ(x) = f ′µ(x)− fµ(x),

onde fµ(x) é qualquer campo tensorial covariante. Como a variação total é de�nida por
δfµ(x) = f ′µ(x′)− fµ(x),

a relação entre as duas variações é
δfµ(x) = δ0fµ(x) + ξν(x)∂νfµ(x),

onde x′ = x+ ξ(x), com ξν(x) um campo in�nitesimal. Como é bem conhecido, a variação total
de um campo tensorial sob um difeomor�smo é dada por

f ′µ(x′) =
∂xν

∂x′µ
fν(x),

que expandindo até primeira ordem em ξ, se torna
f ′µ(x′) = fµ(x)− fν(x)∂µξ

ν(x).

Isso implica em
−δ0fµ(x) = fν(x)∂µξ

ν(x) + ξν(x)∂νfµ(x),

que é exatamente a expressão que obtivemos para {β̂ā
µ̄(x),

∫
U d

3yξρ̄(y)χρ̄(y)}P , substituindo fµ(x)
por β̂ā

µ̄(x). Assim, concluimos que o vínculo vetorial é o gerador de transformação de forma sob
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difeomor�smos in�nitesimais em U . Em termos da derivada de Lie, podemos escrever{
β̂ā

µ̄(x),
∫
U
d3yξρ̄(y)χρ̄(y)

}
P

= L~ξ
(β̂). (3.17)

Com relação ao vínculo escalar, calculemos:

{β̂ā
µ̄(x),

∫
U
d3yξ(y)χ0(y)}P = −{β̂ā

µ̄(x),
∫
U
d3yξ(y)

1
2

1

det(β̂)
×
(

Πσ̄ν̄ − 1
2
Πĝσ̄ν̄

)
(y)Πσ̄ν̄(y)}P

= − ξ(x)

det(β̂(x))

[
Πā

µ̄(x)− 1
2
Π(x)β̂ā

µ̄(x) ]

=
ξ(x)
N(x)

L(āν̄)ĝν̄µ̄

=
ξ(x)
N(x)

1
2
[
δν̄
µ̄δ

ā
c̄ + eāν̄βc̄µ̄

]
Lc̄

ν̄(x)

=
1
2
[
δν̄
µ̄δ

ā
c̄ + eāν̄βc̄µ̄

] ξ(x)
N(x)

[LNn(β)]c̄ν̄(x)

=
1
2
[
δν̄
µ̄δ

ā
c̄ + eāν̄βc̄µ̄

]
[Lξn(β)]c̄ν̄(x),

onde usamos a propriedade da derivada de Lie
LfX(w) = fLX(w) + wµX

µ(∂νf)dxν .

Utilizando o fato que, no gauge de Schwinger, na = βa
µn

µ e na = δa
0 , temos

ξ(x)
N(x)

[LNn(β)]c̄ν̄ = [Lξn(β)]c̄ν̄ − β c̄
µ̄Nn

µ̄∂ν̄

(
ξ

N

)
= [Lξn(β)]c̄ν̄ .

Os mesmos parênteses, calculados para a métrica, são

{ĝσ̄ρ̄,

∫
U
d3yξ(y)χ0(y)}P =

δĝσ̄ρ̄

δβ̂ā
µ̄

{β̂ā
µ̄(x),

∫
U
d3yξ(y)χ0(y)}P

=
1
2

[
δµ̄
ρ̄ β̂

ā
σ̄ + δµ̄

σ̄ β̂
ā
ρ̄

] [
δν̄
µ̄δ

ā
c̄ + eāν̄ β̂c̄µ̄

]
[Lξn(β)]c̄ν̄

=
[
δν̄
ρ̄ β̂c̄σ̄ + δν̄

σ̄β̂c̄ρ̄

]
[Lξn(β)]c̄ν̄

= 2[Lξn(β)](σ̄ρ̄)

= [Lξn(ĝ)]σ̄ρ̄.

O signi�cado geométrico desta expressão é claro: o vínculo escalar é o gerador de transformações
de coordenada na direção normal às subvariedades U para a métrica.

3.6 Novas variáveis
Tendo em mãos os vínculos e sua álgebra, vemos explicitamente que os vínculos escalar e vetorial
dependem de um modo altamente não polinomial nas variáveis canônicas β e Π. Além de ser uma
grande di�culdade técnica lidar com estes vínculos, sua forma torna inviável qualquer empreitada
direta de quantização (e.g. através do algoritmo de Dirac) devido ao teorema de Groenwold-van
Hove [19], que impossibilita a construção de uma representação unitária e irredutível agindo em
certos espaços de Hilbert de álgebras cujos vínculos são polinômios de grau maior que dois nas
variáveis canônicas. Assim, seguindo as idéias apresentadas em [3], [24] e [25], nosso objetivo
nesta seção é encontrar um novo conjunto de variáveis canônicas e uma nova representação dos
vínculos satisfazendo os seguintes requerimentos:
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• Os vínculos escalar e vetorial devem ser polinômios de grau menor ou igual a dois nas novas
variáveis canônicas;

• O vínculo gerador de transformações de SO(3), Π[c̄d̄](y), deve ser escrito numa forma semel-
hante ao vínculo de Gauss (após a introdução de uma conexão apropriada), permitindo o
uso na RG de técnicas válidas em teorias do tipo Yang-Mills;

• Introdução das densidades de tríadas como variáveis canônicas. Isto é útil, pois densidades
tensoriais são melhor de�nidas em variedades não Euclidianas do que campos tensoriais
puros.

Antes de prosseguir, faremos modi�cações na notação de modo a simpli�cá-la e torná-la mais
semelhante à notação utilizada nas principais referências sobre o assunto. Após a decomposição
ADM das variáveis canônicas do teleparalelismo, os valores relevantes para os índices vão de 1 à
3 (tanto para os índices de Lorentz quanto os do espaço-tempo), de modo que não é necessário
carregar a notação com barras sobre os índices. A partir deste ponto, passaremos a utilizar os
índices latinos do começo do alfabeto a, b, c . . . para representar objetos sobre a subvariedade U
e os índices latinos do meio do alfabeto i, j, k, . . . para representar objetos de SO(3).

Com esta nova notação, a relação entre a parte simétrica de Lia e o momento conjugado à
tríada se escreve

L(ia) = − N

det(β̂)

(
Πia − 1

2
Πeai

)
= M ia,

onde de�nimos o tensor M ia = L(ia). Denotaremos as densidades de tríadas e cotríadas, respec-
tivamente, por

Ea
i = det(β̂)êai ,

Ei
a = det(e)β̂i

a.

Estas relações podem ser facilmente invertidas, bastando para isso notar que

E = det(Ea
i ) = det2(β̂).

Portanto,

êai = E− 1
2Ea

i ,

β̂i
a = E

1
2Ei

a.

Para promover a densidade de tríada Ea
i como variável canônica, basta encontrar uma trans-

formação canônica que leve as tríadas nas densidades de tríadas. Para este propósito, notemos
primeiramente que

{Ea
i ,M

b
k}P =

δEa
i

δβ̂j
c

{
β̂j

c ,M
b
k

}
P

=
δEa

i

δβ̂j
c

δM b
k

δΠc
j

= −N
(
êcj ê

a
i − êci ê

a
j

)(
δj
kδ

b
c −

1
2
β̂j

c ê
b
k

)
= −N

(
êbkê

a
i −

3
2
êai ê

b
k − êbi ê

a
k +

1
2
êai ê

b
k

)
= Nêbi ê

a
k.
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A partir desta observação, é simples encontrar uma variável conjugada à Ea
i . De fato, escrevendo

P k
b =

1
N
Ma

i β̂
i
bβ̂

k
a ,

podemos veri�car que
{Ea

i , P
k
b }P = δk

i δ
a
b .

Agora, analisaremos os vínculos, começando por reescrever o vínculo de SO(3) com estas
novas variáveis canônicas:

φij = êa[jΠi]a ≈ 0

= E− 1
2Ea

[jΠi]a

⇔ Ea
[jΠi]a ≈ 0

⇔ Ea
[jPi]a ≈ 0.

Assim, podemos rede�nir este vínculo de duas maneiras diferentes. Uma delas consiste simples-
mente em

Gij = Ea
[jPi]a ≈ 0,

e a outra se baseia na constatação de que, em 3 dimensões, podemos fazer a identi�cação
Gij ≈ 0 ⇔ Gk = εijkE

a
j Pia ≈ 0.

Esta equivalência será essencial mais a frente para a construção das variáveis de Ashtekar.
Para escrever o vínculo de SO(3) como um vínculo de Gauss e possibilitar a rede�nição dos

vínculos escalar e vetorial como polinômios, nos valeremos de duas transformações canônicas
(como em [24]): uma transformação global de Weyl e uma transformação A�m no momento Π.
A transformação global de Weyl é de�nida simplesmente por

(P i
a, E

b
j ) → (γP i

a, γ
−1Eb

j ), γ ∈ C,

o que, evidentemente, não modi�ca os parênteses de Poisson. Para encontrar a transformação
a�m apropriada, relembremos a de�nição da conexão de spin Ω: da identidade

Daβ̂
j
c = ∂aβ̂

j
c + Ωj

akβ̂
k
c − Γd

acβ̂
j
d = 0,

onde Γ é a conexão de Levi-Civita, vemos que

Ωj
ak = êckΓ

d
acβ̂

j
d − êck∂aβ̂

j
c . (3.18)

Utilizando a extensão da derivada covariante Da para densidades tensoriais, e aplicando-a à Eb
k,obtemos:

DaE
b
k = ∂aE

b
k + Γb

acE
c
k − Γc

acE
b
k + Ωj

akE
b
j

= det(β̂)Daê
b
k − Γc

acE
b
k + êbk∂a det(β̂)

= det(β̂)Daê
b
k − Γc

acE
b
k + Eb

kê
c
j∂aβ̂

j
c

= det(β̂)Daê
b
k − Γc

acE
b
k + Eb

k(ê
c
jΓ

d
acβ̂

j
d − Ωj

aj)

= det(β̂)Daê
b
k − Γc

acE
b
k + Eb

k(Γ
c
ac − Ωj

aj)

= det(β̂)Daê
b
k

= 0.

Em particular,
DaE

a
k = ∂aE

a
k + ΩI

a[TI ]
j
kE

a
j = 0,
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onde introduzimos uma aplicação entre as representações fundamental e adjunta de SO(3),

Ωj
ak = ΩI

a[TI ]
j
k = Ωi

aεijk,

válida apenas em três dimensões espaciais.
Com estes resultados e de�nições, podemos reescrever o vínculo de SO(3) de uma maneira

astuciosa:

Gk = εijk
1
γ
Ea

j γPia

= Da
1
γ
Ea

k + εijk
1
γ
Ea

j γPia

= ∂a
1
γ
Ea

k + ΩI
a[TI ]

j
k

1
γ
Ea

j + εijk
1
γ
Ea

j γPia

= ∂a
1
γ
Ea

k + Ωi
aεijk

1
γ
Ea

j + εijk
1
γ
Ea

j γPia

= Da
1
γ
Ea

k

= Da
γEa

k .

Note que Ωi
a não depende de γ, e portanto é invariante por transformações globais de Weyl. Isto

pode ser veri�cado a partir de (3.18), e escrevendo a conexão de spin em termos da densidade
de tríadas:

Ωi
a =

1
2
εijkêbk

[
∂bβ̂

j
a − ∂aβ̂

j
b + β̂l

aê
c
j∂bβ̂

l
c

]
=

1
2
εijkE− 1

2Eb
k

[
E

1
2

(
∂bE

j
a −

1
2
Ej

aE
d
m∂bE

m
d

)
− E

1
2

(
∂aE

j
b −

1
2
Ej

bE
d
m∂aE

m
d

)
+ E

1
2El

aE
c
j

(
∂bE

l
c −

1
2
El

cE
d
m∂bE

m
d

)]
=

1
2
εijkEb

k

(
∂bE

j
a − ∂aE

j
b + El

aE
c
j∂bE

l
c

)
+

1
4
εijkEb

k

(
−2Ej

aE
d
m∂bE

m
d + Ej

bE
d
m∂aE

m
d

)
,

de onde veri�camos diretamente que a conexão de spin é uma função homogênea de grau zero
da densidade de tríada.

Se introduzirmos o objeto
γAi

a = Ωi
a + γP i

a,

o vínculo de SO(3) se torna

Da
γEa

k = ∂a
1
γ
Ea

k +γ Ai
aεijk

1
γ
Ea

j ≈ 0.

Podemos veri�car também que o conjunto de variáveis (γEa
j ,

γ Ai
a) é uma transformação canônica

do par (γEa
j , γP

i
a). Os únicos parênteses de Poisson não trivialmente nulos das variáveis Ea

i e
γAi

a são {γAi
a(x),

γ Aj
b(y)}P e a veri�cação de sua nulidade depende de um lema crucial para o

desenvolvimento das variáveis de Ashtekar:

Lema 9 Seja G[E] um funcional da densidade de tríada de�nido por

G[E] = εabc

∫
U
d3xβk

c
∂βkb

∂xa
.

Então, a conexão de spin se relaciona com G através de

Ωa
ijεijk =

δG[E]
δEka
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ou, equivalentemente,

Ωk
a =

1
2
δG[E]
δEka

.

Graças ao lema acima, podemos calcular {γAi
a(x),

γ Aj
b(y)}P :

{γAi
a(x),

γ Aj
b(y)}P = {Ωi

a + γP i
a,Ω

j
b + γP j

b }P

= γ
(
{Ωi

a, P
j
b }P + {P i

a,Ω
j
b}P

)
= γ

(
{Ωi

a, P
j
b }P − {Ωj

b, P
i
a}P

)
= γ

(
δΩi

a

δEb
j

−
δΩj

b

δEa
i

)

=
γ

2

(
δ2

δEb
jδE

a
i

− δ2

δEa
i δE

b
j

)
G[E]

= 0.

A partir deste ponto, podemos reinterpretar as variáveis canônicas como provindas de uma
teoria de gauge para SO(3), onde as variáveis γAi

a(x) são as componentes espaciais da conexão
de gauge

γA =γ Ai
aTidx

a.

O análogo ao campo elétrico desta conexão é dado pela densidade de tríada, interpretada como
assumindo valores na álgebra de Lie de SO(3):

γE = γEa
i T

i∂a.

O que torna esta interpretação consistente é a existência do vínculo do tipo Gauss:

[γDa
γE]a = ∂a

1
γ
Ea + [Ea,γ Aa] ≈ 0.

A conexão γA é chamada de conexão de Barbero-Immirzi-Sen-Ashtekar [24], mas por questões de
simplicidade nos referiremos a ela como conexão de Ashtekar apenas. O propósito do parâmetro
γ será justi�cado mais a frente, onde ele será necessário para colocar os vínculos escalar e vetorial
numa forma polinomial.

Quanto aos vínculos vetorial e escalar, escrevendo-os primeiramente em termos de E e P ,
obtemos:

χa = Πb
k∂aβ̂

k
b − ∂b

(
Πb

kβ̂
k
a

)
= −det(β̂)

N
(M b

i −Mêbi)∂aβ̂
i
b + ∂b

[
det(β̂)
N

(M b
i −Mêbi)β̂

i
a

]
= −

(
P k

c E
b
k − P k

dE
d
kδ

b
c

)
êci∂aβ̂

i
b + ∂b

(
P k

aE
b
k − P k

dE
d
kδ

b
a

)
=

(
δc
a∂b − êci∂aβ̂

i
b

)(
P k

c E
b
k − P k

dE
d
kδ

b
c

)
e
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χ0 = −1
2

1

det(β̂)

(
Πab − 1

2
Πĝab

)
Πab +

1
2

det(β̂)R̄(β̂)

=
1

2N
M iaΠia +

1
2

det(β̂)R̄(β̂)

= −det(β̂)
2N2

Ma
i

(
M b

i −Mebi

)
ĝab +

1
2

det(β̂)R̄(β̂)

= −det(β̂)
2

(
P i

aP
j
b − P j

aP
i
b

)
êaj ê

b
i +

1
2

det(β̂)R̄(β̂)

= −det−1(β̂)
2

(
P i

aP
j
b − P j

aP
i
b

)
Ea

jE
b
i +

1
2

det(β̂)R̄(β̂)

= −E
− 1

2

2

(
P i

aP
j
b − P j

aP
i
b

)
Ea

jE
b
i +

1
2

det(β̂)R̄(β̂).

Em termos das variáveis de Ashtekar γEa
k e γAi

b [24], obtemos

χ0 =
[
γ2γF j

ab +
(
γ2 +

1
4

)
εjmn

γPm
a

γPn
b

]
εjkl

γEa
k

γEb
l√

det(γgγ)
,

χa =
1
γ

γF j
ab

γEb
j ,

onde
γF j

ab = ∂aA
j
b − ∂bA

j
a + εjkl

γAk
a
γAl

b

é a curvatura da conexão γAi
b.Com estas expressões para os vínculos, podemos entender a importância do parâmetro γ: se

o �xarmos em γ = ± i
2 , obtemos:

χ0 = γ2γF j
ab

εjkl
γEa

k
γEb

l√
det(γgγ)

⇔ χ′0 = γ2γF j
abεjkl

γEa
k

γEb
l , (3.19)

ou seja, o vínculo escalar se torna equivalente a um vínculo polinomial de grau 2 nas variáveis
canônicas, com o custo de complexi�ca-las. Para que esta construção seja equivalente à RG real,
precisamos impor condições de realidade às variáveis de Ashtekar:

γE = −γE,

e
γAi

a − Ωi
a = −(γAi

a − Ωi
a).

Estas condições são equivalentes a dizer que o par de objetos (P i
a, E

b
j ) é real. Note porém que

Ωi
a é uma função não polinomial de Ea

i , o que torna a realização destas condições não trivial [24]e [3].
Neste ponto, seria interessante estabelecer a relação entre estas variáveis e as variáveis de

Ashtekar utilizadas para a RG em termos de tetradas, e sua relação com o desenvolvimento
original de Ashtekar baseado na escolha da parte auto-dual da conexão de spin (4-dimensional).
Para isso, utilizaremos uma relação conhecida [24] [25] entre o momento canônico à métrica da
folha e a curvatura extrínseca,

Πab = det(ê) (Kab − ĝabK) , (3.21)
onde Kab é de�nido pela projeção espacial do tensor

Kµν = [Dµn]ν ,
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que é conhecido como curvatura extrínseca. Assim, combinando a expressão (3.21) com o resul-
tado já obtido neste capítulo, isto é,

Πab = −det(β̂)
N

(
L(ab) − Lĝab

)
,

podemos deduzir a relação entre L(ab), Mab e Kab:

Kab = −
L(ab)

N
= −Mab

N
.

Introduzindo o objeto Ki
a através da expressão

Ki
a = −2êibKab,

obtemos diretamente sua relação com a variável canônica P i
a:

Ki
a = P i

a.

Esta última identi�cação serve de ponte para ligação entre o que desenvolvemos partindo das
variáveis teleparalelas e o desenvolvimento usual da RG em termos da curvatura.

Para estabelecer uma relação como o formalismo auto-dual de Ashtekar, escrevamos Ki
a em

termos da de�nição da curvatura extrínseca,

Ki
a = −2êib [Dan]b ,

notando que, no gauge de Schwinger, nb = β0
b , e usando o fato que a derivada covariante Da é

compatível com as tetradas, i.e., Daβ
i
b = 0, obtemos:

Ki
a = 2êibωa

0
αe

α
b .

Assim, a conexão de Ashtekar pode ser reescrita como
γAi

a = Ωi
a + γKi

a ⇒
γAajk = Ωajk + γKaiεijk

= Ωajk + 2γêibωa
0
αe

α
b εijk.

Da de�nição do operador Hodge [17], notemos que

(∗ωajk) =
1
2
εjkγδωaγδ

= εjk0δωaγδ +
1
2
εjklmωalm

= εjkiωa0i,

implicando que a conexão de Ashtekar nada mais é do que:
γAajk = Ωajk + γ [∗Ωa]jk .

Ou seja, se γ = ± i
2 , γAajk corresponde às partes auto-dual ou anti-auto-dual da conexão de

spin, encerrando a relação entre a escolha do parâmetro de Immirzi e o desenvolvimento inicial
de Ashtekar.

Com o procedimento apresentado, atingimos os objetivos iniciais desta seção: o vínculo de
SO(3) se tornou um vínculo do tipo Gauss, e os vínculos escalar e vetorial se tornaram polinômios
de grau 2 nas variáveis canônicas � às custas da introdução do problema das condições de
realidade que são não polinomiais.

Para ilustrar como nestas variáveis o uso de técnicas e ferramentas desenvolvidas para teoria
de Yang-Mills pode ser feito, de�namos o objeto, H℘[A], chamado holonomia,

H℘[A] = P℘e
−i

∫
℘

γAadya

,
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onde ℘ : [0, 1]− > U é uma curva diferenciável, P℘ denota o operador de ordenamento ao longo
da curva ℘, e γAa =γ Ai

aTi, sendo Ti os geradores da álgebra de Lie de SO(3). Lembrando do
capítulo 2, onde mostramos que o vínculo de Gauss é o gerador de transformações in�nitesimais
de gauge da teoria, podemos aplicar diretamente às variáveis de Ashtekar:

δθA
j
a =

{
Aj

a,

∫
U
d3zθi [γDcE

c]i

}
P

= − [γDaθ]
j , (3.22)

e

δθE
a
j =

{
Ea

j ,

∫
U
d3zθi [γDcE

c]i

}
P

= [Ea, θ]j . (3.23)

Analogamente, dado g ∈ SO(3), temos
γA′

a = gγAag
−1 + g∂ag

−1.

Aplicando esta lei de transformação à holonomia, podemos mostrar, expandindo a exponencial
em série e aplicando o operador de ordenamento ordem a ordem, que ela se transforma como

H ′
℘[A] = g(℘(0))H℘[A]g−1(℘(1)),

de modo que se ℘ for uma curva fechada, i.e., ℘(0) = ℘(1), e tomarmos o traço da holonomia,
obtemos o objeto

W℘[A] = Tr
[
P℘e

−i
∮

℘
γAadya

]
,

chamado loop de Wilson. O loop de Wilson foi introduzido originalmente para se estudar questões
não perturbativas em QCD, e é invariante de gauge devido à simetria por permutações cíclicas do
traço. Com este resultado, estes funcionais podem ser usados para resolver ao menos o vínculo de
Gauss da teoria. Os loops de Wilson foram posteriormente generalizados por meio das chamadas
funções cilíndricas [24], e das redes de spin.

Note, no entanto, que aparentemente não há um modo simples de lidar com os outros vínculos.
Por exemplo, a ação de um difeomor�smo sobre o loop de Wilson é da forma

φW℘[A] = W℘[φ∗A] = Wφ−1◦℘[A],

ou seja, a ação de φ em W℘[A] corresponde a uma deformação de ℘, de modo que não há uma
maneira não trivial de construir funcionais deste tipo, e que sejam invariantes por φ.
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Capítulo 4

Conclusões e Comentários Finais

No primeiro capítulo, mostramos que mesmo em nível clássico, há várias alternativas diferentes
para a gravitação. Algumas dessas alternativas são equivalentes entre si sob certas hipóteses.
Em alguns casos, como na teoria de gauge para o grupo de Poincaré e no teleparalelismo, a
torção aparece como um objeto relevante, tendo signi�cados geométricos diferentes, dependendo
das escolhas (da Lagrangiana e de restrições na conexão de spin) feitas em cada modelo. A
prova da equivalência entre as Lagrangianas teleparalela e de Einstein-Hilbert é um forte indício
matemático de que existe uma liberdade de escolha, entre descrever a gravitação em termos da
curvatura ou da torção de conexões apropriadas.

Todos estes modelos são ou foram tentativas de expressar a gravitação em termos de uma
teoria de gauge. No entanto, não se pode ir muito longe com esta interpretação de gauge pois
nestes modelos (Poincaré, A�m, Einstein-Cartan e teleparalelo) é preciso misturar os índices
internos do grupo de simetria com os índices do espaço-tempo na Lagrangiana de modo a obter
os resultados corretos, o que torna estas Lagrangianas diferentes das Lagrangianas das teorias
de gauge padrão. Assim, seria mais apropriado dizer que estes modelos são gauge-like mas não
são teorias de gauge stricto sensu.

Uma observação interessante é que, como uma teoria gauge-like, o teleparalelismo tem uma
aparente vantagem sobre os outros modelos, que é o fato de suas equações de movimento serem
obtidas pela variação da Lagrangiana em relação ao campo de gauge, diferentemente das teorias
para o grupo de Poincaré e A�m, o que o torna mais próximo das teorias de gauge padrão.

Com as ferramentas exploradas no capítulo 2 e com a técnica de folheação ADM, obtivemos
a Hamiltoniana e a álgebra de vínculo do teleparalelismo, que é exatamente a mesma da GR
em termos de tetradas. Como esperado dos capítulos 1 e 2, os vínculos são funções não poli-
nomiais das variáveis canônicas (tríadas e seus momentos), o que constitui uma di�culdade não
apenas técnica mas também uma di�culdade real em de�nir o ordenamento normal das variáveis
canônicas [19].

Com a �nalidade de dar os primeiros passos na quantização da formulação teleparalela da RG,
exploramos as variáveis de Sen-Ashtekar-Immirzi-Barbero que constituem uma transformação
canônica e uma nova escolha na representação dos vínculos de modo a simpli�cá-los. Um caso
particular destas variáveis, quando o parâmetro de Immirzi é puramente complexo, γ = ±i/2,
os vínculos escalar e vetorial se tornam polinomiais de grau 2, o que corresponde a uma grande
simpli�cação da teoria, às custas da complexi�cação do espaço de fases. Apesar da simpli�cação
da forma dos vínculos, a complexi�cação introduz novos problemas que aparentemente ainda não
foram resolvidos [24].

Tendo os vínculos como polinômios de grau 2, o próximo passo do programa de quantização
canônica seria encontrar o espaço de Hilbert que é aniquilado pelos vínculos e é neste momento
que entram os trabalhos pioneiros [3], [4], [5], [24] e outros que propõe a substituição do grupo
SO(3) por SU(2) ou SL(2, C), e a introdução de um espaço de Hilbert cujos elementos são rotu-
lados por grafos chamados redes de spin, que são auto-estados dos operadores de área e volume
simultaneamente na representação de loops. Note que o programa de quantização canônica está
longe de ser completamente consistente e correto, de modo que ele deveria ser entendido como
uma primeira tentativa ou uma aproximação da versão quântica �nal de qualquer teoria. Assim,
tendo em vista que a escolha das variáveis de Ashtekar é apenas o começo de um empreendimento
muito mais ambicioso e complexo chamado LQG, há muitos problemas que podem ser explo-
rados na continuidade deste trabalho. Como exemplo podemos mencionar o estudo das possíveis
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implicações e interpretações do parâmetro de Immirzi, o estudo do espaço de Hilbert aniquilado
pelos vínculos, o estudo da regularidade dos vínculos em termos das variáveis de Ashtekar, e o
estudo do papel da torção da conexão de Ashtekar na gravidade. Lembremos que, ao introduzir
a curvatura extrínseca multiplicada pelo parâmetro de Immirzi, a conexão adquire naturalmente
uma torção, cujo papel é ainda uma questão em aberto.
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Apêndice A

Solução de (4 + gK) T = δ

Seja G uma solução de 4G = δ, onde 4 é o Laplaciano. Sabemos que, com as condições de
contorno apropriadas, G é dada por

G = − 1
4πr

.

Escrevendo
4T = −gKT + δ, (A.1)

onde K é um operador diferencial agindo em T . Podemos encontrar T como uma série de
potências de g, assumindo:

T =
∞∑

k=0

gkTk, (A.2)

e substituindo esta expressão na equação diferencial, obtemos:

4T0 +
∞∑

k=0

gk+14Tk+1 = δ −K
∞∑

k=0

gk+1Tk (A.3)

o que nos leva ao conjunto de equações abaixo :
T0 = G,
...
Tk = −

∫
GKTk−1,...

Assim, formalmente T pode ser escrito como
T = G− gGKG+ g2GKGKG− . . . ,

esta série na constante de acoplamento é conhecida como série de Dyson-Shwinger e é muito
comum em problemas de espalhamento em mecânica quântica.
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Apêndice B

Equações de movimento teleparalelas

Para simpli�car os cálculos, de�namos primeiramente:

E1 =
∂LTT(β, dβ)
∂βa

µ(x)
,

E2 = ∂ν
∂LTT(β, dβ)
∂νβa

µ(x)
.

Assim, as equações de Euler-Lagrange são expressas por:
E1 − E2 = 0.

Antes de prosseguir, listemos algumas relações simples e úteis:
∂(eµb β

b
ν)

∂βa
ρ

= βb
ν

∂(eµb )
∂βa

ρ

+ eµb
∂(βb

ν)
∂βa

ρ

= βb
ν

∂(eµb )
∂βa

ρ

+ eµb δ
b
aδ

ρ
ν

= 0 ⇒

βb
ν

∂(eµb )
∂βa

ρ

= −eµb δ
b
aδ

ρ
ν ⇒

∂(eµb )
∂βa

ρ

= −eµb e
ρ
a, (B.1)

∂ det(β)
∂βa

ρ

= det(β) Tr(e
∂β

∂βa
ρ

)

= det(β)eρa, (B.2)

gµν = eµae
ν
bη

ab ⇒
∂gµν

∂βc
ρ

= −(eρae
µ
c e

ν
b + eµae

ρ
be

ν
c )η

ab

= −(gρνeµa + gµρeνa), (B.3)

∂[dβ]aµν

∂βb
ρ

= 0, (B.4)

∂[dβ]aµν

∂∂ρβb
σ

= δa
b (δρ

µδ
σ
ν − δρ

νδ
σ
µ). (B.5)
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Cálculo de E1:
Das expressões (B.1, B.2, B.3 e B.4), façamos a decomposição

∂LTT

∂βa
ρ

=
det(β)

2
(
1
4
A+

1
2
B − C1− C2) + eρaLTT,

onde

A = T c
µν

∂Tµν
c

∂βa
ρ

,

B = T c
µν

∂T νµ
c

∂βa
ρ

,

C1 = T c
µc

∂T cµ
c

∂βa
ρ

,

C2 = T cµ
c

∂T c
µc

∂βa
ρ

.

Cálculo de A: Relembrando as de�nições seguintes Utilizando a expressão (B.4) em A temos:
∂Tµν

c

∂βa
ρ

= ηcb
∂

∂βa
ρ

(
gµαgνβT b

αβ

)
= Tcαβ

∂

∂βa
ρ

(
gµαgνβ

)
= −Tcαβ

[
(gραeµa + gµρeαa ) gνβ + gµα

(
gρνeβa + gβρeνa

)]
= − [eµaT

ρν
c + gµρT ν

ca + gρνTµ
c a + eνaT

µρ
c ] ,

o que implica

A = T c
µν

∂Tµν
c

∂βa
ρ

= −T c
µν [eµaT

ρν
c + gµρT ν

ca + gρνTµ
c a + eνaT

µρ
c ]

= −
[
T c

aνT
ρν
c + T cρ

ν T ν
ca + T c

µ
ρTµ

c a + T c
µaT

µρ
c

]
= −2(T c

aνT
ρν
c + T c

µ
ρTµ

c a)
= −4T c

aνT
ρν
c .

Cálculo de B:
Calculemos primeiramente:

∂T νµ
c

∂βa
ρ

=
∂

∂βa
ρ

(
ηcbβ

b
σT

νµσ
)

= ηcbδ
b
aδ

ρ
σT

νµσ + ηcbβ
b
σ

∂T νµσ

∂βa
ρ

= ηcaT
νµρ + ηcbβ

b
σ

∂T νµσ

∂βa
ρ

.

Relembrando que
B = T c

µν

∂T νµ
c

∂βa
ρ

,
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façamos:

Tσµν
∂T νµσ

∂βa
ρ

= −
[(
gρλeµa + gµρeλa

)
T ν

λ
σ +

(
gρλeσa + gσρeλa

)
T νµ

λ

]
= −

(
TσaνT

νρσ + T ρ
σ νT

ν
a

σ + TaµνT
νµρ + T ρ

µνT
νµ
a + TσµaT

ρµσ
)

= − (2TσaνT
νρσ + TaµνT

νµρ + 2TσµaT
ρµσ) ,

assim, a expressão completa de B é:

B = T c
µν

∂T νµ
c

∂βa
ρ

= −2(TσaνT
νρσ + TσµaT

ρµσ)

Cálculo de C1:
Calculemos primeiramente

∂T cµ
c

∂βa
ρ

=
∂

∂βa
ρ

(gµνeσc T
c
νσ)

= −(eµaT
σρ
σ + gµρT σ

aσ + T ρµ
a ),

assim,

C1 = T c
µc

∂T cµ
c

∂βa
ρ

= −T c
µc(e

µ
aT

σρ
σ + gµρT σ

aσ + T ρµ
a )

= −(T c
acT

σρ
σ + T cρ

c T σ
aσ + T c

µcT
ρµ
a )

Cálculo de C2:
Calculemos primeiramente:

∂T c
µc

∂βa
ρ

=
∂

∂βa
ρ

(eνcT
c
µν)

= −eρceνcT c
µν

= −T ρ
µa,

assim,

C2 = T cµ
c

∂T c
µc

∂βa
ρ

= −T cµ
c T ρ

µa

Combinando A, B, C1 e C2:
1
4
A+

1
2
B − C1− C2 = −T c

aνT
ρν
c − (TσaνT

νρσ + TσµaT
ρµσ) + 2(T c

acT
σρ
σ + T c

µcT
ρµ
a )

= (T ρν
c + T νρ

c − T ρν
c − 2eνcT

σρ
σ + 2eρcg

µνT b
µb)T

c
νa

= 2(Kρν
λ eλc − eλc g

ν
λT

σρ
σ + eλc g

ρ
λT

bν
b )T c

νa

= 2eλcS
ρν
λ T c

νa,

onde utilizamos a de�nição
Sρν

λ = (Kρν
λ − gν

λT
σρ
σ + gρ

λT
bν
b ).
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Deste modo, a expressão completa de E1 é:

E1 =
∂LTT(β, dβ)
∂βa

µ(x)

=
det(β)

2
(
1
4
A+

1
2
B − C1− C2) + eρaLTT

=
det(β)

2
2eλcS

ρν
λ T c

νa + eρaLTT.

Cálculo de E2:
Analogamente ao cálculo de E1, façamos a decomposição:

∂

∂(∂σβa
ρ)
LTT =

det(β)
2

(A+B − C) ,

onde

A =
∂

∂(∂σβa
ρ)

(
1
4
T ρ

µνT
µν
ρ

)
,

B =
∂

∂(∂σβa
ρ)

(
1
2
T ρ

µνT
νµ
ρ

)
,

C =
∂

∂(∂σβa
ρ)
(
T ρ

ρµT
νµ
ν

)
.

Utilizando a expressão (B.5) e o fato que ∂βa
µ

∂(∂σβc
ν) = 0 calcularemos os termos A,B e C.

Cálculo de A:

A =
∂

∂(∂σβa
ρ)

(
1
4
T ρ

µνT
µν
ρ

)
=

1
4
[δa

b (δρ
µδ

σ
ν − δρ

νδ
σ
µ)Tµν

a + gαα′eα
′

a g
µ′µgν′νδa

b (δρ
µδ

σ
ν − δρ

νδ
σ
µ)Tα

µ′ν′ ]

=
1
4
(T ρσ

b − T σρ
b + T ρσ

b − T σρ
b )

=
1
2
(T ρσ

b − T σρ
b )

= T ρσ
b .

Cálculo de B:

B =
∂

∂(∂σβa
ρ)

(
1
2
T ρ

µνT
νµ
ρ

)
=

1
2
[δa

b (δρ
µδ

σ
ν − δρ

νδ
σ
µ)T νµ

a + eν
′

a g
µ′µδa

b (δρ
µδ

σ
α − δρ

αδ
σ
µ)Tα

µ′ν ]

=
1
2
(T σρ

σ − T ρσ
b + T σρ

b − T ρσ
b )

= T σρ
σ − T ρσ

b
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Cálculo de C:

C =
∂

∂(∂σβa
ρ)
(
T ρ

ρµT
νµ
ν

)
= −[gαα′eα

′
a g

ανδa
b (δρ

µ′δ
σ
ν − δρ

νδ
σ
µ′)T

ν′µ′

ν′

+Tα
αµ′e

ν
ag

µ′µδa
b (δρ

µδσ
ν − δρ

νδσ
µ)]

= −(eσb T
νρ
ν − eρbT

νσ
ν + eσb T

ρα
α − eρbT

σα
α )

= −2(eσb T
νρ
ν − eρbT

νσ
ν )

Combinando A, B e C:
A+B − C = T ρσ

b + T σρ
σ − T ρσ

b − 2(eσb T
νρ
ν − eρbT

νσ
ν )

= 2(Kρσ
b − eσb T

νρ
ν + eρbT

νσ
ν )

= 2eµb (Kρσ
µ − gσ

µT
νρ
ν + gρ

µT
νσ
ν )

= 2eµbS
ρσ
µ

= 2Sρσ
b ,

e portanto:
E2 =

det(β)
2

2Sρσ
b = det(β)Sρσ

b .

Agora podemos escrever as equações de movimento completas:
det(β)Sρν

c T c
νa + eρaLTT − ∂µ (det(β)Sµρ

a ) = 0. (B.6)
Esta expressão é exatamente a mesma encontrada em [9].
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Apêndice C

Decomposição ADM da Lagrangiana
teleparalela

Relembrando as de�nições abaixo:
Sρµν = Kµνρ − gρνT σµ

σ + gρµT σν
σ ,

Kµλν = −1
2
(Tµλν − T νµλ + T λνµ),

T̃ a
µν =

1
N

(
nµJ ν̄

ν − nνJ ν̄
µ

)
La

ν̄ .

Façamos a expansão de S̃ρµν T̃ρµν :

S̃ρµν T̃ρµν = A+B + C,

onde
A = −gρν T̃ σµ

σ T̃ρµν ,

B = gρµT̃ σν
σ T̃ρµν ,

C = K̃µνρT̃ρµν .

Cálculo de A:

A = −gρν 1
N2

(
nµ′J ν̄

ν′ − nν′J ν̄
µ′
)
gµ′µeν

′
a L

a
ν̄

(
nµJ ν̄

ν − nνJ ν̄
µ

)
La′

ν̄ e
ρ′

a′gρ′ρ

= − 1
N2

gµ′µ
(
nµ′J ν̄

ν′ − nν′J ν̄
µ′
) (
nµJ σ̄

ρ − nρJ σ̄
µ

)
La

ν̄L
a′
σ̄ e

ν′
a e

ρ
a′

= − 1
N2

gµ′µ(nµ′J ν̄
ν′nµJ σ̄

ρ − nµ′J ν̄
ν′nρJ σ̄

µ

− nν′J ν̄
µ′nµJ σ̄

ρ + nν′J ν̄
µ′nρJ σ̄

µ )La
ν̄L

a′
σ̄ e

ν′
a e

ρ
a′

Cálculo de B:
B = gρµT̃ σν

σ T̃ρµν = −gρν T̃ σµ
σ T̃ρµν = A

Cálculo de C:
Expandindo C obtemos:

C = K̃µνρT̃ρµν = −1
2
(T̃µνρ − T̃ ρµν + T̃ νρµ)T̃ρµν ,

agora fazendo a decomposição
C = C1 + C2 + C3,
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onde

C1 = −1
2
T̃µνρT̃ρµν ,

C2 =
1
2
T̃ ρµν T̃ρµν ,

C3 = −1
2
T̃ νρµT̃ρµν ,

= C1.

Cálculo de C1:

C1 = −1
2

1
N2

(
nνJ ν̄

ρ − nρJ ν̄
ν

)
La

ν̄e
µ
a

(
nµJ σ̄

ν − nνJ σ̄
µ

)
La′

ν̄ e
ρ
a′

= −1
2

1
N2

gν′ν(nν′J ν̄
ρ nµJ σ̄

ν − nν′J ν̄
ρ nνJ σ̄

µ

− nρJ ν̄
ν′nµJ σ̄

ν + nρJ ν̄
ν′nνJ σ̄

µ )La
ν̄L

a′
σ̄ e

µ
ae

ρ
a′

Cálculo de C2:

C2 =
1
2

1
N2

gµ′µgν′ν
(
nµ′J ν̄

ν′ − nν′J ν̄
µ′
)
La

ν̄e
ρ
a

(
nµJ σ̄

ν − nνJ σ̄
µ

)
La′

ν̄ e
ρ′

a′gρρ′

=
1
N2

gµ′µgν′ν(nµ′J ν̄
ν′nµJ σ̄

ν − nµ′J ν̄
ν nν′J σ̄

µ )La
ν̄L

a′
σ̄ ηaa′

Utilizando as propriedades de n, da equação (3.3), há uma grande simpli�cação de A, C1 e C2:

C1 =
1
2

1
N2

(−J ν̄
ρ J σ̄

µ L
a
ν̄L

a′
σ̄ e

µ
ae

ρ
a′ + gν′νnρJ ν̄

ν′nµJ σ̄
ν L

a
ν̄L

a′
σ̄ e

µ
ae

ρ
a′),

C2 = − 1
N2

gν′νJ ν̄
ν′J σ̄

ν L
a
ν̄L

a′
σ̄ ηaa′ ,

A =
1
N2

(J ν̄
ν′J σ̄

ρ L
a
ν̄L

a′
σ̄ e

ν′
a e

ρ
a′ − gµ′µnν′nρJ ν̄

µ′J σ̄
µ L

a
ν̄L

a′
σ̄ e

ν′
a e

ρ
a′).

Assim,
S̃ρµν T̃ρµν = A+B + C = 2A+ 2C1 + C2

=
1
N2

(2J ν̄
ν′J σ̄

ρ L
a
ν̄L

a′
σ̄ e

ν′
a e

ρ
a′

− 2gµ′µnν′nρJ ν̄
µ′J σ̄

µ L
a
ν̄L

a′
σ̄ e

ν′
a e

ρ
a′

− J ν̄
ρ J σ̄

µ L
a
ν̄L

a′
σ̄ e

µ
ae

ρ
a′ + gν′νnρJ ν̄

ν′nµJ σ̄
ν L

a
ν̄L

a′
σ̄ e

µ
ae

ρ
a′

− gν′νJ ν̄
ν′J σ̄

ν L
a
ν̄L

a′
σ̄ ηaa′)

=
1
N2

(2J ν̄
ν′J σ̄

ρ L
a
ν̄L

a′
σ̄ e

ν′
a e

ρ
a′

− gµ′µnν′nρJ ν̄
µ′J σ̄

µ L
a
ν̄L

a′
σ̄ e

ν′
a e

ρ
a′

− J ν̄
ρ J σ̄

µ L
a
ν̄L

a′
σ̄ e

µ
ae

ρ
a′ + gν′νJ ν̄

ν′J σ̄
ν L

a
ν̄L

a′
σ̄ ηaa′)

= − 1
N2

(−2J ν̄
ν′J σ̄

ρ L
a
ν̄L

a′
σ̄ e

ν′
a e

ρ
a′

+ (ηaa′ + nana′)gν′νJ ν̄
ν′J σ̄

ν L
a
ν̄L

a′
σ̄ + J ν̄

ρ J σ̄
µ L

a
ν̄L

a′
σ̄ e

µ
ae

ρ
a′).
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Façamos a expansão de S̄ρµν T̃ρµν :

S̄ρµν T̃ρµν = S̄ρµν 1
N

(
nµJ ν̄

ν − nνJ ν̄
µ

)
La

ν̄e
ρ′
a gρρ′

=
2
N
S̄ρµνnµJ ν̄

ν L
a
ν̄e

ρ′
a gρρ′ .

De modo que, a Lagrangiana pode ser expressa como

LTT =
det(β)

4
(S̃ρµν T̃ρµν + 2S̄ρµν T̃ρµν + S̄ρµν T̄ρµν)

= − 1
N2

det(β)
4

[
−2J ν̄

ν′J σ̄
ρ L

a
ν̄L

a′
σ̄ e

ν′
a e

ρ
a′

+ (ηaa′ + nana′)gν′νJ ν̄
ν′J σ̄

ν L
a
ν̄L

a′
σ̄

+ J ν̄
ρ J σ̄

µ L
a
ν̄L

a′
σ̄ e

µ
ae

ρ
a′

]
+

det(β)
N

S̄ρµνnµJ ν̄
ν L

a
ν̄e

ρ′
a gρρ′ +

det(β)
4

S̄ρµν T̄ρµν

e, usando a expressão (3.5), obtemos

LTT = − 1
N

det(β̂)
4

[
−2J ν̄

ν′J σ̄
ρ L

a
ν̄L

a′
σ̄ e

ν′
a e

ρ
a′

+ (ηaa′ + nana′)gν′νJ ν̄
ν′J σ̄

ν L
a
ν̄L

a′
σ̄

+ J ν̄
ρ J σ̄

µ L
a
ν̄L

a′
σ̄ e

µ
ae

ρ
a′

]
+ det(β̂)S̄ρµνnµJ ν̄

ν L
a
ν̄e

ρ′
a gρρ′ +N

det(β̂)
4

S̄ρµν T̄ρµν .
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Apêndice D

Demonstrações complementares

Neste apêndice constam algumas demonstrações que foram omitidas no corpo da dissertação.

D.1 Demonstração do lema 1.4

−
√
−g
(

1
2
F abc∂aωbc + F cb

c ∂cω
c
a

)
=

−
√
−g
(

1
2
βa

µ∂
[beµc]∂aωbc + βc

µ∂
[beµc]∂dω

d
b

)
=

−
√
−g
(

1
2
βa

µ∂
[beµc]∂aωbc + βc

µ∂
beµc ∂dω

d
b − βc

µ∂ce
µ
b ∂dω

db

)
=

−
√
−g
(

1
2
βa

µ∂
beµc ∂aω

c
b −

1
2
βa

µ∂
ceµb ∂aω

b
c + βc

µ∂
beµc ∂dω

d
b − βc

µ∂ce
µ
b ∂dω

db

)
=

−
√
−g
(
βa

µ∂
beµc ∂aω

c
b + βc

µ∂
beµc ∂dω

d
b − βc

µ∂ce
µ
b ∂dω

db
)

=

−
√
−g
(
−eµb ∂µ∂cω

cd − eνc∂µβ
c
νe

µ
b ∂dω

db − ∂µe
µ
b ∂dω

db
)

=
√
−g
(
eµb ∂µ∂cω

cd + eνc∂µβ
c
νe

µ
b ∂dω

db + ∂µe
µ
b ∂dω

db
)

=

∂µ[eµb
√
−g∂dω

db], (D.1)

onde na última passagem foi utilizada a relação ∂ det(M) = det(M) Tr(M−1∂M), para uma
matriz inversível M .

D.2 Cálculo da variação da Lagrangiana 1.3 sob uma transfor-
mação local de Lorentz

δL = 2
√
−g(α1FabcδF

abc + α2FabcδF
bac + α3F

a
abδFc

bc)

= 2
√
−g(α1F

bc
a ∂[bωc]

a + α2F
b
a
c∂[bωc]

a + α3F
ba
a ∂[bωa]

a)

= 2
√
−g[α1F

bc
a (∂bωc

a − ∂cωb
a) + α2F

b
a

c(∂bωc
a − ∂cωb

a)

+ α3F
ba
a (∂bωa

a − ∂aωb
a)]

= 2
√
−g[2α1F

bc
a ∂bωc

a + α2F
b
a

c∂bωc
a − α2F

ca
b ∂cωa

b − α3F
bc
c ∂aωb

a]

= 2
√
−g[(2α1 − α2)F bc

a ∂bωc
a + α2F

b
a

c∂bωc
a − α3F

bc
c ∂aωb

a]

= 2
√
−g[(2α1 − α2)F bc

a ∂bωc
a − α2F

abc∂aωbc − α3F
cb
c ∂aωb

a]

= 2[(2α1 − α2)
√
−gF bc

a ∂bωc
a − α2

√
−gF abc∂aωbc − α3

√
−gF cb

c ∂aωb
a],
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D.3 Demonstração do lema 2
Prova

Das de�nições de curvatura, (1.7), e do símbolo de Cristofell, (1.27), podemos escrever as
componentes do tensor O no frame das coordenadas:

Oµ
νλρ = ∂λK

µ
νρ − ∂ρK

µ
νλ + Γ̂µ

σλK
σ
νρ + Γ̂σ

νρK
µ
σλ +Kµ

σλK
σ
νρ

− Γ̂µ
σρK

σ
νλ − Γ̂σ

νλK
µ
σρ −Kµ

σρK
σ
νλ.

Fazendo as contrações pertinentes à construção da Lagrangiana de Einstein-Hilbert:
O = δλ

µg
νρOµ

νλρ

= ∂µK
µν
ν − ∂ρK

µρ
µ +Kµ

νµ∂ρg
νρ −Kµ

νρ∂µg
νρ

+ gµρ(Γ̂ρσν − Γ̂σρµ)Kσν
ν − (Γ̂µσν + Γ̂νµσ)Kσνµ +Kµ

σµK
σν
ν −Kµ

σνK
σν
µ ,

onde foi utilizado
Γρσν = gρλΓλ

σν .

Da expressão (1.27), obtemos duas identidades:

Γ̂νλµ + Γ̂λνµ = ∂µgνλ, (D.2)
Γ̂ρσµ − Γ̂σρµ = ∂σgµρ − ∂ρgµσ. (D.3)

Substituindo-as em O resulta:
O = −2∂ρT

µ
µ

ρ +Kµ
σµK

σν
ν −Kµ

σνK
σν
µ

+ Kµ
νµ∂ρg

νρ −Kµ
νρ∂µg

νρ + gµρ (∂σgµρ − ∂ρgµσ)Kσν
ν −Kσνµ∂σgµν

= −2∂ρT
µ
µ

ρ +Kµ
σµK

σν
ν −Kµ

σνK
σν
µ + gµρKσν

ν ∂σgµρ

= −2∂ρT
µ
µ

ρ +Kµ
σµK

σν
ν −Kµ

σνK
σν
µ − gµρKνσ

ν ∂σgµρ

= −
(
2∂σT

µ
µ

σ + gµρT ν
ν

σ∂σgµρ

)
−Kµ

σµK
νσ
ν +Kµ

σνK
νσ
µ .

Agora, multiplicando O por √−g (g = det(G)) e utilizando a expressão

∂σ
√
−g =

1
2
√
−gTr(G−1∂σG),

onde G é a matriz cujos elementos são iguais às componentes da métrica, i.e., Gµν = gµν ,
obtemos: √

−gO = 2∂σ

(√
−gTµ

µ
ρ
)

+
√
−g
(
−Kµ

σµK
µσ
µ +Kµ

σνK
νσ
µ

)
,

onde podemos veri�car imediatamente que o segundo termo é exatamente a Lagrangiana (1.5).
�

D.4 Demonstração do lema 7
Prova

S̄ρµν T̃ρµν = (K̄νµρ − gρν T̄ σµ
σ + gρµT̄ σν

σ )T̃ρµν

=
[
−1

2
(T̄ νµρ − T̄ ρνµ + T̄µρν)− gρν T̄ σµ

σ + gρµT̄ σν
σ

]
T̃ρµν

=
[
−1

2
(T̄ νµρT̃ρµν − T̄ ρνµT̃ρµν + T̄µρν T̃ρµν)− gρν T̄ σµ

σ T̃ρµν + gρµT̄ σν
σ T̃ρµν

]
=

[
−1

2
(T̃ νµρ − T̃ ρνµ + T̃µρν)− gρν T̃ σµ

σ + gρµT̃ σν
σ

]
T̄ρµν

= S̃ρµν T̄ρµν

60



�

D.5 Demonstração do lema 8
Expandindo o tensor S:

S̄ρ0νNJ ν̄
νL

a
ν̄e

ρ′
a gρρ′ = (Kµνρ − gρν T̄ σµ

σ + gρµT̄ σν
σ )J ν̄

νL
a
ν̄e

ρ′
a gρρ′

= (eρ
′

a gρρ′K̄
0ν̄ρ − eν̄aT̄

σ0
σ + e0aT̄

σν̄
σ )La

ν̄

= (eρ
′

a gρρ′K̄
0ν̄ρ − eν̄aT̄

σ0
σ + e0aT̄

σν̄
σ )La

ν̄ ,

Expandindo a contorção obtemos:[
−1

2
eρ

′
a gρρ′

(
− 1
N
T̄ (0)ν̄ρ − eρc T̄

c0ν̄ − eν̄c T̄
c0ρ

)
− eν̄aT̄

σ0
σ + e0aT̄

σν̄
σ

]
La

ν̄ =[
−1

2
eρ

′
a gρρ′

(
− 1
N
gν̄ν′gρρ′′ T̄

(0)
ν′ρ′′ + eρcg

0ρ′′gν̄ν′ T̄ c
ν′ρ′′ − eν̄cg

0ν′gρρ′′ T̄ c
ν′ρ′′

)
+

−eν̄aT̄ σ0
σ + e0aT̄

σν̄
σ

]
La

ν̄ =[
−1

2

(
− 1
N
gν̄ν′ T̄

(0)
ν′ρ′e

ρ′
a + ηacg

0ρ′′gν̄ν′ T̄ c
ν′ρ′′ − eρ

′
a e

ν̄
cg

0ν′ T̄ c
ν′ρ′

)
+

−eν̄aT̄ σ0
σ + e0aT̄

σν̄
σ

]
La

ν̄ =[
−1

2

(
− 1
N
gν̄ν′J µ̄

ν′J
ν̄
ρ′ T̂

(0)
µ̄ν̄ e

ρ′
a + ηacg

0ρ′′gν̄ν′J µ̄
ν′J

ν̄
ρ′′ T̂

c
µ̄ν̄ +

−eρ′a e
ν̄
cg

0ν′J µ̄
ν′J

ν̄
ρ′ T̂

c
µ̄ν̄

)
+

−eν̄aT̄ σ0
σ + e0aT̄

σν̄
σ

]
La

ν̄ =[
−1

2

(
− 1
N
gν̄ν′J µ̄

ν′ T̂
(0)
µ̄σ̄ ê

σ̄
a − ηacη

de 1
N
eν̄d ê

σ̄
0 ê

µ̄
e T̂

c
µ̄σ̄ + eν̄c

1
N
êσ̄a ê

µ̄
0 T̂

c
µ̄σ̄

)
+

−eν̄aT̄ σ0
σ + e0aT̄

σν̄
σ

]
La

ν̄ =[
1
2

(
1
N
gν̄ν′J µ̄

ν′ T̂
(0)
µ̄σ̄ ê

σ̄
a

)
− eν̄aT̄

σ0
σ + e0aT̄

σν̄
σ

]
La

ν̄ =[
−eν̄aT̄ σ0

σ + e0aT̄
σν̄
σ

]
La

ν̄ =[
−eν̄ag0ν′eσc T̄

c
ν′σ + e0ag

ν̄ν′eσc T̄
c
ν′σ

]
La

ν̄ =[
−eν̄ag0ν′eσcJ

µ̄
ν′J

ω̄
σ T̂

c
µ̄ω̄ + e0ag

ν̄ν′eσcJ
µ̄
ν′J

ω̄
σ T̂

c
µ̄ω̄

]
La

ν̄ =[
−eν̄ae0ueν

′
v η

uv êω̄c J
µ̄
ν′ T̂

c
µ̄ω̄ + e0ae

ν̄
ue

ν′
v η

uv êω̄c J
µ̄
ν′ T̂

c
µ̄ω̄

]
La

ν̄ =[
eν̄a
η0u

N
êµ̄vη

uv êω̄c T̂
c
µ̄ω̄ + e0ae

ν̄
uê

µ̄
vη

uv êω̄c T̂
c
µ̄ω̄

]
La

ν̄ =[
eν̄a

1
N
êµ̄0 ê

ω̄
c T̂

c
µ̄ω̄ + e0ae

ν̄
uê

µ̄
vη

uv êω̄c T̂
c
µ̄ω̄

]
La

ν̄ =

e0ae
ν̄
uê

µ̄
vη

uv êω̄c T̂
c
µ̄ω̄L

a
ν̄ .

D.6 Demonstração do lema 9
Dado o funcional

G[E] = εabc

∫
U
d3xβk

c (x)
∂βkb(x)
∂xa

,
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podemos reescrevê-lo em termos das densidades de tríadas através das relações êai = E− 1
2Ea

i e
β̂i

a = E
1
2Ei

a:

G[E] = εabc

∫
U
d3xβk

c (x)
∂βkb(x)
∂xa

= εabc

∫
U
d3xE

1
2 (x)Ek

c (x)
∂
(
E

1
2 (x)Ekb(x)

)
∂xa

= εabc

∫
U
d3xE(x)Ek

c (x)
∂Ekb(x)
∂xa

e, com a propriedade combinatória do tensor de Levi-Civita em três dimensões:

det(β̂)εijkêai ê
b
j ê

c
k = εabc, (D.4)

podemos �nalmente escrever

G[E] = εabc

∫
U
d3xE(x)Ek

c (x)
∂Ekb(x)
∂xa

=
∫
U
d3xE(x)εijkêai (x)ê

b
j(x)

∂Ekb(x)
∂xa

=
∫
U
d3xεijkEa

i (x)Eb
j (x)

∂Ekb(x)
∂xa

.

Esta expressão pode agora ser diretamente derivada em relação à densidade de tríada. Assim,
calculemos sua derivada funcional:
δG[E]
δEld(z)

=
δ

δEld(z)

∫
U
d3xεijkEa

i (x)Eb
j (x)

∂Ekb(x)
∂xa

= εijk
∫
U
d3x

(
δa
dδliE

b
j (x) + Ea

i (x)δb
dδlj

)
δ3(x− z)

∂Ekb(x)
∂xa

+
∫
U
d3xεijkEa

i (x)Eb
j (x)

δ

δEld(z)

[
∂Ekb(x)
∂xa

]
= εijk

(
δa
dδliE

b
j (z) + Ea

i (z)δb
dδlj

)
∂aEkb(z) +

∫
U
d3xεijkEa

i (x)Eb
j (x)

[
∂ δ

δEld(z)
Ekb(x)

∂xa

]
=

(
εljkEb

j (z)∂dEkb(z) + εilkEa
i (z)∂aEkd(z)

)
−

∫
U
d3xεijkEa

i (x)Eb
j (x)

[
∂Elb(x)Ekd(x)δ3(x− z)

∂xa

]
= εljkEb

k (∂bEjd − ∂dEjb) + εijk∂a(Ea
i E

b
j )ElbEkd

= εljkEb
k (∂bEjd − ∂dEjb) + εijk∂a(Ea

i )Eb
jElbEkd + εijk∂a(Eb

j )ElbE
a
i Ekd

= εljkEb
k (∂bEjd − ∂dEjb) + εilk∂a(Ea

i )Ekd − εijk∂a(Elb)Eb
jE

a
i Ekd,
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e utilizando a relação (D.4) duas vezes em seguida, podemos reescrever
δG[E]
δEld

= εljkEb
k (∂bEjd − ∂dEjb) + εilk∂a(Ea

i )Ekd − εijkEb
jE

a
i E

d′
k ∂a(Elb)E−1ĝdd′

= εljkEb
k (∂bEjd − ∂dEjb) + εilk∂a(Ea

i )Ekd − Eεabd′ ĝdd′∂a(Elb)E−1

= εljkEb
k (∂bEjd − ∂dEjb) + εilk∂a(Ea

i )Ekd − ĝdd′∂a(εabd′Elb)

= εljkEb
k (∂bEjd − ∂dEjb) + εilk∂a(Ea

i )Ekd + ĝdd′∂a(E−1εijlEa
i E

d′
j )

= εljkEb
k (∂bEjd − ∂dEjb) + εilk∂a(Ea

i )Ekd − E−1ĝdd′E
m
u ∂a(Eu

m)εijlEa
i E

d′
j

+ εijlEa
i E

−1ĝdd′∂a(Ed′
j ) + εijlE−1Ed′

j ĝdd′∂a(Ea
i )

= εljkEb
k (∂bEjd − ∂dEjb) + εilk∂a(Ea

i )Ekd − εljiEu
m∂a(Em

u )Ea
i Ejd

+ εijlEa
i E

−1ĝdd′∂a(Ed′
j )− εilkEjd∂a(Ea

i )

= εljkEb
k (∂bEjd − ∂dEjb)− εljiEu

m∂a(Em
u )Ea

i Ejd + εijlEa
i E

k
dE

k
d′∂a(Ed′

j )

= εljkEb
k (∂bEjd − ∂dEjb) + εljkEa

kE
k′
d E

d′
j ∂a(Ek′

d′ )− εljkEu
m∂a(Em

u )Ea
kEjd

= 2Ωl
d
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Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
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