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Resumo

No presente trabalho, faremos um estudo de algumas propriedades da versao teleparalela
da relatividade geral. No primeiro capitulo, estudaremos diferentes maneiras de obter sua La-
grangiana. No segundo, faremos uma introdugao & dinamica de sistemas vinculados, e no terceiro
estudaremos a formulagao ADM do teleparalelismo, obtendo a algebra dos vinculos. Por fim,
estudaremos o equivalente as variaveis de Ashtekar teleparalelas.

Palavras Chaves: teleparalelismo, gravitagdo, Hamiltoniana, Ashtekar, vinculos

Areas do conhecimento: Gravitacao
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Abstract

In the present work we study some properties of the teleparallel equivalent of general relativity.
In the first chapter, we analyse different ways to obtain the teleparallel Lagrangian. In the second,
we make an introduction to the dynamics of constrained systems, and in the third we study the
ADM formulation of teleparallel gravity, obtaining its constraint algebra. Finally, we make an
analysis of the teleparallel equivalent to the Ashtekar variables.
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Capitulo 1

O Equivalente Teleparalelo da
Relatividade Geral

1.1 Introducao

Um dos mais importantes problemas da fisica moderna é encontrar uma formulacao quéntica da
gravidade junto com as outras interacoes da natureza. A formulacao Hamiltoniana com vinculos
da Relatividade Geral (RG) pode ser um ponto de partida interessante, pois ela nos revela o
verdadeiro espago de fase da teoria (classica), e nos da explicitamente os geradores das simetrias
envolvidas através dos vinculos, como mostrado nos trabalhos pioneiros de Dirac [1|. Inspirado
no formalismo Hamiltoniano canonico, hd um expressivo paradigma para se tentar quantizar a
gravidade, chamado “Loop Quantum Gravity” (LQG), cujo ponto de partida é encontrar um
espaco de Hilbert que resolva a versao quantizada dos vinculos da RG, representando os campos
de gauge e matéria por funcionais de objetos estendidos, as redes de spin. Um dos resultados mais
impressionantes de LQG é que, como conseqiiéncia deste paradigma, os objetos que representam
as solucoes quanticas para os vinculos da RG correspondem a espaco-tempos discretizados na
escala de Planck (o comprimento de Planck ¢ Ip = \/hG/c3 ~ 1.62 x 107%m, e o tempo de
Planck é tp = lp/c = 5.39 x 10~ #5).

Por outro lado, existem outros paradigmas para se quantizar a gravidade, que modificam
completamente o ponto de vista do problema, entre eles, os mais expressivos sao a teoria de
cordas e supergravidade. O primeiro assume que as particulas elementares sdo diferentes estados
quanticos de cordas vibrantes na escala de Planck (Ip) que vivem num dado espago-tempo, e
as interacoes entre as particulas sao expressas pelas diferentes maneiras pelas quais estas cordas
podem se concatenar umas nas outras. Ja na supergravidade, assume-se a existéncia de um
parceiro superssimétrico para o graviton, uma particula de spin % chamada gravitino, que com
0 acoplamento apropriado na Lagrangiana, tenta produzir uma versao mais consistente da RG.

Um ponto fundamental em qualquer tentativa de quantizar a gravidade a partir do formal-
ismo canonico da RG é a escolha de varidveis canonicas e da representagdao dos vinculos que
simplifiquem e viabilizem o processo de quantizagao, pois como veremos nos proximos capitulos,
os vinculos da RG (associados a simetria por transformagoes de coordenada e invariancia local
de Lorentz) expressos em termos das varidveis canonicas usuais (a cotetrada e seu momento
conjugado) sdo nao polinomiais, o que torna quase impraticavel qualquer tentativa de prosseguir
com a quantizacao candnica. No capitulo 2, veremos que, entre outros problemas, quantizar
implica em encontrar um espago de Hilbert que resolve os vinculos da teoria, e este problema
por si 86 ja é complexo, mesmo para casos onde a algebra dos vinculos é simples. A simpli-
cidade dos vinculos nao é o tnico ponto a ser considerado na escolha das varidveis canoénicas:
¢é preciso assegurar também que a evolugao temporal das solucoes seja bem comportada, i.e.,
que a solucao das equacoes de movimento e dos vinculos sejam funcionais continuos da condi¢ao
inicial. Esta propriedade é chamada hiperbolicidade simétrica (veja [2]), a qual garante que se
uma singularidade aparece na solugao das equagdes de movimento, esta serd uma singularidade
real, e nao apenas do sistema de coordenadas. Esta propriedade é de especial importancia para
se fazer cédlculos numéricos na RG, ja que uma simulacao numeérica nao pode lidar com uma
singularidade, independente de ser uma singularidade aparente ou nao.

H& uma bela proposta para resolver ambos problemas no contexto onde a RG é descrita como



um caso particular de uma teoria de gauge para o grupo SU(2), e onde as varidveis candnicas,
chamadas de variaveis de Ashtekar * (|3], [4] e [5]), sdo tais que os vinculos associados & simetria
de difeomorfismos se tornam polindémios de grau 2, e o vinculo SO(3) (que é deformado para
SU(2)) se torna uma lei de Gauss nao abeliana. O preco a pagar por estas simplificagdes dos
vinculos é o uso de varidveis canonicas complexas, sendo necessaria a imposicao de condicoes
de realidade nao triviais, como veremos no final do capitulo 3. A descoberta destas variaveis
foi um dos passos cruciais no desenvolvimento da LQG, tornando possivel a descoberta de uma
familia infinita de solug¢oes dos vinculos (na verdade, ainda ha muitas questoes nao resolvidas
relacionadas a estas solugoes).

Quantizar a gravidade nao significa necessariamente quantizar a RG como ela € atualmente
aceita, na formulacao de Einstein-Hilbert. Ha outras formulagoes equivalentes em nivel classico
(sob hipoteses apropriadas) que poderiam ser usadas como ponto de partida para um programa
de quantizagao, como a teoria de gauge para o grupo de Poincaré (veja [6] e [7]), a teoria de gauge
para o grupo Afim (veja [8]), a teoria de Einstein-Cartan (veja [7]) e a teoria Teleparalela (veja
[9], [10], [11] e [12]). Algumas dessas formulagGes serdo brevemente estudadas neste trabalho,
com excecao da formulacao teleparalela, que serd tratada em detalhes. Apresentamos alguns dos
diferentes modelos alternativos estudados para a RG classica na tabela abaixo:

(={M,eT"MeMy/ge T MxT*M}
Modelo Grupo Variaveis/geradores
Gauge Poincaré SO(3,1) x Ty {6, wij}/{ P, MY}
Gauge Afim GL(4,R) x Ty {8, wij}/{P;, G}
Gauge Translacoes T {8} /{P;}
Gauge E.C. SO(3,1) {4, T4} J{ M7}
“Geométrico” SO(3,1) {B%,dB} /{ M}
Ashtekar SU(2) x Diff {E', As7}/{T}

Tabela 1.1: Diferentes caminhos para a gravidade

Nestes modelos, a dupla ( = {M, g}, uma variedade Lorentziana (ou pseudo-Riemaniana),
onde g é a métrica (uma secio global de T*M ® T* M), é o que chamamos de espaco-tempo,
T*M ¢é o fibrado cotangente de M.

No presente trabalho, nos dedicaremos ao estudo da versao teleparalela da RG. Em particular,
estudaremos sua formulacao de Arnowitt-Deser-Misner (ADM) [13, 14], obteremos seus vinculos,
sua respectiva algebra, e iniciaremos um estudo das varidveis de Ashtekar. A construgdo da
Lagrangiana teleparalela depende basicamente de dois ingredientes: o frame nao-holonémico e
a invariancia local de Lorentz, que assegura que a Lagrangiana teleparalela, a menos de uma
4-forma exata, é equivalente a de Einstein-Hilbert. Este formalismo tem como propriedade, [14]
o fato que, ao menos na teoria livre, ele ndo necessita da conexao de spin (que é a conexao
Levi-Civita no frame ortonormal) para implementar a invariancia local de Lorentz (como na
teoria de Einstein-Cartan, por exemplo). Além disso, com as hipoteses apropriadas, o tensor
de torsao da conexao de Weitzenbdck aparece como o objeto que carrega a informacao sobre o
campo gravitacional no lugar da curvatura. O teleparalelismo pode também ser entendido, num
sentido que serd explicitado no final deste capitulo, como uma teoria de gauge para o grupo das
translagoes Ty, como mostrado em [9] e [12]. Uma vez construida a Lagrangiana teleparalela
e provada sua equivaléncia com a de Einstein-Hilbert, iniciaremos a parte mais complexa e
ambiciosa deste trabalho, na qual faremos um estudo detalhado de sistemas dindmicos vinculados,
com a finalidade de aplicd-lo ao teleparalelismo, obtendo sua algebra de vinculos. Em seguida,
passaremos a um estudo preliminar das variaveis de Ashtekar neste contexto.

Nas segoes seguintes, faremos uma breve introducao aos diferentes modelos da tabela (1.1),
partindo em seguida para o estudo detalhado do teleparalelismo. Com a finalidade de desenvolver
uma boa base teérica sobre sistemas dinamicos vinculados, dedicamos um capitulo inteiro a esta
questao, o cap.2, onde fazemos um estudo detalhado do método de Dirac, aplicando os resultados

*Na verdade, um nome mais apropriado por razoes historicas seria Sen-Ashtekar-Immirzi-Barbero.
tPara ser mais preciso, o que é chamado de espago-tempo é a classe de equivaléncia de diadas {M, g} definida
pelo grupo de isometrias, i.e., pelos difeomorfismos 6 : M — M tais que 6.g = g.



as teorias de Maxwell e de Yang-Mills, antes de aplica-los ao teleparalelismo, no cap. 3. Neste
iltimo, além de aplicar a teoria de vinculos ao teleparalelismo, analisaremos sua algebra e as
correspondentes variaveis de Ashtekar, verificando as consequéncias desta escolha de variaveis
canonicas.

1.2 Teoria de gauge para o grupo de Poincaré
Este modelo é baseado no fibrado de Poincaré,
(PM, 11, M,SO(3,1)),

onde PM ¢ a extensdo afim? do fibrado de Lorentz, LM, que é a variadade dos frames lineares
conexos por transformacdes de Lorentz ortécronas, e II é a projecdo de PM em M. Neste
contexto, podemos deduzir a derivada covariante (para detalhes, veja [6]):

. .1 o
DxV, = 8X+(91<X)Pi+§wij(X)M” U,

onde 6 e w;j sao respectivamente a 1-forma de soldagem e a 1-forma de spin (conexao de spin),

P; e MY sao respectivamente os geradores de translagoes e de transformagoes de Lorentz proprias
ortécronas, satisfazendo a algebra de Poicaré

[Mij’ Mkl] — nleik _ 77jk]\Z’il 4 niijl _ nilek7

[f:’i, Mjk] = 0By — i P, (1.1)
[Pivpj] =0.

O campo ¥, pode ser qualquer campo tensorial ou espinorial. A conexao de Poincaré pode ser
escrita como um tunico objeto, lembrando que

I'=60(X)®Ids +1dr, @w(X) = (0(X) =6"(X)P,w(X) = %wij(X)M”.
Ums das propriedades mais interessantes desta conexdo é que ela apresenta tanto curvatura
quanto torc¢ao, e as equacoes de movimento acoplam a corrente de spin da matéria com a torgao.
Com a conex@o de Poincaré em maos, hd muitas Lagrangianas possiveis que podem ser
construidas, ao menos do ponto de vista classico da covariancia. Entre as possibilidades mais
simples, temos por exemplo,

['PG X alR + O£2R2 + a3T2 + )\,

onde R é a curvatura escalar de I', R? e T? representam respectivamente todos os termos pos-
siveis quadraticos na curvatura e na tor¢ao, e A é uma constante cosmolédgica. A partir desta
Lagrangiana, é possivel reproduzir, como casos particulares, as teorias de Einstein-Cartan (im-
pondo as = ag = 0), a teoria teleparalela (impondo ay = ag =0 e R = 0) e a formulagdo usual
da RG (impondo T'= 0, as = a3 = 0) (para mais detalhes, veja [6]).

E interessante notar que na teoria de gauge para o grupo de Poincaré, a escolha de acoplamen-
tos minimais nao é necessariamente a escolha correta. Por exemplo, se fizermos a substituicao
minimal 0, — D, na Lagrangiana de Maxwell £ = —%FWFW, ela perderd sua simetria U(1),
sendo necessaria a escolha do acoplamento apenas com a conexao de spin que estd contida na
conexao I', veja [16].

fChamamos de frame afim a diada (a,ei), onde a € TyM e e; € LM. Se indentificarmos (0,¢;) com e;,
podemos entender o conjunto de todos os frames afins (a, e;) como translagées de e; a partir do ponto de contato
com M. E simples mostrar que este conjunto é uma variedade, e consequentemente um fibrado. Para mais
detalhes, veja [15].



1.3 Teoria de gauge para o grupo afim

Este modelo é baseado no fibrado Afim GAM, que é uma generalizagdo de PM,
(GAM, II, M, GL(4,R)),

send GAM a extensdo afim do fibrado dos frames lineares, e GL o fibrado dos frames lineares
conexos por transformacoes lineares inversiveis. Deste modo, como no caso da teoria de gauge
para o grupo de Poincaré, o transporte paralelo de um frame afim (a,e;) é dado pela conexao

B T 1GA

L= ("1,
onde I'T" & a 1-forma conexao das translacdes, e TG4 ¢ a 1-forma conexdo associada as transfor-
magoes lineares. Neste caso, a derivada covariante se torna (veja [8]):

DV = e,dV + (TP, + TSAGY) D,
lembrando que a agao da conexdo de GAM sobre um frame (a,¢;) é dada por
(TT 194 (a,¢;) = (T%a + TT, TCGA¢)).

Em ambas teorias de gauge (para os grupos afim e de Poincaré), é necessario a escolha de uma
origem para cada fibra (esta escolha é chamada soldagem), i.e., é necessario identificar um ponto
II-!(z) com cada ponto z da variedade base, pois as extensdes afins dos grupos lineares precisam
ser localmente isomorfas a variedade base M, caso contrario nao haveria sentido em introduzir
campos de matéria como secoes globais de fibrados associados & PM ou GAM. A probleméatical
associada a esta escolha é que ela quebra a simetria translacional da teoria. Uma maneira de
verificar isto é lembrar que a escolha de uma origem para a extensao afim do fibrado linear nada
mais do que a escolha de uma secdo global. No caso de GAM, o : M — GAM, e esta se¢io
pode ser escolhida arbitrariamente. Portanto, dada uma curva v(7) : [0,1] — M em M e seu
“horizontal lift” Y 7(7), mesmo que o(y(0)) = 7(0), ndo ha razdo para que o(y(t > 0)) = F(t > 0)
continue sendo verdadeiro.

Na realidade, este quadro é muito mais geral do que parece e é uma conseqiiéncia imediata
de um teorema de Cartan esbocado abaixo:

Teorema 1 Seja (E,m, M, F, p(G)) um fibrado associado ao fibrado principal (P11, M, G), para
o qual a dlgebra de Lie do grupo G pode ser decomposta como a soma direta:

g=tag,
onde t ~ R™. Entao, o fibrado (E, 7w, M, F, p(G)) admite uma se¢io global isomorfa 4 M.

1.4 Teoria de gauge para o grupo das translagoes

Nesta secao estudaremos a teoria teleparalela sob o ponto de vista de uma teoria de gauge para
as translagoes. Seguindo o tratamento dado em [9] e [12], comegamos com um espago plano,
para o qual o frame {e,} e o co-frame {(3%} sdo triviais, e representando os geradores de T por
{T,}, a élgebra que eles produzem é trivial:

[Tn,T5) =0, Va,3=0...3.
Introduzindo entao uma 1-forma conexao,

A= AT, da”,

$Isto pode ser um problema se quisermos interpretar a teoria teleparalela como uma teoria de gauge para o
grupo das translagoes.

Y0 “horizontal lift” é definido como a curva integral do transporte paralelo de um elemento de um fibrado
principal. Esta curva é localmente unica, dada uma condigao inicial.



podemos facilmente escrever sua transformagao de gauge. Para uma transformacao infinitesimal
v =1+ 6%=x)T,, temos:
A = FAyT 40yt
= A+ (1+0%)T)0,(1 — 0°(x)Tp)
= A-T,0,0%<z) =
SA, = —0,0%%). (1.2)

A curvatura (ou o field strenght) desta conexao é dada pela equacao de estrutura de Cartan [17]:

F = dA+[A A]

(67 1 (7 14
Fe = 58[#Ay]dx“ A dx
Fa’u,y = 6[“ S],

Se escrevermos a curvatura em um frame ortonormal arbitrario como funcao das componentes
da conexa@o neste mesmo frame, obtemos

Faw,egez = eerG[MAZO,‘]
epeq (0 A7 — 0, A7)
erOp Ay — €, 0. A,
= OpAY — 0 Ay + AjOcey — AjOvey,
F% = OpAY— AGCY,,

onde introduzimos os coeficientes de nao holonomia, Cdc, definidos por
1, 0] = O = (Decl — k) 5
€h; €c| = bc€d = \0c€y bCe )PpCd-

E simples de verificar que a curvatura Fy¥ ¢ um invariante de gauge, como esperado para uma
teoria de gauge Abeliana. Note que esta construgao poderia ter sido feita para qualquer teoria de
gauge, e até o momento nao tem relacao direta com a gravidade. As diferencas entre uma teoria
de gauge usual e o teleparalelismo comecam a ficar claras a partir deste ponto. Se interpretarmos
o campo de gauge A como a parte nao trivial do co-frame, criando com esta identificacio um
espago-tempo curvo para o qual,

el = ok 4 Ah,

entao a curvatura se torna
d
Fe = OpAg — AGC%:
= Oped — €GC%e + 530
= €S0 — 0%, + 55C%,
= égcdbca

ou seja, ela é uma combinacao dos coeficientes de nao holonomia. Note que esta decomposicao
do co-frame ¢ ambigua, e, = (partetrivial) + A% depende da base escolhida para TM, uma vez
que 84 nao é covariante por uma troca de base, mas esta ambiguidade pode ser absorvida por
transformacoes de gauge e portanto nao é problematica.

Para obter a Lagrangiana invariante sob transformagées locais de Lorentz é preciso considerar
uma combinacio nao naturall de termos quadréticos na curvatura:

L = /=g(a1Fpe F™ 4 agFope F** + a3 F " F."), (1.3)

onde consideramos G = ¢ = 1. Antes de impor a invariancia local de Lorentz a esta Lagrangiana,

IN3o natural para uma teoria de gauge usual, onde a Lagrangiana é dada por £ = \/—g Tr(F,, F*”) e nao ha
mistura de indices de grupo e tensoriais.



i.e., invariancia sob ef () — €4 (x) + walel (), com wep = —wpe, vamos escrever a lei de trans-
formacao da curvatura e enunciar um pequeno lema:

SF%: = Opbed + (60p)es
= eg (x)a[bwc}a + w[caab] 63 ($) + wfbﬁae%.
Conseqilientemente:
6Fabc = (6ﬁz)Fubc + /Bz(sFubc
= —ngdbc + (9[1,&)0}“ + ngadc + ngabd.
Lema 1 .
_\/jg <2Fabcaawbc + Fchacw2> = aﬂ [eg\/ —gadwdb]. (14)

Voltando & Lagrangiana, sua variacao sob uma transformacao local de Lorentz é,
0L = 2v/—=g(01 Fuped F + g Fp 0 FP + a3 FO 0 0 F.5)
= 2[(20 — az)vV—gF, " 0wt — ao/—gF ™ 0qwie — az/—gF,0qwp.
Utilizando o lema 1.4, obtemos:
SL = 2[(201 — ag)y/—gF 0w’
+ 2042\/—gFfb80w2 + 2020, [eé‘\/—g@dwdb] + agx/—gFCCbaawf}]
= 2/—9g[(201 — a2)F," 0w + (200 + ozg)Fchﬁawg] + 4az0, [efj«—g@dwdb],

onde podemos ver claramente que a tnica maneira de garantir a invaridncia local de Lorentz é
impor as seguintes relacoes entre os coeficientes:

2000 —ag =0,
2ci9 + a3 = 0.
Definindo ag = —1, obtemos univocamente oy = % e = %. Nas proximas secoes mostraremos

que a Lagrangiana (1.3), com os coeficientes, acima é equivalente a de Einstein-Hilbert.

Neste ponto é conveniente notar que a Lagrangiana (1.5) precisa ter termos nao usuais para
uma teoria de gauge pela mesma razao que é preciso quebrar a simetria translacional nas “teorias
de gauge” para os grupos Afim e de Poincaré, i.e., ndo hd maneira de implementar a invariancia
translacional sem misturar indices de grupo e de espago-tempo, esta é a razao pela qual estas
teorias nao sdo teorias de gauge stricto sensu.

1.5 Teleparalelismo: um outro ponto de vista

Esta outra maneira de introduzir o teleparalelismo é tratada em [10], [11] e [12|. Considere
uma variedade M equipada com uma se¢do global de T*M, {B'}. A diada ( = (M,3) &
chamada variedade teleparalela. Baseando-nos nesta estrutura, para usar as segoes globais {3’}
para descrever o campo gravitacional, escolheremos uma Lagrangiana que reproduz a mesma
dindmica da RG usual. O ponto interessante do procedimento que mostraremos a seguir é que a
Unica simetria imposta na Lagrangiana é a invariancia local de Lorentz, e para asseguri-la nao
serd necessario introduzir uma conexao de Lorentz nem falar em simetria de gauge translacional,
embora do ponto de vista matematico este processo seja completamente equivalente ao da segao
anterior.

A Lagrangiana quadrética em (3 e df mais geral possivel que pode produzir dindmica é a
seguinte:

Lop = ardB A*dS + az(B A dB) A*(BAdB) + as(B A dB) Ax(B A dpB). (1.5)

Note que d nao é um vetor de Lorentz, e portanto nenhum dos termos da Lagrangiana acima
é invariante por transformacoes locais de Lorentz (embora o sejam por transformacoes globais).



Portanto, a inica maneira de assegurar tal invaridncia é encontrar os coeficientes de modo que
a Lagrangiana como um todo seja localmente invariante. O resultado é o mesmo do encontrado
na secao anterior.

E com a combinacdo linear invariante por transformacoes locais que iremos trabalhar daqui
em diante, pois apenas esta combinacdo tem como limite de campo fraco o potencial Newtoni-
ano, e ¢ equivalente a de Einstein-Hilbert (para mais detalhes, veja [11]). Agora, definamos os
coeficientes de nao holonomia:

dpl = %Cjkﬁj A Bk, (1.6)

Utilizando esta defini¢ao na Lagrangiana (1.5), obtemos:
1 . 1 . 1
Lt = —552 A (icljkﬁl A BFY A x (ﬁj A §Cilkﬁl A ﬂk>

1.1 1
+ A §C¢Zkﬁl A BY A% <ﬁ] A §lek:5l A ﬁk) >
1 : :
Lot = = CinCimn A B AG* Ak (8 A 5™ A B7)

1 . )
+ 15 CutkCjmn 8" A BEABE A (BT AB™ A B

Relembrando a ac¢do do operador * sobre uma base ortonormal [17], temos que

. 1 .
GJmnkﬁk — *Ejmnkﬂk-

IS = ;

Aplicando esta expressao a (1.5), obtemos:

1 . . 1 . .
£TT = _Efjmnucjlkcimnﬁz A ﬁl A ﬁk A ﬁu + ﬁfjmnucilkcjmnﬁl A ﬁl A ﬂk A /Bu
1 : 1 . .
= — 16" CitsCimnB' N BN B N Bu+ 55 €™ CatnCmn B A BN B N B
1 . 1 . ,
= E (_ejmnucjlkcimn + 2€Jmnucilkcjmn> ﬁz A ﬂl A ﬁk A By
1 1 : .
= 16 <_lekcimn + QCilijmn> emnugi A gl gE A B
Antes de partir para a demonstracao de que esta Lagrangiana é igual, a menos de uma 4-forma
exata, a de Einstein-Hilbert, mostraremos como ela pode ser escrita em termos da torcao de uma
conexao especifica.
Toda 1-forma conexao I' sobre uma variedade base M a valores na algebra de Lie (G) de um

grupo de Lie G é caracterizada pelas equagoes de estrutura de Cartan [17],

R(I) = dF—i—%[F,F] =dl'+T' AT, (1.7)
T(B,T) = d8+T AB, (1.8)
onde R e T sao respectivamente a 2-forma curvatura e a 2-forma torcao. Nestas expressoes,
[A, Bl = [A,, B)|dz" A dx”,
e g € uma secdo global de T*"M ® T* M. Podemos considerar também outra propriedade, o

tensor de nao metricidade:
Q(B,T) = D'g=dg—T'g —gT. (1.9)
No nosso caso,Q(3,T') = 0, o que implica em G = SO(3,1). Utilizando a lei de transformagao



de B e I pela acao de v € G,

B = 48, (1.10)

I' = ATy +rd(v), (1.11)

junto com as equagoes de estrutura de Cartan, derivamos as leis de transformagao de R(I") e
T(B,I):

R(I") = 4RI}y, (1.12)

(8. 1) = AT(B,T). (1.13)

Como esperado, R e T sao tensores de Lorentz e vivem, respectivamente, nas representagoes

adjunta e fundamental. Neste contexto, listamos as Lagrangianas mais simples invariantes por
transformacoes locais de Lorentz que podem ser usadas para a construcao de uma dindmica:

Lyy = Tr {R/\*R} (1.14)
Lgg = Tr {R/\*(ﬂ/\,@)} (1.15)
Ly = Tr{(BAxG} (1.16)

Lrr = aaTr{T A+T}+asTe{(BAT)ANX(BAT)}
+ asT{(BAT)} AxT{(BAT)} (1.17)

Nesta lista podemos reconhecer imediatamente algumas Lagrangianas importantes, como Ly
que é a Lagrangiana tipo Yang-Mills, Lry é a Lagrangiana de Einstein-Hilbert, e £, é apenas
uma constante cosmolédgica. Suponha agora que I' satisfaca **

R(I') = 0, (1.18)
T(B,1) # O, (1.19)

e utilizando a propriedade geral das conexdes,
r=r+KkK, (1.20)

onde K é chamado tensor de contor¢io, e onde I' (a conexdo de Levi-Civita) satisfaz

R(I) # 0, (1.21)
T(3,T) = 0, (1.22)
Q(B,T) = o. (1.23)

Neste caso, obtemos imediatamente das equacoes de estrutura de Cartan, duas relacoes que serao
utilizadas mais a frente:

T(B,T) = d3+IAB+KAB=KAPB, (1.24)
R(N) = RO)+dk + L (10 K]+ [K.1] + [K,K]) = 0. (1.25)

Suponhamos que exista um co-frame {B} no qual I' = 0 (ou seja, I' ¢ uma conexao de vicuo), o
que é consistente com as equagoes. (1.18, 1.19, 1.20). Portanto, a tor¢ao se torna:

_ _ _ 1 .
TGT=0=di = TR =0 = Cid n 6"
Combinando este resultado com a eq. (1.24) obtemos,

1 . =i = T T i i
icjkﬂj/\ﬂk:[K/\ﬂ] zinkﬂj/\ﬂk = ik = Clks

**Como a conexao de Weitzenbdck



e a Lagrangiana (1.5) pode ser escrita como:

1. B - _ 1 -~. - ~. ~
Lrr = —iﬂlA]}-A*(ﬁj/\Ti)+1,61/\Ti/\*<ﬁ]/\Tj>v

=~ THBAT) AxFAT + ; T{(BAT) A*TH(BAT)).

Utilizando a invariancia de Lt por transformagoes locais de Lorentz, podemos reescreveé-la em
qualquer framediferente de 5 (8 = v0):

Lrr =~y THBAT) AX(BAT)} +  THB AT} A*TH(BAT)),

o que mostra que a Lagrangiana (1.5), com os coeficientes oy = 0, g = —%, Qg = i, é equivalente
a (1.17).

Neste ponto é importante diferenciar os papéis das conexdes utilizadas neste capitulo, em
particular das conexoes de Poincaré, teleparalela e da conexao I' desta secao. Primeiramente,
note que a introdugdo da conexdao I' (chamada conexdo de Weitzenbock) nesta se¢do nao é
absolutamente necessarial® pois a Lagrangiana (1.5) ja é invariante por transformacoes locais de
Lorentz por si propria (mesmo que cada um de seus termos nao o seja individualmente) e tudo
o que I faz é projetar cada um dos termos de (1.5) numa forma invariante de Lorentz. Neste
sentido, podemos dizer que a Lagrangiana (1.17) é duplamente invariante sob transformagoes
locais de Lorentz. Partindo da Lagrangiana (1.17), que ja é invariante por transformagoes locais
de Lorentz para quaisquer coeficientes, poderiamos pensar em principio que a teoria teleparalela
¢é consistente para quaisquer coeficientes. No entanto, isto ndo é verdade pois ainda é necessario
uma combinacao linear especifica para que a Lagrangiana teleparalela seja equivalente & de
Einstein-Hilbert (isso, é claro, se almejarmos a consisténcia com a relatividade geral padrao).

Freqiientemente na literatura, quando se refere ao tensor de torgao, esté se referindo & possi-
bilidade de considerar uma variagao da conexao de Levi-Civita com tor¢ao nao nula, introduzindo
novos graus de liberdade e modificando a fisica por tréds da dindmica da geometria. Isto ndao é o
que fazemos neste capitulo: como uma conseqiiéncia da passagem (1.20), é sempre possivel de-
compor uma conexao sem curvatura e com tor¢ao em uma conexao com curvatura e sem torgao
mais um tensor. Portanto, é sempre possivel intercambiar os papéis da curvatura e da torgao
neste sentido. Mas é preciso ter em mente que, nesta troca, nos referimos a curvatura e a torgao
de conexoes diferentes.

1.6 Equivaléncia entre o teleparalelismo e a relatividade geral

E possivel fazer esta demonstracio sem referéncia explicita a nenhum frame. No entanto, para
simplificar os célculos, faremos a demonstracao no frame onde 7'(3,I') = df. Deste modo,
escrevendo a equagao (1.5) no frame das coordenadas, expandindo as componentes de df em
termos do tensor de contor¢ao, obtemos:

Ly = %det(ﬁ) (KMPKpy — KJVKY,) . (1.26)
Utilizando a defini¢ao de curvatura para I', dada por (1.20), podemos escrever:
R(T) = R(I) + O(K,T) =0,
onde

L 5
59 A(aug)\y + 81/9)\# - a)\gw/) (127)

¢ a conexao de Levi-Civitta, e portanto, R(f‘) ¢ 0 mesmo tensor de Riemann utilizado na formu-
lacao de Einstein-Hilbert da RG.

—_—
I, =

tNa verdade, o fato de existir um frame no qual T’ é zero implica que I' ndo introduz nenhum grau de liberdade
adicional a teoria, e portanto nao afeta sua dinamica.



O lema fundamental para a prova de que a Lagrangiana teleparalela é igual & de Einstein-
Hilbert sera agora enunciado:

Lema 2
det(3) O(K,T) = det(B) (K"K, — KSVKE,) + 9,(2det(8)T").

Com este lema, podemos escrever (lembrando que R(I') + O(K,T) = 0):

£TT = _Vgigéﬁgpr(f)ﬁ)\p + aa (V _ng,LLLp) = ‘CEH + 8‘7 (V _gT[tLp) ’

o que implica na equivaléncia almejada entre as Lagrangianas, a menos de uma divergéncia.

Uma notacao mais comumente encontrada na literatura sobre teleparalelismo corresponde a
escrever L em termos da torcdo de I' no frame das coordenadas. Deste modo, utilizando a
equacao (1.24) obtemos a seguinte rela¢do entre a torgao e a contorgao:

A A
Tp = —2K[, ),
que pode ser invertida, resultando em:
1
KMI/)\ = —5 (le)\ — T)\;w + TV)\M) . (1.28)

Substituindo (1.28) em (1.26) obtemos:

—g 1 v 1
Lo = 0 (ST T 4 ST T~ T, T ),

que ¢é exatamente a Lagrangiana utilizadas nos trabalhos [9] e [14], por exemplo.
Quanto as equagoes de movimento, partimos das equagoes de Euler-Lagrange,

OL(6,09) _ ) OL(6,09)
96°(z) " 00 (w)

onde ¢® representa a colecao de campos dindmicos presentes em L. Para a teoria teleparalela,
em principio, as variaveis dinamicas (no cap. 3 verificaremos quais sao as verdadeiras variaveis
dinamicas) sdo, {fjdz"}, e as equacdes de Euler-Lagrange se tornam:

8£TT (ﬁ7 dﬂ) a‘CTT (/87 d/B)
B (x) 9B (x)

No apéndice B ha uma deducdo da equagdo de movimento em termos da tor¢ao (B.6):

:07

-0, =0.

det(B)SE" Ty, + eb Lot — 0, (det(3)SEP) = 0,

a

onde
S = (KLY — gXT5° + g3, (1.29)
Note que, em termos de (1.29), a Lagrangiana teleparalela fica
det
Lrt = 64(@ SP T -

Para estudar a teoria teleparalela do ponto de vista Hamiltoniano, é preciso aplicar uma
transformacao de Legendre na Lagrangiana acima. No entanto, como veremos nos préximos
capitulos, este procedimento nao é trivial devido & nao linearidades das equacoes e & presenca
de vinculos. No proéximo capitulo mostraremos que a existéncia de vinculos estd intimamente
relacionada & existéncia de varidveis nao dindmicas na teoria ou, equivalentemente, & existéncia
de simetrias internas na Lagrangiana. Mais precisamente, mostraremos que os geradores das
simetrias internas sdo combinacoes lineares dos vinculos de primeira classe. Deste modo, mesmo
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antes de fazer os calculos, podemos predizer quantos vinculos esperamos encontrar no formalismo
canoénico. Por construgdo, a Lagrangiana LT é invariante sob transformacoes locais de Lorentz
(6 geradores por ponto do espago-tempo) e translacoes locais, i.e., difeomorfismos infinitesimais (4
geradores por ponto do espago-tempo), dando um total de 10 geradores, e portanto 10 vinculos.
Entretanto, devido & razoes que serdo explicadas no capitulo 3, haverd uma fixacdo de gauge
eliminando os boosts de Lorentz, restando apenas 7 vinculos. Outro resultado interessante,
que é conseqiiéncia imediata do capitulo 2, é que a simetria por difeomorfismos infinitesimais
implica que a Hamiltoniana candnica da RG é nula, restando apenas a Hamiltoniana total, que
¢ uma combinagao linear dos vinculos, mostrando que a dindmica da relatividade geral esta nos
vinculos.
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Capitulo 2

Dinamica Hamiltoniana com Vinculos

2.1 Introducao

Este capitulo é inteiramente dedicado a dindmica de sistemas vinculados, introduzindo o método
de Dirac para a construc¢ao da Hamiltoniana e obtencao das equacoes de movimento. Veremos
como este método fornece o verdadeiro espaco de fases da teoria, e a correspondéncia entre os
vinculos de primeira classe e os geradores das simetrias da Lagrangiana. Em seguida, aplicaremos
este programa as teorias de Maxwell e Yang-Mills, ndo apenas como um exercicio, mas para que
estes calculos nos déem idéias sobre o que poderemos esperar no caso gravitacional. A aplicagao
destes resultados ao teleparalelismo serd feita no capitulo 3, onde estudaremos sua algebra de
vinculos.

2.2 Da Lagrangiana & Hamiltoniana

Suponhamos dispor de uma teoria descrita pela Lagrangiana L£(q(7), (7)), onde ¢ representa a
colecao de coordenadas candnicas ¢; para¢=1...N, e para a qual a acao é dada por:

to

I= [ L(g(1),4(r))dr. (2.1)

t1
Definindo o momento canonico associado a ¢(7) por p(q, §) = g—g, as equagoes de Euler-Lagrange
se escrevem: or  d

Pi

— - —=0. 2.2

8(]1' dr ( )
Agora, se fizermos a ingénua transformada de Legendre

onde H. é chamado Hamiltoniana candnica, podemos verificar facilmente que H. nao depende
explicitamente de ¢:

oL oL oL
0H. = pdg + ¢op — —06q — —0q = ¢op — —dq. 2.4
pdg + ¢op 900~ g 04 =10 — 504 (2.4)

Definamos o paréntese de Poisson por

Definicao 1

{AvB}P = Z

i

%33 B 0B 0A
0q; Op;  0q; Op;

Tendo, portanto, {pi,¢/}p = ~6/, ¢ = {¢', H.}, = %= e i = {p;, Ho} p = — 2, podemos

descrever a evolucao temporal de qualquer quantidade g dependente de ¢, p e 7 simplesmente
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por
dg. 0dq.  Og 9y
.:7.+7-+7: ’H +7 2.5
2T 9" T or {9, He}p+ 5~ (2.5)
Note porém que este desenvolvimento, baseado na Hamiltoniana, nao é nada mais que uma
transformacao de coordenadas, (q,q) — (¢, p), e se a matriz Hessiana for singular, i.e., se

0L
det <aqiaqj> =0, (2.6)

nao sera possivel inverter, nem localmente, esta transformacao para escrever as velocidades
candnicas em termos dos momentos. Em outras palavras, ndo havera solucao tnica para ¢ =
4(q,p). Isto é um coroléario imediato do teorema* enunciado abaixo:

Teorema 2 Seja uma fun¢io f de um aberto n-dimensional D em um espago vetorial V,, com
derivadas parciais continuas. Se, para q € D, [det J¢](q) # 0, onde J¢ é o Jacobiano de f. Entdo
existe um 6 > 0 tal que a restrigao de f a D' = {£|||€ — q|| < 0} é uma bijecao.

Portanto, isto constitui uma limitagao da transformada de Legendre ingénua e, considerando que
muitos sistemas fisicos importantes como o eletromagnetismo tem matrizes Hessianas singulares,
é preciso contornar esta dificuldade, o que nos leva ao estudo dos vinculos.

2.3 Vinculos primarios

Seja I' a variedade que representa o espaco de fases tal que dim(I") = 2N, e suponha que tenhamos
vinculos da forma ¢,,(q,p) = 0, onde m = 1, ..., P. Estes vinculos podem surgir naturalmente
da definicio do momento canoénico e os chamaremos de wvinculos primdrios. Portanto, as P
funcoes ¢, (g, p) restringem a dinamica a viver num subconjunto I'y C I'. Para que sejamos auto
consistentes, vamos assumir que os vinculos satisfagam certas condi¢oes de regularidade:

6¢m
k = = 2.
ran ( ) ) lr,= const = P, (2.7)

o que implica:
e as funcgoes ¢,, sdo independentes;
e as funcoes ¢,, pode ser utilizadas localmente como coordenadas sobre I';
e I'| é uma variedade;
e dim(I'y) =2N — P,
onde ¢y, /9(p, q) representa uma matriz 2N x P, denotada Ay, tal que

O¢p/0pa, paral <a < N,1<b< P
Aab =
O¢p/Op(a—n), Para(N +1) <a < (2N +1),1<b< P.

Definamos o conceito de igualdade fraca:

Definigcao 2 Seja F uma fungao sobre I'. Dizemos que F € fracamente nula se, e somente se,
F |r,=0, e escrevemos F ~ 0. Se F' |r= 0 dizemos que F' € fortemente nula.

Com esta definicdo, podemos escrever os vinculos de uma forma mais consistente:

¢m(gq,p) = 0. (2.8)

Para entender por que os vinculos precisam ser fracamente nulos, e ndo necessariamente forte-
mente nulos, suponhamos que podemos resolver localmente P equacoes para os momentos e

*Para verificar a demonstracdo deste teorema, veja [18]
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escrevamos pp, = f(qx,p1), onde I = (P +1),...., N, de modo que podemos escrever os vinculos

como qzm = pm — f(qk, 1), onde podemos verificar facilmente que %‘#ﬁ =0 #0.
Agora derivaremos as equagoes de movimento, mas desta vez considerando a presenca dos

vinculos. Comecamos por impor a condi¢ao de estacionaridade da agao,

t2 oL oL
5T = / dr (5 + ,5') - 0. 2.9
; 9400 " 550 (2.9)

Utilizando o fato que a Hamiltoniana canénica ndo depende das velocidades, obtemos:

OL 0H, O0H,

Combinando (2.9) e (2.10) obtemos:
t2 OH OH,
6]%/ dTK'— C>5—< C+'>5]:0, 2.11
. 1=, ) a9 TP)0 (2.11)
0 que nos leva a
0H., OH. .

i — — ~ 0. 2.12
<q 6p>5p <<9q +p>6q ’ 212

A seguir, enunciamos um teorema que serd de grande importancia mais tarde.

Teorema 3 Seja F tal que F =~ 0; entao, considerando que as varidveis (p,q) estao sujeitas aos
vinculos ps(p,q) =~ 0, temos que

para qualquer ™, o que implica que F'— A" @y, = S, onde % ~ 0. Considerando as condi¢oes

de regularidade de o, que implicam que 0s vinculos sao as inicas fungoes nulas e independentes
entre si sobre I's, obtemos necessariamente que & = 0, e portanto

Fa0=F=\",.

Devido a presenca dos vinculos, ndo podemos inferir que ¢ — 850 =0e 881{10 +p=20. De

acordo com o teorema (3), temos:

«_ OHe _ , mOdm
q apc—u ap

OH. s, mOdm
dq tp=-u dq

Estas novas equacoes de movimento podem ser obtidas diretamente & partir de uma nova Hamil-
toniana, o Hamiltoniana total

Hy = He + u" ¢y, (2.13)

como se nao houvesse vinculos. Neste quadro, a evolucao temporal das quantidades dindmicas é
dada pelo parénteses de Poisson com a Hamiltoniana total. Assim, seja g(p, ¢, 7) uma quantidade
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dinamica; entao

. 0Og 09g. 0g.
g = 8T+8QQ+8pp
_ 09 09 (0He |, 00m\ D9 (OHe  .00m
T o "ag\ap Y ap ) ap\ag Y Tag
Jg m dg
= 5 THg Help+u" {9, om}p ~ 5~ + {9, Hrlp, (2.14)

onde na equagao (2.14) temos uma igualdade fraca. Vemos o por qué abaixo:

{g7 HT}P = {gaHC}P +U’m {ga(z)m}P + {g7um}P (bm ~ {gch}P +um {ga¢m}P7 (215)

pois apesar de {g,u™}p ndo ser definido, ele esta multiplicando ¢, que é fracamente nula.

2.4 Vinculos secundarios e condicoes de consisténcia

A introducdo da igualdade fraca pode trazer problemas de consisténcia para os vinculos, pois 0s
parénteses de Poisson entre eles e a Hamiltoniana podem nao ser nulos. Deste modo, é preciso
impor uma condicao de consisténcia para cada vinculo:

Gm & {bm, Hr} p & {bm, Hey p + u' {dm, d1} p ~ 0. (2.16)

Para cada uma destas P equagoes de consisténcia, temos trés resultados possiveis:
e Pode ser um vinculo ja conhecido;

e Pode ser um novo vinculo, independente dos multiplicadores de Lagrange u™. Os novos
vinculos serao chamados vinculos secunddrios;

e Pode ser simplesmente uma condi¢ao sobre os multiplicadores de Lagrange u™.

A partir deste ponto, usaremos para os vinculos secundarios a notacao x,(¢,p) ~ 0, onde n =
1,...,S. Para o conjunto total de vinculos, usaremos ¢4(p,q) ~ 0, onde k =1,..., P+ S.

Note que a existéncia de vinculos secundarios implica na existéncia de novas condicoes de
consisténcia. Estas condigoes de consisténcia podem produzir novos vinculos que devem ser
adicionados ao conjunto total de vinculos, e o processo deve continuar até que nenhum vinculo
novo seja produzido, ou seja, até que os vinculos formem uma &lgebra. Em razao dos novos
vinculos, o espaco de fase real é mais uma vez reduzido para I'o C I'y C I'. Tendo em maos todos
os vinculos, podemos ter também um conjunto de equacoes sobre os multiplicadores de Lagrange,
e portanto podemos eliminar alguns deles. Deste modo, sejam V" as N solugdes da equacao
homogeénea V" {¢s, dm}p =~ 0, e seja U™ uma solucao particular da solu¢ao nao homogénea
Vi { s, dm}tp =~ —{ps, Hc} p. Entdo, podemos escrever a solucdo geral para os multiplicadores
como:

um — Um + Uavam’
onde v* (a = 1,...,Ny) sdo funges arbitrarias. Substituindo esta expressao na Hamiltoniana
total, obtemos

Hr =He+u"¢p = He + U™ ¢y + 0V, by = H + 0%g, (2.17)
onde H = H.+U™ ¢y, € ¢g = V", Note que H' ndo é tinico pois as fungdes v® sdo arbitrérias.
Assim, podemos adicionar uma combinagcao linear qualquer das funcoes ¢, em H'.

2.5 Vinculos de primeira e segunda classes

Definicao 3 Seja F(q,p) uma fung¢ao sobre I'; dizemos que F(q,p) € de primeira classe (FC) se
e somente se {F,ps}p ~ 0, Vs. Caso contrdrio, dizemos que F(q,p) € de sequnda classe (SC).

Lema 3 Sejam A e B dois objetos de primeira classe. Entao {A, B}p € de primeira classe.
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Prova Se A e B sao de primeira classe, temos

{Aa QOS}P ~ {B7§DS}P ~ 0
Entao, pelo teorema 3 concluimos que
{Apstp = Agor
{B,#?s}p = Bior.
Utilizando a identidade de Jacobi para os parénteses de Poisson:
{{AaB}vaol}P = {{A? Sol}PaB}P - {{Basol}P?A}P
= Ai{en, Blp — By{en Alp

{Agv B}P Pr — {Bgv A}P Pr
0.

Q +

O

Na seqiiéncia, denotaremos os vinculos de primeira classe por 5 e os de segunda classe por
0, ignorando se sao primérios ou secundarios. Agora, introduziremos os parénteses de Dirac
para lidar com os vinculos de segunda classe. Em seguida, veremos que os vinculos de primeira
classe estao associados aos geradores das simetrias de gauge da teoria, e que a arbitrariedade
introduzida pelos multiplicadores de Lagrange na dinamica nao é fisica.

Definicao 4 Sejam 05 os vinculos de segunda classe, e seja A,s definida por
Aps = {67“7 Hs}p .

Lema 4 A,; é antisimmétrico. A prova € trivial, conseqiiéncia da antissimetria dos parénteses
de Poisson.

Lema 5 A, nao ¢ singular, i.e., det(A) # 0.

Prova Se A fosse singular, entdo haveria solu¢es nao triviais para a equacao A*A,s = 0, e por-
tanto as combinacoes lineares A\*6 seriam vinculos de primeira classe, o que é uma contradi¢ao.

O
Lema 6 Toda matriz antissimétrica de ordem impar € singular.
Prova Seja A uma matriz antissimétrica:
det(A) = det(AT) = det(—A) = (—=1)72 det(A).
Se QA ¢é impar, entao temos det(A) = —det(A) = det(A) = 0.
O

Uma conseqiiéncia direta dos lemas (4), (5) e (6) é que o numero de vinculos de segunda classe
¢é sempre par.
Baseados no lema (5), podemos inverter a matriz A, e definir os parénteses de Dirac.

Defini¢ao 5 Definimos os parénteses de Dirac, {A, B}p, por :
{Av B}D = {Av B}P - {A7 HT}P Ar_sl {H& B}P :

Por construcao, os parénteses de Dirac entre uma variavel dindmica qualquer e um vinculo de
segunda classe é zero. A demonstracio é simples:

{F7 el}D = {F7 HI}P - {F7 HT}P A;sl {95701}P - {F7 HZ}P - {F7 HT}P 5[7‘ =0.

Isso nos leva & interpretagao geométrica dos parénteses de Dirac, como a projecao dos parénteses
de Poisson na variedade determinada pelos vinculos de segunda classe, de modo que podemos
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considera-los como igualdades fortes, ¢.e., podemos substituir 65 ~ 0 por 85 = 0 depois de ter
construido os parénteses de Dirac. A evolucdo temporal de uma quantidade dindmica que nao
depende explicitamente do tempo fica, entao,

g = {ga-HT}D = {ga-HT}P - {9707"}}3 A;sl {987HT}P ~ {g7HT}P7

onde foi utilizado que Hr é, por defini¢do, um vinculo de primeira classe. Entao {65, Hr}p ~ 0.
O significado dos vinculos de primeira classe serd analisado na préxima secao.

2.6 Vinculos de primeira classe e geradores de simetrias de gauge

Seja T'(q(t),p(t)) uma trajetoria no espaco de fases determinada pela Hamiltoniana total e pelo
conjunto v* de multiplicadores de Lagrange. Como ja foi mostrado, as equagdes de Hamilton
vinculadas sao

q~{q, HT}P = ap + Uaa%
_p ~ — {p, HT}P + a6¢a
¢s(p,q) = 0.

Expandindo até a primeira ordem nas variacoes das varidveis p, g e v%, temos

dg ~ (5p88p + 5qaq)8HT + 5v“8¢“
—6p ~ (Ops + 607 ) S + 6v° 3%
a“’sép—i- a“’séq ~ 0.

Agora, suponhamos que a acao dos geradores de transformacdo de gauge atuem nas varidveis
candnicas através dos parénteses de Poisson,

§F = {F,G}p, (2.18)

onde G é dado por

G = Z atk G-

Deste modo, substituindo a equagao (2.18) nas expressoes 0¢, 6p e dps, obtemos:

8k+1

ke a
%[Zf 0 atk+1 Gk + Zk =0 8t£t) {Gr, Hr}p — 6v%¢a] ~ 0

8k+1

[Zk 0 athrl Gk+zk 0 8tk {GkaHT}p*(SU Qba]

OFe
Zgzo atg) {¢s, Gitp = 0.

Prova

e Expandindo 8@951) + a‘“éq ~ 0:

dps 0ps o

o op + Bq 0qg =0
dps Dps N
ap {p,G}p+ 94 {e,G}p =0

dk
Gk}P) ﬁe(t) ~0

XT: <8% {r,G

k=0
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XT: _0p: 9Gy | 0, 0G (t) 0
—~ dp Oq aq dp dtk -

dk
Z{ws, Grlpoge(t) ~0

k=0

e Expandindo dq ~ (5p8% + 6qaq)8HT + fv® 8(?0“

0 0\ OHr Opq .
~ 4 dg— | = 4 6 ~J
(5p3p+ q3Q> o " op I
T
dk 0\ OHr 0 .
= BRI VI ~ 0
> Gt (InGulrg, + o Gueg ) BT o0y i
T
dk 0Gr 0  0Gy 0\ OHr O0da .
el il a ~ 6
kzzodtke(t)< oq op | op aq> ap T 9 q
T
dk OH ¢a
a” 7% ~ (5
Zdtk (t){ 5 ,Gk}P+5v 3 q
k=0
T
d* OHr ¢a d
_ a ~ & G
kgodtke(t){ E} ’Gk}P+5U ap dt{Q7 }P
RS LI PR SR Y P ic S R PSRN
ka op k P+ v ap k:()dt € T, a [ p RN 2 k=0 giFFT ap
o dk-‘rl T dk u
87]) [ WG(t)Gk + Z ﬁﬁ(t){Gk,HT}P — 5’1} ¢a ~ 0,
k=0 k=0
onde foi utilizado que
. d
0¢ = —{a.Glp
0
= {{Q’G}P,HT}PJra{q,G}P
L dH1
= 3 (G 0teGr ]+ Geeta el
T
dk 8G’k dktl 0Gy
k=0
e Expandindo —dp ~ ((5p6% + 5q8%)aa% + (51}‘1%:
0 0\ OHr 00q .
v v Sv® ~ —0
(51)6 +6qa) 3q + ov 9q P
T
d* 6HT 9a d* el TR
ka ,Gr}p + o0 9 +Zdt’f N Hr, 34 =Y p A Mg arre(t) T
0 dktl
34 LZ dtkH (t)Gk —i—Z dtk (t{Gx, Hr}p — o0 %] ~ 0.
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Portanto, pelo teorema (3), obtemos

ak-i—l 8k ( )

k=0

onde & é tal que 8( 0~ 0. Combinando este resultado com a arbitrariedade de €(t), obtemos a
seqiiéncia de equacoes abaixo:

Gr = Cprc
Gr—1+{Gr, Hr}p = Cprc

{Go,Hr}p = Cprc,

onde Cppc representa uma combinagdo linear de vinculos de primeira classe. Deste modo,
podemos concluir que os geradores das simetrias de gauge sao combinagoes lineares dos vinculos
de primeira classe. Para deixar explicitas na Hamiltoniana todas as simetrias de gauge da teoria,
poderiamos trabalhar com a Hamiltoniana estendida:

HE =H +w5¢5a

0 que pouco afeta o desenvolvimento do que fizemos até agora.
Com a relagao entre vinculos de primeira classe e simetrias de gauge, podemos definir o que
sao observdveis na teoria classica:

Definicao 6 Chama-se de observdvel a toda fungao ¢ : I' — R tal que
{C: wS}P ~ 07

onde s representa todos os vinculos de primeira classe da teoria.

Na teoria sem vinculos, um estado é definido simplesmente como um ponto de I'. No entanto,
na presenga da liberdade de gauge somos obrigados a estender essa defini¢ao, incorporando ao
conceito de estado nao apenas um ponto de I', mas sua érbita de gauge.

2.7 Fixando o gauge

Uma vez obtidos todos os vinculos, um procedimento padrdo consiste em introduzir & mao
novos vinculos, €(p, q), chamados condi¢oes de gauge e sao tais que transformam os vinculos
de primeira classe em vinculos de segunda classe. De modo que podemos eliminar todos os
vinculos através da construcao dos parénteses de Dirac. Este procedimento é chamado fiza¢do
de gauge. Para que seja consistente, o conjunto {€;(p, q)} precisa satisfazer a condi¢do que a
subvariedade que eles determinam intercepte uma tnica vez cada érbita de gauge. Na pratica,
este procedimento nem sempre é factivel e em geral existem apenas fixagoes locais de gauge, o
que dificulta o tratamento nao perturbativo de muitos modelos.

2.8 Infinitos graus de liberdade

Para uma teoria de campos, onde temos infinitos graus de liberdade, a extensao do formalismo
de vinculos é direta. Lembremos que no espaco de Minkowski para uma acao dada por,

1) = / A oL(A(z), 0,0(x)),

os momentos canonicos associados a ®(z) sao definidos por,

oL
000® 4

i (x) =
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Se a Lagrangiana for invariante por translagoes, pelo teorema de Noether temos um tensor de
momento-energia

T = [—HV@A(&‘ 4 nHV:| L
M

que é uma corrente conservada:
py _
0 TH” = 0.

Neste caso, a densidade de Hamiltoniana é definida por

H, = /d3ajTCOO = /dgzv [WA(x“)a;A - E] .

Os parénteses de Poisson entre 74 e ®p sdo definidos (no mesmo tempo) por

{r4(2), 05(y)} p = —650° (& — 7).

Com estas defini¢oes, as equacoes de movimento do caso sem vinculos sao dadas por:

dd4(x)
EA — {®a,Hop,
dt {A7 }P
dWA(x) A
dt = {7T ’HC}P'

Agora, introduzindo os vinculos na forma
Ps(P 4, 7, VB4, V) ~ 0,
podemos redefinir o tensor de momento-energia,
TH = TH 4 o} ahy(® 4, 74, VD 4, V),

onde os objetos 1;(®4, 7, V&4, Vi4) sdo vinculos de primeira classe (como definido para a
Hamiltoniana estendida).

2.9 Sobre a quantizacao

O processo de quantizacao candnica merece nossa aten¢ao, pois ele é extremamente dificultado
pela presenca dos vinculos. A promocao das variaveis candnicas a operadores agindo num espaco
de Hilbert, nos leva imediatamente a um problema de ordenameto dos operadores candénicos em
fungoes nao polinomiais, geralmente resolvido pela introdugdo de um ordenamento normal (que
nem sempre existe, [19]). Os vinculos ¢x(p,q), como qualquer funcdo das varidveis canonicas,
se tornam operadores @k(ﬁ, G) e isto nos leva a uma nova classe de problemas relacionados &
versao quantizada da &dlgebra dos vinculos e & definicao de igualdade fraca. Primeiramente,
podemos verificar que nao é possivel satisfazer as relacdes de comutacdo entre os operadores
canonicos e os vinculos (considerados como identidades de operadores) simultaneamente. No caso
do eletromagnetismo, por exemplo, onde temos um vinculo my ~ 0, é impossivel dar um sentido
A expressao [Ao,fro] = 4. Podemos superar estes problemas transferindo a responsabilidade do
desaparecimento dos vinculos para o espaco de Hilbert:

d;|) = 0. (2.19)
Porém, esta identidade’ implica
(65, @] |¥) =0,
fMesmo esta condi¢do é forte demais, como podemos ver para o eletromagnetismo no gauge de Lorentz,

(8, A" = 0), onde nem o vacuo |0) satisfaz a condigio 9, A*|0) = 0. Neste caso, a solugio ¢ impor 9, AT |1h) = 0,
para a qual o vacuo é automaticamente soluc¢do e implica que (¢|0,A*|¢) = 0.
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e este comutador pode eventualmente produzir operadores que nao estavam originalmente na
algebra (2.19). Este problema pode ser resolvido se os operadores forem tais que

(64, 651 = clion

Também é preciso assegurar que a evolucao temporal ndo afete as expressoes acima, ou seja
ainda é preciso impor a versao quantica das condi¢oes de consisténcia

(91, H]|¥) =0,

e, novamente, este comutador pode produzir novos vinculos, sendo necessarias mais imposicoes
sobre a 4lgebra: R R
(66, H] = fijb;-

Assim, o programa de quantizagdo na presenca de vinculos pode se tornar altamente nao triv-
ial, como veremos ao final deste capitulo para a teoria de Yang-Mills, e no capitulo (3) para a
gravitacdo. O programa de quantizacao canonica estd longe de acabado, hé inliimeros problemas
em aberto, especialmente em relagdo ao tratamento nao perturbativo de teorias de gauge nao
Abelianas. Além disso, ha outros programas de quantizacao que aparentemente ndo possuem cer-
tas dificuldades do programa de Dirac, como a quantizacdo BRST ou programas de quantizagao
mistos BRST-Dirac, |20].

Nas préximas duas secoes, desenvolveremos os primeiros passos da quantizacao canoénica das
teorias de Maxwell e Yang-Mills. Este estudo serd importante no futuro, pois como mostraremos
a0 final do capitulo 3, com a escolha apropriada das varidveis canoénicas, é possivel reescrever a
gravitagao como um caso particular de uma teoria de gauge para o grupo SU(2). Com isso, torna-
se possivel aplicar algumas das técnicas desenvolvidas para teoria de Yang-Mills em gravitagao.

2.10 Quantizagao canonica do eletromagnetismo

A Lagrangiana de Maxwell no espago de Minkowski é

1
L=— / d*zF,, F",

onde
F., =0,A, — 0,A,,
e 0 momento candnico conjugado a A é
W#(‘/L‘) = _FOM(‘T)7

ou seja, m; nada mais é do que o campo elétrico. Assim, temos imediatamente o primeiro (e
tnico) vinculo primario da teoria:
¢ =my ~ 0.

As Hamiltonianas total e candnica sao, respectivemente,

1 g . .
H,. = /d3x(4FijF” — = Aoﬁjﬁj)

Hpy=H.+ /d3xu(:p)¢(x) =H.+ /dgxu(x)wo(x).

A condicao de consisténcia para o vinculo ¢ nos leva a um vinculo secundario, conhecido como
condicao de Gauss, x : '
x = 0'm; = 0.

A condicdo de consisténcia de y nao produz nenhum vinculo, e os dois vinculos ¢ e x sao de
primeira classe:
{¢7 X}P = 0.
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Para prosseguir com o programa de quantizacao candnica, fixamos o gauge escolhendo o gauge
de Coulomb:

0 = A~0,
Qg = azAZ%()

Como esperado, os vinculos ¢ e x se tornam de segunda classe.
Utilizando a propriedade iterativa dos parénteses de Diract, iniciamos com os vinculos ¢ e
3/ i
A ={0i(z),0;(y)} p = 6°(Z - ¥)

M
0 1
-1 0 )”
onde 0;(xz) = ¢ ou Q. Portanto, temos
s [0 =1
AT =6°(Z y)< 1 0 )

e os parénteses parciais se tornam:

{AM(x),m (a")}p = {AM(x),m(a")}p — /d3yd4z {AM(2),0,) p A {0y, 7, () }
= (0 —op0))8% (@ — &),

onde nao ha soma sobre os indices repetidos. Agora, utilizando os vinculos vinculos y e {29 para
calcular os parénteses finais

N =@ =( O )orE-a)

onde 0;(x) = ¢ 0ufds e portanto,

1 1 0 -1
A,_lzii )
4 |x — 2| ( 10 >

Deste modo, temos os parénteses finais de Dirac:

9 1 1
O, 0z, 4 |v — o'|

{AM (@), m(a")}p = (8] — 856,)0° (# — 7)

Assim, o procedimento de quantizacdo padrao consiste na substituicao:
{A,B}p — —i[A, B],

e na consideragao do ordenamento normal apropriado.

2.11 Quantizacao canonica de Yang-Mills

Em teorias de Yang-Mills a 1-forma conexao assume valores numa &dlgebra de Lie do grupo de
gauge,

A= ALT,dz",
onde Tj, sdo os geradores do grupo. Relembrando que os coeficientes de estrutura C, sao definidos

por
[To, Tp) = iCS Ty,

Qs parénteses de Dirac tém a seguinte propriedade: suponha que temos N vinculos de segunda classe, onde
N = M + L, calculamos os parénteses de Dirac parciais com os primeiros M vinculos e em seguida calculamos os
parénteses de Dirac finais com os vinculos restantes, e usando os parénteses parciais no lugar dos parénteses de
Poisson.
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e assumindo que a algebra é semi-simples, podemos definir uma métrica sobre ela e esta métrica
serd inversivel:
c d
9ab = CoqChe-

a

Nesta se¢ao estudaremos o caso do grupo SU(2), onde

51) = €abe
Gab = 26ab7
mas estes calculos sdo facilmente generalizaveis para outros grupos compactos. Como na teoria
de Maxwell, a intensidade do campo de Yang-Mills é dada pelo tensor de curvatura, F = dA +
glA, Al:
FY = 0F AL — 0" Al — gChe A AY,

onde ¢ é a constante de acoplamento. Assim:

S[A] = % / d*zFI" FY,.

Definamos o “campo elétrico” e o “campo magnético” de forma analoga ao caso Abeliano:

E. = F%
, 1 .., .
B, = SetFl

Da definicao de momento candnico temos,

y ol
e =

a aaoAZ
T = —F%
T = —AP L M A 4 geg AJAF, (2.20)

de onde obtemos o primeiro vinculo da teoria:

pr=1"~0
Dado o tensor de energia-momento:
oL
Pm 0 A+ gL
¢ 90, A3~ ¢

construamos agora as Hamiltonianas canonica e total:

He = [
1
= / &’z (F;"\O"Aa,\ — 49#”F35Fgﬁ>
= [ (mrds + Lpope - Lonn
= Ta Ay 5 Pabpu 27Ta7TM
Hr = Hc—i—/d?’acv“ﬂg.

Definindo de maneira usual os parénteses de Poisson entre A e m como

{ﬂ-g(tv SC), AZ (tv y)}P = 777!“/5(11)63 (CL‘ - y),
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podemos calcular a condicao de consisténcia para ¢i:

Q

b~ ontink = [ {7r£<x>,7rs<z>Az<z>}P
/dSZﬂ' {ﬂ'b yTai(2) — O AO( ) — geachg(z)Aic(z)}P
~ Omi(z) — geabcﬂfl(x)Aci(:U) ~ 0,

0 que nos conduz a um vinculo secundario

X1 = aﬂrg(z‘) — geabcwé(:n)Aci(a:) ~ 0.

Q

Note que ele pode ser reescrito como .
[Dim"]p ~ 0,

onde D; é a derivada covariante de SU(2):
Di = 0; — geabcAci(@).

Podemos verificar que
{o1.x1}p =0,

o que implica que estes vinculos sao de primeira classe.
O vinculo de primeira classe y; merece um pouco mais de atengao. Antes de passarmos ao
célculo dos parénteses de Dirac, calculemos {[x1]a, [X1]p} p:

{xila(@), x1lo()}p = {8m7r )+ geafcﬂf( z)Ac (x)vayiﬂli(y)
+gepaemy(y) Aei( }P
= geabk (akaZ(SU) + gergem(x) Aci(x)) 6 (z — y)
= eaklx1]k(2)8° (x — y).

Na expressao acima, vemos que os vinculos y; satisfazem a mesma &algebra que os geradores de
SU(2) através dos parénteses de Poisson. A seguir mostraremos que estes vinculos sao de fato
os geradores da simetria de gauge:

{Dalo(@), AW} p = {Ouime(z +96afc7ff( ) Ac (v)} p
= Oy {ml(z), Ay }p+g€afc {7Tf Ai(x), A4 ()}
= —0pin™"0aa0>(x — y) + gease(—1)g"51ad” (x — y) Aci(x)
= Gy(z,y).

Com este gerador, Gg‘d(az,y), podemos calcular uma transformacao de gauge infinitesimal de
A’ (z) com parametro A4(y):

§AN(z) = / dPyGl(z, y)A(y)

= 9N (2) — geapedi(z) A (2),

que ¢é exatamente a transformacgao de uma conexao de SU(2).
Se soubéssemos a priori que a Hamiltoniana é invariante de gauge, poderiamos dizer direta-

mente que
{X17 HT}P =0.

No entanto, isto nao é verdade em principio pois a corrente de Noether usada para construir a
Hamiltoniana nao € invariante de gauge. Assim, temos que calcular explicitamente os parénteses
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de Poisson:

{bale: Hr}p = {[xl]a,Hc+ / d?’xv“wg}
P
: 1
= {[Xl]aa/d?’x (ﬂfl‘AZ—i—QBng 27757TH> /d?’:mf T }

T = — AP+ 0P AD 1 gegp AJAM,

e fazendo uma integragdo por partes, obtemos

1 1
(GodaHrdp = {ale [ @ (balads + 35083+ patns) + [ ahoed)
P

onde os Unicos termos potencialmente nao nulos sao

{[xl]a,/d?’y (;wgw,‘j) }P (2.21)
{[xl]a,/d3y (;BQ‘BZ> }P. (2.22)

Para verificar (2.21), calculemos primeiro
{[Xl]av ﬂi(y)}P = {&-Wé(w) + geagem (1) Aci(z), ﬂi(y)}
= geafcﬂ-j‘(x) {ACZ(J:)v Wl])(y)}P

geafc(scbﬂ-jc (@53 ($ - y)
= geapomy(2)8°(x — y),

Utilizando

P

onde vemos que ela é antissimétrica em a e b, e portanto

{m /d3 <27rg7ru)}P:0.

Para verificar a expressao (2.22), calculemos

{0 (x) + geagery () Aci(2), By}
que é igual a
1 . . . . .
ek {Omh(@) + geagems (@) Ac(2), 03 A () — DS L) — gerac A ALw) }
Utilizando

{Dala(@), A4 ()} p = —0rig™60ad” (@ — y) + geape(—1)9"07a0% (x — y) Aci (),
obtemos os primeiros dois termos

1

Seiik { Oma(@) + gearers (@) Aa(@), 9} AL(Y) = ALY | | = gesineancdf AL2) (@ — y)

1 | | | |
SEijk {&nr;(a:) + geafemy(z) Aci(z), —gebchﬁl(y)A’i(y)}P = —geijreancOy AlL(x) 5% (x — y)

Somando estas duas expressoes, o resultado é zero. Logo a Hamiltoniana é invariante de gauge.
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Agora, escolheremos o anédlogo ao gauge de Coulomb para o eletromagnetismo,
Definamos a fungao de Green Gg(x,y, A), solugao da equagao:

(b + geapaAl(%)0ni) Gap(x,y, A) = 64c0° (2, y).

De acordo com [21], com a condicao de contorno que Ggp(z,y, A] tenda assintoticamente a ﬁ
no limite |z — y| — 00, é possivel expandir G em série de poténcias de g (veja o apéndice A para

uma demonstracao). Os primeiros dois termos sdo dados por

0 5vb

2
0z 4m|z — y| +0lg).

5ab 3 5au ;
Ga > >A = T . d°z———— uchl
b(x Yy ] 471,‘.%, — y‘ g/ Z47T|.%' - y‘ € c(z)

Utilizando esta funcdo de Green, podemos calcular os parénteses de Dirac parciais para os vin-
culos x1 e 1. Todos os possiveis parénteses de Poisson sdo:
{bal*@. bl )}, = gean (Oura(@) + gersem}(2) Aa(a) 8*(@ = y) ~ 0
{bal" @ W)}, = (G + geanadi(@)0s) *(x — )
{121(@), bal”

(y)}P = - ((sa,bA + geabdAZ(a:)am) (53(1' — y)
{bal*@. b}, = o
Assim, a inversa da matriz C;ij(x’ y) = {[T/Jl]a(x), Wl]b(y)}P pode ser escrita em termos de G:
(e = ( Gutrpal 5 ) ,

e os parénteses de Dirac parciais sao

(A(), B@)}p = {4 Blp — [ @i {A@), 011} o (€710, 2) {0 B}

P

onde 1 representa o conjunto dos vinculos x; e 7. Tendo em maos os parénteses de Dirac
parciais, podemos tratar os vinculos x1 e 21 como igualdades fortes e impor um novo vinculo,
o, para A° (que ¢ a generalizacdo ndo Abeliana do vinculo A° ~ 0 que escolhemos para o
eletromagnetismo):

0 = AYe) — [ P yGunlis, A (0) =0
Agora, com o segundo par de vinculos ¢1 e s, calculemos sua matriz A:

{[$1)“ (), [41)° (W)} = O,
{[¢1]“(2), [P W)}D = dud’ (@ —y),
{[0)"(2), [1)"W)}D = —0ub®(x —y),
{[0]*(2), 2" W)}h = Ma(z,y).

A inversa desta matriz é da forma

e = ( mpey ).

Portanto, os parénteses de Dirac finais sao

{A(z), B(w)}p = {A, B}p — /d?’yd?’z{A(x), (ol DIC 1 (v, 2){ Wl (2), B(w)}p,
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onde o representa o conjunto de vinculos ¢1 e .
Apos a fixagdo de gauge, todos os vinculos de primeira classe se transformam em vinculos de
segunda classe e podem ser tratados como igualdades fortes ap6s a construcao dos parénteses de

Dirac:
1

4 1.
H = /de (27727r? + QBZLB?> ,
e as equacoes de movimento sdo finalmente:
{AL(x), H}p = doAy(x)
= —7 4+ 0"A% + geapc AV AL,
{mo(z), H}p = 0omg(x)
= —VXB;+ geabcﬂAg + geapeBp X Ae.

Como para o eletromagnetismo, a quantizacao consiste em substituir os parénteses de Dirac por
comutadores e tratar apropriadamente do ordenamento normal.

2.12 Covariancia no tempo e a Hamiltoniana canénica
Nesta secao, mostramos que qualquer sistema dindmico cuja Lagrangiana é invariante por trans-

formacoes de coordenadas no tempo tem uma Hamiltoniana candnica nula sob certas hipoteses.
Suponha que tenhamos uma Lagrangiana

L— / AP 2L ({pa()}, {06a(x)}, @)
U

para uma cole¢do de campos escalares ¢, (x). A invaridncia por transformagoes de coordenadas
no tempo implica

£ ({ehta 1) 100, 02, ) D = (o0, (060t 01, 2.0),
para a qual ¢ suficiente que L({¢q ()}, {0¢q(x)}, ) seja da forma

6t¢a (xa t)

L{pa(x,t)},{0Pa(x,t)}, 2, t) = F({balz,t)}, {0xpa(z,)},{ du(t)

Hoku(t),

onde u(t) pode ser qualquer func¢ao diferenciavel do tempo (tal que du(t) # 0). Agora, se
considerarmos u(t) como variavel dinamica, i.e., se estendermos o espago de fases, os momentos
candnicos sao

B OF Orda(z, 1)
8t¢¢l(x7t) a t ’
8<7atu(t) ) hu(t)
B OF
o Oida(zt)
a( du(t) )

Nestas expressoes, podemos notar que ambos os momentos dependem apenas do quociente

0, t ~ , . . . L.
tgz C;((fj) e, portanto, nao é possivel isolar todas as velocidades, havendo um vinculo primario

m, =

g

entre eles. A Hamiltoniana canonica fica entao:

He = Huatu(t) + H¢aat¢a($a t) - L

_ 8tu(t) oOF atﬁba(xvt) . oF atﬁba(livt)
8t a\T, 8t alT,
a( giu((t)t)) Opu(t) a( giu((t)t)) Opu(t)
= 0.
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Exemplos deste resultado sao a particula relativistica livre e a RG. Isso permite-nos concluir
de antemao que a Hamiltoniana total da RG serd apenas uma combinacao linear dos vinculos
primarios.
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Capitulo 3

O Formalismo ADM do Teleparalelismo

3.1 Introducao

Como analisado em [1], deve haver uma grande liberdade na construgao da Hamiltoniana da RG
devido a covaridncia por transformacoes de coordenadas. Demonstrar quais sao estas liberdades é
o que faremos nas segoes a seguir. O formalismo Hamiltoniano canénico exige uma decomposi¢ao
3 + 1 da variedade base (espago-tempo), o que implica em restrigdes sobre a topologia das
variedades admissiveis neste formalismo. Em particular, exige-se que a variedade oM seja da
forma gM x R, onde 3M é do tipo espaco. Uma maneira simples de nos convencermos da
existéncia de varidveis nao dindmicas na RG, antes de qualquer andlise de vinculos, corresponde
a seguinte constatagdo: Seja uma subvariedade U;—y com um sistema de coordenadas induzidos
pela injegao canonica; entao, a métrica induzida g;; ¢ unicamente determinada pelas componentes
espaciais da métrica de M, isto ¢, g;; (onde 4,5 = 1...3). As componentes go, descrevem
intervalos infinitesimais entre duas subvariedades diferentes U;—g e U;—s:- No entanto, mesmo
fixando o sistema de coordenadas de U;—q, 0 sistema de coordenadas de U;—gs; precisa ser fixado
independentemente, e portanto as componentes da métrica go, sao completamente arbitrarias
diante destas escolhas.

H& outros meios mais formais para entender esta liberdade, como através da andlise de
Cauchy da RG [22, 23], e através do formalismo de vinculos que estudaremos mais a frente, onde
mostraremos que go, sao multiplicadores de Lagrange dos vinculos de primeira classe correspon-
dentes aos geradores de transformacoes de coordenadas.

3.2 Geometria de folheacoes

A partir deste ponto, utilizaremos os indices latinos a, b, ¢, ...,4,j, k... =0,...,3 para represen-
tar objetos de fibrados tangentes e cotangentes. Os indices Gregos, o, 3,7, ..., u, V... =0,...,3
representam objetos associados a um sistema de coordenadas especifico sobre M. Ambos indices,
Latinos e Gregos, com barras (a,b,¢,... = 0,...,3, e com acento circunflexo (a, b,é,... =
0,...,3), representam tensores sobre subvariedades de M. A meétrica da variedade M tem
“signatura” (—, 4+, +,+).

Definicao 7 Seja M uma variedade base tal que existem subvariedades do tipo espago Uy de M
tais que

M = Urer U
UNUy ={o} ift #£t.
Neste caso, dizemos que M pode ser folheada.
O sistema de coordenadas sobre cada subvariedade U; é determinado pela injecao
J:U—-M,

que nao é necessariamente candnica. Dada esta injecao, a geometria diferencial nos da automati-
camente [17] os correspondentes mapas, J, e J*, entre os fibrados tangentes e cotangentes de U
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e M:
Jr TU —TM

T(X)(9) = X(poJ), (3.1)
J* T M—TU
T*(6)(X) = B(T(X)), (3.2)

onde ¢ : M — R?* & uma aplicacio diferenciavel, X € T e B € T,M. Em componentes,
podemos representar 7, pela matriz de Jacobi Jz* e a equagao (3.1) pode ser escrita como

Xﬁjﬂu = X",
onde X € T e X € TM. Analogamente, podemos escrever (3.2) como:
T,J5" = Ts,

onde T' € TUeT e T M.
Com a matriz de Jacobi, podemos calcular diretamente a métrica induzida na subvariedade
Z/[ta
gﬁfl = g,uzxjﬂujﬂya

e definir uma familia de trés 4-vetores linearmente independentes

kn = Ta" Oy,
e uma l-forma n = n,dz" sobre M tal que

’I’Lujﬂ“ =0
, a qual representa o kernel de J,. Uma conseqiiéncia direta das definigbes acima é

n(kg) = Jp"n(0y) = nuJp* =0,

deste modo, podemos construir uma base de TM (resp. Ty M) em termos dos objetos definidos
sobre a subvariedade:

B = {n*d,, ky}, B, = {n, k" = §" g, k¥ dxt}.

Note que dim(U/) = dim(M) — 1 implica que Jz* ndo ¢ inversivel, porém podemos definir sua
pseudo-inversa, J*#,, de modo que a seguinte relacao seja verdadeira:

TV = Qﬁﬁjﬁ“guu-

Isso nos permite levantar e descer os indices da matriz de Jacobi como se ela fosse um tensor.
A decomposicao de um tensor qualquer na base B serd muito util nas proximas secoes. Assim,
facamos como exemplo a decomposi¢ao de um tensor uma vez contravariante:

vV o= v,

= (Vi + VATM,,

onde V| = #nﬂf” e VA= VHTH,.

3.3 A escolha ADM
A escolha ADM consiste no uso de uma inje¢do canoénica da subvariedade U na variedade M,

T(Z* € Upo) = (20,27 = 2) e M,
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e na imposicao que a 1-forma normal seja do tipo tempo:
nynt = —1.
Utilizando a definigao (3.1) é simples encontrar a matriz de Jacobi neste caso:
{T2°, T7"} = {0z, 6%}

Da definicao de n, temos
n,Jg" =0 = n = nodx®,

ou seja, a Unica componente nao nula de n é ng. Assim, definimos a fung¢do de lapso como
N = —nyp:
n = —Nda.

Definamos agora o vetor de shift, NV, por
{T70, T} = {N”, 7}

O significado geomeétrico dos objetos N e N” sera clarificado mais tarde. A seguir, faremos a
decomposicao ADM dos principais objetos tensoriais que utilizaremos depois para o teleparalelis-
mo:

e Decomposicao de n*:

nynt = —1 e JVn’ =0 = {n® ni} = { _N} ; (3.3)

e Decomposicao de g":

g,uu — gJ_J_n,unV + gj_l’/n,ujpu + gﬂJ_jﬂ,unu + §ﬂﬁjﬂ“jp”,

onde
gLJ_ = nunyguzx =—1,
gJ—D = _g#l/nujljy = _nyjl_ll/ =0,
=0
Portanto
L x
(9") = ﬁ 117 _NNF‘NE
N2 g N2
e Decomposicao de g,,:
Por um calculo analogo ao de g"*,
—~N? + NEN; Nj
= . . 3.4
(o) = (RN 2 (3.4

e Decomposi¢ao de det(gu.):

E suficiente notar que, multiplicando a parte inferior da matriz (guw) por —N7, e adicio-
nando o resultado & primeira linha, obtemos

—N?+ NFN; N \ _ SN 0\ e
det( N, Gap = det Ny Guw = —N*det[(gap)] (3.5)

e Decomposigao de el (base ortonormal do fibrado tangente) M):

B Lo sl p
e, = eynt + el In,
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onde
— oy oM — 0— _
e, = —nuel, = Ne, = —ng,

el = JF el = NFed + ek,
Assim nE
_ n _
{eg,eg = {—]\‘;,ég—i—Nna}. (3.6)

e Decomposigao de 3
B = BLin, + BT ",
onde . N
pl =Bt = _Nﬁg + Wﬁ,‘—i = —n’,

A~

Be = BUTH = B2
Portanto,

168,85y = { Nn" + N3z, 2}

Note que na expressao (3.4), as funcoes de lapso e shift aparecem exatamente nas componentes
da métrica que a analise de Dirac [1| condena como arbitrarias, o que significa que, de alguma
maneira, estas fungoes estao relacionadas & invariancia por transformacoes de coordenada da RG,
e codificam os graus de liberdade nao fisicos da teoria. Nas secoes seguintes, demonstraremos
que essas fungoes sao, na realidade, multiplicadores de Lagrange.

3.4 Decomposicao ADM da Lagrangiana teleparalela

Utilizando os resultados da se¢ao anterior, fagamos a decomposi¢cao ADM da Lagrangiana telepar-

alela, deixando explicita a dependéncia nas varidveis 33, N, N F e suas derivadas. Inicialmente,
verifiquemos a decomposicao da 2-forma df na base

{n =—Ndz® k" = NPdz® + dzH}.

Invertendo a base acima, temos:

dzt = N+ kM
A decomposicao de 8¢ fica:
g = Budat
N a zzNﬂ a 7,4
= *Nﬂo + ﬁpﬁ” + Bk
= —-n%n+ ngﬂ,
e para dgB%:
a 1 a Qa Qa L Qa L U
4" =~ (~0p(Nn") + 00(B2) — Fa(BN" — BosN" ) K Am
+ Op(BYK” A KF
1 7 AaN 1.0 A LEE
= NL%I{: An+ 0 (B5)k” N K, (3.7)

onde definimos o objeto %Lg como a proje¢ao de d3% em k” A n,

L5 = (—0n(Nn) + 00(3) — a(B)N" — BopN" ) . (3.8)
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Note que L% é o tnico objeto que contém derivadas temporais das componentes nao arbitrarias

do coframe, Jy(32), e portanto serd importante para a dinamica da teoria. Expandindo (3.7) em

componentes, temos
1

N
Relembremos a Lagrangiana teleparalela,

T2, = — (nuJ”y —JY) La+ TP, T7 T8

det(8)

Lrr = TSWVTpum

onde o tensor SP*” depende linearmente da torcao. Agora, fazemos a separagao

SPHY — GPHY | SPrv.

Ty, =Ty, + Tl‘ju,

onde
g = s (TE,),
som = se(TE,),
7o, = & (ud% —nJ7) L
T, = JrJTNTE.
Deste modo, LT se torna:

det(5)
4

‘CTT = (S’p#VTpMV + SP#VTPHV + S’p/»ll/j"’pluu 4 SfppVTpuy)
Lema 7 } ) ) )
SPRVT 0 = SPVT, .

Gragas ao lema acima, LT se simplifica para

det ~ ~ 5 ~ SPUY T
['TT = Zl(ﬁ)(spuyTpllV + 2'S'p'ul/trpuu + SPHVTPNV)‘

Para deixar explicita a dependéncia nas variaveis 57, N e N i expandiremos os termos de L2.
A expansao completa é feita no apéndice C, e o resultado é apresentado abaixo:

1 det = = o / P ’ _ ’
e = S (o e LY ey 4 s + mama g TETTLELE + T2 TG L L ekt

A~

. ) ) det(3) -
+ det(8)SP*'n,JT" L Lyel gpp + NeimSpWTpW

~

1 det /Al7/\_ V/l/ o — / ! = D
= D o101 206+ ha + mama)g”* TETTLELE + L1

det(3)

N
+ 4

SPT — N det(3)SP% 7, Leel g, (3.9)

O ultimo termo nao foi expandido por enquanto pois ele ndo possui nenhuma derivada temporal
das varidveis candnicas e portanto nao contribui para o calculo dos momentos conjugados.
Neste ponto devemos fazer uma escolha importante, pois se continuarmos com a formulacao
canonica da Lagrangiana (3.9), teremos que lidar mais tarde com os vinculos provenientes da
simetria por boosts de Lorentz, os quais sao de segunda classe [3]. Isso que dificultara significati-
vamente os cdlculos no futuro, pois como vimos no capitulo 2, para lidar com vinculos de segunda
classe é preciso construir os parénteses de Dirac. Como mostrado em [3] e [24], hé diferentes mo-
dos de lidar com este problema. Podemos reescrever desde o inicio a RG com varidveis complexas
em termos da parte autodual da conexao de spin [3], ou podemos fixar parcialmente o gauge de
modo a eliminar os vinculos de segunda classe. Neste trabalho, adotaremos a fixagdo de gauge
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como solugao. Os boosts de Lorentz, diferente das rotagoes de SO(3), afetam as componentes
de n%=° (0 campo normal & subvariedade /) e portanto, se fixarmos o valor de n%=9, estaremos
quebrando a simetria por boosts de Lorentz. Assim, escolheremos o gauge (implementado como

uma igualdade forte):
n® = gn* = g,

o qual é conhecido como gauge temporal ou de Schwinger. Mostraremos que ele implica que
apenas a parte simétrica do momento conjugado & ﬁg ¢ dinamica. E importante salientar que,
com esta imposigao, podemos estar escondendo alguma outra simetria ou propriedade importante
do teleparalelismo, mas este é o prego que pagaremos para poder prosseguir com os calculos.
Neste gauge ha muitas simplificagdes, algumas das quais imediatas. Utilizando, (3.3) e (3.6)
obtemos:

) 1 N7
0=J",n"% j”l,eg—N”eo—i—eg:N”N—l—ég—F:ég, (3.10)
e usando as expressoes (3.10), (3.4) e 85 = n*“eq g, obtemos
O _ 17 Oa 5 1 i _
0 - .

De (3.11), obtemos
0 = (—Op(NnO) + 80(B2) — 0u(BY)NF — 52517]\7’])
— _9,N. (3.12)

Podemos também expressar L% como a derivada de Lie de % com relagdo ao campo vetorial Nn,
que é normal & U:

LT = 00(B2) — p(BIINT — G0N

- [,an(gA)} : (3.13)

onde foi utilizado que a derivada de Lie de uma 1-forma w = w,dz" com respeito a um campo
vetorial X = X#0,, ¢ dada por

Lx(w) = (X*w,+ w,0,X")dz”

Com estes resultados, a Lagrangiana (3.9) se simplifica para

Lrp = —Zbdetiﬁ) —2LSLY €567, + nawg” LALY + LELY e3¢,
— det(B)SPY NI, Ll g, + N deZ(B ) SPHYT
L) et a7 LE + LT 65 — det(B)SN I, Ll g
Loy 4(B) ST,

onde L é dado por
L=1L%é7.

Esta Lagrangiana é a mesma encontrada em [23].



3.5 A densidade de Hamiltoniana

Note que, da expressao (3.8), obtemos diretamente as derivadas de Lj, com relagao as compo-
nentes das velocidades do coframe:

oL, _
(303%) = 526Z
0P%
Com este resultado, calculemos
8 a o == =l =l = 5
W{Lf—j(—2Lég +naar§°" Ly + L5 €3e5)} =
0 ﬂ

Portanto,
3 1 det(B) N7 N T -7 =1 = 0 0
——Lrr = —— —2Lé" 4+ 0z 7P LE + LT e%e") — det(3)SP% N Tl e” G-
(302 N g (T2LEG N 7€e) — det(f) 2 e

Assim, dos resultados do capitulo 2, temos o momento conjugado a Bg:

1 det(B)

II
N 2

LTI

SH _ sopgad a' 57 st Ov
(—2Leé + gL + Lg e%éy,) — det(3)5” Nj“ed Gpp'-
Antes de prosseguir, anunciaremos um lema que sera necesséario em seguida.

Lema 8 O termo linear em L%,
pOI/NjV Lae .gpp ,

que aparece na Lagrangiana (3.9) satisfaz a equagdao

apOv v ora_p _ 0 _uaj wge_ra
SPYNT VLﬁeg Ypp' _eaeug cT,quV

Gragcas a este lema podemos perceber, devido 4 forma das componentes € no gauge de Schwinger

que apenas as contracoes envolvendo LY contribuirdo para a expressio total. Entretanto, o
momento H“ depende apenas das componentes L%, de modo que este termo ndo contribui para
0 momento no gauge Schwinger, que se simplifica:

1 det(3 . —
T TR R 5 E0) (3.14)

II
N 2

QU

Agora, procederemos de um modo andlogo ao feito para a teoria de Yang-Mills (ver capitulo

2) para obter os vinculos da teoria teleparalela, fatorando as variaveis que sao multiplicadores de

Lagrange diretamente na Lagrangiana. Note que podemos reconhecer diretamente o momento
IT em (3.9):

1ogos 1 A 5 det(3

Lot = iLgﬂg + N det(3)el etn™ A‘“T9—L0 +N 4@)

U
v SPM TPMV'

No gauge de Schwinger, esta expressao se simplifica para

det
c 4@ ) oy, ., (3.15)

1
Lo = 5[1%1_[2 + det(ﬁ)T"a N+ N

onde

— ~

PU __a U
T =T%,"€l.
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Definamos agora os objetos:

La,u _ g,uuLa
L La ~0 AZH
= 115

5 AG .1
Il = 105 55 = 2det(5) 5 L.

Com estas defini¢oes, o momento pode ser escrito como

1 det(f)

1 det(3)
Imes
N 2

N5 (2L — oLerd),

(—2Lé" + L + [Fd) = —

onde L(97) representa a simetrizagao nos respectivos indices. Assim, podemos escrever a parte
simétrica de L% em termos de IT% e II:

e = perd - Ny N (Hd“ — 1Hé“d> .
det(9) det(9) 2
Substituindo este resultado em (3.15), obtemos
1 - A det
Lrr = SLYIG + det(3)T"9N + N 64(5) SPRUT
| - - det -
= LM+ det(HT70,N + N 64(5 ) gom,,
1 5 det -
= SLU Mg+ det( BT 05N + N= 4(5 ) gomp,,

= (H‘_‘” - 111@"‘”) Mz + det(5)T7 0, N + Ndel(ﬁ)

i S,
2 det(/3) 2 "

Este é o ponto ideal para construirmos a Hamiltoniana canonica, pois eliminamos todas a ve-
locidades da Lagrangiana. Note que em (3.15) ndo hé velocidades das variaveis N e N¥. Isto
implica diretamente que seus momentos candnicos, my € 7wz Sao vinculos primarios:

on ~0,
¢Nﬁ =~ 0.

A componente antissimétrica do momento candnico das triadas também é um vinculo primario,
— 17 pd x50 A : 5 ‘ AT o
Pl = 1, B&g il ~ 0. Assim, temos a colecio de vinculos primérios da teoria:

{¢[ﬂ,z7]a ON, ¢Nﬁ}‘

Do capitulo 2, sabemos que Hamiltoniana candnica é:

He = 7O N + TNeOg NP + Hgﬂaoﬁgp — L.
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Utilizando (3.8) para escrever as velocidades ﬁoﬁdgj em termos de L%, obtemos:

H. = ;de]tv(m <HW - ;Hgﬁ”> Mz — det(3)T7 0N — Ndez(ﬁ ) gomwp,
+ I%(Lg, + NF9uBg, + B1:0sN") + mnOoN + mnado NP
= —;deiv( % (HW —~ ;ng’> ;5 + NOy(det(B)T7) — dez(ﬁ ) S Doy
+ NI 085 = 05 (1 )
+ 05173, N™ — det(B)I”N) + mn0oN + mnado NP,
Essa expressao pode ser reescrita na forma
He = Nxo + N'xu+ 05B” + mnOo N + mnadoN*, (3.16)

onde

,_|

X0 = ~d gy (0 = JU1G) g + 9y(det(B)17) — D50,

Xp = T%0:54 — 0,(1¥ 53,),
B” =T%3s NF — det(3)T"N.

Portanto, a Hamiltoniana total é
Hr = He + AoN + Moy + N7 p55,
onde {, ¥, M} sao os multiplicadores de Lagrange dos vinculos primarios.

E preciso ainda analisar as condigoes de consisténcia para verificar a existéncia de vinculos
secundarios. Como visto no capitulo 2, os parénteses de Poisson sao definidos por

0A OB 0A 6B
thBhe = c;/ud% [m(z) 0P(z)  6P(2) 5@<2>} ’

onde a soma é sobre todas as varidveis candnicas. Assim, neste caso temos:

0A 0B 0A 0B
A = 32| = — - -
Bl = | o |~ e
0A 0B 0A 0B 0A 0B 0A 0B
T SN onn(z) 07N (2) ON(2) | SNE(2) omnr(2) o (2) (5Nﬁ(z)] ‘

Portanto, as condigoes de consisténcia para {¢y; ), ¢, Pnn } s20:

Son () SHr(y)  Sén(x) SHr(y)
{on(@) Hely)}p ~ / a [MQY( ) Mj( ) oty (WT(z)]

- / B2 [ - 263y — 2)x0w)]

Xo(y) = doon (y)] 8°(x —y) ~ 0 =
0 = Xo(y),
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{(bNﬁ ($),

Hr(y)}p

%

[#]

dpna(x) SHr(y)

_ Opni(z) OH

7(y)

ONFE(z) dmpnu(2)

(STI'N;L Z)

#(2)

_ —/d3z [63(z — 2)0%(y — 2)xa(v)]
u

= —[xay) — dodni(y)] 8°(x —y) ~ 0 =
ﬁ(y)7

0 (x
{0, (), Hr(y)}p ~ /udSz[ ?Zagz())iﬁz((i)) N
I a

onde estes ultimos parénteses de Poisson serdo explicitados mais a frente. Deste modo, temos
uma nova colecao de vinculos:

5915.7() 5HT(y)]
0TI (2) 64%(2) |

{XOv X ¢[ﬁ,ﬂ]a ¢Na ¢Nﬁ}

Note que na Hamiltoniana total
Hr = Nxo+ Nixg + 5B + ny0oN + mniadoNF + Moy + N oni + N[, 7],

podemos absorver os termos mnOgN + Tnyadg NP nos termos contendo os multiplicadores de
Lagrange Ay +Moya. De fato, a evolugao temporal das variaveis N e N depende apenas de ) e
M respectivamente e portanto, é arbitraria. Assim, podemos interpreté-las como multiplicadores
de Lagrange dos vinculos xo e xz- Além disso, as equagoes de movimento para a triada e seu
momento conjugado nao dependem de A e A\*. Portanto, podemos simplesmente remover estes
termos da Hamiltoniana total e trabalhar apenas com a expressao simplificada

Hr = Nxo+ NPxa + 05 B + N 5,

conhecida como Hamiltoniana ADM.
O calculo completo de todos os parénteses de Poisson dos vinculos {xo, Xﬁ,qb[ﬂ’,;]} é muito
extenso, e daremos aqui apenas o resultado final, obtido da Ref. [13]:

Calehoxabe = |~ (@)alo) - 11 o) + Ty (377 + 797 )] 0,88 — )
- (z<vy)
{xo(@), xa@W)}r = xo(x)98"(x - y)
a@), oWy = xa()850° (@ —y) — xo ()98 (x — y)
{xo(@), T (y)tp = 0
(@), 1@ )}p = 0
(), 1 )} p - = (011 () — T (@) + T () — 1P @) 6% — ).

Nestas expressoes podemos ver que todos os vinculos encontrados sdo de primeira classe (todos
os parénteses de Poisson sao fracamente nulos) e fecham uma élgebra, o que implica que nao ha
mais vinculos.

Note que se impusermos o vinculo ¢j; 5 como uma igualdade forte e escrevermos o vinculo
escalar em termos da projecao do tensor de curvatura da conexdao de Levi-Civita,” obtemos
exatamente a mesma dlgebra da relatividade usual (onde as varidveis canonicas sdo a métrica e
seu momento conjugado). Veja [23], [3] e [24].

Note também que os parénteses de Poisson {H[db} (x),H[Ed] (y)}p satisfazem exatamente a
mesma dlgebra que os geradores (1.1) do grupo de Lorentz (que, se restritos a subvariedade U,

*Para isso é suficiente notar que o termo 9y (det(8)T") — detT(B)S”’“”TPW é, pelo lema (2), igual a 1/—gR.
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sdo apenas os geradores de SO(3)). De fato, a parte antissimétrica do momento I (z) ¢ o
gerador de rotagoes de SO(3) da triada, através se seu fluxo Hamiltoniano:

(@), [ @usMaT)e = [ SusMao) (510

[cd)
= = [ @uppay) x [ a2 | S e -
u 2 u
B 1

5Hg(z)

= - cJ(fE)ni ﬂ(x
= —Mj(2)3@),
onde M_;(y) € uma matriz antissimétrica.

Analogamente, podemos confirmar o significado geométrico dos outros vinculos analisando o
papel de seu fluxo Hamiltoniano. Assim, para o vinculo vetorial xj(x) calculemos

U%WL%M@wa:=LﬁM@/wa%M@b
:/ud3y§ﬁ() [ Z] (- 2)

u
= | PEw) [y~ 2)0pan(v) = (3 — 2)Baplv))
= &(2)0p0an(w) + Bap()0p€" (),

que é exatamente menos a variagdo na forma funcional de um campo vetorial sob um difeomor-
fismo infinitesimal, definida por

7: \

Q\‘:l

dofu(@) = fi(z) — ful2),
onde f,(z) é qualquer campo tensorial covariante. Como a waria¢do total é definida por
0fu(x) = fi(2") = ful@),
a relacdo entre as duas variagoes é
0 fu(x) = dofu() + & ()0, fu (),

onde ' = x4+ &(z), com £”(x) um campo infinitesimal. Como é bem conhecido, a variacao total
de um campo tensorial sob um difeomorfismo é dada por

81/
fu@) = 25 fu(a),

que expandindo até primeira ordem em &, se torna

ful@) = ful@) = fu(2)0.€" ().

Isso implica em

—00fu(x) = fu(2)0u€" (x) + &"(2)0 fu(2),
que é exatamente a expressao que obtivemos para, {ﬂ fu d3y€P(y)x5(y)} p, substituindo f,(z)
por ﬁl‘j( x). Assim, concluimos que o vinculo vetorial é o gerador de transformacao de forma sob
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difeomorfismos infinitesimais em U/. Em termos da derivada de Lie, podemos escrever

{0, [ eewn ] - (317)

Com relagao ao vinculo escalar, calculemos:

G, [ Ertnote =~ [ ey (17 - 517 ) ta()e

1. _ _
= o [OEeT + € ] L ()

&)
N(z)

= 5 [050% + €] [Len(A)5 (),

(0702 + €% B = [Lm(B)]5 ()

onde usamos a propriedade da derivada de Lie
Lix(w) = fLx(w)+ w, X" (0, f)dx".

Utilizando o fato que, no gauge de Schwinger, n® = Sin" e n = 4§, temos

;(@[cm(ﬁﬂi = [Len(B))5 — BN 0 ( % )

(i [ vty = 2@, [ Evaam)r

= (0768 + o763 (9502 + ¢ Beg ] 1Len( )
= [(5535& + 5;@6ﬁ] [['En(ﬁ)]g

= 2[Len(8)](5p)

= [Len(9)lop

O significado geométrico desta expressao é claro: o vinculo escalar é o gerador de transformacoes
de coordenada na direcao normal as subvariedades U/ para a métrica.

3.6 Novas variaveis

Tendo em maos os vinculos e sua dlgebra, vemos explicitamente que os vinculos escalar e vetorial
dependem de um modo altamente ndo polinomial nas varidveis canoénicas G e II. Além de ser uma
grande dificuldade técnica lidar com estes vinculos, sua forma torna inviavel qualquer empreitada
direta de quantizagao (e.g. através do algoritmo de Dirac) devido ao teorema de Groenwold-van
Hove [19], que impossibilita a construgao de uma representagao unitéria e irredutivel agindo em
certos espagos de Hilbert de algebras cujos vinculos sdo polinomios de grau maior que dois nas
varidveis canonicas. Assim, seguindo as idéias apresentadas em [3], [24] e [25], nosso objetivo
nesta secao é encontrar um novo conjunto de varidveis candnicas e uma nova representagao dos
vinculos satisfazendo os seguintes requerimentos:
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e Os vinculos escalar e vetorial devem ser polindmios de grau menor ou igual a dois nas novas
variaveis canonicas;

e O vinculo gerador de transformagoes de SO(3), 11led) (y), deve ser escrito numa forma semel-
hante ao vinculo de Gauss (apos a introducao de uma conexao apropriada), permitindo o
uso na RG de técnicas validas em teorias do tipo Yang-Mills;

e Introducao das densidades de triadas como varidveis canoénicas. Isto é util, pois densidades
tensoriais sao melhor definidas em variedades ndao Euclidianas do que campos tensoriais
puros.

Antes de prosseguir, faremos modificacées na notacdo de modo a simplifici-la e torné-la mais
semelhante & notacao utilizada nas principais referéncias sobre o assunto. Apos a decomposi¢ao
ADM das varidveis candnicas do teleparalelismo, os valores relevantes para os indices vao de 1 &
3 (tanto para os indices de Lorentz quanto os do espago-tempo), de modo que ndo é necessério
carregar a notagao com barras sobre os indices. A partir deste ponto, passaremos a utilizar os
indices latinos do comego do alfabeto a, b, c... para representar objetos sobre a subvariedade U
e os indices latinos do meio do alfabeto i, j, k, . .. para representar objetos de SO(3).

Com esta nova notacio, a relacio entre a parte simétrica de L'® e 0 momento conjugado a

triada se escreve
. . 1 .
L(za) — NA <Hw o Heaz)
det(3) 2
— ]\4’1'(17

onde definimos o tensor M@ = L(1) Denotaremos as densidades de triadas e cotriadas, respec-
tivamente, por

E} = det(B)ef,
E. = det(e)d.

Estas relacoes podem ser facilmente invertidas, bastando para isso notar que
E = det(EY) = det?(3).
Portanto,

_1
el = E2E},

i
B = E3E

Para promover a densidade de triada Ef como varidvel canonica, basta encontrar uma trans-
formacao canonica que leve as triadas nas densidades de triadas. Para este propdsito, notemos
primeiramente que

OE® 4.

a b — 1 J b
{Evak}P 5@@ { cka}P
SE¢ SMY
55! 0TI

. 1 ~.
= —N (&ef —eces) <5i5g— 5 gég>

bra  Saasb  sbra , Laas
= —-N (eze? — 56?62 — bl + 56?62

= Nébes.
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A partir desta observacao, é simples encontrar uma varidvel conjugada a E'. De fato, escrevendo

1

Pb’fN

M B30,
podemos verificar que
{Ez'avPljc}P = 5561(31

Agora, analisaremos os vinculos, comecando por reescrever o vinculo de SO(3) com estas
novas variaveis candnicas:

by = el =0
1

= E:EL,

& B, ~0

= EE‘Pi]a ~ 0.

Assim, podemos redefinir este vinculo de duas maneiras diferentes. Uma delas consiste simples-
mente em

Gij = E[;P)o = 0,
e a outra se baseia na constatacdo de que, em 3 dimensoes, podemos fazer a identificacao
Gij =0 & Gp= EijkEJC-LPm ~ 0.

Esta equivaléncia seréd essencial mais a frente para a construcio das variaveis de Ashtekar.

Para escrever o vinculo de SO(3) como um vinculo de Gauss e possibilitar a redefini¢ao dos
vinculos escalar e vetorial como polinémios, nos valeremos de duas transformacoes canoénicas
(como em [24]): uma transformagao global de Weyl e uma transformag¢ao Afim no momento II.
A transformacao global de Weyl é definida simplesmente por

(PLEY) — (PLyT'ED),  yeC,

0 que, evidentemente, nao modifica os parénteses de Poisson. Para encontrar a transformacao
afim apropriada, relembremos a definicao da conexao de spin €2: da identidade

Daf3 = 0u53] + Q58 —T3.55 =0,
onde I' é a conexdo de Levi-Civita, vemos que
szk = ékrgcﬁé — &0 (3.18)

Utilizando a extensao da derivada covariante D, para densidades tensoriais, e aplicando-a a EZ,
obtemos:

DaEII; = aaElI; + FZCEg - FCCLCEII; + QflkE;)
= det(B)D,&% — ¢ Eb + &29, det(f)

—  det(B)Daél — TS EL + Eéso.5]
= det(B)DaéZ - Fchlg + Elg(éjrgcﬁgl - Q(jzj)
= det(B)Dqe} — TS, B} + ER(TS. — Q)

(B)

Em particular, '
DoEf = 0,E¢ + QL[T11,E} =0,
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onde introduzimos uma aplica¢do entre as representagoes fundamental e adjunta de SO(3),
. s . ,
szk = Qa[TI]i; = Qzeijkv

valida apenas em trés dimensoes espaciais.
Com estes resultados e defini¢oes, podemos reescrever o vinculo de SO(3) de uma maneira
astuciosa:

1
Gp = GijkgE]C'L’)’Pia
1 a 1 a
= Da*Ek‘i‘eijk*Ej’YPia
Y Y

1 i1 1
= Ou Ei+ Qé[TI},’C;E} + gt 7 Pia

1 ; 1 1
= aagEg + QzeijkgE? + Eijk;qu"y]Dia

1
= D,—E}
a'y k

= D, E}.

Note que Q¢ nao depende de v, e portanto é invariante por transformacdes globais de Weyl. Isto
pode ser verificado a partir de (3.18), e escrevendo a conex@o de spin em termos da densidade
de triadas:

0 = ekl (a8 - au] + Blesons]
_ %Em E3ED [E% (abEg - ;EgE;iabEy)
B3 <6a E] - % EZE;{LOQEQ”) + E2ELES <8bE(l; - ;EiEfnﬁbE?)]
_ %Eijk B} (0E] - 0u B + ELE;O, L) + ieijkE,l; (—2EiELO By + B ELO.EY ) |

de onde verificamos diretamente que a conexao de spin é uma funcao homogeénea de grau zero
da densidade de triada.
Se introduzirmos o objeto . ‘ .
VAL = O+ F

Da Ek — aa E AE E NO
,y k a Z]k‘/y ,] ~ .

Podemos verificar também que o conjunto de variaveis (’yE}‘ﬂ A?) é uma transformagao canonica
do par (’yE;L,*yP;). Os tnicos parénteses de Poisson nao trivialmente nulos das varidveis E e

YA sio {VAl(x),Y Ai(y)}p e a verificagao de sua nulidade depende de um lema crucial para o
desenvolvimento das variaveis de Ashtekar:

Lema 9 Seja G[E] um funcional da densidade de triada definido por

OBkb
oxe

GlE] = e“bc/ k.
u
Entao, a conezxao de spin se relaciona com G através de

y SGIE
Qa"eijr = Spra E’[ka]
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ou, equivalentemente,

16GI[E]
k [—
Q= 2 §Eka”

Gragas ao lema acima, podemos calcular {7 A% (z),” Ai(y)}p:

(AL (), Al = {9 +~PL O +~P}p
= v (1oL Bte +{PL 9} )

= 7 ({9, Bl}r - {9, Pi}p)
(e, 69
- T\eEr By

62 52
- GE
SELSE!  OE{OE? B

S ol

A partir deste ponto, podemos reinterpretar as varidveis candnicas como provindas de uma
teoria de gauge para SO(3), onde as variaveis 7 A (x) sdo as componentes espaciais da conexio
de gauge '

YA =" AL Tidxt.
O andlogo ao campo elétrico desta conexao é dado pela densidade de triada, interpretada como
assumindo valores na élgebra de Lie de SO(3):

vE = vET,.

O que torna esta interpretagao consistente é a existéncia do vinculo do tipo Gauss:
1
[VD,"E]* = 0,—E* + [E*,Y Ay] = 0.
Y

A conexao 7A é chamada de conex@o de Barbero-Immirzi-Sen-Ashtekar [24], mas por questoes de
simplicidade nos referiremos a ela como conexao de Ashtekar apenas. O proposito do parametro
~ seré justificado mais a frente, onde ele serd necessério para colocar os vinculos escalar e vetorial
numa forma polinomial.

Quanto aos vinculos vetorial e escalar, escrevendo-os primeiramente em termos de E e P,
obtemos:

Yo = 0.5 — 0y (T5E)

~

= M g vihausi+

~

det(3)
N

o - a0y
— — (PEEL - PEELY) 50,3, + 0, (PEEL - PEELS)

(3200 — s0uy) (PEEL - PEELS!)
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W = g (1 ) e )A)
= S M T+ 1 det(5) ()
_ _d;\(ff) M? (Mf’ - Meﬁ-’) Gab + %det(ﬁ) R(5)
_ _de;(B ) (Pip) - PIP;) &é + %det(ﬁ) R(5)
_ _det;(ﬁ) (p;pg _ Png) ESE! + %det(ﬁ) R(5)
= B (e pm) g+ LR

Em termos das variaveis de Ashtekar VE¢ e 7A! [24], obtemos

. 1 €: 7E‘WEb
— 27 i _|_< 2+)e- me’ypn] M’
X0 |:'7 ab Y 4 jmn L g b det('Yg’y)
1 .
Xa = ;’ngb’yE]b:

onde
YEL = 9,A] — 0y AL + i ARV AL

¢ a curvatura da conexao 7A;.
Com estas expressoes para os vinculos, podemos entender a importancia do pardmetro y: se
o fixarmos em v = +4, obtemos:

vo = 421 S BB
“\/det(7g7)

ou seja, o vinculo escalar se torna equivalente a um vinculo polinomial de grau 2 nas variaveis
canonicas, com o custo de complexifica-las. Para que esta construgao seja equivalente & RG real,
precisamos impor condicoes de realidade as variaveis de Ashtekar:

Xo =V F e ESVEL, (3.19)

"E = 7K,

A, — Q= —(VAL - Q).

Estas condigoes sao equivalentes a dizer que o par de objetos (P, E;’) é real. Note porém que
Q% & uma fun¢ao nao polinomial de E¢, o que torna a realizacao destas condigdes nao trivial [24]
e [3].

Neste ponto, seria interessante estabelecer a relacdo entre estas varidveis e as varidveis de
Ashtekar utilizadas para a RG em termos de tetradas, e sua relacdo com o desenvolvimento
original de Ashtekar baseado na escolha da parte auto-dual da conexdo de spin (4-dimensional).
Para isso, utilizaremos uma relacdo conhecida [24] [25] entre o momento candnico & métrica da
folha e a curvatura extrinseca,

I, = det(é) (Kab - gabK) , (3.21)

onde K, é definido pela projecao espacial do tensor

Ky = [Dynl

v
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que é conhecido como curvatura extrinseca. Assim, combinando a expressao (3.21) com o resul-
tado ja obtido neste capitulo, isto &,

~

e — _dejv(@ (L(ab) _ Lgab) ’

podemos deduzir a relacdo entre L) M, e K9%:

L) _ My

N N~

Introduzindo o objeto K¢ através da expressao

Kab:_

Kl = —2¢"K,,

obtemos diretamente sua relagao com a varidvel canonica P;:
i _ pi
K, =P,

Esta ultima identificagdo serve de ponte para ligacdo entre o que desenvolvemos partindo das
variaveis teleparalelas e o desenvolvimento usual da RG em termos da curvatura.

Para estabelecer uma relagio como o formalismo auto-dual de Ashtekar, escrevamos K! em
termos da definicao da curvatura extrinseca,

K = —2¢" [Dn],,

notando que, no gauge de Schwinger, np = ﬁg, e usando o fato que a derivada covariante D, é
compativel com as tetradas, i.e., Dy/[3; = 0, obtemos:

K =26%0,° 8.
Assim, a conexao de Ashtekar pode ser reescrita como

1y 0Kl =
TAgjk = Qajr +vKai€iji
= Qujk + 276" weaef €k

Da definicao do operador Hodge [17], notemos que

1

(*wajk) = §€jk7(5wa'y§

€k06Wars T §€jklmwalm

=  €jkiWa0i,
implicando que a conexao de Ashtekar nada mais é do que:

T Agjk = Qagi + 7 [*Qal jy, -

Ou seja, se 7 = :l:%, 7 Agji corresponde as partes auto-dual ou anti-auto-dual da conexdao de
spin, encerrando a relagao entre a escolha do pardmetro de Immirzi e o desenvolvimento inicial
de Ashtekar.

Com o procedimento apresentado, atingimos os objetivos iniciais desta se¢ao: o vinculo de
SO(3) se tornou um vinculo do tipo Gauss, e os vinculos escalar e vetorial se tornaram polindémios
de grau 2 nas varidveis canonicas — as custas da introducao do problema das condicoes de
realidade que sao nao polinomiais.

Para ilustrar como nestas variaveis o uso de técnicas e ferramentas desenvolvidas para teoria
de Yang-Mills pode ser feito, definamos o objeto, H,[A], chamado holonomia,

H[A] = Pyt Jo " Ae”,
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onde @ : [0,1]— > U é uma curva diferenciavel, P, denota o operador de ordenamento ao longo
da curva p, e YA, =7 ALT;, sendo T; os geradores da élgebra de Lie de SO(3). Lembrando do
capitulo 2, onde mostramos que o vinculo de Gauss é o gerador de transformagoes infinitesimais
de gauge da teoria, podemos aplicar diretamente as variaveis de Ashtekar:

5y Al — {Ag, / 20 ['YDCEC]Z} — D), (3.22)
u P

S B = {Ej/ d320° [VDCEC]i} = [E*, 0);. (3.23)
u P
Analogamente, dado g € SO(3), temos
’YA; = g’YAag_l + gaag_l-
Aplicando esta lei de transformacao & holonomia, podemos mostrar, expandindo a exponencial
em série e aplicando o operador de ordenamento ordem a ordem, que ela se transforma como

HJ[A] = g(p(0))H[Alg™ (p(1)),

de modo que se p for uma curva fechada, i.e., p(0) = (1), e tomarmos o trago da holonomia,
obtemos o objeto

WAl =Tr Ppefij;@WA“dya ,

chamado loop de Wilson. O loop de Wilson foi introduzido originalmente para se estudar questoes
nao perturbativas em QCD, e é invariante de gauge devido a simetria por permutacoes ciclicas do
trago. Com este resultado, estes funcionais podem ser usados para resolver ao menos o vinculo de
Gauss da teoria. Os loops de Wilson foram posteriormente generalizados por meio das chamadas
fungées cilindricas [24], e das redes de spin.

Note, no entanto, que aparentemente nao h4 um modo simples de lidar com os outros vinculos.
Por exemplo, a a¢ao de um difeomorfismo sobre o loop de Wilson é da forma

¢WW[A] = Wp[¢*A] = Wd)—lop[A]a

ou seja, a acao de ¢ em W,,[A] corresponde a uma deformacao de p, de modo que nao ha uma
maneira nao trivial de construir funcionais deste tipo, e que sejam invariantes por ¢.
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Capitulo 4

Conclusoes e Comentarios Finais

No primeiro capitulo, mostramos que mesmo em nivel classico, h4 varias alternativas diferentes
para a gravitacdo. Algumas dessas alternativas sdo equivalentes entre si sob certas hipoteses.
Em alguns casos, como na teoria de gauge para o grupo de Poincaré e no teleparalelismo, a
torgao aparece como um objeto relevante, tendo significados geométricos diferentes, dependendo
das escolhas (da Lagrangiana e de restri¢oes na conexao de spin) feitas em cada modelo. A
prova da equivaléncia entre as Lagrangianas teleparalela e de Einstein-Hilbert é um forte indicio
matematico de que existe uma liberdade de escolha, entre descrever a gravitagao em termos da
curvatura ou da torcao de conexoes apropriadas.

Todos estes modelos sdo ou foram tentativas de expressar a gravitacdo em termos de uma
teoria de gauge. No entanto, nao se pode ir muito longe com esta interpretagao de gauge pois
nestes modelos (Poincaré, Afim, Einstein-Cartan e teleparalelo) é preciso misturar os indices
internos do grupo de simetria com os indices do espago-tempo na Lagrangiana de modo a obter
os resultados corretos, o que torna estas Lagrangianas diferentes das Lagrangianas das teorias
de gauge padrao. Assim, seria mais apropriado dizer que estes modelos sdo gauge-like mas nao
sao teorias de gauge stricto sensu.

Uma observagao interessante é que, como uma teoria gauge-like, o teleparalelismo tem uma
aparente vantagem sobre os outros modelos, que é o fato de suas equac¢oes de movimento serem
obtidas pela variagdo da Lagrangiana em relacao ao campo de gauge, diferentemente das teorias
para o grupo de Poincaré e Afim, o que o torna mais proximo das teorias de gauge padrao.

Com as ferramentas exploradas no capitulo 2 e com a técnica de folheacdo ADM, obtivemos
a Hamiltoniana e a algebra de vinculo do teleparalelismo, que é exatamente a mesma da GR
em termos de tetradas. Como esperado dos capitulos 1 e 2, os vinculos sdo fungdes nao poli-
nomiais das variaveis canonicas (triadas e seus momentos), o que constitui uma dificuldade nao
apenas técnica mas também uma dificuldade real em definir o ordenamento normal das variaveis
canonicas [19].

Com a finalidade de dar os primeiros passos na quantizacao da formulacao teleparalela da RG,
exploramos as varidveis de Sen-Ashtekar-Immirzi-Barbero que constituem uma transformacao
canoénica e uma nova escolha na representagdo dos vinculos de modo a simplificd-los. Um caso
particular destas variaveis, quando o parametro de Immirzi é puramente complexo, v = +i/2,
os vinculos escalar e vetorial se tornam polinomiais de grau 2, o que corresponde a uma grande
simplificacdo da teoria, as custas da complexificacdo do espaco de fases. Apesar da simplificacdo
da forma dos vinculos, a complexificacdo introduz novos problemas que aparentemente ainda nao
foram resolvidos [24].

Tendo os vinculos como polinémios de grau 2, o proximo passo do programa de quantizagao
canodnica seria encontrar o espaco de Hilbert que é aniquilado pelos vinculos e é neste momento
que entram os trabalhos pioneiros [3], [4], [5], [24] e outros que propde a substituigdo do grupo
SO(3) por SU(2) ou SL(2,C), e a introdugao de um espaco de Hilbert cujos elementos sdo rotu-
lados por grafos chamados redes de spin, que sdo auto-estados dos operadores de area e volume
simultaneamente na representacao de loops. Note que o programa de quantizagao candnica esté
longe de ser completamente consistente e correto, de modo que ele deveria ser entendido como
uma, primeira tentativa ou uma aproximacao da versao quantica final de qualquer teoria. Assim,
tendo em vista que a escolha das varidveis de Ashtekar é apenas o comeco de um empreendimento
muito mais ambicioso e complexo chamado LQG, hd muitos problemas que podem ser explo-
rados na continuidade deste trabalho. Como exemplo podemos mencionar o estudo das possiveis
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implicagoes e interpretacoes do parametro de Immirzi, o estudo do espaco de Hilbert aniquilado
pelos vinculos, o estudo da regularidade dos vinculos em termos das variaveis de Ashtekar, e o
estudo do papel da tor¢ao da conexdo de Ashtekar na gravidade. Lembremos que, ao introduzir
a curvatura extrinseca multiplicada pelo parametro de Immirzi, a conexao adquire naturalmente
uma torg¢ao, cujo papel é ainda uma questao em aberto.
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Apéndice A

Solugao de (A +¢gK)T =6

Seja G uma solucdo de AG = §, onde A é o Laplaciano. Sabemos que, com as condi¢oes de

contorno apropriadas, GG é dada por
1

Ay’

Escrevendo
AT = —gKT + 6, (A1)

onde K é um operador diferencial agindo em 7. Podemos encontrar T como uma série de
poténcias de g, assumindo:

o0
T=>Y 4T, (A.2)
k=0
e substituindo esta expressao na equacao diferencial, obtemos:
oo oo
ATy + Z FTIAT =6 — K Z g, (A.3)
k=0 k=0

0 que nos leva ao conjunto de equacoes abaixo :

TO = G7
Ty, = — [ GKTj—,
Assim, formalmente T" pode ser escrito como

T=G—-gGKG + ¢°GKGKG — ...,

esta série na constante de acoplamento é conhecida como série de Dyson-Shwinger e é muito
comum em problemas de espalhamento em mecéanica quantica.
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Apéndice B

Equacoes de movimento teleparalelas

Para simplificar os calculos, definamos primeiramente:

o 0Ly (B, dp)
opa(x)
0L (B, dS)
Ey = 0,——F——~
2 8,64(x)

Assim, as equagoes de Euler-Lagrange sao expressas por:
Ey— FEy=0.

Antes de prosseguir, listemos algumas relagoes simples e tteis:

Lo _ pdleh) | )
a4 a4 a3
a(el)
b O\ )
= v +e 5(155
ops P
=0 =
d(ey)) b
52 l; = _eu(sa(sle =
08 b
d(e}) o
= —gel,
08 b
Odet(B) _ B
55 = det(B) Tr(eaﬁg)
= det(B)e,
g = egeZnab =
agh” b
— = —(efeley +ehepel)n”
05 b
= —(9"el +g"ey),
aldpls,
o~
By
a[dlB}al/ a o (o}
88pﬂ2 Sy (04,07 — 0007,).

ol

(B.1)

(B.2)



Calculo de Fy:
Das expressoes (B.1, B.2, B.3 e B.4), fagamos a decomposi¢ao

OLTT det(f) 1 1
= -A+-B-C1-C2 oL
083 > 44T )+ ealr,
onde
A - e ot
H 862,
"
B = Tﬁya Ca ,
oJby;
cp
c1 = T 8Tca 7
B
ory,
— pic
Calculo de A: Relembrando as defini¢oes seguintes Utilizando a expressao (B.4) em A temos:
8TCHV na , vBEmb
— T )

T

)
j12e% VB)
aﬂaﬁg (g g
= ~Teap [(gpaeﬁ +g"7e3) g*7 + g (g””eff - gﬁpe(’i)}
= — [Tl + g"’Te, + g™ Tl e + e TE7T,

o que implica

N
A = Tlil’ aaj—;a
17
= TG, [ATE + T+ g Tl €T
= = [T5, T + T Toy + TP Tl + T, T2
= =215, TY +T,°Th,)

—AT,, TP .
Calculo de B:
Calculemos primeiramente:
oTv _ 0 (ncbﬁbT”’w)
By By 7
oTVHe
_ b o b
— ’I’]Cb(sa(ngV/—" +77cbﬂo— 863
oTvHe
= DTV + ncbﬂgT@.
Relembrando que
ot
B=T¢
j22%4 86;;’ Y
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facamos:

T orere _ pA6p+ ,upe)\ TV 4+ p)\eU+ Jpe)\ TV
ouv 8,62 - g a g a A g a g a A

= —(ToaT" + T2 T + Top TV + T, T + Topua TP

ur-a

= — (2T, T 4+ Top TP + 21, TP

assim, a expressao completa de B é:

B = T1° T
12 853
= 2(T6a T + T T7)
Calculo de C1:

Calculemos primeiramente

ort 9 (" e7TE )
8,8; - 8,32 crvo
= (b + gT, + TP,
assim,
o1 = 10,2
a3

~TE(TSP + g 0T, + T)
= —(TLT + T2PTE, + TETY)

ac—o

Calculo de C2:
Calculemos primeiramente:

oT:, 0
(fw/;c = Tﬁa(eZTﬁu)
P p
= —egeTy,
_T[jm
assim,
(&
c2 = TC“—QT“C
C 6/62
= —“T7'Th,
Combinando A, B, C1 e C2:
1 1
JATEB-Cl=C2 = —TLTV — (Tou T + TppaT7) + 2ATL TS

= (TP + TP = T = 2e(T7P + 2eLg" Ty, )T,
= 2(KYel — Qg T30 + ed g 1)) Ty,
= 2e)SY'T

va’

onde utilizamos a defini¢ao
S8 = (KYY = 127 + 4T
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Deste modo, a expressao completa de E; é:

Calculo de FEo:
Analogamente ao calculo de E1, fagamos a decomposigdo:

onde

8£TT(67 dﬁ)
opg(x)

e e | e Y Y
2 4 2

= detéﬁ) 262‘55”1—'5& + egETT.

B =

0 _det(B) B
m TT =~ (A+B-0),
0 1 y
47 e ().
0 1 »
P @ (31).
9 v
C — m (T[?MTVM) .

Utilizando a expressao (B.5) e o fato que % = 0 calcularemos os termos A, B e C.

Calculo de A:

Calculo de B:

B

0 T8 T)

~p TH

3(60[33) 4 e

1 a o o v o pu Vvsa o o\
Z[(Sb (5551/ - 555;1)7—# + Gaa’€q gN ,ug 5b (5;65V - 555,u)T,u’u’]
1
4
1 TPU TUP
Ly 1)
.

(17 — 17+ T - T

0 1
_ Lp wp
3(0,5%) <2T“”Tp )

1 g g ! ! g g

= 105 (0007 — 0p07)Ta" + eq g™ 1oy (105 — 06.03) Ty ]
1

= ST T T - T

= TP —TF"

o4



Célculo de C:
0
C = - (TP TVH
a(aaﬁg)( ppu—v )
= _[gaa’eg/gal/(sg(é/li’ég - 5565’)T1/V’ :
cugt 1o (8067 — 0007
- (TP — T + e TE — e TT)
= —2(ef TP — el T})7)

+T§‘ﬂ,

Combinando A, B e C:

A+B-C = T +T -1} —2(efT,)” — e} T}7)
= 2(K[" —efT)" +eiT.)
2e, (K[ — ;T + g0 T,)7)
262‘5[2"
= 2507,

e portanto:

det ()
2
Agora podemos escrever as equagdes de movimento completas:

Ey =

2507 = det(8)S0°.

det(B)SPVTE, + el Lot — 8, (det(B)S1) = 0., (B.6)

Esta expressao ¢ exatamente a mesma encontrada em [9)].
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Apéndice C

Decomposicao ADM da Lagrangiana
teleparalela

Relembrando as defini¢oes abaixo:

SPHY - — |HYP gPVTgH + gpﬂTgl’7
K,u)\u — _%(Tu)\zz _ Tzz,u)\ + T)\V,u)?
~ 1 _ _
T;j,/ = N (n“j,j” - n,,j:) L3

Facamos a expansao de S’p“”TpW:
S Ty = A+ B+ C,
onde
A = —g"T T,
B = ¢""T%T,u,
C = K'’T,,.
Calculo de A:

/

_ v 7 17 'w v ra 2 7\ 14 P
A = —g¢"— (nu’ v ny’ju’) g'teq Ly (nujv - anM) Ly €w9pp
/ — — = = / /

= — 0" (0w T — e T (0T — 1, T7) LELE el e,
L MIM v o v o

29 (nw Tymudy —nwJymeJ,

— = = = / /

M T TS+ Tom TS5 ) LELE el e,

Calculo de B: o o

B = g7 " Topw = =" 15" Lo = A
Calculo de C:
Expandindo C obtemos:

[ WV P L~ v, a0 % a2 2
C=KH pr,uz/ — _i(T“ p_TPHY T pu)TPuW
agora fazendo a decomposigao

C=C1+Cy+ Cs,

56



onde

1. .
Gr = _§TW'DT0W:
1o
Cy = §TW T
1o
03 = —§T pMTp#y’
= (.
Calculo de Cf:
11 o U\ ra_pu o o) 18 P
Cr = 57 (T} —npT)) Lyl (nuT) —nuT7) L el
1 1 / = o % o
— —§mgyy(nuljpynﬂjl/ _nyljpynl/j“

- _ . _ ’
- npJymuJy + npjjnyji)Lng 6565/

Calculo de Cs:

11

Co = a0t (T a5 Ll (T~ mu) LE g
]_ ! ! 5 = = = !
= ﬁgu tg” V(nu’juy'”ujf - ”u’j;nu’j;)Lng Naa’

Utilizando as propriedades de n, da equacao (3.3), ha uma grande simplificacao de A, Cy e Cs:
11

Cr = Sop(— T TILLLG il + 9" np T mn T LiLG elely),
o
G = —359 "I I LELG e
1 e do Iy / = . ro
A = H(TDTTLLG el el — ¢ M nym, T TTLELS € ef)).

Assim,

SP T,y = A+ B+C=2A+201 +Cy
1 i = ’ /
— W(QJJJ;’L%L% en el
— 29"Fnym, T T LALY e el

v—o ~a “a’
— JJIILLLE eltely + g npThm, T LELY eltel,
— ¢TI LELE Naw)
2 3.7p5L‘1L9,e’/ep

v~o ~a “a/

R
— ¢, T T LY €l e,

— JVITLALL kel + g TLTT LELE Nawr)
1

_ —W(—ij,j,ngL‘gleZ/eZ,

+ (Mo + nana) g TLITLALE + T TTLALY elel)).
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Facamos a expansao de SPHT),,,:
_ ~ _ 1 = - /
S Smwﬁ (nu T} = TY) L€l gppr
2 - . /
= NS T Lol G-

De modo que, a Lagrangiana pode ser expressa como

deil(ﬁ)(gpwfpuu + 25'WVTWV + 8P Ty

1 det(ﬁ) U G ro
—r {—2j5jp LaLd eV e,

+ (oo + nana)g”" THTT LELY
75 / det(ﬂ) S oLy
+ TLTILELY eliely | + =28

LrT

_ , o
vra.p puv
nu Ty Lyel 9pp + STy

det(8)
4

e, usando a expressao (3.5), obtemos

~

1 det(5)
N 4

+ (Maar + nana’)gulyjuﬁ’juﬁLng/

Lo —2T5T7 T el

o -a “a

= = ’ AL = = / det = —
+ TYTTLALY elieh, | + det()SM n, T Liel! 9o + N4(ﬁ )5t

o8



Apéndice D

Demonstracoes complementares

Neste apéndice constam algumas demonstracoes que foram omitidas no corpo da dissertagao.

D.1 Demonstracao do lema 1.4

—/— ( FQ,wp + Fd’(?cw

—V=g ( peolerdd,wy. + ﬂ;a[beg]adw

—V=g ( Beoler 9wy + B0 e Oqwi — BEDceh Ogw™

\/\/\/\/

1
—/=q <2ﬁgabegaawg - §ﬁgace/gaawg + g;abegadw;j - ﬂ;acegadwdb

/=g (mabegaaw;; + B et Dt — B Deet D™
—/—g ( ey, Do — e uﬁﬁefﬁdwdb — 8Ne’;8dwdb

V= (ef 0,00 + 20,85 0aes™ + Dyl 0™
Apulel v/=g0qw™], (D.1)

onde na tltima passagem foi utilizada a relagao ddet(M) = det(M) Tr(M ~10M), para uma
matriz inversivel M.

\_/\_/\_/
I

D.2 Calculo da variacao da Lagrangiana 1.3 sob uma transfor-
macao local de Lorentz
6L = 2v/—g(a1Fuped F™ 4 a9 Fp 0 F 4 a3 F4,0F.)
—g(a FP¢0 bW ¢4 apF?, “Opwg” + oz P “Opwa)”)
—g[a1 FY(Oywe® — Dewp®) 4+ aa FP¢(Opwe — Down)
(Opwa” — Oawp™)]
= 2/—g[201 F*Opw.® + aa FP0ywe — apFf0ewa” — a3 FP0,wp%)
= 2/=g[(201 — a2) F*Opw,® + aa FP 0w — a3 F 04wy
= 2= g[(201 — a2) F*Opw.® — aa F0,wp. — a3 FL 0,137
= 2[(201 — )V =gFL Opwe" — aay/—gF ™ Oqwye — aig/—gF 0quwn”],

wiz

Q

+ F

k)
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D.3 Demonstragao do lema 2

Prova
Das defini¢oes de curvatura, (1.7), e do simbolo de Cristofell, (1.27), podemos escrever as
componentes do tensor O no frame das coordenadas:

OM

_ M A r H M
Wy = 8,\K,‘fp—8pKW\+FU/\K1‘,TP+F§[,KM+KU/\K§[,
- ngKg)\ - FZAKgp - Kgp g)\'
Fazendo as contracoes pertinentes & construcao da Lagrangiana de Einstein-Hilbert:

O = 53 g0k,

DK — 0K + K1 0,g"" — KL 09"

+ " (Cpor = Copu) KJ¥ = (Dpow + Topo) K7 + KU, KTY — KB K,
onde foi utilizado
Tpov = goaloy-

Da expressao (1.27), obtemos duas identidades:

AuGurs (D.2)
Oo9up — OpYuo- (D.3)

fV}\M + f)wp, =

—Lopy =

=

pop
Substituindo-as em O resulta:
O = -=20,T)""+ K§,KJ" — K, K )Y
+ K1,0,9"" — K5,0u9"" + 9" (00 Gup — Opguo) K" — K7 05 gy
= =20,TI" + K§, K)" — KL, K" + g"" K[ 05 gpp
= 20,10+ Ki, KLY — KiKTY — 0K Dy
= —(20,T}7 + g" T, 0sgpp) — KF K} + KV, K7

Agora, multiplicando O por \/—g (g = det(G)) e utilizando a expressao

1 _
O/ — 25\/—gTr(G 19,@G),
onde G' ¢ a matriz cujos elementos sao iguais as componentes da métrica, ie., G = g",

obtemos:
V=90 = 20, (,ﬁ—gT;;P) +1/—g (—KQ‘MKL“’ + Kg"VKZ") ,

onde podemos verificar imediatamente que o segundo termo é exatamente a Lagrangiana (1.5).
O

D.4 Demonstracao do lema 7
Prova

ST = (K — g TE 4 TS Ty

= _%(TVWJ _ TPVH + Tupl/)

_ ngTgu + gpufgv

T

1, - S oY 70 TovT
- _i(Tprfwv - prTpuu + 1" pyTpuu) - prTo #TPMV + gpuTa VTPW

L i i i e
_§(TVMJ — TPVE 4 THPVY — gPVTIR 4 gPRTIV

o
SPRYT
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D.5 Demonstracao do lema 8

Expandindo o tensor S:

ngVNjﬂngeg’gpp/ — (Kuup _ gpufgu + gpufgu)jﬁngeZ’gpp/
= (e gpy K — elT3" + eqT]") L,
= (eglgpp’f(()ﬁp — e 130 + eqT7") L3,

Expandindo a contorcao obtemos:
1 | N — 05 - o= -
[265 Gpp' <NT(0)”” — ePT — eZTCOp) — 190 + eng”} LS
1 / 1 =51,/ //—0 O//*l— *0/ 1" —
[—265 Yoo’ (—Ng”” g’ TV(,Z +elg” 9" Ty —ecg” 9" Ty
0 OrmoD
—el T+ egTJ"| L

1 1 =51, = O / 1! =, = / = i
[_2 <_Ngyy TIEI;IQZ + nacg()p g Tuc’p“ — €] 6590” Tzf’/’/>
ST+ T L

1 -, = . 0 ’ "oos i s
5 (R T s 57 T

/= A RN
o p v OV gl g
ehe.g” T, p,TﬂD)

—el IO + TV LY
_1 _i ﬂV/jﬂT(O) N dei U 50 sC U~ 50 sRrc
g vt €a — Mactl Nedeo Celps +€ €0 €04
—eg 170 + eqTy"| L

1/1 5, &+ _ _ _
5 (goaner) - o+ aree|

(el T30 4 e0T57) L

v
v 0 _orc 0 o/ ofc | 1a
[_eag €c Tu’o + €9 € Ty’a LD

v 0V o ~1 70rc ODV’UﬁGJAc-a
|:_eag VAN Tﬁ@+€a9 VAN = Tp@ Ly

A AW T 0,7 sfi, ,uv s@jc a
€oCc +eaeuevn ecTﬂaz LD

D.6 Demonstracao do lema 9

Dado o funcional

G[E] = ¢ /u dBzp¥(z)
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podemos reescrevé-lo em termos das densidades de triadas através das relagoes éf = £~ 2E“ e
A 1 .

(N 5 7.
Bt =E2E!:

GIE] = & /u d%ﬂ?(:c)aﬁa'“;?)

_ eabc/d:awE;(x)Ef(:E)@(E (;C)aEkb(x)>
u x

OEp(x)
abc 3 k kb
= € /ud zE(x)E;(x) ”

e, com a propriedade combinatoéria do tensor de Levi-Civita em trés dimensoes:

=

det(3) ”ke“ébei = eabe, (D.4)
podemos finalmente escrever
E
GIE] = e / 02 B () () 220(2)
oz
— [ dapwerta @

. OBy (x)
ijk ha b kb
= /u d*ze’* B (z)E}(z) Tyt

Esta expressao pode agora ser diretamente derivada em relacao & densidade de triada. Assim,
calculemos sua derivada funcional:

SGIE) 3361k B0 () B () VR0 ()
SEN(z) 5Ezd /d‘/’:6 BB ()5
! E
_ ik / d% 5géliEb(m)+E?($)5g5lj> 5w — 2 2l7)
5 oz®

3. 45k ha kb
+ /uda:e El() 5Eldz [ e ]

(2)
y Ozt By ()
= P (53511]171)( + E (= 5(151]) O0uEpp(2 /dgxemkEa( )Ejb(x) 6Eld(z)

oz

= (FEY()0aBw(2) + € E(2)00 Era(2))

3. ijk mag o gmbyy | OEm () Bra(2)d° (z — 2)
- /ud e’ B (z)E; (2) { e ]

= €VEL (0pEjq — 0aEjp) + €77 0,(E} B2) Eip Ega
= RER (0pEja — 04Ejp) + €704 (Ef)EYElp Erg + €7%0,(E3) Ep Eff Epg
= Y (O Eja — 8aEjp) + €™ 0u(EY) Bga — E”kaa(EZb>EjEz‘ Era,
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e utilizando a relacao (D.4) duas vezes em seguida, podemos reescrever

SGIE)]

5Eld

_l’_

KB (OpEjg — OaEjp) + €00 (EL) Egg — EljkEbEaEk Oa(Ew)E™" gaar

) (
IREY (O Eja — 0aEj) + €%, (EX
IR EY (O Ejq — 0aEjp) + €0, (E
(OE ) (
(

= Q

)

)Epa — Ee™ §gq 00 (Ep)E~}
)Erd — JaarOa (¢ Epp)
)

= Q

I By id — 0aEjp) + €0, (EY) Exg + Jaa 0a (B~ €1 ELET)
IR B (0yBjq — 04Ejp) + €% 04(EY) Exg — B gaa BT 0a(EY )€V ECEY
BB aq 0a(EY ) + €' BT EY Gaa0a(EY)

IREY (O Ejq — 0aEjp) + €0, (E) Egg — €7 B2 0, (B EL Ejq
BB §ap0a(BEY) — € Bjq0,(ES)

kB (8, Ejq — 0aEjp) — € Bl 0,(ETELEjq + V' ELEYEY 0,(EY )
R (0yBjq — 04Ep) + T ELEY B 0,(EY) — ¥ B 0,(El EL Ejq
20,

= Q

= Q
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