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RESUMO 
SÁNCHEZ, J. A. G. Estudo do Fenômeno da Auto‐intersecção em um Anel
Anisotrópico.2008.94f.Dissertação(Mestrado)– EscoladeEngenhariade São
Carlos,UniversidadedeSãoPaulo.

Estuda-se numericamente uma placa circular homogênea com furo centrado sob estado plano de 
deformação. A placa está fixa ao longo do contorno interno e está sob compressão radial uniforme 
ao longo do contorno externo. O material da placa é elástico-linear e anisotrópico. Apresenta-se a 
solução analítica do problema, a qual satisfaz as equações governantes de equilíbrio, no contexto 
da elasticidade linear clássica. Esta solução prediz o comportamento espúrio da auto-intersecção 
em uma região central da placa. Para evitar este comportamento, utiliza-se uma teoria que propõe 
encontrar um campo de deslocamento que minimize a energia potencial total do corpo sujeito à 
restrição de injetividade local para o campo da deformação correspondente. Esta teoria, 
juntamente com o método das penalidades interiores, permite encontrar uma solução numérica que 
preserva a injetividade. Esta solução corresponde a um campo de deslocamento radialmente 
simétrico. Estuda-se a possibilidade de encontrar uma solução rotacionalmente simétrica do 
problema restrito, em que o campo de deslocamento possua as componentes radial e tangencial, 
ambas funções somente do raio. Os resultados desta última modelagem mostram que a 
componente tangencial é nula, indicando que o campo de deslocamento é, de fato, radialmente 
simétrico. Mostra-se também que a solução do problema do anel converge para a solução do 
problema de um disco sem furo à medida que o raio do furo tende a zero. 
 
Palavras-chave: anisotropia, auto-intersecção, injetividade, método das penalidades, 
minimização com restrição. 
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ABSTRACT 
SÁNCHEZ,J.A.G.StudyoftheSelf‐intersectionanomalyinanAnisotropicRing.
2008.94f.M.Sc.Dissertation–EscoladeEngenhariadeSãoCarlos,Universidade
deSãoPaulo.
 
This work concerns a numerical study of a homogeneous circular plate with a centered hole that 
is under a state of plane strain. The plate is fixed at its inner surface and is uniform radial 
compression at its outer surface. The plate is linear, elastic and anisotropic. An analytical solution 
for this problem, which satisfies the governing equations of equilibrium is presented in the 
context of classical linear elasticity. This solution predicts the spurious behavior of self-
intersection in a central region of the plate. To avoid this behavior, a constrained minimization 
theory is used. This theory concerns the search for a displacement field that minimizes the total 
potential energy of the body, which is a quadratic functional from the classical linear theory, 
subjected to the constraint of local injectivity for the associated deformation field. This theory 
together with an interior penalty method and a standard finite element methodology yield a 
numerical solution, which is radially symmetric, that preserves injectivity. Here, it is investigated 
the possibility of finding a rotationally symmetric solution to the constrained problem; one for 
which the associated displacement field has radial and tangential components, which are both 
functions of the radius only. The numerical results show, however, that the tangential component 
is zero. It is also show that, as the radius of the hole tends to zero, the corresponding sequence of 
solutions tends to the solution of a solid disk. 
 
Keywords: anisotropy, self-intersection, injectivity, penalty method, constrained minimization. 






CONTEÚDO
RESUMO..................................................................................................................................ii
ABSTRACT...............................................................................................................................vi
1 INTRODUÇÃO................................................................................................................1
1.1 ObjetivoseJustificativas........................................................................................1
1.2 RevisãoBibliográfica..............................................................................................2
1.2.1 Auto‐intersecçãonaVizinhançadeVérticesdeTrincas........................................................2
1.2.2 Auto‐intersecçãonaVizinhançadeCantos............................................................................5
1.2.3 Auto‐intersecçãonaVizinhançadePontosInteriores...........................................................8
1.3 OrganizaçãodoTexto..........................................................................................12
2 FundamentosdaMecânicadoContínuo....................................................................15
2.1 CinemáticadosMeiosContínuos........................................................................15
2.1.1 OsCorposContínuosesuasConfigurações........................................................................15
2.1.2 OCampodeDeformação....................................................................................................17
2.1.3 DeformaçõesdeElementosdeLinha,SuperfícieeVolume...............................................20
2.1.4 MovimentodeumCorpo....................................................................................................21
2.2 LeisdeBalanço,ou,deConservação...................................................................22
2.2.1 BalançodeMassa................................................................................................................22
2.2.2 Forças..................................................................................................................................23
2.2.3 BalançodeMovimentoLinear............................................................................................25
2.2.4 BalançodeMovimentoAngular..........................................................................................27
2.2.5 BalançodeEnergia..............................................................................................................28
2.3 ModelosConstitutivos.........................................................................................29




viii

2.3.1 MaterialElástico‐linearAnisotrópico..................................................................................29
3 ProgramaçãoNão‐Linear............................................................................................33
3.1 MinimizaçãosemRestrições................................................................................35
3.1.1 PropriedadesdeMínimo.....................................................................................................35
3.1.2 PropriedadesdosAlgoritmosdeMinimização...................................................................36
3.2 MinimizaçãocomRestrições...............................................................................40
3.2.1 ConceitosBásicos................................................................................................................41
3.2.2 IntroduçãoaoMétododasPenalidades.............................................................................43
3.2.3 PenalidadesInteriores.........................................................................................................44
3.2.4 PenalidadesExteriores........................................................................................................46
4 FORMULAÇÃODOPROBLEMA....................................................................................48
4.1 OProblemadoAnelsemRestrições....................................................................48
4.1.1 ProblemaUnidimensionalemumaVariável.......................................................................51
4.1.2 ProblemaUnidimensionalemDuasVariáveis....................................................................54
4.2 OProblemadoAnelcomRestrições...................................................................56
4.2.1 ConceitosPreliminares........................................................................................................56
4.2.2 ProblemaUnidimensionalemUmaVariávelcomRestrição...............................................59
4.2.3 FormulaçãoPenalizada.......................................................................................................60
4.3 FormulaçãoDiscretadoProblemadoAnelcomRestrição.................................62
4.3.1 ProblemaUnidimensionalemUmaVariável......................................................................62
4.3.2 ProblemaUnidimensionalemDuasVariáveis....................................................................65
5 ResultadosNuméricos.................................................................................................68
5.1 ResultadosdoProblemadoAnelsemRestrições...............................................68
5.2 ResultadosdoProblemadoAnelComRestrição................................................73






5.3
 OProblemadoAnelemRelaçãoaoDiscoSemFuro..........................................80
6 Conclusões...................................................................................................................91
7 Bibliografia..................................................................................................................93
AnexoA–ÁlgebraLinear....................................................................................................95
AnexoB–AnáliseTensorial..............................................................................................102
AnexoC–NormaH1......................................... .... ............................................................106




x

Lista de Figuras 

Fig.1:Chapainfinitacomtrinca___________________________________________________________________3
Fig.2:PunçãoRígidoatuandosobreumabasehorizontalsemi‐infinita.___________________________________6
Fig.3:DiscoelásticoanisotrópicoanalisadoporLekhnitskii(1968)._______________________________________9
Fig.4:Umcorpocontínuoealgumasdesuaspossíveisconfigurações. ___________________________________17
Fig.5:Configuraçãodereferênciaeconfiguraçãodeformada.__________________________________________18
Fig.6.Deformaçõesdeelementosdelinha,superfícieevolume. _______________________________________20
Fig.7.Interpretaçãogeométricadeumproblemademinimizaçãono

utilizandocurvasdenível. ___________34
Fig.8.AproximaçãopelométododeNewton(buscaUnidirecional) _____________________________________39
Fig.9:Curvasdenívelparaproblemabi‐dimensionaln=2comrestrições._________________________________41
Fig.10.Exemplodeproblemacomumarestriçãoativa._______________________________________________42
Fig.11.Exemplodeproblemacomduasrestriçõesativas._____________________________________________43
Fig.12:DiscoElásticoanisotrópicocomfurosobcompressãoradial._____________________________________49
Fig.13:DiscretizaçãoutilizandooprogramadeelementosfinitosANSYS10.0deumaquartapartedaseção
transversaldeumdiscocomfuro.________________________________________________________________69

Fig.14:AmpliaçãodavizinhançadoraiointernodaFig.13. ___________________________________________71
Fig.15:Convergênciacomrelaçãoaotamanhodoelementofinitododiscosemfuro._______________________72
Fig.16:Convergênciacomrelaçãoaoelementofinitodoproblemadodisco(LEKHNITSKII1968).______________72
Fig.17:AmpliaçãonavizinhançadamalhautilizadaparaobterabifurcaçãodasoluçãodoproblemadeLekhnitskii:
malhadeformada. ____________________________________________________________________________75

Fig.18:Ampliaçãonavizinhançadocentrodamalhasimbólicaparaobterabifurcaçãodasoluçãodoproblemade
Lekhnitskii. __________________________________________________________________________________76

Fig.19:DeterminantedogradientedadeformaçãodabifurcaçãodasoluçãodoproblemadeLekhnitskii._______76
Fig.20:Seqüênciadeaproximaçõesnuméricasgeradaspelométododaspenalidadesàmedidaque_____78






Fig.21:Convergênciadoproblemadoanelsujeitoàrestriçãodeinjetividadecomrelaçãoaonúmerodeelementos
finitos.______________________________________________________________________________________79

Fig.22:Convergênciacomrelaçãoaotamanhodofurodassoluçõesanalíticasdoproblemadoanelsemrestrição
paraasoluçãoanalíticadoproblemadeLekhnitskiisemrestrição.______________________________________81

Fig.23:Convergênciacomrelaçãoaotamanhodoelementofinitodaaproximaçãonuméricadoproblemadoanel
semrestriçãoparaasoluçãoanalíticadomesmoproblema,considerando



______________________82
Fig.24:Análisedeconvergênciacomrelaçãoaotamanhodoelementofinitodoproblemadoanelsemrestrição
parasuasoluçãoanalítica,considerando



________________________________________________83
Fig.25:Convergênciadaaproximaçãonuméricaparaasoluçãoanalíticadoproblemadoanelsemrestrição,
considerando



.______________________________________________________________________84
Fig.26:Análisedeconvergênciacomrelaçãoaotamanhodoelementofinitodoproblemadoanelsemrestrição,
paraasoluçãoanalítica,considerando



___________________________________________________84
Fig.27:Convergênciadaaproximaçãonuméricadoanelcomrestriçãoparaasoluçãonuméricadodiscode
Lekhnitskiiàmedidaque

.M=64.___________________________________________________________86
Fig.28:Análisedeconvergênciadaaproximaçãonuméricadoanelcomrestriçãoparaasoluçãonuméricadodisco
deLekhnitskiiàmedidaque

. ______________________________________________________________86
Fig.29:ConvergênciacomrelaçãoaMdodeterminantedogradientededeformação,,doproblemadoanel.__87
Fig.30:ConvergênciacomrelaçãoaMdodeterminantedogradientededeformaçãodoproblemadoanelemuma
vizinhançadofuro



. __________________________________________________________________88
Fig.31:ComportamentododeterminantedogradientededeformaçãoparaoproblemadeLekhnitskii.
Considerandoamalha75/25/20._________________________________________________________________89

Fig.32:Ampliaçãonavizinhançade

docomportamentododeterminantedogradientededeformaçãodo
problemadeLekhnitskii,considerandoamalha75/25/20._____________________________________________90

Fig.34.Domínioeimagemdafunção. _________________________________________________________103






xii

Lista de Tabelas 
 
Tab.1:Classificaçãodosmateriaisortotrópicos,TING(1996).__________________________________________32
Tab.2:ConstanteselásticasutilizadasporFOSDICKeROYER‐CARFAGNI(2001)____________________________70
Tab.3:ContasteselásticasutilizadasporFOSDICK,FREDDIeROYER‐CAFAGNI(2007),associadosàbifurcaçãoda
soluçãodoproblemadeLekhnitskii. ______________________________________________________________74

Tab.4:ContasteselásticasutilizadasporFOSDICK,FREDDIeROYER‐CAFAGNI(2007),associadosàsolução
unidimensionalemumavariáveldoproblemadeLekhnitskii. __________________________________________74





1

1 INTRODUÇÃO 

1.1  Objetivos e Justificativas 
Ateoriaproposta(FOSDICKeROYER‐CARFAGNI,2001)representaumanovaabordagem
para os problemas de elasticidade que apresentam auto‐interseção. O número de estudos
realizadosnessenovocampoélimitadoejustificaarealizaçãodestetrabalho.
Resultados apresentados em FOSDICK, FREDDI e ROYER‐CAFAGNI (2007) indicam a
existênciadebifurcação
nocampodedeslocamentonocontextodateoriadeelasticidadelinear
plana. Neste trabalho, examina‐se a possibilidade de ocorrer bifurcação no campo de
deslocamento,semelhanteàencontradaporFOSDICK,FREDDIeROYER‐CAFAGNI(2007).Aqui,
noentanto,considera‐sequeocampodedeslocamentoérotacionalmentesimétrico.Observa‐
se,
assim,ovalordepesquisasqueadicioneminformaçõesaosestudosrealizadosparacorrigir
problemas na teoria da elasticidade, de modo a preservar a injetividade e, por conseguinte,
eliminarofenômenoanômalodaauto‐intersecção.
Oobjetivoprincipaldestetrabalhoéaportarnoconhecimentodateoriadaelasticidade
com a restrição de
 injetividade, aplicável a problemas que possuam o fenômeno da auto‐
interseção.Será analisado o problema de um disco com furo (anel) sob compressão radial,
cujastensõessãofinitas,descrevendoocomportamentodasoluçãodoproblema.Analisa‐sea
convergênciadasoluçãodoproblemadoanelparaasoluçãodoproblema
deLekhnitskii(disco
semfuro),cujastensõessãoinfinitasnocentrododisco.
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1.2 Revisão Bibliográfica  
A elasticidade é uma propriedade fundamental das substâncias presentes na natureza
(MUSKHELISHVILI, 1933). A teoria da elasticidade utiliza idealizações e simplificações que
permitemaproximar epredizerdeforma satisfatóriaocomportamentodestapropriedadenos
corpos. Entretanto, para alguns casos, a teoria da elasticidade proporciona soluções que,
emborasatisfaçamasequaçõesgovernantes,
nãopossuemsignificadofísico.
Diversosestudostêmsidorealizadosparatentarcorrigir,ou,aomenosmostrarasfalhas
existentesnateoriadaelasticidade.Aseguir, citam‐se algumaspesquisas sobre os fenômenos
anômalos preditos pela teoria da elasticidade, classificando‐as segundo o tipo de problema
ondeocorrem.

1.2.1 Auto-intersecção na Vizinhança de Vértices de Trincas. 
WILLIAMS (1959) considera dois corpos elásticos semi‐infinitos, com propriedades
elásticas diferentes, unidos ao longo de uma interface plana contendo uma trinca e sendo
tracionados no infinito por uma carga P const ante, conforme ilustrado na Fig. 1. O problema
temimportânciaprática,sendoqueointeressepelomesmosurgiuempesquisas
geológicasde
linhas de falha ao longo da interface entre duas lajes de estrato de rochas.  Tal problema
tambémécomumquandosetrabalhacomdoismetaisdiferentesunidosatravésde umalinha
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ENGLAND (1965) estuda o problema de uma trinca de interface sob pressão interna
arbitrária.Oautornotaqueasoluçãodoproblemaéinadmissível, poisassuperfíciessuperiore
inferior da trinca apresentam ondulações que ocasionam a auto‐intersecção do material em
uma vizinhança do vértice da trinca. ENGLAND
(1965) estima numericamente o raio na
vizinhançadatrincaondeocorreaauto‐intersecção.Aordemdegrandezadoraioéde

em
vezesocomprimentodatrinca.
ATKINSON(1977)propõedoismodelosparaotratamentodeumproblemasemelhante
ao abordadopor WILLIAMS (1959), ou seja, uma chapa composta de dois materiais distintos
comumatrincanainterfaceentreosmateriais.Nosdoismodelosainterfaceésubstituídapor
umatira
compequenaespessura.No primeiromodeloa tira é  homogêneae tem um módulo
de elasticidade diferente dos módulos de elasticidade dos materiais que compõem achapa. A
trincaécolocadadentrodatirahomogênea.Nestecaso,asoscilaçõesnãoocorrem.Oprimeiro
modelo é deficiente, pois a trinca deve permanecer
 dentro da tira homogênea. O segundo
modelo,maispopular, utilizaumatiraposicionadanainterfacecomummódulodeelasticidade
continuamente variável, tal que, nos contornos é igual ao do material da chapa que a limita.
Assim,atrincaécolocadaentreoprimeiromaterialdachapaeatira.
Umavezqueomódulode
elasticidadeécontínuoaoredorda trinca , evita‐seocomportamentooscilatórionavizinhança
dovérticedatrinca.
COMNINOU (1977) também substitui a interface por uma tira homogênea e isotrópica
comapossibilidadedetercontatosematritoaolongodafacedatrinca.Ela
impõequeasfaces
deformadas da trinca permaneçam em contato na vizinhança do vértice da trinca. A autora
mostra a existência de regiões de contato com um comprimento altamente dependente do
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carregamentoaplicado.Nestaanálise,asingularidadenastensõesé dotiporaiz quadradaea
solução assimptótica é do modo II, ou seja, as tensõescisalhantes são as únicascomponentes
quepossuemsingularidadenafrentedatrinca.
KNOWLES(1981)mostraquenoproblemademodoIInatrincaa
soluçãopode,ou,não
predizer a auto‐interseção, dependendo das propriedades do material. O autor realiza uma
análise assimptótica, mostrando que para materiais como o vidro ocorre auto‐intersecção,
poremnãoocorreparapoliestirenoeaço.
ARAVAS e SHARMA (1991) consideram um meio elasto‐plástico colado a um substrato
rígido e
 introduzem uma trinca na interface destes materiais.Eles consideram contato sem
fricçãoentreatrincaeosubstrato.Osautoresapresentamresultadosnuméricosquemostram
que, quando a zona de  contato é pequena comparada com o tamanho da trinca, o modelo
adotadoporCOMNINOU(1977)aindapredizaauto‐interseção
domaterial.ARAVASeSHARMA
(1991) mostram que na solução encontrada por COMNINOU (1977) a auto‐interseção não
ocorrenasfacesdatrinca,masofenômenoapresenta‐senoselementosmateriaisencontrados
navizinhançadapontadatrinca.

1.2.2 Auto-intersecção na Vizinhança de Cantos. 
MUSKHELISHVILI(1933)estudaoproblemadeumpunçãoverticalrígidoatuandosobre
uma base horizontal semi‐infinita sob uma carga axial, conforme ilustrado na Fig. 2.Ele
encontraumasoluçãofechadaparaoproblemanocontextodateoriadaelasticidadelinear.Em
particular,elemostraqueasforçasmudamdesinal
infinitasvezesnoscantosdopunção.
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comportamento oscilatório é devido às peculiaridades da escolha do material (COMNINOU,
1990).
AGUIARe FOSDICK(2001) avançamnoentendimento do comportamentodo campo de
deformação na vizinhança de pontos onde o contorno do corpo elástico não é suave. Eles
realizamumaanáliseassimptóticanocontextodasteoriaslineare
nãolinearplanasdocampo
de deformação na vizinhança do canto do punção. Na teoria não linear, os autores realizam
duas analises, na primeira utilizam um material harmônico e na segunda um material semi‐
linear modificado. Resultados numéricos obtidos pelos autores via Método dos Elementos
Finitosconfirmamqueasoluçãoassimptótica
representaocomportamentolocaldoestadode
equilíbrio na vizinhança do canto do punção. Nesta vizinhança, as teorias linear e não linear
predizemdiferentescomportamentos.Assim,asteoriaslinearenãolinearcommateriaislinear
e harmônico, respectivamente, predizem um comportamento oscilatório no campo de
deformaçãoeemambasapresenta‐
seofenômenodaauto‐intersecção.Ateorianãolinearcom
o material semi‐linear modificado não apresenta o comportamento oscilatório no campo de
deslocamentoeevitaofenômenodaauto‐intersecção.Longedocantodopunção,ogradiente
dedeformaçãoépequenoeasoluçãoassimptóticanocontextodateoria
nãolinearutilizandoo
material harmônico, torna‐se invalida.Os autores mostram, no entanto, a existência de uma
região intermediária onde os resultados numéricos obtidos para as teor ias linear e não linear
são similares e predizem um comportamento suave para a superfície livre. Em particular, eles
apresentam uma solução que
não possui o comportamento oscilatório e que impede a auto‐
intersecçãonavizinhançadocantopunção.
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1.2.3 Auto-intersecção na Vizinhança de Pontos Interiores. 
LEKHNITSKII(1968)consideraumdiscocircularelástico‐linear,comanisotropiacilíndrica,
sob estado plano de tensão, em equilíbrio sob pressão radial distribuída uniformemente no
contorno, conforme ilustrado na Fig. 3. Em um sistema de coordenadas polares, Lekhnitskii
encontraadistribuiçãodetensões



















(2)





onde

éatensãonormalnadireçãoradial,

éatensãonormalnadireçãotangencial,

éa
tensão de cisalhamento no plano, é a pressão radial distribuída no contorno,  é o raio do
discoconforme ilustrado na Fig. 3, 





 e 



 são os módulos de Young nas direções
radial e tangencial, respectivamente. Quando 



,, e segue de (2) que as tensões
tendem, em módulo, ao infinito à medida que se aproxima do centro do disco, ou seja, à
medidaque.Assim,nocentrododiscoocorreumasingularidadenocampodastensões.
FOSDICK e ROYER‐CARFAGNI (2001) mostram que para 
o problema do disco com
furopodeapresentarofenômenodaauto‐intersecção.
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onde 












 . O autor mostra que no centro  da esfera a tensão é
infinitadependendo de,aqualépositivaenãonula.Oautormostraquequando
existeumaregiãoondeocorreofenômenodaauto‐intersecção.
Um avanço importante no tratamento do fenômeno anômalo da auto
‐interseção foi
realizadoporFOSDICKeROYER‐CARFAGNI(2001).Estesautorespropõemminimizarofuncional
quadráticodaenergiapotencialdaelasticidadelinearclássicasujeitoàrestriçãodeinjetividade









(4)

onde  é o gradiente de deformação e  é um valor arbitrário, positivo e suficientemente
pequeno.OsautoresanalisamoproblemadodiscodeLekhnitskiisujeitoàrestrição(4),utilizam
multiplicadores de Lagrange e encontram uma solução fechada. Para encontrar esta solução,
elesconsideramuma distribuição radialmente simétrica emdeslocamentos
etensões,ou seja,
desprezamosdeslocamentostangenciaisequalquerdependênciacomrelaçãoàvariável.Os
autoresrealizamumaanálisedocomportamentodarestriçãodeinjetividadeeidentificamduas
regiões,umacentralonde



eoutracomplementaraestaonde



.
A solução analítica
do problema de Lekhnitskii com a restrição é verificada
numericamente por OBEIDATet al. (2001), onde atécnica dos multiplicadores deLagrange foi
utilizada. Os autores encontram dificuldades pelo caráter altamente não linear da restrição.
Nesse artigo o procedimento de Newton‐Raphson foi utilizado para resolver iterativamente o
sistema de equações
 resultante, sendo que, nas aproximações iniciais, a cada passo do
procedimento, a restrição de injetividade era violada. Nesse artigo, a restrição simula uma
barreira, ou seja, faz que qualquer seqüência de soluções aproximadas que tente violar a
restrição retorne ao conjunto de deformações admissíveis. O autor destaca que, quando a
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solução atinge o domínio inadmissível, onde a restrição é violada, grandes instabilidades
numéricas surgem. Comisto, a soluçãotem queserforçada “manualmente” parapermanecer
nodomínioadmissível.
OproblemapropostoporLEKHNITSKII(1968),semautilizaçãodarestrição(4),também
foi analisado numericamente por OBEIDAT et al. (2001).
Nesse artigo, o problema foi
discretizadopelométododos elementosfinitos, com funçõesdeforma lineares.Osresultados
obtidos por estes autores permitiram concluir que o problema numérico poderia,
eventualmente, não convergir para a solução analítica exata. AGUIAR e SANCHEZ (2005)
apresentamresultadosqueindicamqueasoluçãonumérica convergepa ra
asolução analítica,
masdeformamuitodevagar.
AGUIAR(2006)utilizaométododaspenalidadesinterioresparaanalisar oproblemada
esfera(verTING, 1999), sujeitoà restrição (4).Aguiarutilizaa teoria deminimizaçãoproposta
por FOSDICK e ROYER‐CARFAGNI(2001) para propor uma formulação penalizada do problema
elástico
com restrição. Esta formulação permite construir uma aproximação numérica do
problema. A aproximação consiste em encontrar o campo de deslocamento que minimiza um
potencialdeenergiaaumentado.Estepotencialaumentadoécompostodaenergiapotencialda
elasticidadelinearclássicaeumafunçãopenalidadedivididaporumparâmetrodepenalidade.
Umaseqüência
desoluçõesparametrizadaporesteparâmetroéentãoconstruída.Aseqüência
converge para a solução do problema com restrição à medida OBEIDAT et al. (2001), este
procedimentonãoapresentadificuldadesnuméricassignificativas.
A.R.AGUIAR(2004)simulanumericamenteoproblemadeLekhnitskiisujeitoàre strição 
(4). O autor considera uma
distribuição radialmente simétrica no campo de deslocamento tal
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quenestasimplificaçãoacomponentetangencialdodeslocamentoénula.Comestahipótese,o
autorconfirmanumericamenteasoluçãoanalíticaencontradaporFOSDICK eROYER‐CARFAGNI
(2001).
FOSDICK, FREDDI e ROYER‐CAFAGNI (2007) simulam numericamente o problema de
Lekhnitskii sujeito à restrição (4). Os au tores analisam este problema sem
utilizar nenhuma
simplificação, ou, simetria no campo de deslocamentos, ou seja, tratam o problema de uma
forma bidimensional. Os autores utilizam o método das penalidades interiores proposto por
AGUIAR(2006) paraencontrar uma soluçãonumérica.Elesencontram que para determinadas
propriedades elásticas do material existe uma solução na qual as componentes,
 radial e
tangencial, são não nulas, sendo esta uma bifurcação da solução unidimensional. Embora a
energia seja quadrática e convexa o resultado encontrado pelos autores é justificado pelo 
caráter altamente não linear da restrição. Baseados nos resultados obtidos por FOSDICK,
FREDDI e ROYER‐CAFAGNI (2007) e procurando uma diminuição no
esforço computacional,
neste trabalho, tenta‐se encontrar uma solução rotacionalmente simétrica, com dependência
radial,masquepossuaumacomponentetangencialnãonula.

1.3  Organização do Texto 
 No primeiro capítulo realiza‐se uma revisão bibliográfica sobre soluções de problemas
que não respeitam a condição (4) e que estão, portanto, relacionados com o fenômeno
anômalodaauto‐intersecção.Emparticular,mencionam‐setrabalhosquetratamdofenômeno
navizinhançadosvérticesdetrincas,cantosepontosinterioresde
discoseesferassólidas.




13

 NoCapítulo2 apresentam‐se conceitos teóricosda mecânica docontínuo,os quais  são
fundamentais para o entendimento deste trabalho. Na seção 2.3.1 descreve‐se brevemente a
teoriadaelasticidade anisotrópica,comênfaseparaaelasticidadecilindricamenteortotrópica,
poisosexemplosapresentadospossuemmateriaiscomestetipodecomportamento
elástico.
No Capítulo 3 são apresentadas as idéias básicas de otimização que são utilizadas para
resolvernumericamenteoproblemado anel sujeito àrestriçãode injetividade(4), oqualestá
descritonoCap.4emespecial,detalha‐seométododaspenalidadeseométododeNewton–
paraa
buscadadireçãoótimaeparaabuscaunidirecional.
NoCapítulo4descreve‐seoproblemadoanel,oqualrecainomesmoproblemadescrito
por LEKHNITSKII (1968) quando o tamanho do furo tende a zero. Os resultados teóricos
mostrados neste capítulo são divididos de acordo com o modelo utilizado para
 o campo de
deslocamento.Assim,esteproblemaédefinidodeduasformas:naprimeira,considera‐sequeo
campo de deslocamento é radialmente simétrico, possuindo apenas a componente radial.  Na
segunda forma considera‐se que o campo de deslocamentos é rotacionalmente simétrico,
possuindoas componentesradial e tangencial.  Os dois
problemasdescritosanteriormentesão
denominados neste trabalho como problema unidimensional em uma variável e problema
unidimensionalemduasvariáveis,respectivamente.
NoCapítulo5apresentam‐seosresultados numéricosobtidos.Inicialmente,apresentam‐
se resultados da elasticidade linear clássica, os quais predizem o fenômeno espúrio da auto‐
intersecção em um disco com furo.
 Posteriormente, mostram‐se resultados que indicam a
ausênciadebifurcaçãonasoluçãodoproblemaunidimensionalemduasvariáveis.Finalmente,
analisam‐seosresultadosdodiscocomfuroàmedidaqueotamanhodofurotendeazero.
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Noúltimocapituloapresentam‐seasconclusõesdestetrabalho.
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2  FUNDAMENTOS DA MECÂNICA DO CONTÍNUO 
Apresentam‐se conceitos básicos da mecânica do contínuo relacionados às leis de
balanço, ou, de conservação, à cinemática dos meios contínuos e aos modelos constitutivos
1
.
Alguns tópicos matemáticos utilizados na mecânica do contínuo são apresentados, de forma
sucinta,nosanexosAeB.

2.1 Cinemática dos Meios Contínuos 
A mecânica dos meios contínuos descreve cinematicamente as deformações e os
movimentos dos corpos contínuos com a maior generalidade possível, sem as restrições
característicasdateoriadaelasticidadelinearclássica.Opontodepartidaparaestadescriçãoé
adefiniçãodecorpocontínuodopontodevistamatemático.

2.1.1 Os Corpos Contínuos e suas Configurações 
Oscorposencontradosnanaturezasãoformadospormoléculas,asqu aissãocompostas
deátomos.Aoseobservarumcorpoqualqueratravésdeummicroscópiodegrandedefinição,
nota‐se que os átomos encontram‐se separados uns dos outros; ou seja, em grandezas
atômicas, a matéria é descontínua. Agora, se um
 corpo é observado com um grau de


1
VertambémGURTIN(1981)eOGDEN(1997)
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detalhamentomenor,nota‐sequeosátomosestãopróximosentresiequeamatériacomposta
destesátomospareceummeiocontínuo.
Assume‐se, portanto, que a matéria é contínua. Isto é claramente uma aproximação;
entretanto,seosproblemasaseremanalisadossãoformadossobrecorposcujasdimensõessão
muito maiores que os átomos, então, a aproximação é boa. A hipótese anterior é a base da
mecânicadosmeioscontínuos.
Matematicamente, um corpo contínuo é definido como um conjunto  de partículas




 com a seguinte propriedade: existe um conjunto de aplicações bijetivas e
diferenciáveis 



, que transformam  em conjuntos abertos de 

; ou seja, para toda
partícula















 









(5)

Paraqualqueraplicação



,acomposição
































(6)

édiferenciável,comoilustradonaFig.4.Cadaumadestasinfinitasaplicaçõesdeterminauma
configuraçãodocorpo.
Percebe‐se que existe  um número infinito de configurações possíveis para o corpo .
Umasdestasconfiguraçõeséescolhidaparaserdenominadacomoconfiguraçãodereferência,


.Aconfiguraçãode referênciadefineumarelaçãobiunívocaentreaspartículasdocorpo,
, e um conjunto aberto 





. Assim, dado um sistema coordenado
qualquerem

,paracadapartículadocorpoháumúnicotriodecoordenadas,evice‐versa.A
configuração de referência pode ser qualquer, mas é conveniente utilizar a configuração
indeformadadocorpo.
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(10)

respectivamente.Emtermosdocampodedeslocamento



(11)

definidopelarelação

(12)

temosque





(13)

onde  é a transformação ident ida de. Este tensor é uma medida da variação entre uma dada
deformação e uma deformação rígida, para a qual . Por isto, é conveniente introduzir o
tensordeformaçãodeGreen‐St.Venant







(14)

Se as deformações são infinitesimais, como na teoria clássica da elasticidade linear, as
expressões(13)e(14)ficam








(15)


onde

denotaaoperaçãogradientesimétrico,definidapor











(16)

e




sãoostermosdeordemsuperior.
Utilizandoaexpressão(16),define‐seogradientededeformação




(17)
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2.1.4 Movimento de um Corpo. 
Define‐seomovimentodeumcorpocomoumafamíliadedeformações

,diferenciáveis,
parametrizadas pelo tempo . Então, a configuração inicial 

tem lugar no instante .
Mesmo que os conceitos de configuração inicial e de referência sejam diferentes, neste
trabalho,utilizam‐seestesconceitosindistintamente.
Quando um corpo realiza um movimento como o descrito no anterior parágrafo, cada
partícula 

percorre umacurva, 



 no espaço,que se pode expressarem função do
campodasconfiguraçõescomo:













(21)
Esta curva é denominada de trajetória e determina a posição de cada partícula  em cada
instantedotempo.
O movimento 

 



 de um corpo é uma família de deformações suaves
parametrizadas pelo tempo .Estas configurações definem uma aplicação bijetiva entre 

 e


, ou seja, cada partícula material 

 ocupa, em um dado instante, um ponto espacial


Cadapontodaregião



éaimagemdeumaesomenteumapartículamaterialdo
corpo.Dadaumaposição

,pode‐seencontraraposiçãoqueocupaapartículanoinstante
,medianteafunçãoinversa









(22)
Define‐se um campo material 

 aplicado em todo instante sobre as partículas
materiaisdaconfiguraçãodereferência.Utilizandoaequação(22),pode‐seexpressarocampo


emfunçãodaposição,ouseja,


2
Nestetrabalho,utiliza‐sedeformaequivalenteasnotações




ou,
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(23)
ondeocampo






édenominadocampoespacial.

2.2  Leis de Balanço, ou, de Conservação 
O comportamento de um corpo contínuo é regido pelas leis de balanço, ou, de
conservação.Dosbalançosdemassa,dequantidadedemovimentoedeenergia,resultamas
equaçõesdecampo,definidascomrelaçãoàsconfiguraçõesdoscorposem



2.2.1 Balanço de Massa 
Amassadeummeiocontínuoéumaquantidadepositivaeconstantequenãodepende
dotempo,dasdimensõesedasformasqueocorpopossater.
Considera‐se uma região  contendo o ponto  com volume  e com massa




.Comisto,édefinida
amassaespecificadeumcorpo,,como













(24)
Observa‐sede(24)queadensidadeéumcampoescalarespacial.Adensidadenoinstante
échamadadensidadedereferência

,sendoumescalarquenãodependedotempo.
Assumindoquea massa dequalquervolume materialdocorpocontínuo semantémem
todoinstantedetempo,expressa‐seoprincípiodeconservaçãodemassapor
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(25)
ondeéumasub‐regiãopertencenteaocorpo.
Realizando mudança de variável em integrais de volume mediante a inserção da
expressão(20)naexpressão(25),obtém‐se






























(26)
Sabendo que as duas integrais são iguais para qualquer região 

, então os integrandos são
iguaisemtodoponto
3
,resultandonaexpressãomaterial,ou,Lagrangianadobalançodemassa,
















(27)
AexpressãoespacialouEuleriana dobalançodemassaresultanaequação de campode
continuidade,dadapor














(28)
onde


simbolizaaderivadatemporal.

2.2.2 Forças 
Assume‐sequeosseguintessistemasdeforçasatuamemumaregião



:
I.  Forças de contato: Resultam da interação de partes adjacentes do corpo através da
superfíciequeasseparam,exercidassobreocontornode



Asforçadecontato


3
Verteoremadalocalização(GURTIN1981).
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são medidas por unidade de área deformada e operam em uma superfície orientada
pelanormalunitáriaatravésdoponto

.Assim,









(29)
 onde o mapeamento  é suave para cada vetor unitário  e o mapeamento
  é contínuo para cada 

 Define‐se o campo de força de contato por
 unidadedesuperfícieindeformada,

como












II.  Forçasdecorpo:Exercidassobrepontosinterioresdeumcorpopeloseumeioexterno
emedidasporunidadedemassa







(30)
 onde  é contínuo. Define‐se o campo de forças de corpo na configuração de
 referência,

mediante














(31)

Aresultantedasforçasqueatuamsobrearegião

édadapor

































































(32)
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2.2.3 Balanço de Movimento Linear 
Aplicando a segunda lei de Newton no contexto dos meios contínuos, é estabelecida a
proporcionalidade entre as forças aplicadas sobre um sistema de partículas e a variação na
quantidadedemovimento.
O movimento linear  de uma região 



 é dado pela soma da quantidade  de
movimentolineardecadaumadaspartículasqueaconstitui,ouseja,


























(33)
onde 






 é a velocidade espacial do centro de massa do corpo. Em (33) são
apresentadas as formas Lagrangiana e Euleriana, respectivamente, da quantidade de
movimentolinear.
A lei de balanço de quantidade de movimento linear, ou, primeira lei de movimento de
Euler,éexpressapor















(34)
onde





édadopor(32)e




édadopor(33).
Partindodosresultadosdadosem(32),(33)e(34),obtém‐seasexpressõesintegrais,em
suasformasLagrangianaeEuleriana,daquantidadedemovimentolinear,








































(35)




































(36)
onde






éaaceleraçãoespacialdocentrodemassadocorpo.
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Aplicando o balanço de quantidade de movimento linear dado por (36) em uma sub‐
regiãotetraédricade

,obtém‐seumarelaçãoline ar entreaforçadecontatoeanormalà
superfíciesobreaqualestaforçaatua.Estarelaçãoédadapor









(37)
onde



éotensortensãodeCauchy.
Utilizandooresultado(37)eoteoremadadivergência
4
naequação(36),obtém‐se





























(38)
Sabendo que a integral em (38) é nula para toda re gião 



, segue do teorema da
localização
4
aequaçãodiferencialdaquantidadedemovimentolinear,dadapor
























(39)
Aequação(39)émaisconhecidacomoaequaçãodiferencialdomovimento.
Aequaçãodomovimento(39)estáexpressanadescriçãoespacial.Nadescriçãomaterial,
estamesmaequaçãoédadapor























(40)
onde 



  é denominado primeiro tensor tensão de Piola‐Kirchhoff. Este é um tensor de
segundaordem,nãonecessariamentesimétrico,edefinidopor



















(41)
 



4
VerGURTIN(1981).
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2.2.4 Balanço de Movimento Angular 
Considerando uma região arbitrária 



, define‐se a quantidade de movimento
angular de um meio contínuo, com relação a uma origem , como a soma do movimento
angulardecadaumadaspartícula squeconstituiaregião

,ouseja,



































(42)
onde  e  são os vetores posição dos pontos

 e 

,
respectivamente.
Omomentodeforçasexterioressobrearegião

,denominado

édadopor













































































(43)
Obalançodaquantidadedemovimentoangularédadopelasegundaleidemovimentode
Euler,ouseja,

















(44)
Introduzindoasexpressões(42)e(43)naexpressão(44),obtém‐se























































(45)


































(46)
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Utilizandooteoremadadivergênciaeaequação(41),obtemosaexpressãodiferencialdo
balançodequantidadedemovimentoangular
5
,dadapor










(47)
EstarelaçãoéobtidadaformaEulerianadiferencialdaleidebalançodemovimentoangulare
mostraasimetriadotensortensãodeCauchy.AexpressãoLagrangianadarelação(47)fornece












(48)
 
2.2.5 Balanço de Energia 
Considera‐se uma região 



. Define‐se a potência mecânica 



 das forças
atuantesnaspartículasqueocupamaregião

como































(49)
Naseqüência,define‐seaenergiacinética,

,eopotencialdetensão,



,deum
corpoqueocupaaregião

como























(50)






















(51)
onde



e

sãodefinidospor(37)e(16),respectivamente.



5
DetalhesemGURTIN(1981).
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Finalmente,aleidebalançodaenergiaescreve‐senaforma





















(52)
 
2.3 Modelos Constitutivos 
Os corpos respondem de forma diferente sob estímulos iguais devido às constituições
diferentes destes corpos, as quais são representadas matematicamente por relações
constitutivas. Uma relação constitutiva é, aqui, uma relação entre a tensão aplicada e a
deformaçãoresultante.

2.3.1 Material Elástico-linear Anisotrópico 
Um corpo contínuo é elástico‐linear se  as componentes de tensão são funções lineares
dascomponentesdedeformação.Nestecaso,ocorposatisfazaleideHookegeneralizada,dada
por

(53)

ondeéumtensordequartaordemchamado detensordeelasticidadee,aqui,éotensor
deformaçãoinfinitesimal,obtido de (15)aose desprezar ostermos deordem superior.Assim,


.
Umcorpoelásticoédenominadoanisotrópicoseaspropriedadeselásticassãodiferentes
em diferentes direções (LEKHNITSKII, 1963). Se dois eixos de um material coincidem com a
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tangenteeanormalacírculosconcêntricosemumdadoplanoeseoterceiroeixocoincidecom
adireçãoperpendicularaoplano,entãoomaterialéchamadocilindricamenteanisotrópico.
Ostensorestensãoedeformaçãoinfinitesimalpodemserescritos,convenientemente,na
formavetorial


















(54)



















(55)

AleideHooke(53)passaaserreescritanaforma

(56)

ondeéumamatrizsimétrica6x6dadapor







































































(57)
sendo

asconstanteselásticasdenosistemadecoordenadascilíndricasortonormais.Uma
condição importante nas constantes elásticas é que a energia de deformação tem que ser
positiva(veranexoA.3).Estacondiçãoimplicaqueamatrizdasconstanteselásticastemqueser
positivadefinida(TING1996).
A expressão (57) descreve o
 caso mais geral de materiais anisotrópicos. Estes materiais
são também chamados materiais triclínicos, os quais possuem 21 constantes elásticas
independentes.
Os materiais comumente utilizados na engenharia  exibem algum tipo de simetria, ou,
simplificação na sua microestrutura, o que permite a diminuição do número de constantes
independentesdaequação(57).
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Neste trabalho, será dada especial ênfase aos materiais com 3 planos de simetria,
denominados ortotrópicos. Para estes materiais, as 21 constantes elásticasindependentes de
(57)reduzem‐sea9;assim


























  


























(58) 
As constantes elásticas

 da expressão (58) podem ser escritas em função das
constantesdeengenharia



e

naforma










































































(59)

















































onde 







 é o determinante da sub‐matriz  superior esquerda da matriz 
dadapor(58)e


































(60)



Segundo TING (1996), os materiais ortotrópicos possuem outros tipos de simetrias, as
quaisestãoapresentadasnaTab.1.
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NomedoMaterial FormadaMatriz
Constantes
Independentes
Materiais
Tetragonais
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Materiais
Transversalmente
Isotrópicos


























  























5
MateriaisCúbicos
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Materiais
Isotrópicos


























  













































2

Tab.1:Classificaçãodosmateriaisortotrópicos,TING(1996).

onde















.
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3 PROGRAMAÇÃO NÃO-LINEAR 
Utilizam‐se os métodos de programação não‐linear para encontrar a solução numérica
dosproblemasdeminimizaçãocomrestriçãotratadosnoCap.4.Assim,nestecapitulo,é feita
umaintroduçãoàstécnicasdeotimização.
Inicialmente, a otimização é uma importante ferramenta de decisão utilizada para
identificar o valor ótimo (mínimo, ou,
 máximo) de uma função objetivo, a qual é  uma
quantidade de medida do comportamentodo sistema sob estudo. A função objetivo depende
de certas características do sistema, denominadas variáveis de projeto. A finalidade da
otimização é atingida quando se encontram valores para as variáveis que otimizema função
objetivo.
Freqüentemente estas variáveis têm que respeitar alguns limites denominados
restrições.Aregiãolimitadaporestasrestriçõeséchamadaregiãoadmissível.Emparticular,um
problemadeotimizaçãoconsisteem



















 





 


(61)
onde  é o vetor das variáveis de projeto, 

 é a função objetivo, 

 são
restriçõesdeigualdadee

sãorestriçõesdedesigualdade.
UmainterpretaçãogeométricadosconceitosexpostosanteriormenteédadanaFig.7na
forma de curvas de nível. No gráfico, mostra‐se o mínimo


 de uma função objetivo 

,
sujeito a duas restrições de desigualdade

 e 

.Na figura, também é ilustrada a região
admissível,aqualconsistedeumconjuntodepossíveissoluçõesquesatisfazemasrestrições.
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3.1 Minimização sem Restrições 
Deseja‐se minimizar uma função objetivo 

 a qual depende de variáveis de projeto
que não possuem limitações nos valores que possam adotar. Então, um problema de 
minimizaçãosemrestriçõesresume‐sea










(62)
onde

,,éumvetor‐dimensionalcontendoasvariáveisdeprojeto.
Nestaseção,sãodiscutidosinicialmentealgumaspropriedadeseconceitosdemínimo.Em
seguida, são descritos os métodos e algoritmos para a busca numérica do mínimo de uma
funçãoobjetivo.

3.1.1 Propriedades de Mínimo 
Geralmente,emotimização,encontram‐sedoistiposdemínimo:oglobaleolocal.
Umponto

éummínimolocalseexisteumavizinhançade

talque











paraqualquer.Omínimolocaléestritose










,paraqualquer
Oponto

éummínimoglobalse











,
paraqualquer

.
Utilizando o teorema de Taylor
6
, definem‐se abaixo as condições para a existência de
mínimo.
Condição necessária de primeira ordem: se  

 é um mínimo local e 

 é uma função
continuamentediferenciávelemumavizinhançade

,então



.


6
Ver(LUENBERGER1989)
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Condição necessária de segunda ordem: se 

é um mínimo local de 

 e a matriz
Hessiana



, (FOX 1971), a qual contém as segundas derivadas parciais com relação aos 
grausdeliberdade,écontinuaemumconjuntoabertonavizinhançade

,então






e





épositivosemi‐definido(veranexoA.3).
CondiçãoSuficientedesegundaordem:suponhaque



écontinuoemumconjunto
abertonavizinhançade

eque





épositivodefinido(veranexoA.3).Então

éum
mínimolocalestritode

.

3.1.2 Propriedades dos Algoritmos de Minimização. 
Nesta seção serão mostradas algumas propriedades dos algoritmos clássicos de
minimização.Depois,seráfeitoumbreveresumodométododeNewton,tantoparaabuscada
direçãoótimacomonabuscaunidirecional.
Em geral, afirma‐se que os algoritmos de minimização sem restrições precisam de um
pontoinicial

,comoparâmetrodeentrada.Iniciandoem

umalgoritmodeminimização
geraumaseqüênciadeiterações




definidapor





(63)
que finaliza quando a solução encontrada possui a aproximação desejada.Esta seqüência é
gerada sabendo‐se que, para determinar o ponto 

,é utilizado ovalor da função objetivo,


,avaliada noponto

.Freqüentemente, sãotambémutilizadasinformaçõesdasiterações
anteriores,





.
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Na maior parte dos algoritmos clássicos são identificadas duas estratégias fundamentais
parasemoverdoponto

paraoponto

.Estasestratégiassãoabuscadadireçãoótimae
abuscaunidirecional.
Tais procedimentos estão baseados na idéia bá sica de considerar o movimento desde
qualquerpontoemumadadadireção.Aolongodestadireção,épossívelconsiderarafunção
objetivocomoumafunçãodeumavariávelescalar
.Assim,emumponto

,diz‐seque
é uma direção factível se existeum 

, talque

 para todo 

.Com
isso,depoisdeescolhidaadireçãoesaindodeumponto

,adificuldadeestáemresolvero
problemademinimizaçãoparaencontraropasso,talque








(64)
Comisto,osalgoritmosquepermitemencontrara melhordireção,sãoosdenominados
algoritmos de busca da direção ótima e os algoritmos que determinam o passo ideal, são
denominadosmétodosdebuscaunidirecional.

3.1.2.1 Método de Newton (Busca da Direção Ótima). 
Aidéiadométodode Newton é aproximar

poruma função quadrática,aqual pode
serminimizadadeformaexata,navizinhançadopontodemínimode

.Assim,aoredorde
umponto

,pode‐seaproximar

porumaexpansãotruncadaemsériedeTaylor












































(65)
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onde












éamatrizHessianade

econtémassegundasderivadasparciais
da função objetivo, avaliadas no ponto 

. Assumindo que o mínimo de 

 é uma boa
aproximação para o mínimo de 

, impomos a condição necessária de primeira ordem





(verseção3.1.1),obtendo























(66)
A expressão (66) é a forma pura do método de Newton e fornece uma estimativa melhor do
pontodemínimo.
Segundo a condição suficiente de segunda ordem para ponto de mínimo, seção 3.1.1,
supõe‐sequenopontodemínimolocal

,amatrizHessiana

épositivadefinida.Sendo
esteocaso,afirma‐sequeométodoébemdefinidopertodasolução.

Uma variação do método de Newton consiste em construir uma seqüência de
aproximaçõesutilizandoaexpressão

























(67)

onde

,comofoivistoem(64),éumvalorqueminimiza





.Em(67)éfácilverquea
equaçãopossuiaforma

,onde




















(68)
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3.2 Minimização com Restrições 
Este tipo de problema consiste em minimizar uma função sujeita a restrições nas suas
variáveis.Umaformulaçãogeraldesteproblemaédadapor













 





 

(73)
onde

easfunções

,

sãosuavesdevaloresreais.Lembramosdoexpostoacimaque


é a função objetivo, 

 são restrições de iguald ade e 

 são restrições de desigualdade. Uma
restriçãodedesigualdade

éativaseopontodemínimoencontra‐sesobre

.Define‐se
tambémumaregião admissívelcomooconjuntodepontosquesatisfazemasrestrições,ou
seja,

















(74)

Comisto,pode‐sereescreveraequação(73)naformacompacta






(75)
Existem duas formas de abordar o problema (75). A primeira delas consiste em realizar
umareformulaçãodoproblemadescritoem(75),talqueasrestriçõesfiquemimplícitasdentro
da função objetivo, sendo assim o problema é tratado como um problema sem restrições
semelhanteaoencontradonaexpressão(62).Estesmétodossão
chamadosmétodosindiretos.
Asegundaforma de solucionar oproblema (75) é utilizandoosdenominados métodos diretos,
osquaisutilizamàsrestriçõescomosuperfícieslimitantes,ou,subespaços.Osmétodosdiretos
sãolimitadosaproblemasdepoucacomplexidade.
Neste trabalho, será dada ênfase aos métodos indiretos, especialmente ao método das
penalidades
interiores.
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A idéia do método das penalidades consiste em substituir o problema (75) por um problema
semrestriçõesdaforma













(78)
ondeéumaconstantepositivaeéumafunçãocontínuaem

quesatisfaz
•  



paratodo


Para resolver o problema (75) com o método das penalidades, gera‐se uma seqüência




aqualtendeaoinfinito.Assim,define‐seafunção

















(79)
Paracadatem‐seumasolução

doproblema










(80)
É possível provar que existe uma seqüencia de soluções




gerada pelo método das
penalidades,talquequalquerpontolimitedaseqüenciasejaumasoluçãode(75).
O método das penalidades é classificado em penalidades interiores e penalidades
exteriores, dependendo se a solução é procurada dentro ou fora da região admissível,
respectivamente.Asseguintessubseçõesrealizamumabreveexposição
destesmétodos.

3.2.3 Penalidades Interiores 
Nométododaspenalidadesinteriores,omínimonoproblema(75)éprocuradodentroda
regiãoadmissível. Para uma seqüência decrescentedosvalores dos parâmetros depenalidade




opontodemínimo


(79)éforçadoparaoótimorestritodesdeointerior.
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Para este método, aumenta‐se a função objetivo com um fator penalidade vezes uma
funçãopenalidade,aqual tem  implícitasàs restrições.Afunçãopenalidadetendeao infinito à
medidaqueseaproximadeumarestrição.Asfunçõespenalidadecomumenteutilizadassão













(81)














(82) 
onde 

 são restrições de desigualdade sobre a função objetivo e  é a
funçãopenalidadedescritaem(79).
Observe de (79) juntamente com (81) que para , o efeito ocasionado pelo método é
adicionar um valor positivo a 




 pois nos pontos interiores, todos os termos dentro dos
somatóriosem(81)e(82)sãonegativos.

Critériodeconvergência:como

éminimizadoparavaloresdecrescentesde,espera‐seque
aseqüênciademínimos


(

),convirjaparaasoluçãodoproblema(75).Umcritério
simplesdeparadaédadopor







































(83)
O processo finaliza quando o valor  calculado com a expressão (83) é inferior a um certo
valor(oqualdependedoprecisã odesejada).
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Oalgoritmobásicodométododaspenalidadesexteriores
7
paraencontrarumasoluçãode
umproblemacomrestriçõesdedesigualdadeconsistedospassosapresentadosaseguir.
i.  Define‐se um valor inicial para  tal que 




. Escolhe‐se um valor
moderado
8
para.
ii.  Encontra‐seumponto

queminimizeafunção 



, aqualédadapor(80)
juntamentecom(81),ou,(82).Nestetrabalho,utilizamos(81).
iii.  Verifica‐seaconvergênciade

paraopontodeótimodoproblema(75).
iv.  Seocritériodeconvergêncianãoésatisfeito,diminui‐separaumvaloronde
.
v.  Substitui‐se o  ponto inicial pelo 

 obtido no passo ii, inicializa‐se o algoritmo de
minimização,erepetem‐seospassosiia.

3.2.4 Penalidades Exteriores 
No método das penalidades exteriores,o mínimo do problema(75) é procurado fora da
regiãoadmissível.Umafunçãopenalidadeparaestemétodoé















(84)
onde  é a função penalidade descrita em (79),  é uma constante eo operador



 é
definidopor


7
VerFOX(1971)
8
 O valor inicial de  não é considerado moderado se, ao ser utilizado juntamente com , muda‐se
arbitrariamente

‐tantoqueoproblema(80)nãoconvirja.
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Oalgoritmobásicodométododaspenalidadesexteriores
9
paraencontrarumasoluçãode
umproblemacomrestriçõesdedesigualdadeconsistedospassosapresentadosaseguir.
i.  Define‐seumvalorinicialpara.Adota‐seumvalorinicialmoderadopara.
ii.  Encontra‐seumvalor

queminimizaafunção





















(85)
iii.  Analisam‐seasrestriçõesparadeterminarseoponto

estánodomínioadmissível.
iv.  Se o resultado do passo iii é verdadeiro, finaliza‐se; senão, escolhe‐se um > e,
iniciandodoponto 

calculadoanteriormente,retorna‐seao passoii,minimizando





.



9
VerFOX(1971)
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4  FORMULAÇÃO DO PROBLEMA. 
Pretende‐se minimizar o potencial total de energia de um corpo elástico‐linear sujeito à
restrição de injetividade (4).FOSDICK e ROYER‐CARFAGNI (2001)provam que existe soluçao
paraesteproblemademinimizaçaonocontextodateoriaplana.

4.1  O Problema do Anel sem Restrições 
O problema do anel tratadoneste trabalho consisteemachar a solução de equilíbriode
umdiscocircularderaio

comumfurocentralderaio

,oqualestásujeitoaumacompressão
radial por um carregamentouniformemente distribuído , dado por unidade de comprimento
(verFig.12). O anel éhomogêneoe possuianisotropiacilíndrica. Oproblema é  bidimensional,
de modo que, em um sistema de coorden adas cilíndricas, os tensores tensão e deformação
infinitesimal
sãodadospor























(86)
























(87)
onde






 é uma base ortonormal para o sistema de coordenadas adotado. Estes tensores
estãorelacionadosentresipelaleideHookegeneralizada.Assim,

(88)

onde é o tensor de elasticidade, o qual é simétrico e positivo definido (ver anexo A.3). Os
tensores tensão e deformação infinitesimal podem ser escritos, convenientemente, na forma
vetorial
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89)

90)

91)


92)
ção
93)




[image: alt]50

Arelaçãodeformação‐deslocamentoédadapor









(94)
Onde, lembrando de (16) que, o operador 

 é o gradiente simétrico e  é o vetor
deslocamento.Ogradientedovetordeslocamentoparaocasobidimensionalédadopor






























(95)
Utilizando(95),obtemosascomponentesde,asquaissãodadaspor









































(96)


Seguede(89)‐(92)juntamentecom(95)
































































(97)


Utilizandoaexpressão(17)quedefineogradientededeformaçãojuntamentecomaexpressão
(95),obtemos



































(98)
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Segundo LEKHNITSKII (1968), as equações de equilíbrio para o caso bidimensional, em
coordenadascilíndricas,sãodadaspor



















(99)
















ondeesãoasdireçõesradialetangencial,respectivamente,deumsistemadecoordenadas
cilíndricaseesãoasforçasdecorponasdireçõesradialetangencial,respectivamente.
Substituindo
(97)em(99),obtém‐seequaçõesdiferenciaisparaadeterminaçãodocampodedeslocamento
.
Neste trabalho,
 estuda‐se o problema do anel, classificando‐o em problema
unidimensionalemumavariável eproblemaunidimensionalem  duasvariáveis, isto segundoa
consideração adotada para o deslocamento . Inicialmente, é considerado um campo de
deslocamento 



. Posteriormente, é considerada a existência de um
campodedeslocamentocomaforma


















.
 
4.1.1  Problema Unidimensional em uma Variável. 
Nestaseção,considera‐sequeodeslocamentoédaforma














Em
seguida, mostra‐se a solução analítica do problema do anel sem restrições. Serão mostrados
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tambémalgunsresultadoseanálisesencontradosnaliteraturasobreoproblemadodiscosem
furo,denominadoproblemadeLekhnitskii.
Considerandoqueacomponentetangencialdedeslocamentoénula,asexpressões(95)e
(96)sãoreescritascomo













(100)
















(101)



respectivamente.Seguede(98)que









 









(102)

ede(99)comqueaúnicaequaçãodeequilíbrionãotrivialédadapor










(103)

Substituindoascomponentesdetensãodadaspor
(97) em (103) e considerando força de corpo nula, obtemos a equação diferencial
ordinária






















(104)

Resolvendoaequação(104)para

eimpondoascondiçõesdedeslocamento




edecarregamento





, onde 

e 

sãoosraios interno e externo, respectivamente,
obtém‐seasoluçãodoanelsobcompressãoexterna,aqualédadapor
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(105)


onde 








(106)































(107)





(108)





























 Então,para valores,asoluçãoclássica doanelnão proporciona valores com
significadofísico,pelosquaisnãoéumasoluçãoaceitável.
AGUIAR (2006) resolve o problema da esfera linear anisotrópica sob compressão radial
uniforme. Nesse trabalho, o autor propõe uma teoria pseudo‐linear, baseada no método das
penalidades interiores,
 para minimizar o potencial de energia do corpo sujeito à restrição (4).
Com isto, a solução é restrita a um conjunto de soluções admissíveis para as quais o
comportamentoanômalodaauto‐intersecçãoéevitado.
Agora, fazendo o raio interno 

 tender a zero, obtém‐se a solução clássica apresentada por
LEKHNITSKII(1968),











 



(109)

ondeédadopor(106)e
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(110)
Observe da expressão (109) que as tensões radial e tangencial são singulares se .
FOSDICKeROYER‐CARFAGNI(2001)observamque, quandoe,existenodisco
semfuroumaregiãocentraldefinidapor









(111)

paraaqual




,caracterizandoaauto‐interseçãodomaterial.Nestaregiãocentralesta 
contida uma zona, definida por 






, onde o determinante do gradiente de
deformaçãoem(102)énegativo,ouseja,



















(112)

Aformula(112)podeserreescritapor




















 



(113)


4.1.2 Problema Unidimensional em Duas Variáveis. 
Considera‐seagoraqueocampodedeslocamentodocorpoédadopor






















.Então,asexpressões(95)e(96)reescrevem‐secomo

















(114)
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(115)


respectivamente.Seguede(98)que








 














(116)



 Aqui,ascomponentesdetensãodadaspor
(97)tomamaforma













 












 















(117)


Substituindo estas expressões em (99), obtemos duas equações diferenciais ordinárias
para a determinação de 

 e 

. Estas componentes devem satisfazer as condições de
deslocamento











edecarregamento





,





Obviamente,
unicidadeemelasticidadelinearclássicaimplicaque

édadopor(105)e


Segundo os resultados mostrados por FOSDICK e ROYER‐CARFAGNI (2001), FOSDICK,
FREDDI e ROYER‐CAFAGNI (2007) e AGUIAR et al (2008a) mostram que o fenômeno da auto‐
interseçãoestá acompanhado pela presençade uma região onde o  é negativo. Para as
hipótesesadotadasnestaseção,odeterminantedadeformação
édadopor





























(118)

Oqualpodeserrescritonaforma
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(119)


4.2  O Problema do Anel com Restrições 
FOSDICK e  ROYER‐CARFAGNI (2001) consideram uma solução radialmente simétrica do
disco sem furo. Recentemente, FOSDICK, FREDDI e ROYER‐CAFAGNI (2007) consideram o
problemadeLekhnitskiinocontextodeumateoriaplana,paraaqualocampodedeslocamento
é dado por 

















. Eles apresentam resultados numéricos que
indicam que, dependendo das constantes elásticas do material, uma solução assimétrica é
possívelparaesteproblema.Oaparecimentodeumasegundasoluçãoéjustificadapelocaráter
não‐lineardateoriacomrestrição.

4.2.1 Conceitos Preliminares 
Seja 

 a configuração natural de referência de um corpo, ver Seção 2.1.1. Seja
 umponto arbitrário da configuração dereferência,oqual émapeadopara 








.Ocontornodeécompostoporduaspartescomplementares,

e

,
tais que 



 e 



. Impomos as condições de deslocamentos




para

edecarregamento




para

.Alémdisso,existeumaforçade
corpo



porunidadedevolumedequeatuaemtodosospontos.
Define‐seoconjuntodosdeslocamentosadmissíveis
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(120)

ondeéumvalorpositivosuficientementepequeno.
Considera‐seoproblemademínimaenergiapotencial


























(121)

onde

















(122)




















(123)
Em (122),  é o tensor deformação infinitesimal definido por (94),  é o tensor de
elasticidade em (88) (ver expressões (88)‐(93)). Em (121), 



 é a energia potencial total da
teoriaclássicadeelasticidadelinear.
 O fato do conjunto dos deslocamentos admissíveis respeitar a restrição 







garantequeasoluçãode(121)sejalocalmenteinjetiva,verSeção2.1.4.
 FOSDICKeROYER‐CARFAGNI(2001)caracterizamasoluçãodoproblemademinimização
definido em (121)‐(123). Em particular, eles mostram que esta solução existe para problemas
planos.Osautoresderivamcondiçõesdeprimeiraordemparaobteromínimo


de



.
Paraisto,define‐se









 




(124)


Então,aprimeiravariaçãode



podeserobtidaemfunçãodenaforma
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(125)

onde







sãodefinidospor(122)e(123),respectivame nte.

Pode‐semostrarqueexisteocampoescalardosmultiplicadoresdeLagrange,



talque
aprimeiravariação(125)possuaarepresentaçãoequivalente


















(126)

onde






éocofatordogradientededeformação.
Definindo





































(127)

onde 



é o interior de um conjunto e





, as condições necessárias de primeira
ordemparaaexistênciademínimosãodadaspelas:
I.  EquaçõesdeEuler–Lagrange:










(128)

 onde,sujeitoàsseguinte scondiçõesdecontorno




















(129)

 ondeédadopor(88)eéumversornormala

.
II.  Condições de continuidade definidas na interface 

















, assumida
suficientementesuave:































(130)
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 ondeéoversornormala,









e









expressamqueotensoréavaliado
 nolimite,àmedidaqueseaproximadedointeriorde

e

,respectivamente.
Em (128)‐(130)

 é a tensão total em 

, com  sendo uma pressão
reativadevidoàimposiçãode



.
4.2.2 Problema Unidimensional em Uma Variável com Restrição 
Assumindoqueodeslocamen toéradialmentesimétrico,










,ascondições
necessáriasparaaexistênciademínimo(127)‐(129),sãosatisfeitaspor



















 











































 










(131)

ondeédadopor(106),


































(132)

e

satisfazaequaçãoalgébrica






















(133)

Naequaçãoanterior,
































(134)

éumafunçãode parametrizada por , onde  















 e






e





Notede(133)juntamentede(134)que












,onde



















. Tomando a derivada de  em (133), obtem‐se que
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 é negativa, conseqüentemente 

, 

, e sendo  suficientemente
pequeno. Assim, se 



, então 



 não possui raízes, ou seja, não existe auto‐
intersecção.
Os resultados e as analises realizadas na Seção 4.2.2 foram adaptados dos resultados  obtidos
porAGUIAReFOSDICK(2008).
4.2.3 Formulação Penalizada 
Aqui, aplica‐se o método das penalidades interiores apresentado na Seção 3.2.3 no
problemademinimização com restrições descrito nasexpressões(121)‐(123).Assim, define‐se
umafuncionaldeenergiapenalizado(veraexpressão(79))compostopelofuncionaldeenergia
(121)bmaisumfuncionaldepenalidademultiplicadoporumparâmetro
depenalidade,ouseja,



















(135)

onde  é o parâmetro de penalidadee 

 é o funcional de penalidade. Neste
trabalho,considera‐seofuncional



















(136)


Comestefuncional,omínimode




existenointeriordoconjunto

.Éimportanteobservar
de(136),que



nãoénegativoem 

equesatisfazacondição



àmedidaque
seaproximadocontornode

.
 Aformulaçãopenalizadadoproblemademinimização(121)‐(123)consisteemencontrar
um campo admissível de deslocamentos 



 que minimize o funcional de energia
penalizado




,ouseja,(80)
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(137)

 Esteéumproblemademinimizaçãocomrestrição eétãocomplexoquantooproblema
original,dadopor(121)‐(123).Avantagemdeconsideraresteproblemaéquepodemosutilizar
os mesmos procedimentos numéricos que são utilizados para encontrar aproximações
numéricasdesoluçõesdeproblemasdeminimizaçãosemrestrições.
Utilizando
(135),aprimeiravariaçãode




avaliadanomínimo

édadapor



































(138)

onde









éaderivadadirecionaldefinidanoanexoB.1e




























(139)

com




AGUIAR et al. (2008a) utilizam os metodos das penalidades interiores e exteriores,
juntamente com o metodo dos elementos finitos e com tecnicas de programaçao não linear
paraencontrarsoluçoesaproximadasdoproblemadoanelcomrestriçoes.Elesmostramqueos
resultadosnumericosobtidossãoconcordantescomosresultadosanaliticos,achados
também
pelosautores.Elestambémmostramalgunsresultadosdeconvergenciaqueindicamque,para
parametrosnuméricosiguais,asequenciadesoluçoesnumericasobtidascomosdoismetodos
daspenalidadesconvergeparaamesmafunçaolimite.
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4.3  Formulação Discreta do Problema do Anel com Restrição
 Pretende‐se construir uma solução aproximada do problema definido em (137). Esta
soluçãoéconstruídacomométododoselementosfinitosEstemétodopossibilitaintroduzirum
problemademinimizaçãodiscretodefinidoemumespaçofinito

,ondeosub índiceé
um comprimento característico do elemento finito. Para resolver de forma aproximada o
problema (137), fixa‐se  e obtém‐se uma seqüência de soluções, parametrizadas por que
convergempara

àmedidaque.Posteriormente,diminui‐separarefinaramalhado
elemento finito. Repete‐se o processo anterior, gerando outra seqüência de soluções,
parametrizadaagorapor,queconvergempara àmedidaque.
 Aplica‐seoprocedimentoanteriornasoluçãoaproximadadoproblemado
anel,descrito
na seção 4.2, sujeito à restrição de injetividade 



, onde . Este
problema é bidimensional e altamente não linear, como foi visto em 4.2. FOSDICK, FREDDI e
ROYER‐CAFAGNI(2007)mostramque,devidoànãolinearidadedoproblema,duassoluçõessão
possíveis para o problema. O
 problema unidimensional em duas variáveis é um caso
intermediário entre o problema bidimensional, analisado em FOSDICK, FREDDI e ROYER‐
CAFAGNI(2007)eoproblemaunidimensionalemumavariávelapresentadonaseção4.2.2.

4.3.1 Problema Unidimensional em Uma Variável. 
Analisa‐se o problema do anel, sujeito à restrição de injetividade 



,
onde  conforme descritona seção 4.2.2. Neste caso, considera‐seque a solução tem a
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forma 










, onde 

 é uma função escalar definida no intervalo (



) e 







para.
 Em conseqüência, a energia dada por (121)b‐(123), com  dado por (92), dado por
(94)edadopor(100),podeserescritanaforma
















































(140)


onde




.Ofuncionaldefinidopor(136)édadopor
























(141)

O potencial de energia pena lizada 




 é dado pela equação (135) juntamente com (140) e
(141).
 Considere o intervalo 






 e introduza a partição 












,demodoque





sãosubintervalosdedecomprimento






.Consideretambémoconjunto

defunções



talque

élinearemcada
umdossubintervalos

,



e




.
 Introduzem‐seasfunçõesdeformalinearesporpartes





,taisque








 
 
 

(142)

Obviamente,





Então,umafunção





temarepresentação













(143)
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sendoestaa representaçãodoprodutointernoentreovetor







e ovetor






 de funções de forma definidas no intervalo  Os coeficientes 


sãoosvaloresde

calculadosnosnós,ouseja,









(144)

Substituindo

nasexpressões(140)e(141),obtém‐se






















































(145)

e




































(146)


Observa‐se de (145) e (146) que 

 e 

 são funçõe s escalares do vetor n‐dimensional 
respectivamente.
 Utilizando (145) e (146), obtém‐se a forma discreta daenergia penalizada dada por 
(135)juntamentecom(121)be(136).Assim,





















(147)


Definindo 
































 a versão discreta
doproblemadoanelcomrestriçãoédadapor
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(148)


Deseja‐se encontrar um vetor ‐dimensional 










 que minimize a função 

. O
problema de minimização discreto (148) pode então ser resolvido numericamente, utilizando
ummétododeminimizaçãosemrestriçõesapropriado.

4.3.2  Problema Unidimensional em Duas Variáveis 
Analisa‐se o problema do anel sujeito à restrição de injetivida de 



,
onde.Aqui,considera‐sequeasoluçãoédaforma

















onde 


e 

 são funções escalares definidas  no intervalo (



), 

 e 

 são versores de finidos nas
direçõesradialetangencial,respectivamente.
 Em conseqüência, a energia dada por (121)b‐(123), com  dado por (92), dado por
(94)edadopor(114),podeserescritanaforma










































































(149)

ondelembramosda seção4.3.1que 




.Ofuncionalbarreiradefinido por (136) tomaa
forma


































(150)
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Comisso,opotencialdeenergiapenalizado




édadopelaexpressão(135)juntamente
comasexpressões(149)e(150).
 Novamente (veja a Seção 4.3.1), considera‐se uma partição 












, do intervalo 





 de modo que 





 são subintervalos de
comprimento 





. Aqui, no entanto, 

 é um conjunto de
funções







talque

e

sãolinearesemcadaumdossubintervalos

,

,




e




,




.
Asfunções



têmarepresentação






















(151)

onde 


















 e








 com 


sendoasfunçõesdeformalinearesporpartes,asquaisestãodefinidasnointervalo
esatisfazem(137).Oscoeficientes

e

sãodadospor

















(152)

Substituindo

e

nasexpressões(149)e(150),obtém‐se

















































































(153)

e
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(154)


Observa‐sede(153)e(154)que

e

sãofunçõesescalaresdosvetoresn‐dimensionaise.
 Utilizando‐se (153) e (154), obtém‐se a forma discreta da energia penalizada dada por
(135)juntamentecom(121)be(136).





















(155)

Definindo 















































aversãodiscretadoproblemadoanelcomrestrição,édadapor












(156)

Oobjetivoéencontrardoisvetores‐dimensionais










e










que
minimiza a função 

. O problema de minimização discreto (156) pode então ser resolvido
numericamente, utilizando um método de minimização sem restrições apropriado, ver Seção
3.1.
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5 RESULTADOS NUMÉRICOS  
Os resultados apresentados neste capítulo estão organizados da seguinte forma: na
primeira seção apresentam‐se resultados relacionados ao fenômeno da auto‐intersecção na
teoriadaelasticidadelinearclássica.Nasegundaseçãoapresentam‐seresultadosreferentesao
problema do anel sujeito à restrição de injetividade (4). Incluem‐se nesta seção alguns
resultados
 bidimensionais encontrados por FOSDICK, FREDDI e ROYER‐CAFAGNI (2007) e
comparam‐se estes resultados com resultados unidimensionais em uma e duas variáveis
obtidosnestetrabalho.Finalmente,analisa‐seoproblemadoanelàmedidaqueotamanhodo
furo tende  a zero, mostrando a convergência do problema do anel para
o problema do disco
semfuro.Apresenta‐se,também,resultadosqueconfirmamapresençadaauto‐intersecçãono
problema do anel‐onde as tensões são finitas.Por conveniência, trabalha‐se com grandezas
adimensionais.

5.1  Resultados do Problema do Anel sem Restrições 
Nesta seção apresentam‐se soluções numéricas e analíticas  do problema sem restrições
descrito na Seção 4.1. Pretende‐se assim mostrar o fenômeno da auto‐intersecção em
elasticidadelinearclássica.
Simula‐se o problema do anel sem restrição descrito na Seção 4.1 com o programa
comercialANSYS10.0.NaFig.13é
mostradaumadiscretizaçãododomíniocomelementosbi‐
lineares.Devidoàsimetriadocarregamentoedageometriadoanel,considera‐sesomenteuma
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AFig.14apresentauma ampliaçãodaregiãopróxima aoraio internodoaneldaFig. 13,
mostrando as malhas indeformada (linhas tracejadas) e deformada (linhas contínuas). Em 
particular, observa‐se que eleme ntos próximos ao raio interno são mapeados dentro de uma
região definida por 

 e alguns elementos são mapeados ultrapassando o centro do anel;
nãorespeitando,assim, acondiçãodedeslocamentosnulosnoraiointernoecaracterizando o
fenômenodaauto‐intersecção.



 











 

 



Tab.2:ConstanteselásticasutilizadasporFOSDICKeROYER‐CARFAGNI(2001)

NaFig.15apresentam‐sesoluções analítica e numéricas doproblemadeLekhnitskiisem
restrição,oqualédescritonaSeção4.1.1.OproblemadeLekhnitskiisemrestriçãopossuiuma
soluçãoradialmentesimétrica,então,osresultadosmostramodeslocamentoaolongodeuma
linha radial.As linhas verdes tracejadas são aproximações
numéricas encontradas utilizando o
métododoselementosfinitos.Sendoonúmerodeelementosfinitosdistribuídosaolongode 
uma linha radial, apresentam‐se, na figura, aproximações numéricas variando , tal como
indicadonaexpressão(157).





(157)
Namesmafigura,alinhasólidapretaindicaasoluçãoexatadeLEKHNITSKII(1968),apresentada
nasexpressões(109)e(110).
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5.2  Resultados do Problema do Anel Com Restrição. 
Da Fig. 17 à Fig. 19 são apresentados resultados da modelagem bidimensional do
problema de Lekhnitskii sujeito àrestrição(4)obtidosporFOSDICK, FREDDI e ROYER‐
CAFAGNI (2007).Os autoresconsideramqueo campo de deslocament o é da forma


















, ou seja, sem nenhuma consideração de simetria. No
modelamento bidimensional FOSDICK, FREDDI e ROYER‐CAFAGNI (2007) encontram um
intervalo de valores da constante elástica 

 na expressão (92), para o qual a solução  do
problema(137)possuiacomponentetangencial,estaéconsideradaumabifurcaçãodasolução
encontradaporFOSDICKeROYER‐CARFAGNI(2001)e confirmada numericamente por AGUIAR
(2004). Osvaloresgeométricosutilizadospelos autorespara obterestabifurcaçãosão 
na restrição
 de injetividade (4) e o deslocamento imposto no raio externo 







.
Utilizando as constantes elásticas da Tab. 3, os autores encontram a solução assimétrica
utilizando as constantes da Tab. 4 eles encontram uma solução radialmente simétrica cuja
componentetangencialénula.
FOSDICK, FREDDI e ROYER‐CAFAGNI (2007) discretizam o problema de Lekhnitskii com
uma malha contendo 54912 elementos, para obter resultados
 que indicam a existência de
bifurcação no campo de deslocamento. Na Fig. 17 é mostrada uma ampliação da malha
deformada na vizinhança do centro do disco. Nesta figura é evidente a dificuldade de se
observarocampodedeslocamentodevidoaoaltograuderefinamentodamalha.
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Na Fig. 18 é mostrada uma malha deformada
10
 utilizada para discretizar o problema do
disco.Nestafigura,percebe‐sequeumaregiãocentraldodiscorotacionou.Defato,oscálculos
realizadosFOSDICK, FREDDI e ROYER‐CAFAGNI(2007) indicam que ocentro do discogira 180
comrelaçãoaocontornoexternododisco.
Percebe‐sedestafiguraque todas
as linhas radiaisdeformam‐sedemaneira similar, não
havendo dependência do campo de deslocamentos de uma linha radial com o ângulo  desta
linha. O argumento anterior originou a idéia de modelar o problema do disco de forma
unidimensional em duas variáveis, onde o campo dos deslocamentos é dado
por 






















,talcomofoidescritonasseções4.1.2e4.3.2.



 











 

 



Tab.3:ContasteselásticasutilizadasporFOSDICK,FREDDIeROYER‐CAFAGNI(2007),associadosàbifurcaçãodasoluçãodo
problemadeLekhnitskii.




 











 






Tab.4:ContasteselásticasutilizadasporFOSDICK,FREDDIeROYER‐CAFAGNI(2007),associadosàsoluçãounidimensionalem
umavariáveldoproblemadeLekhnitskii.



10
 A malha mostrada na Fig. 18: Ampliação na vizinhança do centro da malha simbólica para obter a
bifurcaçãodasoluçãodoproblemadeLekhnitskii.Fig.18éumamalhapoucorefinadacomrelaçãoàmalhadaFig.
17.AmalhadaFig.18éutilizadapelosautoresapenasparafacilitara
visualizaçãodofenômenoqueocorrenaFig.
17.
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Deste ponto em diante apresentam‐se resultadosoriginados do modelamento numérico
dos problemas unidimensionais com restrição em uma e em duas variáveis, os quais foram
apresentadosnasseções4.3.1e4.3.2,respectivamente.
Utiliza‐seo método das penalidades interiores,exposto na Seção 3.2.3, juntamente com
astécnicasdeminimização
semrestriçõesdeNewtonapresentadasnaSeção3.1,pararesolver
numericamente o problema do anel sujeito à restrição de injetividade . Tal problema é
descritonasseções4.2e4.3.
Originalmente, no problema de Lekhnitskii, o disco é comprimido radialmente por uma
pressão uniforme. FOSDICK, FREDDI e ROYER‐CAFAGNI (2007)
aplicam, no entanto, um
deslocamento radial no contorno do disco e não uma força como no problema original.Na
procura de resultados similares aos encontrados por FOSDICK, FREDDI e ROYER‐CAFAGNI
(2007), modelou‐se o problema unidimensional em duas variáveis impondo um deslocamento
radial no contorno externo do anel. Os dados
 geométricos utiliza dos para o desenvolvimento
numéricodoproblemadoanelcomrestriçãosãooraioexternodoanel

raiointernodo
anel



Odeslocamentoradialaplicadonocontornoexternodoanelfoioequivalente
aoproduzidoporumcarregamentoradialdecompressão

Ovalordo limiteinferior
da restrição de injetividade (4) é . As constant es elásticas utilizadas encontram‐ se na
Tab.2.
A Fig. 20 mostra a solução exata do problema do anel, representada pela linha sólida
preta,easaproximaçõesnuméricas,calculadascom64elementoserepresentadaspelaslinhas

tracejadas. Descreve‐se a seqüência de aproximações numéricas gerada pelo método das


11
 O valor  é utilizado por OBEIDAT, et  al. (2001) e FOSDICK e ROYER‐CARFAGNI (2001) no
modelamentonuméricoeteórico,respectivamente,doproblemadodiscocomrestrição.
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programautilizado
12
.Assim,quando o tamanhodo elemento finito era menor doque

a
solução obtida era instável, pois ela mudava dependendo do valor utilizado como critério de
paradanosmétodosdeminimização.

5.3  O Problema do Anel em Relação ao Disco Sem Furo. 
Lembre‐sedaSeção4.1queasoluçãodoproblemadoanel,nocontextodateorialinear
clássica prediz o fenômeno da auto‐intersecção. Este problema é diferente com relação aos
outrosexemplosencontradosnaliteratura,poisomesmonãopossuinenhumasingularidadeno
campodastensões,ouseja,todasas
tensõespossuemumvalornuméricofinito.
Nesta seção mostram‐se resultados numéricos eanalíticos para oproblema do anel que
indicam a existência do fenômeno da auto–intersecção no contexto da elasticidade linear
clássica.Apresentam‐setambémresultadosquepermitemconcluirqueasoluçãonuméricado
problema do anel sujeito à
restrição de injetividade (4) converge para a solução numérica do
problema do disco sem furo, ou, problema de Lekhnitskii sujeito ta mbém à restrição (4).
Finalmente,apresentam‐sealgunsresultadosdoproblemadoanelindicandoàconvergênciado
determinante do gradiente de deformação. Os resultados apresentados neste capítulo foram
obtidosutilizandoas
constanteselásticasdescritasnaTab.4e oraioexternododisco

O
raio interno do disco 

 varia de acordo com a análise que se deseja realizar. Aplica‐se um
carregamentoradialdecompressãoOvalorlimiteinferiornarestriçãodeinjetividade
(4)é.


12
FORTRAN90.
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UmaanálisedosresultadosmostradosdaFig.23àFig.26juntamentecomosresultados
apresentadosnaFig.22permitemconcluirque,àmedidaque

,aconvergênciacomeçaa
apresentar problemas similares aos descritosna Fig. 15 e na Fig. 16,ou seja, a norma do erro
indicavaloresrelativamentegrandesparaumaquantidadeelevadadeelementos.
A Fig. 27 apresenta o deslocamento radial aproximado numericamente versus o raio do
disco.Nelaémostrada
aconvergênciadasoluçãonuméricadoproblemadoanelsemrestrição,
àmedida que se diminui o tamanho do furo, comrelaçãoàsoluçãonuméricadoproblemado
discosem furosemrestrição,oproblemadoanelsemrestriçãoeoproblemadodiscosemfuro
são descritos na Seção 4.1.
Nesta figura, as linhas tracejadas em vermelho representam as
soluções numéricas para os diferentes raios internos, a linha contínua em preto representa a
solução numérica do problema de Lekhnitskii, para o qual 

. As soluções aproximadas
contidasnestegráficoforamcalculadascomumamalhade64elementos,distribuídosemuma
linha radial do disco. A gráfica indica que a solução numérica do problema do anel sem
restriçõesconverge paraasolução numéricado problemadodiscosemfuro, ou, problema de
Lekhnitskii,
istoàmedidaqueotamanhodoraiointernodoaneltendeazero.
AFig.28apresentaologaritmonabase10danorma

versusologaritmonabase10do
tamanhodofuro,indicandoclaramentequeasoluçãonuméricadoanelconvergerapidamente
para a soluçãonumérica dodisco deLekhnitskiià medida que o raio interno dodisco tendea
zero.
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6 CONCLUSÕES 
Neste trabalho foi realizado um estudo do problema de um anel anisotrópico sob
compressão radial. Os resultados mostram que a solução do problema do anel prediz o
fenômenoanômalodaauto‐intersecção,apesardenãoapresentarsingularidadesnoseucampo
detensão.
Minimizando‐seofuncionaldaenergiapotencialdeelasticidade
clássica,dadopor(121)b,
sujeito à restrição (4) foram obtidos resultados numéricos que eliminaram o comportamento
anômalo da auto‐ intersecção. Estes resultados foram obtidos com uma distribuição de
deslocamentos dada por 














, o qual é solução do problema
unidimensionalemumavariáveldiscutidonaseção4.3.1.
BaseadosemresultadosobtidosporFOSDICK,FREDDIeROYER‐CAFAGNI(2007),estudou‐
se a possibilidade de encontrar uma solução axissimétrica que seguisse uma distribuição de
deslocamentos dada por 





















, o qual é solução do problema
unidimensional em duas variáveis, discutido na seção 4.3.2. Os resultados obtidos neste
trabalhoparaamodelagemunidimensionalemduasvariáveisindicamque




,ouseja,
a modelagem unidimensional em uma e em duas variáveis fornecem o mesmo campo de
deslocamento.
Acredita‐sequeresultadosnuméricosqueverifiquemaexistênciadeumadistribuiçãode
deslocamentosdotipo

















aindanãoforamalcançadosdevidoaobaixo
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grau de refinamento da malha utilizada. Tentou‐se, neste trabalho, utilizar uma malha bem
refinada,masobtinha‐seumerronuméricoocasionadopelaprecisãodoprogramautilizado
13

Notou‐sequeasoluçãoexatadoproblemadoanelsemrestriçãoconvergeparaasolução
exata do problema de Lekhnitskii, à medida que o raio interno do anel tende a zero. As
aproximaçõesnuméricasdoproblemadoaneltambémconvergemparaasoluçãonuméricado
problema de Lekhnitskii, tanto
para o problema com restrição como para o problema sem
restrição.
Com a consideração de um raio interno difere nte de zero, notou‐se uma perda na
qualidade da convergência do determinante do gradiente de deformação na região onde a
restriçãoéativa,ouseja,naregiãoonde

.


13
FORTRAN90
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Anexo A - Álgebra Linear 
Nesta seção, resumem‐se alguns conceitos e definições importantes de tensores e
vetores. A exposição feita aqui limitou‐se ao espaço pontual Euclidiano tridimensional 

.
Neste espaço, escolheu‐se um ponto de origem, ,de onde emanam três eixos mutuamente
ortogonais,cujasdireçõessãodadaspelosrespectivosversoresdebase

.

A.1 Espaços Vetoriais 
Define‐se como espaço vetorial  a estrutura algébrica dada pelo conjunto dos vetores
geométricosquesatisfazemaspropriedadesabaixo.
Nasoma,













(158)








Namultiplicaçãoporescalar.Se,então









(159)











Noprodutointerno,
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(160)

 

Anorma,ou,magnitudedeumvetorsedefine como








(161)

Oprodutointerno,ou,produtoescalarpodeserinterpretadogeometricamentecomo











(162)

ondeéoânguloformadopelosvetorese.
Éoportunodefiniroprodutovetorial(^),cujoresultadoéoutrovetor,comas
seguintespropriedades



















(163)












Define‐seespaçoEuclidiano

aoconjuntodepontos,talqueparacadaparde
pontossedefineumvetorde.Àrelaçãodedoispontos

éassociadoumvetor
queéexpressopelaoperaçãodiferença

(164)

Aoperação(164)obedeceàsseguintesregras,














(165)


Fixando uma origem 

 existe uma equivalência entre pontos e vetores, pois para
cadaháumvetorassociado.
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A.2 Bases e Coordenadas 
Pode‐se expressar qualquer vetor  como uma combinação linear de versores
linearmente independentes 

, onde  é a dimensão do espaço. Assim,
considerandosomaimplícita,





(166)

onde

sãoascoordenadasdenabase

.Oconjuntodeversores








éumabase
para.Abaseéchamadaortonormalquando






 
(167)

onde

éoDeltadeKronecker.
Sejam




 e





, bases coordenadas. Define‐se a mudança entre
basesdaseguinteforma








(168)

onde 






 são os coeficientes da matriz de mudança de base



, ou seja, de forma
matricial,













(169)

Assim,leva‐sedeumabasecoordenada




paraoutrabasecoordenada







A.3 Definições e Operações com Tensores. 
Existe especial interesse nos tensores de ordem 2 e  4, pois, com estes, consegue‐se
abarcarosobjetivosdestetrabalho.
Denomina‐setensordeordem2sobreumespaçovetorialaumatransformaçãolinear
,talque,
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(170)

Denomina‐seoconjuntodetensoresdeordem2sobrecomo


Umatransformaçãolinearsatisfazarelação

Umtensordeordem4éumatransformaçãolinear de

em 

,demodoque se

,
então

.
Define‐selinearidade,deformaresumida,naseguintepropriedade,
Diz‐sequedoistensores

sãoiguaisseesomentese
 



(172)

Sendo

,asoma

édefinidapor
 



(173)

Dados

,oprodutoporumescalar,

éobtidopor
 



(174)

 As componentes de um tensor em uma base qualquer




 são definidas como as
componentesescalares










(175)

Oprodutodedoistensoressedefinemedianteanotaçãoindicial







(176)

 Oprodutotensorialdedoisvetoresédefinidocomoumtensordeordem2,de
acordocom











(177)

















(171)
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 Medianteoprodutotensorialdosvetoresdabase,pode‐seescreverodesenvolvimento
deumtensordeordem2emfunçãodesuascomponentes,







(178)

Um tensor de 4ª ordem pode ser representado mediante a aplicação deste tensor sobre
produtostensoriaisdosvetoresdabasecomosegue














(179)

Dadoumtensor,define‐seotensortransposto,

,comooutrotensorquesatisfaz














(180)

Assim,diz‐sequeumtensorésimétricose

.Se

,otensoréanti‐simétrico.
Umtensoréinversívelseexisteoutrotensor

,ainversade,talque





(181)

 Otraçodeumtensoréumaoperaçãotensoriallinearqueassociaumtensordeordem2
aumescalar.Aplicadoaoprodutotensorial,obtemos





(182)

Diz‐sequeumtensorépositivo‐definidoquando




 



(183)

Diz‐sequeumtensorépositivo‐semidefinidoquando




 



(184)


Seja





umabaseortonormal.Então,definem‐seoscoeficientesdepermutação

da
seguintemaneira












(185)
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Assim,
















 

















 



(186)


O determinante de um tensor é uma função escalar de argumento tensorial. O
determinante de um tensor coincide com o determinante da matriz das componentes deste
tensorassociadaaumadadabase,ouseja,







(187)

Escrevendo(187)emfunçãodoscoeficientesdepermutaçãodefinidosem(186),obtemos
















(188)

Odeterminanteéumaoperaçãotensorialintrínsica,ouseja,oresultadoéinvariantecom
relaçãoàbaseadotada.
Umainterpretaçãogeométricadodeterminantedeumtensorem

podeserdadapor













(189)

Onde  w são vetores nas direções coordenadas,  é a imagem de  sob  e 
designaovolume.Éfácilmostrar,com(185),(188)e(189),que
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Anexo B - Análise Tensorial 

B.1 Diferenciação 
Sejam dados o espaços vetoriais normados  e  e o espaço vetorial formado pelos
mapeamentos lineares contínuos de em  . Considere uma função  cujos
argumentossãoescalares,vetores,ou,tensores,seudomínioéointervaloabertocontidoem
esuaimageméconformeilustrado
naFig.33,ouseja,









(190)

Diz‐sequediferenciávelemumpontoaberto,seexistir,talque
















(191)

àmedidaque,onde


Fig.33.Domínioeimagemdafunção.
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(192)

com


 Denomina‐seaderivadadeFréchetdafunçãoavaliadanoponto
comasseguintescaracterísticas:

•  Seexiste,entãoelaéúnica,poisécontinuaem
•  Se










.
•  Seédiferenciávelemtodosospontosde,então
 édiferenciávelem
•  Se  é contínuo, então  é continuamente
diferenciável em  ou, simplesmente,  de classe 

. Similarmente, se 


eésuave,então

.

Seja  um mapeamento suave 1:1 de classe 

, , e
.Então,éinversívelemcadapontoe

édeclasse





Diz‐sequeéummapeamento1:1se









sempreque







.
é chamado injetivo, ou, quando o  determinante do gradiente de deformação  é positivo.
Define‐seaderivadadirecional,tambémchamadaderivadadeGâteaux,como






































(193)
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B.2 Gradiente, Divergente e Laplaciano 
 
Seja  um espaço n‐dimen sional real com produto interno e considere o campoescalar
.Ogradientede,éoúnicoelementoquesatisfaz
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Sendo  um campo vetorial, diz‐seque o gradiente de  é o único
elementodequesatisfaz
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Odivergentede,,éumcampoescalardefinidopor
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Olaplacianodeumvetor,ou,deumescalardeclasse

édadopor
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Seentãoéchamadoharmônico.
Seja 

 uma região regular com as seguintes condições de regularidade: 1) pode
estar composta por uma ou mais partes limitadas, cada uma com volume não nulo. 2) O
contornoésuaveporpartes,asquaisconsistemde umnúmerodeelementosdisjuntos.3) 
Cadaparte docontornoé uma
superfícieorientável,ouseja,possuiduasfacesclaramente
distintas.Alémdisso,nédefinidocomoumversornormalaocontorno.
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Dada a região  com as condições de regularidade acima, o teorema da divergência
fornece:
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ondeéumcampoescalar;éumcampovetoriale

umcampo
tensorial–todoselessuaves.
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Anexo C – Norma 

 
 
A norma 

 é uma quantidade escalar, produto de uma integração, que proporciona uma
estimativadeerro.
Anorma

édefinidapor
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onde

éasoluçãoaproximadae éasoluçãoexatadoproblemaanalisado.
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