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RESUMO

MACIEL, D. N. Analise de problemas elasticos ndo lineares geométricos empregando o método
dos elementos finitos posicional. 2008, Tese (Doutorado) — Escola de Engenharia de S&o

Carlos, Universidade de S&o Paulo, Sdo Carlos-SP.

Neste trabalho problemas n&o lineares geométricos envolvendo porticos planos e soélidos
tridimensionais sdo analisados através do método dos elementos finitos com formulagao
posicional. A formulagdo posicional utiliza como incognitas as posigbes dos nés ao invés de
deslocamentos. O referencial adotado da formulagéo é o lagrangiano total. Também se utiliza o
algoritmo de Newton-Raphson para solugéo iterativa do problema nao linear. Para problemas
envolvendo dindmica, a matriz de massa é consistente e o integrador temporal € o algoritmo de
Newmark. Para o poértico plano, a cinematica adotada € a de Reissner, onde a se¢ao plana do
portico ndo necessariamente permanece perpendicular ao seu eixo central apés deformacgao.
Com relagdo a formulagao de solido tridimensional, é adotada aproximacgao cubica de variaveis
com elementos finitos tretraédricos de 20 nds. E apresentada também a analise de impacto em
anteparo rigido para estruturas tridimensionais utilizando o integrador de Newmark modificado
para se garantir a estabilidade do problema. A formulagdo aqui proposta é validade em

comparagao com exemplos classicos da literatura especializada.

Palavras-chave: ndo linearidade geométrica; sélidos 3D; porticos planos; elementos finitos.



ABSTRACT

MACIEL, D. N. Elastic nonlinear geometric analysis with positional finite element method. 2008,
Thesis (Doctoral) - Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao
Carlos-SP.

Non linear geometric analysis for 2D frames and 3D solids are analyzed in this work by
employing the finite element method with positional description. The present formulation does
not use the concept of displacement; it considers positions as the real variables of the problem.
In addition, the formulation is developed through total lagrangian description. Besides, the
Newton-Raphson method is applied for solving the iterative linear system. For dynamic
problems, the mass matrix is consistent and it is applied the Newmark algorithm for time
integration. For 2D frame analysis, Reissner kinematics is adopted, that is, initial plane cross-
sections remain plane after deformation and angles are independent of the slope of central line.
In respect to 3D solids, a cubic approximation for the variables is employed through tetraedric
finite elements with 20 nodes. Moreover, impact analysis against rigid wall is performed for 3D
solids by applying the modified Newmark procedure in order to guarantee a stabilized response.
In order to validate the herein proposed formulation, numerical examples are compared to those

in the specialized literature.

Keywords: nonlinear geometric; 3D solids; 2D frames; finite elements.
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1 INTRODUCAO

Neste capitulo, introdutério do presente trabalho, fazem-se consideragbes a respeito das
motivagdes que nortearam o desenvolvimento da pesquisa, a metodologia aplicada e os

objetivos desejados, apontando-se por fim como o texto esta organizado ao longo da tese.

1.1 Consideracdes iniciais

Com o avango das tecnologias de materiais empregados na engenharia, no tocante ao
desenvolvimento de ligas metalicas, aglomerantes, polimeros etc. cada vez mais resistentes, as
estruturas tendem a ser, portanto, mais esbeltas e flexiveis, fazendo-as sofrer grandes
mudancas de forma diante das suas solicitagdes. Dessa forma, o emprego da superposi¢cao dos
efeitos, por exemplo, que é valido apenas para pequenos deslocamentos, para calculo das
variaveis de um problema estrutural, comega a se tornar deveras limitado para alguns

problemas da engenharia moderna.

Além disso, areas de engenharia tais como a aeroespacial, robotica e biomecanica ja
empregam amplamente solugbes nao lineares geométricas devido a sua natureza de grandes

deslocamentos.



Capitulo 1: INTRODUCAO 2

Diante disso, sdo importantes trabalhos que levem em consideragdo grandes mudancas de
forma e posicdo dos elementos estruturais, bem como leis constitutivas n&o lineares,
representando assim, com maior fidelidade, o comportamento estrutural de pegas consideradas

esbeltas com comportamento n&o linear fisico e geométrico.

Em CODA (2003.c) e CODA & GRECO (2003) foi apresentada pela primeira vez a formulacao
denominada de Posicional aplicada ao MEF que tem como variaveis nodais as posi¢oes dos
nos ao invés de deslocamentos como normalmente é empregado na literatura. Essa formulacéo
€ aqui implementada para os problemas de portico plano com a cinematica de Reissner e para

problemas tridimensionais.

Destaca-se, como o objetivo principal deste trabalho, elaborar cddigos computacionais
empregando o método numérico denominado de Método dos Elementos Finitos (MEF) para a
andlise de problemas elasticos ndo lineares geométricos de porticos planos e sdlidos. Essa
analise, ou seja, elastica ndo linear geométrica é desenvolvida tanto para problemas estaticos
quanto para problemas dindmicos (forgas inerciais em consideragao). A formulagdo do MEF em
questdao é a Formulagdo Posicional, e como dito anteriormente, leva esse nome por se
considerar as posi¢gées nodais dos elementos finitos, ao invés dos deslocamentos, como as
principais variaveis do problema. A formulagdo de impacto em anteparo rigido baseada nos

parametros de Newmark modificados é implementada para o caso tridimensional.

E objetivo também, através do emprego da formulagéo numérica, fazer-se um estudo preliminar
de estruturas extremamente finas sujeitas ao fendmeno de enrugamento', que sdo muito
empregadas na industria aeroespacial, mais especificamente em estruturas de satélite tais

como velas solares, por exemplo.

A metodologia do trabalho é apresentada no item a seguir.

'O estagio de doutorado desenvolvido pelo autor na Universidade de Cambridge, Reino Unido, teve esse objetivo, ja
que la se tornou um centro reconhecido no assunto sob a lideranga do Prof. S. Pellegrino.
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1.2 Metodologia

Os corpos dos elementos estruturais - membros de portico plano e sélido - analisados séo
considerados continuos em termos macroscopicos, ou seja, sem vazios entre uma particula e
outra, ndo havendo também perdas de massa. Considera-se elastico o material desses
elementos estruturais, porém nao necessariamente de comportamento linear quanto a lei

constitutiva.

O Meétodo dos Elementos Finitos € formulado em descrigdo Lagrangiana Total a partir da
minimizacao do funcional de energia potencial total do sistema, emprega-se o método interativo
de Newton-Raphson, onde os parametros nodais dos elementos finitos sdo as proprias
coordenadas cartesianas dos seus nos, ao invés dos deslocamentos como é comumente
empregado nas formulagdes encontradas na literatura. Para o caso do pértico plano, além das
coordenadas de translagdo, adiciona-se o giro da secdo reta como parametro nodal. E
importante frisar que a cinematica adotada € a de Reissner, que é similar a de Timoshenko, ou
seja, a se¢do permanece plana, mas ndo obrigatoriamente perpendicular a linha média do
elemento, considerando-se, dessa forma, a influéncia dos esforgos cortantes na deformacéao do

portico. O elemento sélido tera forma tetraédrica com aproximacgao cubica de variaveis.

Quanto aos problemas que envolvem forgas inerciais, isto &, problemas dindmicos, a matriz de
massa sera consistente e o algoritmo de solugdo da equagdo do movimento na coordenada
temporal sera o de Newmark (NEWMARK, 1959). Além disso, no caso do impacto em
anteparos rigidos para o problema com elementos solidos, adota-se 0 esquema desenvolvido
em GREGO (2004), que usa parametros de Newmark modificados a fim de se estabilizar a

resposta do problema.

O Cddigo computacional é desenvolvido utilizando-se FORTRAN como linguagem de
programacgao. Utiliza-se também, para a solugéo de sistemas lineares simétricos, o codigo livre
denominado de MA27. Para o problema de sdlidos, as malhas sdo criadas empregando-se o
pré-processador do software comercial ANSYS® e depois modificadas através da adicdo de nds

a fim de se representar a aproximacgao de variaveis adotada no presente trabalho.
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1.3 Organizacéo datese

Esta tese esta organizada em oito capitulos. O primeiro capitulo é introdutério, seguido do
capitulo de revisao bibliografica, onde se discute os artigos mais relevantes encontrados pelo
autor, situando também o presente trabalho dentro da literatura especializada, como também
mostrando algumas aplicagdes da linha de pesquisa aqui abordada na engenharia em geral. No
terceiro capitulo, esta descrita a teoria basica da elasticidade nao linear, mostrando-se o
equacionamento que serve de alicerce tedrico para as formulagdes em elementos finitos. No
capitulo 4, escreve-se sobre a formulagdo posicional de forma geral, independente das
hipéteses cinematicas abordadas. Ja nos capitulos 5 e 6 estdo descritas, respectivamente, as
formulagbes de posicionais para o pértico plano e sdlidos, devidamente fundamentadas por
exemplos numeéricos encontrados na literatura. No capitulo 7, expde-se sobre a cinematica de
elemento finito de casca e suas aplicagdes para problemas de membranas extremamente finas
sujeitas ao fendmeno de enrugamento. E por fim, no capitulo 8, as conclusées do presente

trabalho e algumas sugestdes de pesquisa dentro dos temas aqui abordados s&o apontadas.

No capitulo a seguir é descrita a revisao bibliografica do presente trabalho.



2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo sdo mostrados alguns trabalhos desenvolvidos no estudo da nao linearidade
geométrica empregando o MEF para problemas de poértico plano e problemas de sodlidos
tridimensionais, como também, trabalhos desenvolvidos nessa area por pesquisadores do
Departamento de Engenharia de Estruturas da Escola de Engenharia de Sao Carlos (SET). A

revisao é dividida em subitens de acordo como assunto abordado.

2.1 Nao linearidade geométrica aplicada a pérticos planos

Solugdes analiticas para problemas de grandes deslocamentos em porticos planos sao
bastantes restritas devido a complexidade do problema nao linear geométrico. Alguns trabalhos,
tais como, JENKINS et. al. (1966), BISSHOP & DRUCKER (1945) e MATTIASSON (1981)
trazem solugbes para alguns problemas como barras engastadas e pérticos articulados rigidos.
Sendo entdo de grande valia o estudo desses problemas através da solugdo via métodos

numéricos.
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Com relagao as formulagdes numeéricas, mais especificamente em elementos finitos, elas
podem ser denominadas quanto ao referencial adotado, ou seja, lagrangiana total, lagrangiana
atualizada, lagrangiana parcialmente atualizada e euleriana. Na formulagao lagrangiana total é
considerado um referencial fixo ja conhecido para determinagdo das variaveis do problema.
Esse referencial adotado é geralmente a posi¢cdo inicial do corpo. Essa abordagem é
encontrada em, por exemplo, MONDKAR & POWELL (1977), SURANA (1983), GRECO (2004),
CODA & GRECO (2004), MACIEL et al.(2004), MACIEL & CODA (2005), entre outros. Na
lagrangiana atualizada, o referencial conhecido é atualizado durante os incrementos de carga,
ou seja, a posicao do corpo referente ao nivel de carga anterior passa a ser referéncia e assim
por diante. Empregando essa técnica pode-se citar GADALA et al. (1984) e GATTASS & ABEL
(1987). E denominada lagrangiana parcialmente atualizada quando o referencial € mudado
apenas no inicio dos incrementos de carga (WONG & TINLOI, 1990). Ja em formulagbes
baseadas na descricdo Euleriana (Espacial), o referencial para determinagdo das integrais,
derivadas, etc. é a configuragéo atual, corrente do corpo. Essa forma é bastante empregada na
mecanica dos fluidos, porém sado encontrados trabalhos que empregam essa formulagao para

porticos, por exemplo, em IZZUDIN & ELNASHAI (1993) que trata de porticos tridimensionais.

Com relagéo a trabalhos que empregam a cinematica de Reissner em poérticos nao lineares,
pode-se citar entre outros SIMO et al. (1986), SAJE et al. (1998), YANG & SAIGAL (1984),
IBRAHIMBEGOVIC (1995), MINGRUI LI (1997), NUKALA & WRITE (2004), MACIEL et al.
(2004), MACIEL & CODA (2005) etc.

Com relagao a trabalhos desenvolvidos por pesquisadores do SET que levam em conta pérticos
com nao linearidade geométrica, pode-se citar LAVALL (1996) que aborda poérticos planos de
aco com formulagao lagrangiana co-rotacional. O trabalho de PAULA (2001) aborda problemas
estaticos e dindmicos com referencial lagrangiano total e atualizado. Em PINTO (2002) a ndo
linearidade é apresentada para porticos planos de concreto armado. Em GRECO (2004), a
primeira tese a apresentar a formulagdo posicional, faz-se analise dindmica e estatica de
porticos planos, bem como desenvolve formulagdo de contato/impacto para esse tipo de
estrutura. J& em SANCHES (2006), faz-se interagao fluido-estrutura, considerando-se o portico

plano com cinematica de Reissner.

No proximo item, discute-se o estado da arte relativo as formulagbes envolvendo elementos
finitos tridimensionais aplicados a problemas de nao linearidade geométrica, expondo aqui os

trabalhos mais relevantes encontrados na literatura.
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2.2 Nao linearidade geométrica aplicada a solidos

A maioria das pecgas estruturais que por ventura podem sofrer grandes deslocamentos
apresentam geralmente uma das trés dimensdes bem menor do que as outras. Assim sendo,
ndao € muito comum encontrar na literatura problemas de n&o linearidade geométrica
envolvendo solidos tridimensionais na sua forma mais pura, ou seja, sem que haja nenhuma

hipétese para representar estruturas de casca, placa, ou mesmo poértico espacial, por exemplo.

Porém com o crescente avango do estudo da biomecanica, surge a necessidade de se analisar
problemas com sodlidos tridimensionais, pois as pecas estruturais, no caso musculos e 6rgaos
internos do corpo humano tais como o coracéao, artérias e até mesmo o globo ocular, sofrem
muitas vezes grandes deformagdes e deslocamentos. Por exemplo, o trabalho de HAUSSY &
GANGHOFFER (2005) se destaca por analisar problema de instabilidade de cascas de parede
grossa, simulando, assim, uma artéria que sofre aneurisma através do emprego de leis
constitutivas mais apropriadas de acordo com a natureza da estrutura deformada (grandes
deslocamentos ou grandes deformagdes). Em HRON & MADLIK (2006), uma formulagéo
acoplando fluido-estrutura aplicada a problemas de biomecéanica é mostrada com elementos
solidos tetraédricos de 10 nés (aproximagdo quadratica de variaveis). O mesmo elemento
tetraédrico também é usado em ALMEIDA & SPILKER (1998), s6 que para analise de tecidos
do tipo cartilagem (materiais hidratados). Enfim, em outros importantes trabalhos tais como
YUCESOY et al (2002), TANG et al (2007) e BLEMKER et al (2005), ROGERS et al (1999),
desenvolvem modelos e/ou formulagcdes com elementos finitos solidos a fim de se aplicar aos

problemas de biomecanica.

Ainda mais, formulagdes que empregam coordenadas cilindricas e polares no lugar de
coordenadas cartesianas sdo empregadas para solugdo de problemas que envolvem
pneumaticos. E o caso de DANIELSON & AHMED (1997) que desenvolve uma formulag&o para
contato de pneumatico com pavimento usando elemento hexaédrico de formato cilindrico de 4
nos. O mesmo tipo de formulagdo com coordenadas cilindricas pode também ser encontrado
em BOURDARIAS et al.(2003) e COSTA et al (1996).

Com relagdo ao grau de aproximagado de variaveis em elementos sélidos para representar

grandes deslocamentos e deformagbes, existem muitos trabalhos que desenvolvem
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formulagbes utilizando elemento de aproximacgéo linear, e para contornar o problema de
travamento originado pelo polindmio de baixa ordem, estratégias através do melhoramento do
campo de tensdes e deformagdes sdo comumente empregados. E o caso de trabalhos como
SIMO et al (1993), SIMO & ARMERO (1992), ARMERO & GARIKIPATI (1996), MOITA &
CRISFIELD(1996), CRISFIELD & MOITA (1996), REESE et al (1999) e REESE et al (2000) que
utilizam estratégia melhorar o campo de deformagées denominada de, no inglés, “enhanced
strains”, ja em BUCALEM & NOBREGA (2000), SZE & YAO,(2000), AUSSERER & LEE (1988),
HAUPTMANN & SCHWEIZERHOF (2002), HONG, et al (2001), HONG & KIM (2002), HOLT &
KRISHNAMURTHY (1995) e PETCHSASITHON & GOSLING (2005), utiliza-se também um
campo de deformagdes otimizado que € chamado no inglés de “assumed natural strains” (ANS)
e esse enriquecimento ocorre quando se adiciona no termo da energia potencial total a parcela
de energia provocada por essas deformacdes. Em KOZAR & IBRAHIMBEGOVIC (1995),
IBRAHIMBEGOVIC & FREY (1994) e SIMO & ARMERO (1992), para aliviar o travamento, a
técnica dos modos incompativeis é utilizada, e consiste em assumir que gradiente de
deslocamentos é otimizado através da soma de outro gradiente incompativel, ou seja,

descontinuo ao longo do elemento, mas variacionalmente consistente.

Apesar dos trabalhos descritos acima enfocarem nos elementos de baixa ordem, alguns como
RANK et al (1998), RANK et al (1998), DUSTER et al (2003), afirmam que basta empregar
elementos de alta ordem que problemas de travamento s&o eliminados. O autor comunga com
essa filosofia, por isso o elemento de sdlido aqui utilizado €, como dito antes, tetraédrico de 20
nés, gerando uma aproximagao cubica de variaveis e sem a utilizagdo de campos de
deformagao ou tensao otimizados. No capitulo de exemplos numéricos referente a formulagao
de solidos, essa afirmagdo se confirma ao mostrar a auséncia de travamento quando

comparado o resultados obtidos por alguns autores aqui ja citados.

Sobre formulagdes de solidos com grandes deslocamentos e deformagdes, nao foi encontrado
atualmente pelo autor trabalhos no SET, levando-o a crer que este € o primeiro a abordar o
assunto neste departamento. Entretanto, € importante ressaltar o trabalho de MARQUES
(2006), que desenvolveu a formulagédo posicional estatica e dinamica para problemas sélidos

bidimensionais com impacto em anteparo rigido.



3 ELASTICIDADE NAO LINEAR

Com o objetivo de fundamentar a teoria aplicada, enfoca-se neste capitulo o equacionamento
do problema elastico ndo linear geométrico. Parte-se, inicialmente, descrevendo-se as
configuragdes e movimentos do continuo. Feito isso, sdo mostradas as equagdes de campo
(equilibrio e movimento), bem como a lei de balangco de energia e medidas de tensao

empregadas no presente trabalho.

Para tanto, o texto a seguir é baseado principalmente nos importantes trabalhos de OGDEN
(1984), CIARLET (1993), MASE (1999), CRISFIELD (1991), COIMBRA (1978), BONET &
WOOD (1997) e CODA (2003.b).

3.1 Descricéo das deformacdes e movimentos

Considere um corpo B em um dado instante de tempo como sendo um conjunto de particulas
continuamente distribuidas. Esse corpo forma com a regido B de um espacgo euclidiano E uma
correspondéncia bijetora, isto é, cada particula do corpo B pode ser relacionada com um ponto

no espaco euclidiano E, sendo sua configuragao dada por:

f:p—>B (3.1)
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Sendo assim, admitindo sempre a existéncia dessa correspondéncia, chamaremos neste texto
uma particula de simplesmente “ponto” e a notagéo para o corpo (B) ira se confundir com a da
regidao que ele ocupa no espacgo euclidiano B (OGDEN, 1984).

f(x°t)

Figura 1 — Configuragéo inicial e final do corpo.

Considere-se um corpo By inicialmente em repouso no tempo “ty” no espaco euclidiano E. Esse
corpo, devido as agdes externas, assume diferentes formas e posigdes ao longo do tempo. Para

um determinado tempo “t”, B; € a sua configuragao atual, ou corrente no espaco euclidiano. Um

vetorx:(xl,xz,x3), no instante qualquer “t” pode ser relacionado com o seu correspondente
na configuracao inicial x° = (x?,xg,xg), pela funcdo f(x°t), entdo:

x=f(x’,t)=f,(x") (3.2)

Da mesma forma, pode-se escrever:

X =f"'(x,t)=f"(x) (3.3)

A Eq.(3.2) descreve o caminho de x’ao longo do tempo (Ogden, 1984), conforme mostrado na

Figura 1. Na forma indicial, a Eq.(3.2), fica:

X, = f,(x{,t) (3.4)
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Tomando-se a derivada da Eq. (3.2) em relagdo ao tempo, fica definida a velocidade do corpo

no instante “t” (B,):
&:%f(xo,t): v, (x") (3.5)

Derivando-se Eq. (3.5) em relagdo ao tempo novamente, obtém-se a aceleragédo do corpo B no

instante “t” (By):

&t%f(xo,t)=at(x°) (3.6)

Portanto observa-se que a fungao f (f(x’,t)) descreve o movimento do corpo, pois a partir dela,

obtém-se posigao, velocidade e aceleragcdo. Sendo assim, neste texto, f € denominada Funcéo
Mudanca de Configuracdo do corpo em questdo. Também, neste trabalho a funcdo f sera
sempre no minimo de classe C? para garantir as continuidades nos campos associados de

velocidade e aceleragao (Ogden, 1984 ; Coimbra, 1978).

Segundo OGDEN (1984), para a observagao do comportamento fisico do corpo ao longo do seu
movimento deve ser feita a escolha de uma das suas configuragdes para ser tomada como
referencial. Portanto, uma vez escolhida, essa configuragdo € denominada de configuragao de
referéncia. Quando a escolhida € a By, chama-se de referencial Lagrangiano. Sendo entao

chamada de referencial Euleriano quando a referéncia € a configuracéo B, (configuracéo atual).

Nos trabalhos que envolvem métodos numéricos em elasticidade nao linear, comumente se
formula o problema a partir da descricao Langrangiana, sendo entédo a descricdo Euleriana mais

utilizada para problemas de mecénica dos fluidos.

No caso deste trabalho, como ja explanado no primeiro capitulo, a estrutura inicial é adotada
como o referencial para descricao das infinitas formas e posigcbes que um corpo pode vir a
ocupar. Esse tipo de abordagem do problema nao linear € chamado de Descrigdo Langragiana
Total, pois a posicao de referéncia € sempre a mesma durante o processo iterativo para
determinagcdo da solugdo do problema. Discussdo mais detalha sera feita ao longo dos

capitulos relativos a Formulag&o Posicional.
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3.2 Tensor Gradiente de Deformacéao

Se um corpo elastico, submetido as forgas externas em equilibrio ou nao, sofre movimento
relativo de seus pontos, diz-se que 0 mesmo sofreu deforma¢éo ou mudou de forma. Quando
isso nao ocorre, ou seja, o sistema de forgas atuantes néo é equilibrado e o corpo nao sofre
deformacao, entdo ha apenas mudanga de configuragéo através de movimento de corpo rigido.
Na forma matematica isso €& descrito através da funcdo Mudanga de Configuragdo f,

responsavel pelo mapeamento do movimento e mudanca de forma do corpo.

Escreve-se uma aproximagao para fungao f proxima ao ponto x°, na forma (CODA, 2003b):

X= f(x0 +Ax°,t) = f(xo,t)+Gradf

o AX'+0? (3.7)
no limite, ou seja, Ax — 0, tem-se:

dx = Grad(f

)dx’ (3.8)

x()
Ressalta-se que quando o operador gradiente € escrito com a letra inicial maiuscula, isto é,

Grad(-) , a sua representagao € Lagrangiana, ou seja, em relacéo a By.

A forma classica para se obter a Eq.(3.8) é quando se toma uma variagao infinitesimal dx’na

configuragao inicial, essa variagdo correspondente na configuracdo atual é, de acordo com a

Figura 1, dx, que é o diferencial total da Eq.(3.4), entao:

— afl (X?’ t) dXO

dx. 3.9
' ox; : (39)
na qual, para uso futuro, far-se-a:
of. (xj’,t)
=t 17 3.10
ik aXﬁ ( )

sendo Eq.(3.9), fica na forma:

dx; = A, dx| (3.11)
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ou também:
dx,
L= —1L 3.12
ik ng ( )
A, ¢é denominado Tensor Gradiente Mudanca de Configuragdo (usualmente chamado de

Tensor Gradiente de Deformagao). Na forma matricial, a Eq.(3.10), escreve-se:

ox,/ox)  ox,[oxy  ox,/ox!
A=|0x,/0x) 0x,/0x} 8x2/6xg (3.13)
ox,/ox) oOx,/ox) ox,/ox)

Da mesma forma, para Eq.(3.9):

dx,| |ox,/ox? ox,/ox)  ox,/oxd |[dx!
dx, p=| ox,/ox) ox,/ox) ox,/oxS [{dx] (3.14)
dx,| |ox,/ox" ox,/ox) ox,/oxd | |dx]

levando-se em conta também a notagao da Eq.(3.8):
A= Grad[f(x",t)} (3.15)

Também, na forma tensorial, a Eq.(3.9) e/ou Eq.(3.8), torna-se:
dx = Adx’ (3.16)

Importante lembrar que dx° é uma porcdo fixa, ou seja, um lugar geométrico dos pontos no
corpo na configuragao inicial, ao passo que dx € o novo lugar geométrico e genérico desses

pontos apos sofrerem a transformacgao através de A. Sendo assim, é relevante enfatizar que:

Adx” %0, paratodo dx’#0 (3.17)

Isso significa que é fisicamente impossivel que haja aniquilagdo do material, isto €, através de
uma mudanga de forma a fibra dx° desaparecer. Portanto, devido a Eq.(3.17), diz-se que o

tensor A é nao-singular (OGDEN, 1984), ou seja:

J=det(A) %0 (3.18)
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Sendo “J” o jacobiano da mudanga da configuragdo do corpo que é dado pelo determinante do
Tensor Gradiente Mudanga de Configuragédo. Para tensores de segunda ordem, que é o caso
do tensor A, o seu terceiro invariante principal € o proprio determinante e, portanto pode ser

escrito na forma:
3) 1 3 3 2 1 3
I, =det(A)=J:— trA” ——trA A+—(trA) (3.19)
3 2 2
Na forma indicial, para uso futuro, o jacobiano, dado pela Eq.(3.18) fica na forma:
J=ey AjA LA (3.20)
também é valida a relacao:
Cinnd = Cip AA AL, (3.21)
sendo, e, chamado de simbolo de permutacao.
A é nao singular, como dito anteriormente, portanto existe sua inversa:
-1 T
B=(A") (3.22)
Derivando-se a Eq.(3.19) em relagao ao tensor A, obtém-se:

oJ AT
a—AzJ(A ') =IB (3.23)

Assim sendo, a Eq.(3.16) pode ser invertida, na forma:

dx’ =B'dx (3.24)
onde,
AB"=1=B'A (3.25)

Pode-se chegar a Eq.(3.24) pelo mesmo raciocinio quando da obtencdo da Eq.(3.8), isto &,

escrevendo-se agora uma aproximagao para a inversa de f tem torno do ponto x, ou seja:

x’ Zf_l(X+AX,'[)=f_] (X,t)+gradf']

Ax+0’ (3.26)
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no limite novamente, tem-se:

dx’ = grad[f’l ) }dx (3.27)
sendo ent&o:
B =grad| £ (x,t)] (3.28)

A mesma Eq. (3.24), sendo o operador gradiente quando escrito com a letra inicial minuscula,

isto &, grad(-), indica o gradiente em relagao a configuragao de atual (B).
Sabe-se que:
TA\! T
(ATA) =A"A (3.29)
isto &, ATA é um tensor simétrico. Sendo assim, pode-se escrever:
dx"dATA)dx’ = (Adx")d Adx’ ) =|Adx"[ >0 (3.30)

A Eq.(3.30) mostra que para dx’#0, A'A é chamado por definigdo de tensor positivo-definido,
da mesma forma que AAT, BB e B'B. Ademais, na literatura, denominam-se os tensores A'A e
AAT Tensores de alongamento de Cauchy-Green direito e esquerdo respectivamente.

3.3 Deformacéo de volume e superficie

Quando o corpo sofre deformacéo, ha a mudanga de volume (Ver Figura 2). Essa quantificacédo

relativa a forma de referencia do corpo é dada pelo gradiente mudanga de configuragao A.
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Figura 2 — Volume infinitesimal em mudanga de configuragao.

Considerando-se o triedro (dx?,dxg,dxg) no ponto x°, pode-se escrever, para as trés direcdes:
_ 0
dx; = Adx; (3.31)

Admitindo-se que o triedro tem orientagéo positiva (referencial destrogiro), isto é, dx? xdxﬁ >0,

0 seu volume do paralelepipedo infinitesimal formado entre eles na configuragao de referéncia é
dado por:

dV° = dx) ddx} xdx§ ) = det (dx;, dx}, dx} ) = g, dx{dxdx{ (3.32)

J

Da mesma forma, o volume infinitesimal do paralelepipedo na configuragao atual é determinado
por:

dV =dx, {dx, xdx, ) = det(dx,, dx,, dx, ) = e, dx,dx dx, (3.33)
Substituindo a Eq.(3.11) na Eq.(3.33), fica-se com:

dv = eijkdngiqugAjndx&Akm (3.34)
Substituindo a Eq.(3.21) na Eq.(3.34), tem-se:

dVv = Jelmndxgdxgdxfn (3.35)

e sabendo que, pelq Eq.(3.32), dV° =¢,, dx dx dx), , obtém-se:
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dv =1dVv’ (3.36)

A Eq.(3.36) significa fisicamente que o Jacobiano da transformagdo representa a taxa de
variagao do volume em relagéo a configuracgao inicial, isto €, o quanto o volume da configuragéo
atual diminuiu ou aumentou em relagado ao corpo na posigcao de referéncia. Lembrando que se
J=1 significa que nao houve variagcdo de volume durante a transformacdo, ou seja, a
transformacéo é dita isocdrica. Um exemplo mais simples de transformacao isocdrica € quando
o corpo sofre movimento de corpo rigido. E interessante notar, por exemplo, que se o

movimento de corpo rigido € de translagao, pode-se escrever:
x=x"+d (3.37)

sendo d um vetor incremento de posigao. Aplicando-se a Eq.(3.16) na transformagéo dada pela
Eq.(3.37), obtém-se:

dx = dx’ (3.38)
sendo entdo o gradiente mudanga de configuragdo dado por:

A=1 (3.39)
onde I é o tensor identidade e seu jacobiano é J =1, evidentemente.

A Eq.(3.36) representa a transformacado local, infinitesimal, do volume do corpo. Pode-se,

portanto, ser estendida para todo volume, na forma:

j dv = j Jdv° (3.40)

BO

Considere-se agora na vizinhanga do ponto x° vetor infinitesimal de superficie ds’, de forma

que:
ds’ = Nds’ (3.41)

onde N é o vetor normal a superficie infinitesimal ds® na configuragéo B°. Seja dx” uma fibra

arbitraria do corpo que corta a superficie ds° de forma que dx’- ds’ > 0 (ver Figura 3).
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Figura 3 — Fibra infinitesimal transpassando superficie arbitraria do corpo.
Dessa forma, o volume do cilindro de base ds° e geratriz dx° é dado por:
dV° =dx’ - ds’ (3.42)

Ap6s deformacdo, suponha-se que dx° e ds® transformem-se respectivamente em dx e ds,
onde:

ds =nds (3.43)

Sendo n equivalente a N na configuragdo atual. Pode-se ter o volume do cilindro na

configuragéo corrente dado por ds e dx na mesma forma que em Eq.(3.42) (ver Figura 4) , ou
seja:

dV =dx- ds (3.44)

f(x%)

N .,

dx 2z

ds

Figura 4 — Transformacgao de superficie de um corpo.
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Entao, substituindo a Eqs.(3.42) e (3.44) na Eq.(3.36), tem-se:

dx- ds =Jdx"- ds’ (3.45)
Novamente, substituindo-se a Eq.(3.31) em (3.45) e removendo dx’, obtém-se:

A'ds = Jds’ (3.46)

Multiplicando-se a Eq.(3.46) por B e empregando-se a propriedade dada pela Eq.(3.25), chega-

se a:
ds = JBds’ (3.47)
A Eq.(3.47) pode-se também se escrever na forma:

nds = JBNds’ (3.48)

A férmula expressa pela Eq.(3.47) ou (3.48) € chamada de Formula de Nanson e representa a

transformacdo de uma superficie ds’ do corpo na configuragao inicial em uma ds na atual. E
importante notar que, ao longo da superficie do corpo, a lei de transformagéo n&o segue a
Eq.(3.16), sendo esta transformacdo dada somente pela Formula de Nanson. Portanto, o
material ao longo do vetor N ndo € o mesmo que esta ao longo do vetor n (OGDEN,1984).

3.4 Alongamento, deformacao e distorgcéo

Quando, apés mudanca de configuragdo do corpo, a fibra dx° permanece com o mesmo

comprimento, o material é dito indeformavel, ou seja:
jdx|—|dx"| =0 (3.49)
Multiplicando-se a Eq.(3.16) por dx, tem-se:

dx-dx =|dx|’ = (Adx’)-(Adx’) = (dx") ATAdx" (3.50)
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Subtraindo-se o resultado obtido pela Eq.(3.50) por |dx°|%, obtém-se:

|dx|2 —‘dxo‘2

=dx"-(A"A-T)dx’ (3.51)

A Eq. (3.51) representa a diferenca entre os quadrados dos comprimentos da fibra na
configuracao inicial e final. Para satisfazer a condicdo de indeformabilidade da fibra dx° dada

pela Eq.(3.49), na Eq.(3.51) é necessario e suficiente se ter:
ATA=1 (3.52)

Quando a condicado dada pela Eq.(3.52) ndo ¢é satisfeita, a fibra se deforma. Portanto o tensor

A"A —1 fornece uma forma de medir deformagéo no corpo localmente. Sendo assim, o Tensor

de Deformacao de Green é definido como sendo:
1

E=—(A"A-1I 3.53
o ) (3.53)

Também chamado de Tensor de deformagdo Lagrangiano, devido a configuragcdo inicial do
corpo ser tomada para determinacao desse tensor. Da mesma forma, multiplicando-se também
a Eq.(3.24) por dx° e seguindo o mesmo procedimento algébrico para se chegar a Eq.(3.51),

obtém-se:

|dx|2 - ‘dx0

‘2

=dx-(I-BB" )dx (3.54)

€ por conseguinte:

F =%(I—BTB) (3.55)

O tensor dado pela Eq.(3.55) é denominado de Tensor de Deformagéo de Almansi ou Tensor
de Deformagéo Euleriano, pois a configuragdo em que se mede a deformagdo, ou seja, de

referéncia, é a corrente.

Pode-se escrever o tensor de deformagao Lagrangiano dado pela Eq.(3.53) em fungdo dos

deslocamentos, para isso, define-se o vetor deslocamento:

U =X —X, (3.56)

1 1 1

Tomando-se o gradiente de (3.56), tem-se:
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u, _ ax, ox!

1 1

0= 0 0
8xj 8xj Oxj

~A-1=D (3.57)

A Eq.(3.57) representa o Tensor gradiente de deslocamento D. Pode-se escrever o tensor de

Green em fungao do tensor gradiente de deslocamento, na forma:
1
E =§(D+DT +D'D) (3.58)

Na notacgéo indicial a Eq.(3.58) fica-se na forma:

- ou,
—l(auw . aukauk} (3.59)

L= +
o2 ax? ox!  ox! axj)

Considerem-se, de acordo com a Figura 5, os vetores unitarios M na configuragédo de referéncia
e m o respectivo vetor na configuragéo atual, ambos ao longo de dx° e dx respectivamente, de

forma que se pode escrever:

dx’ = M\dx“\ (3.60)
e
dx = m|dx| (3.61)

Portanto, substituindo a Eq.(3.60) e (3.61) em (3.16), tem-se:
m|dx| = AM|dx’| (3.62)
Na forma indicial a mesma Eq.(3.62) fica:

m, |dx|= A, M, \dx"\ (3.63)
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Figura 5 — esquema de vetores unitarios ao longo de uma fibra arbitraria.

Multiplicando-se a Eq.(3.62) por m|dx|, fica-se com:

jdx|’ = M(ATAM)|dx’[ (3.64)
Da Eq.(3.64), pode-se escrever:
‘fj‘ =|aM|=[M(ATAM) [ =2(m) (3.65)

onde X(M) € definido como sendo o alongamento na dire¢do de M da fibra correspondente dx

medido na configuragdo lagrangiana. Sendo assim, a medida de deformagdo de
engenharia’ (CODA, 2003.a; CODA, 2003.b) é dada por:

g(M) = X(M)—l (3.66)
A Eq.(3.66), pode também ser escrita na forma:

~ |dx| - ‘dx”‘

= W (3.67)

&(M)

*Segundo OGDEN(1984), “e” é também chamada de extension ratio.
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Ressaltando novamente que a medida de deformagdo de engenharia é uma grandeza
Lagrangiana. O mesmo raciocinio iniciado a partir da Eq.(3.60) levando-se tomando-se em

conta o referencial Euleriano resultaria na seguinte medida de deformacgao Euleriana:

()~ 221 (3.68)
g(m)=———7— :

x|
Além de se alongar apés deformacao, as fibras de um corpo também podem sofrer distorgao.

Na Figura 6 sdo mostradas duas fibras na configuragao inicial que formam um angulo ® entre

elas. Apos deformacao esse angulo torna-se 6 havendo, portando, distorgao.

f(x°)

Figura 6 - Angulo inicial e final.
Para fibra dx', pode-se também escrever:
dx'= Adx" (3.69)

onde dx" é a fibra correspondente na configuragdo de referéncia. Seja m' e M' vetores

unitarios ao longo de dx' e dx"' respectivamente. Entdo, os angulos ® e 0 sdo dados por:

0= arccos(MTM') (3.70)

0= arccos(me') (3.71)
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Sendo, da Eq.(3.62) e Eq.(3.65), m = }:?i/[/[) em'= }5?11:/[/[:) pode-se escrever a Eq.(3.71) na
forma:
Mg A"AM')
0 =arccos| ————= (3.72)
»(M')2(M)

O angulo de distor¢cdo y ou simplesmente distor¢éo é definido como sendo a diferenga entre 6

e O, ou seja:

y=0-0 (3.73)

E importante ressaltar que A'A, Tensor de Alongamento de Cauchy-Green, é simétrico,
positivo-definido e tem seis componentes independentes (OGDEN,1984). E qualquer medida de
deformagdo em fungédo dele é considerada objetiva, isto é, invariante relativo a rotagdes e
translagdes (YOJO, 1993; CAMPELLO et. al., 2003).

Neste trabalho, admite-se sempre ©® = n/2, ou seja, a distorgdo € o quanto reduziu o angulo

reto, expresso em radianos. Para a representacdo completa das deformagdes no espaco
tridimensional, faz-se necessario o emprego de seis componentes independentes de

deformacgao, que sao trés longitudinais e trés de distorgdo. Essas componentes séo calculadas

escolhendo trés vetores unitarios mutuamente ortogonais, isto ¢, M,, M,e M,, formando um

triedo ortogonal cartesiano. Empregando entdo as férmulas anteriormente descritas para calculo

das deformacdes, obtém-se:

T

T
N :(81’82’83’V125V13’y23’) (3.74)
ou na forma matricial:

€ Yo Vi3
€=1Ta €n Tn (3.75)

Ysi Va2 833

sendo y; =v; .
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€ , nas Eqgs.(3.75) e (3.74), escrito na forma vetorial tensorial respectivamente (apesar de ndo
sé-lo), representa as seis componentes de deformagédo independentes calculadas segundo
referencial lagrangiano, ou seja, medidas de deformagao de engenharia (CODA, 2003.c ; CODA
& GRECO, 2003; MACIEL & CODA, 2004).

3.5 Decomposicéo Polar

Neste item se descreve, para melhor entendimento geométrico de como as deformacdes

ocorrem no corpo, o teorema da decomposigéo polar.

Foi visto nos itens anteriores que o tensor gradiente de deformacéo A transforma a fibra dx® em
dx através da Eq.(3.16) e que essa transformagao implica em alongamentos e rotagdes dessa
fibra. E possivel, portanto, exprimir o tensor A como sendo o produto tensorial de um tensor de
rotacdo e um tensor de alongamento. Dessa forma, o teorema da decomposicao polar afirma
que para um tensor gradiente de deformagédo A existem os Unicos tensores positivos-definidos

U e V e um unico tensor ortogonal R, de forma que:
A=RU=VR (3.76)
Esse teorema é demonstrado como se segue.

Das propriedades de Tensores de segunda ordem sabe-se que para um tensor positivo-definido

simétrico T, existe um tensor U positivo-definido e simétrico, tal que:

U'=T (3.77)
Dessa forma, sabendo-se da existéncia da Eq.(3.76) pode-se escrever:
ATA=U'R'RU=U’ (3.78)
e também:

AAT=VRR"V" = V? (3.79)
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Como ja dito antes, ATA e AAT sdo simétricos e positivos-definidos, e portanto, de acordo com a

propriedade de tensores dada pela Eq.(3.77), conclui-se que U e V também os sao.

Com a finalidade de se demonstrar a ortogonalidade de R, definem-se:

R=AU" (3.80)
e
S=V'A (3.81)

Empregando-se a Eq.(3.78), tem-se:

R'R=U'ATAU' =U"'UUU" =1 (3.82)
Se demonstra, entédo, que R é ortogonal. De forma analoga se demonstra para S:
SST=V7'AATV-1=1 (3.83)

A fim de se provar a unicidade de R e U, suponha-se que existem também outros tensores R’ e

U’ com as mesmas propriedades tensoriais, de forma que:
A=RU=R'U' (3.84)

Sendo assim, pode-se escrever:

R=R'U'U" (385)
e
R =UU"R" (3.86)

Porém, sabendo-se que:

R'=R"=U'UR" (3.87)
Juntando-se a Eq.(3.86) com a Eq.(3.87), tem-se:

uu' =u'y (3.88)

e, portanto:
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Ut=U" (3.89)
Novamente, de forma analoga, obtém-se também para o tensor V:

vi=v"* (3.90)
Ambos tensores U e V sao positivos-definidos, portanto se concluique U=U'e V=V"',
Sendo agora,

RU=A=VS (3.91)

e sabendo que SS' =1, Eq.(3.91) fica:

RU=A=S(S"Vs) (3.92)

onde S é um novo tensor de rotacdo. Como ja provado anteriormente, a decomposig¢ao é unica,

portanto se concluique S=R'=R, e:

U=R"VR (3.93)
e também:
V =RUR" (3.94)

O tensor R representa somente movimento de rotagdo (corpo rigido) na mudanga de

configuragao do corpo, sendo assim, tem-se:
det A =detU=detV (3.95)

E mostrado na Figura 7 um esquema de decomposigdo da mudanga de configuragéo do corpo

de acordo com os tensores U, V e R definidos no teorema da decomposigao polar.



Capitulo 3: ELASTICIDADE NAO LINEAR 28

7\

—— — -
B, B

R A

Figura 7 — llustragdo esquematica do teorema da decomposigao polar.

Observando-se ainda a Figura 7 percebe-se que o tensor R somente rotaciona o corpo,

enquanto que os demais, U e V, o alongam.

E importante ressaltar que o tensor gradiente A representa uma rotagdo rigida se somente

U=V =1 e uma deformagao pura se somente R=1.
Ademais, pode-se escrever os tensores de deformagdo de Green e Almansi dados pela
Eq.(3.53) e Eq.(3.55) em fungdo dos tensores U e V, ou seja:

_li
E=2 (u*-1) (3.96)

1
F=—(I-V? 3.97
S(1-v7) (3.97)
Fica claro, através das Eq.(3.96) e Eq.(3.97), que as deformagdes do corpo ndo dependem do

tensor R, ou seja, sdo independentes de rotagdes.

Pode-se escrever também a expressédo do alongamento, Eq.(3.65), em fungéo do tensor U, ou

seja:

1/2

(M) =[M(ATAM) ] =[M(UM)]" =|uM| (3.98)

Para que se tenham os alongamentos correspondentes a posi¢ao principal de U, faz-se:
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Uu" =u" (3.99)

onde i=1,2,3 e A, s&o os valores principais (alongamentos principais) de U nas diregbes

principais u,

Fazendo-se o produto de A por u' e sabendo-se A pode ser expresso pela Eq.(3.76), obtém-

se:
Au' = VRu" =2 Ru" (3.100)

Da Eq.(3.100) se conclui, portanto, que A, também s&o valores principais para o tensor V e que

uma fibra na posigdo principal i sofre alongamento A. e rotagcdo de acordo com o tensor R.

Ademais, sendo v a posicao principal de V na Eq. (3.100), tem-se:
VRu") = vy (3.101)

ou seja, a posigao principal de V sofre rotagao através do tensor R a partir da posig¢ao principal
de U.

Em termos de alongamentos principais, o jacobiano da transformacao dado pela Eq.(3.18),

torna-se:
J=det A =det(RU) = det(R)det(U) = A A, (3.102)

Com base nessas definigbes sobre posi¢des principais e alongamentos principais dos tensores
U e V, cabe-se aqui um reforco explicativo em relagdo a interpretagcdo geométrica das
deformacgdes ja adiantas através da figura Figura 7. A Figura 8 mostra uma faixa retangular de
material no plano bidimensional com as fibras nas posi¢des principais em destaque formando
uma elipse de deformagéo (elipsdide para o caso tridimensional). Ainda na Figura 8, sao
mostrados os dois caminhos de deformacgdo possiveis, isto é, através dos produtos tensoriais
RU e VR.
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aRUy

G

X4

Figura 8 — Decomposicéo Polar via posi¢des principais.

E importante notar que as fibras na posigéo principal ndo sofrem distorgdo, ou seja, o angulo

reto entre elas se mantém apds deformacgao.

3.6 Andalise do movimento

No item 3.1 sdo definidas a velocidade e aceleragao do corpo a partir da Eq.(3.2). Sendo assim

, as Egs.(3.5) e (3.6) sdo aqui reescritas seguindo a notagao:

velocidade:
v (xt)=Kx",t) (3.103)
aceleragao:

a’(x’,t)=x" 1) (3.104)
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Apesar da velocidade e aceleragao descritas pelas Eq.(3.103) e (3.104) respectivamente serem
valores devidos ao corpo na configuracdo atual, essas sdo medidas a partir de argumentos

lagrangianos, ou seja, em especificagdo langrangiana. Na especificagdo euleriana, pode-se
escrever a velocidade na forma v(x,t) e sabendo que x pode ser dado pela Eq. (3.2), a

velocidade dada pela Eq.(3.103) é expressa entéo, na forma:
0(_0 _ 0
v (x ,t)_v[f(x ,t),t] (3.105)

Nota-se que a velocidade que se mede é a mesma, o que muda € o argumento interno da

fungao, ou seja, o referencial (CODA, 2003b).

Derivando-se em relagdo ao tempo (t) o tensor gradiente mudanga de configuragdo na forma

dada pela Eq.(3.10), escreve-se:

_oA, _ 0L
oot ot oxd

(3.106)

Sabendo-se que x e t sdo variaveis independentes, portanto a derivada dada pela Eq.(3.106) é

comutativa, entdo se escreve:

oA, 0 fi(xj,) &

KT 0 o = ox7 v(x,t) (3.107)
Aplicando-se a regra da cadeia na Eq.(3.107), obtém-se:

= a,;k = 2:; Sxxé (3.108)
em notagao tensorial:
A=grad(v)A (3.109)

Na Eq.(3.109) & determinado o Tensor Gradiente de Velocidade. Define-se entao:
F:gradv(x,t) (3.110)

Sendo assim, a Eq.(3.109), escreve-se:
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A=TA (3.111)

Derivando-se em relagédo ao tempo a Eq.(3.25), tem-se:

%(324):%1:0 (3.112)
ou seja,

T
%(BTA)=8(I; A+BT%A=§5A+BTFA=0 (3.113)

Sabendo-se que TA=A"T" e B A = A"H, a Eq.(3.113), fica:

B=-I"B (3.114)
também,
B =-B'T (3.115)

E importante enfatizar que a derivada temporal de uma grandeza é intrinseca ao referencial,
isto &, langrangiano ou euleriano e que a relagdo entre uma derivada e outra no tocante aos

referencias é dada por:

o(s)| _o(¢)
ot ot

+Vgrad(0) (3.116)

X

Tomando-se a derivada temporal na especificagdo lagrangiana do tensor de deformagédo de

Green, tem-se:

a—Ezﬁel(ﬁﬂA+AT§é) (3.117)
ot 2
Sanbendo que A=TA e & =A"T", Eq.(3.117) fica:

ﬁ‘z&‘T%(FT+F)A:I§‘TZA (3.118)

onde,
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-
o (r"+r) (3.119)

A parte simétrica I' é chamada de tensor taxa de deformacao euleriano (OGDEN, 1984).

Derivando-se a Eq.(3.16) em relagdo ao tempo, tem-se:
%(dx) = d&= Adx’ = T'dx (3.120)

que é a taxa com que a fibra dx se deforma com o tempo.

E de importancia, para o uso futuro, escrever-se a taxa de variagdo da deformacdo de

engenharia, na forma:

) K Kk AzA
&M)=KM)==[M(UM)]" = = = (3.121)
Z [M(um)]” A(M) A(M)
Na posigao principal de U, a Eq. (3.121) se escreve:
% 0 0 _7"12117"1 0 0 |
A A,
& 0 & 0 |= 0 AoZnhs 0 (3.122)
A, A,
0 o B 0 0 ok
L 7"3 1 L 7"3 i

ondei=1, 2, 3 sdo as dire¢gdes principais do tensor U.

Nos proximos itens serdo expostos os equacionamentos no tocante as leis de equilibrio,

determinacéo de tensdes nos corpos, € equagdes de campo em elasticidade nao linear.
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3.7 Conservacao de massa

A massa de um corpo arbitrario B é definida como sendo uma fungao escalar m tal que:
m(B) >0 (3.123)

A massa é diretamente proporcional ao volume do corpo, ou seja, se 0 seu volume tender a
zero, a massa também tendera. Considera-se aqui neste trabalho a massa invariavel durante os

processos de mudancga de forma corpo, sendo assim é constante ao longo do tempo:

am(B)=0 (3.124)

Outra hipotese é da continuidade do corpo B. Portanto, define-se que para uma dada

configuragédo de B, um campo escalar continuo p chamado de densidade do corpo, tal que:

m(B)=[p(x,t)dV (3.125)
onde,
p(x,t)>0 vV xe B

Como m(B) nao varia, ou seja, € independente da configuracao, pode-se escrever:
[p(x.t)dV = [ py (x")av* (3.126)
B B,

Utilizando-se a Eq.(3.36) em Eq.(3.126), obtém-se:

[p(x)JdV® = [ p, (x")dV* (3.127)

BO
Da Eq.(3.127), conclui-se que:
p=J"p, (3.128)

e que:



Capitulo 3: ELASTICIDADE NAO LINEAR 35

detA=J=Po 50 (3.129)
p

A Eq.(3.128) é a forma local do principio da conservacdo de massa (OGDEN, 1984). Ainda

sobre a Eq. (3.128), conclui-se que p=0 se somente se p, =0. Derivando-se em a Eq.(3.128)

em relagao ao tempo na especificagao lagrangiana, tem-se:

o, o 90p) _
o _[56__& %+ I8 (3.130)

sendo & =0, tem-se:

- (3.131)
p J

também,

g OLCtA) VoA _ D) g y(r) (3.132)

ot OA ot OA

logo, a Eq.(3.131), fica:

_ﬁg‘:i&: tr(I') =div(v) (3.133)
p J

ou seja,

p(x,t)=g¢+pdiv(v)=0 (3.134)

onde “div” escrito com letra inicial mindscula representa o divergente na configuragao atual.
Enfatiza-se que a Eq.(3.134) é a forma local da conservagao de massa. Sendo assim, pode-se

a Eq. (3.134) na forma global ou integral, ou seja:

I[[&+pdiv(v)]dV=§J‘p(x,t)dV=O (3.135)

B

E importante ressaltar que B varia com o tempo, portanto se pode generalizar a Eq.(3.135), na

forma:
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0
Z [ pfav = [ pfav 3.136
&ip ip (3.136)

onde “f" uma variavel arbitraria definida em B.

3.8 Balanco de quantidade de movimento

A quantidade de movimento de translagdo (momento linear) do corpo na configuragcéo atual B é

definida como:

[p(x.t)v(x,t)dv (3.137)

onde, segundo a Eq. (3.105), v(x,t):v[f(xo,t),t] Sendo assim, a Eq.(3.137) pode se

escrita na forma Lagrangiana, ou seja:

Bf Py (X)V(£(x",),t)dV = [ p (x)v* (x’,t)dV’ (3.138)

B,

A quantidade de movimento angular (momento angular) do corpo em relagdo a um ponto Xg

dado na configuracao Euleriana é:

Ip(x,t)(x—xo)xv(x,t)d\/ (3.139)

As forgcas de volume que agem no corpo quando na configuragao atual sdo dadas pela

expressao:

[p(xtb(x,t)dV (3.140)

e as de superficie:

jt(x,s)ds (3.141)
S
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onde a densidade de forga de volume b € um vetor definido em B e t é a densidade de for¢a de
contato que depende somente da normal & superficie S. E importante esclarecer que a

superficie S pode ser tanto no contorno, quanto no interior do corpo.

A forga resultante, portanto, € dada por:

[p(xtb(x,t)dV +[t(x,s)ds (3.142)

e 0 momento resultante em relagao ao ponto arbitrario xo € dado por:

jp(x,t)(x—xo)xb(x,t)d\/+j(x—x0)t(x,s)ds (3.143)

S

O balango de quantidade de movimento é dado pela primeira Lei de Newton, ou seja:
[p(x0b(xt)dV + [t(x,s)ds = [ p(x, t)&(x, t)dV (3.144)
B S B

O balango de momento angular é dado por:

lp(x,t)(x—xo)xb(x,t)dV+I(x—x0)t(x,s)ds=£p(x,t)(x—x0)x&(x,t)dV (3.145)

S

onde a propriedade vxv =0 foi aplicada.

3.9 Tensor de Tensdes de Cauchy

O postulado fundamental de Cauchy estabelece que a forga de superficie t € dependente

apenas da normal a superficie em que esta atua. Dessa forma, pode-se escrever:
t(x,S)=t(x,n) (3.146)

Portanto, uma consequéncia imediata € que (terceira Lei de Newton):
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t(x,-n)=—t(x,n) (3.147)

Diante disso, o teorema de Cauchy é assim enunciado: Se t(x,n) € continuo in x entdo o mesmo
depende linearmente do vetor normal n e existe portanto um tensor de segunda ordem T

independente de n, de forma que:
t(x,n)=T(x)n, VxeB (3.148)

O tensor T € chamado de Tensor de tensdes de Cauchy. Também chamado de Tensor Real de
Cauchy. A prova desse teorema pode ser encontra em OGDEN(1984).

A Eq.(3.148) na forma indicial fica:

t;(x,n) =T, (x)n, (3.149)
e,
‘[i(x,n):ti(x,ej)nj (3.150)

Para i=j, se diz que a tensao é dita normal, do contrario, ou seja, i#j, a tensao € denominada de
cisalhamento. Na Figura 9 é mostrada a representacdo do Tensor de Tensbes de Cauchy
através de suas componentes. Lembrando que o primeiro indice indentifica a diregao da tenséo
com relagao ao triedo unitario e; e o segundo indice a superficie perpendicular com relagao ao

mesmo triedo.

Figura 9 — Representacao do Tensor Real de Cauchy através de suas componentes.
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A tensao de Cauchy é o esforgo pontual na configuragao atual, portanto € chamada de tensao
real, diferente da tensdo nominal, que é determinada levando-se em conta a configuragao
inicial, ou forma inicial do corpo como sera visto no item 3.11. Também, existe uma relacao

entre as duas tensoes, que sera descrita no item 3.14.

3.10Leis do Movimento de Cauchy

Diante da relagao expressa pela Eq.(3.148), o balango de momento linear dada pela Eq.(3.144)

€ agora escrita na forma:

Ip(x,t)b(x,t)dV +J.T(x,t)nds =J.p(x,t)&(x,t)dV (3.151)

Aplicando-se o teorema da divergéncia na Eq.(3.151), tem-se:
[p(x b(x,t)dV + [divT" (x,t)dV - [ p(x, t)§(x,)dV =0 (3.152)
B B B

Na forma local, portanto, pode-se escrever a Eq.(3.152):
divT" +pb = p& (3.153)

A Eq.(3.153) é chamada de Primeira Lei do Movimento de Cauchy. Na forma indicial, escreve-

se:

OT.
iy b, = p (3.154)
OX .

]

Substituindo-se a Eq.(3.153) na equagao de balango de momento angular, Eq.(3.145), conclui-

se que:
T=T" (3.155)

que é a Segunda Lei do Movimento de Cauchy. Na forma indicial, também se escreve:
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T.=T. (3.156)

Reunindo-se, portanto, a Eq. (3.134) (equagdo de conservagao de massa) com as equagdes
das Leis do Movimento de Cauchy, isto é, Egs. (3.153) e (3.155), tem-se as equacgdes

Eulerianas de campo.

3.11Tensor de Tensdes Nominal

[1Pell

A forca resultante determinada a partir da configuragéo atual ao longo de uma superficie “s” é

dada pela seguinte integral:

F= j Tnds (3.157)

Empregando-se a férmula de Nanson, Eq.(3.48), pode-se escrever para a configuracéo

Lagrangiana:

j Tnds = j JTBNds" (3.158)
onde,
ST=JTB=S=JB"T (3.159)

que é denominado de Tensor de Tensdes de Piola-Kirchhoff de primeira espécie. Assim, a
Eq.(3.158), torna-se:

j Tnds = j STNds’ (3.160)

O tensor S é de segunda ordem e, portanto denominado de Tensor de Tensdes Nominal. Ainda,
a partir da Eq.(3.159), pode-se escrever:
AS

T="— 3.161
i (3.161)
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Define-se também, o tensor simétrico denominado de Tensor de Tensdes de Piola-Kirchhoff de

segunda espécie, na forma:
P=SB=JB'"TB=B"TB (3.162)
sendo o tensor T = JT denominado de Tensor de Tensdes de Kirchhoff.

Dessa forma, o Tensor de Cauchy, pode ser reescrito como:

T :%ATPA (3.163)

Cabe esclarecer que o tensor S nao tem significado fisico e nem & necessariamente simétrico.
Porém, quando o corpo se deforma tal que os deslocamentos sejam pequenos, ou seja, no
regime linear, tem-se J =1 e consequentemente A =I. Sendo assim, pode-se admitir por
simplicidade T = S = P (MASE,1999).

E baseada nesse raciocinio, ou seja, que os deslocamentos sdo pequenos, que a elasticidade
linear se utiliza por simplicidade das equagbes de campo Eulerianas descritas no seguinte item,

sem incorrer em grandes distor¢des da realidade relativa ao problema analisado.

No proximo item sao expostas as equagdes de campo langrangianas.

3.12Equacg0bes Lagrangianas de campo

A equagdo de momento linear, Eq.(3.151), pode ser escrita em relagdo a configuragao

Lagrangiana, entao:

Ipo(xo) x’ th0 IST x’ t)Nds —Ipo )&x t)dV0 (3.164)

0

Aplicando-se o teorema da divergéncia sobre o segundo termo da Eq.(3.164), resulta em:
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[[DivS +pyb, —p,&V° =0 (3.165)

B,

e, na forma local,

DivS +p,b, —p, &= 0 (3.166)
A Eq.(3.166) é denominada de Equacdo do Movimento Lagrangiana.

O balango de momento angular resulta em:

AS=S"A" ou SB=B'S" (3.167)

E a equacgao da conservagado de massa, fica:
Det(A)=J="Fo (3.168)

Com isso, estabelece-se o conjunto de equagdo campo na forma lagrangiana.

As equacbes descritas no presente item, ou seja, as dadas pelas Eqgs. (3.166), (3.167) e (3.168)
sdo amplamente empregadas na formulagédo de elementos finitos em mecéanica dos sodlidos, ao
passo que as equacdes Eulerianas de campo sdo comumente aplicadas em mecanica dos

fluidos.
3.13Balanco de Energia

Tomando-se o produto escalar da EQq.(3.154) e levando-se em conta a segunda lei do

movimento de Cauchy, tem-se:

OT.
v, (_U"'PbiJ:ViP& (3.169)
8xj

e, sabendo que:
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aT, o
a_xj.vi = a(Tijvi)—Tijrij (3.170)
onde I';, = —.

Com base na Eq.(3.170), pode-se escrever entdo a Eq.(3.169) na forma:

o(v,)
T—Tﬁlﬂij +pv,b, =pv,& (3.171)

]

Na forma global, a Eq.(3.171) fica:

MdV+ pvbdV =|T.I.dV+|pv. &lV (3.172)
J. aX 171 71 i1

B ] B B B

sendo:

] a(aV;Tij) dV = [ Tyvnds = [ t,v,ds (3.173)
B ] S S

tem-se, entao novamente a Eq.(3.172):

[tvids+[pvbdV = [T,rdV+[pv, &V (3.174)
S B B B
Sendo também:

171

1d
&=——rI(vvV. 3.175
pode-se escrever:
[pvi&dv = ljpi(V.V % (3.176)
: 11 2B dt 11

Levando-se em conta a propriedade dada pela Eq.(3.136), pode-se escrever a Eq.(3.176) na

forma:
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[pv&dv = %jp(vivi v (3.177)
Portanto, a Eq.(3.174) se torna:

dl
v.b.dV+|t.v.dS=|T.[.dV+—|—pv.v.dV 3.178
_]';p i~ _! ivi _].; i i dt'].;Zp iti ( )

e na notacédo simbdlica, escreve-se:

[pbvdV + [tvds = jtr(Tz)dV+ijlpvvdV (3.179)
B S B dt B 2

onde, devido a simetria de T, tem-se:
tr(TF) = tr(TZ) (3.180)

A Eq.(3.179) é chamada de Equacdo do Balango de Energia Mecéanica. Seus termos sao

denominados como se segue:

J‘pbvdV — Taxa do trabalho das forcas aplicadas no corpo;
B

jtvdS — Taxa do trabalho das forgas de superficie;
S

Itr(TZ)dV — Taxa do trabalho das tensdes no corpo, ou poténcia de tensao;
B

1
%Jgpvvdv — Taxa de variacao da energia cinética do corpo.
B

Na forma mais geral, os sistemas nado sdo conservativos, e o termo poténcia de tensédo na
equacgao de balango energético € empregado para incorporar os fenbmenos de dissipacao e

conservacao (Ogden, 1984).

Da mesma forma que se obteve a EQ.(3.179) através das equagdes Eulerianas de campo,
pode-se obter equagao similar para o referencial Lagrangiano a partir das equagées de campo

Lagrangianas, ou seja:
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[ pob"v'av® + [(S™N)v'ds" = [ tr(sA)dv" +% [ %povov"dVO (3.181)
B’ g0 B0

BO

e 0os mesmo nomes sdo dados para os termos Lagrangianos equivalentes a Eq.(3.179).

Enfatizando-se que o termo tr(SAS‘) € pode ser denominado de densidade de poténcia de

tensdo. Esse termo € de suma importancia para se validar os conjugados tensdo-deformacgéo,

como mostrado no item 3.14.

3.14Conjugado Tensao-Deformacao

Pode-se escrever, a partir da Eq.(3.159), levando-se em conta as Egs. (3.111) e (3.180) a
equacao da densidade de poténcia de tensao:

tr(SA&) = tr(STA) = Jtr (TZ) = tr(TZ) (3.182)
Da mesma forma, a Eq.(3.182), toma a forma:

tr(Tz) =tr(PK) (3.183)
one P é o Tensor de Piola-Kirchhoff de segunda espécie.

Os pares de tenséo e deformag&o definidos por (S,A) e (P,E), por exemplo, através das Egs.

(3.182) e (3.183) sao ditos pares conjugados tensdo-deformacgao e sdo bastante conhecidos na
literatura. O tensor que relaciona essas tensao e deformagdes conjugadas é denominado tensor
constitutivo e poder ser, no presente trabalho, linear segundo a lei de hooke ou Neo-hookeano

padrao, como sera mostrado no item 3.15.

E de interesse se estabelecer o conjugado tensdo-deformacéo de engenharia. Sendo assim,

parte-se de:

tr(PH) = tr(o8) (3.184)
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onde & é definido pela Eq.(3.121) e o é a medida de tensdo de engenharia. Na posicéo

principal, pode-se escrever:

tr(PEY=P B +P,K, +P K (3.185)
ou entao substituindo a Eq.(3.122) na Eq.(3.185), tem-se

tr(PE) =P, %, & +Pph,&, + P&, (3.186)

Por simplicidade, na Eq.(3.186), usa-se apenas um indice para os termos com indice repetido,

portanto:
tr(PB) =P, &+ PL,& + P& (3.187)

onde se conclui que a tensédo de engenharia aqui proposta se relaciona com o Tensor de Piolla-

Kirchhoff de segunda espécie através da expressao quando na posigao principal:

o =AP (3.188)

Partindo agora tr(TZ), tem-se na posigao principal:
tr(T2)=J(TT, +T,2, + T.3,) (3.189)
Substituindo agora o termo de interesse da Eq. (3.122) na Eq. (3.185), escreve-se:
- € € €
tr(TX)=J| T, L +T,2+T,—= 3.190
( ) ( l 7\'1 ’ }\’2 ’ 7"3) ( )

Conclui-se agora que a tensao de engenharia aqui proposta se relaciona com o Tensor de Real

de Cauchy, na seguinte forma quando na posigao principal:
o, =A 0T (3.191)

Resolvendo a Eq.(3.191) para a Tensao de Cauchy, obtém-se:

T =—i (3.192)
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onde J =X\, e os indices |, j e k seguem a regra da permutagéo ciclica.

3.15Energia de deformacéo

De acordo com OGDEN (1984), CIARLET (1993) e MALVERN (1969), um material hiper-

elastico pode ser completamente descrito por um potencial denominado de energia especifica
u, escrito em fungdo de uma medida de deformagéo objetiva. Neste trabalho, escolhnem-se as

deformagdao de engenharia e Green, descritas nos itens anteriores; dessa forma, pode-se

escrever:
u,(8)=ag"C,e+be"C, () +c£'C, (g) +de"C, (g)' +K (3.193)

onde € é dado em (3.74) para a medida de deformagao de engenharia e em (3.53) para medida
de deformagao de Green. Os coeficientes a, b, ¢ e d na Eq.(3.193) sao calculados através de
analise inversa com o intuito de adequar a energia especifica de deformagédo ao comportamento
fisico do material. C,, Cp,, C. e Cy sdo tensores de segunda ordem que estabelecem a
interdependéncia das deformacgbes para um dado material. Além disso, na Eq. (3.193) onde
aparece o tensor de deformagdes elevado a poténcia maior que um, implica em dizer que os

seus termos individuais sao elevados a essa poténcia, e ndo o tensor em si.

O material mais simples, adotado no presente trabalho, € o que apresenta ao se deformar

variacao linear da energia especifica. Sendo assim, da Eq.(3.193), pode-se escrever:
u.(g)=as'C,t (3.194)

5

Pode-se escrever, entao:

(5

u (8)=%8TC8 (3.195)

onde a=1/2 e C ¢ o tensor constitutivo para materiais isotropicos, dado por:
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Kd-v)lv K K 0 0 0
K K(1-v)/v K 0 0 0
K K K{-v)lv 0 0 0
C= (3.196) que na
0 0 0 G 0 0
0 0 0 0 G 0
.0 0 0 0 0 G|
forma indicial, é dado por:
Ciju = K8;8,, +2G3, 9, (3.197)

sendo v o coeficiente de Poisson, G o médulo de Elasticidade transversal e K a constante de

Lamé, ou seja:

G- 2(1? ) (3.198)
14
K= vE
(1+v)(1-2v)

(3.199)

onde E é o moédulo de Elasticidade Longitudinal do Material ou Médulo de Young.

Para materiais sujeitos as grandes deformagdes, € comum trata-los com uma lei constitutiva
mais apropriada. O material Neo-Hookeano, leva em conta grandes deformacgdes para materiais

hiper-elasticos isotropicos. Seu tensor constitutivo € dado por (BONET & WOOD,1997):

Cyu =K'8,8,, +2G'8,3, (3.200)
onde,
, G-Kin(J)
G'=——-+ (3.201)
J
k=5 (3.202)
J

sao respectivamente os valores efetivos para o médulo de elasticidade transversal e constante
de lamé. Observe-se que para pequenas deformacgdes, tem-se J =1, e consequentemente
K'xK e G'~G.
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A tensdo nominal é obtida derivando-se a Eq.(3.195) em relagédo a deformagao, ou seja:

6=—<=Csg (3.203)

Em notagao indicial, Eq.(3.203), torna-se:

ou
.

_e o oo (3.204)
ij ijk1=kl
agu

Pode-se escrever a tensao nominal na forma vetorial:

T
T _
c —(Gl ,62,63,112,1:13,123,) (3.205)

E também, apesar de nao ser tensor, matricialmente:

c511 112 Tl}
6=|1, Oy Ty (3.206)

Tz Tz Op

Na Eq.(3.206) o, =o; devido a simetria do Tensor Constitutivo C;,, e das componentes de

deformacao.

E interessante notar que a tensdo nominal ¢ é calculada a partir da configuracéo inicial, ou
seja, é a tensado tomada como parametro na maioria dos problemas de engenharia devido a sua
facil obtengdo em laboratério de engenharia de materiais. Na elasticidade linear essa medida de
tensdo se confunde com o valor de tensdo de Cauchy ou tensao real, pois a forma inicial é

praticamente a mesma da forma final da peca ou elemento estrutural em analise.

No proximo capitulo, discorre-se a respeito da formulagéo posicional na sua forma mais geral,

partindo depois para casos especificos com relagao a cinematica do problema abordado.



4 FORMULACAO POSICIONAL

Neste item é apresentada a formulagdo do MEF empregada neste trabalho. Essa formulagéo
tem como diferencial o uso de posi¢cdes ao invés de deslocamentos como incégnitas para
solugdo de problemas néo lineares geométricos. Os primeiros trabalhos com essa abordagem
posicional sdo CODA (2003.c) e CODA & GRECO (2003), nos quais a analise de pértico plano
com cinematica de Euler-Bernoulli é tratada. Ja nos trabalhos de MACIEL et. al. (2004) e
MACIEL & CODA (2005), considerou-se o efeito de cisalhamento no pértico plano através da

cinematica de Reissner ou teoria de vigas de Reissner.

4.1 Funcional de energia potencial total

Na formulagao posicional, o funcional de energia potencial do sistema escrito na configuracao

Lagrangiana do corpo é dada por:

Mm=uU,+K +K, -P (4.1)
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Onde U.e P s&do respectivamente os potenciais de energia de deformacéo elastica e de
energia das forgas externas aplicadas. K, & a energia cinética do corpo, e para problemas
estaticos ou quase-estaticos essa energia € considerada nula. K, é a perda de energia devido

ao amortecimento. U, € a integral da energia especifica de deformac&o elastica ao longo do

volume inicial V, e é dada por:

U, = [udv, (4.2)

"

sendo u_ a energia especifica de deformacgéo elastica do corpo. Da mesma forma, para a

energia cinética K, a integral € desenvolvida ao longo de V,, onde p, € a densidade do corpo

no referencial lagrangiano:

L&
K = —L1dV 4.3
c \_!;po 2 0 ( )

E “®&” é a velocidade vetorial do ponto material, dada por:

&= M (4.4)
dt

onde x é o vetor posigado do ponto.
O potencial das forgas externas para um sistema de forgcas conservativas € dado por:
P=F"X (4.5)

onde F é o vetor de forgcas externas e X o vetor de posicdes das respectivas forgas externas

aplicadas.

Quanto as perdas de energia devido ao amortecimento, a integral resultante da derivada em

relacédo as posigdes, é dada por:

XA

1

faid = [ c.py&dV, (4.6)
Vo

Vo

onde k, é o funcional de energia especifica dissipada e c_ é a constante de amortecimento.
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Sendo assim, substituindo as Egs.(4.2), (4.3) e (4.5) na Eq.(4.1), fica-se com:

M= judv +jp0’81‘2’8"dv ~FX,+K, 4.7)

Vo

E interessante notar que no potencial de energia dado pela Eq.(4.7) os termos de energia
potencial das forgas externas e energia cinética estdo expressas em fungdo das posigdes do
corpo, faltando apenas a energia de deformagéao elastica. Para tanto, nos préximos itens, sera
demonstrado de acordo com cinematica adotada como a energia de deformacio elastica

também pode ser escrita em funcio das posigdes.

Para a solucado do problema elastico em questido, € necessaria a minimizacdo do funcional de
energia potencial através do teorema da minima energia potencial total, dado pela Eq.(4.7),
relativo as incognitas do problema a cada instante “t”, no caso o vetor de posigbes na posicao

de equilibrio. Portanto, pode-se escrever:

oIl

a—Xi =j8uedvo+

v, 0x;

Iiip %jdv IX Ky (4.8)
ox, " 2 °ax, ax

Vo

onde x é o vetor de posigao incognito no equilibrio do corpo na configuragdo atual. Levando-se

em conta a Eq.(4.6), a Eq.(4.8) se torna:

_J. edV +I (po 7szl‘g‘é‘jdv F+I C,.p¥&dV, =0 (4.9)

‘ s+l

Na Eq.(4.9), para uso futuro, substitui-se a notagdo de tempo atual “t” por “S+1” e simplesmente

“S” para tempo imediatamente anterior.

Quando o corpo é discretizado em elementos finitos, suas variaveis, no caso posi¢oes,
velocidades, aceleragdes e tensdes ao longo do mesmo para um dado elemento, podem ser

aproximadas através de fungdes de forma, ou seja:

X, =0 X (4.10)
& =0 X (4.11)

& =0 X (4.12)
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sendo X,, )&1 e ﬁl‘ os valores nodais para posi¢ao, velocidade e aceleracao respectivamente e
®; as fungdes de forma que sdo em quantidade igual ao de pontos nodais do elemento finito

adotado na discretizacdo. Considerando-se, portanto, as variaveis aproximadas através das
Egs.(4.10), (4.11) e (4.12), a Eq.(4.9) se escreve na forma:

an
oX

~au,
oX

S+1

~F, +M&¥_ +CX =0 (4.13)

S+1

Sendo a matriz de massa dada por:

M= [ p,@,®dV, (4.14)
VO

e amortecimento proporcional a massa dado por:
C=2c M (4.15)
Onde ¢, como ja dito, € o coeficiente de amortecimento.

A Eq.(4.13) representa a equagdo de movimento para o problema ndo linear. Os

carregamentos nodais Fs. sdo fungbes temporais, que podem ser expressos, por exemplo, por:
F,,, = F[c, +c,t+c,t” +c,t’ +cgsin(cgt) +c,cos(cgt) +c e ] (4.16)
ou também por fungbes descontinuas ao longo do tempo.

Para o caso estatico, as parcelas de forgas inerciais e de amortecimento se anulam. Portanto, a
Eq.(4.13) se torna:

an_av,
oX, X,

1

~F =0 4.17)

A técnica de solugéo da Eq.(4.8), de carater nao linear, é dada através do processo iterativo de
Newton-Raphason para cada passo de tempo. Com relagdo a integracdo dessa equacgao
diferencial ao longo do tempo, usa-se o método de Newmark com adaptagdo dos seus

coeficientes y e B de forma a garantir convergéncia de acordo com o tipo de problema

analisado.
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No proximo item, mais detalhes sao descritos juntamente com a técnica empregada de solugao

do sistema nao linear, Eq.(4.8), no presente trabalho.

4.2 Solucao do problema estatico

Para solucdo da equacdo diferencial para o problema estatico dada pela Eq.(4.17), faz-se
necessario o emprego de um método iterativo de forma a garantir a convergéncia da solugao.

No caso do presente trabalho, utiliza-se o método de Newton-Raphson.
Em notagdo compacta, a Eq. (4.17) pode ser escrita na forma:

oIl

—=g.X)=f (X)-F =0 4.18

oX & X)=/1 X)-F (4.18)

onde X é o parametro generalizado, no caso o vetor de posi¢des nodais. Em representacéo

vetorial, a Eq.(4.18) se torna:

gX,F)=0 (4.19)
ou
f(X)-F=0 (4.20)

E importante lembrar que neste estudo as forcas aplicadas sd@o conservativas. Forgas nao
conservativas podem ser introduzidas diretamente na Eq.(4.20) se desejado. A quantidade

g(X,F) é néo linear em relacédo aos pardmetros X e F. Para se resolver a Eq. (4.20), faz-se,

para uma quantidade AX, uma expansao em série de Taylor até os termos lineares, isto é:
g(X) =0=g(X,)+Vg(X,)AX (4.21)
ou

AX =-[Vg(X,)I"g(X,) (4.22)
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onde X é o vetor posigdo incognito e X, € o vetor posicdo de tentativa, usualmente o
determinado anteriormente. Também, Vg(X,) € chamada de matriz hessiana e € determinada
derivando a Eq.(5.36) em relagdo a uma posi¢do nodal X, . Portanto, a matriz hessiana pode
ser escrita na forma:

_9(x)_ o,

ve(X
BX) =" " axax,

(4.23)

E facil observar na Eq.(4.23) a propriedade de simetria da matriz hessiana.

Sendo assim, procedimento iterativo de solugdo de Newton-Raphson pode ser resumido na

seguinte forma:

Escolhe-se primeiramente a posig¢éo tentativa X ;

Com a solugdo tentativa X, calcula-se o vetor desbalanceado g(X,) de acordo com a

0°

Eq.(4.19) e também a matriz hessiana em X, isto &, Vg(X,) através da Eq.(4.23);

Emprega-se a Eq.(4.22) para se determinar a variagéo do vetor posi¢do AX para corrigiro X, ;

Calcula-se a norma de convergéncia; no caso do presente trabalho, a norma é dada por:

nor =-—— 4.24
X (4.24)

Se a norma, dada pela Eq.(4.24), for menor que a tolerdncia estipulada “fol”, o método

convergiu, e a solugdo e: X=X, +AX. Caso contrario se faz X, = X, repetindo-se entdo o

procedimento até que nor <tol .

Dependendo do valor do carregamento e mudanga de forma da estrutura, é necessario dividir-lo
em niveis de carga, de forma que o equilibrio da estrutura seja atingido para cada nivel até que
se equilibre a estrutura com seu carregamento final. No proximo item, a estratégia de solugao

do problema dindmico ¢é descrita.
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4.3 Solucéo do problema dinamico

Como dito antes, a Eq.(4.13) representa a equagdo do movimento para o problema n&o linear.
As posicoes e velocidades atuais, ou seja, “S+1”, para o corpo sdo aproximadas de acordo com

as expressoes de Newmark (ver dedugdo em GRECO(2004)), e sdo dadas por:

Xsu = Xs+ A‘[)&s +At {(% _Bj}% + Bﬁg+l:| (4.25)

R =+ Ar(1-7) B Ak (4.26)

sendo y e B coeficientes de Newmark que determinam a forma com que as velocidades e

deslocamentos variam ao longo do intervalo de tempo At. Com um pouco de algebra, pode-se

isolar o termo de aceleragdo atual na Eq.(4.25), ou seja:

_Xer Xo X ( 1 1]535 (4.27)

STTBAC AL BAt (2B
Entao, substituindo-se a Eqgs.(4.26), (4.27) na equagao do movimento, isto é, Eq. (4.13), tem-se:

an
oX

au,

= M X
S+1 6X

S+1 + BAt2 S+1

~MQ, +CR, +BY—§tXS+1 —YAICQ, =0 (4.28)

S+1

sendo os vetores Qs e Rs relativos a contribuigao dindmica das variaveis do passado (passo S)

e sao dados por:

X, X (1
R, =X +At(1-7)% (4.30)

Derivando-se novamente a Eq.(4.28) em relagdo as posi¢cdes nodais para o passo atual, obtém-

se a matriz hessiana para o problema dinamico:
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0Tl
ox?

(XO)— 82Ut| M YC

= + + 4.31
oxX’ BAt*  PAt #31)

S+1 S+1

Novamente, como feito para o caso estatico, aplica-se o método de Newton-Raphson para
solugdo do problema dindmico dado pela Eq.(4.28), através da expansdo de Taylor idéntica a

Eq.(4.21). O vetor de residuos é obtido a partir da Eq.(4.28), ou seja:

au,
g(X")==%

X, —MQq +CR + BY_ZXS*‘ —YAICQq (4.32)

— 4
S+1 2 S+1
S+1 BAt

e durante o processo interativo as corre¢des das posigdes nodais devem ser feitas na forma:

Xq, =X +AX (4.33)
seguidas pela corregao das aceleragoes, ou seja:
XS+1
S+1 = YR QS
BAt (4.34)

com esses dois valores de posicdo e aceleragdes determinados para o passo atual (S+1),
devem-se atualizar as velocidades através da Eq.(4.26). O critério de convergéncia € o mesmo

adotado para o caso estatico, ou seja:

[AX|

nor = X_ <tol
| °| (4.35)

onde “tol” é a tolerancia de convergéncia arbitrada para o problema.

E importante ressaltar que para o primeiro passo de tempo deve-se determinar a aceleracéo

inicial do corpo, através de:

=M [FO e
X

} (4.36)

Um quadro ilustrativo idéntico ao mostrado em MARQUES (2006), com a finalidade de facilitar o

entendimento do método aqui descrito € mostrado na Figura 10.
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A INICTALIZACOES

A1 Define-se o intervale de tempo Ar

A 7 Imicializa-se o5 vetores X, e .1 (condicdes micials, ouseja S=0)efiz AY =0
elu,
ax |,

A3 Calenla-se o wetor de forgas desequilibradas (vetor de residues) g, =F,— f_"_i':, e
au;| |
ex |

y 5 Caleula-ze ..Ej =M~ |:b_ - C“.X"n -

B.PARA CADA INCREMENTO DE TEMFPO

E.1 Atuahiza-se posigie X, =X, +AY
X

E.2 Atualiza-se aceleragio X, = ﬁT“: -0,
Al

B3 Amaliza-ze velocidade .'i’s_._ = Xb. + Af{1- ,v:l_"f_u + Yi""}?:.-n
E 4 Calcula-se o vetor de forcas desequlibradas

M yC
=F_ - J‘"—_.,_-_'_] + E;{S-.’ —_n.-fgl.}- + C.R_.I- +E-}:‘T-I‘ = I}ﬂ:CQL.{

o
i il
f.r'l

E.5 Calcula-se VgAY =—§¢

141, oy
e

B.7 Se o cniténio de convergéncia for satisfeito va para B.8§ sendo velte para B.1

E.6 Calcula-se 0 emo e venfica-se o critério de convergéncla e =

B8 Amalizam-se as varavels de passade

AT
e S
‘-ii'lr.s =X 5+

B.9 Volta-se para B com nove passo de tempo

C.FIM
Figura 10 — Quadro ilustrativo do método de solugéo para problema dindmico.

No proximo item, descreve-se a estratégia para se levar consideragéo o impacto de estruturas

em anteparo rigido utilizada no presente trabalho.
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4.4 Impacto em anteparo rigido

A técnica aqui apresentada € implementada em SIMO et al (1986), GRECO (2004) e
MARQUES (2006) e consiste em limitar as posicbes dos nés que sofrem impacto através da

condicao de penetragao nula (CPN), ou seja:
X-8>0 (4.37)

onde & é a minima distancia entre o corpo e o anteparo, conforme Figura 11.

%)

SITUAGAO T A \ B

SITUACAOII T

Figura 11 — Condigao de penetragao nula

Ainda na Figura 11, quando ocorre o impacto, ou seja, na situacao Il, faz-se a limitacao das
posi¢cdes dos nos de forma a satisfazer a condicao dada pela Eq.(4.37), igualando, portanto, as

posi¢cdes dos nds as do anteparo, ou seja:

X6 = X anteparo (4.38)

Nessa situacdo se determina o vetor de forgas internas f,, que contribui diretamente no vetor

f

int

de residuos, ou seja, g=f =1

cont ext

de forma a garantir a forga de reflexao do corpo.

Com relagado ao problema de integragdo temporal do problema que envolve impacto, ja foi
mostrado nos trabalhos de TAYLOR & PAPADOPOULOS (1993), CARPENTER et al. (1991) e
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SOLBERG & PAPADOPOULOS (1998) que a formulagao classica de Newmark, isto €, com os

pardmetros y=0,5 e P=0,25 mostra-se ineficiente para problemas de impacto onde

geralmente existem altas frequiéncias.

Portanto, neste trabalho se adota o método de Newmark modificado (GRECO, 2004), com os

parametros y=1 e B=1.5 que representam, segundo GRECO (2004), os parametros de
integragéo propostos por HU (1997). Na Figura 12 é mostrado um grafico do parametro 3 em

funcdo de y mostrando as regides de estabilidade do algoritmo de Newmark.

1.4 -
1.2
Incondicionalmente Estavel
1.0 )
Instavel
0.5
06 B=(r+0.5)7/4
';"=|:.5
0.4 -
] - = i 5 STk
,,f“f) Condicionalmente Estavel
0.2 - =
1—"" Instavel
0o d : T T T T 1
0.0 0.5 1.0 1.5 20

Figura 12 — Regibes de estabilidade para os valoresde v e 3.

A curva de [ descrita no grafico, segundo ARGYRIS & MLEJNEK (1991), representa o limite
da estabilidade do algoritmo onde ocorre 0 maximo amortecimento numérico das frequiéncias
mais altas de vibragdo (GRECO, 2004). Percebe-se também, pelo grafico que os valores dos

parametros aqui utilizados estdo no limite dessa curva.




5 PORTICOS PLANOS COM CINEMATICA DE
REISSNER

Neste capitulo descreve-se a formulagdo de portico plano com cinematica de Reissner. Essa
cinematica, ao contrario da teoria de Euler-Bernoulli para vigas, leva em consideragdo a
deformacao provocada pelas tensdes de cisalhamento, ou seja, a sec¢ao reta permanece plana
ap6s deformacdo, porém ndo necessariamente perpendicular & linha média da peca. E
importante ressaltar que a cinematica de Reissner é similar a teoria de vigas de Timoshenko,

porém a forma de se parametrizar a cinematica da secéao transversal é diferente.

5.1 Mapeamento da geometria

No que diz respeito a formulagdo aqui proposta, para que se possa tratar numericamente a
Eq.(4.7), faz-se necessario o mapeamento da geometria do corpo analisado, bem como

determinar, através desse mapeamento, as medidas de deformagdo empregadas na

formulagdo. Na Figura 13, € mostrado o corpo na configuragéo inicial (B,), na configuragéo
atual (B,) e o espago adimensional auxiliar que faz a ligagdo entre as duas configuragbes B, e

B

1"
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E importante enfatizar que configuragdo de referéncia é a inicial, ou seja, B, (descrigéo

langrangiana total).

Ainda na Figura 13, A, e A, sé&o tensores gradiente de mudancga de configuragdo auxiliar da
configuragédo adimensional para a de referéncia B, e da configuragdo adimensional para a atual
B, respectivamente. O tensor gradiente A, depende apenas da forma inicial e cinematica

adotada, enquanto que A, varia de acordo com a posigao atual ou final do corpo.

N, Y

N

Figura 13- Esquema de deformagéao do corpo.

Um ponto genérico p = (x,y), vé-se Figura 14, dentro do elemento pode ser escrito em fungao

das coordenadas adimensionais e posigdes nodais (iniciais ou atuais), na forma:

p”(f,n)=pz(§)+§nzrv”(§) (5.1)

pl(En)= p;(§)+§n1rv’(§) (52)

. . . 1
Onde p,, :(xjn,y,’n) € um ponto pertencente a linha média, h é espessura do elemento e N' é

we
|

um vetor unitario que define a posigdo da segao transversal, vé-se Figura 14. O indice

representa a configuracgao inicial e atual.
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X

Figura 14 — Secao transversal genérica do elemento.

De acordo com a Figura 14, independentemente de ser a configuragado inicial ou atual, os

1
vetores unitarios f e N podem ser escritos na forma:
1
T =(cos0,sen0) (5.3)

1
N =(-sen®, cos0) (5.4)
onde “6” é o angulo global de uma secgao transversal genérica.

Substituindo a Eq.(5.4) em (5.1) e (5.2) e escrevendo o resultado em termos coordenadas

cartesianas, tem-se:

(X (EM M) =5 DI ED+ o (=send (), cos0'(5)) (5.5)

A Eq.(5.5) pode ser dividida em duas partes, ficando:

X(En)= x;(ﬁ)—gnsene"(f) (5.6)

V(Em) =¥ (E)+ncos0 (&) (5.7)

sendo, o incide i =0 = configuragao inicial e i = / = configuragao atual.
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Neste ponto é relevante definir os gradientes de mudancga de configuragéo auxiliares A, e A

(Figura 13). Derivando as Eqs.(5.6) e (5.7) com relagdo as coordenadas adimensionais, pode-

se, de forma geral, escrever:

v
i i d d

o 6]
Ay A | Ay dy

d¢ dn

sendo,

Al = x, —ﬁnﬁcose (5.9)
dé 2 dé

4,,= -ﬁsene (5.10)
2

A, =B A0 (5.11)
a¢ 2 d¢

4, = gcosﬁ (5.12)

os elementos de A;. O indice denota a transformagéo, isto €, i =/ = espago adimensional
para configurago inicial B, (gradiente A,), i =1 = espago adimensional para configuragdo

atual B, (gradiente A,).

5.2 Medida de deformacao

Com os termos de A, e A, determinados no item anterior, pode-se calcular os alongamentos

A, e A,a0 longo das diregbes de referéncia “£” e “n” definidas aqui pelos vetores unitarios
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P P
M, =[1,0]"e M, =[0,1]" mostrados na Figura 15. Sendo assim, os alongamentos sdo dados

por:
) [8) 11 - \2 \2

A= AUM,) = A’M =4, ] +(4)) (5.13)
4 P o

A, =AM,) = A’H =1 (5.14)

A

n A M,
[
s

Figura 15 — espacgo adimensional auxiliar e mapeamento da geometria.

E importante mostrar que para essa formulacéo a segunda e terceira diregdes s&o consideradas

indeformaveis, ndo havendo, portanto, o efeito de Poisson. Sendo assim, A, =1 e 4, =1. 0
angulo “a” (Figura 15) entre os vetores unitarios ﬁt e ﬁn ap6s a deformagdo, pode ser

facilmente calculado através de:

0
[ 0JL4," 4y ]H 4T+ gl gl
a = arccos = arccos] =22 (5.15)

A2 (4" ) + (a2

Sendo assim, a distorg¢éo relativa a configuragdo B, € simplesmente calculada fazendo:
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AIIA[1+AIIAII
7m=a—£=arccos A (5.16)

P Wy ey ] 2

E os alongamentos relativos também a configuragdo B, sdo dados por:

2 _lah ) +lag)

(5.17)
A (Alll )2 + (Azll )2
A, = //11—]}1 =1 (5.18)
E as deformacoes, dadas por:
12 1 \2
g, =h —l= (A1‘)2+(A21)2 ~1 (5.19)
J(aL) +(aL)
g, =A4,-1=0 (5.20)

“g," e “¢,” sdo medidas de deformagédo nio lineares de engenharia relativas a configuragéo B,

1
na direcao de F e N respectivamente.

5.3 Energia potencial total

A energia especifica para uma lei constitutiva linear, Lei de Hooke no caso, é dada por:

2
u, :%E(gf + 7’”) (5.21)

onde E é o modulo de elasticidade longitudinal, ja citado anteriormente.
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Substituindo-se a Eq.(5.21) na Eq.(4.2), a integral da energia potencial elastica, torna-se:

1 y:
U, = j 5 E(gf + 2 JdVO (5.22)

Yo

E interessante notar que o termo de contribuicdo ao cisalhamento ja aparece no funcional de

energia, isto é, na Eq.(5.22) onde a energia de deformacao é também funcgéo da distorgao.

Substituindo a Eq.(5.22) na Eq.(4.7), que € a do funcional de energia potencial total do sistema,

fica-se com:

1 Yo K&
1= J-EE(83+ ﬁ ]dV0+J.ponVO—FjXJ+Ka (5.23)
\/ Vo
A Eq.(5.23) representa o funcional de energia potencial total para o pértico bidimensional. A
estratégia de minimizagdo desse funcional, bem como os equacionamentos para o problema

estatico e dindmico serdo descritos nos items a seguir.

5.4 Equacionamento estatico

Para o equacionamento estatico, a forgas inerciais sao negligenciadas, portanto, a Eq. (5.23),

toma a seguinte forma simplificada:

1 2 'an
H:jEE(gt 2 JdVO—Fij (5.24)

Vo

A discretizacdo do problema é feita dividindo-se o pértico em elementos finitos conforme a

Figura 16, por exemplo. Sendo assim, as variaveis das Eqgs.(5.6) e (5.7) ao longo da linha

central do elemento, isto é, x, , ¥, e 6 podem ser aproximadas na forma:

X, (&M)=0X, (5.25)
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Y (&)=Y, (5.26)

0(&n)=2,0, (5.27)

{Xn!Yn! ﬂn]
{Xn—l ! “rn—ll Egn—l}

{Xilyi:ﬂi}

(X8,

Figura 16 — elemento finito de “n” nds e suas varidveis nodais.

Onde os vetores X, Y e O sao variaveis nodais do elemento, de acordo com a Figura 16 e o
vetor @ é o conjunto de fungdes de forma ou aproximadoras da familia de polinbmios de
Lagrange. A Figura 16 mostra um elemento com “n” nés, resultando numa aproximagao de
ordem polinomial “n-1". E também importante enfatizar que ao se olhar para a Eq.(5.27),
percebe-se que o angulo € ndo é, como empregado nas formulagdes em que se usa a teoria
de vigas de Euler-Bernoulli, a primeira derivada do deslocamento transversal da viga ou poértico,
sendo, portanto, aproximado de forma independente como as demais variaveis do problema.
Aqui se observa a diferenga fundamental entre a descricdo cinematica apresentada e a de
Timoshenko, que consiste em se corrigir as aproximagdes usadas na cinematica de Euler-

Bernoulli introduzindo a distorgao.

Substituindo as Egs.(5.25), (5.26) e (5.27) na Eq.(5.6) e Eq.(5.7), tem-se:

: i h i
x'=(d,X,) —Ensen(CDk@k) (5.28)

. i h i
V' =(9,Y,) +5’7005 (2,0,) (5.29)

Pela mesma razdo, as expressbes das aproximacbOes das variaveis nas expressbes do
gradiente de deformacgéo, isto &, Eqs.(5.25), (5.26) e (5.27) nas Eqs.(5.9) até (5.12), resultam

em:
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4, =X —gn(ﬂj(af‘, Jeos(@,©:) (5.30)
i h i
A :—Ensen(CDk®k) (5.31)
A, =By —gn(ﬁ,@);)sen(q)k@;) (5.32)
i h i
Al = Encos(CDkG)k) (5.33)
onde: f, = 49,
=

Sendo assim, a energia potencial total do sistema pode ser escrita em fungdo das posi¢oes
nodais, isto é, I1—-f(X,,Y,0,X,,Y,,0,L X.,Y,,0,L X,,Y,,0,)=f(p). O vetor p é

aqui chamado de vetor posicao e é dado de forma geral:

p:(XpY]:@]:L ,Xi,Yi,G)i,L ,Xn,Yn,G)n):

(5.34)
=(p,,p2,p3,L >p3i_zap3i_1ap3iaL ,X3n_2,Y3n_1,®3n)

Vale lembrar que 3n é numero de graus de liberdade por elemento.

Portanto, a estratégia € minimizar a Eq.(5.24) em relagao as posigées nodais a fim de encontrar

a posigao de equilibrio da estrutura, na forma da Eq.(4.8). Derivando a Eq.(5.23) ao grau de

liberdade p,, tem-se:

2
M Ly 9 i 2oy —F =0 (5.35)
o, 1.2 Oop 2
onde:
1 0 2 7/2
"p)=|—F—| g+~ |dV, 5.36

/" (p) €é o vetor de forgas internas relativo & posigéo p, .
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Sendo assim, a solugdo da Eq.(5.35) é através do método iterativo de Newton-Raphson, ja

descrito no Capitulo 4.

5.5 Equacionamento dinamico

Para o problema que envolve forgas inerciais, o funcional de energia potencial total que se

considera é o dado pela Eq.(5.23), reescrita a seguir:
1 Yo K&
H:J'EE(53+7‘]dVO+J.ponVO—FjXﬁKa (5.23)
Vo Vo

Para a parcela de energia elastica, o equacionamento ¢ idéntico ao dado ao problema estatico.
Resta agora a determinagado da equagado do movimento que envolve além da energia elastica

parcelas de inerciais representadas pela matriz de massa e de amortecimento.

Considere-se novamente um ponto genérico pertencente a linha média do portico plano

P, =(xm,ym) (ver Figura 14). Devido a existéncia de forgcas inerciais, surgem as grandezas

velocidade e aceleragao, portanto, tem-se:

B=(%.%) (5.37)

& =(& &) (5.38)

Levando-se em conta, por exemplo, o elemento finito dado pela Figura 16, os parametros

nodais de velocidade e aceleragdo podem ser aproximados, ao longo do elemento, na seguinte

forma:
- velocidades:
&, (&m,1)=0X (5.39)

& (e t)=0¥ (5.40)
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Ken,t)=0.& (5.41)

- aceleragbes:

& (&n,t)=0 K (5.42)
& (e.n,t)=0% (5.43)
&ent) =0 & (5.44)

Os vetores velocidade e aceleragdo dos parametros nodais escrevem-se:

&:()&1"12163@(1'9)&2"1%7@%’14 aﬁcia‘igiL:@Li’L :ﬁcn:‘igga(&n) (5-45)
R (R &R EE] REEL R K& (5.46)

Ou, levando-se em conta as Eqs.(5.39) a (5.44), na forma indicial compacta:

=0, K (5.47)
&= & (5.48)
ondei=1, 2, 3.

O indice “iI” nas Eqs. (5.47) e (5.48) agrupa as grandezas relacionadas com a posigdo x, y e O,

ou de forma mais geral, os graus de liberdade de um né genérico.

E muito importante frizar que apesar das grandezas velocidade e aceleragdo angulares serem
mostradas na Eq.(5.41) e na Eq.(5.44), no cédigo computacional do presente trabalho essas
aproximacdes nao sao consideradas, tornando a matriz de massa do problema sem efeitos de

inércia rotacional.

Assim, a energia cinética é expressa em termos de valores nodais, como se segue:
K. = J‘&Fgﬁdvo = J‘&CDk&CD.&dVO (5.49)
Vo 2 Vo 2 !

Com feito anteriormente para a energia de deformagéo e cargas externas, deve-se também, de

forma a garantir a minimizagédo do funcional de energia potencial total, derivar o termo de
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energia cinética, dada pela Eq.(5.49), em relagdo parametros nodais. Feito isso, a condi¢ao de

estacionareidade potencial total no instante atual (passo S+1), escreve-se:

—_— P 7/[)1 _ _

apz S+1 B 2J‘ apz ( j dV 2 '[ pom SH 0 i| s O (550)
+ S+1

que, de acordo com a Eq.(4.13), chega-se a equagédo do movimento:

a_H = U - K, +M£§+1 + C)&SH =0 (5.51)

ap S+1 ap

onde M é a matriz de massa, dada por:
A

M= j po®, @ dS, (5.52)

S

sendo a area “A” e a altura “h” do elemento finito constantes, a integral de volume da matriz de

massa se resume numa integral de linha ao longo eixo médio do elemento.

Para a completude da solugdo dindmica, basta agora o emprego da estratégia de solugéo

descrita no capitulo anterior, item 4.3.

No préximo item sdo mostrados exemplos numéricos de forma a validar, diante da literatura

especializada, a formulagcao aqui proposta.

5.6 Formulacdo com cargas nédo conservativas

No equacionamento para poértico plano descrito nos itens anteriores sempre se considera forgas
externas conservativas. As forgas externas ditas conservativas, nao mudam de diregéo ao longo
da trajetdria de deformagao da estrutura e consequentemente geram trabalho apenas em

fungdo do deslocamento final.
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O mesmo n&o acontece com as forgas nao conservativas. Essas podem mudar de diregao e
sentido ao longo da trajetéria de deformacéo, resultando, portanto, em trabalho dependente do
caminho de carga.

A formulagao aqui descrita admite que as forgas ndo conservativas estdao em fungdo do angulo
0 da secgédo reta do pértico. Sendo assim, escreve o funcional de energia potencial das forgas

externas na forma:
P= L(G)X (5.53)

onde L(e) é fungéo das forcas e do angulo 0, e X é o vetor posigdo nodal no ponto de

aplicacao dessas forgas. Dividem-se as componentes das forcas ndao conservativas em funcgéo

do angulo 6 em normais E, e perpendiculares F, a curvatura do poértico, conforme exemplo de

viga engastada da Figura 17.

Figura 17 — Forgas ndo conservativas aplicadas na extremidade livre da viga engastada.

Ainda de acordo com a Figura 17, conforme a estrutura se deforma, o angulo 6 varia seguido

das forgas nao conservativas. Portanto, as componentes dessas forgas nas diregcdes dos eixos

cartesianos para um no genérico “j”, podem ser dadas por:

L(e.)1 =Fx;=—sin0F +cosOF (5.54)

]

L(6;), =Fy;=cosOF, +sin6F, (5.55)

logo, a energia potencial das forcas ndo conservativas para o no “J”, escreve-se:

Fx.-X.
p={ (5.56)
Fy;-Y;




Capitulo 5: PORTICOS PLANOS COM CINEMATICA DE REISSNER 74

A fim de se minimizar a energia potencial total do sistema, deriva-se, como feito anteriormente
para as demais parcelas de energia potencial do sistema, a Eq.(5.56) em relagdo a posi¢des

nodais do no “”, resultando no vetor de forgas externas a se equilibrar, ou seja:

OP. '
- =Fx; =—sin0,F, +cosO F, (5.57)
oX |
OP, ,
T =Fy, =cosO F, +sin6 F, (5.58)

J

Derivando-se novamente as expressbes das pela Eq.(5.57) e EQq.(5.58), obtém-se as

contribui¢cdes das forgas ndo conservativas na matriz hessiana, ou seja:

o’p, 0P, o’p, o'P,  o'P,  0O°P, QP
_ _ _o0h _ _95 (5.59)
oX; 0X,0Y, 09Y0X; oY 00X, 00,0Y;, 06;
o°P. )
L =—cosOF —sinOF (5.60)
0X 06, I
o°P. ,
L =—5in® F +cos6.F (5.61)
0Y 6, o J

Observa-se que forgas nao conservativas tornam a matriz hessiana n&do simétrica. Em
ARGYRIS & MLEJNEK (1991) essa matriz € denominada de matriz de rigidez pseudo-simétrica.

5.7 Exemplos numéricos de portico plano

Neste item s&o mostrados exemplos numéricos empregando a formulagao posicional para o
portico plano com cinematica de Reissner. A fim de se validar e discutir a formulagdo aqui
empregada, os resultados obtidos sdo comparados com os da literatura especializada. Além do

mais, procurou-se variar a ordem polinomial dos elementos finitos ao longo dos exemplos
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mostrados a seguir com a simples finalidade de mostrar a versatilidade do cédigo desenvolvido

quanto a escolha mais adequada do elemento utilizado.

5.7.1 Exemplos estaticos

5.7.1.1 Flexdo simples de viga engastada

Uma viga inicialmente horizontal, engastada numa extremidade e livre na outra é analisada. Na

sua extremidade livre é aplicada uma forga transversal no sentido de cima para baixo (P=10 kN)
conforme mostrado na Figura 18. Os dados adotados sado: L=10 m, A:2,391x10"3 m?,
IZ=4,762xlO’7 m*. Cinqlienta passos de carga e 10 elementos finitos com aproximagéo
quadratica (3 ndés cada) foram usados para este problema. A tolerdncia de convergéncia

adotada em posigbes é de fol =107°.

E=210.0 10° Pa
1=4.762 10" m*

A=239110>m? l P
a u )“’
ﬂuy
I 10m I

Figura 18 — Viga engastada com forga transversal.

Em Figura 19, Figura 20 e Figura 21 sdo comparados os resultados para 10 elementos finitos

quadraticos (cinematica de Reissner) e 50 elementos (cinematica de Euler-Bernoulli por

GRECO (2004)) com a solugdo analitica para deslocamentos U, , U, e rotagcdo ®. Essa

solucdo analitica pode ser encontrada nos trabalhos de MATTIASSON (1981) e FUJII (1983).
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10000
Node 51
*  Analitic solution
8000 —=— Numerical - Reissner
—e— Numerical - Euler-Bernoulli
6000 -
P (N)
4000
2000
0 T T T T T T T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6
Ux/L

Figura 19 — Forga vs deslocamento longitudinal UX/L .

1000049 | Node 51
*  Analitic solution
—=— Numerical - Reissner
8000+ —e— Numerical - Euler-Bernoulli
P (N) 6000
4000
2000+
0+ T T T T T T T T
0.0 0.2 04 0.6 0.8
Uy/L

Figura 20 - Forca vs deslocamento transversal Uy/L .
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10000 + Node 51
*  Analitic solution
—=a— Numerical - Reissner
8000 + —e— Numerical - Euler-Bernoulli
P(N) 6000

4000

2000 -
O T T T T T T T T T T T T 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6
[Q)

Figura 21 - Forga vs rotacdo .

E importante notar que os resultados sdo bastante proximos para ambas cinematicas, Euler-

Bernoulli e Reissner. Isso confirma que para barras esbeltas o efeito de cisalhamento nao

chega a afetar a resposta do problema. Na Figura 22 algumas posi¢gdes deformadas sao

mostradas para os respectivos niveis de carga. Esse problema também pode ser resolvido com

poucos niveis de carga (seis niveis de carga com no maximo vinte iteragbes), sendo esses
suficientes para obtencédo de uma resposta com a mesma precisao.

| |Load Level \\ﬁ& A %
— 44 |—o—P=0kN | L% Ta AN
E 1 |-e—P2kN | WX u = e
> 51 |—a—p=akN | B% kA, e
4 X
6] |+ P=BKN =R u
1 | —*—P=8kN "L %
7] |—=—P=10kN Tx %
] LK
-84 L X
-9 T T T T
0 4 6 8 10
X (m)

Figura 22 — Configuragbes deformadas para alguns niveis de carga

77
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5.7.1.2 Portico articulado em forma de losango

Jenkins et. al. (1966) obteve a solugao analitica desse problema empregando integrais elipticas.
As seguintes propriedades foram adotadas no problema: L=1, E=1, |,=1 e A=1000. Na Figura 23
o portico em formato de losango e as variaveis deslocamento a serem medidas. Os
deslocamentos sdo calculados aqui como sendo a diferenga entre posicoes a fim de se

comparar com MATTIASSON (1981). A simetria é empregada.

E=1 2P
I=1
A=10000

Figura 23 — Pdrtico articulado: esquema estatico para a situagcao de compressao (P<0) e de tracao (P>0).

104
Node 11
Analitic solution
m  Traction - Reissner
84 A Compression - Reissner
® Traction - Euler-Bernoulli
% Compression - Euler-Bernoulli
6
P
4
2
O T T T T T T
-0.4 -0.2 0.0 0.2
Ux/L

Figura 24 — Deslocamento horizontal vs carregamento.
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10 1
Node 21
Analitic solution
8 m  Traction - Reissner
A Compression - Reissner
® Traction - Euler-Bernoulli
* _Compression - Euler-Bernoulli
P 9]
4 4
24
0 T T T T T T T T T T T T T T T T 1
-14 -12 -10 -08 -06 -04 -02 0.0 0.2 0.4
Uy/L

Figura 25 - Deslocamento vertical vs carregamento

104
Node 21
Analitic solution
8 ®  Traction - Reissner
7] A Compression - Reissner
® Traction - Euler-Bernoulli
* Compression - Euler-Bernoulli
64
P
4
24
O T T T T T T T T T T T T T
-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
Q)]

Figura 26 - Rotagao vs carregamento

Vinte elemento finitos com aproximacdo quadratica foram usados na discretizacdo desse
problema. Em Figura 24, Figura 25 e Figura 26 os resultados sdo mostrados juntamente com a
solugdo analitica obtida por MATTIASSON (1981). A tolerancia adotada foi de to/=10"° em

posicdes. Em Figura 27 e Figura 28 sao mostradas algumas configura¢des deformadas.
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1.0 ] Load Level:
0.8 P=0.0
1 —=—P=2.0
0.6 1 —a—P=10.0
0.4 -
0.2 -
> 0.0 -
-0.2
-0.4 4
-0.6 4
-0.8 4
1.0 o
T T T T T T T T T T T T T T T 1
-0.8 -0.6 -04 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
X

Figura 27 — Configuragdes deformadas na tragao.

0.8 Load Level:

P=0.0

—r— —A&—P=20
—0— —=— P=10.0

0.6

0.4
02
0.0
.0.2_-
-0.4 -

-0.6 4

0.8 1 . T . T . T r I

Figura 28 — Configura¢des deformadas na compressao.

Novamente, nenhuma diferenga plausivel foi detectada entre as cinematicas de Reissner e

Euler-Bernoulli para esses niveis de carga.

5.7.1.3 Elastica de Euler

Uma coluna engastada, Figura 29, com comprimento L=2 m submetida a uma forga de
compressao variando de 0 até 37100 kN & analisada. As propriedades fisicas séo 1=2,425x10°
m*, A=0.0175m? e E=210x10° Pa. Dez elementos de aproximacdo cubica (4 nés cada) sdo

usados na discretizagao da barra.
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2m

/

Figura 29 — Coluna analisada.

Na Figura 30, o deslocamento horizontal para o ponto onde a carga é aplicada € mostrado. A

excentricidade (defeito na pega) adotada inicialmente medida no topo da coluna é de L/1000.

Uma tolerancia de fo/=10"° é adotada para posicdes residuais absolutas. Devido a
excentricidade, o formato inicial € considerado parabdlico. Na Figura 30, o valor da carga critica
para o primeiro modo de flambagem também é mostrado com a finalidade de analisar a

precisao dos resultados.

40000 _ Reissner - eccentricity=L/1000
35000 —a— EuIer-Bs’ternoullll - eccentricity=L/1000
R \ et Pcr - 17 Buckling mode
30000
25000
P(kN)ZOOOO—-
15000
10000
5000
.‘-*
0 — 71 - T - T -~ 1 - T - T 1T - T * 1
00 02 04 06 08 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8
Lateral displacement (m)

Figura 30 — Deslocamento lateral do ponto de aplicagcdo da carga P.

Neste momento, como pode ser visto na Figura 30, percebe-se a diferenga entre as cinematicas
de Reissner e Euler-Bernoulli no fim da analise. A este nivel de carga as deformagdes causadas

pelas tensbes de cisalhamento se tornam relevantes.
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5.7.1.4 Deformacdes causadas por instabilidade

Para o exemplo anterior, se é reduzido a imperfei¢cdo inicialmente adotada, a barra pode

flambar em modos mais elevados.

Para excentricidades de L/100000 e L/1000000, a coluna se torna instavel em modo 2 e modo 3

de instabilidade respectivamente, conforme Figura 31.

250000
""""" Pcr - Mode 2
200000 A — Pcr - Mode 3
—=— eccentricity=L/100000
—e— eccentricity=L/1000000
150000
P (kN)
100000
50000
i
0f— T T T T T T T T T T T T T T 1
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Lateral displacement (m)

Figura 31 — Deslocamento lateral para o ponto de aplicagéo da carga P. Modos 2 e 3 de flambagem.

Na Figura 32, algumas deformadas da coluna sao mostradas para os 3 modos aqui analisados.
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MODE 1 MODE 2 MODE 3

I | |

TN
N
-

Figura 32 — Deformadas da coluna analisada durante o carregamento.

E mostrado, através da Figura 31, que a formulacédo proposta é capaz de capturar instabilidades
em varios niveis de carga, uma importante caracteristica para boas formulagées n&o lineares

geométricas.

5.7.1.5 Instabilidade de portico circular

Um poértico em forma de arco circular, engastado numa extremidade e apoiado na outra, como
mostra a Figura 33, é submetido a uma forga vertical compressiva “P” aplicado no seu
intermédio. Esse problema tem solugdo analitica empregando-se a teoria de Euler-Bernoulli
para carga critica em DADEPPO & SCHMIDT (1975). Para essa analise numérica, vinte

elementos finitos cubicos foram usados para discretizacdo do poértico com a tolerancia de

convergéncia tol =10"° em posicdes.
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El = 10°
EA = 100El

R =100
a = 145°

Figura 33 — Pdrtico em arco submetido a forga de compresséo.

Na Tabela 1, o resultado obtido com a presente formulagéo para o valor de P, € mostrado e

comparado com os da literatura consultada.

Tabela 1 — Carga critica “P_.” para o pértico em arco.

Referéncia Pcp
Fresente trabalho ga7 4
IERAHIMBEGOWIC {1995) g3Y7 3
DADEPPO & SCHMIDT (1975) ga7

E importante enfatizar que a cinematica de Reissner é também empregada em
IBRAHIMBEGOVIC (1995). Figura 34, nota-se a deformada do arco quando a carga P atinge o

seu maximo e o método de Newton-Raphson perde a convergéncia.




Capitulo 5: PORTICOS PLANOS COM CINEMATICA DE REISSNER 85

100 -

75 —

50 —

25 —

-25

-50

—T - 1 T T T 1 T T T 1 T T T T T T T T T 1T 1
-125 -100 -75 -50 -25 0 25 50 75 100 125 150 175

X

Figura 34 — Deformada do arco na flambagem.

5.7.1.6 Pértico com forgca ndo conservativa concentrada

Este exemplo, encontrado em VITALIANI et al (1997), analisa-se comportamento de
estabilidade um portico bi-apoiado devido a aplicagdo de forga ndo conservativa aplicada de
cima para baixo conforme Figura 35. Os dados do problema sdo também mostrados na Figura
35. Analisa-se o0 exemplo para duas malhas de elementos finitos, a primeira composta por 10
elementos e a segunda, bem mais refinada, com 40 elementos finitos, todos com aproximagéao

cubica.
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I 4L/5 | USi
| [ b7a |
L.P
N\ T
L=120c¢cm
J=2cm*
A=6cm?

E = 7.2x10% N/cm?

&

Figura 35 — Pértico bi-apoiado com carga ndo conservativa aplicada.

Na Figura 36, mostra-se algumas posigdes deformadas do portico com 40 elementos finitos até
o nivel de carga em que se ocorre um salto na deformada, ou seja, de Pcg=34 KN para P=34,13
KN. Para a malha de 10 elementos finitos, 0 mesmo salto ocorre quando Pcr=34,95 KN. Em
VITALIANI et al (1997), o valor de carga critica &€ de Pcr=35 KN.

l P=0.0 KN

120 A

100

80 +

Y [em]
T

1L PR O R PR N S S S T S SN T T
-40 -20 o 20 40 G0 an 100 120 140 160

X [em]

Figura 36 — Posi¢des deformadas para portico devido a forga ndo conservativa.
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Na Figura 37, mostra-se o grafico dos deslocamentos nas direcbes X e Y para o ponto de
aplicagdo da forca nao conservativa. Apos o patamar de P=34 KN, a forma da estrutura

praticamente se mantém para os niveis de carga mais elevados.

35 4 K [}

P [KN]

|:ll L T ! I T T |
O 10 20 30 40

T T T & 1 ' 1 & _F_T 1
a0 60 70 80 a0 1m0 10

Deslocamento [cm]

Figura 37 — Deslocamentos no ponto de aplicagdo da forga ndo conservativa.

E importante enfatizar, que se considera aqui o valor Pcg=34 KN como o valor de carga critica

mais apropriado, isto €, valor este obtido com malha mais refinada.

5.7.1.7 Faixas finas sujeitas ao peso proprio

Neste exemplo faixas finas de forma a simular velas solares sujeitas ao peso proprio séo
analisadas com o programa de portico 2D com cinematica de Reissner. Investiga-se para trés
comprimentos diferentes, ou seja, 100 m, 1 Km, 10 Km respectivamente, porém a largura e a
espessura sado constantes em todos os casos, isto €, 1m e 1 um respectivamente. Sendo
Modulo de Elasticidade E=2.6 GPa e massa especifica p=1420 kg/m3. O peso da faixa pode

ser considerado como uma forga transversal uniformemente distribuida e conservativa ao longo
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do vao. A fim de se evitar instabilidades de convergéncia durante o processo iterativo de

convergéncia, o seguinte esquema de incremento de carga é empregado (LEE & LEE, 2005):
P=Px10™" (5.62)

Onde P, é a carga alvo, no caso o peso total da faixa e 10™ controla a magnitude da forga
aplicada. Nesta analise em particular m=nls-i, onde nils é o numero de passos de carga

previamente adotados e “i” € o passo atual durante a analise. Também, o peso da faixa é dado

por:

P, = pgth (5.63)

Onde g=9.8m/s”. “t’" e “b” sdo espessura e largura da faixa respectivamente. A solugdo

analitica, devido a, para a deflexdo maxima da faixa é dada por (ROARK & YOUNG, 2005):

RL
ymax =
SF,

(5.64)

Onde L é o comprimento da faixa e F,, € a reacado de apoio. Também, F, pode ser determinado

resolvendo a seguinte equacao iterativa (IRVANE, 1981):

i h(POL _ &L j— RL (5.65)

sin =
2F, 2EA) 2F,

Na Tabela 2 sdao mostrados os resultados numéricos obtidos com o programa de portico para
trés comprimentos distintos em comparagdo com resultados analiticos obtidos através da
Eq.(5.64).

Tabela 2 — Resultados numéricos em comparagao com os analiticos.

Geometria Ymax [M]
Num. de elementos T = Erro (%)
L [m] Espessura [m] Analitico MNumeérico
100 0.00001 100 25936 293 0.16
1000 0.00001 100 £3.65 £3.54 0.22
10000 0.00001 200 1419.19 1410 0.65
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Foram adotados 20 passos de carga, com tolerancia de convergéncia de 10 para o algoritmo
de Newton-Raphson. Na Figura 38, posi¢cdes deformadas finais para as faixas devido ao peso

proprio sdo mostradas.

Zlﬂ I-Iﬂ Elﬂ Hlﬂ 1!‘!
& [rneter)

L=1000m

L=1000

a 2o lﬂlﬂ Eﬂlﬂ gom 1ﬂlﬂﬂ
2 [rneter)

o
g L =10000 m
-iog
_. oo
2 -Hog
E 1000
= 1200
1400
1680 + r T T r 3
o 7000 \ooo (.11 L] 1ooon
Afmutar]

Figura 38 - Posigao deformada para as faixas devido ao peso proéprio.

E importante enfatizar que nenhuma técnica especial tais como varidveis com precisédo
quadrupla (LEE & LEE, 2005), moédulo modificado (LEE & LEE, 2005), pré-tensao,
amortecimento artificial etc, foi necessaria para se alcangar os resultados mostrados. Também,
nenhum travamento (locking), como ja esperado, foi detectado. Por outro lado, modificagdes
nas unidades de comprimento foram feitas com o objetivo de se evitar nimeros menores do que

a dupla precisdo do computador na matriz hessiana. Portanto, nesse exemplo, a unidade em

micrometros foi perfeitamente adequada.
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5.7.2 Exemplos dindmicos

5.7.2.1 Barra giratoria flexivel com deslocamento aplicado

Neste exemplo uma barra flexivel € presa a um apoio rotulado e livre na outra extremidade, de
acordo com a Figura 39. O deslocamento é prescrito ao longo do tempo, de acordo com o
grafico na Figura 39. Esse exemplo pode ser encontrado em SIMO & VU-QUOC (1986), bem
como em HSIAO et. al. (1994) entre outros. Este exemplo foi discretizado com 10 elementos

finitos de aproximacgao quadratica.

135 m

120 -1
El=1.4 10" 105.]
EA=2.8 10"
pI=6.0 10"
PA-12

o [racl

1 = }lf 0] 6 11
o

C T T T T T T T T T L) T T T T 1
10 0 2 4 6 & 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
Tiime

Figura 39 — Barra flexivel e dados do problema.

As expressodes da fungéo dada pelo grafico da Figura 40 sao:

202 (15Y( 2m
V/(t) =E|:7+(Zj (COSF—IJ:| rad 0§t§]5 (566)
v =(6t—45) rad t>15 (5.67)

Na Figura 40 s&o representados os deslocamentos da barra flexivel em face do movimento de

corpo rigido da haste.
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Tmtial configuration R(X R‘v1 E ) =

Figura 40 — Deslocamentos relativos ao movimento de corpo rigido da barra.

Na Figura 41, Figura 42 e Figura 43 s&o mostrados os deslocamentos U,, U, e a rotagédo

relativa o respectivamente ao longo do tempo.

0.000 i
0,000515
>  -0.005
|5
= | —— dt=0.005|
@ -0.010-
(&)
o
o
o
0O  -0.015-
-0.020 1
T T T T T T T T
0 5 10 15 20
Time

Figura 41 — Deslocamento U, .

Para o deslocamentos U, , apés o movimento se tornar estavel, tem-se como solugdo analitica

o valor de 0,000514, sendo bem préximo ao encontrado com 10 elementos finitos quadraticos
de acordo com o gréfico da Figura 41.
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0.0
0.1 -
1 —— dt=0.005
-0.2 4
=) 0.3
0.4
0.5 -
v T v T v v T

-0.6

0 5 10 15 20 25 30
Time

Figura 42 — Deslocamento U, .

0.0 ]
154
204
25
304
35
40

4.5

O [degrees]

-5.0 —— 1
0 5 10 15 20 25 30

Time

Figura 43 — Rotacao relativa « .

Neste exemplo foi empregada uma tolerancia de convergéncia de fol =10 em posigdes para o
Método de Newton Raphson e parédmetros de Newmark $=0.30 y=0.55 de forma a dar mais
estabilidade na convergéncia com o minimo de amortecimento numérico. Esses parametros sdo
escolhidos devido ao estudo sobre maquinas em rotagcdo em CODA et al (2005), onde se

obtiveram esses valores mais apropriados.
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Sao também mostrados na Figura 44 e Figura 45 os graficos de aceleragdo e velocidade

angular respectivamente.

0.8
0.7
— —=—dt=0.005
()
B 064
z
c 054
o
= ]
5 04
)
[S]
& 03-
5 ]
> 0.2+
c
s ]
0.1
0.0 T T T T T T v T v T v 1
0 5 10 15 20 25 30
Time
Figura 44 — Aceleragéo angular do n6 1.
6 -
- 5
()
3 ——4t=0.005
Z - .
. 44
2
8
o 7
>
5]
S 24
o
c
<
1 -
0 T T T T T T T T T T T 1
0 5 10 15 20 25 30
Time

Figura 45 — Velocidade angular do né 1.
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0] M__=3220

325
300
o,
225 ]
200
175 4
150 J
125 4
100 -
75
50 4
25
0 T T T T T f T T T T f 1
0 5 10 15 20 25 30
Time

Momentum reation [M(t)] - Node 1

Figura 46 — Reagdo momento do no 1.

E relativamente facil de ver que derivando a Eq.(5.66) e Eq.(5.67) em relacdo ao tempo, se
obtém uma boa convergéncia relativa aos resultados numéricos obtidos. Além disso, na Figura
46 o grafico da reagdo momento € mostrado, bem como o valor maximo do momento durante a

analise, com o objetivo de emprega-lo no exemplo a seguir.

5.7.2.2 Barra Giratéria com momento aplicado

Para este caso a estrutura do exemplo 0 é agora submetida a um momento prescrito que é
fungdo da velocidade angular da haste (curva de torque), de acordo com a Figura 47. A fim de
se evitarem vibragdes excessivas e aproximar ainda mais de um problema real, 0 momento de

inércia € cem vezes maior do que o do exemplo anterior.
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M(m)
MMAXﬁ

B O)MAX 4‘>

Figura 47 — Curva de torque hipotética.

De acordo com a Figura 47, o momento aplicado é dado por:

M(a)): =@ @ <,
a)O
M )
_ max 0
M(w)=——" _o+M, |1-—2— @ > 0,
a)O - a)max a)O - a)max

(5.68)

(5.69)

Onde Mpax, @ € amax SA0 valores arbitrarios. Para este caso, como mencionado anteriormente,

0 momento maximo € o valor obtido no exemplo anterior.

Também neste exemplo a mesma discretizagdo € empregada e os parametros de Newmark séo

=0.30 y=0.55. Na Figura 48, Figura 49 e Figura 50 os deslocamentos U,, U, e rotagdo

relativa o s&o mostrados respectivamente.
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0.0005

0.0004

000037 —=—dt=0.005

0.0002

0.0001 4

0.0000 - . . ; . ; . ,
0 10 20 30 40

Time

Figura 48 - Deslocamento U, .

——dt=0.005

-0.007 . ; . ; . ; . ,
0 10 20 30 40

Time

Figura 49 - Deslocamento U, .
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0.00

-0.01

-0.02

— dt=0.005

-0.03

o [degrees]

-0.04 4

-0.05 4

Time

Figura 50 - Rotagao relativa « .

E importante ressaltar que com esta formulacdo, em trabalhos futuros, pode ser possivel a
analise de poérticos sujeitos a cargas nao ideais, tais como em BALTHAZAR & BRASIL (1995),
WARMINSKI et. al. (2001), KUROIWA (2003) entre outros.

5.7.2.3 Mecanismo flexivel articulado

Um mecanismo de acordo com a Figura 51 composto por um brago mecanico AB e uma haste

CB ¢ articulado no ponto C e no ponto B por um bloco de massa desprezivel apoiado numa
superficie sem atrito. O modulo de elasticidade da haste é vinte vezes menor do que o do brago
mecéanico e um momento M(t) é aplicado no ponto A. Os dados do problema também séao
mostrados na Figura 51. Este exemplo encontra-se em GRECO (2004) e ESCALONA et al.
(1998).

A analise é feita para duas situagcdes de carregamento. A primeira é dada por:

—t
M(l) =0.01 (l —e0167 j Nm (5.70)



Capitulo 5: PORTICOS PLANOS COM CINEMATICA DE REISSNER 98

e a segunda, é composta por duas fases, ou seja:

—t

M(t)=0.01 [l—e‘““]Nm para 0s<t<0.7s (5.71)
M(t)=0Nm para t >0.7s (5.72)

E=1.0GPa

1=4.909 101% m*

A=7854 10" m?

P=2770 N s*/m"*

Rotula

2
£ O
gy E c B/20 T

~ Mgy

0152 m 0304 m

0456 m

Figura 51 — Mecanismo articulado e dados do problema.

O problema foi discretizado em 15 elementos de aproximagédo cubica (4 nés) no total com
intervalo de tempo At =0.005. Na Figura 52, mostram-se os resultados para o deslocamento

horizontal do bloco (ponto B) em comparagéo aos obtidos em GRECO (2004).

—8— Preszente trabalho
0504 —%— GRECO (2004)

0454 |
040 i) »
0351 : | I
030 | [ i
0254
0.20 ] ‘
0154 ' ] 4
0104
005

0.00 . . : . - . T 1
0 1 2 5} 4

t [s]

X [m]

Figura 52 — Posi¢ao horizontal do bloco para primeira situagcéo de carga.
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A anadlise em GRECO (2004) ¢ levada até 3 s e os resultados s&o praticamente idénticos até

t=2.95s. No seguinte grafico, dado pela Figura 53, os resultados obtidos para posi¢ao do

bloco devido a segunda situagédo de carga sdo mostrados para um tempo de até t=8s.

—=&— Presente trabalho

060, < GRECO {2004)

0.45 -
0.40

0.358 4

X [m]

0.30 4
0.25 4
0.20 4

0.15 4

0 I 2| I ti I 4] I 8
t [s]

Figura 53 — Posigao horizontal do bloco para segunda situagéo de carga.
No grafico da Figura 53 os deslocamentos sao praticamente idénticos aos da referéncia.

Convém notar que as rotulas sdo levadas em conta segundo o acoplamento nodal encontrado
em GRECO (2004).

Admite-se agora que a massa do bloco nao é desprezivel. Sendo assim, sdo mostrados na
Figura 54 os graficos dos resultados aplicando-se a primeira situagao de carga para o bloco
com massa concentrada arbitraria de 15% e 30% respectivamente da massa total do

mecanismo (brago mecéanico + haste flexivel).
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—e— Massa desprezivel
050 _ —x— Massa 15%
] —a— hassa 30%

X [m]

t[s]

Figura 54 — Posi¢ao horizontal do bloco com massa nao desprezivel.

Os resultados mostram coeréncia na aplicagdo da massa concentrada, pois o periodo de

revolugdo do mecanismo aumenta com a massa do bloco. A mesma situagdo de massa nao

desprezivel € mostrada no grafico da Figura 55 para a segunda situagao de carga.

—e— Massa desprezivel
050 —a— Massa 15%
—=— Massa 30%

X [m]

Figura 55 — Posigao horizontal do bloco com massa nao desprezivel.

Salienta-se que para a obtengéo dos resultados acima mostrados, foram utilizados coeficientes

de Newmark $=0.50 e y=0.50.
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Algumas posicoes deformadas para o primeiro e segundo ciclo sdo mostradas na Figura 56

para o primeiro caso de carga considerando-se o bloco com massa desprezivel.

Y [m]

0.20 -
U.WS;
U.WU;
DDS:
DDD;
—U.US;
-0.10 4

-015 4

-0.20

o | —0—1{=1355

1°Ciclo

—=—{=000s
—o—t=020s
—a—t=040 s
—— =060 5
——t=0380s
—e—1{=1.005
——1{=1.203

X[m]

0204
DTE—-
EI‘\EI;
EIEIS—-

000

Y [m]

-006 o
-0.10 4

-0.15 o

-0z20

2° Ciclo:

—s—{=0.00s
——{=1405
—s—{=150%
—>—1{=1605s
—4—t=1705
—*%—1{=1.75s
—+—1t=185¢
—0—1{=1.90s

02

-0.1 0.0 o1 0.2 03 0.4 0s
X [m]

Figura 56 — Posi¢des deformadas para o mecanismo ao longo do tempo: massa do bloco desprezivel.

Percebe-se, através da Figura 56, maiores deflexdes na haste no segundo ciclo. O mesmo é

mostrado na Figura 57 para massa do bloco néo desprezivel com 30% do valor da massa total

do mecanismo.

Y [m]

-0.10 H

-015

-0.05 +

020 4
D1E;
0.10;
EIEIE—-

000 +

1% Ciclo:

—a—{=0.005
——1=040s
—a—1=0805
——1=1.20s
—+—t=160%
—x—1=2.005
—=—1=2.20%
——1=2.405

T
01

U.‘Z
X [m]

03

04

0s

Y [m]

020 -

015 o

0.10 A

0ns A

000 A

-0.05 o

-0.10 A

-0.15 o

-0.20

2% Ciclo:

—a—t=0.005
——1=2455
—A—t=2555
—a—1t=2855
—*%—1t=3.15¢5
—o—1t=345¢5
—+—1t=365¢3
——1t=395¢%
——1t=4 00 5

T
-0.1 0o o1 0z 03 0.4 05

X [m]

Figura 57 - Posi¢des deformadas para o mecanismo ao longo do tempo: massa do bloco ndo desprezivel.

Nessa situagéo, de acordo com a Figura 57, as deflexdes na haste atingem valores bem mais

expressivos devido a consideragao das forgas inerciais do bloco, sobretudo para o segundo

ciclo como ja esperado.




6 SOLIDO TRIDIMENSIONAL — FORMULACAO
POSICIONAL

O presente capitulo trata da formulagao posicional para sélidos no espacgo tridimensional. Aqui
se descrevem as equacgbes basicas da formulagdo estatica e dindmica, finalizando com

exemplos numéricos de forma a validar as solugdes propostas.

6.1 Mapeamento da geometria

Para o elemento finito tridimensional, 0 mapeamento da geometria é feito de forma analoga ao
do poértico bidimensional, porém ao espago adimensional se adiciona mais uma coordenada. Na

Figura 58 é mostrado o mapeamento esquematico.
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TIT
A

Figura 58 — Mapeamento de geometria para o sélido tridimensional.
O gradiente de mudanca de configuragao de B, para B é dado por:

dx.
An 9% 6.1
ik dXi ( )

E os gradientes auxiliares, A' e A", sdo respectivamente:

0

AL =90 (6.2)
e,

; =j—zi (63)
k

Esses dois ultimos gradientes sdo em verdade ficticios, pois sdo referenciados com o espago

adimensional. Porém, através da obtencg&o deles, chega-se ao gradiente A", fazendo-se:
| _% déj _ dx

m =Ko Al(ALY) 6.4
ik déj ng dxg 1k( 1k) ( )
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6.2 Medida de deformacgéo

Dessa forma, os alongamentos s&o dados, para as diregdes globais x,, x,e X,:

1/2
dy = [e(Tk) (™) Ame(k)} (6.5)

onde e, e, e e, sdo os vetores unitarios nas diregbes de x,, x,e x, respectivamente. Sendo

assim, escreve-se a deformacao de engenharia na forma:
T m\T 12
g =M, —1 =[e(k) (A™) A e(k)} -1 (6.6)

Com relagao as distorgdes, da Eq.(3.73), escreve-se:

ej%(AIII )T Amej)

A

)

Y
Vi =0 — =acos (6.7)

Portanto, com as Eqs.(6.6) e (6.7), determinam-se as componentes das medidas de
deformacao de engenharia. Também no presente trabalho, utiliza-se para o problema de sélidos

a medida de deformagéao de Green, sendo o tensor dado por:

1 T
E :E[(Am) Al _IJ

(6.8)

Na forma indicial,

_ 1 I A 1I
Eij _E[AikAkj _Sij} (6.9)
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6.3 Energia potencial total

Procedendo-se com a multiplicagao tensorial da Eq. (3.195), a energia especifica para o caso
elastico tridimensional também se escreva na forma:

u, (&)= Lercs =M(812 +e,’ +832)+K(8182 +8,8; +6,6, )+

2 2 (6.10)

+%[(2812 )2 +(28;, )2 +(265 )2}

sendo ¢ a medida de deformacgado adotada, que no presente trabalho pode ser a de engenharia

ou de Green.

A energia potencial elastica para todo o corpo € a integral da energia especifica ao longo do

volume do mesmo, ou seja:

U, = [u.(g)aV, =Vj{w(

Vo

g’ +e,’ +832)+K(8182 +8.8 +6,E, )+
6.11)

+%[(2812 ) +(26,) +(26) ]} o

Substituindo a Eq.(6.11) na Eq.(4.7), que é a do funcional de energia potencial total do sistema,

fica-se com:

2 2 2
g’ +g&,’ +¢, )+K(8182+8]83+8283)+

ey

-
Vo

+%[(2ng ) +(28,) + (26, )2}}dVO + I Do %dvo -FX, +K,
Vo

(6.12)

A Eq.(6.12) representa o funcional de energia potencial total para o sdlido. A estratégia de
minimizacdo desse funcional, bem como os equacionamentos para o problema estatico e

dindmico serdo descritos nos itens a seguir.
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6.4 Equacionamento estatico

Para o equacionamento estatico, a forgas inerciais sdo negligenciadas, portanto, a Eq.(6.12),

toma a seguinte forma simplificada:

g’ +¢,’ +832)+K(8182 +88, +8,8 )+

ey

- |
Vo

G
+E|:(2812)2 +(26,) +(2e5 )2}}dvo ~FX,

(6.13)

A discretizagdo do problema ¢é feita dividindo-se o sélido em elementos finitos, no caso deste
trabalho tetraédricos de 20 nds, conforme a Figura 59. Sendo assim, as posi¢des ao longo do

elemento podem ser aproximadas na forma:
X, (§,8,,&) =P X (6.14)

sendo X, as posigdes nodais e (I)j as 20 fungbes de forma, que sdo mostradas a seguir:

D, =%(3§4 ~1)(3, -2)¢, (6.15)
®, = %(3@1 “1)(3¢,-2)¢, (6.16)
o, :%(3@2 ~1)(38, - 2)¢, (6.17)
D, = %(3@3 ~1)(38, -2)¢, (6.18)
@, =%(3§4 —1)EE, (6.19)

D, = %(3@ 1)g8, (6.20)
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@, =(3, ~1)Eg,
@, =2 (3 ~1)5E,
@, =236 - 1)5:E,
@, =2 (3% -1)EL,
@, =2 (35 - 1)L
@ =2 (3 -1,
@ =2(3 -1k,
@y =2(3% -1)Ek,
@, =2 (3, -1)&E,

9
D= 5(3% _1) &.&;

®,, =278,
@, =278,E,
@,y =27E8,8;

®,, =27E,8,8,

onde &, é linearmente dependente das trés primeiras coordenadas adimensionais, ou seja:

(6.21)

(6.22)

(6.23)

(6.24)

(6.25)

(6.26)

(6.27)

(6.28)

(6.29)

(6.30)

(6.31)

(6.32)

(6.33)

(6.34)

107
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EJ4 :1_(§1+‘22+§3) (6.35)

Cabe salientar que essas fungdes de forma, bem como a ordem de numeragcdo dos noés do

elemento tetraédrico segue a numeragao encontrada em SORIANO(2003).

11 2 16

Figura 59 — Elemento finito tetraédrico de 20 nos

Sabendo que as varidveis ao longo do elemento finito sdo aproximadas segundo a Eq.(6.14),
faz-se a substituicgdo dessa equagdo nas equagdes relativas aos gradientes auxiliares de
mudanca de configuracéo, isto é, Eq.(6.2) e Eq.(6.3), entao:

o(@,'X;) _o(®y)

Al = - D¢ 6.36
oo & o)

@ X! (6.37)

Com os gradientes auxiliares determinados, usa-se a Eq.(6.4) para determinar o gradiente

mudanca de configuracdo A" e consequentemente as componentes de deformacao.

Aplicando-se o teorema da minima energia potencial em relagdo a uma posi¢cdo nodal genérica
X, na Eq.(6.13), obtém-se:
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i

J‘i{ K+20G) (glz +g,’ +832)+K(8182 +E8,+6,8 )+
i, 0X (6.38)

G 2 2 2
+5[(2812) + (26, ) +(26) }}dvo—lri =0
Lembrando que as integrais da Eq.(6.38) sdo determinadas numericamente utilizando pontos de

Hammer no codigo computacional.

Resta agora solucionar a Eq.(6.38) através do método iterativo de Newton-Raphson, ja descrito

no item 4.2 do capitulo 4.

6.5 Equacionamento dinamico

Para o problema que envolve forgas inerciais, o funcional de energia potencial total € o dado

pela Eq. (6.12), reescrita a seguir:

1= j {@(812 +g,’ +832)+K(8182 +8,8; +E,8 )+
(6.12)
+9[(26,)" + (26 + (25 ﬂ}avo <o Bav, -rx 4k,
Vﬂ

Para a parcela de energia elastica, o equacionamento € idéntico ao dado ao problema estatico.
Resta agora a determinagédo da equagédo do movimento que envolve, além da energia elastica,

parcelas inerciais representadas pela matriz de massa e de amortecimento.

Levando-se em conta, por exemplo, o elemento finito dado pela Figura 59, os parémetros
nodais de velocidade e aceleragdo podem ser aproximados ao longo do elemento de forma

analoga as posigdes nodais, ou seja:
& (8,,8,,8,)=0X (6.39)

&(2,,8,.8)=0% (6.40)
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Substituindo-se as expressdes de aproximagado de variaveis, isto é, Eq.(6.14), Eq.(6.39) e
Eq.(6.40), obtém-se o funcional de energia potencial total em fungédo dos parametros nodais, tal

que IT— f(X). Portanto, como ja mostrado no capitulo 4, aplicando-se o teorema da minima

energia potencial na Eq.(6.12), obtém-se a equacdo do movimento dada pela Eq.(4.13),

restando agora proceder com método de solugéo descrito no item 4.3 do capitulo 4.

No proximo item, exemplos numéricos envolvendo soélidos sdo mostrados de forma a validar a

formulacao proposta.

6.6 Exemplos empregando sdlido tridimensional

Aqui sdo mostrados alguns exemplos com a formulagao tridimensional posicional, empregando-
se elementos tetraédricos soélidos com aproximagado cubica de variaveis. As malhas para os
exemplos a seguir sao feitas com a utilizagdo do pré-processador do programa comercial de
elementos finitos ANSYS® e depois adaptadas através da adicdo de nds nos elementos, para
que se represente a aproximacgao cubica de variaveis aqui proposta. Para a visualizagao dos
resultados, no tocante ao mapa de tensbes e posigcdes deformadas, usa-se o software
desenvolvido em PACCOLA & CODA (2005).

6.6.1 Exemplos estaticos

6.6.1.1 Flexdo simples de viga engastada

O mesmo exemplo dado no item 0 para pérticos planos e representado esquematicamente pela
Figura 18 é aqui analisado com a formulagao de sélidos. A malha utilizada, mostrada na Figura
60, é composta por 49 elementos finitos, totalizando 319 nés ou 957 graus de liberdade. Os
resultados numéricos sdo comparados com os analiticos dados por MATTIASSON (1981) e
FUJII (1983).
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Figura 60 — Malha de elementos tetraédricos adotada para viga em flexao simples.

Os graficos dos resultados para o deslocamento da extremidade livre U e U, de acordo com

convencgao adotada na Figura 18, sdo mostrados na Figura 61 e Figura 62 respectivamente.

0.6

—=a— Solugdo Numérica
Solugdo Analitica

0.5
04
Ux;'L 0.3 ~
0.2 4

0.1

00 T T T T T T L T L 1
0 2 4 6 8 10

Parametro de Forca PL’/El

Figura 61 — Forga parametrizada versus deslocamento longitudinal U /L .
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0.8 -
0.6 -
U,”- —=— Solucdo Numérica
0.4 Solugao Analitica
0.2 1
00 ¥ T 3 T ¥ T T T ¥ 1
0 2 4 6 8 10

Parametro de Forga PL/EI

Figura 62 - Forga vs deslocamento transversal Uy/L .

Os resultados obtidos mostram total concordancia com a resposta analitica. Para efeito de
visualizagao da ordem de grandeza dos deslocamentos, na Figura 63 se mostra, sem escala, a

deformada final da viga em comparagao com sua configuragao inicial.

u Y
0.00000
-0.87783
-1 75525
| -2.63289
“ ~351052
-4.38815
-5 26573

~B.14341
! 702104

Figura 63 — Viga deformada e configuragéao inicial (sem escala).
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6.6.1.2 Flexdo de simples de viga fina

Outro exemplo importante para mostrar o desempenho da formulagdo em relagdo a grandes
flexdes é o de uma viga fina dado em REESE et al (1999). A viga, engastada numa extremidade
e livre na outra conforme Figura 64, é sujeita a forga transversal aplicada no seu extremo livre.

Suas dimensdes sdo L =10,0mm, h=b=0,Imm . A medida de deformacgao é a de Green e o
material Neo-Hookeano (ver Eqs.(3.200), (3.201) e (3.202)) s&o considerados para este
exemplo, sendo entdo E=1,68x10*N/mm* e v=0,4. A forca aplicada ¢ de F=0,001N

uniformemente distribuida ao longo da face do extremo livre.

SECAO TRANSVERSAL
F
T j

: 5

Figura 64 — Viga fina em flex&o.

Duas discretizacbes sao tomadas para a analise desse exemplo. A primeira € composta por 56
elementos finitos e 357 nds (1071 graus de liberdade). A segunda por 95 elementos finitos e
642 nos (1926 graus de liberdade). Os resultados para deslocamento transversal maximo “U,*

sdo mostrados na Tabela 3. Em REESE et al (1999) se faz um estudo de convergéncia “p” para

elementos quadraticos.

Tabela 3 — Resultados para deslocamento na extremidade livre.

Referéncia U, (mm)
FEESE et af (1933) 740
Presente trahalho (56 elem.) 707
Fresente trahalho (95 elem ) 7 a8
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Como se observa na Tabela 3, o resposta obtida com a formulagdo posicional apresentou
maiores deslocamentos do que a referéncia. Na Figura 65, mostra-se sem escala, os

deslocamentos verticais da viga devido a forga aplicada.

Uy

T 2569
. B B7265

571942

476613
B 381294
285971

180647

. 095324
0.00000

Figura 65 — Deslocamentos verticais em escala de forga para viga fina.

6.6.1.3 Elastica de Euler

Neste exemplo, analisa-se novamente, com o programa nao linear 3D a elastica de Euler do
exemplo 0 representado na Figura 29. A discretizagdo do problema em elementos tetraédricos

cubicos é mostrada na Figura 66.
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Figura 66 — Malha empregada para viga 3D.

Os resultados para o deslocamento lateral sdo mostrados no grafico da Figura 67 e sao
comparados com resultados obtidos com o programa de portico com cinematica de Reissner.

Para este exemplo, foram utilizados 60 elementos tetraédricos com 20 nés cada.

40000
1 —e— FEM 3D
35000 —x— Reissner Kinematics
| .a —— Pcr - First Mode
30000 ;
25000 -
P (kNhoooo -
15000 -
10000
5000 -
0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8
Lateral displacement (m)

Figura 67 — Deslocamento lateral versus carga aplicada.

A resposta empregando formulagcao de sélidos se mostra como ja esperado, um pouco mais

flexivel por conta da auséncia de hipéteses cinematicas simplificadoras.

Na Figura 68, mostra-se a situacdo deformada para alguns niveis de carga em duas

perspectivas.
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' =T | ==

Figura 68 — Situagdo deformada para alguns passos de carga - perspectivas 3D.

6.6.1.4 Flambagem lateral de viga engastada

Neste exemplo, faz-se a analise de flambagem lateral de uma viga engastada com carga
concentrada na extremidade livre, conforme Figura 69. Os dados s&o L=100 cm, h=10,0 cm,
b=1,00 cm, E=100000 N/cm?, com coeficiente de poisson nulo. Para este problema existe

resposta analitica para carga critica dada por TIMOSHENKO & GERE (1961), ou se€ja:

EIGJ

P, =4.013——; (6.41)

onde I=bh’/12e J=hb’/3.

Secao Reta

|

h

|

L b

Figura 69 — Viga em balango com carga na extremidade.
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Substituindo-se os dados do problema na Eq.(6.41), chega-se a P,= 47,3 N. Na Figura 70 é
mostrado o grafico for¢a versus deslocamento na extremidade livre da viga nas diregbes x e y.
Para este exemplo foram utilizados 74 elementos finitos tetraédricos cubicos (543 nés) e um

defeito inicial na extremidade livre de ¢ =0.16rad em angulo de tor¢éo é adotado.

108 —

L3-S

Forca

deslocamento

Figura 70 — Grafico de Forga versus deslocamento da extremidade livre da viga engastada.

E relativamente facil observar no grafico da Figura 70 que préximo ao valor da carga critica,
como ja esperado, ha instabilidade, acontecendo assim grandes deslocamentos laterais
(anormais) na extremidade livre da viga.

Para efeito de melhor visualizagdo da perda de estabilidade, na Figura 71, mostra-se a

deformada poés-flambagem da viga analisada.
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Figura 71 — Deformada pds-flambagem lateral da vida analisada (sem escala).

6.6.1.5 Placa em formato de anel

Este exemplo é apresentado com a finalidade de testar a formulagao aqui proposta em relacéo
ao travamento que ocorre em estruturas de pequena espessura. A placa é engastada numa
extremidade e livre na outra, sendo o carregamento aplicado na extremidade livre. Os
resultados sdo comparados com PETCHSASITHON & GOSLING (2005).

Na Figura 72, mostram-se os dados do problema, bem como a malha utilizada em
PETCHSASITHON & GOSLING (2005) para obtengédo dos resultados. Em seguida, vista de
cima, a malha composta por 420 elementos tetraédricos (2803 nds) é mostrada na Figura 73.
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R=10,r=6 t=003
E=2"1E11,v=00
q= 100, p =fg, f=Load factor

Figura 72 — Geometria, propriedades mecanicas e carregamento na placa.

Figura 73 — Discretizagédo da placa em elementos tetraédricos.

A configuracgéao final (deformada) sem escala é mostrada na Figura 74.

119
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Figura 74 — Deformada final da placa em formato de anel (sem escala).

Sao destacados trés pontos para medigdo de deslocamentos (A, B e C), destacados na Figura
72. Sendo assim, na Figura 75 sao mostrados os graficos referentes aos deslocamentos para

esses pontos.

20 Presente trabalho
18] —=—Fonton
—+—Porto B
16+ —a—Fonrto C
Referéncia
1.4+ ——Parto &
—a4—Ponto B

Deslocamento Vertical
1

T
0 20 40 &0 80
fator de carga

Figura 75 — Grafico de deslocamentos versus forga aplicada

A partir do grafico na Figura 75, conclui-se que, para este exemplo ndo ha travamento, sendo
até mais flexivel do que a referéncia de comparagao (PETCHSASITHON & GOSLING, 2005).
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6.6.1.6 Cilindro transversalmente comprimido com diafragmas rigidos

Um exemplo mais complexo envolvendo estruturas com de espessura fina € aqui apresentado.
Um cilindro com diafragmas rigidos € submetido as forgcas concentradas de compressao

aplicada transversalmente ao seu eixo, de acordo com a Figura 76.

DADOS:
Rigido P Rigido 5;1020
L L/2 ’|: L/2 J} S i
I A E=3x10%
. . .
X
X3 3 ‘

Figura 76 — Cilindro com diafragmas rigidos submetido a forga concentrada de compresséo.

Devido a simetria do problema, apenas um quarto do cilindro € discretizado, sendo considerada

duas malhas distintas quando ao numero de graus de liberdade, de acordo com a Figura 77.

Figura 77 — Discretizacao de um quarto do cilindro com 7092 e 18893 graus de liberdade.
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O grafico de resultados de deslocamento para os nés A e B (ver Figura 76) € mostrado na
Figura 78. Para efeito comparativo, a referéncia bibliogréfica deste exemplo é dada em
SANSOUR & KOLLMANN (2000).

19000 o FPresente Trabalho:
—a— N A (7092 DOF)

{ ——Neé B (7072 DOF)
—e—Noé A (19893 DOF)
10000 4 —=— N& B (19893 DOF)
Referéncia:

q s Né A

8000 4 Ne B

G000

Forca

4000

2000

=20 -10 0 10 20 30 40 50 B0 70 80 30

Deslocamento

Figura 78 — Deslocamentos para os nos A e B.

Ademais, configuragdes deformadas intermediarias e final sdo mostradas em escala de cinza

para deslocamento vertical na Figura 79.

Figura 79 — Deformadas do quarto de cilindro para cargas intermediarias e final (sem escala).

Deste exemplo, conclui-se que para aumentar a flexibilidade na fase final do carregamento,
melhor otimizagdo da malha deve ser aplicada atavés mais refinamento nas regides onde

ocorrem maiores curvaturas nos niveis de carga mais elevados.
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Os exemplos a seguir levam em conta forgas inerciais (caso dinamico).

6.6.2 Exemplos dindmicos

6.6.2.1 Barra engastava submetida a carga subita de tracao

Neste exemplo, analisa-se uma barra submetida a carga de tracdo aplicada repentinamente,
conforme Figura 80. O grafico esquematico da for¢ca aplicada versus tempo é mostrado na
Figura 81.

SECAO TRANSVERSAL

h

/14714
"y

P “\|
! L ‘ K53

Figura 80 — Barra com carregamento axial na extremidade livre.

F E=1
A\ L=10
h=1
1 b=1 (espessura)
p=1
c,=0
At =1
> .0 v =0 (coeficiente de Poisson)

Figura 81 — Grafico da aplicacédo da for¢a e dados do problema.
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Na Figura 82, mostra-se a resposta de deslocamento “u,” da extremidade livre versus tempo
para duas discretizagdes distintas, sendo a primeira composta por 463 nés e a segunda 3329

nos. Ademais, a reposta analitica serve de base para comparacao dos resultados.

20 -
— Analitica
—a— 463 nos
15 - —&— 3329 nos
>
i 10 4
a4
U T | T | T | T | 1
] 20 40 g0 80
Tempo

Figura 82 — Deslocamento vertical horizontal da extremidade livre versus tempo.

Para obtengéo das respostas dadas pela Figura 82, foram utilizados parametros de Newmark
B=0,25 e y=0,5. Observa-se que, apesar do ja esperado amortecimento numérico, com o

refinamento da malha, o pico de deslocamento de aproxima da resposta analitica, ou seja, ux =
20.

6.6.2.2 Viga engastada com e sem amortecimento

Neste exemplo, uma viga é submetida a carga subita de flexdo, conforme Figura 83, de forma
que apresente apenas pequenos deslocamentos. E analisada para as duas situagbes: sem
amortecimento e com amortecimento. A analise aqui apresentada tem como finalidade

demonstrar o funcionamento do modelo de amortecimento. Exemplo similar € encontrado em
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GRECO (2004) e MARQUES (2006). O Modelo de aplicagao da carga e os dados do problema
sao mostrados na Figura 84.

F(1)
SEQ‘AO TRANSVERSAL
Q A 2
\ G
\ “.\ e
u, <>
| - |
Figura 83 — Viga com carga subita de flexao.
E=2.1 10" N/m” FIND A
1-5.3333 10'm* "
A=0.04 m*
L=1.20 m
3 o 3 —
p=7.8510"N s*/m* o
B =200 gt

Figura 84 — Dados do problema e grafico de carga aplicada.

A malha de elemento finitos € composta por 77 elementos finitos tetraédricos, totalizando 525

nés e intervalo de tempo At =0,0001 .
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U, [m]

Solugdo estatica linear
—a— Solucdo Mumerica sem amaortecimento
—— Solugdo Numerica com amaortecimento

0.060 —

0.055 +
0.0s0 —_
0.045 —_
0.040 —_

0.035 4 4

0.030 +

1Y
0.025 - : Y -
0020 - l,

0.015 4

0.010
0.005

0.000 : | ; — R | . ! .
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

t[s]

Figura 85 — grafico do deslocamento da extremidade livre versus tempo.

Como ja esperado, a resposta para o deslocamento final, apés ndo haver mais vibragoes, &

levemente mais flexivel do que a resposta analitica, pois esta é calculada levando-se em conta

a teoria de vigas em regime linear sem considerar o efeito do cisalhamento.

6.6.2.3 Impacto unidirecional entre barra e anteparo rigido

Analisa-se agora o impacto de uma barra em um anteparo rigido dado em ARMERO &
PETOCZ (1998) e também reproduzido por MARQUES (2006). Na Figura 86, € mostrado o

esquema de impacto barra-anteparo, bem como a velocidade de aproximagcdo da barra. Os

dados do problema sdo adimensionais, ou seja, E=1, v=0, L=1, h=1, b=1 (espessura),
p=1,c=0e06=0,05.
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: fo) : x
SECAO TRANSVERSAL X=0.5
_ '
[\
h
| I '

b \

N\

N

Figura 86 — Esquema de anteparo rigido e dados do problema

Para este problema empregou-se malha de elementos finitos com 199 nés e 30 elementos
tetraédricos, intervalo de tempo At=0,05 e pardmetros de Newmark y=1,5 e f=10. O
grafico da velocidade da face onde ocorre o impacto € mostrado na Figura 87, sendo, portanto,
feita a comparagdo com a solugao analitica considerando o corpo rigido. Vale ressaltar que a
resposta analitica da velocidade de reflexdo € dada como sendo a média para o corpo como um
todo e nédo para a superficie de contato apenas (MARQUES, 2006).

0.6 -
. —— Resp. Analitica

0.5 4 —=s— Resp. Numérica

0.4+
0.3 o
0.2+

0.1+

0.0+

Velocidade

-0 ]
-0.2—-
-0.3—-
-0.4—-

-0.5 o

0.6 . , . , ; . : , : : : .
0.0 0.5 1.0 1.5 20 25 30

tempo

Figura 87 — Gréfico de velocidade para superficie de impacto.
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E oportuno também mostrar a forca de contado da superficie durante o impacto. Na Figura 88 é
mostrada a resposta numérica versus tempo em comparagado com a resposta classica, neste

caso analitica.

i Resp. Analitica
’ T —u— Resp. Numérica frg
-
0.1 o /
2
o 1 [ ]
=
£ /
0.2
Q /'
@
=] 1 [
L]
fg« 0.3 4 _1’/
w ] /
] [ ]
/5
-0.4 -
n
e
4 /I
|
| ]
n
-0.5 —..-l-l.'..ﬁ"..“l.l-l-l-l-l-lm..—
T T T T T T T T T T T 1
00 02 04 06 08 1.0 12 14 16 1.8 20 22 24
tempo

Figura 88 — Forca de contato da superficie de impacto versus tempo.

6.6.2.4 Impacto bidirecional de anel em anteparo rigido

Neste exemplo, também encontrado em WRIGGERS et al (1990), GRECO (2004) e MARQUES
(2006), uma estrutura em formato de anel é submetida a um impacto bidirecional em anteparo

rigido sem atrito, conforme Figura 89. Os dados do problema sdo mostrados também na Figura
89.
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“1
|
|

£=100,0

D, =20

D, =18
b=1 (espessura)

& p =001

LILIL S LS S ¢, =0s"

v =0 (coeficiente de Poisson)

Figura 89 — Anel e anteparo rigido.

ext

Com malha de elemento finitos composta por 156 elementos tetraédricos,1200 nés e intervalo
de tempo At=0,01, os resultados para algumas posi¢cdes deformadas sdo mostrados na

Figura 90.

U
2321788
2049167
17 7BSE7
1503966
1231365
H9.58785
G.BE184

. 4 13584
140883

Figura 90 — configuragdes deformadas do anel que sofre impacto

Investiga-se também o angulo de reflexao da estrutura anelar, medido de acordo com a Figura
91.
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Figura 91 — Angulo de aproximagao e reflexao da estrutura anelar.

Na Tabela 4 sdo mostrados, em graus, os angulos de reflexdo o, obtidos neste exemplo e em

outras referéncias.

Tabela 4 — Angulos de reflex&o para impacto sem atrito.

Referéncia Ly CLf

WRIGGERS ef af (18590) 45° 50°
GRECO (2004) 45° 40,83°
Presente trabalho 45" 50,19°

Ambas as referéncias de comparacao obtiveram os resultados com formulagdo do MEF para

portico plano.



7 FORMULACAO DE CASCA E APLICACOES

Nao é objetivo do presente trabalho desenvolver formulagbes de elementos finitos com
cinematica de elemento de casca, por isso os exemplos de estruturas relavitamente finas ao
longo de sua espessura s&o tratados no capitulo anterior, utilizando-se a formulacéo de solidos
(ver exemplos 0, 0 e 0). Porém, para estruturas tridimensionais extremamente finas, tais como
velas solares, como ja apresentado no exemplo 0 do capitulo 5 para o caso bidimensional, a
formulagdo de casca € mais apropriada. Diante dessa necessidade, em CODA & PACCOLA
(2007) foi desenvolvida a formulacdo posicional com aproximagado cubica de variaveis,
apresentando bons resultados em exemplos classicos quando em comparagao com a literatura

especializada.

A necessidade de empregar o coédigo computacional de casca surgiu durante o estagio de
doutorado no exterior, na Universidade de Cambridge, onde o autor analisou alguns exemplos
de estruturas finas sujeitas ao fendbmeno de enrugamento quando sujeitas aos esforgos de

tragao e cisalhamento.

Neste capitulo, apresenta-se a cinematica da formulagéo posicional de casca desenvolvida por
CODA & PACCOLA (2007), bem como alguns exemplos numéricos e experimentais resultantes

do estagio de doutorado na Universidade de Cambridge.
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7.1 Fendmeno de enrugamento

Atualmente, em estruturas espaciais tais como velas solares, coletores solares, escudos solares
etc, permite-se que nao seja necessaria uma superficie totalmente plana (WONG &
PELLEGRINO, 2006a), admitindo-se portanto que as membranas dessas estruturas
trabalharem de forma levemente enrugada. Em JENKINS (2001) foi demonstrado que
estruturas enrugadas sao eficientes, de custo mais baixo e muito mais simples de lidar do que
as totalmente lisas. Sendo assim, parte das pesquisas de estruturas de membrana enrugadas é
feita de forma a quantificar o formato, nimero, comprimento de onda e amplitude dessas rugas
quando sujeitas a esforcos de tracdo e cisalhamento, como estudado em CERDA &
MAHADEVAN (2003), CERDA et al (2002), WONG & PELLGRINO (2002) e EPSTEIN (2003).

Também em WONG & PELLEGRINO (2006a), WONG & PELLEGRINO (2006b) e WONG &
PELLEGRINO (2006c) sado apresentadas analises experimentais, numéricas e analiticas
respecitvamente do problema de enrugamento para estruturas tracionadas e sob efeito de
cisalhamento. Baseado nesses trabalhos e das necessidades da colaboragao entre o SET e o
CUED (Cambridge University Engineering Departament), o autor desenvolveu analises
numeéricas e experimentais como apresentados nos itens referentes aos exemplos numéricos

deste capitulo.

7.2 Cinematica da formulacéo posicional de casca

A Figura 92 mostra a configuragdo de referéncia (By), a configuragdo atual (B;) e 0 espacgo
adimensional auxiliar que atua como uma ponte entre B, e B;. E importante ressaltar que a
configuragao de referéncia adotada ¢é a inicial, ou seja, a configuracdo nao deformada, portanto
sendo esse tipo de descricdao do problema denominada de Lagrangiana Total. Também na

Figura 92 A; é um Gradiente mudancga de configuragéao auxiliar da posi¢ao adimensional para a
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de referéncia. A; depende das posi¢cdes nodais iniciais e da cinematica adotada. A, tem sentido

idéntico a A, porém depende da posig¢ao atual dos nos (B).

T

Ly

Figura 92 - Mapeamento do elemento de casca com 10 nés.

De acordo com a Figura 92 novamente, Az pode ser calculado, isto &, o gradiente mudanca de

configuragédo de B, para B; como se segue:
A, =AA] (7.1)

Considere-se o vetor unitario v normal a superficie média do elemento na configuragéo de
referéncia mostrado na Figura 93 . A origem do versor € o ponto “p,,” ao qual € um ponto

genérico ao longo da superficie média como mostrado na Figura 93.
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Figura 93 - Vetor normal unitario perpendicular a superficie media do elemento de casca.

Outro ponto genérico “p” ao longo da dire¢do de v pode ser representado na Figura 94.

Figura 94 - Ponto genérico ao longo da espessura do elemento de casca.

[l

De acordo com a Figura 94, a equacao do ponto “p” pode ser escrita na forma:

t
p=pm+5§v (7.2)
ou em coordenadas cartesianas:

xX=x, +%é’vx (7.3)

t
Y=Y, +5§Vy (7.4)
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2=z, 420V, (75)
sendo:

p=(xy2) (7.6)
P = (%05 Vr 2,1 (7.7)
v=(v,.v,.v.) (7.8)

“l” é a coordenada adimensional ao longo da espessura “t’, e varia de -1 a 1, isto &,

@

—-1<{ >1. Dessa forma, é importante ressaltar que o ponto genérico “p” pode ser expresso

como sendo uma fungéo de coordenadas adimensionais, ou seja:

p(En.0)=p, (<. n)+§§v (7.9)

Portanto, os gradientes mudanca da configuracdo A; e A, mostrados na Figura 92 podem ser

escritos de forma genérica:

Aod A
A=A 4, A== = (7.10)

A4, 4| |0 01 o

oz o0z o7

o0& on o |

sendo o indice “i" representando o numero da transformagao.

Dividindo-se, portanto, um corpo em elementos finitos, neste caso, elementos triangulares de

casca com 10 nos, as variaveis x,,, v,, z,, v,, v, € v, podem ser aproximadas ao longo da

m’ x?

superficie média de um elemento genérico através de:

x, =®,X!
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