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NO TE SALVES
No te quedes inmévil
al borde del camino
no congeles el jubilo
no quieras con desgana
no te salves ahora
ni nunca.
No te salves
no te llenes de calma
no reserves del mundo
s6lo un rincon tranquilo
no dejes caer los parpados
pesados como juicios
no te quedes sin labios
no te duermas sin sueno
no te pienses sin sangre
no te juzgues sin tiempo.
Pero si pese a todo
no puedes evitarlo
y congelas el jubilo
y quieres con desgana
y te salvas ahora
y te llenas de calma
y reservas del mundo
s6lo un rincon tranquilo
y dejas caer los parpados
pesados como juicios
y te secas sin labios
y te duermes sin sueno
y te piensas sin sangre
y te juzgas sin tiempo
y te quedas inmévil
al borde del camino
y te salvas
entonces

no te quedes conmigo

1

M. Benedetti



Resumo

Neste trabalho apresentamos algumas aplicacoes do formalismo de Hamilton-
Jacobi para sistemas singulares no Plano Nulo. Mostramos primeiramente o estudo
deste formalismo de maneira geral, para depois restringi-lo no caso de sistemas de
primeira ordem, em que os exemplos classicos do campo real e do campo complexo
pertencem a esta classificacao quando estudadas no plano nulo. No caso do campo
Eletromagnético no plano nulo usamos o formalismo geral e mostramos como sao

construidos os parénteses generalizados.

Palavras Chaves: Hamilton-Jacobi, Plano Nulo, Cone de Luz, Sistemas Singu-

lares.

Areas do conhecimento: Teoria de Campos.
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Abstract

In this work, we study some applications of the Hamilton-Jacobi formalism for
singular systems on the null plane. First, we study the called completed picture
of this formalism in a general case, afterwards we restrict this study to the first
order formalism where some classical examples as the real and complex scalar fields
might be studied within this case when they are written in light-cone coordinates.
A more elaborated example is studied too, the free source Electromagnetic field in
light-cone coordinates, for all these fields we show how the generalized brackets are

constructed.

Key Words: Hamilton-Jacobi, Null Plane, Light-Cone, Constrained Systems.
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Capitulo 1

Introducao

Os sistemas fisicos sao frequentemente descritos por fungdes Lagrangeanas L(z, v, t),

a partir das quais se constroi a matriz Hessiana

O*L

Wi = guigw

A chamada Condigao Hessiana, que classifica os sistemas como regulares ou singu-
lares, isto é, se o determinante da Hessiana é diferente de zero, o sistema é chamado
de Regular. E usual encontrar na mecanica cldssica sistemas que possuem termos
quadraticos nas velocidades, portanto, estes sistemas serao regulares. No entanto,
existem modelos nos quais o determinante da Hessiana é nulo, sistemas deste tipo
sao chamados de singulares.

Por outro lado, encontramos sistemas nos quais o nimero de variaveis utilizadas
para seu estudo excede seu nimero de graus de liberdade. Temos por exemplo o
caso de uma particula livre relativistica, a qual é descrita por quatro coordenadas de
posicao, mas que sO possui trés graus de liberdade; esta diferenca estd relacionada
com a invarianca em relacao a parametrizacao de linha de mundo da particula.
Em Teoria de Campos os sistemas descritos possuem infinitos graus de liberdade,
correspondendo um numero finito em cada ponto do espago-tempo; assim, o campo
Eletromagnético possui dois graus de liberdade num ponto, mas é descrito pelas qua-
tro variaveis de um quadrivetor. Sistemas desta classe, onde existem mais variaveis
para descrever o sistema que graus de liberdade, sao chamados de Teorias de Gauge.
Bergmann e Anderson mostraram [1] que toda Teoria de Gauge é necessariamente
singular. Devido ao fato de que os modelos para representar as interagoes funda-
mentais na natureza sao Teorias de Gauge, o estudo de sistemas singulares é de vital
importancia para o estudo destas teorias.

Dirac foi o pioneiro no estudo de sistemas singulares [2-5] ao fazé-lo utilizando o
formalismo Hamiltoniano. Neste formalismo, a nao existéncia da inversa da trans-

formacao de Legendre, que esta relacionada com a matriz Hessiana do sistema,



implica que esta matriz ¢ singular e, portanto, a funcao Hamiltoniana nao pode
ser definida. Bergmann e colaboradores [6-7] complementaram as idéias de Dirac
para o formalismo Hamiltoniano no inicio do seu desemvolvimento. Desde entao
existe uma grande bibliografia referente ao estudo de sistemas singulares por este
método [8-10]. Pontos importantes deste formalismo sao a divisao dos vinculos (que
podem ser classificados de primeira ou segunda classe), a Condigao de Consisténcia
(a qual leva a considerar os vinculos como invariantes sobre a dindmica do sistema)
e a construcao do chamado Parénteses de Dirac (de importancia para o processo de
quantizagao via o Principio de Correspondéncia).

O formalismo Hamiltoniano para sistemas singulares tem sido aplicado em varias
teorias, como a QEDA4, a Relatividade Geral, Teoria de Cordas, etc, ainda assim, ex-
istem métodos alternativos para estudar os sistemas singulares, por exemplo, em [11]
se mostra uma forma detalhada do estudo via o formalismo Lagrangeano. Faddeev
e Jackiw [12] propuseram um formalismo para estudar sistemas de primeira ordem;
este formalismo mostrou uma vantagem algébrica com respeito ao formalismo de
Dirac; contudo com a desvantagem de nao permitir uma andlise das simetrias de
gauge do sistema fisico considerado. Uma extensao ao formalismo de Faddeev-
Jackiw é o formalismo Simplético [13-14], o qual permite uma anélise sobre o gauge
do sistema.

Utilizando o método das Lagrangeanas equivalentes, Carathéodory [15] mostrou
que, para sistemas regulares, o Principio de Acao Estacionaria leva, de maneira
direta, a equagao de Hamilton-Jacobi. Giiler [16-18] generalizou esse formalismo
para sistemas singulares. Neste caso, se o sistema a considerar possui k vinculos,
teremos entao k+1 equacoes diferenciais parciais de Hamilton-Jacobi. Uma diferenca
importante entre o formalismo de Dirac e do Hamilton-Jacobi é que neste ultimo
nao existe a divisao emtre primeira e segunda classe, por outro lado, a Condicao
de Integrabilidade do formalismo de Hamilton-Jacobi, que garante a integrabilidade
das k + 1 equacoes obtidas pelo formalismo, mostra-se equivalente as Condigoes
de Consisténcia de Dirac [19]. Existem diversos trabalhos que complementam o
formalismo de Hamilton-Jacobi [20-23], assim como diversos estudos para sistemas
mais complexos, por exemplo sistemas com Lagrangeanas de segunda ordem [24],
ordem superior [25], sistemas de Berezin [19] e outros [26-28].

O principal objetivo deste trabalho é mostrar como o formalismo de Hamilton-
Jacobi é aplicado em algums campos no Plano Nulo. A idéia por tras do Plano Nulo
se encontra em outro trabalho de Dirac, no qual ele mostra [29] que é possivel quan-
tizar uma teoria escolhendo trés tipos diferentes de superficies iniciais, a primeira e
mais usual é a superficie de tempos iguais 3 : 7 = 2° chamada forma instantanea, a

escolha desta superficie da a impressao de que se utiliza o tempo galileano na teoria



e, por isso, a forma nao covariante do formalismo Hamiltoniano. Escolhendo as
outras duas superficies estudadas por Dirac se formam as chamadas forma Pontual
e forma Frontal da teoria. Nesta tultima superficie, também chamada de Cone de
Luz, escolhemos as condicoes iniciais é X : 7 = ™ conhecida como Plano Nulo.

Iniciamos estudando as propriedades basicas do Plano Nulo e as coordenadas de
cone de luz, no capitulo dois. Aqui apresentamos algums esbocos da idéia de Dirac
sobre a escolha das superficies onde serao impostas as condigoes iniciais do problema,
além de, também, estudarmos como isto afeta a dinamica de uma particula livre
relativistica.

No capitulo trés, mostraremos algumas idéias basicas do formalismo Hamilto-
niano e dos sistemas singulares. Mostraremos também as bases do formalismo de
Hamilton-Jacobi para sistemas regulares para depois estudar este formalismo para
sistemas singulares. O chamado Quadro Completo é um estudo tanto do sistema
de equagoes de Hamilton-Jacobi obtidas no formalismo, quanto das Condicoes de
Integrabilidade dos vinculos.

No capitulo quatro, aplicaremos o formalismo de Hamilton-Jacobi em trés exem-
plos cléssicos: o campo escalar real, o campo escalar complexo e um campo vetorial
nao-massivo, o campo Eletromagnético no Plano Nulo. Tanto o campo escalar real
como o complexo caem no caso de sistemas de primeira ordem, quando escrevemos
suas lagrangeanas em coordenadas de cone de luz; o formalismo tratado no capitulo
trés mostra como construir os parénteses generalizados nestes casos e, a partir dai,
calculamos as equacoes de movimento. Para o caso do campo Eletromagnético, sua
Lagrangeana no cone de luz nao é um sistema de primeira ordem, ainda assim, sao
calculados os parénteses generalizados. Os detalhes de como calcular estes parénteses
para tais sistemas sao tratados no Apéndice B.

Nas consideracoes finais, discutiremos os resultados obtidos e algumas perspec-

tivas futuras.



Capitulo 2

O Plano Nulo

O processo de quantizacao canonica ¢é realizado no contexto do formalismo Hamil-
toniano, em que é possivel fazer uma correlagao entre os parénteses de Poisson
{«*,p;} = 0! e os comutadores dos operadores [X*, P;] = ihd;I. Considera-se um
requisito para uma teoria dinamica que as equacoes de movimento sejam expressas
em sua forma hamiltoniana.

Outro elemento, que é preciso agregar numa teoria, sao as condicoes relativisticas,
em que ¢é preciso que as leis da Fisica sejam invariantes sob transformacoes de
Poincaré.

O problema ao tentar unir essas duas teorias estda na aparente forma nao co-
variante do formalismo Hamiltoniano estudada por Dirac [29] que limitou as teorias
respeitando os dois requisitos indicados, e mostrando trés diferentes formas de es-
tudar a dinamica das teorias, chamadas forma Instantanea, forma Pontual e forma
Frontal; mais tarde [30] foram encontradas mais duas formas de dinamica, rela-

cionadas aos diferentes subgrupos do grupo de Poincaré.

2.1 Transformagoes de Poincaré e Variaveis dinamicas

Existem transformacoes A de coordenadas do espaco de Minkowski, isto é ¥ =

A* x| as quais deixam o intervalo ds? invariante:
ds? = g, dr"ds” = gupdz®dz’ = d5°, (2.1)

onde pu,v = 0,1,2,3, e a métrica g,, ¢ um tensor simétrico, com elementos na

diagonal (1,—1,—1,—1), e os outros elementos nulos, tais que
Guv = Gap\IAL. (2.2)

As transformagoes A, sao chamadas Transformacoes de Lorentz. O conjunto

destas transformagoes formam um grupo, o chamado grupo das transformacoes de



Lorentz ou simplesmente grupo de Lorentz. Da equagao (1.2) podemos deduzir

(A = 1+ AbAG,
AAY = AFAg,
AN+ A A = 6]

)

Estas propriedades podem ser representadas em termos de um escalar £, um

vetor coluna V', e uma matriz M 3 x 3, assim

E VT
A=(V M ),

portanto, as propriedades mencionadas tém a forma

E? = 14V.-V,
SV = VM,
I = MM+V.V.

Como [det(A)]* = 1, podemos dividir o grupo de Lorentz em dois subconjuntos:
o primeiro no qual det(A) = +1, chamado grupo restrito (ou préprio) de Lorentz e,
o segundo para o qual det(A) = —1.

Mas as transformacoes de Lorentz sao s6 um subconjunto de um grupo de trans-
formagoes maior: as transformagoes de Poincaré, ou transformacoes nao homogéneas

de Lorentz, sao descritas por
T=Ar+a=S8(Aa), (2.3)

onde a é independente do ponto do espaco de Minkowski. Assim, o grupo de Lorentz

que ¢é obtido escrevendo a = 0, é também chamado grupo homogéneo de Lorentz.
As transformacoes infinitesimais de Poincaré sao obtidas pela expansao a par-

tir da unidade da transformacao de Lorentz e, considerando a* = e* um nimero

infinitesimal,
' = ALa” 4+ o' = (08 + wh)a” + €,
portanto:
ot =a¥ +wha’ + e =t + £(x), (2.4)

onde & () = wha¥ + €t



A invariancia do intervalo impoe condigoes nas £#(x),
- oz 9z’
I = 9B g g

0%, 0%,
G = G+ (50 + 50,

obtemos a chamada equacao de Killing

9, | 0%

—— 4+ ——=0 2.5

Ox” * OxH ’ (2:5)
ou, em termos das w

w4+ W = 0. (2.6)

Portanto, temos 16 quantidades w” para determinar, mas pelo fato de ser anti-
simétrico, sé precisaremos de 6 delas (que sao independentes). Além disso, também
temos 4 quantidades e* para determinar, portanto temos na teoria 10 parametros
constantes. Com estes parametros, podemos escrever os elementos do grupo de

Poincaré como
1
S(w,e) = exp(§wm,M‘“’ +€,P"), (2.7)

onde, M, e P,, sao elementos da Algebra de Poincaré que satisfazem as seguintes
regras de comutagao

[P*, P"] =0,
[MH PP] = Plg’P — PYgHe,
[MM MP) = g"° MM — gh* MY7 + gHP MYP — gV M.

2.2 A acgao do grupo de Poincaré sob os campos

Agora, estudaremos como o grupo de Poincaré afeta alguns campos. Para isto,
primeiro mostraremos os tipos de variagoes que podem ser realizados nos campos,
mediante alguma transformacgao em geral.

Seja F'(z) um campo atuando no espago de Minkowski, define-se a variagao na
forma da funcao AgF(x) = F(x) — F(x), e a variacao total AF(z) = F(z) — F(x),
onde em geral ¥ é uma funcao arbitraria de x. Estas variagoes estao relacionadas

como

AF(x) = F(z) — F(z) = F(Z) — F(z) + AgF ().



Mas em muitos casos s6 estamos interessados em transformacoes infinitesimais

de Poincaré, 7 = x + £(z) e, temos que
AF(z) = F(z +&(x)) — F(z) + AgF () = AgF(x) + ()0, F ().

Considerando o caso em que os campos também sdao bem comportados, isto é, as
variacoes infinitesimais no espago de Minkowski produzem variacgoes infinitesimais
nos campos, logo, é possivel mudar as A’s por §’s infinitesimais e a aproximacao no

campo ¢ agora uma igualdade
OF(x) = 0o F(x) + x"(2)0,F (x). (2.8)
Define-se o gerador da transformacao do campo F(x) como
1
doF(x) = (Ew‘“’MHV +€e'P,). (2.9)

Para o campo escalar, por exemplo temos que ¢(Z) = ¢(z), entdo a variacio

total é zero

50(x) = 8o () + E4(2)9,0(x) = 0,
entao
Bod() = —€"(2)Db(x) = —(wha” + ") ().
portanto
S0 () = ~wha"D,0(x) — '0,0(x). (2.10)

desta tltima equacao, e da equagao (2.9) obtemos que os geradores para o campo
escalar sao
P, = =0, (2.11)
M, = z,0,—x,0,, (2.12)
estos operadores sao os geradores de translagoes P, e de rotacoes M, .
Para um campo vetorial A* temos que, A*(X) = A*A¥(x) entao
Ar = (M 4w AY = AP 4wk AV,

1
A= @+ SISl A,

onde [Z(Ixﬂ]ﬁ = 6577&/ - 5/577011/-



2.3 Formas de Dinamica

0 2!, 2% 2) no espago de Minkowski possui uma norma

lz| = \/nuwarar, (2.13)

esta norma nao ¢ bem definida porque pode ser nao positiva. Portanto, qualquer

Todo vetor z = (z

vetor, devido a sua norma, pode se classificado em trés grupos

2% > 0, (2.14)
7? =0, (2.15)
2? <0, (2.16)

vetores do tipo (2.14) sd@o chamados de tipo tempo, os vetores que satisfazem (2.15)
sao chamados de vetores nulos, ou tipo luz e, quando um vetor satisfaz (2.16) é
chamado de tipo espago.

No caso de dois vetores z e y, tais que xy = 0, diz-se que esses vetores sao ortogo-
nais. Os pontos que formam o conjunto de vetores nulos formam uma hipersuperficie
chamada cone de luz. O conjunto de pontos que satisfazem x? = constante, for-
mam um hiperboldide. E facil observar que todos os vetores temporais permanecem
dentro do cone de luz e todos os vetores espaciais fora dele.

Consideremos agora dois pontos no espaco, A e B, no sentido da mecanica
classica, teriamos que, em qualquer evento que fosse simultaneo a A, pertenceria
a um hiperplano de tempo constante através de A, I' : 2° = constante. Esta hiper-
superficie I' divide todo o espacgo-tempo em trés partes: o ponto B pertence ao
futuro de A (eventos sobre I') ao passado de A (eventos sob I') e ao presente (B
pertence a I').

No ambito da mecanica relativistica, o plano I" ndo tem um significado universal,
ja que dois pontos que podem ser simultaneos num sistema inercial podem nao sé-los
em outro sistema inercial. Contudo, o cone de luz tem papel importante dividindo
o espaco de Minkoswki: Seja A e B dois pontos do espaco e X o vetor entre estes

dois pontos:

e Se X aponta para o futuro, e é do tipo tempo, entao A acontece antes de B e

é possivel viajar de A para B com uma velocidade menor que c.

e Se X aponta para o futuro, e é do tipo luz, entdo B pertence ao futuro de A,

para enviar um sinal a B é preciso de um féton.

e Se X for tipo espaco, nenhum sinal se pode enviar de A para B que possua

velocidade menor ou igual a c.



e Se X aponta para o passado, e é do tipo tempo, entao B ocorreu antes de A

e é possivel viajar de B para A com uma velocidade menor que c.

e Se X aponta para o passado, e é do tipo luz, entdao A pertence ao futuro de

B; para enviar um sinal a A é preciso um féton.

Estes sao requisitos de causalidade na relatividade. Portanto, na relatividade espe-
cial, hipersuperficies como I' nao trazem toda informacao desejada na teoria. Como
o objetivo principal é estudar novos tipos de hipersupeficies em que consideraremos
condicoes iniciais para problemas fisicos, estudaremos hipersuperficies ¥ no espaco
de Minkowski, sob a condicao de nao ter direcoes temporais dentro dela. Chamamos
grupo de estabilidade Gy, um subgrupo de Poincaré, que mapeia a superficie 3 sob

ela mesma. Entao, segue
reX gelGy—y=grel.

O subgrupo de geradores do grupo de Poincaré que geram os elementos de Gy, sao
chamados operadores cinematicos. Os outros geradores que mapeiam uma superficie
Y para ¥’ sao chamados operadores dinamicos.

No caso que X tenha a seguinte propriedade
se, x, yedx dgels/ y=gz,

entao, temos uma superficie chamada transitiva e é dito que todos os pontos de X
sao equivalentes.

Leutwyler e Stern [30] fizeram uma classificagdo dos subgrupos de Poincaré con-
siderando somente as superficies transitivas e mostrando que sé existem cinco pos-

sibilidades nao equivalentes:

Hipersuperficie Forma de Dinamica
20=0 Instantanea
2=a>>0, 2°>0 Pontual
'+ 2% =0 Frontal

(2°)? — (@) = (2*)’=a?’>0 2°>0
(292 — (#')? =a®> >0, 2°>0

Dirac, em seu artigo, Forms of Relativistic Dynamics [29], mostrou as trés
primeiras, chamando-as: forma Instantanea, forma Pontual e forma Frontal, re-
spectivamente.

Dada a hipersuperficie em que sao impostas as condic¢oes iniciais, agora é possivel

estudar a evolucao temporal do sistema, isto é, sua dinamica. Consideremos a



superficie com condic¢oes iniciais Yy : 7 = 79, 0 sistema vai evoluir para Y, : T =
71 > To. E possivel definir as quantidades £* = £%(z) sob ¥, onde £° representa a
variavel tempo 7, e as trés restantes £ parametrizam Y. Definimos também o vetor

normal a hipersuperficie N,, como

0E°
N, = i |
b
e o vetor unitario n*, como
m
o ox
g0’

que ¢ a nova quadrivelocidade e temos que levar em conta que n*N,, = 1. O intervalo,

pode ser reescrito como

5 Ox* oz¥ o
ds? = n,,da"ds” = T pea 63 d&P = hopd€de”, (2.17)
onde
ozt Ox”

o0 = ga pep
E possivel escrever
ds® = (n® + 2hyw’ + hw'w’)dr?® = h(r)d7?,

onde o tempo 7 ¢é definido como 7 = £°, hog = n?, h; = hy; e w' = d€'/dr sendo
considerada a nova quadrivelocidade, também h(7) = hazE*E°.
Estudamos como variam as equacoes dependendo da forma da dinamica, no caso

de uma particula livre relativistica, neste caso temos a Lagrangeana
L = —my/h(7), (2.18)

os momentos conjugados sao definidos como

re= b m e
o8 h(T)
Até aqui, aparentemente é possivel inverter todas as velocidades em funcgao dos
momentos
: h
£ = _£ hoB 5,
m

agora ¢ possivel calcular a Hamiltoniana

: h
H =7,“—L=—-7 \7:1— 3 +m\/__—\/_(haﬁﬂaﬂg—m2)=0, (2.19)
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temos entao, que a Hamiltoniana canonica é proporcional ao vinculo
® = h*r,ms —m? = p* —m? = 0. (2.20)

Portanto, obtemos um vinculo na teoria, nao pelas propriedades de inversao das
velocidades, mas pelo fato de se ter uma invariancia, na escala ou na escolha de 7.
Neste caso, inserimos um gauge fizing X : 7 = £, em que a evolucao do sistema é

dada por mg = H,, e pode ser resolvida a partir da equacao do vinculo
0 T s
b = ha’gﬂ'aﬂ'ﬁ —m? = N27Tg + 2h% o + hmm; — m? = 0.
Para o caso N? = 0, temos uma equacao de primeira ordem em 7y, com solucao
) & 0 s
) g

m* — hmm;

2]1171'@' ’
para o caso N2 > 0, temos como solucao
—2hiT; + \/him — N2(hiimm; — m?)

N2 ’

neste caso, temos o problema do sinal 4+, mas isto pode ser removido fazendo my > 0.

T =

o =

Podemos escolher £°(z) = 2° = ¢, entdo ¥ é ortogonal ao eixo temporal, N =

(1,0,0,0) = n, temos que

H,=my=N.p=p"=,/p?+m?, (2.21)

2 ={z" H} =—.
{ t} po

Consideremos, agora, a representagao {z*,p”} = n”, e os geradores

também temos que

prt=pt, MW =alp’ —a¥pt,
e os geradores da transformacao de Poincaré como 0G = 1/2w,, (/0" —z"0") —¢,0".
Usando como hipersuperficie ¥ : 7 = £%(x), e se P* ou M* sdo cinemdticos para
algum pu, v, entao, temos que

oY =0, (20 —2v0")EY =0,
ou, em termos do vetor normal N* =0, é 2# NV — 2" N* = 0.

Como foi dito anteriormente, é comum escolher ¥ : t = 2° = 0, como a varidvel

tempo. Agora, neste caso escrevemos
i
P - p )
P’ = H
MY = x'p) —alp,
M? = 299 — 2% = 2'p° = 2'H,.
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2.4 Coordenadas de Cone de Luz

Na secao anterior ja estudamos algumas propriedades do cone de luz; também
mostramos que o cone define uma divisao natural no espago de Minkowski. Agora
definiremos as coordenadas de cone de luz zt e 2= como duas combinacoes lineares
independentes de uma coordenada temporal e de uma coordenada espacial, digamos

23, assim

(2" + 2*), (2.22)

8
Il

r =

(2% — 2%). (2.23)

55l

As coordenadas zt e = sdo denominadas de cone de luz pelo fato de que elas

estao associadas as linhas de mundo dos raios de luz emitidas desde a origem de

3. Assim, para o raio de luz emitido ao longo do

3

coordenadas ao longo do eixo x

= ct = 2° e portanto = = 0, esta linha ¢, por
3

eixo positivo de 23, temos que x
definicao, o eixo z*. Por outro lado, para raios de luz emitidos ao longo do eixo x
negativo, temos ® = —ct = —2°, portanto = = 0, que define o eixo z~.
A superficie ¥ : 7 = £%(z) = 2T é conhecida como Plano Nulo, o vetor normal
é, em coordenadas cartesianas N = (1,0,0, —1), e tem norma nula N? = 0. O vetor
nt
ozt Oxt 1 1
b= —— = (7707077)7
a0 dxt /2 V2
E possivel pensar na coordenada z* como a coordenada temporal, e £~ como

uma coordenada espacial. Por intervalo, neste caso temos
ds? = dvdr™ + dz~dot — (do')? — (do?)? = hepdx®da”, (2.24)

onde h,p é a métrica induzida pelas coordenadas de cone de luz. Comparando os
termos, resulta que os unicos diferentes de zero sao, hy - = h_y =1 e hy; = hoy =

—1, podendo-se escrever em forma matricial como

0 0 0 1
0 -1 0 o0
hog = , 2.25
g 0 0 —10 (2.25)
1 0 0 0
onde a inversa desta matriz resulta
0 0 0 1
0 -1 0 o0
hob = (2.26)
0 0 -1 0
1 0 0 0
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Para representar tanto o intervalo, como qualquer outra operagao entre os ve-
tores, ¢é util ter uma convencao para os indices, neste caso, se um vetor tinha como

0 2! 2% 2?), agora, nas coordenadas de cone de luz, temos

coordenadas z# — (x
™ — (2%, 2!, 2%, 27), em que se podem transformar as coordenadas z* a 2 via

uma transformaco C¥, definida como

't =Cla”, (2.27)
onde
1 0 0 1
1 0 2 0 0
Ch=— V2 (2.28)
V210 0 v2 0
1 0 0 -1

E importante observar que esta transformacao C* nao é uma transformacao de
Lorentz.

Para qualquer quadrivector A*, define-se as suas componentes de cone de luz

A* = AY £+ A3), (2.29)

L(
V2
e definimos o vetor transversal como
A= (A", A?).
O produto escalar definido como A - B = 7, A*B", é

A-B=A"B +A BY" - A'B' - A’B*> = h,, A"B". (2.30)

Agora, a métrica também serve para subir e descer os indices, assim

A+ - A_,
A = AT

Para se ter uma idéia mais intuitiva sobre as coordenadas de cone de luz, pode-se
considerar o seguinte exemplo: Seja uma particula que se move ao longo do eixo 23
com velocidade v. Se, para t = 0, tem-se que 2° = 0, para um tempo posterior t

temos

2t = vt = fa®, B=",
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agora, nas coordenadas de cone de luz

vt = 5+ at) = 51+ ),
v = e =) = S5 (1- 9,
portanto
de= 1-05
115 w, (2.31)

onde a razao w pode ser identificada como a variacao da variavel espacial com relacao
a variavel temporal, nas coordenadas de cone de luz, isto é, a velocidade. Para um
feixe de luz (3 = 1) movendo-se a direita da origem, sua coordenada x~ é nula. Para
uma particula em repouso # = 0 na origem, temos que sua velocidade de cone de
luz é a unidade. Para (3 negativo (a particula se move a esquerda da origem) temos
que a velocidade w cresce e quando ela tende a  — —1, a velocidade de cone de luz
tende ao infinito.

Assim, como se pode decompor as componentes do quadrivetor de posicao, faze-
mos a decomposicao nas componentes de cone de luz de um quadrivetor momentum
p:

+ =

P (° +p%),

—_
~ S

- L0 .3
p \/é(p p’),
O interesse é saber se p™ é a coordenada relacionada com a energia. Lembrando que
purt = pox’ + pix’ = prat +p_a” + pa’,

nas coordenadas usuais, a coordenada py = E é a que acompanha a coordenada
temporal 2°, visto que nas coordenadas de cone de luz a coordenada p, é a que

acompanha a z, portanto, p, é a energia em coordenadas de cone de luz: E

p+ =p = Eq. (2.32)

Agora é possivel resolver o problema da particula livre, neste caso, temos que resolver

o vinculo 2p*p~ — (p1)? — (p?)?2 — m? = 0, e a Hamiltoniana é H,_,+

(2.33)



A dinamica esta dada por

L _ . P
i i 7
i = o He}= T (2.35)

Os geradores cinematicos, neste caso sao

Pl = p,

P+ — p+
M+7 = _:Eier?
M2 = I1p2 o ZL‘2p1,
MY = _gipt

num total de sete geradores dos quais, os geradores dinamicos sao

(P )+ (p*)* + m®
p+
M™ = a7p' —a'p,

P~ =

Y

foi possivel também eliminar a raiz quadrada da Hamiltoniana P~.
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Capitulo 3

O formalismo de Hamilton-Jacobi

Para o estudo de um sistema fisico é preciso uma quantidade chamada ac¢ao, definida
por uma funcao Lagrangeana, cujo estudo das propriedades dinamicas de um sis-
tema nessa abordagem é chamado de formalismo Lagrangeano. Partindo deste for-
malismo e mediante uma transformagao de Legendre, obtemos uma nova funcao
chamada Hamiltoniana, a qual vai depender das variaveis conjugadas de posicao e
de momento, e cujo estudo de um sistema via funcao Hamiltoniana é chamado de
Formalismo Hamiltoniano.

A nao existéncia da inversa da transformacao de Legendre, que esta relacionada
com a matriz Hessiana do sistema, implica que o sistema ¢é singular e, portanto,
a funcao Hamiltoniana nao pode ser definida. Dirac foi o pioneiro estudando sis-
temas singulares [2-5] pelo formalismo Hamiltoniano, implementando vinculos na
teoria. Ainda assim, existem métodos alternativos para estudar os sistemas singu-
lares, ou sistemas vinculados, por exemplo, em [11] esses sistemas sao estudados
no formalismo Lagrangeano; o formalismo de Faddeev-Jackiw [12] foi proposto anos
mais tarde para estudar sistemas de primeira ordem, este formalismo mostrou uma
vantagem algébrica com respeito ao formalismo de Dirac. Neste capitulo estudare-
mos outro método, o formalismo de Hamilton-Jacobi, no qual sem nenhuma mencao
a Hamiltoniana, o principio de acao estacionaria leva a considerar um conjunto de
equagoes diferenciais parciais de Hamilton-Jacobi.

O formalismo de Hamilton-Jacobi (HJ) esta baseado no método das Lagrangeanas
equivalentes utilizado por Carathéodory para sistemas regulares [15]. Giiler gener-
alizou esse formalismo para sistemas singulares [16-18]. Tanto as condigoes de con-
sisténcia no formalismo de Dirac como as condigoes de integrabilidade no formalismo
de Hamilton-Jacobi, ambas pontos essenciais nos seus respectivos formalismos, sao
equivalentes, o que tem sido estudado em [19].

Desde o trabalho inicial de Giiler, existem diversos trabalhos que complementam

o formalismo de Hamilton-Jacobi [20-23], assim como diversos estudos para sistemas
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mais complexos, por exemplo sistemas com Lagrangeanas de segundo ordem [24],

ordem superior [25], sistemas de Berezin [19] e outros [26-28].

3.1 Sistemas Hamiltonianos: Tratamento geral

Dado um sistema fisico, consideramos um principio de agao, dA = 0, chamado de
principio de acao estaciondria, que determina a dinamica deste sistema. Para isto,

é necessario considerar

Alx] = [ dtLx(t), x(1), 1), (3.1)

t1
onde a funcdo L = L(x,v,t) é chamada lagrangeana, e as varidveis x representam
o conjunto de N coordenadas generalizadas x = (x!, 22, .., 27)

do espaco de configuracoes Q, similarmente para v = (vl v?, .. vV)

, isto é, elementos
, que é um
elemento do espaco tangente a ) num ponto, denominado T,Q. Por tanto, a La-
grangeana € definida no produto direto do espaco tangente TQ* com os nimeros
reais TQ®R. Ao ser feita na integral de acao, ela tem que ser avaliada em uma tra-
jetoria (x(t),%(t),t). A trajetéria fisica, que denominaremos (q(t), q(t),t), satisfaz
o principio §A[q] = 0, dai, temos que

oL B i@L B
ort  dt vt

ao ser calculado na trajetéria. O termo que contém a derivada total pode ser ex-

(3.2)

pandido como
doL 0?L N 0?L o 0?L o
dt vt Otowt  Oxiov ovigut -’

onde @’ ¢ tal que, na trajetéria o/ = #7(t). Entao, definindo também, W;; e F; como

0L
Wi = Guige (3:3)
2 2
g OL_OL oL 5.4)

oxi  Otov  Oxidvi

se pode reescrever a equacao de Euler-Lagrange como

Diz-se que a matriz W com componentes W;; é chamada Hessiana, é regular (sistema

regular) se for inversivel, isto é, com determinante nao nulo. Portanto, pode-se

*Que é o espago formado pelo produto direto do espaco de configuragdo e o espago tangente

TqQ7 TQ = Q & TqQ-
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resolver tal equagao. Caso contrario, quando o determinante é nulo, a Hessiana é
chamada singular, ou sistema singular.

A transicao da prescricao do um sistema fisico da Lagrangeana a Hamiltoniana
é realizada pela transformacao de Legendre, em que as velocidades generalizadas v
sao expressas em termos do momento conjugado p. Deixamos entao o estudo no
espago tangente para usarmos novas coordenadas (z°,p;), pertencentes ao espago
cotangente T*Q.

Definindo o momento conjugado a coordenada z* como p;

0

bi = %L(Xu v, t) = Zi(x7 v, t)? (36)
para poder inverter a funcao z; precisamos que o determinante da matriz com ele-

0z; . . . ,

mentos 57 seja diferente de zero, isto é

32
det(W;;) = %zj(x,v,t) = 8vi81}jL(X’v’t) (3.7)
nao é zero.

Logo, para casos de sistemas regulares, a equagao para os momentos pode ser

invertida e reescrita em termos das velocidades
v = x'(x,p,1). (3.8)
A Hamiltoniana é definida como
H(x,p,t) = pix'(x,p,t) — L(x, X(x, P, ), 1). (3.9)

Daqui, as novas equacoes de movimento nesta abordagem sao obtidas mediante

OH 0 - 0
) — ) _
(4) e i PiX (x,p, 1) axiL(&X(X,p,t),t),
OH o) oL 0Loy oL
ozt~ oz T 91 9viori | Ori (3.10)
também
oOH 19) - 0
)7 — A _
(i) 0, op i (x,p,t) apiL(X,X(X,p,t),t)
OH ; ox? 0L ox* ,
= Y 4p = — =y 3.11
o~ X PGy ok X (8-11)
e por ultimo
OH 0 - 0
. v -
(441) 5 ailix (x,p, 1) atL(X,X(X,p,t),t),
OH o oL oy 9L  OL
e s S el 12
ot PigX (6 P.t) = 550 — 5 ot (3.12)
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Para duas fungoes no espaco cotangente, se definem os Parénteses de Poisson,
sejam A = A(x,p) e B= B(x,p)

0A0B 0A0OB
AB}=——— — 1
{4, B} Oxt dp;  Op; Oxt’ (3.13)
daqui se pode comprovar que
{a',p;} = 6. (3.14)

Essas relacoes entre as coordenadas e seus momentos conjugados respectivos sao
chamadas de parénteses fundamentais.
Mediante os parénteses de Poisson é possivel reescrever as equagoes canonicas

como

pi(t) = A{pi, H},
V(@) = (o H).

Em geral, temos que para uma funcao no espago cotangente F' (xi, P, t)

dF oF
—={FH —. 1
=R HY (315)

Daqui duas propriedades se mostram importantes: (i), se uma funcao G(z*,p;) é
conservada, dG/dt = 0, entao {G, H} = 0, ela comuta com a Hamiltoniana e, (i), se
a Hamiltoniana nao depende explicitamente do tempo, H /0t = 0, a Hamiltoniana
¢é conservada.

A estrutura geométrica para a descricao Hamiltoniana é o que é chamado em
matematica de variedades simpléticas, na fisica ¢ mais conhecida como espacgo de
fase. A variedade simplética formada pelo espago de fase, junto com a algebra dos

parénteses de Poisson é o que chamamos de estrutura simplética.

3.2 Sistemas Vinculados a la Hamilton-Jacobi

Carathéodory desenvolveu um método alternativo para obter a equagao de Hamilton-
Jacobi sem fazer uso a transformagao de Legendre [15], mas fazendo uso do método
das Lagrangeanas equivalentes. O formalismo de Hamilton-Jacobi relaciona tanto
o calculo variacional com a teoria das equacoes diferenciais parciais de primeira
ordem e a teoria das equacoes diferenciais ordinarias. Outro ponto interessante
do formalismo é que este mostra uma interpretacao geométrica emtre a Mecanica
Cléssica e a Otica Geométrica, ao relacionar o momento conjugado de uma particula
com uma familia de superficies que evoluem no tempo, o que é analogo a propagacao

de uma onda.
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Primeiramente apresentaremos o método das Lagrangeanas equivalentes para
assim obter a equacao de Hamilton-Jacobi partindo do formalismo Lagrangeano,
iniciando o estudo para sistemas regulares, para depois tratar o problema quando
o sistema ¢é singular, isto é, apresenta vinculos. Por simplicidade consideraremos
sistemas com finitos graus de liberdade, mas todos os resultados obtidos sao ex-
tensiveis para sistemas com infinitos graus de liberdade, assim mostraremos algumas

aplicacoes na Teoria de Campos.

3.2.1 Sistemas Regulares

Seja a Lagrangeana L = L(x,v,t) e uma fungdo S = S(x,t), é possivel construir

uma nova fungao L = L(x,v,t) como

- 0S(x,t)

L(x,v,t) = L(x,v,t) — P 8S(X’t).

ox’ v ot

Primeira questao: Qual é a diferenca entre as equagoes de movimento para ambas

(3.16)

Lagrangeanas? Fazemos entao

oL(x,v,t) 0 aS(x,t) ;  0S(x,1)
I s A i = Ry T
OL(x,v,t) _ OL(x,v,t) 95(x,t)

o’ N o’ oxt

€

oL 9 0S(x,1) ; OY(x,1)
g Vit = Gl vit) = =5 mme = =
oL _OL(x,v,t)  9*S(xt) ;  0°S(x,t)
p VD = T T apiaw U aniot

portanto, na trajetoria temos

GL_iﬁL_aﬂ_iai_
dri  dtovi  Ort  dt Ot

Entao, as duas Lagrangeanas fornecem as mesmas equacoes de Euler-Lagrange.

(3.17)

Além disso, as agoes geradas pelas Lagrangeanas L e L vao se diferenciar por uma

constante

_ ta ta o 2 dS . . .

Al :/ dtL(a', 3 10) :/ AL, @) — [ dtE2 (i) = Al + K,
1?1 t_l t_l d

onde K é uma constante e t4 = t4, A = 1,2. Este resultado é conseqiiéncia do

campo

0S(x,t) i 0S(x,t)

oxt o’
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ser uma derivada total na trajetéria. Agora, considerando outra trajetéria (X(t), X(t), t)

. ta  _ L. ta L. t2 S L. )
AX'|= | dtL(X' X" t)= [ dtL(X' X" t)— [ th(X’,XZ,t) = AX'] + K,
t1 t1 t1
conclui-se, entdo, que 04 = A[X'] — A[z'] = §A = A[X?] — A[2].
Segunda questao: E possivel construir uma fungao S(x,t) tal que L torne-se um
extremo da integral da acao? Para resolver, consideramos as fungoes 5* = ('(x, t)

tal que, para v' = (x, t)

_ as ., 08
L(X7V - 5<X7 t)7t) - L(X7V7t> - 8miv - E =0,
e para uma vizinhanca de v’ = 3'(x,t)
L(x,v,t) = L(x,v,t) — gﬂivi — %f >0,
Estas condicoes definem um extremo para L em v’ = 3'(x,t).
Agora, a relagao entre os momentos conjugados
_ OL(x,v,t) OL(x,v,t) 0S(x,t) 0S(x,t)
A ’t - ] = ; - i = Pi\&, 7t —_ .
pi(x,v;t) ovt v’ ox’ pi(x,v,t) ozt
Na condigao para o extremo temos p; = p;(x,v = (x,t),t) =0
0S(x,1)
% 3 = ,t ,t — —.
piv = B, 1), 1) = 2
Também,
0S(x,t) .  05(x,t)
L(x,v = - b i
(6 = Bl t),) = i 4 2880,
05(x,t)

pi(x, v = B(x,1),t)v" + — L(x,v = B(z,t),t) = 0.

ot

Definido a Hamiltoniana do sistema como

H(X7p7t) Epivi(t,x, p) - L(t,X, p)? (318)

entao temos a chamada Equacao de Hamilton-Jacobi

oS oS
E(t,x) + H(t,x, £>

esta equagao tem uma interpretagdo geométrica interessante S. Enquanto S(z,t)

=0, (3.19)

define uma familia de superficies, o momento p; = 9;S ¢é transverso a estas su-
perficies. A equacao de Hamilton-Jacobi impoe uma nova condigdo sobre as su-
perficies definidas por S de modo que a trajetéria que é transversa a familia de
superficies seja estaciondaria.

A partir de agora, por simplicidade, escreveremos as fungoes f(x) como f(z?).
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3.2.2 Equagoes Caracteristicas

Dada a equagao de Hamilton-Jacobi para um sistema fisico e obtendo uma solugao
para esta, nao resulta ainda em uma relacao direta que nos permita obter a trajetoria
dinamica do sistema a partir da familia de superficies S. Isto é, temos que encontrar
uma forma pela qual se possa recuperar o formalismo Hamiltoniano.

Da definicao da Hamiltoniana do sistema sobre a trajetoria, temos que

OH _d_
opt  dt

L=t (3.20)

Agora, sob a condicao de transversalidade do campo p; com a familia de su-

perficies S em cada ponto da trajetéria,

08
pl - 8$i7
da qual se pode obter informacao dinamica se derivarmos com respeito ao tempo
d d 0S 0?s . 98

J

(3.21)

%pi T dtor Elrj@xiv + otoxt’

¢é possivel obter do segundo termo do lado direito da tltima equacgao, derivando a

equacao de Hamilton-Jacobi com respeito a variavel de posigao

0*S  OH 0*S oH

Otz | Op; 0xidw o
mas, da equagao (3.20), temos que

OH  #S . 9%
I — J
9e ~ otor ¥ oniow’ (3.22)

comparando as equagoes, temos, portanto

pilt) = =55 (3.23)

l»'L
com a qual, voltamos ao sistema de equacoes canonicas

OH

X 8pl s
0OH
d i — - 7dt7
b ox’

a partir da equacao de Hamilton-Jacobi, também chamadas de equagoes carac-
teristicas de Hamilton-Jacobi.

Uma nova equacao caracteristica resulta da diferenciacao da acao

05 as | . ,
= a7 S A’ = — i,
ds 9 dt + axldm Hdt + p;dx

22



portanto

oH
dS = (—H + p;i—=—)dt. 3.24
(~H+p50) (3:24)

Aliadas as outras equacoes caracteristicas, obtemos um total de 2n + 1 equacoes
diferenciais ordindrias de primeira ordem, a partir da equacao de Hamilton-Jacobi
que é uma equagao diferencial parcial de primeira ordem.

Outro ponto fundamental no tratamento a Carathéodory é o fato de se considerar
a trajetéria como uma solugao da equagao diferencial ordinéria v* = ¢'(t,27); esta
condi¢ao também é extraida das equacOes canonicas. Assim, enquanto a primeira

equacao define o campo de velocidades

o' = fi(t, 2, py), (3.25)

a segunda equacao canonica serve para obter os momentos em fungao das variaveis

de posicao e tempo,

p; = g;(t,2%), (3.26)

portanto, unindo estas duas tultimas equagoes temos
=St gyt o)) = ¢'(t o). (3.27)

Tanto a obtencao das equagoes caracteristicas quanto a consideragao da trajetoria
como solucao de uma equacao diferencial ordinaria, partem da equacao de Hamilton-

Jacobi, é o que é chamado de Quadro Completo de Carathéodory.

3.2.3 Exemplo: O Campo Escalar

E possivel estender a idéia da equacao de Hamilton-Jacobi ao caso da Teoria de
Campos, desenvolvendo o exemplo do campo escalar real [35]. Consideraremos,
como é usual, o parametro temporal do tempo Galileano, 7 = 2° = ct, de modo que

0

a hipersuperficie ¥ : 7 = x” resulte em uma superficie espacial com vetor normal

N = (1,0,0,0) = n. A evolucdo do sistema é de forma tal que para a condigao
inicial ¥y = ct’, evolui-se de maneira continua para outra superficie 3 = ct* > ct’.

Um campo real ¢ é definido pela transformacao

¢(x) — ¢'(2') = o(x) (3.28)

Dadas estas consideragoes para escolher o parametro temporal e a transformacao

de ¢, pode-se agora, considerar a acao deste sistema em particular como

Ald] = / AL, L= / BrL(6,0,0),
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onde

1 L1
L= 3 O — §m2¢2. (3.29)

Por meio das equacoes de Euler-Lagrange, pode-se mostrar que esta teoria satisfaz

a equacao de Klein-Gordon-Fock
(0,0" + m?*)p(z) = 0. (3.30)

Continuando com a teoria de Hamilton-Jacobi, calculamos o momento conjugado

oL
9(009)

daqui temos que a velocidade Jy¢ é inversivel, portanto o sistema é regular.

() (z) = 0"9(x) = dod(), (3.31)

A densidade Hamiltoniana estd definida como
Lo 1 I 5

esta densidade assim definida resulta sempre positiva.

Agora, por simplicidade, definimos

o= ',
™ = P o=m,
com o qual H resulta
1 1 .. 1
H= §7T07T0 + §7r’7rz + §m2gb2.

Para construir a equacao de Hamilton-Jacobi, simplemente temos que generalizar

as equagoes obtidas da mecanica classica p; = 9,5 e 0,S + H = 0, de modo que

P = oS
95" +H = 0.

Identificamos os momentos com as variacoes da acao com respeito ao campo, assim

. s
™ = a1
o9
LS
0¢’

onde S? = S.
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A equacao de Hamilton-Jacobi H(%, %ii ,¢) + 0,S" = 0, resulta

1,059 1,08 1

2 42 0 7,_
(a¢) + - (3¢>) m°¢® + 9pS° + 9,8" =0, (3.33)
ou
1 ask as 1 e B

Agora, consideramos a separacao de varidveis
St = AM¢) + B (), (3.35)

com as quais obtemos duas equagoes diferenciais

1 0A* 0A, 1 55
777MV )+ m ¢ =
155
QLB“ = —a.
A segunda equacao tem como solucao B* = —aux#. Para resolver a primeira,

eliminaremos o carater vetorial desta com o auxilio de um vetor unitario k*, com
n"ktk, = 1, tal que A" = k* f(¢), assim, é possivel reescrever a equagao diferencial

como

df 12

2.2 _
d¢] m-¢” = 2a, (3.36)

[

que tem como solucao

— = /20 — m2¢? — f:\/%/dmh—giw:fs/d@mu—wz,
onde Y = \/%qﬁ. Portanto,

f= 3:[15\/1 — 2 —|—;arcsinw]

e, daqui

St = —k“ w\/l — 2+ = arcsmw — azxt, (3.37)

esta é uma fungao tanto das varidveis ¢ (ou ¢), z# como de um parametro .

Os quadrimomentos podem ser obtidos da defini¢ao 7 = 9,5*

OSH di) m 2«
= %% :kﬂmE\/1—¢2=k“\/2a—m2¢2, (338)
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portanto, o momento conjugado ao campo é

=7 =k%/2a — m2¢2. (3.39)

Da expressao da funcao S°, calcula-se que

d 0S° 0S5°
(22 = = = 4
i 9a) =07 30 =7 (3.40)
onde ( é constante. Portanto, obtemos
k,O
8= —2+ — arcsiny
m
e, daqui,
V2a . m
o= sin E(xo + 7). (3.41)
Da expressao para o momento, obtemos que
7 = v2ak’ cos %(wo + ), (3.42)

Este problema mostra-se similar ao oscilador harmonico unidimensional a la
Hamilton-Jacobi. Para confirmar os resultados, podemos resolver via equagoes
caracteristicas, onde

OH
=35 =% (3.43)

(e

que é um resultado do tratamento Hamiltoniano para o campo escalar. Nota-se,
também, que da equagao (3.39) se obtém a equagao de Klein-Gordon-Fock, sem a

necessidade de resolver as equacoes caracteristicas.

3.3 Tratamento com vinculos

Quando o determinante da Hessiana de um sistema é nula, o sistema é chamado
de singular, como a Hessiana é o Jacobiano da transformada de Legendre, o fato
de ter uma Hessiana singular impede a constru¢ao de uma Hamiltoniana tanto na
abordagem cléssica como a la Carathéodory. Como foi indicado no inicio do capitulo,
foi Dirac o primeiro em estudar sistemas singulares no formalismo Hamiltoniano.
Aqui, estudaremos o tratamento para sistemos singulares a la Carathéodory. Em

geral, tinhamos R momentos conjugados com a forma

oL

= %(xi,vi) = za(xi,v“,vA),

Pa
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donde pode-se escrever as velocidades v® como

v = Xa(xivplh UB)v

elas sao as velocidades inversiveis.

Mas, por outro lado, temos N — R = K momentos conjugados

oL , ,
pA:WCEa'U)a

com os quais nao se pode inverter as velocidades correspondentes v#. Estes momen-

tos sao considerados vinculos na teoria, dos quais temos

oL
—— =0. 3.44
Pa J0A ( )
B conveniente definir
oL  ,
Hy = oA (2", pa) (3.45)

entao, o vinculo é

Sp=pa+ HA(xi,Xa) = 0.

4 embora essa

Aqui, assumimos que as fungoes H4 nao dependam das variaveis v
dependéncia possa existir, nesse caso diremos que a Lagrangeana é bem comportada.

Na equagao de Hamilton-Jacobi

0S i
En +pv'—L =0, (3.46)

onde, os momentos sao relacionados com a funcao S como p; = 0S/Ov’, separaremos

os termos que contenham as velocidades, assim

oS
5 Tpet" Fpavt =L =0,

e substituindo as fungoes das velocidades resolvidas,

05 ,
5p T Pex' (@' p) +pavt = L=0. (3.47)
De novo, considerando a Hamiltoniana canénica Hy = pox®(z*, py) + pav? — L,
temos que
aHO 9 a ) a
0B W[pAUA +pax® — L(z',v?, X%, 1)]
OH, oL
9 _ Y 5.0
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portanto, a Hamiltoniana canénica nao depende das velocidades ndo inversiveis v4.

Agora, na equagao de Hamilton-Jacobi

Dy = (Zf + Hy(z',0") = 0, (3.48)

mas, considerando py = 05/0t, temos que os vinculos do sistema na abordagem de

Hamilton-Jacobi sao

Py = po+ Ho=0, (3.49)
(I)A = pA+HA:0- (350)

O que se pode escrever de maneira mais compacta se considerarmos uma nova

variavel § = {0,1,2,..}1, entdo
Py = po + Hy(a",ps) = 0. (3.51)
Esta é a nova forma estabelecida para as equacoes de Hamilton-Jacobi.

3.3.1 Equagoes Caracteristicas no caso singular

Agora procedemos a calcular as equagbes caracteristicas nesta abordagem. Para

isto, lembremos que temos duas equagoes

o
po— at7
_ 95
pl_axi7

onde a segunda é uma condicao para a familia de superficies S. De maneira compacta

eSCrevernos

Py = gj;(x“,a:e), 0=0,1,2,... K (3.52)

e 20 = t. Também temos que levar em conta que as equacoes de Hamilton-Jacobi

tém a forma
Dy (2, xﬂ,pa,plg) =0. (3.53)

Diferenciando as equagoes (3.52) e (3.53) obtemos

B 9%S dz 9%S
o Ozedxd 0x*Ox?

dpa dz”, (3.54)

tUsaremos em geral, as letras gregas 6,9, k.
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dcbg . 8(1)19 8<I>19 6p9 8@19 6pb .
dxe¢ — Ozo * Opg Ox® + Opy Oz 0. (3.55)

Consideramos, agora, o caso particular em que os ®y sejam funcgoes lineares dos

momentos pg. Assim,
— =4 (3.56)

e, sob esta consideragao, a equagao anterior fica
0P 0 0Py 0
9 4 Py 4 9 OPb
ozx¢  OJx*  Opy Ox®
Por outro lado, da equagao (3.52) podemos escrever Opy/dx® como
8p19 . 825
oxe  Ox?0xa’
Comparando as duas ultimas equacoes,

825 _ _8(1)19 - 8(1)19 6pb (3 58)
0xY 0z oz Opy Oz '

Voltando a equagao da diferencial de p,, temos

625 6(1919 8(1319 apb
dp, = da’ — dx’
Pa = 5papet " [&va Opy 0z .

Da definicao de &y = pg + Hy, temos que

=0. (3.57)

(3.59)

®y = po + Pav® + pavt — L (3.60)

entao, derivando

— = =y - — 3.61
Opy apb Opy (3.61)

e reordenando os termos,

0P 0P 0P 0P
dae® = Z2dt + —2dz? = Z2da® + =2
o8 Opy Opy Opy
Portanto, em forma compacta, pode-se escrever
0Py

Opy

dz?.
dab = ——daf. (3.62)

Agora, buscamos uma equacgao analoga para dp,. Para isso voltamos a equacao
(3.59):

0%S 0y 0Py 0Py Opy
dp, = —2da? — dz?
Pa Oxe0x® Opy Ox® + oy 890@] o
E)pb 0<I>19 0 8(1)19 8(1319 3}917 9
dp, = ——dx dz”,
4 ox® Opy ox® * Opy 8x“] v
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portanto, obtemos

0%y
dp, = ——dz". .
p =~ (3.63)

Ainda falta uma equagao caracteristica para a variavel S. Para calcula-la s6 é

preciso levar em conta que S = S(z% 2%), entao

oS oS

dS = ——da" + ——dax’
5 gza + 920"
que em termos da coordenada 6 resulta
0S5 0%y 0S. ., , 0Hy 0
_ = [p,—— — H, . .64
dS [835“ . + 8359] T [Pa o oldx (3.64)

Portanto, as equagbes (3.62), (3.63) e (3.64) s@o as equagoes caracteristicas do
sistema. No espaco de configuracoes as trajetérias dinamicas restringem-se ao espaco

de R dimensoes das %, que sao funcdes do tempo como das varidveis 24

€ que serao
agora tratadas como parametros do sistema.

Os observaveis fisicos F' pertencem, entao, a um espaco de fase reduzido, onde
nao tém sé um parametro de evolucdo, mas um conjunto deles que sdo os 2. Por-

tanto, para qualquer observavel, F' = F(z% 2% p,), temos que sua evolucao é

OF OF OF
= dz® + —dz? + —dp,
dra " +8x9 . +8pa Pa;

dF

podendo substituir as equagoes caracteristicas e assim obter uma equacao dos F'’s

dependendo simplemente dos parametros

OF

OF 0y B OF 0Py
ozx® Jp,  Op, Ox®

Jda?
que se pode reescrever com os Parénteses de Poisson como

OF
dF = {F, ®g}da? + @d:pe. (3.65)

3.3.2 Condicoes de Integrabilidade

Dada a equacao de Hamilton-Jacobi, foi possivel encontrar as equacoes de movi-
mento para as varidveis canonicas (posigdo e momento) completando, assim, o
chamado Quadro Completo de Carathéodory. Contudo, é necessério estudar as
condicoes de integrabilidade destas equagoes obtidas, que garantem a existéncia de
um conjunto completo de equacoes diferenciais parciais de Hamilton-Jacobi. Estas
condigoes sao equivalentes as condigoes de consisténcia formuladas por Dirac [19] no

seu formalismo Hamiltoniano para sistemas singulares.
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Primeiro definimos
Xo = {2 o}, (3.66)

que representa a componente de um vetor Xy, o qual é um operador diferencial

definido como
0
Xo=Xp7—- :

Aplicado em alguma funcao F' do espacgo de configuracgao, resulta em

oF oF
X9<F) = X;axa - {Ia7¢9}8$a7
00y OF
XoF) = 5o = {Fd) (3.68)

A condicao de Integrabilidade de Frobenius, estudada, por exemplo, nas re-
feréncias [15] e [36], indicam que se X constitui um conjunto completo de vetores

linearmente independentes e, por sua vez, formam uma algebra de Lie:
[Xo, X (F) = C", X (F), (3.69)

as equagoes caracteristicas do sistema serao integraveis.
Assim, com as Xy definidas, satisfazemos a independéncia linear destas, pre-

cisando provar que elas formam uma algebra, para isto fazemos
[Xo, Xu](F) = Xo[Xu(F)] — Xu[Xo](F),
estudando cada termo,
Xo[Xn(F)] = Xo({F, u}) = {{F\ i}, o}
Portanto,
[(Xo, Xil(F) = {{F, B}, Po} — {{F, Do}, Do} = {{ Py, Dvc}, F'}. (3.70)

Caso o sistema seja integravel, temos que se forma um &algebra de Lie sob a

seguinte condicao
{(Dg, q)li} = Cﬂé;»;@I% (371)

isto é, os vinculos também formam uma algebra de Lie, sob os parentéses de Poisson,

com a mesma constante de estructura C, .
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Se reformula a condicao de integrabilidade, por uma condi¢ao mais fraca, tal que

a evolucao para um vinculo tenha a forma

de modo que d®y = 0 seja a condigao imposta sobre o sistema. Sob esta condigao
¢é possivel encontrar os chamado parénteses generalizados, que sao estudados neste
trabalho no contexto de Lagrangeanas de primeira ordem. Esta condi¢ao também
nos mostra uma forma conveniente de tratar com sistemas em nao-involugao com o

parénteses de Poisson. Em [28] este ponto é tratado com mais detalhe’.

3.3.3 Exemplo: O Campo Eletromagnetico Livre

Agora estudaremos o caso do Campo Electromagnético, o qual e caracterizado pelo
campo elétrico E é o campo magnético B, ambos vetores no espaco Euclideano.
Para construir a teoria covariante para o Campo Electromagnético, precisamos do
quadrivetor A* o qual é obtido combinando o potencial escalar ¢ e o vetor potencial

A desta forma:
AF = {p, A", A? A%},

onde esta equacao é dimensionalmente correta ao considerar ¢ = 1. Os campos

fisicos E e B podem ser obtidos a partir dos campos A* assim

E' = —(0°A' - 9'A"%) = —9,A" — ;A"
: 1 , , 1 :
B = _§5ijk(ajf4k —"A) = §5ijk(ajAk — OpA),
portanto, ¢ 1til definir o tensor de Campo Electromagnético, o campo de Faraday
F,,, como

F.,=0,A,—0,A, (3.73)
este tensor antisimétrico tem como componentes

FOZ' = Ei?
Fj; = _5ijkBk-

A agao do Campo Eletromagnético é

1
A=—7 / da*F,, F", (3.74)

ver apéndice B
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esta agao nos permite estudar a evolugao do sistema em que, como é usual, temos que
considerar o parametro da teoria & coordenada 7 = z°. Mais adiante, no Capitulo
4, estudaremos o mesmo problema sob outro tipo de parametrizacao.

Seja m" o momento conjugado ao campo A, entao

oL 1 oF,
T T 00A) T 2 0(0A,) ) (3.75)

isto 6 7 = 0 e ¥ = E', portanto, o sistema nao ¢ regular. A singularidade desta

teoria também pode ser observada se escrevemos

1 1 1
= — B P =~ (Fy)® — S(Fy)?
L= —5FuF" = (Fa) = {(Fy),
e, fazendo explicitas as coordenadas temporais temos
1 2 1 2

na qual observamos que a velocidade 9yA° nao aparece explicitamente nesta densi-
dade Lagrangeana.

O vinculo da teoria pode ser reescrito
®(z) = n(x) =0, (3.76)

por outro lado, temos trés velocidades 9yA* que podem ser reescritas a partir dos

momentos T;
m=0A" -3 A",
daqui,
A =9'A" — 7', (3.77)

Depois de definir os momentos conjugados e o vinculo, o passo seguinte é construir

a densidade Hamiltoniana candnica do sistema
H = (aoA#)TFM - ,C,

que d& como resultado
1

. 1 .
H = S(m)* + (iAo + L FyFY. (3.78)

Portanto, os vinculos da teoria, seguindo o formalismo de Hamilton-Jacobi, sao

®'(z) = 7%x) =0, (3.79)
O'(z) = p(x)+ H(x) =0, (3.80)
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onde p' = 9,5, é

1
FyF), (3.81)

/d%H /d3 + (G + 5

Definindo os Parentéses de Poisson como

Gly)  6F(x) 3G(y)
e v} = /d 572( ) 57Ti(z) 5Ai(z)]mo=cte7 (3.82)

serd, agora, possivel impor as condicoes de integrabilidade. Iniciando por ®°, temos

que
= [ (@), @' ()}t + [ dy{@"(x), @°(y)}d Ao (3.3)
Como
{#°(2). ()} = {°(2).7°(x)} = 0.

{2(2),2'(y)} = {'(z )p +H( )} ={n"(z), H
[a @) _ i)
57?1(7;) Ini(z) §

_ /d 3 H(y) _ IH(y)
57rz 5A(z) ~ 0A(z)’

a condicao para d®® = 0 se escreve como

/d3 5AOZ~ - _/dgyﬁi@)a%(y —z)dt = /dy33$’7f(y)5(y — z)dt =0,

o indice y indica que a derivada se aplica na coordenada y. Agora, esta condigao de

integrabilidade gera um novo vinculo na teoria: ®!, o qual é, definido, como
d'(z) = o n'(z) = 0. (3.84)
Para a condi¢ao de integrabilidade de ®' (d®' = 0), calculamos
= [ (@' @), @' ()}dt+ [ d*y{ @ (2), ¢°(y)}dAo, (3.85)

como {®'(x), ®%(y)} =0, y

(@), 90} = @27 (@), M) =05 2
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portanto,

O 3 3 z j Y _
dd /d ZM /d@F()a(m y)dt
- / &z FIi(y 8“8%(1:— y)dt = dtd,0,F,
0 que resulta
dd' =0 — 9,0,F7 =0, (3.86)

que é uma identidade, devido a antissimetria do tensor F),. Assim, ¢ % y ¢!
fecham o conjunto de vinculos os quais satisfazem d{®} = 0.

Considerando como variaveis independentes t, Ay e w, em que a ultima esta rela-
cionada ao vinculo ®!, nestas condicoes, a diferencial fundamental de uma varidvel

dinamica F' quaisquer esta dada por
dF(z) = / &P {F(x), ()}t + / &2 {F(x), 8°(2)}dAg + / P2 F (), ' (2)}dw.

Aplicaremos esta equagao para F' = {A;, 7'}, para isto é necessario calcular os

seguintes paréenteses

{Ai(@),2'(2)} = [0ido — m]d(z — 2),

(A, 8°)) = 0

A, ()} = 000 =),

(@), ()} = — 8050 — =) — 8050 — 2)]F"
ri(2), 2°()) = 0,

{ri(2) ()} = 0

Agora, substituindo na equacao de movimento para A;, temos que
dA;(x /d3 [0;A¢ — m]d(x — 2) dt~|—/d328Z (x — 2)dw,
daqui obtemos,
dA;(x) = dt[0;Ag — m;] — Oidw, (3.87)
da segunda equacao de movimento resulta, ao aplicar F' = 7,
dri(z) = —;dt / P 2[5,076(x — 2) — 61070(x — 2)|F7F,

1 g . .
= Sdto;F - O F™] = dto; F'", (3.88)
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isto é o mesmo que dizer dyr’ = 9;F’", resumindo as equagoes de movimento como
DF" +0;,F7 =0 — 9,F" =0, (3.89)
agora, do vinculo 9;7! = 0, temos que 0;F° = 9;,F" = 0, entao
OF" + O F" =0 — 9,F™ =0, (3.90)
como resultado final, obtemos
0, F"" =0, (3.91)

a equacao de Maxwell sem fontes.

3.4 Formalismo de Hamilton-Jacobi para agoes de Primeira
Ordem

Denomina-se acao de primeira ordem aquela cuja Lagrangeana é linear nas veloci-
dades. Embora este tipo de Lagrangeanas nao sejam usuais na mecanica cléssica,
em que o termo cinético é quadratico nas velocidades, existe uma variedade de
sistemas de relativa simplicidade que sao vitais na fisica, por exemplo, o caso de
Lagrangeanas formuladas para a equacao de Schrodinger, a equacao de Dirac, a
equacao DKP, etc. No contexto de Teoria de Campos, todos os campos conhecidos
podem ser levados ao formalismo de primeira ordem via transformacoes apropri-
adas. Neste capitulo mostraremos como, por meio da adi¢ao de uma divergéncia ao
campo eletromagnético de segundo ordem, torna-se de primeira ordem. No préximo
capitulo também analizaremos como alguns campos de segunda ordem estudados no
plano nulo tornam-se lineares nas velocidades.

Uma forma geral para essas Lagrangeanos é
L(z",v") = v'K;(27) — Ko(2), (3.92)

onde se pode perceber a linearidade nas velocidades. Note-se que também satisfazem

a seguinte relacao
L(z, \v) = A\L(x,v).

Outra caracteristica importante a considerar é que essas Lagrangeanas possuem
matriz Hessiana nula
PL K,

T oviov . oui 0,

Wi;
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portanto, sao sistemas singulares.
Como em outros casos, é possivel construir uma nova Lagrangeana L adicionando
uma divergéncia a Lagrangeana original, assim, seja S = S(x7,t), entao L é definida

como
L(z? v t) = L(2?, 7)) — — —v'— (3.93)

agora, neste caso em particular pode-se escrever

Eat !, 0) = 01 o) = 5] = [Kolo) + 521 = 0 Re!, ) = Rofe! )

portanto, a transformacao

f(i(xj,t) = KZ(ZEJ)_SZ’
K{)([L’j,t) = Ko(l'j)—f-%f,

mantém a linearidade nas velocidades da nova Lagrangeana, isto ¢, L também é
uma Lagrangeana de primeira ordem.
O principio da acao estacionaria exige L = 0 para v* = (3'(z,t) e, na vizinhanga

de v* = B*(z,t), temos que L > 0, entdo temos que na trajetéria

0L 9S
vt Oxt’

Di (3.94)

Como a matriz Hessiana ¢ nula, temos que o sistema nao ¢ inversivel para todas as

N velocidades, além disso,
v K(2? ) t) — Ko(2?,t) = 0, (3.95)

portanto, temos N + 1 vinculos

® = Ki—pi=0,
oS
by = K, — =0.
0 o+ o1

3.4.1 Condigoes de integrabilidade e parénteses generalizados

Neste capitulo, consideramos indices maitsculos para identificar as variaveis que nao
sao inversiveis. No caso de sistemas de primeira ordem, todas as velocidades sao nao
inversiveis, nao podem ser escritas como funcoes dos p’s momentos, portanto, para
manter a convencao de indices, se reescreve z¥ = 2%, 2° = ¢, e 2%, onde o indice B

pode ser, zero ou de 1 até N.
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O método das caracteristicas, que nos permite integrar as equacoes de Hamilton-

Jacobi, nos fornece a seguinte equagao diferencial
dCI)A/ = {CI)A/, (I)B/}dEB/ = {CI)A/, q)ol}dt + {CI)A/, (I)B}dGB,
fazendo explicita esta equacao

ddy = {®, dplda®,
db, = {4, Oo}dt + {4, Pplda®.

Definindo Map = {® 4, Pp}, portanto obtemos
Ay = {D 4, Poldt + Mypdz®.
Por outro lado, os M 4p podem ser reescritos
Map =A{®a, P} = {Ka — pa, Kp — pp},

onde os parénteses sa0 €xpressos como

M _ O(Ka — pa) O(Kp — pp) _ O(K4 — pa) O(Kp — pp)
AP Ox¢ Ipc Ipc oz

Portanto, a matriz

8KB 6KA
= 0eA  0uB’ (3.96)

possui uma expressao mais conveniente ja que ¢ invariante sob a adicao de uma

Myp

derivada total na Lagrangeana. Assim, definimos
— 6f( B af( A
Mup=—-— —
AR 9gA T 9gB”

onde os K estao relacionados com os K pela diferenca da derivada espacial de uma

funcao conveniente, obtenendo
Map = Mayg,

além do mais Mg = —Mpa.
Retornando ao problema da integracao, se consideramos a independéncia dos

! ~ . ’ ~ . 7 .
dz?", temos que as equacdes de movimento sé serdo integraveis no caso
{Pa,Po} = Map =0,

caso contrario, o sistema nao serd integravel.
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. . o~ . ~ . /
Agora, para eliminar a condicao da independéncia dos dz P, escrevemos, €° = 2°,

, . ! . 4 ~ ~
eB = 2B ¢ por dltimo, €?', com B’ = 0,1,..., N assumindo que os de? nio sao

necesariamente independentes, o que fazemos é, entao, procurar um sistema de
coordenadas em que o sistema considerado seja integravel, o que é satisfeito quando

dy = & = 0, portanto,
db, = {Pa,do}de’ +{®4, Pplde? = 0.
Entao
Mupde® = —{® 4, ®o}de’. (3.97)
Daqui podem acontecer dois casos.

(1) Mup é regular:

Por existir a matriz inversa e, portanto,
de® = —(Myg) H{® 4, ®o}de”. (3.98)
Como neste novo sistema de coordenadas temos

ddy = {®y, dp}de?,

substituindo,

dPy = —{Pg, Pp}H(Map) H{Pa, Po}de’.
Assim como Mg, (Mp)~! também satisfaz (Myp)™' = —(Mpa)~! e, portanto,
dd, = 0.

Definindo agora os novos parénteses chamados de parénteses generalizados para
duas quantidades F' = F(e?,pa) e G = G(e*,p4), como

{F,.G} ={F,G} — {F,®p}(Mp,) {®4, G}, (3.99)
de modo que, para F'= FE e G = g, temos
dE = [{E, &0} — {E, 5} (Mpa) H{ P4, Po}|de® = {E, Do} de<”, (3.100)

e para F' = M(z4), G = N(2P), temos

OM ., ON

{M,N}* = 9o aBy 5

(3.101)
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A

eno caso M = 24, N = 2P temos

{a?, 2P} = M} (3.102)

Estas duas ultimas equagoes mostram que sob os parénteses generalizados, obtemos
uma estrutura simplética do sistema.
Escrevendo de maneira explicita a equacao para as funcdes £ = 24, obtemos as

equagoes de movimento do sistema

0Ky

dA: A(I) *dOZM_li
Z {JZ, 0} € ABaZL’B

de®. (3.103)

(11) Map € singular:

No caso em que a matriz M 4p seja singular, isto é, que possui determinante nulo, é
possivel obter uma submatriz, de posto P = N — R, tal que det(M,,) seja nao nulo
e, portanto, esta submatriz tem inversa.

Considerando esta condicao, é possivel definir os parénteses generalizados como
{F,G}Y ={F,G} — {F,®,}(M")*{®,, G}, (3.104)
onde a,b=1,2,...P. As equacoes de movimento sao determinadas mediante
de?t = {e*, ®,}de. (3.105)
Mas, considerando s6 as equagoes de movimento, obtemos
dg* = —(M~ )P (0pK. — 8.Kp)dq’, (3.106)
enquantos que as condigoes de integrabilidade sao
0.V = (0,K 4 — 04K.) (M 1)4BogV. (3.107)

Portanto, dessas equacoes obtemos as equagoes de movimento, assim como as condig¢oes
de integrabilidade.

Neste caso foi construido o chamado paréntese generalizado, mas é possivel
mostrar [28] que nao é preciso ter Lagrangeanas de primeira ordem para construir
estes parénteses.

No seguinte capitulo mostraremos dois exemplos de Lagrangeanas de primeira
ordem e outro exemplo com Lagrangeana de segunda ordem em nao-involugao em

que construiremos os parénteses generalizados.
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3.5 Formalismo de primeira ordem para o Campo Eletro-

magnético Livre

Voltamos a estudar o campo eletromagnético, usando, desta vez, o formalismo de
Hamilton-Jacobi de primeira ordem.

A densidade Lagrangeana da teoria é

1 v
E — _ZFNVFM 5

a qual é de segunda ordem nas velocidades JyA¥, entdao nao é possivel utilizar o
formalismo de primeira ordem. Contudo, podemos fazer pequenas variagoes nesta
lagrangeana de tal forma que seja possivel utilizar o formalismo estudado.
Primeiro, consideramos que tanto A, como F* sao campos independentes, por-
tanto, a densidade Lagrangeana vai depender de 20 variaveis independentes, 4 devi-
das ao campo vetorial A, e 16 relacionadas ao tensor F),,. Agora, devido a o fato de
que a dinamica do sistema nao é afetada ao adicionar uma divergencia a densidade

Lagrangeana, adicionamos 0,[A, (F'* — F)]:

1 1
L= = FuF" + S0, A(F" = )], (3.108)

expandindo a divergéncia obtemos
£—1A8FW 1A6FV“ 1814 e — e 1F i
_Z v _Z v ‘I'Z(u V)( - )_Z puv :
Consideraremos agora Ay, A;, F*, F° F% y % como as varidveis de campo,

separaremos L da seguinte forma

1 1 o1,
L= iAi(E)OFO’) — ZAi(aof«”o) + Z(FOZ — F)(0pA;) — H (3.109)
onde
1 . | . I I
H= EAO(&»FO’L — O F™) + ZAO(@FOz — 0 F™) + Z(Fﬂ — P9 A; +
1

ZAi(ajF” —O;F7") + Z[FOOFOO + Fo 7 + Fo F° + F; FY] (3.110)

Temos trés velocidades explicitas na densidade Lagrangeana: 0yA;, Oy F% e 9y F,

de onde podemos identificar as fungoes K 4, como

Kir) = [P - Fo)
Kufe) = jAa),
Kio(z) = —leAl(w)



O seguinte passo é construir a matriz M4=Bv  onde

SKA(xz) O0KP(y)

MAZ,By — . ’
dgs(y)  0qa(w)

(3.111)

onde os Q’S sa0 4a = {ql = AOaQQ = Ai7q3 = FOi,qu = Fioaq5 = F007Q6 - F”} €
KA={K!'=0,K? =K' K3 = Ky, K* = K;, K° = 0, K5 = 0}. Os tinicos valores

nao nulos da matriz M4=Bv sao
1
M = Ml = —5050(z —y),

1 .
M8y — ) Bely — 55}5(1‘ - y),

Agora, a matriz M4=Bv se escreve como

0 —I I 00 0

I 0 0000

1 —I 0 0000
MAwBy=§5(a;—y) 0 0 0000l (3.112)

0 0000

0 0000

onde [ é a matriz identidade 3 x 3. Como esta matriz nao é inversivel, entao re-
duzimos o nuimero de variaveis, isto é, consideramos como os campos independentes
gt = {A% Fy;}, e os demais A°, Fyo, Fi, Fi; sdo novos parametros, portanto, s6 pre-

cisamos da matriz

1 0 —1I
MAwBy — 76 _ , 3113
S =) ( M ) (3113)
a qual tem inversa
0 I
My, B, = 20(x —y) ( I 0 ) . (3.114)

Agora, usaremos as condicoes de integrabilidade nos parametros

OH OH
— = (FPKA - K M — 11
o1 = (KN = 9 )M (3.115)
onde ¢ = {AO, Foo, Fo, Fi;}. Para o caso ¢* = A® obtemos
57"(?4) . i0 0i1 __
5A(z) = O;|F F”|=0. (3.116)
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Para o caso ¢* = Fjy, obtemos

S = (300 + 3 Fa)dly — 2) = ~(30A0 — 5 Fa)bly — ) =
Portanto, obtemos que
Fyy = —Fu;. (3.117)
Para o caso ¢ = Fyo, temos que
Foo=0 (3.118)

e, por ultimo, no caso ¢* = FY, obtemos

HW) _ L a 04— Py —2) —
F() Z(&A] 0;A; — Fij)0(y —x) =0,

portanto,

Dadas as condicoes de integrabilidade, agora passamos a estudar as equacgoes de

movimento:
OH
dA® = — M1 da’
oFy,
, OH
0i _ _agq—1 . z i 0
dF™ = —M " [{®;,®.}dq +aAj]dx,
destas equacoes obtemos
80Ai = F02-+82-A0, (3120)
QF”" = —0;F". (3.121)

Considerando as equagoes de movimento e as condicoes de integrabilidade, obtemos,

portanto, as equacoes de campo eletromagnético livre

Fu = 8,A,—08,A,, (3.122)
9 F"™ = 0. (3.123)

O importante ao resolver o problema é que obtemos as equacoes de movimento

sem precisar de uma escolha de gauge em particular.
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Capitulo 4

Aplicacoes no Plano Nulo

Como foi indicado por Dirac [29], existem trés formas diversas de estudar a dindmica
de um sistema; elas estao relacionadas com a escolha de hipersuperficie onde sao im-
postas as condicgoes iniciais do sistema. Assim, temos a chamada forma Instantanea,
na qual a hipersuperficie é ¥ : 7 = 2°, a forma Pontual, na qual a hipersuperficie ¢
uma hipérbole e a forma Frontal, na qual a hipersuperficie é tangente ao plano do
Cone de Luz e para esta forma escrevemos a hipersuperficie como ¥ : 7 = 2™, onde
xt = %(mo +23).

A forma Instantanea é a mais usual para estudar a dinamica de um sistema. Con-
tudo, a forma Frontal tem sido também amplamente estudada devido a simplicidade

da estrutura do vécuo ao estudar fenémenos nao perturbativos [37], [38].

A formulagao Hamiltoniana dos campos no Plano Nulo tem sido estudada no
contexto de sistemas vinculados a la Dirac [39], [40], [41], j& que, ao escrever os
campos em coordenadas de Cone de luz, estes se tornam singulares. O formalismo
de Dirac para esses sistemas classifica os vinculos, chamando-os de primeira ou
segunda classe, mas estudar os campos no Plano Nulo nos leva a considerar os
chamados vinculos préprios e impréprios [42], relacionados com a nao unicidade da
matriz inversa construida a partir dos vinculos. Varios aspectos sobre o formalismo

de Dirac para sistemas vinculados podem ser lidos em [9], [10] e [40].

Neste capitulo utilizaremos o formalismo de Hamilton-Jacobi para estudar alguns
sistemas no Plano Nulo. Os casos do campo escalar real e do campo escalar complexo
em (1+ 1) dimensoes, os quais, apesar de sua simplicidade mostram pontos interes-
santes que serao vistos em campos com maior estrutura, como por exemplo, no caso
do Campo Eletromagnético que também serd estudado neste capitulo. Este campo
ja foi estudado no capitulo anterior sob a parametrizacao usual 7 = 2°, agora nao
s6 mostraremos como o formalismo de Hamilton-Jacobi conduz as equagoes corretas

dos campos, como também calcularemos os parénteses generalizados.
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4.1 Algumas consideracoes gerais de Teoria de Campos

Consideraremos uma densidade lagrangeana £ como um funcional de ¢, e suas
primeiras derivadas 0,¢,, onde r = 1,2,..., N refere-se ao niimero de campos que

possui esta teoria. A acao é dada por

sz/&uw%@@y (4.1)

a dinamica da teoria é dada pelas equagoes de Euler-Lagrange

5S 6L d bL

S0 00, dtoOu) 42)
onde
55
55_/&%@wh (4.3)

que leva a considerar uma nova leitura para as equacoes de Euler-Lagrange em

funcao da densidade Lagrangeana

oL oL
56, "0 " .

os campo ¢, satisfazem uma equacao diferencial de, no maximo, segunda ordem.
Assim como no caso da mecanica classica, a adicao de uma derivada total na

acao nao influi na dinamica de um sistema; no caso da Teoria de Campos a adigao

de uma quadridivergéncia de algum vetor F* nao afeta a dinamica do campo, isto

é, considerando uma nova densidade Lagrangeana
L'=L—-0,F"

as equacoes de Euler-Lagrange nao serao mudadas.
Por outro lado, para iniciar o formalismo de Hamilton-Jacobi é necessario definir
o parametro temporal 7 e, daqui o momento canonicamente conjugado 7" (x) a

varidvel de campo ¢,(z). Considerando a hipersuperficie ¥ : 7 = 2°, e definindo

. oL
™ A (45)

e a Hamiltoniana canonica, definida como

H@:/fw#%@—q (4.6)
e a densidade Hamiltoniana canonica como ‘H = n" Jy¢, — L, temos que

_mw:/fxn (4.7)

45



Se define a matriz Hessiana como

5 L
Wrs x, - 4.8
) = 56 @06 (48
que podese reescrever
0*L
Wrs($a y) = Wrsé(l‘ - ?/), : Wrs = a3 . a
0Py 0,05

onde o critério para conhecer a singularidade ou nao singularidade da teoria reside
na singularidade ou nao singularidade da matriz W, isto é, se W tem determinante
nao nulo e, portanto, possui inversa, entao, o sistema é chamado regular; por outro
lado, se o determinante de W é nulo, nao existe a inversa da Hessiana e a teoria é
chamada singular.

Dados dois funcionais F[¢, 7] y G|¢, 7], sdo definidos os Parénteses de Poisson
como

x) 0G(y) OF(z) 6G(y)

(0. 60 = [ 4215 S5 = e

(4.9)

onde as expressoes F'(x), G(y) sdo sé uma forma simplificada de se escrever F[¢,(z), n"(z)]
e G[o.(y), " (y)], respectivamente. Com estes parénteses as equagoes canonicas do

formalismo Hamiltoniano se escrevem como

do, = {¢, H}dt = ((;Hdt (4.10)
dr” = {r",H}dt = ;SZ (4.11)

A aparente nao covarianca na teoria Hamiltoniana est4 na escolha inicial 7 = 2°.

Contudo, é possivel escolher outro parametro temporal, como, por exemplo, dada
a hipersuperficie chamado de Plano Nulo, ¥ : 7 = 27, 0 momento conjugado é
definido como

oL

= 4.12
9(0:4.) 12

e a Hamiltoniana canonica é dada por
H = /dedx_H, H=7n"0;¢, — L. (4.13)

Dados os momentos conjugados e a densidade Hamiltoniana candnica identifi-
camos os vinculos da teoria. Ainda assim, esses vinculos podem nao ser os unicos.
E preciso definir o diferencial fundamental, testar todos os vinculos via condicoes de
integrabilidade e procurar novos vinculos. Dado o conjunto completo de vinculos ja
¢é possivel obter as equagoes de movimento. Mostraremos nos trés exemplos deste

capitulo como construimos os parénteses generalizados.
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4.2 O Campo Escalar Real no Plano Nulo em (1+1) di-

mensoes

Consideraremos o campo escalar real ¢(z) livre em (1 4 1) dimensoes, cuja agao é

definida como

S = / Pal, L= ;amx) O p(x) — ”;2&

onde, 1 = 0 e 3, o fator 1/2 que acompanha o primeiro termo, chamado de termo
cinético, é s6 uma convencao e m tem dimensao de massa. A equacao de Euler-

Lagrange para este sistema fornece a equagao de Klein-Gordon-Fock (KGF)
(0,0" +m*)¢(z) = 0. (4.14)

Esta teoria é regular, mas ao ser estudada no Plano Nulo ela se torna uma teoria

singular, assim,
_ 1 - 1 - m?
£—§8+d)8 ¢+§3,¢8 ¢—7¢ .

Lembremos que

sob esta transformacao, agora temos que considerar x = (2, 27), que permite subir
e descer os indices nas derivadas parciais como d_ = 0%, 0, = 0, portanto, a

densidade Lagrangeana se escreve como
m2
L=0.060_¢— 7& (4.15)
A agao se escreve como

S = /d:ﬁL, L= /dx—[a+¢ 06— W;&].

Neste caso, o termo cinético desce uma ordem na velocidade, portanto, é um sis-
tema de primeira ordem; a linearidade na velocidade 0 ¢ é evidente. Aqui podemos
usar o formalismo de primeira ordem apresentado no capitulo anterior e em [28].

De (4.15) teremos s6 uma fungao K (z)

K(x) = 7n(x)—0"¢(x), (4.16)

47



onde o indice x sobre a derivada parcial indica o ponto no qual atua a derivada.
Como ja foi estudado em sistemas de primeira ordem, todas as velocidades sao
nao-inversiveis, portanto forman vinculos. De (4.15) também encontramos a fungao
Ko

1
Ky = §m¢2, (4.17)

que ¢é a densidade Hamiltoniana canonica do sistema Hy. O calculo destas fungoes

¢é equivalente a considerar os vinculos

H: = pr+Ho=0,
Hl = 7T—8_¢:

Temos que levar em conta que os parénteses de Poisson sao agora calculados na

superficie + = constante. Portanto, temos que

daqui construimos a matriz 1 x 1, M(z,y)

_ 0K(y) O0K(z) .
M(l‘,y) - 5¢< ) 5¢<y) {H1< )7H1(y)}>

= 0%z —y ) +0%0(x” —y ),

jd que Y6(y~ —x7) = —0"§(x~ —y~), resulta a matriz
M(z,y) = =206z~ —y"). (4.18)

A condigao de integrabilidade para H; leva a equagao de movimento caso a

matriz M (z,y) seja inversivel. A matriz inversa, se existe, tem que satisfazer

[y Mz )M (g, 2) = @ — ),

substituindo M

[y 1075 —y M, 2) = =50 — ),

como a derivada parcial é avaliada no ponto x, esta comuta com a integral

o /dy_é(a:_ —y )M Ny, 2) = —;(5(:1:_ —z7).
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Daqui obtemos uma equacao diferencial para a matriz M !

o 1
(%T*M (x,z)——ié(x —z7). (4.19)

A fungao —2M~Y(z, 2) é a funcdo de Green do operador diferencial 9%, a qual
s6 tem solugao unica ao se considerar as condigoes de contorno adequadas a cada
sistema. O problema da nao-unicidade da matriz inversa é discutida no formalismo

de Dirac em [39].

E conhecido que a funcao sinal sgn(x), ou €(x), satisfaz a seguinte relagao

1 d _ _ _ _
St =) =0 =27, (4.20)

comparando as duas ultimas relagoes temos, portanto,

Mz, 2) = —ie@c — )+ h(z) (4.21)

onde h(z™) tem que satisfazer as relagoes de contorno do problema considerado.

Calculada a inversa da matriz, os parénteses generalizados sao definidos como

[F(@),Gy)} = {(F@),GW)} — [dw™ [ d= {F@), M)} (z,0){Ha(w), G(y)}.

Daqui,

[6(@), 6w} = {6(@),0W)} — [dw™ [d={o(@), Ha ()} (2, w0){Ha (w), 6()},
{m@),w@)} = {n@), 7)) = [do” [de{n(@) M@ @ w) {Fa(w), 7 (1),
@, @)} = {o@).mw)} = [ do” [de{o(@) Ha(2)} M (2 w) {Ha(w), 7).

Como

—
=
=
X
AN
—~
N
S~—

b= A{o@),7(z) = Fo(2)} = d(x” —27),
{r(z), Ha(2)} = A{m(2),7(2) = O (2)} = 020(2~ —a7),

), 60} = + [du [0l — =)oz —w) + A0 — ),

{r(z),n(y)}* = —/dw_ /dz‘@ch(z_ — x_)[—ie(z_ —w”) + h(z1)]0"5(w™ —y7),
{o(z),7(y)}" = (= —y)
- /dw‘ /dz_é(x_ — z‘)[—ie(z‘ —w™) 4+ h(zN)]0Y5(wT —y7),
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portanto

(0(). 60} = —jele —y7) +h(a"),
(@) 7)Y = S0 —y)
(@), 7)) = 50—y,

Notemos que o termo de contorno sé aparece num dos parénteses.
Como foi mostrado no capitulo anterior, nao é preciso construir os parénteses
generalizados para o calculo da equacao de movimento do sistema, mas aqui obte-

remos as equagoes via esses parénteses. A evolucao do campo ¢ esta dada por
do = {¢, Ho}"dr (4.22)
daqui obtemos
06(x) = —im® [ dy el —y)oly) + m? [ dyh)oly).  (4.23)

aplicando a derivada 0_, temos

d_0.p(x) = —imQ/dy‘[é‘fe(x‘—y‘)]¢(y),
0.0.0(x) = —sm*(x)

Portanto, reproduzimos a equagao de Klein-Gordon-Fock em coordenadas de cone
de luz

(20,0 +m?)p(z) = 0. (4.24)

Considerando a fungao h(x™), ela vai desaparecer na equacgao de movimento,
uma vez que é necessario aplicar o operador 9*h(z*) = 0. Ainda assim, o termo
de contorno tem que ser eliminado dos parénteses generalizados, seja porque a an-
tisimetria dos parénteses faz anular o termo ou seja pelo fato que esse termo nao

aparece nas equacoes caracteristicas do formalismo. Portanto,

1

(o), 0} = —ee™ —y7),

fr(@). 7)) = 5070 —y7),
(o). 7)) = 06—y,

Os parénteses aqui obtidos, segundo o formalismo de Hamilton-Jacobi, sao iguais
aos parénteses de Dirac, do formalismo Hamiltoniano. Para o processo de quan-

tizagao canonica, neste caso, temos que substituir os parénteses generalizados pelos
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comutadores {¢, 7}* — ih[¢p, 7|, assim

(6(e),w )] = i35z —y) (1.25)

a tempos iguais (z+ = y™).
Pode-se estender este formalismo de maneira direta para aplica-lo ao campo

escalar no plano nulo em (3 4+ 1) dimensoes. Neste caso obtemos

(0@) o)) = el —y )@ ),

(r(o). 7)) = G050 —y )0 )
(0. 7)) = 306~y )P~ i),

onde o termo §?(% — 7) é introduzido devido as componentes transversais ao Plano
Nulo.

4.3 Campo Escalar Complexo em (141) dimensoes

O seguinte exemplo é o caso de um campo escalar complexo ¢(z) # ¢*(x). Esses
campos representam particulas carregadas, devido a existir um grau interno de sime-

tria. Considerando a densidade Lagrangeana desses campos como
L=0,p 0" —mPps*, pn=0,3, (4.26)

onde ¢ e ¢* sao considerados como campos independentes.

No Plano Nulo, esta densidade se escreve como

L =0.4(z) 0" ¢"(x) + 0-¢(x) 07" (z) —m*é(x) ¢"(2),

onde x representa o ponto com coordenadas z = (z*,27). Como no caso do campo

escalar, é possivel descer os indices nas derivadas 07 ¢* e 9~ ¢* obtendo, assim,

L= 0.9(x) 0_¢"(x) + 0_0(x) 0:4" (z) — m?(x) ¢" (). (4.27)

A coordenada 7 = z é considerada uma nova coordenada temporal, entao esta
densidade Lagrangeana ¢ linear nas velocidades 0, ¢ e 0, ¢*. Daqui encontramos as

fungoes K’s e Ky, neste caso,

Ko(z) = m’¢(z) ¢"(x), (4.28)
Ki(z) = mn(r) - 9-¢"(x), (4.29)
Ky(z) = 7(z)—0_¢(x), (4.30)
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onde Ky = Hy é a densidade Hamiltoniana canonica do sistema, e os momentos

conjugados sao

m(x) = 0_¢"(x), (4.31)
m™(x) = 0_¢(x), (4.32)

o calculo das fungoes K'’s é equivalente ao considerar os vinculos

HT = Tr + Ho = 0, (433)
Hy = m—0_¢" =0, (4.34)
Hy = 7 —0_¢=0. (4.35)

Para o caso do campo complexo, os tinicos parénteses de Poisson, definidos sobre

uma superficie de 1 = cte nao nulos sao

{o(), m(2)} = {¢"(x), 7" (x)} = d(z~ —y7) (4.36)

Construimos agora a matriz 2 x 2: Mug(z,y), onde

_ O0K4(y) OKgp(w)
Manled) = Sgaa) ~ ~a0m

onde ¢! = ¢, e ¢? = ¢*, isto é equivalente a considerar

{Hi(z), Hi(y)} {Hi(x), Ha(y)
{Ha(z), Ha(y)} {Ha(x), Ha(y)

A, B=1,2, (4.37)

MAB(x,y):( i),A,B:LQ.

Como

{Hi(z), Hi(y)} = {Ha(z), Ha(y)} = 0,
{Hi(z), Ha(y)} = {Ha(z), Ha(y)} = —2076(x~ —y™),

substituindo estes parénteses

0 —20%8(z~ —y~) ) . (4.38)

Map(z,y) = ( —20%5(z~ —y") 0

Como j4 foi indicado no caso do campo real, a matriz inversa satisfaz a relagao

/ du~ Mo (2, u) M5k (u,y) = dapd(z™ —y7). (4.39)

Escrevendo a inversa como

(4.40)
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e substituindo na equacao anterior, obtemos que
a(z,y) = d(z,y) =0, (4.41)
enquanto b(x,y) e c(x,y) tem que satisfazer a seguinte equacao diferencial
O bz, y) = O clx, y) = —;5(:5— — ). (4.42)

Obtemos uma relagdo andloga com a obtida no caso do campo real. Sabemos

também que as solugoes dependem das condigoes de contorno do problema, daqui

basy) = eloy) = —ee™ —y7) + /(@) (1.43)

nota-se que consideramos, tanto para b(z,y) e ¢(x,y) a mesma funcao f(z™), isto
¢ devido a Lagrangeana do campo complexo em que as coordenadas do Plano Nulo
sao de primeira ordem e, portanto, s6 é preciso uma tunica condicao de contorno

para o problema. Sob essas consideragoes, temos que a matriz inversa ¢é

M~ Yap(z,y) = ( 0 —qe(x™ =y )+ f(ah) ) '

—qele™ —y7) + fah) 0
Construimos agora os parénteses generalizados

{F(2),Gy)}" = {F(x),G(y)}

—/dz‘/dw‘{F(l'),HA(Z)}[M_l]AB(Zaw){HB(w)aG(?J)},
e, como a matriz inversa tem traco nulo,

{F(2),Gly)}" = {F(x),Gy)}
= [d=" [ dw {P(@), Ha()HM sz, 0){Ha(w), Gy)}
— [dz" [ aw [P (@), Ha(2) M a1 (2, 0){Ha (), Gly)},

Daqui obtemos os parénteses generalizados fundamentais nao nulos

0,6 W) = —gel —y )+ ),
(@) m)} = 5055 —y),

(0(@) 7)) = 50—y,
@)WY = S -y

Neste caso também obtemos que a funcao f(xz1) que s6 afeta um dos parénteses

generalizados. Como foi indicado no caso do campo real, é possivel eliminar o
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termo de contorno f(z™) devido a que este nao aparece nas equagoes canonicas do
formalismo.

As equacoes de movimento para ¢ e ¢* sao obtidas mediante
dofw) = dr [ dy {o(x), H()}"
ag'(x) = dr [ dy{¢"(2), H(y)}"
Daqui,
1

Oro(x) = —gm? [dy e~y )o(y),

0:6°(x) = —ym® [dy ela™ —y )" (y)

e, por ultimo, para obter a equagao de Klein-Gordon-Fock, aplicamos a derivada

parcial com respeito a x~

(20_0, + m*)¢(x) = 0, (4.44)
(20_0; +m?*)¢*(x) = 0. (4.45)
Portanto, obtemos equagoes de KGF tanto para o campo ¢(x) como para ¢*(z).

Uma extensao deste exemplo para o caso de um campo complexo em (3 + 1)

dimensoes leva a obtencao dos seguintes parénteses generalizados

(00). W)Y = — el —y )T )
(@) ml)l = 5070~y ) - ),

(0) 7} = 0~y )P - )

W@ m) = 66—y )R-,

tanto estes parénteses como os obtidos no caso de (1 4 1) dimensao sdo os mesmos
calculados via o formalismo de Dirac; com estes parénteses o processo de quantizagao

canonica é imediato via o Principio de Correspondeéncia.

4.4 Campo Eletromagnético

No capitulo anterior, ja tinhamos estudado o caso de um campo vetorial nao massivo,
o campo Eletromagnético, que é um campo de gauge abeliano. Agora estudaremos
este campo no Plano Nulo, aplicando o método de Hamilton-Jacobi.

Seja o campo vetorial A*, e sua densidade Lagrangeana

1
L=~ Ful", (4.46)
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onde F,, = 0,A, — 0,A,. Este sistema ¢é singular ja que nao tem o termo 0o A°.
Ao escrever este sistema nas coordenadas de cone de luz ainda ele é singular, mas
existem diversas abordagems para resolver o problema a la Hamilton-Jacobi. Por
exemplo, é possivel utilizar o formalismo de primeira ordem; neste caso temos que
fazer novas consideracoes como acrescentar ao lagrangeano um termo de superficie,
assim como considerar tanto os A’s como os F’s como variaveis independentes. Em
[31] ¢ usado este método para a teoria de Yang-Mills. Tal formalismo ¢ atribuido
a Deser [43]. Ele indica em notas pedagogicas [44] que o método de construcao
de Lagrangeanas de primeira ordem a partir de Lagrangeanas de segunda ordem, é
simplesmente um caso particular da teoria de Ostrogadski.

Escrevendo a densidade Lagrangeana em termos das coordenadas de cone de luz,

temos que

1 ) . .
EI —Z<2F+,F+7+2F+iF+l+2F,iF7’L+EjFU), Z,] == 172 (447)
Em coordenadas de cone de luz os indices do tensor F* satisfazem: F_, = F1—,
F—i = —F+i7 F—l-i = —F_i, -Fz'j = Fij, portanto,
1 2 1 2
L= (R P+ (B (Fo) = 3(Fy)* (4.48)
Este sistema nao é de primeira ordem. Existe também um método para utilizar
o formalismo de primeira ordem em Lagrangeanas de ordem superior [27], ainda
assim, aqui utilizaremos o processo mostrado em [28]. Os momentos conjugados a

cada uma das varidaveis sao

or
= = 4.49

5(0-4.) 44
N N TR
T = 8(0+AZ-)_F ,1=1,2 (4.50)

oL

T = —= [t 4.51
T 20 A ) (4:51)

As duas primeiras equagoes representam vinculos na teoria, mas a terceira nao é um
vinculo, ja que ela possui um termo de velocidade.

Agora é preciso calcular a densidade Hamiltoniana canonica Hy = 7#0; A, — L:

1 1 .
Hy = /dx’dzx[i(wf)Q +7 2+ mOAL+ T 0_Ay. (4.52)

Ainda é possivel simplificar a Hamiltoniana se eliminarmos os termos de contorno,

assim

7T’&~A+ = 87,(7TZA+) - A+8¢7Ti,
7T_(9_A+ = @_ (7T_A+) - A+a_7T_,
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portanto,

Hy = /dx_deH = /dx_d2a:[;(7r_)2 + iFé — A (O +0_77)). (4.53)

Escrevemos os vinculos da teoria como
HT = pT + HO - 07 (
H, = ' —0'At+0TA =0, (
Hy = w2 —0?AT +0TA%2=0. (

Portanto, temos como varidveis independentes da teoria ao conjunto (7, Ay, Ay, As).

O diferencial fundamental esta dado por
dFr = {F, HT}dT—I— {F, H+}dA+ + {F, Hl}dAl +{F, HQ}dAQ, (458)

onde H, = [dx~d*xH,, e os parénteses de Poisson sao definidos na superficie

xt = cte,

_ 5 OF(z) 0G(y)  OF(z) 0G(y)
{F(2), G(y)ur=yr = / dxd Z[(SAu(z) omi(z)  omh(z) 0AL(2)

Daqui obtemos os parénteses fundamentais
{A%(@), 7" ()} = ¢"d(a” —y )o*(T ),
{A%(z), A"(y)} = O,
{m"(z),7"(y);} = 0,

onde 6%(Z — ) = 6(x' — y")d(2* — y*) e onde os tnicos termos nao nulos da métrica

. (4.59)

sdo g = =0, gt =g T =1
Considerando, a seguir, as condigoes de integrabilidade dos vinculos substituir o

diferencial fundamental F' = H, e F' = H;. Precisaremos dos seguintes parénteses

{Ha(x), Hp(y)} H-(y) Hi(y) | Haly) | Ha(y)
H(z) T (y)oF + 7 (y)o~ 0 0 0
Hi(z) —05F2(y) + 057 (y) 0 —20" 0
Ha(x) Oy F(y) + 057 (y) 0 0 —20%

—

onde todos os termos devem estar acompanhados de 6(z~ — y™)6*(Z — 7).

Da condicao de integrabilidade para H, temos que
My = [ dy Py (@), He )},
- / dy~d2y(Dm + 0_n)d(a~ — y~)OA(T — §)dr,
= (07" + 0_m")dr,
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0 que resulta em um novo vinculo
Hs(z) = 0Fr'(z) + 07 (x) = 0. (4.60)

A condigao dH; = 0 nao gera novos vinculos. Entao, a partir da diferencial fun-
damental encontramos sé um novo vinculo. Este vinculo também tem que satisfazer
a condi¢ao de integrabilidade. Pode-se mostrar que Hs estd em involugao com H
e 'H;, mas

[Ha(a), Hy} = = [ dy~d®yo; 05 Fly)d(a =y )o@ = 7).
substituindo na condicao de integrabilidade

dHs = {Hs(x), H-(y)}dr,
= [ay &y ;0 Fly)sly” —27)8%(5 - D,

mas, pela antisimetria de Fj;, temos que este resultado ¢ identicamente zero, por-
tanto, temos uma condicao do tipo 0 = 0, em que o vinculo satisfaz a condicao de
integrabilidade e nao gera um novo vinculo.

Portanto, o conjunto de todos os vinculos que satisfazem d{H} = 0, est4 formado
por H., H1, Hy é Hs, mas nao existem variaveis relacionadas com o vinculo Hs, desta
forma, expandimos o espaco das variaveis considerando w a variavel correspondente

a Hs. Assim, a diferencial fundamental formada por todos esses vinculos resulta
dFF = {F,H,}dr +{F,H }dA, +{F, H }dA, + {F, Hy}dAy + {F, H3}dw.

Como ¢ indicado em [28], é possivel construir os parénteses generalizados para
sistemas em nao-involugao, como neste caso, por isso construimos uma matriz com

o seguinte conjunto de vinculos

Hi(z) = 7' (2),

Hi(z) = m'(2) + F-(2),
Holw) = 72(0) + o (2),
Hi(z) = Om'(z) + 07 (x),

Resumindo os parénteses de Poisson entre todos estes vinculos na tabela

{Ha(z),He(y)} | Hiy) | Hily) | Ha(y) | Ha(y)
H. (z) 0 0 0 0
Hi(z) 0 —20* 0 0
Hol(z) 0 0 | —20¢| 0
Hs(z) 0 0 0 0
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observamos que nem todos os parénteses de Poisson sao nulos, demostrando que o
sistema estd em nao-involucao. Além disso, temos que a matriz formada por estes

vinculos é singular, entao, temos que nos restringir-la submatriz Myp,

Map(a,y) = | ~20200@ 7)o@ =) 0 A B=1,2
’ 0 —206(z= —y )o@ —7) ) o

a qual é regular e possui inversa

VRN B Ll LGRS ) !
(M| a(z,y) ( 0 —1e(z” —y7)8H (T —Y)

4

)7 A7B:1727

pelas mesmas consideragoes dos casos do campo escalar real e complexo, nao levamos
em consideragao o termo de contorno. Os parénteses generalizados serao definidos

com esta matriz reduzida

{F(2),G(y)} = {F(z),G(y)}
_ / Az d2z / dw=d2w{F(z), Hy (2)} [V (2, ) {Ho (), G(y)}

—/dz_dQZ/dw_de{F(I),Hg(z)}[]\Zf_l]gg(z,w){Hg(w),G(y)}.

Daqui obtemos que os tnicos parénteses nao nulos sao

A @ W) = i~y )P E ), (4.61)
A @) w W) = e~y )P E ), (4.62)
A @AY = — el —y )8 ), (4.6
A @) = — e —y )P E ) (4.64)
@), 0) = — 5050 —y )~ 3, (4.65)
@)Y = 00—y )R- ), (4.66)
(@) @) = Vel )P ) (4.67)
(@) = 36,075 —y )8 - ), (4.68)

As equagoes de movimento sao obtidas mediante
dF ={F,H.}"dr + {F,H, }'dA, + {F, H3}"dw, (4.69)
substituindo os vinculos ou hamiltonianas por suas respectivas densidades
dF = / dy~d*y{F (x), H.(y)}dr + / dy~d*y{F(z), H1(y)} dA;

+ / dy~d2y{ F(z), Ha(y) } dw. (4.70)
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Daqui obtemos as seguintes equacgoes

dA" = [r7 +0_A"]dr — 0_dw, (4.71)
drt = [0+ 0_77)dr, (4.72)
dA~ = dA,, (4.73)
1 L
dr— = Z@f@f / dy~d*ym (y)e(x™ — y )6 (& — 7)dr, (4.74)
, 1 S
dA" = 1 / dy~ d*y[—0F ™ (y) + 61,05 Fia(y) + 0207 For (y))e(x™ — 3y )6*(Z — )dr
—0;A"dr + 0f dw, (4.75)
. 1 1 1
dm* = [—58;%_ -+ iégiﬁme + 551,‘8%F21]d7’. (476)

Levando em conta que 7# = F*T obtemos as seguintes equacoes
)

o, Frt =0, (4.77)
0, F" = 0, (4.78)
e a partir dessas, satisfaz-se
" = 0. (4.79)
Portanto, destas trés tultimas equacoes obtemos
0, F" = 0. (4.80)

a equacao de Maxwell sem fontes.
No caso do campo eletromagnético sem fontes no Plano Nulo, obtemos os parénteses

generalizados do sistema, ainda sendo este um campo em nao-involucao e de segunda
ordem.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

Neste trabalho estudamos alguns aspectos da dinamica no Plano Nulo na Teoria de
Campos. Devido a singularidade das teorias a serem escritas em coordenadas de
cone de luz utilizamos o formalismo de Hamilton-Jacobi para tratar estes sistemas.

Como aplicagoes do formalismo de Hamilton-Jacobi no Plano nulo estudamos
trés exemplos: o campo escalar real e complexo massivo em (1 + 1) dimensoes e o

campo eletromagnético em (3 + 1) dimensdes.

Apesar da simplicidade do estudo do campo escalar real e do campo complexo em
(14 1) dimensdes, eles mostram pontos importantes a serem utilizados em campos
mais elaborados. Tanto o campo real como o complexo na forma instantanea sao
regulares, no entanto, em coordenadas de cone de luz o termo cinético diminui
uma ordem, o sistema é agora de primeira ordem e, portanto, singular. Dados os
vinculos da teoria e contruida a matriz entre eles, o cdlculo da matriz inversa mostra
a nao-unicidade desta matriz. Portanto, existe uma familia de inversas, as quais
diferem por termos de contorno; a prépria natureza do formalismo de Hamilton-
Jacobi elimina estes termos. E, a partir da matriz inversa construimos os parénteses
generalizados. Nos casos considerados eles sao iguais aos obtidos pelo formalismo
de Dirac.

No Plano Nulo o campo Eletromagnético nao se torna de primeira ordem, mas
ainda assim é singular. Neste caso temos vinculos em involucao por isso a matriz
construida pelos vinculos serd singular. Para eliminar este problema, precisamos de
escolher uma submatriz regular com a qual se constréi os parénteses generalizados.
O problema da nao unicidade da matriz inversa também esta presente neste caso,
mas assim como para o campo escalar, o formalismo de Hamilton-Jacobi elimina
qualquer termo de contorno possivel e assim obtemos uma inversa tnica.

Embora o trabalho nao é fazer um método comparativo entre o formalismo a
la Dirac e a la Hamilton-Jacobi, vemos que ambos os formalismos tém os mesmos

parénteses generalizados em teorias sem estrutura de gauge, como o campo escalar
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real e complexo. Mas em Teorias de Gauge como o campo Eletromagnético, os
parénteses generalizados via diferentes formalismos mudam. A razao deste fato é
tema de pesquisa futura.

Como outras perspectivas podemos considerar um estudo do campo Eletro-
magnético no Plano Nulo em primeira ordem. Como ja foi indicado, é possivel usar
a Lagrangeana do campo vetorial nao-massivo na sua forma de Palatini e, escreve-
la nas coordenadas de cone de luz verifica-se que esta Lagrangeana é de primeira
ordem.

Também se pode estudar o campo Gravitacional linearizado em primeira ordem
agregando termos de superficie na densidade. Outra forma de estudar o campo
gravitacional linearizado em primeira ordem é considerar tanto g,, como F,’)V como
campos independentes.

Seria interessante também estudar teorias de gauge topologicamente massivas
em (2+ 1) dimensoes. Estes sistemas estao relacionados com o limite de teorias em

altas temperaturas em (3 + 1) dimensdes.
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Apéndice A

Notacao

No presente trabalho, temos utilizado tanto de equacoes relativisticas, assim como de
equagoes da mecanica cléssica, portanto é 1util diferenciar as notacoes e convencoes
gerais utilizadas nesta dissertagao.

Os pontos do espago-tempo (eventos) estao descritos por quatro varidveis, uma
temporal e trés espaciais. Escrevemos o quadrivetor (contravariante) de posigao

como
ot = {2 2 2 2°} = {ct, 2.y, 2}, (A.1)

onde os indices gregos u, v, a, 3 serao utilizados em geral para denotar os vetores do
espago de Minkowski, esses indices possuem valores de 0, 1, 2, 3. Os indices latinos
1,7,k possuem valores de 1,2,3 e serao utilizados para nos referirmos a variaveis
espaciais.

O intervalo é definido como
(ds)? = (dz°)* — (da*)? — (d2®)? — (dz®)2.

Segundo a convencao da adi¢ao para indices repetidos o intervalo se pode reescrever

como
(ds)? = g, dada”,

onde a métrica (em componentes covariantes) é definida como

1 0 0 0
0 -1 0 0
v — s A2
Iu 0 0 —1 0 (A.2)
0o 0 0 -1
possui determinante g = det(g,,) = —1. A matriz inversa de g,,: ¢"* é definida por
gﬂagal/ = 5“1/7
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onde §* é a chamada Delta de Kronecker. Esta delta é definida como ¢# = 1, no
caso u = v e, 6 =0 no caso y # v.
Dado um quadrivetor contravariante, este pode ser escrito numa forma covariante

assim
Ty = Gaux® = {0, x1, 22, 23} = {ct, —z, —y, —z}.

Para todo campo ¢(x) utilizamos a seguinte notacao para a derivada

9¢ = 0,0 (A.3)

OxH

este novo campo é um quadrivector covariante. De maneira analoga, se construi o

quadrivector contravariante

0
9% = 0¥¢. (A.4)
Oz,
No estudo de sistemas vinculados, é possivel encontrar uma sub matriz K X
K (onde K < N) a qual nao tenha determinante zero. Como a determinante é
invariante sob uma troca de columna o fila, entao nos mudamos os elementos desta

submatriz para a parte inferior direita.
82’1) o 62L )
ove  Qvbove’
onde K + R = N, e det(Wy,) nao ¢é nulo.

Pode-se escrever os momentos como

Wap = a,b=R+1,R+2,...,N, (A.5)

0L
Pa = 8va:za(x,v“,vA,t); a=1,2,..,R,
OL a A . A
pa = W:ZA(X’U LU0 ); =R+1,R+2,..,N.

Destas equagoes sO as primeiras sao inversiveis, entao temos K velocidades v4 que

serao fungoes de x, p e as outras velocidades v* (a = 1,2, ..., R)
a _ a0 A A6
v = X2, pa, v7). (A.6)

Aqui fazemos uma convencao, os indices 7, j, k serao utilizados para as N coorde-
nadas, os indices A, B serao usados para as velocidades nao inversiveis e, os indices

a, b serao utilizados para as velocidades resolvidas.
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Apéndice B

Non-Involutive Constrained Systems and

Hamilton-Jacobi Formalism

M. C. Bertin*, B. M. Pimentel’, C. E. Valcarcel*
Instituto de Fisica Teorica - Sao Paulo State University,
Rua Pamplona 145, 01405-900, Sao Paulo, SP, Brazil.

Abstract
In this work we discuss the natural appearance of the Generalized Brackets in
systems with non-involutive (equivalent to second class) constraints in the
Hamilton-Jacobi formalism. We show how a consistent geometric interpretation of
the integrability conditions leads to the reduction of degrees of freedom of these
systems and, as consequence, naturally defines a dynamics in a reduced phase

space.

Keywords: Hamilton-Jacobi formalism, Constrained systems, Generalized Brackets.

B.1 Introduction

Constraints in Lagrangian systems appear when the Hessian matrix built from the
Lagrangian function is singular. Since the Hessian is the Jacobian of the Legendre
transformation that takes velocities to conjugate momenta, the non existence of an
inverse transformation leads to a phase space that is not isomorphic to the tangent
bundle of the configuration space. In this phase space the symplectic structure

is degenerate and a unique Hamiltonian cannot be defined, leading to problems

*mcbertin@ift.unesp.br
fpimentel@ift.unesp.br

tvalcarcel @ift.unesp.br
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in the usual construction of the Hamiltonian formalism. This problem was first
treated by Dirac’s [1,2, 3] canonical approach, in which the constraints are added
to the canonical Hamiltonian function with Lagrange multipliers. The so called
Dirac’s algorithm is based on consistency conditions, that imposes the constraints

as invariants over time evolution.

Other alternative approaches have been formulated since, including the Hamilton-
Jacobi (HJ) approach, first developed in [4] and improved later in [5, 6, 7], based on
Carathéodory’s equivalent Lagrangian method [8]. The Carathéodory’s approach to
HJ formalism has a very profound geometrical meaning: the necessary and sufficient
condition for an Action to be minimized in a region of the configuration space is the
existence of a family of surfaces everywhere orthogonal to a congruence of curves in
this space. The family is a solution, in the case of regular systems, of a single HJ
partial differential equation (HJPDE). If the system is singular with & constraints
we will not have one, but a set of £ + 1 HJPDE. The solution of the characteris-
tics equations related to the HJPDE is the congruence of curves, called simply the
characteristics, which forms a dynamical system with several independent variables.
This geometrical interpretation is called in the literature [8] “the complete figure”

of variational calculus.

The integrability conditions are in the central role of the HJ formalism for singu-
lar systems. They should guarantee, supposing linear independence of the indepen-
dent variables, the existence of a complete set of HIPDE and, by consequence, the
integrability of the characteristics equations. The Frobenius’ integrability condition
sets up that the constraints must form a complete system in involution with the
Poisson Brackets (PB). However, there are systems that do not obey this condition,
presenting non-involutive constraints. To circumvent this problem some authors

elaborate alternative methods [9, 10], out of the scope of the HJ formalism.

We will show that imposing the Frobenius’ conditions in the form d{¢} = 0,
in which {¢} represents the set of all constraints, we can deal with non-involutive
constraints in a very natural way, allowing linear dependence of the former indepen-
dent variables. The integrability conditions in this form also leads naturally to a
non degenerate symplectic structure in a reduced phase space, represented by some
Generalized Brackets (GB). The appearance of GB in the HJ formalism was already
noticed in first order Lagrangians [11], but in this work we intend to make a more

general formulation, to be valid for general, not only first order systems.
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B.2 The Complete Figure

Let it be a Lagrangian function L(y,y,z,&,t), with n degrees of freedom, whose
Hessian matrix is singular of rank m. This means that there are k = n — m con-
straints ¢, = 7, — OL/04* = 0 and the system has its configuration space separated
in two sub-spaces, namely the space of m variables y, relate to the invertible part of
the Hessian, and the space of k variables x, related to the non invertible part. The
equation

o+ pay* + M2 — L =0, (B.1)

where m9 = 0,5, p, = 0,5 and 7w, = 0,5 and the indexes are given by {a} =
{1,...,m}, {z} = {1,...,k} and {i} = {1,...,n}, is the sufficient condition for
an extremum of the action | Ldt. Wherever the constraints are valid this equation

becomes a HIPDE with the canonical Hamiltonian defined by
Hy=py*+m.2*— L, (B.2)

which does not depend on the undetermined velocities . Hence, the system must
obey the set of £ + 1 HJPDE

G0 = Xo(S) = Ta+ Hy =0 | {a} ={0,1,... Kk}, (B.3)

in which X, = x%,0; is a set of vector fields, x? = 62 and x% = ¢, /Ip,. In our

0

z
«
notation z° is related to the time parameter and H, = —0L/01*.

The characteristic equations are given by

dy* = xqdz® = {y*, ¢} dz® , (B.4)
dpa = {paa (boz} dx® ) <B5)
dS = p.dy* — H,dz® | (B.6)

where we used Poisson brackets. With equation (B.6) we are able, if desirable,
to build an explicit solution for the HJPDE, which gives the family of surfaces

orthogonal to the characteristic curves.

B.3 Integrability

The vector fields X, form a basis of vectors in the tangent space of the family of
surfaces, as it can easily be seen by the HIPDE X, (S) = x%0;S = x’p; = 0. For
integrability we need that these vectors form a complete set of linear independent
(LI) Hamiltonian vector fields. The necessary and sufficient condition is given by

the Frobenius’ integrability condition: the Lie derivative of a member of the base
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with respect to the Hamiltonian flow generated by other member must be a vector

in this tangent space. In other words, they must close a Lie algebra:
[ch Xﬁ] = CaﬂvX’Y : <B7)

Since the constraints are the generators of the flows, this condition is reflected on

the system of HJPDE which must form a system in involution:

{¢aa ¢ﬁ} = Caﬁ’ygh'y . (B8)

However, systems in physics do not, in general, respect this condition only with
the constraints extracted from the Lagrangian. The problem rests in two situations:
it may happen that the set of HJPDE is not complete. In this case the integrability
conditions should provide new constraints to complete the system. This scenario is
actually well supported by the conditions in the form (B.8). Of course, if the final
complete set of constraints closes a Lie algebra the system is completely integrable.

The other situation, which is not covered by condition (B.8), is the case in which
the vectors in the tangent space of the family are not really LI. To deal with this

case we will use as integrability conditions the equations

Ao = C ", = 0. (B.9)

with use of the constraints equations. However, it must be noticed that (B.8) is
covered, since dd, = {@a, d3} dz”. This is important since the Frobenius’ condition
is a theorem and must be satisfied for every integrable system.

The conditions (B.9) can lead to three situations. It can result in expressions
of the type f(y,x,p,m) = 0 and these expressions are the ones we are interested in
first place, because they must be considered as constraints in equality to the former
set. They must obey the integrability conditions as well and we should be aware of
the appearance of other constraints. When all possible constraints are found they
must be inserted in the formalism.

However, there will be no independent variables related to the constraints that
come from the imposition of integrability. We will deal with this problem by ex-
panding the space of independent variables, relating arbitrary parameters to each
new constraint. The set of all constraints, ¢, in which the index z now cover all the
expanded parameter space, is supposed to be complete and the new characteristic

equations can be derived from the fundamental differential
dF = {F, ¢} dx" , (B.10)

when, now, z¢ is the set of all independent variables, including the ones related to

the new constraints.
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At this stage we must use the differential (B.10) to test the integrability of all
constraints again. It can happen that a subset, if not all the constraints, identically
satisfies the conditions. This is the second situation that will happen when this
set is actually in involution, obeying the condition (B.8). If all HIPDE are in this
case the system becomes completely integrable. If only a subset is in involution, the

system is only partially integrable.

B.4 The Generalized Brackets

The first two possible results of the integrability conditions (B.9), related above, are
in agreement with the conditions (B.8). There is, however, a third possibility not
predicted by the latter. It may happen that the final set of constraints turns out to
be not in involution with the PB.

One way to deal with this problem, using (B.8), is expanding the space of con-
straints finding new vector fields that closes, finally, a system in involution [?].
However, the formalism itself cannot give a consistent way to find these constraints:
any system that leaves the final set in involution is a good one. Other way [?] is
performing a canonical transformation that takes pairs of non-involutive constraints
into conjugate variables.

The conditions (B.9) provides a more natural way to deal with non-involutive
constraints. It permits linear dependence (LD) of the tangent vector fields X,,.

Let us suppose that all constraints are found and form a complete set of HIPDE,
®o = 0, which are related to a set of independent variables z®. Separating the time

variable from the other parameters the integrability conditions (B.9) reads

dpo = {ba; Po}t dt + {¢a, ¢} dz* =0 . (B.11)

First, we analyze the conditions for ¢,:

{¢s, @0} dt + {¢s, 9.} dz" =0 . (B.12)

Let us define an antisymmetric matrix from the PB between the constraints ¢.,
M,, = {¢s, ®.}. Then we can write

M,.da® = — {¢,, do} dt . (B.13)

If the complete system of HJPDE is not in involution, we deal with a regular M
matrix. In this case it becomes clear that all vectors X, are LD from the total

differential equations
do® = —(M™)* {¢y, do} dt . (B.14)
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Notice that the fundamental differential (B.10) becomes

dF = {F¢o}da® ={F ¢} dt + {F, ¢.} do’ (B.15)
= [{F. 00} = {F, 0.} (M) {u, b0} dt . (B.16)

Therefore, we redefine the dynamics by eliminating all the independent variables

with exception of t. It allows us to define the Generalized Brackets
{F,GY ={F,G} —{F,¢.} (M )" {¢,,G} , (B.17)

which have all the properties of the PB: it is a bilinear antisymmetric operator that
obeys the Jacobi identity and the Leibniz rule. With the GB the dynamics is given
by

dF = {F,¢q}" dt . (B.18)

Besides, all the constraints are in involution with the GB, {¢a, ¢5}" = 0. There is
no need to test the integrability of ¢y, we can easily see that it is identically satisfied
with the GB.

Let us suppose the case in which the M matrix is singular of rank » < k. In this
case there will be a set of r non-involutive constraints. The equations (B.13) can be
written by

Madx® + Myzdz® = — {¢y, ¢} dt | (B.19)

where {a} ={1,...,r} and {Z} = {r + 1,...,k}. There are two sets of equations:

Mydx® + Mydz® = —{dp, do}dt (B.20)
Mjadlﬁ + Mjgdl’z = — {(;55;7 ¢0} dt . (B21)

The first set gives
Mgadl‘a - = {¢57 ¢0} dt — {¢E7 ¢2} dlﬁ = {¢57 ¢6¢} dl'& ) (B22)

making {a} = {0,7+ 1,...,k}. Since the rank of M,, is r, Mj, is regular and we
can write

dz® = —(M™")" {¢p, ¢a} da® . (B.23)

Hence, we can eliminate r independent variables. The fundamental differential

becomes

dF

{F. da} da" +{F, ¢a} dz®
= {F.¢a}de® —{F, ¢a} (M) {¢5, $a} dz”
= {F ¢a}" da”, (B.24)
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in which we have the GB
{F,GY = {F,G} = {F,¢a} (M) {3, G} . (B.25)

The set of equations (B.21) gives {¢z, ¢a} dz® = 0. If M,, has rank r, the
structure of the GB gives {¢z, ¢z} = 0 and {¢z, ¢z} = 0, which left us with the
conditions

{¢z, 0o} =0 (B-26)

In the beginning of this analysis we made the supposition that all the constraints
that could come from integrability conditions are computed in ¢,. In this case the
above conditions are just 0 = 0, identically satisfied. But we could define the GB
for any set of non-involutive constraints. If there is any new constraint yet to be

found it will appear in conditions (B.26).

B.5 Free particle on a surface

In this example we will apply the described procedure in detail in order to clarify
the main aspects of the HJ formalism. Let us consider a free particle in an Euclidian
space R™ restricted in a m dimensional surface M?. The surface is defined by the
set of equations 9,(x) = 0, in which {2z} = {1,...,k} and k+m = n. We will work
in the following notation: x represents a dot in R™ whose coordinates are given by
the set (x!, 22 ..., 2"). All vectorial quantities are represented in the same way.

The Lagrangian can be written as
1
L(x,v) = §mv2 + u*,(x) , (B.27)

in which v = x is the velocity of the particle and u* are Lagrange multipliers. The

momenta are given by

OL oL

=~ =mv T, = —
ov ’ %

We have by these relations n velocities and k conditions over the momenta. The

p =0. (B.28)

canonical Hamiltonian function of this system is given by

2
Hy=p-v+mi—L=2_uy, . (B.29)
2m

Therefore, we have the following set of constraints:

Cb() = 7T0—|—H0:0 s (BSO)
$op = T =0. (B.31)
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We should analyze the integrability of this set. The evolution of any dynamical

function F(x,p,u*, 7,) is given by
dF ={F, ¢} dt + {F, .1} du® . (B.32)
Because {¢,.1, ¢.1} = 0, the condition for ¢,.1,

d¢2§1 - {¢Z;17 ¢O}dt + {(,bz;l; d)x;l}dum =0 5 (B33)

gives a secondary set of constraints

¢z;2 = wz =0 5 (B34)

which are expected since those are the equations of the surface. These constraints

must also obey integrability. Hence, we apply

d¢2§2 = {¢Z;27 ¢0}dt + {¢Z;2; gbx;l}dux =0 s (B35)

which gives a tertiary set:
¢.3=p-Vihp,=0. (B.36)

These constraints tells us that the momentum p is tangent to the surface. And,

from these,
d¢z;3 = {¢z;37 ¢0}dt + {¢z;37 (bx;l}dux =0 9 (B37)

a quaternary set arise:
Gos = MU Dy, +p-V (p-Vib) =0, (B.38)

in which we define the matrix A,, = Vi, - V..

Notice that {¢..4, ¢o} # 0 and {¢p..4, ¢z} # 0, so that the integrability of ¢,.4 will
not give any new constraint, but a total differential equation relating the independent
variables. We suppose, therefore, that all constraints are found and the complete

set is given by

$o = po+ Hy , (B.39)
Pz =Tz (B.40)
Ga2 = s, (B.41)
G5 =P VU , (B.42)
G =mALu" +p-V(p-Vi,) . (B.43)

To consider this set in the theory we must build a differential that contains these

constraints as generators of the dynamics. However, we do not have independent
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variables related to all constraints in the system. Therefore, we will expand the
parameter space with new arbitrary independent variables (w?,7%,6%). Then we

define the dynamics of the system by the new fundamental differential
dF ={F, ¢} dt+{F, po1 } du+{F, ¢p.0} dw* +{F, .3} dT°+{F, p,4} do* , (B.44)

as prescribed in section 3.

The above set of HIPDE is not in involution, as we can see with the PB

{¢r;1> ¢y;2} =0 {¢x;l> ¢y;3} =0
{¢x;17 ¢y;4} = _mAxy {¢:p;27 ¢y;3} = Azy (B45)
{de2, ¢y;4} =p-V (Ary) {@e:3, ¢y;4} =Ty
where
[py=—muV(A) Vi, +p-Vp-V(AL)] —3(VY,) - [p-Vip-V (V) .

(B.46)
We expect, therefore, that all independent variables can be eliminated in function

of t. Let us reorganize the constraints so that their order in the M matrix becomes
(21, Pria, Pri2, 023). The matrix is given by (1,J, = {1,4,2,3})

0 —mA,, 0 0
A -p-V(A -I
My, , = M ! PV (Az) w (B.47)
0 p-V(AL) 0 Ay
0 T., Ay, 0

Let us suppose that the surface is smooth, of class C'*°. This condition guarantees

the existence of the inverse

0 1/m (Afl)‘”y v ¥y
—1 A~y
(Mfl)IIJy — /m E ) 0 0 0 , (B.48)
—I>y 0 0 —(A‘l)my
-y 0 (A‘l)xy 0
where
™ = (A‘l)mf‘zw(A_l)wy (B.49)
and
YWY =p-V(ATHY. (B.50)

This inverse is unique. Since the matrix is regular all independent variables are
indeed dependent of the parameter ¢, as learned with equation (B.14). We are able
to define, then, the GB of the system:

{F,.GY = {F,G} — {F,¢r,} (M )" {¢,,,G} . (B.51)
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The only non zero fundamental GB are given by
{x,p}* =1— Vi (A )V, =P . (B.52)

All others are zero, including {uw,n}*, which is expected since u® are degenerate
variables in the theory. Here we define the projector operator P, whose job is to
take vectors in R™ into vectors on the surface. It is a singular operator, whose base
of the null space are the vectors V,. This is expected since normal vectors are
projected into null vectors on the surface.

Let us go for the characteristic equations of the reduced system:

dx = {x,gbo}*dt:;P-pdt
p = P-p, (B.53)

dp = {p,¢o}dt =P -u*Vi,dt =0
a = P-a=0. (B.54)

The first equation gives the projection of the momentum vector over the surface, it
is a geometric relation. The second equation is the dynamical equation: it tells us
that the acceleration induced on the surface is zero. Of course, we cannot invert the
projector, since it is singular, so the equations of motion are still degenerate. Since

p = 0, the derivative of (B.53) over time is given by

dP
X = — X . B.55
X=X (B.55)
Let us suppose the case in which n = 3 and the surface is just S2 with equation
Y =x*—r?=0. We have V¢) = 2x and A = 4x>. In this case A™' = 1/47? and

X X X

P=1— , (B.56)

r2
where ® represents a dyadic product. Using the fact that ¢..3 = 0 implies x-x = 0,
equation (B.55) gives

X+wx=0, (B.57)
in which w = v/r and v = |v|. The case in which r = 1 and m = 1 is an analogous

to the linear quantum mechanical o-model treated in [10].

B.6 The multi-dimensional rotator

Let us work with the Lagrangian [10]

1
L=§V2—|—UX-V, (B.58)
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where v = x. This system constitutes a more general case than the previous exam-

ple. The conjugate momenta are given by

= v+ux, (B.59)
™ = 0. (B.60)
The canonical Hamiltonian gives
1 1 _
Hy=[p—ux]" = p*, (B.61)

in which we define p = p — ux. Therefore, the system has the constraints

$o = po+ Ho, (B.62)
b = 7. (B.63)

The fundamental differential is, in this case,
dF = {F,¢o}dt +{F, ¢, }du . (B.64)
The integrability condition for ¢; gives
dpr = {¢1, po}dt + {b1, 1 }du = p - xdt (B.65)
which results in a new constraint
Pr=p-Xx=p-x—ux*=0. (B.66)

The integrability of ¢o gives no new constraint. The system is not in involution,

giving a regular M matrix and its inverse

B 0 x? a4 0 —1/x
T T A

The GB of this problem, that will eliminate the independent variables in function

of t, is given by

{F,GY ={F.G} —{F, 1} (M) {2, G} = {F. 2} (M~')* {$1, G} , (B.68)

which gives the following GB:

{le_)}* = I-

{Xv u}* =

=P, (B.69)

, (up)y = 2. (B.70)
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The characteristics equations are given by

dx = {x,¢}"dt="P -pdt, (B.71)

dp = {p,¢o}'dt=0, (B.72)
=2

du = {u, o} dt = % dt . (B.73)

Hence, we have the equations

(B.74)
(B.75)

T

v = P
p =0
Derivation of the first equation over time and the use of the second equation

gives _
vV p
x2

X=P-p=— X, (B.76)

where we used the constraint p - x = 0, which also implies, from (B.74), v = p. We

have, therefore, the nonlinear second order ODE
X-x+x2=0. (B.77)

This equation can also be written by

d?x?

dt?

=0. (B.78)

Notice that the equation of motion (B.77) is obeyed by any system in which

X - X is a constant. The most simple particular solution is given by |x| = /at + 3.

However, considering a system in which x* = r? is fixed and |v| is constant, we can
build a solution

x = asinw(t) + b cosw(t) (B.79)

where a and b are constant vectors and
1
wit) = (vt +6), (B.80)

where (3 is a parameter. This solution is of the same class of the one found in [?]

for the n dimensional case.

B.7 Landau model

Consider the Lagrangian [10]

1
L= 5 (mvivi + BEijl'ﬂ)j — kxlxl) {’l} = {1, 2} s (B81)
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which represents a charged particle in a plane with a transversal magnetic field B

and a harmonic potential. In the limit m = 0 this system is described by

1
The conjugate momenta give the relations
1
pi=5 Begjx; . (B.83)
Let us write the canonical Hamiltonian:
1
that gives us the system of HIPDE
po = po+Ho=0, (B.85)
1
bi = pi+ 5 Begjz; =0 . (B.86)

This problem is completely constrained and all z variables are parameters in the

theory. The fundamental differential is
dF = {F, ¢o}dt + {F, ¢; }dx" . (B.87)

Since {¢;, ¢;} = Be;j, the constraints are not involutive and the integrability con-
ditions for ¢; will not give any constraint, but a total differential equation relating
the variables x and t. We have the M matrix and the inverse

1

M;; = Be;; M= —g G- (B.88)
The GB are defined by
. 1
{Fv G} = {Fv G} + E {Fv qbi}eij{gbjaG} : (B'89)
Therefore,
{wg, ;1" = B €ij 5 {2, pi}" = 5 Oij {pi,pi}" = 4 Be;j . (B.90)
The equations of motion are given by
1
d!L‘Z‘ = {I’Z,Qbo}*dt = —E ]{JEZ‘jJZjdt y (Bgl)
1
The result is
. k?
T + 5 Ui = 0, (B.93)

in full agreement with [10].
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B.8 The Giiler’s example

Consider the following Lagrangian function [9]

1 .5, 1
L=_¢—

5 1 (Go — G3)° +bio — ¢ | (B.94)

in which b and ¢ are functions of ¢, ¢2, ¢3 and t. The momenta are given by

1 1

P1=q1 , pzz—i(q'z—f)s)‘i‘b’ p3:§(<iz—(i3) : (B.95)

Therefore, there is a constraint relating the momenta p, and ps:
pa+p3s—b=0. (B.96)

We will choose to write the Hamiltonian in terms of p; and p,, which implies to
choose ¢, and ¢y as dependent variables, while ¢3 ant ¢ are the independent ones.
We have, then,

1
Hy = p{ = (b —p)te, (B.97)
which gives us the set
b0 = po+ Ho, (B.98)
= patps—b=0. (B.99)

The fundamental differential is given by
dF = {F, ¢o}dt + {F, ¢ }dgs . (B.100)

With this differential we test the integrability of ¢;, which gives a new constraint

ob  0b ob oc dc
2(b—pz)7q—f—p1—————=0. (B.101)

With b = q; + g3 and ¢ = q; + ¢2 + ¢35 this constraint can be written as
P2 =2p2+p1—2q1+1=0. (B.102)

We have {9, ¢1} = 1 and no new constraints. The M matrix and its inverse follows:

M:(O _1>, M—lz(o 1). (B.103)
1 0 -1 0

The GB are defined by

{F,G} ={F,G} = {F, 01 H{2, G} + {F, b2 }{¢1, G} (B.104)
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and gives the following non zero fundamental GB:

{Q1>CI2}* = {Q17Q3}* = {C]1,p3}* = -1 (B.105)
{@, 63} ={q2,p3}" = {p1,p3}" = -2 (B.106)
{q27p2}* = {Q3ap3}* =1 (B107>
{em} =2, (B.108)
Those give us the equations

dgr = {qi,do}"dt = (21 —2p> — 1) dt (B.109)
dgz = {q2,do}"dt = (41 —4py + 1) dt (B.110)
dgs = {gs, 0} dt = (2p1 + 2p2 — 2q1 — 2q3 + 3) dt (B.111)
(B.112)
dpr = {p1, o} dl = (4q1 + 2g3 — 4po) di (B.113)
dps = {p2,¢o}"dt = —1di (B.114)
dps = {ps,do}"dt = (2p1 — 25 + 3) dt , (B.115)

which can be written, using the constraints, by
G =2(n+1), Go=4(q+1), Q3:4<q3—2) . (B.116)

As we can see, the solutions in [9] satisfies these equations.

B.9 Final Comments

The appearance of non-involutive constraints violates the Frobenius’ integrability
condition, by which the constraints related to a set of LI Hamiltonian vector fields
must close a Lie algebra with the Poisson brackets. In this work we have shown that
the imposition of the integrability conditions d¢, = 0 provides a self consistent way
to treat non-involutive (second class) constrained systems.

It must be stressed, however, that the procedure do not change the Frobenius’
theorem: if a system is in agreement with (B.9) it is also in agreement with (B.8).
We saw that the imposition of (B.9) can reveal new constraints or show that the
system, or part of it, is integrable, cases that are covered by (B.8), but it can also
reveal linear dependence in the vector fields tangent to the surfaces, which implies
elimination of independent variables related to non-involutive constraints.

The process of elimination shows that it is always possible to redefine the dy-

namics with the introduction of Generalized brackets. The GB actually defines a
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symplectic structure in a reduced phase space. Systems that presents only non-
involutive constraints (M regular case) are completely reduced and the evolution of
any observable is generated by the canonical Hamiltonian with the GB, as shows
equation (B.18). Therefore, non-involutive constraints are not dynamical generators
in the reduced phase space. This is reflex of the fact that the constraints that were
not in involution with the PB are in involution with the GB now.

However, if the system presents secondary constraints a previous step is needed.
Since there are no independent variables related to constraints that come from the
integrability conditions, we may expand the parameter space to include new pa-
rameters, one for each of those constraints. The secondary constraints are, then,
assumed to be generators of infinitesimal transformations® in the phase space, in
equality with the primary constraints, as shown in the evolution equation (B.10).

If the system has only a subset of non-involutive constraints we have the case
in which M is singular. This subset of r constraints is computed in the GB of the
system. However, integrability conditions for the other & — r constraints are given
by equations (B.26), which can only result in new relations between the variables
(in this case new constraints), or in identical 0 = 0 relations. The primary case
requires the insertion of these new constraints in the system. However, this case
will not occur if all secondary constraints are already previously found. The second
case implies that the remaining constraints must be in involution with the GB and
the system whose evolution differential is given by (B.24) is already completely

integrable.
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