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RESUMO

SOUZA, C. O. (2008). Formulacéo hibrida-Trefftz com enriquecimento seletivo: aplicacéo a
problemas bidimensionais da Elasticidade. Dissertacéo (Mestrado) — Escola de Engenharia de
Séo Carlos, Universidade de S50 Paulo, S&o Carlos.

Este trabalho insere-se no ambito das formulacGes ndo convencionais em eementos
finitos. Particularmente, introduzem-se alguns aspectos do Método dos Elementos Finitos
Generalizados (MEFG) e do cléssico refino-p na consagrada formulagéo hibrida-Trefftz de
tensdo para a Elasticidade Bidimensional. A formulacdo apresentada aproxima diretamente
dois campos independentes. o de tensdes no dominio dos elementos e 0 de deslocamentos nas
fronteiras dos elementos. Baseado na estrutura de enriquecimento centrada em nuvens,
proposta pelo MEFG, podem ser selecionadas oportunamente regides, formadas por um
conjunto de elementos e fronteiras de elementos, onde 0 espago da aproximacgdo €
adeguadamente enriquecido mediante o refino-p. Neste contexto campos auto-equilibrados de
tensOes, derivados da solugdo da equacdo de Navier, sdo utilizados para compor a
aproximacdo no dominio dos elementos, enquanto nas fronteiras dos elementos o campo de
deslocamentos é construido a partir de bases especificas de aproximacao; seja a base inicial,
formada por funcbes de forma lineares, ou bases enriquecidas com polindmios hierarquicos,
ndo hierérquicos e fungdes trigonométricas. Aborda-se também, ainda que preliminarmente,
um estudo de painéis com multiplas fissuras pelo Méodo da Particdo em formulacdo hibrida-
Trefftz com enrigquecimento seletivo. As andlises numeéricas realizadas revelaram, em gerdl,
uma formulagdo de 6timo desempenho, caracterizada por uma notavel capacidade de
aproximacdo dos campos de tensdes e deslocamentos, €l evada robustez numérica e reduzido

dispéndio computacional.

Palavras-chave: Formulacdo hibrida-Trefftz de tensdo, Méodo dos Elementos Finitos,

Método dos Elementos Finitos Generalizados, Método da Particéo.



ABSTRACT

SOUZA, C. O. (2008). The Hybrid-Trefftz formulation with selective enrichment: application
to two-dimensional problems in elasticity. M.Sc. Dissertation — Escola de Engenharia de Séo
Carlos, Universidade de Séo Paulo, S&o Carlos.

This work is inserted in the context of unconventional formulations in the Finite
Elements Method. Particularly, some aspects of the Generalized Finite Elements Method
(GFEM) and the classic p-refinement are introduced in the well known hybrid-Trefftz stress
formulation for the two dimensional elasticity. The presented formulation approximates two
independent fields: the one of stresses in the elements domain and the one of displacementsin
the boundaries of the elements. Based on the enrichment structure centered in clouds,
proposed by the GFEM, some regions, formed by a group of elements and boundaries of
elements where the approximation space is adequately enriched by the p-refinement, can be
opportunely selected. In this context, self-equilibrated stress fields, derived from the solution
of the Navier equation, are used to compose the approximation in the elements domain,
whereas the displacements field in the borders of the eements is built from specific
approximation bases, that is, the initial base formed by linear shape functions, or, bases
enriched with hierarchical polynomials, nonhierarchical ones and trigonometric functions.
Also, athough preliminarily, astudy of the multiple-cracked panels is done using the Splitting
Method with a hybrid-Trefftz formulation and a selective enrichment. The numeric analyses
donereveded, in general, a high performance formulation characterized by a great capacity of
approximation the stress fields and displacements, high numeric robustness and reduced

computer expenditure.

Keywords: hybrid-Trefftz stress formulation, Finite Elements Method, Generalized Finite
Elements Method, Splitting Method
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t. - Vetor das tensdes numa superficie segundo o sistema cartesiano

t, € t, - Componentes das tensbes em T

t. - Vetor de forgas de superficie prescritasem T,

t, €t, - Componentes das forgas de superficie prescritas

u - Campo de deslocamentos num sistema arbitrario de referéncia
b - Vetor de forgas volumicas num sistema arbitréario de referéncia
9% - Operador matricial da equagéo de Navier

. € i, - Constantes auxiliares da equacéo de Navier

U - Vetor representativo da solugdo particular

u, - Vetor representativo da solucéo homogénea

u, - Vetor representativo da solucéo de corpo rigido

c - Vetor formado pelos parametros da combinacdo linear da aproximagdo da solucéo
homogénea

N - Matriz que coleta os vetores da solucdo homogénea

N; - Vetores da solugdo homogénea

N - Matriz que coleta os vetores da solucéo de corpo rigido

¢ - Vetor formado pelos parametros da combinacdo linear da aproximacdo da solucéo de
corpo rigido

upe - Vetor representativo da solucéo homogénea segundo o sistema cartesiano
uye - Vetor representativo da solucdo de corpo rigido segundo o sistema cartesiano

N;. - Vetores solugéo da solugdo homogénea segundo o sistema cartesiano
Nj. - Vetores solugéo da solugio homogénea segundo o sistema cartesiano

N, - Matriz que coleta os vetores solucdo da solucdo homogénea segundo o sistema
cartesiano



N. - Matriz que coleta os vetores solucdo da solugdo de corpo rigido segundo o sistema
cartesiano

F(z) - Fungdo arbitréria da equacdo de Muskhelishvili

G(z) - Funcdo arbitréria da equacao de Muskhelishvili

z - NUmero complexo

z - NUumero complexo conjugado

i - Unidade imaginéria de um nimero complexo

Ny - Sequéncial de vetores da solugdo homogénea

Ng, - Seqliéncia 2 de vetores da solugdo homogénea

Nk - Seqliéncia 3 de vetores da solucéo homogénea

Npx - Sequéncia4 de vetores da solugdo homogénea

A, - Funcbes que definem a seqliéncia N,

B, - Funcdes que definem a seqliéncia Ng,

C, - Fungdes que definem a sequiéncia N,

D, - Funcbes que definem a seqliéncia Ny,

up, - Vetor representativo da solugdo homogénea segundo o sistema polar

uy, - Vetor representativo da solugéo de corpo rigido segundo o sistema polar
N;, - Vetores da solugdo homogénea segundo o sistema polar

N, - Vetores da solucéo homogénea segundo o sistema polar

N, - Matriz que coleta os vetores da solugdo homogénea segundo o sistema polar
N, - Matriz que coleta os vetores da solugdo de corpo rigido segundo o sistema polar
f.(r) e g.(r) - funcdes solucdo da equacéo de Euler-Cauchy.

S. - Matriz que coleta as fungdes de aproximacao de tensdes derivadas da equacéo de Navier
segundo o sistema cartesiano.

S, - Matriz que coleta as fungdes de aproximagao de tensdes derivadas da equagdo de Navier
segundo o sistema polar.

T. - Matriz que coleta as fungdes de aproximacdo de tensdes numa superficie, derivadas da
equacao de Navier segundo o sistema cartesiano.

T, - Matriz que coleta as fungbes de aproximagcdo de tensbes numa superficie, derivadas da
equacao de Navier segundo o sistema polar.

g - Aproximagdo do campo de deslocamentos
¢ - coordenada adimensional local



U - Matriz que coleta as funcgdes de forma para a aproximacdo do campo de deslocamentos
d - Vetor composto pelos graus de liberdade em deslocamentos

9, € ¢, - Funcdes de formalineares

Q. - Dominio do elemento

e - Fronteiraestéticano contorno do elemento

I, - Fronteiracinematica no contorno do elemento

F - Matriz do sistema resol vente do elemento
G - Matriz do sistema resolvente do e emento
e - Vetor do sistema resolvente do elemento

g - Vetor do sistema resolvente do e emento

r. er,' - Fronteiras relativas, respectivamente, aos elementosi ej
G' e il - Distribuicio de deslocamentosem I',' e '/, respectivamente
Jo - FOrcas nodais equivalentes provenientes das tensdes

dg, - Forcas nodais equivalentes provenientes do carregamento

d, - Vetor que coleta os graus de liberdade nodais em deslocamentos do sistema resolvente
global

g, - Vetor deforgas nodais equivalentes

B, - Base de aproximacéoinicial

B, - Base enriquecida generica

Be - Basedeinteresse utilizada no enriquecimento

h; - FuncGes utilizadas no enriquecimento

B, - Base enriquecida com refinamento polinomial hierérquico

B, - Base enriquecida com refinamento polinomia ndo hierarquico
B, - Base enriquecida envolvendo fungdes trigonomeétricas

I': - Umafronteiraenriquecida

Ue - Matriz que coleta as fungGes de aproximagdo numa fronteira enriquecida

de - Vetor que coleta os graus de liberdade em deslocamentos numa fronteira enriquecida
AUrE - Matriz que coleta as fungbes de aproximacdo decorrentes exclusivamente do
enriquecimento

Adp_ - Vetor que coleta os graus de liberdade em deslocamentos decorrentes exclusivamente
do enriquecimento

Au,; € Auy; - Graus de liberdade decorrentes exclusivamente do enriquecimento segundo as



diregbes x ey

Ge - Matriz que coletaas matrizes G-, € AG, do sistemaresolutivo com enriquecimento
Gy, - Parcelade G referente a aproximagao inicial

AGy, - Parcelade G introduzida em virtude do enriquecimento

ge - Vetor que coletaos vetores qr_ € Agr. do sistema resolutivo com enriqueci mento
ar. - Parcelade g referente aaproximagéo inicial

Aqr, - Parcelade g introduzidaem virtude do enriquecimento

Ad - Vetor genérico que coleta os graus de liberdade em deslocamentos decorrentes
exclusivamente do enriguecimento no elemento

AG - Matriz genérica que coleta as fungdes de aproximacdo decorrentes exclusivamente do
enriquecimento no elemento

Aq - Vetor de forgas nodais equivalentes, decorrente exclusivamente do enrigquecimento no
elemento

Ad, - Vetor que coleta os graus de liberdade nodais em deslocamentos decorrentes do
enriguecimento do sistema resolvente global

Aq, - Vetor que coleta as forgas equivalentes das fronteiras enriquecidas.
f. - Fissuraarbitrariano dominio

PG, - Designacéo do problemaglobal bésico

PL, - Designacdo dos problemas|ocais

PG, - Designacdo dos problemas globais

u, - Solucéo do campo de deslocamentos de PG,

u,, - Solucdo do campo de deslocamentos referentes a cada PL,
ugk - Solucdo do campo de deslocamentos referentes a cada PG,
a, - Fatoresde escala

o, - Solugdo do campo de tensdes de PG,

o - Solucdo do campo de tensdes referentes a cada PG,

o - Solugdo do campo de tensdes referentes a cada PL,

Ly - linha de umafissura previamente desconsiderada

t, - Distribuicdo detensdesnuma Ly do PG,

to, € to. - Componentes datensdo t,

V; - Dominio local deinfluéncia de umafissura f,

', - Caminho interno arbitrario de influéncia de uma fissura f,



Q,; - Carregamento ficticio

t; - DistribuicOes de tenses ao longo de T

u; - DistribuicGes de deslocamentos ao longo de I,
a - Vetor formado pelos fatores de escala o

t, - Distribuicéo de tensdes nas faces de umafissura de um PL,

Q. - Matriz que coleta os vetores de carregamentos ficticios Q,
Qijn € Q¢ - Componentes de um vetor Q|

tg - Distribuicdo detensdes numa L; deum PG,

Qg - Vetores de distribuicdo de tensdes numa L, deum PG,

Qsj, € Qs - componentes de um Qg

Qs - Matriz que coleta os vetores Qg ;

Kpi - Matriz dos coeficientes do sistema resolutivo do Método da Particéo

v, - Vetor dos termos independentes do sistema resolutivo do Método da Partic&o

0, - Solucéo do campo de deslocamentos de PG, em formulac&o hibrida-Trefftz

Ugx - Solugdo do campo de deslocamentos referentes a cada PL, em formulacéo hibrida-
Trefftz

U, - Solucdo do campo de deslocamentos referentes a cada PG, em formulacéo hibrida-
Trefftz

R, - Matriz de rotacéo de tensdes numalinha
g:(n) - Funcdo que indica a distribuicéo das forcas ficticias nas faces de uma fissura

a - Comprimento efetivo de uma fissura (capitulo 5)

n, € n, - Vaores adimensionais especificados para o sistema coordenado da fissura,
referentes aos nos 1 e 2 de face de contato com um elemento

or; - Vetor representativo da distribuicdo de tensdes dos elementos adjacentes a uma
fronteira T

u, € u, - Componentes do campo de deslocamentos nas direcGes paralela e perpendicular as
faces dafissura, respectivamente.

K, e K, - Fatores de intensidade de tensdo, respectivamente, para os modos de abertura e
deslizamento.

G - Modulo de elasticidade transversal.
r - Distancia de um ponto considerado a extremidade da fissura (capitul o 5)
¢ - Angulo do ponto considerado relativo & bissetriz da abertura da fissura.

« - Constante auxiliar utilizada nas equacbes que definem a distribuicdo do campo de



deslocamentos no entorno daregi&o de singularidade

A, € An - Deslocamentos relativos dos referidos pontos segundo as diregGes perpendicular e
paralela as faces dafissura, respectivamente

¢ - Posicdo do centréide do elemento (capitulo 6)

X; eY, - Posicbesdeum nd i de um elemento segundo o sistema global de referéncia

X eY - Coordenadas do centrdide ¢ do elemento
A - Areado elemento (capitul o 6)

x, €y, -Coordenadas cartesianas de um nO k de um elemento segundo o sistema local de
coordenadas

x ey - Distribuicdo de posi¢oes ao longo de uma fronteira (capitul o 6)

n - Vetor que coleta os co-senos diretores n,,n, en,de um determinado lado segundo o
sistema cartesiano

dy - Distnciade normalizacéo

xy - Coordenada adimensional segundo a direcéo x

yn - Coordenada adimensional segundo adirecdo y

L. - Matriz formada por operadores diferenciais segundo o sistema cartesiano normalizado
f(x;) ew, - Vaoresfuncionais e pesos de Gauss, respectivamente

dr - Diferencial de umafronteirade um elemento
r - Raio polar (capitulo 6)
sy € s, - Metade do comprimento dos lados horizontal e vertical de um elemento retangul ar

0 - Coordenada angular (capitulo 6)
y - angulo auxiliar de varredura

ry - Coordenada adimensional polar segundo adirecéo r
A - Matriz dos coeficientes do sistema resol utivo global

Fs» Gg € AGg - Matrizes resultantes da alocagdo das matrizes F, G e AG de cada elemento
da discretizaco adotada

B; - Vetor de termos independentes do sistema resol utivo global

ess Oig © AQ;, - Vetores resultantes da alocacéo dos vetores e,q e Aq de cada elemento da
discretizacéo adotada.

X - Vetor das incognitas do sistema resolutivo global
Rg - Vetor residuo da solugdo do sistema resolutivo
|Rs| - Normade Rg

U - Energiade deformacéo

F. - Matriz que coleta as submatrizes F, ,para i =1,...,n ,sendo n o nimero de el ementos da



discretizago adotada.

Uger - Energia de deformacéo de referéncia nas andlises numeéricas (capitulo 7)

Uy €Uy . - Deslocamentos de referéncia nas analises numericas (capitulo 7)

(omax ! W )rer - Fator de concentragéo de tensdes de referéncia (capitulo 7, problema 3)

K, ref - Fator de intensidade de tensdes de referéncia (capitulo 7, problema 4)

orer - 1€NS80 maximade referéncia (capitulo 7, problema 5)
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Capitulo 1: Introducéo 1

1 Introducao

1.1 ConsideracOes gerais

Problemas de interesse para a engenharia, normamente relacionados a andlise do
comportamento de uma estrutura, ou material, e suainteracdo com o meio externo, podem ser
formulados, teoricamente, a partir de principios matematicos e leis da Fisica. Se por um lado a
complexidade dos fendmenos presentes na maioria desses problemas sdo entraves naturais a
concepcao de um modelo matemético minucioso, por outro, a introducéo de certas hipbteses
simplificadoras permite construir uma idedizacdo suficientemente precisa conforme a
gualidade da resposta pretendida. Neste contexto, cada problema idealizado passa a ser regido
por um modelo matemético capaz de representar, aluz das hipbteses admitidas, os fendmenos
observados.

A idedlizacBo mediante um modelo matemético € geramente realizada por um
conjunto de equacdes, sgjam elas diferenciais, integrais ou agébricas, as quais,
concomitantemente, devem satisfazer a condi¢cbes de contorno especificas do problema
analisado. Um problema de valor de contorno (PVC), tipico do capitulo da elasto-estética na
Mecéanica dos Sdlidos e das Estruturas, compfe-se de uma ou mais equacles diferenciais
envolvendo varidveis representativas dos campos de deslocamento, deformacdo e tensdo, e
gue combinam restricbes congtitutivas do material, de equilibrio e de compatibilidade. As
condigdes de contorno, sgiam em forcas ou em deslocamentos, completam o PVC para um
solido ou estrutura.

A solugdo analitica de um PVC é por vezes laboriosa, restringindo-se a problemas
relativamente simples, caracterizados por um nimero reduzido de variaveis, equacfes triviais
e poucas condi¢des de contorno. Inserido neste contexto, os métodos numeéricos configuram-
Se como alternativas interessantes.

Os métodos numéricos podem ser entendidos como técnicas sistematicas de geragéo
de respostas aproximadas de um dado problema. Apesar de suas origens estarem associadas

ainda ao século XVIII, em aplicacbes numéricas do cdculo diferencial e integral, suas

potencialidades permaneceram latentes durante séculos, em virtude do envolvimento de
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operacdes algébricas muitas vezes laboriosas, particularmente quando da resolucdo de
problemas mais complexos. Esta situagdo modificou-se somente a partir do seculo XX com o

advento de recursos computacionais, os quais viabilizaram a otimizagdo de diversas operacoes
de calculo, sobretudo o matricial.

Dentre os diversos métodos numéricos, o Méodo dos Elementos Finitos (MEF) &,
atualmente, um dos mais difundidos, tanto no meio técnico quanto no cientifico, com
aplicacbes nas mais diversas areas. A formulagdo classica do MEF, também conhecida por
“formulacdo em deslocamentos”, € amais utilizada, tendo sido concebida, originalmente, para
aandlise de problemas no ambito da Mecanica das Estruturas.

Na formulacdo em deslocamentos apenas 0 campo de deslocamentos no dominio do
elemento é aproximado diretamente. Os outros campos, de deformagdes e tensdes, séo obtidos
indiretamente, mediante equacbes representativas das restricbes de compatibilidade e
constitutiva. O éxito desta formulagdo caracteriza-se por sua simplicidade conceitual e pela
facilidade de implementacéo, propiciando sua incorporacdo de maneira ostensiva em diversos
codigos computacionais comerciais.

Entretanto, a forma convencional do MEF apresenta certas limitagdes, dentre as quais,
citam-se:

. Perda de precisdo nas aproximagoes indiretas dos campos de tensdes e deformagoes.
As equacles utilizadas na obtencdo dos referidos campos envolvem derivagdes e
consequentemente, implicam em reducdo da ordem da aproximagao.

. Comprometimento da solucdo do problema, quando se empregam elementos
excessivamente distorcidos.

. Em problemas contendo singularidades (problemas que envolvem elevados gradientes
de tensdes) uma resposta satisfatéria sd € obtida mediante uma discretizacdo excessiva
das zonas de interesse. Em situacdes de forte localizacdo dos gradientes, muitos
procedimentos automaticos de geracdo de redes acabam por ndo se restringir somente a
regido de singularidade, ocasionando refinamentos desnecessarios em outras zonas do
dominio, ou mesmo elementos excessivamente distorcidos.

. No caso de placas, cascas e solidos tridimensionais, em virtude de restrigoes impostas
no modelo tedrico, observa-se a ocorréncia do fendmeno de travamento, ou “locking”,
(BATHE, 1996), consistindo na forte reducéo da taxa de convergéncia da aproximagéo

para a resposta correta. A superacdo de problemas deste tipo exige a formulagéo de
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elementos especiais ou mesmo discretizagdo muito refinada, novamente aumentando

excessivamente 0s custos computacionais.

Diante das limitagdes da forma convencional do MEF diferentes alternativas vém
sendo apresentadas. Dentre elas merecem destaque aquel as derivadas de formulagdes hibrido-
mista, hibrida e hibrida-Trefftz, descritas, por exemplo, no trabalho de Freitas, Almeida e
Pereira (1999), ou as que exploram o conceito de Particdo da Unidade para o enriquecimento
das aproximactes, como o Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) (DUARTE;
BABUSKA e ODEN, 2000).

Uma caracteristica comum entre as formulagdes hibrido-mista, hibrida e hibrida-
Trefftz € que em todas elas as aproximacdes sdo concebidas tanto no dominio quanto no
contorno do elemento, dai o termo hibrido. Além disso, de cada uma podem ser propostas
duas subformulacdes, a depender das hipoteses de continuidade admitidas a priori entre
elementos. Elas sdo designadas formulagdo em deslocamento e formulagdo em tensdo
(FREITAS; ALMEIDA; PEREIRA, 1999). Nas formulacBes em deslocamento, 0 modelo é
desenvolvido para propiciar uma solucdo cinematicamente admissivel, isto €, que satisfaz
localmente a compatibilidade entre deformacdes e deslocamentos no dominio do elemento e
gue garante a continuidade de deslocamentos nas fronteiras comuns de elementos contiguos.
Por outro lado, nas formulacbes em tensdo buscase um modelo que sga estaticamente
admissivel, de forma a verificar o equilibrio local no dominio do elemento e o equilibrio na
interface entre elementos adjacentes.

Na formulacéo hibrido-mista nenhuma restricéo € imposta a priori sobre as funcdes
aproximativas. A formulacdo é dita mista, pois dois campos de naturezas distintas séo
aproximados diretamente no dominio do elemento, sgam de tensdes e deformagdes ou de
tensdes e deslocamentos. No contorno do elemento aproxima-se, de forma independente dos
anteriores, o campo de tensbes na formulacdo hibrido-mista de deslocamento ou o de
deslocamentos na formulacdo hibrido-mista de tensdo.

A formulacdo hibrida € um caso particular da formulagdo hibrido-mista. Na
formulagdo hibrida de tensdo, as fun¢des aproximativas de tensdes devem satisfazer a priori a
equacdo de equilibrio do problema. Em virtude desta restricdo, demonstra-se que a
aproximacdo de deformacdes ou deslocamentos no dominio torna-se redundante. Este modelo
aproxima, entdo, dois campos independentes. o de tensdes no dominio e o de deslocamentos
no contorno. Por outro lado, na formulacdo hibrida de deslocamento a restricdo a ser
previamente atendida € a equacdo de compatibilidade. Nesta situacdo, a aproximacdo de

tensdo no dominio é que se torna redundante e, desta forma, os campos aproximados
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independentemente sdo de deslocamentos no dominio e de tensdes ho contorno.

Por sua vez, a formulacdo hibrida-Trefftz, foco principal deste trabalho, € a mais
restritiva. As fungdes aproximativas ndo devem satisfazer apenas a condicdo de equilibrio ou
a de compatibilidade, mas a propria equagdo diferencial governativa do problema. Tanto na
formulacdo em deslocamento quanto na de tensdo, em virtude da restricdo imposta sobre as
funcbes aproximativas, o campo diretamente aproximado no dominio é o de tensdes. No
contorno aproxima-se o campo de tensdes na formulacéo hibrida-Trefftz de deslocamento ou
o campo de deslocamentos na formulagdo hibrida-Trefftz de tensdo.

A formulagdo hibrida-Trefftz baseia-se no Método de Trefftz, o qual, em esséncia,
consiste na aproximagao das grandezas de interesse de um determinado problema, mediante o
uso adequado das préprias solucBes anadliticas de sua equacdo regente como fungbes de
aproximacdo. Por se tratar de um método integrante da formulacdo estudada neste trabalho
seréreaizada uma abordagem mais ampla sobre o tema no capitulo 2.

Ainda no tocante a formulacgo hibrida-Trefftz, verificam-se algumas vantagens em
comparacéo ao MEF convenciona ou mesmo ao Método dos Elementos de Contorno (MEC).
Ao contrario do MEF, as integracdes sdo realizadas no contorno dos elementos, facilitando a
implementagcdo de elementos com formas poligonais arbitrarias ou curvas quaisquer. Além
disto, 0 uso de fungdes aproximativas que satisfazem & equagdo governativa do problema
evita a introducdo de equacOes integrais singulares e, assim, dispensa a construgdo de
solugbes fundamentais como ocorre no MEC (JIROUSEK ; WROBLEWSKI, 1996).

Segundo Qin (2005) uma outra potencialidade da referida formulacdo surge em
problemas singulares, tais como regifes proximas a cavidades, pontas de fissuras e
carregamentos, aonde o uso de fungdes especiais, de solucdes analiticas locais, geram Gtimas
aproximagoes, sem 0 excessivo refinamento da rede, como ocorre no MEF convencional.

A parte as formulagdes hibridas citadas, 0 MEFG também tem se apresentado como
uma aternativa interessante, em termos numericos, para superar as limitaces inerentes a
forma convenciona do MEF. O MEFG combina aspectos do MEF convencional com
recursos dos métodos sem rede, particularmente quanto ao enriquecimento da base de funcdes
de aproximacdo. Dentre as potencialidades do referido método citam-se: a robustez numérica,
a possibilidade de se priorizar regides de interesse no dominio estrutural, mediante o
enriquecimento por zonas de influéncia, e a versatilidade de enriquecimento com diferentes
tipos de funcBes. As técnicas de enriquecimento do MEFG serdo descritas mais
detal hadamente no capitulo 4.

Destacam-se, finamente, em contraposicdo a forma convenciona do MEF,
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proposi¢des mais recentes, como as que combinam aspectos das formulacdes hibridas com as
técnicas de enriquecimento preconizadas pelo MEFG. Neste contexto, citam-se o trabalho de
Pimenta, Proenca e Freitas (2002), no qual sdo introduzidas técnicas de enriquecimento nodal
na formulag@o hibrido-mista de tensdo. Na extensdo desse trabalho, Goéis (2004) amplia as
possibilidades de enriquecimento da formulacdo hibrido-mista de tensdo, mediante o
emprego, entre outras, de fungdes que descrevem campos auto-equilibrados de tensdes,
fungBes trigonométricas e fungdes solucdo da M ecanica da Fratura El astico-linear.

E importante ressaltar que todas as formulagbes ndo-convencionais foram concebidas
visando superar algumas das limitagdes do MEF convencional. A formulagdo hibrida-Trefftz
aplica-se com vantagens, sobretudo, na solu¢cdo de problemas da Elasticidade Linear
envolvendo singularidades.

Perante as consideracbes anteriores, visumbram-se inUmeras possibilidades de

pesquisas no ambito das formulagdes ndo-convencionais do MEF.

1.2 Objetivos

Na esteira das pesquisas iniciadas em Pimenta, Proenca e Freitas (2002) e Gois
(2004), este trabalho visa ampliar as possibilidades de refinamento das formulagtes néo-
convencionais em elementos finitos, particularmente introduzindo aspectos combinados do
MEFG e do cléssico refino-p na formulagdo hibrida-Trefftz de tensdo para a Elasticidade
Bidimensional. Tal concepcdo € uma aternativa aos processos exclusivos p-adaptativos, 0s
guais ja foram explorados em elementos hibridos-Trefftz de grande destaque na literatura,
como por exemplo, o HTD (*hybrid Trefftz displacement”), descrito por Jirouseck e
Wroblewski (1996), e 0o HTS (“hybrid Trefftz stress”), apresentado por Freitas (1998).

O objetivo principal é desenvolver uma formulagdo que contemple o enriquecimento
seletivo no dominio estrutural, sendo possivel priorizar regides de interesse. Por um lado,
pretende-se avaliar o desempenho de trés bases aproximativas adotadas para o enriquecimento
dos deslocamentos no contorno dos elementos: base polinomia com refinamento hierérquico,
polinomial com refinamento ndo-hierdrquico e ndo-polinomial  envolvendo fungdes
trigonométricas. Por outro lado, aspira-se averiguar a influéncia do nimero de termos
tomados na aproximacdo do campo de tensdes no dominio do elemento, cujas funcdes de

aproximagdo derivam da solucéo diferencial governativa do problema, sgjam em elementos
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com dominio continuo ou com orificio circular. Para avaliar o desempenho da formulacéo
proposta serdo realizadas anadlises de convergéncia de algumas grandezas de interesse. Os
valores aproximados serdo confrontados com valores de referéncia, sejam analiticos, obtidos
viao MEF convencional ou aproximados por outras formulagdes encontradas naliteratura.
Um objetivo complementar é a aplicacdo da formulacdo hibrida-Trefftz com
enriquecimento seletivo a simulacdo numérica de problemas de fraturamento modelados
segundo o Método da Particio (BABUSKA; ANDERSSON, 2005). Particularmente, avalia-se
a eficiéncia da aternativa numérica desenvolvida na resolugdo do problema de uma fissura
inserida num dominio plano. Nesta avaliagdo sera analisada a influéncia tanto do nimero de
termos da série de carregamentos ficticios, inerente a0 Método da Particdo, quanto do

enriquecimento seletivo, na extragdo do fator de intensidade de tens&o.

1.3 Estruturada dissertacao

A estrutura da dissertacdo é composta de oito capitulos relacionados a topicos
especificos, conforme exposto no que se segue:

. No capitulo 1, inicialmente, sdo feitas as consideracGes gerais do trabalho, com o
intuito de contextualizar a formulagéo estudada no ambito dos métodos numéricos e
justificar a relevancia da pesguisa proposta. Em seguida, expdem-se o0s objetivos
pretendidos da pesquisa. Finamente, sdo feitas consideragdes sobre a organizagdo de
todo o texto da dissertacéo.

. O capitulo 2 foi concebido objetivando-se esclarecer os fundamentos do Método de
Trefftz, particularmente na andlise de problemas bidimensionais da Elasticidade. Ap6s
uma breve exposicdo de alguns conceitos basicos da teoria da Elasticidade, séo
apresentados os procedimentos inerentes a obtencdo das funcBes aproximativas que
satisfazem a equacdo de Navier, aqua rege o modelo el astico-linear.

. No capitulo 3 apresentase a formulagdo hibrida-Trefftz de forma simplificada,
idealizada por aproximagdes lineares no contorno do elemento. Inicialmente, sdo
definidas as aproximagbes do campo de tensbes no dominio do elemento e de
deslocamentos em seu contorno. Em seguida, equaciona-se a formulacéo a partir de
certos principios variacionais. Por fim, sdo feitas algumas consideragdes no tocante,
tanto a solucdo do sistema resolutivo para o elemento, quanto a montagem e solucéo
do sistemaglobal.
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. No capitulo 4 estende-se a formulacdo apresentada no capitulo 3 mediante o
enriguecimento seletivo. S0 apresentadas as bases de aproximacdo enriquecidas
exploradas no trabalho e as mudancgas inseridas em virtude do enriguecimento em
todas as etapas da formulagdo do capitulo 3.

. No capitulo 5 aborda-se 0 Método da Particdo em formulacdo hibrida-Trefftz com
enriquecimento seletivo. Apés a apresentacdo dos fundamentos do referido método,
apresenta-se 0 seu equacionamento quando do emprego da formulacéo estudada neste
trabal ho.

. No capitulo 6 apresentam-se os recursos numericos utilizados na implementacdo do
programa desenvolvido.

. No capitulo 7 séo relatadas as andlises numéricas realizadas em alguns problemas
peculiares, incluindo comentérios acerca das respostas obtidas.

. No capitulo 8 sdo apresentadas as consideractes finais e conclusdes.
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2 Campos aproximados em problemas bidimensionais da
Elasticidade: concepcao baseada no M étodo de Trefftz

2.1 Consideracbesiniciais

A formulacdo classica do Método de Trefftz foi proposta para analisar problemas de
potencial em dominios bidimensionais. A idéiainovadora apresentada por Trefftz* (1926 apud
FERNANDEZ, 1998) consistia na adocao de fungdes aproximativas que satisfaziam a priori a
eguacdo governativa do problema.

Percebeu-se que o conceito primordial do Método de Trefftz, no tocante as funcdes
aproximativas, poderia ser agregado a qualquer método numérico, particularmente na analise
de problemas cuja solucdo da equacdo regente fosse factivel. Entretanto, a indisponibilidade
de recursos computacionais aiada a incipiéncia dos métodos numeéricos inviabilizaria sua
utilizag@o por algumas décadas.

As aplicacles pioneiras baseadas no Méodo de Trefftz em métodos numéricos foram
realizadas via MEF. Nelas, as fun¢fes aproximativas que satisfaziam a equacao regente do
problema eram utilizadas em apenas parte do dominio, enquanto nas partes remanescentes a
aproximacao era obtida pela discretizacdo convencional. Por exemplo, Willians® (1952 apud
JROUSEK:; WROBLEWSK, 1996) aplicou este procedimento para cantos reentrantes de
placas, enquanto Stein®(1972 apud JROUSEK; WROBLEWSK, 1996) executou 0 mesmo
procedimento para umaregido retangular pertencente a uma casca.

Posteriormente, Jirouseck (1978) apresentou quatro formulagdes de elementos finitos
hibridos-Trefftz, diretamente aplicaveis a Mecanica dos Solidos e das Estruturas. Nelas o
atendimento a equacdo governativa passou abranger todo o dominio do problema. Desde

entdo, inlmeras aplicagdes tém sido realizadas com sucesso em diversas aress.

Y TREFFTZ, E. Ein Gegenstiick zum Ritzschen Verfharen (1926). Procedures 2nd International
Congress of Applied Mechanics, Zurich, p. 131-137.

2 WILLIANS, M. (1952). Surface stress singularities resulting from various boundary conditions in
angular corners of platesin extension. J. Applied Mechanics, v.19, p. 526-528.

3 STEIN, E. (1973). Die Kombination des modifizierten Trefftzschen Verfahrens mit der Methode der
Finiten Elemente. Finite Element in der Statik (K.Buch, D. Scharpf, E.stein, and W. Wunderlich, eds.), p.172-
185.
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Nesse ambito, citam-se as aplicagbes em problemas de Elasticidade (JROUSEK;
VENKATESH, 1992), placas de espessura moderada de Reisner-Mindlin (JIN; QIN, 1995),
placas espessas (PETROLITO, 1996), Mecénica dos Solidos Axi-simétricos
(WROBLEWSKI; ZIELINSK; JROUSEK, 1992), cascas (VOROS; JROUSECK, 1991),
problemas elastodinamicos (FREITAS, 1997), andlise de conducdo de calor (JROUSEK;
QIN, 1996), placas sob ndo-linearidade geométrica (QIN, 1996), ndo-linearidade fisica em
problemas tridimensionais da Elasticidade (BUSSAMRA; PIMENTA; FREITAS, 2001),
materiais piezelétricos (QIN, 2003), entre outros.

E importante ressaltar que as formulagdes baseadas no Método de Trefftz ndo se
restringem ao MEF. Neste contexto, referenciam-se os trabalhos de Fernandez (1998), onde se
apresentam formulagbes dos Métodos dos Residuos Ponderados, em particular enfatizando
aplicacOes via 0 Método da Colocagdo de Forma Indireta, o de Leitdo (2001), no qual se
realiza uma andlise comparativa entre o Método de Galerkin e o Método da Colocagdo em
problemas bidimensionais da Elasticidade, o de Diaz, Herreira e Y ates (2002), onde se trata
dos Métodos Indiretos de Colocacéo e o de Chang et al. (2002), em que se aborda uma
maneira direta da aplicacdo do Método de Trefftz como um método de contorno em
problemas de membranas com vibragdes livres.

Em todos os trabalhos citados, constata-se que o estabelecimento das funcdes
aproximativas, baseadas no Método de Trefftz, foi uma condicdo preliminar na concepcéo das
correspondentes formulagdes propostas.

Assim sendo, para os objetivos deste trabalho, torna-se imprescindivel um bom
entendimento das funcbes aproximativas concebidas pelo Método de Trefftz para a andlise de
problemas bidimensionais da Elasticidade. Desta forma, inicialmente, apresentam-se neste
capitulo algumas relacBes basicas de Elasticidade, com intuito de apresentar a notacdo
utilizada e, sobretudo, estabelecer a equacdo governativa do problema. Logo em seguida, sdo
descritos os procedimentos relacionados a construcdo das aproximacdes dos campos de

deslocamentos e tensdes.

2.2 Relagdes basicas em problemas de Elasticidade

Na formulagcdo de um PVC em Elasticidade, considera-se um corpo elastico em
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equilibrio, composto de uma regido interna, ou dominio aberto Q, e envolto por uma
superficie regular, ou contorno I'. Admite-se que em Q atuam forcas volumicas,
representadas pelo vetor resultante b e que em I' agem forgas de superficie, representadas
por t . Além das forcas de superficie, deslocamentos u podem ser impostos ou impedidos em

parte do contorno. Assim, para efeito de equacionamento, o contorno I' passa a ser composto
de duas regibes complementares, a saber, a fronteira estética I', e a cinematica I, onde,

respectivamente, osvaloresde t e u sdo prescritos, conformeilustrado na Figura 2.1.

—+|

i

Figura2.1. Representacdo de dominio, fronteiras e forgas em um corpo eléstico.

De acordo com as defini¢bes anteriores, observam-se, as seguintes relagbes entre os
conjuntos Q,T', T, eI;:

QNl'=y
r,url, =T
Nl =9

Apresenta-se, a seguir, o conjunto de equacbes que governam o PVC para 0 estado
plano de tensdo (EPT). Todas as relactes sdo vélidas para materiais el asticos, isotropos e sob
condicoes de linearidade fisica e geométrica. Os procedimentos e particularidades da teoria
podem ser encontrados em obras cléssicas como: Fung (1965), Timoshenko e Goodier (1980)
e Valliappan (1981). As variaveis envolvidas serdo especificadas a partir de dois sistemas de
interesse: 0 cartesiano, de coordenadas x ey, e o polar, de coordenadas r e 6. Na Figura 2.2

estdo ilustrados estes sistemas e algumas grandezas a eles referidas, mas que ainda serdo
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definidas.

Figura 2.2. Sistemas de coordenadas e representacdo das componentes de forcas
volUmicas, deslocamentos, deformactes e tensdes num dado ponto.

Equacéo de equilibrio

Segundo o sistema de coordenadas cartesianas, tem-se:

L.o. +b, =0, em Q (21)

onde L, é uma matriz formada por operadores diferenciais, o. 0 vetor representativo

do tensor das tensbes e b, 0 vetor de forcas volumicas. Estas grandezas podem ser
representadas por:

o/ox 0 /o . .
L. = /o oy ; sendo o/ox e o/oy operadores de derivadas parciais.
0 o/oy ofox
o." ={oy o, 14);endo o, €, componentesnormais do tensor de tensdes,

enquanto t,, €acomponente cisalhante.

be' ={b, b, };sendo b, eb, componentes das forgas vol imicas.

Segundo o sistema de coordenadas polares, escreve-se a equacao de equilibrio naforma:

MsO, +L,0, +b, =0,em Q (2.2)

onde M, € uma matriz que depende da posicéo r; L, € uma matriz formada por operadores

diferenciais, o, € o vetor que representa o tensor das tensbes e b, 0 vetor de forcas
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volumicas. Estas grandezas admitem o aspecto:

1/r -1/r 0
M, =
0 0 2/r

} ; sendo r a posi¢cdo de um ponto em relacdo a origem.

L _[arer 0 (1/r)-08/00
P71 0 (1/r)-8/00 d/or

}; sendo o/or e /06 operadores de derivadas

parciais.
o, ={o, oy 1,4);%endo o, e 5, componentes normais do tensor de tensdes,
enquanto t,, €acomponente cisalhante.

b," ={b, by} ;sendo b, eb, componentes das forcas vollimicas.

« Equacao de compatibilidade

Segundo o sistema de coordenadas cartesianas, tem-se:
g, =L, U, em Q (2.3
onde ¢. € o vetor que representa o tensor das deformacdes e u. 0 vetor do campo de
deslocamentos. As seguintes representacdes sdo possives:

T

e ={e, & 74/ ONde ¢, € &, SBO as componentes da deformagio linear

y
especificae y,, éadistorgao angular.
ue" ={u, u,};sendo u, e u, componentesdo campo de deslocamentos.
Jaem coordenadas polares, escreve-se:
€, =M, +L, u,, em Q (2.4)
onde ¢, representa o tensor das deformagGes, u, o vetor do campo de deslocamentos e
M, uma matriz que depende da posicdo r . Estas grandezas admitem o aspecto:
g, ={e, € 7v0); ONde ¢ € g sS40 as componentes da deformagdo linear
especificae y,, €adistor¢do angular.

u," ={u, u,};sendo u, eu, componentesdo campo de deslocamentos.

0 0
M, =|1/r 0 [;sendor aposi¢éo de um dado ponto.
0 -1/r

« Relacado Constitutiva
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Segundo o sistema de coordenadas cartesianas, tem-se:
o, =Dg, OUg, =fo, em Q (2.5)
enquanto que em coordenadas polares, escreve-se:
o,=De, oueg, =fo, en Q (2.6)

onde D é o tensor constitutivo de rigidez e f o de flexibilidade. Tem-se a seguinte

representacdo em forma matricial:

E 1 v 0 1 1 -v 0
D= Slv 1 0 ;f:E -v 1 0 |,sendo E 0 mbdulo de Young e
1=vilo 0 (1-v)2 0 0 2(1+v)

v 0 coeficiente de Poisson.

« Transformacéo de coor denadas e condi¢des de contor no

A transformacéo de coordenadas entre o sistema cartesiano e o polar leva as relacdes

deinteresse:
Uc =Ry Up (2.7)
0. =Ry 0, (2.8)

onde as matrizes R,, € R,y SA0 matrizes de rotacdo que dependem do angulo 6 (vide
Fig.2.2):

cos?0 sen?0 - 2send cos0
w6 =| sen cos?0 2senfcos® |; com 0
send cos® —sendcosO cos’0 —sen?d

ue —

Py

cosO -seno
sen® coso

positivo em sentido anti-horario.
As condigbes de contorno nas fronteiras cinematica e estética, equacionadas
geralmente para 0 sistema cartesiano, S&0 expressas por:
(2.9

t. = Ao, =t, ,emT, (2.10)
onde u, € o vetor de deslocamentos prescritos em I,, A uma matriz formada pelas

componentes de um vetor unitarionormal a T, , t. o vetor dastensdesem T, e t, 0 vetor de

forgas de superficie prescritas em T, . As seguintes representagdes séo possives:

c
Il

U, {GX Uy} , sendo u, e u, componentes dos deslocamentos prescritos.

t.!

{tX ty} , sendo t, e t, componentes das tensdes em T, .
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t,| = ﬁx t, }; sendo t, e t, componentes das forcas de superficie prescritas.

componentes de um vetor unitario n normal a

n 0 n
A:{X y};sendo n, €n,
n n

0 n, n,
superficie T, .
A Eqg. (2.10) estabelece que as forcas de superficie prescritas que agem num ponto

gualquer do contorno devem estar em equilibrio com o estado de tensdes ao redor dagquele

ponto (teorema de Cauchy).

Equacéo de Navier

A combinagéo das Egs. (2.1), (2.3) e (2.5) ou (2.2), (2.4) e (2.6) pode ser representada
genericamente por:

9i(u)=-b (Equacdo governativado problemaem Q) (211)

onde u e b representam, respectivamente, o campo de deslocamentos e o vetor de forcas

volumicase % € um operador matricial.

Segundo o sistema de coordenadas cartesianas, onde u=u, € b=b., a Eq. (2.11)
adquire o aspecto:
R(Ue) = Lo [ DL (Ue)] =-b, ,€m Q (212)

Ccuja expansdo leva ao conjunto de equactes diferenciais:

o%u, Loy o%u, Ll o%u, _ b

2 2 2 2 oxoy A
@2X 62)/ Zay c , em Q (213)
6uy+1—\/6uy 1+v 0 UX__b_y

+ =
oy? 2 ox? 2 Oxoy Ae

onde i, =

1-v?

Por outro lado, quando do emprego do sistema de coordenadas polares, onde u=u, e
b=b,,aEq. (2.11) passaaser expressa por:
R(U,) = MgDM,U, +MgDLT (uy) + Ly (DMu, ) + Ly [DL (uy)] = b, , em Q (2.14)

cuja expansdo leva ao conjunto de equagtes diferenciais:

262ur 1-v 8%u, 1+vdo®u, 26u, 3-vou, 2 b,
2 "2 92 ¢ o0 T o rZ o0yt o
, or I‘2 00 ; r r P emQ (2_15)
— +(1-v) + + + - Uy = ———
2 592 or 2 r oroe roor r2 00 r2 Ap
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E
2(1-v?) '

onde Ap =

A Eq. (2.11), conhecida por equacdo de Navier, governa o problema eléstico. Esta
equacdo acrescida das condicBes de contorno (Egs. (2.9) e (2.10)) constituem a chamada
‘forma forte’ do PV C. Esta denominagéo decorre da exigéncia estabelecida pela Eg. (2.11), a
gual deve ser satisfeita, ponto a ponto, em todo dominio Q .

Embora todo o eguacionamento anterior (da Eq. (2.1) a Eg. (2.15)) tenha sido
deduzido para o EPT, 0 mesmo também vale para o estado plano de deformacéo (EPD), desde
gue o médulo de Young E e o coeficiente de Poisson v sgjam substituidos pelas constantes

E'=E/(1-v?) ev'=v /(1-v), respectivamente.

2.3 Aproximacao do campo de deslocamentos. construcéo a partir
da equacéo de Navier

Conforme ja mencionado, o Método de Trefftz fundamenta-se na adogdo de fungdes
aproximativas que satisfazem a priori a equagéo governativa do problema analisado. Por
conseguinte, no caso do problema eléstico linear, a equacdo de Navier constitui-se narestricéo
gue as funcdes aproximativas utilizadas para aproximar as componentes do campo de
deslocamentos devem atender.

Assim sendo, admite-se que o vetor solucdo geral da Eq. (2.11) sgja composto de uma
parcela particular G, outra homogénea u, e de uma terceira u,,, gque incorpora 0S
movimentos de corpo rigido:

u=Uu+u, +uy,,emQ (2.16)

A solucéo particular depende das caracteristicas do problema considerado. O caso
mais comum € aquele em que U depende exclusivamente das forgas volUmicas, que se traduz
na restricao:

RU)=-b,em Q (2.17)
onde d" ={G, a,},sendo 4, e d, fungdes que em conjunto constituem a solucdo particular.

Além desta situacdo, revestem-se de interesse as regides proximas a forcgas
concentradas. Neste caso, pode-se desprezar o efeito das forgas volUmicas e adotar a prépria
solucdo analitica da Elasticidade como solucdo particular, conforme realizado no trabalho de
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Jirouseck e Venkatesh (1992).

Por sua vez, a solucdo homogénea € obtida de:
R(u,)=0, em Q (2.18)
A solucéo homogénea ndo € Unica, sendo possivel aproximéla por uma combinagdo
linear de vetores, cada qual atendendo a restricdo imposta pela Eg. (2.18). Consequentemente,

explorando-se a notagcéo matricial eindicial, escreve-se:

uhzichijc,com R(N;)=0 em Q (2.19)
j=1

Na Eq. (2.19), o vetor ¢ € formado pelos parametros da combinaggo linear c; , sendo

representado por:
CT={C1 Cj Cnc}

Por suavez, amatriz N, constituida pelos vetores N;, toma aforma:

N=[N; - Nj - Nnc];SendO NJ—TZ{ij Njy},paraj:l‘__.’nc_

Na representacéo anterior, cada vetor solugéo N;, j=1---,n., € formado pelas funces

de aproximagdo N, € N, , asquais em conjunto constituem uma solugéo da Eq. (2.18).
Ja a solucdo referente aos movimentos de corpo rigido inclui dois movimentos de
translacdo e um de rotac&o, o que totaliza trés vetores. A restricdo a ser atendida é idéntica a

da solucéo homogénea. Assim sendo, escreve-se:

3 _ —
uy = .¢;N; =Nc, com ®(N;)=0 em Q (2.20)
j=1

onde a notacdo utilizada é andloga a da Eq. (2.19). Consequentemente, 0 vetor ¢ e a matriz

N admitem o aspecto:

N =[N, N, N;];sendo ﬁ-T={|\_|jX Njy},parajzl,---,s.

E importante salientar que a caracteristica fundamental que distingue a solugdo
homogénea da referente aos movimentos de corpo rigido relaciona-se aos vetores solucéo. Ao

contrério dos vetores N;, os vetores N; possuem significado fisico, ou seja, as funcBes de

aproximagdo Njx e Nj em conjunto descrevem movimentos de corpo rigido, aos quais se

associam tensores de tensdes e deformagdes nul os.
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A partir das Egs. (2.16), (2.19) e (2.20) a aproximacdo do campo de deslocamentos

pode ser expressa por:

u=0+u, +uy, :O+§01Nj+iEjﬁj:0+Nc+ﬁE,emQ (2.22)
=1 =1

Na Eq. (2.21), os parametros c; e c; constituem-se nas incognitas da aproximagao e,
embora ndo possuam significado fisico, sero doravante referidos por graus de liberdade. Tais
par@metros podem ser obtidos mediante um método numérico adequado, que incorpore as
condicdes de contorno do problema. Segundo Jirousek e Wroblewski (1996), se as funcdes de
aproximagdo adotadas possuem boas propriedades de representacdo, a solucdo dada pela Eq.
(2.21) converge para a solugdo exata a medida que o nimero de termos tomados na

aproximagdo aumenta.
Sem prejuizos para os objetivos deste trabalho, pode-se desprezar o efeito das forcas
volUmicas na construcdo da aproximacdo ditada pela Eq. (2.21). Por conseguinte, a solucéo
particular torna-se trivial, isto é =0, e consequentemente a aproximacdo do campo de

deslocamentos passa a ser representada por:

u=up +uy =» ¢;N; +>.¢;N; =Nc+Nc , em Q (2.22)

Na construcdo das matrizes N e N serdo analisados dominios continuos e dominios

com orificio circular, como exposto nos dois proximos itens.

2.3.1 Aproximacao para dominios continuos

Em dominios continuos, segundo o sistema cartesiano, as variaveis envolvidas serdo
especificadas a partir de uma origem arbitraria de referéncia. Neste sistema, na hipétese de
forgcas volumicas nulas, a aproximagdo do campo de deslocamentos (Eg. (2.22)), passa a ser

representada por:

Nc 3 _ _
Ue =Upe +Uye = 2 CiNjc + D C;Njc =N.c+N.C,em Q (2.23)
j=1 j=1

onde se adotou @ notagio u =u,, Uy =Upe, Uy =Uye, Nj =N, N;=N;., N=N, € N=N,

parareferir-se ap sistema cartesiano.
A seguir, descrevem-se a solucdo homogénea e a solucdo dos movimentos de corpo

rigido.
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2.3.1.1 Solucdo homogénea

Na notacéo adotada, a Eq. (2.18) adquire o aspecto:
Lo [ DL (Upe)1 =0, em Q (2.24)

sendo a solucéo homogénea representada por:

UhC=ZC:CijC=NCC,em Q (225)
j=1

O conjunto de vetores N;., para o EPT, pode ser obtido de maneira sistemética pela

formulacdo, em varidveis complexas, proposta por Muskhelishvili (1953). Segundo esta

formulagdo, as componentes u, e u, do campo de deslocamentos, referentes a parcela

homogénea e que satisfazem a Eq. (2.24), podem ser obtidas da equagéo:

E(u, +iuy)=(3-V)F@) -1+ V) 2F (2) +G(2)] (2.26)
onde E é o médulo de Young, v o coeficiente de Poisson, F(z) e G(z) sdo pares de fungdes
arbitrérias, z=x +iy €um nimero complexo, sendo composto de uma partereal (Re(z)=x) e
outra imaginaria (Im(z)=y ). Nesta representacio i é a unidade imaginaria (i=+v-1) e 0
conjugado de z, representado por z ,é expresso por z =x—iy . A parcela G(z) é a funcéo

conjugada de G(z),admitindo-se neste desenvolvimento que z sga uma variavel rea. Ja

F'(z) é afuncdo conjugada de F (z), sendo F'(z):%, admitindo-se, novamente, neste

desenvolvimento, que z seja uma variavel rea. Evidentemente, apds a determinacéo das

funcdes G(z) e F(z) z retorna com sua definicdo original (z=x+iy ). Por exemplo, se
F2)=iz" e G(z)=iz" ter-seia F(2)=ikz"! =F (2)=-ikz"! e G(Z)=izk = G(z) = -iz¥,
COm z = x —iy .

Em virtude da arbitrariedade de escolha dos pares F(z) e G(z), uma infinidade de
funcbes u, e u, pode ser obtida Elas, naturalmente, podem ser interpretadas como as
préprias componentes dos vetores N .

Neste trabalho, considerar-se-a o conjunto de solugdes polinomiais, utilizado por
Jirouseck e Venkatesh (1992), gerado a partir das seguintes escolhas para os pares de fungdes
F(z) e G(2):
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Fz)=iz" e G(z)=0
F(Z)Z Zk e G(Z) = ok k=12, n (227)
Fz)=0 e G(z)=iz
Fz)=0 e G(z)=z2

Na Eg. (2.27) cada par de fungbes gera uma sequéncia de vetores linearmente

independentes. A base completa de vetores N, € formada pelas componentes das sequiéncias
oriundas dos quatro pares, denotadas por N4, ,Ng, ,Ncx € Npy -

Como ilustracdo, consideresse 0 par F(z)=izX e G(z)= 0, com Seus

desenvolvimentos F'(z) = —ikz ! e G(z)= 0. A substituicio destas funces na Eq. (2.26)
leva & seguinte expressdo: E(u, +iu,)=(3 - v)iz“ + (1+ v)(kizz*") . Definindo-se seu termo
direito como A, =(3-v)izk +(1+v)(kizz*?), por comparagdo, conclui-se que Eu, = Re(A, )
e Eu, =Im(A,). Sendo u, e u, interpretadas como as componentes de N,,, a seguinte

sequéncia de vetores é gerada:

_i{Re(Ak)

- Im(Ak)},sendo A, =(3-V)iz" +(1+v)(kizZ*Y); k=12,...,n (2.28)

De maneira andloga, para os outros pares de fungdes, obtém-se:

1 [Re(B Ky

BK :E{ln?((skk))}’%ndo B, =(3-v)Z" —(L+v)(kzZ"");k =12,...,n (2.29)
1 [Re(Cy) R

ck :E{Im(c:)}’ sendo C, =(1+v)i z¥; k=12,..,n (2.30)
1 |Re(Dy) k.

DK =E{Im(D:)}’ sendo Dy = ~(1+v)Z*;k=12,..,n (2.31)

Nas Figuras 2.3, 2.4, 2.5 e 2.6 estéo ilustradas as partes rea e imaginaria de A, para

alguns valores de k. Para construcéo destas superficies adotou-se v =0,2.
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Re(A,) =10,4x"y +105,6x"y*® —705,6x°y° Im(A,) = 7,6x™° - 2556x3y? +789,6x°y*
+566,4x3y” — 66,4xy° —386,4x%y® —3,6x%y® —2y*°

Figura 2.6. Partesreal eimaginariade A, , para k =10.

Iniciando-se a sequéncia para k=1, observa-se que os deslocamentos obtidos pela Eqg.
(2.28) representam movimentos de rotacdo de corpo rigido. De fato, para k=1 os
deslocamentos séo expressos por u,=—4E'y e u, =4E"'x; assim, a rotagdo

1 ou,

ou . ~ ~ A
E( -—Y)=—4E~* é uma constante ndo nula. Portanto, na construcdo da seqiiéncia dos

oy ox
vetores N, , deve-se descartar a contribuicdo de N, , que, alis, € um dos vetores que compde

w=

amatriz N .

Diante da observagéo anterior, conclui-se que o nimero n. de vetores N;., ou de
coeficientes ¢; da Eq. (2.25), obtido a partir das seqiiéncias de vetores N, ,Ng, ,Ng, € Npy,
com k =1,---,n éigua a n, = 4n-1. Finamente, amatriz N, adquire o aspecto:

Ne =[Ny "'N(nc)c ]1=[Ngy Ngi Np; Npz Ny Ngp Npp - Nap Ng, Ngp Npg |

De acordo com as Egs. (2.28)-(2.31), N, pode ser representada por:

_E{Re(Bl) Re(C,;) Re(D;) Re(A,) Re(B,) Re(C,)

T E|Im(B,) Im(C,) Im(D,) Im(A,) Im(B,) Im(C
(By) Im(C;) Im(Dy) Im(Ay) Im(By) Im(C,) (2.32)

Re(D,) Re(A,) Re(B,) Re(C,) Re(D,)

Im(D,)  Im(A,) Im(B,) Im(C,) Im(D,)

No apéndice (A), encontra-se a expansdo de N, até a 472 coluna
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2.3.1.2 Solucdo dos movimentos de corpo rigido

A solucdo para os movimentos de corpo rigido, obtida pela mesma restricdo imposta a
solucdo homogénea, € da forma:

3 _ _
uMC = ZEJN]C = NCE ) ern Q (233)
j=1

— [1 0 -4y/E
sendONC:{ y }

0 1 4x/E
Observa-se que as duas primeiras colunas da matriz N, representam os movimentos de

translacdo enquanto aterceira decorre da rotagéo, que € justamente 0 Vetor N, .

2.3.2 Aproximacao para dominios com orificio circular

Quando da existéncia de um orificio circular, para obtencdo das solugdes em
deslocamento: homogénea e de corpo rigido, considera-se 0 dominio Q e o sistema de

coordenadas polares com origem no centro do orificio, conforme indicado naFigura 2.7.

Figura2.7. Dominio com orificio circular.

Em problemas com este tipo de dominio, a adog¢&o do sistema de coordenadas polares
permite que condigdes de contorno em forgcas sejam aplicadas diretamente ao longo da
circunferéncia. Esta estratégia € fundamental na construgcdo da solugéo homogénea, como sera

descrito adiante.

Neste sistema de coordenadas, na hipotese de forcas volUumicas nulas, a aproximacéo
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do campo de deslocamentos (Eq. (2.22)) passa a ser representada por:

3 —_— —_—
Up =Upy +Uy, = ZC Njp +>.¢iNj, =N,c+N,C,em Q (2.34)
j=1

onde se adotou a notagdo u=u,, Uy =Up,, Uy =Uy,, Nj=Nj,, N;=N;;, N=N, € N =N

parareferir-se ao sistema de coordenadas polares.

2.3.2.1 Solugdo homogénea

Na notagéo adotada, a Eq. (2.18) adquire o aspecto:
MgDMUp, +MgDLT (Unp ) + Lp(DMeUpy ) + Ly [DL,T (Up )1 =0, €M © (2.35)

sendo a solucdo homogénea representada por:

"p
j=1

O conjunto de vetores N;,, para EPT, pode ser obtido a partir da Eq. (2.35),

admitindo-se solucdes da forma:

! u, =f(r)cos k6 e u, =g,(r)sen ko
Upp :{ur} , COM pares. jou » k=0,...,n (2.37)
0 u, =f (r)sen k0 e u, =g,(r)cos k@

onde f(r) e g,(r)sdo fungbesder.

Cada par de solugdes da Eq. (2.37) quando substituido na Eg. (2.35) conduz a um
sistema de equacdes diferenciais ordinérias (Euler-Cauchy) em f,(r) e g,(r) . Parao primeiro
par, onde u, =f(r)cos k8 € u, =g,(r)sen k6, a resolucdo do sistema leva as seguintes
expressoes para as funcdes f, e g, :

., parak=0 (2.38)

2
go(r)= - Corl +Coyf

, ; parak=1 (2.39)
9.(r) = 3v 22Cyyr? +Cypr 2 =Cyg —Cyq Int

: parak=2 (2.40)

92(r) =2(3+v)Cpr® +Cppr ° - 1_2V Coal H—Copyr
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fk(r) =Ck1r1+k +Ck2r_1_k +Ck3r1_k +Ck4r_1+k (2 41)
_ : parak=>3 :
gk(l') = kkcklr Lk +Ck2r_1_k +7uka3|’1_ k _Ck4 r_lJrk

sendoxk: 4+k(1+v) e = -4+ k(1+v) .
21-v)-k(1+v) ki 2(1-v)+k(1+v)

As expressdes encontradas para as funcdes f, e g, Sdo absolutamente gerais, sem
vinculo algum com as dimensdes do orificio ou com as forcas de superficie ali atuantes. Por
conseguinte, para que O par u, =f/(r)cos k0 e u, =g,(r)sen ko constitua a solucéo
procurada, as condi¢cbes de contorno em forcas ao longo da circunferéncia devem ser

impostas, quais sgjam:

{cr =0 emr —a (2.42)

Tro =

A rigor, numa andlise mais geral, as condicdes de contorno deveriam ser aplicadas ao
campo de tensdes obtido a partir da aproximacéo do campo de deslocamentos ditado pela Eq.
(2.16), isto é a0 campo de tensbes do problema, construido a partir das solucbes em
deslocamentos: particular, homogénea e de corpo rigido. Contudo, em virtude da premissa
adotada de forcas volumicas nulas e das caracteristicas da solucdo de corpo rigido, infere-se
gue elas podem ser aplicadas diretamente a0 campo de tensdes obtido apenas a partir da
solugdo homogénea. Neste contexto, tal campo passa a representar as tensoes resultantes do
problema, uma vez que estdo associadas tensdes nulas tanto a solugdo particular, quanto a
solucéo de corpo rigido.

Assim sendo, mediante aplicagcdo das condiges de contorno, os vetores N;, da
solugdo homogénea podem ser determinados sem maiores dificuldades. Como ilustragéo,

considere-se a solugéo para k = 0 . Neste caso, de acordo com as Egs. (2.37) e (2.38), tem-se a

primeira parcela da solugdo homogénea:

Uy = {“f } _ {Coﬂ +Cozr_l} (2.43)

Ue 0

A partir da equacédo de compatibilidade (Eg. (2.4)) e darelagdo constitutiva (Eg. (2.6)),
obtém-se o tensor de tensoes:

o, L Coz(l—V)—Coﬂ'z(1+V)

O'lp = Ce :ﬁ Coz(_l"l‘\/)_COlrz(l"rV) (244)
) —r24+ry 0
ro

Impondo-se as condigdes de contorno, obtém-se a relacéo entre as constantes C,, €
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Cor =28, (2.45)

Finamente a partir das Egs. (2.43) e (2.45), obtém-se 0 primeiro termo da solucéo

procurada, onde se identifica diretamente o grau de liberdade c, e o vetor N,,:

—r2(1-v)+a?(l+v)
Utp = Cos r-rv (2.46)
c1 0

N]_p
Repetindo-se este procedimento, para k=1, k =2 e k >3, obtém-se os demais termos
da solugdo homogénea referentes ao primeiro par de solucdes da Eq. (2.37). Para o outro par,

devem-se determinar as novas expressoes das fungdes f, e g, e proceder de maneira andoga.

Contudo, observa-se que nem todos 0s Vvetores obtidos neste processo compdem a matriz N, ,

ja que trés deles contém movimentos de corpo rigido. E o que ocorre para 0 segundo par

guando k=0 e para ambos pares quando k=1. Estes vetores, naturalmente, compdem a matriz

N, .

No apéndice (B), encontra-se alei de formagdo daMatriz N, .

2.3.2.2 Solucdo dos movimentos de cor po rigido

A solucdo para os movimentos de corpo rigido, obtida pela mesma restri¢do imposta a

solucéo homogénea, € daforma:

3 - P—
]:
— cosO send O
sendo N, = :
—-sen® cosO r

Observa-se que as duas primeiras colunas damatriz N . representam os movimentos de

translagdo enquanto aterceira decorre da rotagao.
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2.4 Aproximacao do campo de tensdes no dominio

A aproximacdo do campo de tensdes pode ser obtida a partir da aproximacdo do
campo de deslocamentos, mediante aplicacdo da equacdo de compatibilidade e da relacéo
constitutiva.

Assim sendo, na hipotese de forcas volumicas nulas, utilizando-se as Egs. (2.23), (2.3)

e (2.5), aaproximagao do campo de tensdes para dominios continuos pode ser expressa por:

O.=2.;S;c =S.c ,eEMQ (2.48)
j=1

T T
sendo S;; =DL. N;.eS, =DL. N.
No apéndice (A), encontra-se a expansdo de S, até a 472 coluna.

De maneira andloga, a aproximacdo de tensdes para dominios com orificio circular
pode ser obtida utilizando-se as Egs. (2.34), (2.4) e (2.6):

o, :Z;cjsjp =S,c ,emQ (2.49)
j=

T T
sendo S, =DM.N, +DL, N;, €S, =DM_N, +DL, N, .

A lei deformagdo damatriz S, encontra-se no apéndice (B).

2.5 Aproximacao do campo de tensdes no contorno

A aproximagao do campo de tensdes no contorno pode ser obtida da aproximagédo do
campo de tensdes no dominio, aplicando-se o teorema de Cauchy.

Para dominios continuos, onde as varidveis estdo especificadas para o sistema de
coordenadas cartesianas, a aplicacdo do teorema é direta. Assm, na hip6tese de forcas
volumicas nulas, das Egs. (2.10) e (2.48), tem-se:

t. = Ao, =ichjC =T.c,emTl (2.50)
j=1
sendo Ty, = AS e T, =AS,.

Por outro lado, em dominios com orificio circular, onde as varidveis estdo
especificadas para 0 sistema de coordenadas polares, deve-se primeiro transferir a
aproximacdo de tensdes no dominio (Eq. (2.49)) para o sistema cartesiano mediante a Eq.
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(2.8) e em seguida aplicar o teorema (Eq. (2.10)). Por conseguinte, a aproximagao de tensoes
no contorno também € especificada para o sistema cartesiano e, na hipétese de forcas
volUmicas nulas, adquire o aspecto:
t, =A(Rc,ecrp):ichjp =T,c,émT (2.51)
j=1

sendo agora T, = AR;S;, € T, = ARS,,.
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3 Formulacao hibrida-Trefftz em problemas bidimensionais da
Elasticidade

3.1 Consideracgbesiniciais

No capitulo anterior apresentaram-se os fundamentos para a concepcdo das funcdes
aproximativas utilizadas em problemas bidimensionais da Elasticidade baseadas no Método
de Trefftz, as quais, teoricamente, poderiam ser utilizadas em qualquer método numérico. Em
particular, neste capitulo, apresenta-se uma formulacdo em elementos finitos, designada por
formulagcdo hibrida-Trefftz, que utiliza as referidas fungBes na aproximagdo do campo de
tensbes no dominio do elemento e fungdes auxiliares na aproximagdo do campo de
deslocamentos no contorno do elemento.

Tal formulagdo consagrou dois modelos de elementos da literatura, o HTD (“hybrid
Trefftz displacement”) que pode ser encontrado, por exemplo, no trabalho de Jirouseck e
Wréblewski (1996) e o HTS (“hybrid Trefftz stress”) apresentado por Freitas (1998). Na
Figura 3.1 encontram-se suas representacdes no caso bidimensional.

/N 1\./1

etc. etc.

a) b)

Figura3.1. (&) HTD: campo aproximado de deslocamentos continuo em ', e (b) HTS:
campo aproximado de deslocamentos em T, descontinuo nas quinas.
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Apesar da nomenclatura utilizada, ambos os model os, aproximam diretamente tensbes

no dominio Q. e deslocamentos no contorno T, , tratando-se em esséncia de formulagdes de
tensdo. A aproximacdo de deslocamentos em Q_ pode ser obtida indiretamente, a partir dos
valores nodais de deslocamentos aproximados diretamente em I',. Neste sentido um outro

método numérico, deve ser utilizado no pos-processamento, como, por exemplo, o Método
dos Minimos Quadrados. Entretanto, infere-se que na maioria das andlises este procedimento
€ supérfluo, uma vez que sempre é possivel aproximar diretamente o deslocamento de
gualquer ponto mediante uma discretizagdo conveniente. Talvez isto explique por que tal
procedimento, caracteristico do HTD, tenha sido negligenciado naformulagcdo do HTS.

A diferenca fundamental entre estes modelos caracteriza-se pela imposi¢cdo ou ndo da
continuidade na aproximacao do campo de deslocamentos no contorno do elemento. No HTD

impde-se a continuidade do campo de deslocamentos em todo contorno I', mediante a

compatibilidade dos graus de liberdade nodais, enquanto, no HTS a aproximacédo € construida
para cada lado de forma independente, resultando numa descontinuidade em cada quina de

.. Segundo Freitas (1998) tal descontinuidade, ocasionava maior continuidade na

aproximacado de tensdes, caracteristica essencia na analise de problemas singulares.
Neste trabalho, apesar da constatacdo de Freitas, referente a aproximagdo de tensdes,

opta-se pela continuidade na aproximagao do campo de deslocamentos em T, . Tal opgéo ndo

€ meramente fortuita, uma vez que se utilizardo, conforme serdo apresentadas no capitulo
seguinte, técnicas de enriquecimento que promovem melhorias em todos os campos
aproximados, inclusive no que concerne a continuidade da aproximacdo de tensdes.

Por mera questdo de organizacéo do trabal ho, apresenta-se neste capitulo a formulacdo
hibrida-Trefftz, aplicada a problemas bidimensionais da Elasticidade, de forma simplificada,
particularmente no tocante a aproximagdo do campo de deslocamentos no contorno do
elemento, aqual é construida a partir de funcdes de forma lineares. Ja no capitulo seguinte ela
serda estendida na obtencdo de uma formulagdo mais geral.

Assim sendo, primeiramente, apresentam-se o0 elemento finito com dominio continuo
utilizado e as caracteristicas dos campos aproximados. Logo em seguida, descreve-se o
equacionamento da referida formulagdo, no tocante tanto aos principios variacionais
utilizados quanto as equacdes de compatibilidade, dos deslocamentos e das tensdes, impostas
na montagem do sistema global. Por fim, descrevem-se as particularidades do elemento finito

com orificio circular.
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3.2 Elementofinito hibrido-Trefftz em dominios continuos

Adotarse, neste trabalho, o elemento finito hibrido-Trefftz quadrilateral de quatro nés.
Para aproximagdo de tensbes no dominio do elemento, utilizam-se coordenadas cartesianas e
estabel ece-se como origem o centréide. Ja para a aproximagado do campo de deslocamentos no
contorno, em virtude das funcdes de forma, especifica-se, para cadalado, um sistemalocal de
coordenadas adimensionais com origem no respectivo ponto médio, conforme indicado na

Figura3.2.

Figura 3.2. Elemento finito hibrido-Trefftz quadrilateral de quatro nés e fungdes de forma
associadas aum lado arbitrario.

3.2.1 Aproximacao do campo de tensbes

3.2.1.1 Aproximagdo no dominio do elemento

A aproximacdo do campo de tensbes dada pela Eq. (2.48), tomada para um ndmero
conveniente de termos e particularizada para o dominio do elemento adquire, doravante, a

forma:

0. =S.c ,em Q, (31)

sendo S, =DL."N, .
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O campo aproximado de tensdes o, € auto-equilibrado, umavez que satisfaz, a menos
das forcas volumicas, a equacdo de equilibrio. Isto pode ser verificado, partindo-se da
premissa que o. € derivado da solucdo da equacdo de Navier, mediante a equagéo de
compatibilidade e da relacdo constitutiva Assim, a partir das Egs. (2.5), (2.3) e (2.12), obtém-
se:

L. [0c] =L [ De.] =L [ DL (Ue) ] =%(u) =0 , em Q, (3.2)

Como a aproximacdo dada pela Eq. (3.1) deve ser védlida independentemente do vetor
c, também é imediato que:

L.S. =0,em Q, (3.3

Além de satisfazer o equilibrio local, a construcéo da aproximagdo mediante campos
auto-equilibrados de tensdes, como serd visto adiante no equacionamento da formulacéo

hibrida-Trefftz, permite que as integragbes no dominio Q_, segam realizadas apenas no
contorno T',. Este fato facilita todo o processo de implementagdo, principalmente em

model os de elementos que apresentem geometriairregular.

3.2.1.2 Aproximagao no contorno do elemento

A aproximacao de tensdes no contorno pode ser obtida da aproximacgéo de tensdes no

dominio, aplicando-se o teorema de Cauchy. Assim, das Egs. (3.1) e (2.10), tem-se:
t.=T.c,emT, (34)

sendo T, = AS, .

3.2.2 Aproximacao do campo de deslocamentos no contorno

Sendo os deslocamentos conhecidos e impostos em forma forte na fronteira cinematica

', aaproximagdo do campo de deslocamentos no contorno passa a ser restrita a fronteira
estética I, . Ela pode ser obtida mediante combinag&o linear de fungdes de forma associadas
aos lados do elemento (vide Figura 3.2). Assim sendo, tem-se:

u=Ud;emT,, (35)
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onde G é aproximagdo do campo de deslocamentos, U a matriz que coleta as funcGes de
formae d o vetor composto pelos graus de liberdade em deslocamentos.

Evidentemente, em decorréncia da discretizacdo adotada para 0 contorno, a
aproximacdo deve ser realizada por trechos. Por exemplo, na Figura 3.2, considerando-se o

lado que contém os pontos 1 e 2, as fungdes de forma escritas em fungdo de coordenadas

adimensionais ¢ =s/a com s e[ —-a,a ], S840 eXpressas por:

¢ = (‘&4‘1) (3.6)

(+&+1)

N|RPN| -

e 0y =
Para este lado, considerando-se os graus de liberdade do n6 1 {u,;,u,,} €0osdond 2

{u,.uy,} , 0 campo de deslocamentos aproximado adquire a forma:
(3.7

UlZ =Ug,dy,
onde:
Op,' ={U,, Uy,} éaaproximacdo do campo de deslocamentos expresso por suas

componentes.

Uy, =[U,

o1 G(pz] =[ol, o,l,] € amatriz que coleta as fungdes de forma do lado

considerado, sendo I, amatriz identidade de ordem 2.

dy," ={u,y uy, U, u,,}0 Vetor quecoletaos graus deliberdade dosnés 1 e 2.

A construcdo da aproximacao para os outros lados é ana oga.

3.2.3 Equacionamento

Considere-se 0 elemento da Figura 3.2 submetido aforgas de superficie t. em parte da

fronteira estética I, e desocamentos impostos u, na fronteira cinematica T,,. No
equacionamento que se segue, a compatibilidade entre deformagbes no dominio e
deslocamentos no contorno serd expressa mediante o principio dos trabalhos virtuais
complementares (PTVC), enquanto o equilibrio entre forgas internas e externas sera obtido
viaprincipio dos traba hos virtuais (PTV).

Enquanto o PTVC harmoniza os campos aproximativos de dominio e de contorno, o

PTV assegura o equilibrio de forma ponderada nas fronteiras estéticas.
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3.2.3.1 Compatibilidade entre deformagdes no dominio e deslocamentos no
contorno

Pedo PTVC, na auséncia de forgas volumicas, um estado compativel entre

deformacgtes e deslocamentos € possivel se, para um sistema de forgas virtuais externas st,
em equilibrio com tensdes virtuais o ., 0 trabalho virtual complementar interno realizado por
5o, for igual ao trabalho virtual complementar externo realizado por st . Considerando-se as

deformacdes £, em Q. eosdeslocamentos i em I, e u, eém T, , tem-se:

ue

[80."ecd0 = [stTadr + [t u.dr (3.8)

Qe Tte Tue
A partir das Egs. (3.1) e (3.4) obtém-se as respectivas variagdes so, =S 6c €
8t. =T.5¢c, que levadas na equagdo anterior resulta:

¢ [s. e.d =dcT [T TUdr d¢” [T Tu.dr , vac (3.9)

Qe T'te Tue
Sendo sc arbitrério e aplicando-se arelagdo congtitutiva (Eqg. (2.5)), tem-se:

[scTfogda = [TTGdr + [T.TGedr (3.10)

Qe Tte Fue

Inserindo-se as aproximagdes de o, e 4, dadas respectivamente pelas Egs. (3.1) e
(3.5), encontra-se:

Fc-Gd =e (3.11)

onde F = [S.TfS.d, G= [T,/ Udr ee= [T/ a.dr .
Qe Tte Tue
Observa-se da Eqg. (3.11) que a matriz F é simétrica. Além disso, em virtude do
campo aproximado de tensdes, na hipétese de forgas volUmicas nulas, ser auto-equilibrado,

pode-se demonstrar que sua integragdo no dominio Q, pode ser realizada apenas no contorno
r,.

De fato, a partir da expresséo de S. dada pela Eq. (3.1) e sendo a matriz de rigidez a
inversa da de flexibilidade, a expresséo do integrando pode ser reescrita como:

F=[S.TfScdQ = [STfDL N = [S.TL.N.dO (3.12)
Qe Qe Qe

Aplicando-se, entdo, o teorema da divergéncia, vem:

F= [STLNdQ = - [(LeSc) NedQ + [(AS, ) Ndl (3.13)

Qe Qe Te
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A partir da condicdo estabelecida pela Eq. (3.3) e da definicdo de T, dada pela Eq.
(3.4), resulta:

F= ITCT chr (314)

Te
Observa-se, na Eq. (3.14), que a matriz F € obtida do produto de matrizes que, em
virtude das caracteristicas da aproximacéo, apresentam colunas linearmente independentes.

Segundo Freitas (1998), esta condicao garante que ela seja ndo-singular e positiva definida.

3.2.3.2 Equilibrio entreforcasinternas e externas

Pelo PTV, naauséncia de forgas volUmicas, um sistema estd em equilibrio sob acéo de
forcas externas t. se, para deslocamentos virtuais compativeis sG, isto é ao qual
correspondem deformacgdes virtuais s, 0 trabalho virtual interno das tensbes o for igual ao
trabalho virtua externo realizado por t., . Considerando-se deslocamentos virtuais sd em T,

eforcasexternas t, em I, , tem-se:

e

[8eToodO = [adit.dr (3.15)

Qe Fte
A forma equivaente da expressdo anterior, considerando-se a aproximacdo de tensdes

t. em I, édadapor:

jsrotcdr = stTt‘Cdr (3.16)

I'te T'te
A partir da Eq. (3.5) obtém-se a variagdo st =Usd que levada a equagdo anterior
resulta:
5dT j UTt.dr =&d” j UTt.dr (3.17)
I'te I'te

Sendo &d arbitrério, tem-se;

[UTtdr = [UTtdr (3.18)

lte Tte
Finalmente, inserindo-se a aproximagéo de t, dada pela Eq. (3.4) e considerando-se a
definicdo damatriz G dada pela Eq. (3.11), obtém-se:
_GTC :_q (319)

onde q = [UTtdr .

I'te
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3.2.3.3 Sistemaresolutivo

O sistema resolutivo para o elemento € formado pelas Egs. (3.11) e (3.19), sendo

EXpresso por:

L <FB _OGHS Heq} (3.20)

O sistema representado na Eqg. (3.20) € de formato idéntico ao anaisado por
Zienkiewicz et a. (1986) para formulagtes mistas, diferindo-se basicamente na definicdo das
matrizes e vetores envolvidos. Nesse trabalho, encontra-se uma andlise da condic&o necessaria
e suficiente para a existéncia e unicidade de sua solucdo. Tal andlise é agui reproduzida para a
formulacéo hibrida-Trefftz.

A condicdo necessé&ria, referida por condicdo de estabilidade, estabelece que a
dimensdo do vetor ¢ ndo deve ser inferior ado vetor d .

Para o entendimento desta condi¢&o, considere-se amatriz F de dimensdes (n, xn, ),
amatriz G de dimensdes (n, xn, ), 0svetores ¢ e e dedimensdo (n.) eosvetores d e q de
dimensdo (ny).

Sendo F ndo-singular, pode-se obter o vetor ¢ diretamente da primeira linha do
sistema:

c=F'Gdg +F?e (3:21)

Substituindo-se a expressao de ¢ na segunda linha do sistema, obtém-se:

Kd=q-G'Fle (322

sendo K =G'F'G.

Observa-se, da Eg. (3.22), que a existéncia e unicidade da solucdo do sistema
resolutivo ficam condicionadas a matriz K , especificamente em relacéo a sua singularidade.
Considerando-se as dimensdes envolvidas pode-se reescrevé-la como:

K= B(nd xng ) G(nc xng ) (323)

sendo B=G'F™*

Analisando-se as matrizes da Eqg. (3.23), decorre de um teorema da agebra linear
(HOFFMAN; KUNZE, 1971), que a condicao necessaria para que K sgja ndo-singular € que
0 numero de colunas de B ndo sgainferior ao numero de colunas de G . Assim sendo, tem-se

a seguinte condicdo algébrica, doravante, denominada condicéo de estabilidade:
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(3.24)

Percebe-se que a condicdo de estabilidade estabelece que o nimero de graus de
liberdade de tens&o ndo deve ser inferior ao de deslocamentos.
Por sua vez, a condicdo suficiente somente se caracteriza com a positividade da matriz

K . Formamente, tal matriz é positiva-definida se:
d"Kd >0, vd %0 (3.25)
Mas, sendo K =G'F'G, e F uma matriz positiva definida a condicdo dada pela Eq.
(3.25), é equivaente a:
Gd #0, vd %0 (3.26)
Andisando-se a Eqg. (3.26), pode-se interpreta-la pela transformacéo linear:
T:IR"™ IR",ta que: T(d)=Gd #0, vd =0 (3.27)
Segundo um teorema da dgebra linear (HOFFMAN; KUNZE, 1971), para que a Eq.
(3.27) sgja satisfeita a transformagéo linear deve ser injetora, tornando-se imperativas as
seguintes condigoes:
Dn.>ng.
2) posto (n° de colunas linearmente independentes) de G igual a n, .

Analisando-se a definicdo de G , verifica-se que ambas as condi¢des sdo atendidas.

Na realidade, o atendimento a primeira implica no atendimento a segunda, ja que as matrizes
T. e U, envolvidasno calculo de G , apresentam colunas linearmente independentes.

Assim sendo, percebe-se que a condicdo de estabilidade, quando da formulagédo
hibrida-Trefftz, que utiliza funcbes linearmente independentes na construcdo das
aproximagoes, é suficiente para garantir a existéncia e unicidade da solucdo do sistema

resolvente expresso pela Eq. (3.20).

3.2.3.4 Montagem do sistema global

Evidentemente, 0 sistema resolutivo expresso pela Eg. (3.20), aplica-se apenas numa
estrutura discretizada por um Unico elemento. Numa situagdo mais geral a discretizacéo
envolve uma rede de elementos. Neste contexto, o sistema global formado pela contribuicdo

de cada elemento deve garantir a conectividade de toda rede e, assim, condigdes extras
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rel acionadas a compatibilidade de deslocamentos e tensdes, obrigam-se a estar presentes.

Em virtude das caracteristicas da formulacdo, que aproxima diretamente
deslocamentos no contorno, a compatibilidade de deslocamentos entre elementos que dividem
uma fronteira comum é imposta em forma forte, isto €, adota-se a mesma aproximagao para o
campo de deslocamentos nas interfaces entre elementos. Para o estabelecimento desta
condicdo, considerem-se dois elementos i e ] quaisquer da discretizagdo, cujos contornos sao,
respectivamente, denotados por T',' e T',). Assim, na interface comum aos elementos i e |,
escreve-sel

i -dl=0,emr, nr,’ (3.28)

Por outro lado, a condicéo referente a compatibilidade de tensbes € imposta em forma
fraca. Neste sentido, impde-se 0 equilibrio de forcas nodais equivalentes em cada n6 da
discretizagdo. Para um no arbitrério k , vértice de n. fronteiras comuns entre elementos tem-
se

D Gok =2 g 5 =10y (3.29)
onde qq representam forcas nodais equivalentes provenientes das tenses, enquanto qg,

representam forcas nodais equivalentes provenientes do carregamento. Elas atuam num no k,
sendo calculadas para cadatrecho | atrelado aele.

Considerando-se gque a rede adotada seja composta de n el ementos com um total de n,

graus de liberdade em deslocamentos, o0 sistema global apresenta o aspecto:

]_'2,,Hynt
———||Cq e,
= 0 0 -G, c, e,
0 F, 0 -G, A G I (3.31)
: : . : : c e
0 0o - F, -G, d” _(;
T T T t t
_Gl _G2 A _Gn 0

onde foram introduzidos o vetor d, que coleta os n, graus de liberdade nodais em
deslocamentos e g, que pode ser interpretado como o vetor de forgas nodai s equival entes.
Verificase que o equilibrio ditado pela equacdo (3.29) é imposto no sistema pelo
compartilhamento dos graus de liberdade nodais, mediante alocacéo das matrizes G; (mesma
posicéo de colunas para cada grau de liberdade), mantendo-se, entretanto, 0 posicionamento
das linhas correspondentes a cada €l emento.
Para esclarecer todo o processo de montagem do sistema ditado pela Eq. (3.31), no

tocante tanto a alocacdo de todas as matrizes e vetores envolvidos, quanto a compatibilidade
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de deslocamentos e a verificacdo ao equilibrio de forgcas nodais equivalentes, apresenta-se no
apéndice (C) um exemplo para uma chapa discretizada em dois €l ementos.

Ressalta-se que a existéncia e unicidade da solugdo do sistema global estdo vinculadas
a condicao de estabilidade de cada elemento. Entretanto, em virtude do compartilhamento de
graus de liberdade em deslocamentos, ela pode ser relaxada. Neste sentido aplica-se o teste do
“mosaico”, que consiste na verificacdo da Eq. (3.24) em todos 0s “mosaicos” que podem ser
construidos com os elementos da discretizagio adotada (ZIENKIEWICZ et al. 1986). E
importante destacar que a falha daquela condicdo num dnico “mosaico” compromete a
estabilidade da solucéo global, mesmo quando a Eq. (3.24) é verificada para a totalidade de
graus de liberdade envolvidos na andlise.

3.3 Elemento finito hibrido-Trefftz em dominios com orificio
circular central

Em dominios com orificios circulares, em forma convencional, a discretizacdo é
caracterizada por um refino excessivo da rede e pela aproximacdo da geometria do furo.
Entretanto, a formulagdo hibrida-Trefftz possibilita a inser¢do direta de elementos com
orificio circular arede.

Neste trabalho, para facilitar o processo de implementacéo, considera-se o el emento
retangular de quatro nés, conforme ilustrado na Figura (3.3). Nele, a aproximagédo de tensbes
ditada pela Eq. (2.49) é particularizada para seu dominio, estabelecendo-se o seu centréide,
como origem comum dos sistemas de coordenadas cartesiano e polar. A aproximacdo do

campo de deslocamentos no contorno continua sendo dada pela Eq. (3.5).

4 Fﬁe ‘i 3
Z , L=TUT,
% (r.0)
7 XL,
7 \_/
7
4
Z -
1 I, g

te

Figura 3.3. Elemento finito com orificio circular.
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Todo desenvolvimento redlizado para elementos com dominio continuo é
naturalmente valido para elementos com orificio circular. Contudo, em virtude da adocdo do
sistema de coordenadas polares em Q, , algumas modificacfes sdo necessérias, no tocante as
equacdes da Elasticidade e a aproximacao de tensdes. Em termos préticos, tais alteragdes sdo
evidenciadas pelas novas expressoes dos campos aproximados de tensdes e das matrizes e

vetores do sistemaresolvente, quais sgjam:

Aproximacao de tensdes no dominio

A aproximacao de tensdes no dominio do elemento dada pela Eq. (2.49), tomada para
um ndmero conveniente de termos e particularizada para o dominio do elemento toma,

doravante, aforma

G, =S,c ,em Q, (3:32)

Aproximacao de tensdes no contor no

Por sua vez, a aproximagdo de tensdes no contorno do elemento pode ser obtida da Eq.
(3.32), quando do emprego da rotacéo de tensdes, mediante a Eq. (2.8), e da aplicacéo do

teorema de Cauchy (Eqg. (2.10)), sendo expressa por:
t,=T,c,emT, (3.33)

sendo T, = ARy,S,, .

Matrizes do sistema r esolvente

Considerando-se as equacfes da Elasticidade em coordenadas polares, a saber,
equacao de equilibrio (Eqg. (2.2)), equacdo de compatibilidade (Eq. (2.4)), relacdo constitutiva
(Eq. (2.6)) e equacdo de Navier (Eq. (2.14)), aém de outras auxiliares Egs (2.7) e (2.10), o
mesmo equacionamento realizado para € ementos em dominios continuos conduz as seguintes

alteracOes nas expressdes das matrizes do sistema resolvente:

F= [T, Ry N,dl (3.34)

le

G= [T, Udr (3.35)

I'te
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e= [T, 'T.dr (3.36)

Tue

SendoT,, = ARyS,,
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4 Formulagdo hibrida-Trefftz com enriquecimento seletivo em
problemas bidimensionais da Elasticidade

4.1 ConsideracOesiniciais

No capitulo anterior, apresentou-se a formulacdo hibrida-Trefftz de forma
simplificada, particularmente no tocante a aproximacdo do campo de deslocamentos no
contorno do elemento. Ao contrério da aproximacdo do campo de tensdes no dominio do
elemento, a qual podia adquirir um nimero elevado de termos, a aproximagéo do campo de
deslocamentos no contorno do elemento foi restrita apenas a combinagdo linear de funcbes de
formalineares.

Andlises realizadas mediante tal formulacdo apresentam, em geral, uma reduzida
capacidade de aproximagdo, requerendo, na maioria das vezes, uma discretizacdo elevada.
Verifica-se que o baixo grau das referidas funcgdes de forma influi diretamente na qualidade
da aproximagdo do campo de deslocamentos no contorno do elemento, uma vez que se
subestimam distribuicdes ndo lineares. Além disto, o nimero reduzido de termos tomados
nesta aproximagdo compromete também a qualidade da aproximagdo do campo de tensdes, ja
gue tanto o equilibrio do elemento via PTV quanto a continuidade de tensfes entre el ementos
s80 impostos em média, no sentido de Galerkin.

Assim sendo, com o intuito de melhorar a qualidade daquela formulagdo pode-se
recorrer a técnicas de enriguecimento que influem diretamente na aproximagdo do campo de
deslocamentos no contorno do elemento. Tais técnicas caracterizam-se pela ampliacdo da
base de fungdes de aproximacao.

No tocante as técnicas de enriquecimento duas opcles sdo possive's:

A primeira deriva do cléssico refino-p. Ela consiste em construir uma nova base de
funcdes de aproximagdo, ou base enriquecida, adicionando-se outra, de interesse, a existente.

A segunda é parte integrante do Método dos Elementos Finitos Generalizados,
(DUARTE; BABUSKA; ODEN, 2000). Tal técnica fundamenta-se nos seguintes requisitos,
descritos de forma sintetizada:

As fungbes de aproximagdo da base inicial devem constituir uma particdo da
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unidade (PU), em esséncia fungdes cuja soma é unitaria.

A base enriquecida deve ser obtida pela unido da PU com o resultado de seu
produto por uma outra base de interesse.

O enriguecimento deve ser realizado a partir de um dominio loca de influéncia,
denominado nuvem, formado pelo conjunto de elementos que apresentam um no
comum.

Neste trabalho, o enriquecimento serd realizado combinando-se aspectos das duas
técnicas descritas. Baseando-se na estrutura de enriquecimento centrada em nuvens, proposta
pelo MEFG, adota-se 0 enriquecimento seletivo, o qual permite priorizar qualquer regido de
interesse no dominio estrutural @, conforme ilustrado na Figura (4.1). Em cada nuvem, a
aproximacdo do campo de deslocamentos nas fronteiras enriquecidas € construida a partir de
uma base enriquecida, obtida pela unido da base original com outra de interesse, como
preconiza o classico refino-p. Neste contexto novos graus de liberdade em tensdo devem ser
adicionados aos elementos enriquecidos, mediante um acréscimo de termos da aproximacéo

do campo de tensBes no dominio, de forma a satisfazer o teste do “mosaico” em toda a

nuvem.
Q
Regido enriquecida,
ou nuvem
-

' Fronteiras enriquecidas
h

/ry

—=X

V

Figura4.1. Nuvem de influéncia do enriquecimento seletivo.

Destaforma, neste capitulo, primeiramente, apresentam-se diferentes possibilidades de
enriquecimento. Elas incluem bases de funcgdes polinomiais com refinamento hierarquico e
ndo hierarquico e ainda uma base ndo polinomial, que envolve fungbes trigonométricas. Em
seguida, evidenciam-se as ateragbes decorrentes do enriquecimento no tocante tanto a
aproximacdo do campo de deslocamentos no contorno do elemento, quanto as matrizes e
vetores envolvidos na andlise. Finalmente, estabelecem-se 0 novo formato do sistema

resolvente para 0 elemento e 0s aspectos inerentes a montagem do sistema globa da
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formulacéo hibrida-Trefftz com enriquecimento seletivo.

4.2 Basesenriquecidas

Conforme ja mencionado, no estabelecimento das novas bases das fungdes de
aproximacdo, adiciona-se a base inicial uma outra base de interesse. Evidentemente, a base
adicionada deve ser formada por funcbes que apresentem boas propriedades de representacao,
isto €, capazes de captar as variagOes e taxas de variagdes de uma determinada distribuicéo do
campo de deslocamentos no contorno do elemento. Além disso, é oportuno que tais functes
sejam do tipo “bolha”, ou seja, apresentem valores nulos nos nés. Tal caracteristica preserva o
significado fisico dos graus de liberdade nodaisiniciais.

Assim sendo, considere-se que a base original, formada pelas funcbes de forma ¢, e
¢, € utilizada para aproximar o campo de deslocamentos no contorno do elemento, tenha a
seguinte representacao:

Bo ={01.02} (4.1)

Entdo, uma base enriquecida, genericamente denotada por B, , admite o aspecto:

By ={01.0,}UBE (4.2)
sendo B umabase de interesse utilizada no enriquecimento.

Considerando-se que B sgja composta de fungdes de aproximagdo enriquecedoras

h;, j=1..n, todas elas ditintas de ¢, ou ¢,, a representacdo dada pela Eq. (4.2) €
equivalente a
By :{(plv(PZ'hl!""hn} (4-3)

Neste trabalho, exploram-se trés possibilidades de enriquecimento, apresentadas a

Seguir.

Enriquecimento polinomial com refinamento hierarquico

No refinamento polinomial hierérquico a base enriquecida, denotada doravante por g,
, € gerada pela sequéncia:

Br={o1.02}u{e"(1-¢%)},comn=>1€enez
sendo z o conjunto dos nUmeros inteiros.

Por exemplo, considerando-se 0s primeiros oito termos, p, apresenta o aspecto:

Bu={(+1)/2 (£ +1)/2,1-8% g(1-8%), £%(1-£%),£3(1-¢%),%(1-¢%), £°(1-¢?)}
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Denotando-se cada termo desta base por m, m=1.-.-8, tem-se a representacdo

indicada naFigura (4.2).
1,0 ==
05
By
00 ——
-0,5 t + + +
-10 05 00 05 10
g

Figura4.2. Base B,, seqiiéncia com oito termos.

Enriquecimento polinomial com refinamento néo hier arquico

Por sua vez, no refinamento polinomia n&o hierdrquico a base enriquecida serd

denotada doravante por g, . Ela é gerada pela seqiiéncia:
B2 ={on02} U{ (& +D*(& - D™, (& + " & - 1"~ +)*"(6 -)* '}, com n>1 e
nez

Por exemplo, considerando-se os primeiros oito termos, g, apresentaaforma:

Bo={(6 +1)/ 2, (=6 +1)/ 2, (6 +D*(& -1? (6 +D(E -1 - (6 +D*(E& -1 (6 +D* (& - 1),
(6 +1°E -1 - (5 +D*(E - 1)°}
Denotando-se seustermos por m, m =1,--- 8, tem-se a representacdo da Figura (4.3):

15
10 RS —m=1
/ \ ----- m=2
\ — m=3
/ \ — m=4
Bz / \ m=5
—— m=6
0,5 / m=7
/ m=8
//
/,
0,0 — :
-1,0 -0,5 0,0

g
Figura4.3. Base B,, sequiéncia com oito termos.
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Enriquecimento ndo polinomial envolvendo funcdes trigonométricas

Neste caso, a base enriquecida, doravante denotada por p;, é gerada pela seqiiéncia:
Bs ={onp,} U{(1-%)cos(ng),(1-&%)sen(n&)}, cOMn>1eneZ
Por exemplo, considerando-se 0s primeiros oito termos, g, apresenta o aspecto:
B3 ={(€ +1)/ 2, (£ +1)/ 2, (1-&*)cos(&), (1-&*)sen(&), (1-&*)cos(2¢), (1-&*)sen(25),
(1-£%)cos(38), (1-&2)sen(35)}
Denotando-se cada termo desta base por m, m=1---8, tem-se a representacdo
indicada naFigura (4.4).

1,0 —— _

0,5

0,0k / TN e
B, \ 7 m=5
:\\ /'/ - rn:6

-0,5

-1,0 } } } }
-1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0

g

Figura4.4. Base 5, sequéncia com oito termos.

4.3 Aproximagcao do campo de deslocamentos numa fronteira
enriquecida

Considere-se que se pretenda enriquecer uma fronteira T de um determinado
elemento, conforme ilustrado na Figura (4.5).

Ent&o, deve-se acrescentar a aproximagdo inicial do campo de deslocamentos em T'¢
novos termos decorrentes do enriquecimento. Neste sentido, a nova aproximagdo do campo de
deslocamentos em 1 € obtida mediante combinacéo linear das fungdes de aproximacéo da
base enriquecida, tomando-se como pesos os graus de liberdade em deslocamentos da referida
fronteira E importante destacar que os graus de liberdades acrescidos em virtude do

enriguecimento ndo apresentam significado fisico, mas os graus de liberdade nodais iniciais
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podem oportunamente manter seu significado, quando do emprego de fungbes de
aproximacao do tipo “bolha”.
L.

ty A :
X

SAANNNNNNNNNNNNNNNNNSR
o)
-1

Figura4.5. Fronteiraenriquecida I'.

Assim sendo, considerando-se que o0 enriguecimento adicione um total de n graus de
liberdade em deslocamentos pode-se representar a aproximagdo do campo de deslocamentos

da fronteira enriquecida por:
U =U_dg;emTe c Ty, (4.4)
Para aproveitar a estrutura desenvolvida no capitulo anterior é oportuno representar a
matriz Uz e o vetor dg discriminando-se as parcelas referentes a aproximagdo inicial

daguel as acrescidas por causa do enriquecimento, ou sgja

U, =10, AU, ] (4.5)
dr,
oor| ] 45

O procedimento para obter amatriz U r. edovetor d._, foi apresentado no item 3.2.2.

Por outro lado, a matriz AUrE e o vetor Ady_ foram introduzidos em virtude do
enriquecimento, sendo apresentados no que se segue.
Considerando-se, uma base enriquecida genérica p, (vide Eq. (4.3)), para a matriz
gue coleta as fungbes que enriquecem a aproximacao escreve-se:
AU, =[Ny, -hyl,] 4.7)
sendo h;,i=1---,n, fungbes utilizadas no enriquecimento da aproximagéo e 1, a matriz
identidade de ordem 2.

JA o vetor que coleta os graus de liberdade acrescidos no enrigquecimento é
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representado por:
Adp T ={AUuyq Au, - AUy, Auy (4.8)

sendo Au,, € Au,; ,i=1---,n, graus de liberdade decorrentes do enriquecimento nas direcdes x

yi o

ey, respectivamente.

4.4 Equacionamento da formulagdo com enriquecimento

Em virtude do enriquecimento evidenciam-se algumas ateraces na formulagdo
apresentada no capitulo anterior. Naturamente, a nova aproximacdo do campo de
deslocamentos numa fronteira enriquecida deve ser acompanhada pela inser¢éo adequada de
outras matrizes e vetores, exclusivamente decorrentes do enriquecimento, a estrutura inicia
do sistema resolvente do elemento e consequentemente a do sistema resolvente global. Todo

este procedimento € apresentado no que se segue.

441 Matrizese vetoresacrescidos pelo enriquecimento

Considere-se que apos 0 enriquecimento a matriz G referente a fronteira enriquecida

I': (videFig. 4.5) sgjadenotadapor G . Entdo, a partir da definicdo de G, aqual depende do
sistema de coordenadas adotado (vide Egs. (3.11) e (3.35)), escreve-se:

G, = [TTUgdr (4.9
rE

sendoT =T, ouT =T, , Segundo os sistemas cartesiano ou polar, respectivamente.
Inserindo-se a expressdo damatriz Uz dada pela Eq. (4.5) na Eqg. (4.9) resulta:

G, =[Gy, AGr_] (4.10)

ondeamatriz G_éparcelade G referente a aproximagdo inicial, sendo dada por:

Gr_ :rj TTUp dr (4.11)
E

enquanto AG_, introduzida em virtude do enriquecimento, & da forma:



Capitulo 4: Formulacao hibrida-Trefftz com enriquecimento seletivo 48
em problemas bidimensionais da Elasticidade

NG, = [TTAU dT (4.12)

e
Anaogamente, admitindo-se forcas de superficie em 1. e denotando-se por g a
nova configuragdo do vetor q na referida fronteira, a partir da definicdo de g (vide Eq.

(3.19)), tem-se:
e = [Ug'tedr (4.13)
Tg
gue é equivalente a:
de =[ar, Adr,] (4.14)
onde o vetor g, € a parcela das forgas nodais equivalentes referente a aproximagao inicid,

sendo dado por:

Are = [Ur, 'tdl (4.15)

I'e

Jao vetor Aqy_, introduzido em fung&o do enriquecimento, € daforma:

AqFE = IAGFETt_c dr (416)

I'e

4.4.2 Sistema resolvente da formulagdo com enriquecimento

A partir das Egs. (4.6), (4.10) e (4.14), infere-se que 0 enriquecimento da fronteira T
do elemento indicado na Fig. (4.5), insere amatriz AG_ e 0s Vetores Ad;_ € Aqy, aestrutura

inicial do sistema resolvente, que apresenta a seguinte configuragao:

-GT 0 0 d {={ -q (4.17)
ST 0 Adp, ~ Adp,

Evidentemente o sistema ditado pela Eq. (4.17) aplica-se num elemento com uma
Unica fronteira enriquecida. Numa situacdo mais geral, podem-se enriquecer todas as
fronteiras. Neste caso, deve-se acrescentar para cada fronteira enriquecida as matrizes e os
vetores correspondentes.

Assim sendo, 0 sistema resolutivo para o elemento pode ser representado por:
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F -G -AG||cC e
GT 0 o0 |ld!l=!-q (4.18)
-AGT 0 0 ||ad ~- Aq

onde agora Ad representa o total de graus de liberdade acrescentados, AG coleta as matrizes
acrescidas e 0 vetor Aq 0s vetores acrescidos, considerando-se 0s possiveis trechos
enriquecidos. Assim, as integragdes de AG e Aq passam a abranger toda a fronteira estatica
do elemento, ou sgja:

AG = [TTAUdr e Aq= [AUTt dr (4.19)

Tte Tte

E importante salientar que a existéncia e unicidade do sistema resolvente ditado pela
Eg. (4.18) continuam vinculados a condicdo de estabilidade (Eq. (3.24)). Porém, para
verificagdo daguela condicdo, os graus de liberdade em deslocamentos devem incluir tanto os
nodais quanto os provenientes do enriquecimento. Dessa forma, percebe-se que em virtude do
enriquecimento um acréscimo de graus de liberdade em deslocamentos deve ser acompanhado

por um aumento de graus de liberdade em tensoes.

4.4.3 Montagem do sistema resolvente global da for mulagédo com
enriquecimento

Conforme ja mencionado, na montagem do sistema global, condi ¢oes extras referentes
a compatibilidade de deslocamentos e de tensdes devem ser impostas para garantir a
conectividade de toda a rede de elementos da discretizacdo adotada. Com este propdsito,
numa determinada fronteira enriquecida, deve-se considerar a nova aproximagao do campo de
deslocamentos.

Assim sendo, sgja I' uma fronteira enriquecida comum aos elementos i e j de um
dominio Q , conforme ilustrado na Figura (4.6). Considerando-se que aproximagdo do campo
de deslocamentos em 1. para cada elemento sgja dada pela Eq. (4.4), entdo a compatibilidade
de deslocamentos, imposta em formaforte, € daforma:

O —0z' =0, em I'g (4.20)

Por sua vez, a compatibilidade de tensdes é imposta em forma fraca. Considerando-se
amatriz que coleta as fungbes de aproximagdo provenientes do enriquecimento dada pela Eq.

(4.7) e que numa situagio mais geral existam forgas de superficie t em 'y escreve-se:
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Te

Ressdlta-se que a Eq. (4.21) é uma condi¢do complementar de equilibrio. Ela verifica
o equilibrio de forcas equivalentes na fronteira enriquecida . O equilibrio de forgcas nodais

equivaentes continua sendo imposto mediante a Eg. (3.29), em cada ndé ndo restrito da

discretizago adotada.

/ry
—=X

Figura 4.6. Fronteira enriquecida comum aos elementos i e j .

Perante as consideragdes anteriores, admitindo-se uma rede composta de n elementos

com um total de n, graus de liberdade em deslocamentos nodais e An, graus de liberdade

acrescidos em virtude do enriquecimento, o sistema global apresenta o aspecto genérico:

j|_|2,u.,nl :]_|2,.“,Anl
Ci €
Fy 0 0 -G; -AG, c, e,
0 F, 0 -G, - AG, : : 4.22)
: . : . : Cn en '
0 0 Fn -G, -AG, d _q
T T T t t
-G,” -G, -G, 0 0 ad,| |- aq,
—AG," —AG," - —AG,' 0 0

onde foram introduzidos o vetor Ad, que coleta os An, graus de liberdade em deslocamentos
eovetor Aq, deforgas equivalentes das fronteiras enriquecidas.

Para que a condicdo dada pela equacéo (4.21) sgaintroduzida no sistema, as parcelas
das matrizes AG; e AG; referentes a uma fronteira enriquecida ' devem ser alocadas nas

mesmas colunas, mas nas linhas correspondentes ao posicionamento de cada elemento.

Para esclarecer todo o processo de montagem do sistema ditado pela Eq. (4.22), no
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tocante tanto a alocacdo de todas as matrizes e vetores envolvidos, quanto a compatibilidade
de deslocamentos e a verificacdo ao equilibrio de forcas equivalentes, apresenta-se no
apéndice (D) um exemplo para uma chapa discretizada em dois elementos.

Ressalta-se que a existéncia e unicidade da solugdo do sistema global estdo vinculadas
ao teste do “mosaico”, cujos procedimentos foram descritos no item 3.2.3.4. Contudo, deve-se
considerar que em cada possivel “mosaico”, construido com os elementos da discretizacdo
adotada, os graus de liberdade em deslocamentos compreendem tanto os nodais quanto os

acrescidos pel o enriqueci mento.
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5 Méodo da Particdo em formulacdo hibrida-Trefftz com
enriquecimento seletivo aplicado a problemas com multiplas
fissuras em dominios bidimensionais

5.1 Consideracgbesiniciais

Neste capitulo aborda-se 0 Método da Particdo em formulacdo hibrida-Trefftz com
enriquecimento seletivo, particularmente na andlise de problemas bidimensionais da
Elasticidade cujos dominios envolvam multiplas fissuras. S8 apresentadas as estratégias
necesséarias para a aplicagdo dos fundamentos originad do método mediante a formulagéo
apresentada no capitulo anterior.

Os fundamentos mateméticos do Méodo da Particdo podem ser encontrados no
trabalho de BabuSka e Andersson (2005). Nele, encontra-se o eguacionamento do método na
simulacdo de um problema plano, regido pela equacdo de Laplace, cujo dominio envolva
multiplas fissuras, e sua generalizacdo para o correspondente caso tridimensional; além de
algumas aplicacbes numéricas do referido método via os procedimentos h-adaptativos e p-
adaptativos do MEF.

N&o € objetivo deste trabalho explorar as grandes potencialidades de aplicagdo do
Método da Particdo, as quais se evidenciam, sobretudo, em analises de maior complexidade
no ambito da mecanica do dano, confiabilidade estrutural, fadiga, entre outras. Desta forma,
restringe-se a meta da andlise a aproximacdo de algumas grandezas de interesse: campo de
tensdes, campo de deslocamentos e fatores de intensidade de tensfo.

Assim sendo, primeiramente, apresentam-se neste capitulo os fundamentos do Método
da Particdo aplicado a problemas bidimensionais da Elasticidade em dominios com miltiplas
fissuras. Neste sentido, sGo descritas as etapas do método para se aproximar 0s campos de
tensdes e de deslocamentos. Em seguida, abordam-se as alteragdes necessérias quando se
emprega o referido método via formulagéo hibrida-Trefftz com enriquecimento seletivo. Por

fim, descreve-se a técnica adotada na extracdo dos fatores de intensidade de tens&o.
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5.2 Fundamentosdo M é&odo da Particéo

No estabelecimento dos fundamentos do Método da Particdo aplicado a problemas
bidimensionais da Elasticidade, considera-se o PV C definido no item 2.2. Contudo, estende-se

sua formulagdo admitindo-se a presenca de mdiltiplas fissuras f; em Q , conforme ilustrado na

Figura(5.1).
reertli

Z r
2 f1 f% Y
L 7 Cm 7
7
y % f,
[ 1 o 2
/ &
X 7/

Figura5.1. S6lido com multiplas fissuras.

O Método da Particdo consiste em analisar o referido PVC mediante a sobreposicéo
adequada de uma série de subproblemas, assim designados. problema globa (PG, ),
problemas locais (PL, ) e problemas globais (PG, ).

Admite-se que a solugéo do campo de deslocamentos do PVC sgja determinada pela
sobreposi¢éo das solugdes u, de PG,, u,, decada PL, e ug, decada PG, . Assim, segundo
0 sistema de coordenadas cartesianas, escreve-se:

u=ug +§akuek —%akuLk , em Q (5.2)
k=1 k=1

Na Eq. (5.1), o nimero de termos n, depende do numero de fissuras existentes e da
guantidade de problemas locais considerados para cada uma delas, enquanto os fatores de
escala o, , k =1---,n,, S0 obtidos da imposi¢do, em forma fraca, da nulidade de tensdes nas
faces de cada fissura f; , conforme sera exposto adiante.

Por sua vez, o campo de tensdes pode ser obtido a partir da Eg. (5.1) utilizando-se a
relacdo de compatibilidade (Eq. 2.3) e a relacdo constitutiva (Eq. 2.5), sendo representado

por:
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"p "p
0 =0p+ ) 040gc — D00 , EM Q (5.2
k=1 k=1
T T T
%ndo 00 = DLC Uo y O-Gk = DLC qu e GLk = DLC uLk .

As peculiaridades de cada subproblema e seus objetivos sdo descritos a seguir.

5.2.1 Problemaglobal (rG,)

No problemagloba PG, , considera-se 0 PVC sem asfissuras f; e mantém-se todas as

condi¢cbes de contorno, conforme ilustrado na Figura (5.2). A meta da andlise é obter a

distribuicdo de tensdes nas linhas L; correspondentes a cada uma das fissuras previamente
illl]
L n
i; L, Gx " o
- /
al n / ‘U[\I
Lf
A
2 \<
NS n

Figura5.2. Problemaglobal PG, .

desconsideradas.

NNNNNNNNNNNNNNNS

Em cadalinha, determina-se um vetor resultante de tensdo representado por:
to' ={to, to },€MLy (5.3
onde t,, € t, S30 ascomponentes da resultante de tensdo na direcéo dalinha e perpendicular

aela, respectivamente; & e séo eixos de referéncia posicionados nas faces das fissuras.

5.2.2 Problemaslocais(PL,)

Para 0 estabelecimento dos problemas locais PL,, consideram-se, individua mente,

dominios locais arbitrarios de influéncia vy , cada qual englobando uma fissura f; do
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problema. As condicBes de contorno em cada Vv, podem ser arbitrérias, mas devem garantir o
equilibrio estético em qualquer situacdo de carregamento. Em cada Vv, define-se um caminho
interno de referéncia '; no qual se insere toda a fissura f;, conforme ilustrado na Figura

(5.3).

Figura5.3. Problemas locais PL, .

Cada problema local caracteriza-se pela aplicacdo de um carregamento ficticio Q

nas faces de uma fissura envolvida por um Vv, . Assim, para cada fissura podem-se estabel ecer

inUmeros problemas locais.

O objetivo de cada problema local € determinar, para um carregamento ficticio Q
aplicado sobre as faces de uma fissura f;, as correspondentes distribuicOes de tensdo t; e
deslocamentos u; ao longo do respectivo caminho ry; (vide Figura(5.3)).

A distribuicéo das tensdes resultantes nas faces de cada fissura f, pode ser obtida pela

contribuicdo dos correspondentes problemas locais. Para isto, considera-se que cada

carregamento ficticio sgja multiplicado por um fator de escaa a;. Assim, considerando-se um

total de n carregamentos ficticios aplicados sobre as faces de f; , tem-se:
tL :za‘jQLj :QLG (54)
j=1
NaEq. (5.4), o vetor a éformado pelos fatores de escala «; , sendo representado por:

T

Por suavez, amatriz Q, , constituida pelos vetores Q, ;, tomaaforma:

QL=[QL - Quj - Qunl; onde QLJ-T :{QLm QL]Z}’ para j=1---,n,
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sendo Q;, € Q,;; componentes dos carregamentos ficticios nas diregdes n

e ¢ , respectivamente.

5.2.3 Problemasglobais(rc,)

Nos problemas globais PG, , considera-se 0 PVC sem fissuras e mantém-se somente
as condigdes de contorno homogéneas em forgas e em deslocamentos. Cada PG, caracteriza-
se pela aplicagéo das distribuigdes de tensOes t; e deslocamentos u; provenientes de um
PL,, qQue atuam sobre um caminho T, previamente definido, no correspondente PG,
conforme ilustrado na Figura (5.4). Portanto, a cada PL, corresponde um PG, .

(tjluj) (tj,Uj)

L (t;, Uy
N
//\Lfs \[
XS

Figura5.4. Problemas globais PG, .

NMANNNNNNNNNNNNNN
—
I
I
I
I
I
—

A metade cada PG, € obter adistribuicdo de tensdes naslinhas L correspondentes a

cada uma das fissuras previamente desconsideradas.
Em cada linha, a distribuicgo de tensdes resultante pode ser obtida pela contribuicéo

das tensOes provenientes de cada PG, . Neste sentido, para estabelecer uma relagdo de

proporcionalidade de tensbes entre os problemas locais e globais, consideram-se 0s mesmos

fatores de escala o; utilizados na Eq. (5.4), para cada uma das fissuras f; . Assim, na linha

correspondente a uma fissura f;, da sobreposicdo de todos os n, problemas globais PGy,

escreve-se:

np
te = 2,04 Qak = Qa0 , €M Ly; (5.5

k=1

Na Eq. (5.5) a matriz Qg , constituida pelos vetores Qg, , € 0 vetor o admitem a
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forma:

Qs =[Qs; ~ Qox  Qompli onde Q,' :{QGkn QGKZ}, sendo Qoky ©

Qgy. » Paak=1.--,n,, componentes das tensdes nalinha nas direces n e
¢ , respectivamente.

T
o :{a’l ak . anp}

Observa-se que agora o vetor o deve ser formado pela totalidade de fatores de escala

a, detodos os problemas locais, oriundos de todas as fissuras, de forma a captar ainfluéncia
de cada uma das fissuras sobre as demais.

5.2.4 Solugdo numérica do método

Segundo o Método da Particdo, a distribuicdo de tensdes em uma fissura f, do PVC é
determinada pela contribui¢cdo dos subproblemas PG, , PL, e PG, .Considerando-se as Egs.
(5.3), (5.4) e (5.5), admite-se que a distribuicdo de tensdes seja da forma:

t=t, +(Qc —Qu)a

(5.6)
Osfatores de escaada Eq. (5.6) podem ser determinados impondo-se, em forma fraca,

a nulidade de tensbes ao longo do comprimento da referida fissura. Assim, tomando-se como
ponderac&o a primeira variacdo da aproximacao ditada pela Eq. (5.4), escreve-se

[3t."[to +(Qc —Qu)aldL =0
Lfi

(5.7)
gue € equivaente a
sa’ Lf Q" [to +(Qg Q. )aldL =0, Vda (5.8)
fi
Sendo sa arbitrério resulta:
Kpi 0 ==V (5.9)
onde K, = [Q."(Qs —Qu)L e v, = [Q "todL.

Lfi Lfi

E importante ressaltar que na Eq. (5.9) o vetor a ¢ formado pelos fatores o,
provenientes de todos os problemas locais. Além disso, para que a operagdo de subtracdo

entre as matrizes Q, e Q; definida pela matriz K,; seja possivel, a matriz Q_, definida na

Eqg. (5.4), deve ter agora a mesma dimensdo de Qg , bastando alocar as posi¢les originais
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conforme os fatores de escala o, e preencher os espagos restantes com entradas nulas.

A totalidade de fatores de escala determinados a partir do sistema formado pelo uso

sistemético da Eqg. (5.9) para todas as fissuras constituem os fatores o, utilizados para

determinar a solugdo do campo de deslocamentos do PV C (Eg. (5.1)).

5.3 Equacionamento do M étodo da Particdo em for mulacéo hibrida-
Trefftz com enriquecimento seletivo

Neste item abordam-se as particularidades do Método da Particdo em formulagéo
hibrida-Trefftz com enriquecimento seletivo, conforme descrito a seguir.

5.3.1 Aproximacao dos campos de deslocamentos e tensoes

Na aplicacdo do Método da Particio em formulacdo hibrida-Trefftz com
enriquecimento seletivo, admite-se que a solu¢éo do campo de deslocamentos do PVC sga
semelhante a Eq. (5.1), porém restrita a0 contorno dos elementos da discretizagcdo adotada.
Por conseguinte, para cada elemento a aproximagao do campo de deslocamentos, resultado da

sobreposi¢cdo dos subproblemas PG, , PL, € PG, , ficacom o aspecto:

n np
G = GO + akGGk —Zotkﬁl_k ' em Fte (5.10)
1 k=1

=

=
1]

Anaogamente, admite-se que a aproximagdo do campo de tensdes do PV C sgja dada
pelaEq. (5.2), agorarestrita ao dominio de cada elemento da discretizacgo adotada, ou sgja
Np np

o :GO +ZOLkO'Gk —ZOLKO'LK ,ern Qe (5.11)

k=1 k=1

5.3.2 Andlisedo problema global (rG,)

Na andlise do problema global aproveita-se toda a estrutura da formulacéo hibrida-
Trefftz com enriquecimento seletivo. Adotando-se uma discretizagdo adequada aproximam-se

as grandezas de interesse do PG, : campo de tensdes, campo de deslocamentos e distribuicao
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de tensBes nas fronteiras dos elementos pertencentes as linhas correspondentes as fissuras

previamente desconsideradas.

Desta forma, a aproximacdo do campo de tensdes de cada elemento € ditada pela Eq.
(3.1), sendo representada por:

0, =S.c ,emQ, (5.12)
Por sua vez, a aproximacdo basica do campo de deslocamento na fronteira estatica é
dada pela Eq. (3.5), admitindo aforma:
Up=Ud;emT,, (5.13)
Em particular, numa fronteira enriquecida, deve-se substituir a aproximagdo basica
pela aproximacao ditada pela Eq. (4.4), ou sgja
Up=U_de; M Ip < Ty (5.14)
Finalmente, a distribuicdo de tensdes na linha L, correspondente a uma fissura

desconsiderada previamente pode ser determinada aplicando-se primeiramente o teorema de
Cauchy a Eqg. (5.12) e em seguida transferindo as tensdes calculadas para o sistema local de
coordenadas dareferida linha, conforme indicado na Figura (5.5).

Figura 5.5. Tensdes associadas aum ponto de Ly; .

Assim sendo, nos el ementos que apresentam uma fronteira pertencentea Ly, , tem-se:
to = Rat ,ern rte ﬁLﬁ (515)
onde t," ={ty, to },8endo t, € t,, as componentes da tensdo na direcdo da linha e

perpendicular a ela, respectivamente; R, :( cosa Senaj éamatrizderotagdo e t = Aa,, .

—Seno Ccosa



Capitulo 5: Método da Particéo em formulacéo hibrida-Trefftz 60
com enriqueci mento seletivo

5.3.3 Andlisedos problemaslocais(pL,)

Na andlise dos problemas locais, a formulagdo hibrida-Trefftz com enriquecimento
seletivo € utilizada de maneira sistematica mediante a aplicacdo de uma sé&ie de

carregamentos ficticios sobre as faces de cada fissura f, do problema. A partir de uma
discretizacdo conveniente, para cada PL,, caracterizado por um carregamento ficticio,

aproximam-se as grandezas de interesse: campo de tensdes, campo de deslocamentos e a

distribuicdo de tensbes e deslocamentos no caminho T; referente aumafissura f; .

Para aplicacdo dos carregamentos ficticios, estabel ece-se para cada fissura um sistema
local de coordenadas adimensionais cuja origem depende das caracteristicas da fissura. Numa
fissura completamente inserida no dominio, adota-se como origem o ponto equidistante de
suas extremidades, enquanto numa fissura de bordo, adota-se o ponto da extremidade livre,

conforme ilustrado na Figura (5.6).

] i
71
71
7
r A ek
7 Y,
1 "
7
Y ?Q
7

Figura 5.6. Sistema de coordenadas locais em cada fissura.

A série de carregamentos ficticios € aplicada aternadamente segundo as diregdes ¢ e
n mediante um sistema auto-equilibrado de forgcas atuantes nas faces de cada fissura f;,

conforme ilustrado naFigura (5.7).
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Figura5.7. Série de carregamentos ficticios em umafissura f; .

Em ambas as direces adota-se uma sequiéncia hierérquica de carregamentos ficticios

em funcdo da coordenada adimensional n. Considerando-se que em cada direcdo sejam
aplicados n, carregamentos ficticios, a distribuicdo da intensidade das forgas ficticias
atuantes nas faces da referida fissura tanto na direcdo ¢ quanto na direcdo n, destas
sequéncias, pode ser obtido do conjunto de funcdes:

gm)=(1-h|)™", i=1-,n, (5.16)
sendo n =u/a, onde a representa o comprimento efetivo da fissurae u é uma variavel que
depende de suas caracteristicas. Numa fissura completamente inserida no dominio u e[-a,a],
enquanto numa fissurade bordo u [0,a] .

E importante destacar que a Eq. (5.16) ndo € restrita a um método numérico especifico
e eventualmente pode sofrer algumas alteracbes. Em particular, quando de seu emprego
mediante a formulacdo hibrida-Trefftz, deve-se relacionar o sistema de coordenadas
adimensionais de cada fissura com o de seus elementos adjacentes, tal que o conjunto de

fungbes g; sega funcdo das coordenadas adimensionais ¢ dos elementos. Assim sendo,
considere-se umafissura f; de comprimento efetivo a, aqual esteja vinculada um conjunto de

elementos, conforme ilustrado na Figura (5.8).



Capitulo 5: Método da Particéo em formulacéo hibrida-Trefftz 62
com enriqueci mento seletivo

Simétrico

A
a a
—
Face da fissura f; +£+ ’7 _ e
2 n
N2 -
L - (ny+m,)/ 2
|| n
= ~ a -

Figura5.8. Distribui¢éo das forgas ficticias numa das faces de uma fissura.

Ent&o, considerando-se um elemento adjacente a uma das faces da fissura, a partir de
aspectos geomeétricos obtém-se a seguinte relacéo entre as coordenadas dos sistemas locais da

fissura e do € emento:

n znl +n2 +Ba (517)
2 a

sendo n, e n, valores adimensionais especificados para o sistema coordenado da fissura,

referentes aos nos 1 e 2, respectivamente e b ametade do lado do elemento pertencente auma
das faces dafissura (vide Figura (5.8)).
Por conseguinte, o conjunto de fungdes representativo da distribuicéo de intensidade

das forgas ficticias dado pela Eq. (5.16) tem aforma:

q

i—1
gi(é)=(l—T]1+Tnz+géD ;parai=1--,n (5.18)

A partir das consideracbes anteriores, verifica-se que a distribuicdo de tensdes
resultantes nas faces da referida fissura € composta de 2n, termos e fica com o aspecto:
2nq
t = jZ:lanLj =Q.a (5.19)
Todas as grandezas envolvidas na Eg. (5.19) ja foram apresentadas genericamente no
item 5.2.2 (vide Eg. (5.4)). Contudo, em virtude da disposi¢do adotada na aplicacdo da série
de carregamentos ficticios, algumas grandezas passam a ter representacoes especificas. A

partir do conjunto de fungdes dado pela Eq. (5.18), verifica-se que os vetores Q,; sdo da

9 0 n 0
Qu :{01}1 QL2 :{91}' ver s Quinoy :{ Oq}, Qun ={gnq}

forma:
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€, por conseguinte, amatriz Q, apresenta o aspecto:

Q. =[gyy, - ganZ];ondel2 € amatriz identidade de ordem 2.

A andise dos problemas locais completa-se com a determinacdo dos campos de
tensdes no dominio dos elementos, deslocamentos nas fronteiras estéticas e distribuicbes de

tensdes e deslocamentos nos caminhos I'y; de cadafissura f; .
Assim sendo, para cada PL, , caracterizado pela aplicagdo de um Q;, a aproximacéo
do campo de tensdes em cada elemento é ditada pela Eg. (3.1), sendo representada por:

Gl =ScC ,em Q. (5.20)
enquanto, a aproximacdo basica do campo de deslocamentos na fronteira estatica dos
elementos, paracada PL, , € dada pela Eq. (3.5), admitindo o aspecto:

G =Ud;emT, (5.21)

Em particular, numa fronteira enriquecida, deve-se substituir a aproximacdo basica
pela aproximacéo ditada pela Eq. (4.4), ou sgja

0y =U_dg;emre Ty, (5.22)

Por sua vez, a distribuicéo de tensdes em um caminho T'; pode ser obtida de maneira

sistematica mediante o teorema de Cauchy para cada problema local considerado na

respectiva fissura f, . Desta forma, determina-se a distribuicéo de tensdes para cada termo da
série de carregamentos ficticios (j =1,---.2n, ), apartir darelagao:

t;=Aop ,emTy (5.23)
onde se introduziu o vetor o, que representa a distribuicdo de tensdes dos elementos
adjacentes aum caminho T, .

Finalmente, na determinagdo dos deslocamentos em T, utiliza-se a Eq. (3.5) ou a Eq.

(4.4) sistematicamente para cada termo da série de carregamentos ficticios (j =1.---,2n, ) numa
fissura, ou sga

G; =Ud, em Iy (5.24)

ou

G] = DEdE y ern Ffl (5.25)
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5.3.4 Andlisedos problemasglobais (pG,)

Na andlise dos problemas globais a formulagdo hibrida-Trefftz com enriquecimento
seletivo € utilizada de forma ordenada. Aplicam-se sistematicamente as distribuicdes de
tensdes t; e deslocamentos u;, provenientes de cada PL,, sobre o caminho r; do
correspondente PG, . Adotando-se uma discretizagcdo adequada, para cada PG, , aproximam-

se as grandezas de interesse: campo de tensdes, campo de deslocamentos e distribuicdo de
tensdes nas linhas correspondentes as fissuras previamente desconsideradas.

Assim sendo, na andlise de cada PG, mediante a formulagdo hibrida-Trefftz com
enriquecimento seletivo, devem-se inserir as referidas distribuigdes t; e u; na estrutura do
sistema resolutivo, em substituicdo aos tradicionais valores prescritos de forgas de superficie
t. e desocamentos u, . Por conseguinte, os vetores q, Aq € e presentes no sistema ditado

pela Eq. (4.18), adquirem o aspecto:

q= [UTt;dr (5.26)
L
Aq= [AUTt;dr (5.27)
T
e= [T.Judr (5.28)

[fi
para a totalidade de problemas globais.

A partir das consideragbes anteriores, para cada PG, a aproximagdo do campo de
tensdes nos elementos é ditada pela Eq. (3.1), sendo representada por:
Ogk =ScC ,em Q. (5.29)
Por sua vez a aproximacao basica do campo de deslocamentos na fronteira estética dos
elementos, paracada PG, , € dada pela Eq. (3.5), admitindo o aspecto:
g =Ud; em T, (5.30)
Em particular, numa fronteira enriquecida, deve-se substituir a aproximacdo basica
pela aproximaco ditada pela Eq. (4.4), ou sga
o =U_dg; €M I € Ty (5.31)
Finalmente, a andlise se completa com aproximacao da distribuicdo de tensdes nas

linhas Ly correspondentes as fissuras previamente desconsideradas. Para uma fissura f, a
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distribuicdo de tensdes pode ser obtida de maneira andloga a realizada no problema global

PG, (vide Eg. (5.15)). Assim sendo, para cada problemaglobal PG, escreve-se:
Qo =Ryt ,emM ' ALy (5.32)
parak =1--,n,.
Por conseguinte, a distribuicdo de tensOes resultantes da sobreposicdo dos n,

problemas globais nalinha de umafissura f; ficacom o aspecto:

np
tg = > 0, Qg =Qc0, em Ly (5.33)
k1

onde as grandezas envolvidas ja foram apresentadas no item 5.2.3.

5.3.5 Determinacao dos fatores de escala

Considerando-se a totalidade de problemas locais e globais correspondentes a todas as
fissuras do PVC, os fatores de escala das Egs. (5.10) e (5.11) sdo determinados a partir do
sistema formado pelo uso sistemético da Eq. (5.34), considerando-se todas as fissuras do
problema:

Kpi 0 ==V, (5.34)

onde K, = IQLT(QG -Q )L , para i=1.,n, sendo n o0 nimero de fissuras (vide as
Lfi

observagoes acercada Eq. (5.9)).

5.4 Fatoresdeintensidade detensao

Neste trabalho, na extracdo dos fatores de intensidade de tensdo utiliza-se a técnica de
correlacdo dos deslocamentos, a qual foi empregada com sucesso em analises realizadas por
Bittencourt et. al (2003), Leonel (2006), entre outros. Tal técnica caracteriza-se pela
correlacdo entre os valores anditicos e aproximados de deslocamentos obtidos na regido
proxima a extremidade da fissura.

Segundo Westergard' (1939 apud LEONEL, 2006) as componentes do campo de
deslocamentos no entorno da extremidade de uma fissura podem ser determinadas mediante
asEgs. (5.35) e (5.36).

WESTERGAARD, H. M. (1939).Bearing pressures and cracks, J. Appl. Mechanics n.6, p. 49-53.



Capitulo 5: Método da Particéo em formulacéo hibrida-Trefftz 66
com enriquecimento seletivo

u, = z—é \/; COS(%){(K —1) + 2sen? (%ﬂ + E—IGI J;SE”[%]{(K +1)+2cos? [ 5 ﬂ (5.35)
u, =N Lsen[ij (k +1)- Zcosz[ij + Ki\/ICOS[gj (k -1+ 256”2[ j (5.36)
=26V 2 2)] 26 V2 (2 2 '

u, € u, sdo as componentes do campo de deslocamentos nas direces pardela e

|-

|-e-

onde:

perpendicul ar as faces dafissura, respectivamente.

K, e K, sd0 os fatores de intensidade de tensdo, respectivamente, para os modos

de abertura e deslizamento.

_E
C2(1+v)

€ 0 modulo de elasticidade transversal.

r €adistancia de um ponto considerado a extremidade dafissura.

¢ €0 angulo do ponto considerado relativo a bissetriz da abertura da fissura.

37V parao EPT.

Kk =3-4v paraoEPD ou « =
1+v

Os fatores de intensidade de tensdo podem ser determinados considerando-se dois
pontos contiguos proximos a extremidade da fissura e pertencentes as suas faces, conforme

ilustrado na Figura (5.9).

/N
/ \
[ \
" | |
I L
1/|2
| [
. | |
\\ /I \\ —— Configurag&o inicial da fissura /
; 7 \—\— Configuragéo final da fissura//
Faces da fissura N 7 7
~ - _ -~

Figura 5.9. Pontos nodais considerados na avaliagdo dos fatores de intensidade de tenséo.

As expressdes obtidas da avaliagdo da Eg. (5.35) ou (5.36), para os angulos rasos = e
-n , quando subtraidas fornecem, em cada situacéo, as expressoes que definem os fatores de

intensidade de tensdo em funcéo dos deslocamentos relativos A, e An, segundo as diregdes
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perpendicular e paralela as faces da fissura dos pontos considerados (vide Figura (5.9)):

G 21
K == +l\/;AC (5.37)

G 2n
Ky =K+1\/;An (5.38)

A técnica de correlagdo dos deslocamentos se completa, mediante a avaliagdo

numeérica das Egs. (5.37) e (5.38), aproximando-se 0s deslocamentos relativos nos pontos de
interesse. Em particular, numa andlise mediante elementos finitos consideram-se 0s pontos
nodais sobre as faces da fissura mais proximos de sua extremidade, conforme ilustrado na
Figura(5.10).

1
/

ik
i

2

Faces da fissura

Figura 5.10. Pontos considerados numa andlise via M EF para a extracéo dos fatores de
intensi dade de tensdo mediante a técnica de correlacdo dos deslocamentos.

Na aproximagdo dos deslocamentos dos pontos indicados na Figura (5.10) , quando da
aplicagéo do Método da Particdo em formulagdo hibrida-Trefftz com enriquecimento seletivo,
utiliza-se a Eq. (5.10).
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6 Implementacdo numérica

6.1 ConsideragOesiniciais

Neste capitulo apresentam-se as estratégias utilizadas na implementacdo numérica da
formulagdo hibrida-Trefftz com enriquecimento seletivo. Primeiramente, s80 mencionados
aspectos relevantes do codigo computacional empregado. Logo em seguida, descrevem-se 0s
sistemas coordenados adotados na referida formulac&o. Num outro contexto, sdo descritos 0s
recursos utilizados naimplementago do elemento finito com dominio continuo e do elemento
com orificio circular, tais como: integracdo numérica e condicionamento numérico. Em
seguida, abordam-se os aspectos relativos a todo o processo de implementacdo no tocante
tanto & montagem e solucdo do sistema resolutivo quanto ao pés-processamento. Final mente,
mencionam-se as etapas inerentes a implementagdo do Méodo da Particdo em formulacdo

hibrida-Trefftz com enriquecimento seletivo.

6.2 Caodigo computacional

O programa desenvolvido neste trabalho foi escrito em linguagem de programacgdo
FORTRAN. Optou-se pela programacdo modular, sendo concebidos 0s seguintes modul os:

. Variédveis globais. modulo constituido das variaveis comuns a todos os modulos do
programa.

. Leitura de dados: utilizado na interface com o usuario e na leitura geral dos dados
mediante arquivos de entrada.

. Pontos de Gauss: médulo que armazena pontos e pesos de Gauss utilizados na
integracdo numeérica. S&o disponibilizados de cinco até sessenta pontos de Gauss.

. Matrizes dos elementos: utilizado na geragdo de todas as matrizes e vetores dos

e ementos.
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. Enriqguecimento: modulo que gera as matrizes e vetores provenientes do

enriguecimento seletivo.
. Montagem: utilizado na montagem do sistema global.

. Resolucdo: modulo que impde as condi¢cdes de contorno dos nés da discretizacéo

adotada e resolve o sistemaglobal.

. Armazenavalores: utilizado na armazenagem dos val ores de interesse para a impressao
dos dados.

. Particdo: médulo que utiliza os médulos anteriores em cada uma das etapas de
execucdo do Método da Particdo em formulagdo hibrida-Trefftz com enriquecimento
seletivo, aém da leitura de outros arquivos de entrada de dados referentes as

caracteristicas dos problemas locais e globais.

. Impressdo: utilizado na impressdo de todos os dados de interesse e para saida gréfica

de tensdes.

Visando-se minimizar o tempo de processamento em todo o processo de
implementacdo, tomaram-se cuidados relativos a0 uso de meméria, mediante aocacéo

dinamica.

6.3 Sistemas de coordenadas empregados na implementacao

Na implementacdo da formulagdo hibrida-Trefftz com enriquecimento seletivo
utilizam-se trés sistemas de interesse: o global, o loca no dominio dos elementos e o
adimensional nas fronteiras estéticas. Tais sistemas devem, evidentemente, ser inter-
relacionados na concepgdo da formulagéo estudada.

O sistema global € utilizado na interface com o usuario mediante a entrada de dados.
Nesse sentido, adota-se um sistema de coordenadas cartesianas de origem arbitraria para a
identificagdo de cada ponto da discretizacdo adotada.

Por sua vez, o sistema local no dominio dos elementos é utilizado em virtude das
caracteristicas da formulacdo, a qual se baseia na discretizagdo do dominio num conjunto de
elementos finitos para construcdo da aproximacdo do campo de tensdes. Conforme ja
mencionado, neste trabalho, tanto nos elementos finitos com dominios continuos quanto nos

elementos com orificio circular, adotou-se o centréide do elemento como origem local deste



Capitulo 6: Implementacdo numeérica 70

sistema.

Finalmente, no contorno de cada elemento da discretizagdo adotada estabelece-se um
sistema local de coordenadas adimensionais, tanto para a construcdo da aproximagdo do
campo de deslocamentos quanto para ser utilizado nas integragdes numeéricas. Neste caso,
como ja exposto, para cada lado do elemento adota-se o respectivo ponto médio como origem
do sistema adimensional de coordenadas locais. Além disso, para compatibilizar os sistemas
destas coordenadas, quando se considera uma rede de elementos, adota-se, no contorno de
cada elemento, o ‘fluxo’ indicado na Figura (6.1), partindo-se do ponto mais inferior a

esguerda até o ponto mais superior adireita.

(X5,Y5)

(X;.Y) & (X,.Y)

Figura 6.1. Sistemas de coordenadas no elemento finito com dominio continuo.

6.4 I mplementacao do elemento finito com dominio continuo

6.4.1 Posicdo do centroide

Considere-se 0 elemento indicado na Figura (6.1) onde estdo indicados todos os
sistemas de interesse. A partir das coordenadas nodais, as quais séo iniciadmente referidas ao
sistema global, € possivel determinar a posicéo do centréide do elemento mediante o teorema
de Green. Tal teorema permite que se calculem integrais em dominios bidimensionais através
de integrais curvilineas definidas sobre o contorno do objeto analisado. Em particular, para o
elemento finito indicado na Figura (6.1) as coordenadas X e Y do centréide ¢ podem ser

obtidas das relagdes dadas, respectivamente, pelas Egs. (6.1) e (6.2) (SWOKOWSKI, 1983).
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vl 2
x_ﬂw dy (6.1)

vl 1 5
Y= fy 2dx (6.2)
sendo A = §xdy aéreado elemento
T'e
Substituindo-se as expressdes analiticas de cada segmento de reta em I', nas Egs.
(6.1) e (6.2) e efetuando-se as operagOes necessarias resulta:

2 2 2 2 (6.3)
(X7 + XX+ XY =Y )+ (X537 + X3 Xy + X7 )(=Y5 +Y,)]/ 6A
Y_:{_XZ(Yl =Y )Yy +Yo +Y3)+ Xy (Y = Y3 ) (Y +Y3 +Y, ) + (6 4)
(Yo =Y ) X0 (Y1 +Y5 +Y,) = X3(Y, +Y3 +Y, )]} 6A .
onde a &rea do elemento é dada por:
A=%[—(Xz—X4)(Y1—Y3)+(X1—X3)(Yz—Y4)] (6.5)

6.4.2 Mapeamento geométrico e deter minacdo dos co-senos dir etor es

Uma vez determinadas as coordenadas do centréide do elemento pode-se estabelecer o
sistema local de coordenadas no dominio do elemento. Neste sistema, as coordenadas nodais
do elemento adquirem o aspecto:

X =X, - X ,parak=1-4 (6.6)

Ve =Y =Y ,paak=1--4 (6.7)
onde x, e y,, k=1---,4, S80 as coordenadas cartesianas de cada n6 do elemento segundo o
sistemalocal de coordenadas.

Conforme j& apresentado, as integracdes de todas as matrizes e vetores integrantes do
sistema resolvente da formulagdo hibrida-Trefftz com enriquecimento seletivo restringem-se
ao contorno do elemento. Assim sendo, deve-se expressar as coordenadas x e y no dominio
do elemento em funcdo da coordenada adimensional ¢ <[-1 1] definida no contorno I, ,
antes de proceder-se com as integracbes numeéricas. Este mapeamento depende das
coordenadas nodais iniciais e finais pertencentes a cada lado considerado, conforme ilustrado

naFigura (6.2).



Capitulo 6: Implementacdo numeérica 72

Figura 6.2. Mapeamento de um dos lados do elemento.

Sendo as distribuicdes em x e y lineares e denotando-se por i € j osnosinicia e

fina do lado analisado obtém-se:

Xi = X; Xj + X

_ 7

X=—— g+ 5 (6.8)
YV YitVi

y = 5 &+ > (69)

onde x;,x;,y; € y; Sd0 as coordenadas cartesianas dos referidos nés segundo o sistema local

de coordenadas cartesianas no dominio do elemento (vide Figura (6.2)).

A partir das coordenadas dadas pelas Egs. (6.8) e (6.9), os co-senos diretores de um
determinado lado podem ser obtidos pelo produto vetorial entre dois vetores unitarios. Um na
direcéo paralela ao lado e o outro perpendicular ao plano do elemento. Assim sendo, escreve-

se:

{X;=%,y;—-V;,0}
n= x{0,0,1} 6.10
JO5 =% )2+ (y; )’ (610

onde n' ={n,,n,,n,} € 0 vetor que coleta os co-senos diretores de um determinado lado
segundo as direcdes x , y e z, respectivamente.
Efetuando-se o produto vetorial indicado na Eq. (6.10) resulta:
Y —Vi

n, =
\/(Xj = X )2 +(Yj -y )2 (61D

_ Xj =X
\/(Xj = X )2+(yj —Yi)2

,=0 (6.13)

n

(6.12)

y
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6.4.3 Condicionamento numérico do sistema resolvente

Com o intuito de garantir boas condicdes numéricas do sistema resolutivo, as
coordenadas x e y dada pelas Egs. (6.8) e (6.9) do sistema local no dominio do elemento
foram tornadas adimensionais. Neste sentido, considerou-se uma distancia de normalizagdo

d, dada pela média aritmética das disténcias de cada né do elemento ao seu centréide, ou

sga
13 2 2
dy =ZZ (Xk™ +Yi") (6.14)
k=1
Ent&o, as coordenadas adimensionais admitem o aspecto:
Xy =X [ dy (6.15)
yn =Y/ dy (6.16)

Assim sendo, considera-se que no processo de implementagdo, a matriz N, sga
referida a0 sistema adimensional de coordenadas no dominio do elemento, mediante a
substituicdo das coordenadas cartesianas x e y pelas coordenadas adimensionais x, € vy,

respectivamente.

Em virtude da mudanca de configuragéo da matriz N, verifica-se que a matriz S,
referida ao sistema adimensional, deve ser dividida pela disténcia de normalizagdo d, . De
fato, sendo o operador L. aplicado sobre as coordenas cartesianas originais x e y damatriz

N. (vide Eq. (3.1)), a partir daregra da cadeia escreve-se:

0 X 0 0 Wn
_|o/ox 0 ofoy| |oxy  ox oyn oy
L°_{ 0 ofoy 6/6x}_ 0 0 Yn _0 Xy (6.17)
dyn Oy Xy OX
Considerando-se as Egs. (6.15), (6.16) e (6.17), resulta:
1 —
LC:d_LC (618)
N
sendofe{alax“‘ 0 6/6’yN]
0 alayy aloxy
Finalmente, a partir da definicdo damatriz S, , contata-se:
1 =
SH :d_DLc N¢ (619)
N

onde todas as grandezas envolvidas estdo especificadas para o sistema local adimensiona no
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dominio do elemento.
Por conseguinte, no processo de implementacdo, evidenciam-se alteracdo em todas as
matrizes e vetores dependentes da matriz S, referida ao sistema local adimensiona no

elemento, quais sgjam:

F- irje TN dr (6.20)
G-= ir{eTcT Udr (6.21)
e- %rj eTCTJCdF (6.22)
AG = i F{ETCT AGdr (6.23)

onde, T, = AS,, com S_ apresentando aforma: S, = DL, N, com as variéveis normalizadas.

6.4.4 Integracdo numeérica

Na integracdo numeérica utiliza-se a consagrada técnica da quadratura de Gauss-
Legendre. Tal técnica caracteriza-se pela substituicdo de uma integral definida por um
somatorio de termos resultantes do produto entre valores funcionais e pesos adequados
estabel ecidos no interval o de integragdo, ou sgja

b
jf(x)dx =w,f(Xy)+--+w,f(x,), cOm x e[a,b] parai=1n (6.24)

a
onde f(x;) s8o valoresfuncionaise w; 0S respectivos pesos, para i =1,n.

Segundo a referida técnica, a partir de n pontos tomados no intervalo de integracéo é
possivel calcular aintegral exata de um polindmio de até grau 2n - 1. Neste trabalho utilizou-
se esta condi¢ao em todas as integragdes polinomiais.

Para aplicagéo da Eq. (6.24) na integracéo de todas as matrizes e vetores do sistema
resolvente considerou-se a varidvel de integragdo adimensiona ¢ definida no intervalo de
[-1,1] sobre cada um dos lados do elemento. Desta forma, o processo de integracéo realiza-se
trecho a trecho, tornando-se necessario expressar tanto as coordenadas cartesianas
adimensionais x, e y, em funcéo da coordenada ¢ , quanto a diferencial dr em funcéo da

diferencia d¢ .
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Assim sendo, a partir da combinacéo das Egs. (6.8) e (6.9) com as Egs. (6.15) e (6.16),
resulta:

XN :m 2 (:+ 2 (625)
_ 1y Yty
YN = dy, ( > €+ 5 J (6.26)

enquanto do caculo diferencia obtém-se arelacdo de interesse entre as referidas diferenciais:

1
dr =20 =) + (y; -y de (6.27)
onde, conforme ja mencionado, x;,x;,y; € y; referem-se as coordenadas cartesianas de dois

nos consecutivos de um determinado lado do elemento segundo o sistema local.

6.5 Implementacéo do elemento finito com orificio circular central

Conforme ja apresentado, no elemento finito retangular com orificio circular
considera-se um sistema local em coordenadas polares na construcdo das aproximaces dos
campos de tensdes e deslocamentos em seu dominio. Consequentemente, evidenciam-se
algumas alteraces no processo de implementagdo deste elemento quando comparado aquele
do elemento com dominio continuo.

Assim sendo, considere-se o elemento indicado na Figura (6.3), onde se representam
todos os sistemas de interesse.

(X4 !Y4) ‘E_, (X3 ’YS)
4 i 3
y )
) A’ LY
el
\_ J
Y Qe
1 2
X -
(X,.Y,) g (X,.Y,)

Figura 6.3. Sistemas de coordenadas no elemento finito com orificio.

Andisando-se 0 elemento indicado na Figura (6.3) determina-se sem maiores
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dificuldades a posicéo de seu centréide ¢ mediante as seguintes equacoes.
X =(Xy+ Xp + Xg+ X,)/ 4 (6.28)
Y = (Y +Y, +Y5 +Y,)/ 4 (6.29)
A partir da posicéo do centréide, verifica-se que as coordenadas nodais do elemento
X, €Y,,paa k=14, segundo o sistema cartesiano local continuam sendo ditadas pelas
Egs. (6.6) e (6.7), enquanto, os co-senos diretores ainda sdo obtidos pelas Egs. (6.11), (6.12) e
(6.13), os quais foram obtidos a partir de condi¢es mais gerais de geometria.
No elemento indicado na Figura (6.3), 0 mapeamento em I, realiza-se mediante uma
relacdo entre cada uma das coordenadas polares r € 6 com a coordenada adimensional ¢ .
Neste contexto quatro situacfes sdo possivels, a depender do lado considerado.

Desta forma, considere-se o mapeamento do lado inferior do elemento, conforme
ilustrado na Figura (6.4).

() b ()

Figura 6.4. Mapeamento de um dos lados do elemento com orificio.

Nesta situacéo a coordenada r admite o aspecto:

r=4s,2 +s,%?2 (6.30)
sendo s, e s, a metade do comprimento dos lados horizontal e vertical, respectivamente

(videfigura (6.4)), enquanto a coordenada 6 pode ser representada por:

0= 3775 +y (6.31)

sendo y = arcsen[shé I s,? +s,°62 } :
Anaogamente, seguindo-se este procedimento para as situacdes restantes, obtém-se:

r=qSp° +5s,°%62 (6.32)
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0= arcsen{s\,& I \sp? +5,%¢2 } (6.33)

parao lado direito.

N

(6.34)

r= sV2 +sh2§

0 =%—arcsen[3h§ /ys,? +sh2§2} (6.35)

para o lado superior, €

r=qs,° +s,°¢? (6.36)

0=mn-— arcsen[s\,&/w/sh2 +5,%¢2 } (6.37)

para o lado esquerdo.

De maneira similar a realizada para o elemento com dominio continuo, para garantir
boas condi¢cdes numéricas do sistema resolvente, utilizam-se coordenadas adimensionais no
processo de implementacdo. Neste caso, apenas a variavel r deve ser normalizada, uma vez
gueavariavel 6 jaestdexpressaem radianos.

Assim sendo, considerando-se que a distancia de normalizagéo segja dada pela Eq.
(6.14), obtém-se a coordenada adimensional de interesse:

n="r/dy (6.38)

Seguindo-se 0s mesmos procedimentos executados no processo de normalizagdo das

variaveis x e y do sistema local, qguando de um elemento com dominio continuo, para a

variavel r de um elemento com orificio circular, evidenciam-se as seguintes alteracbes nas
matrizes e vetores do sistema resolvente:

1
F =mrprTRuediF (6.39)
c-L [T,TUdr
AL (6.40)
te
oL IT Ta.dr
dN - p c (641)
1 o1, ~
AG =Erj T,' AUdD (6.42)
te

sendoT, = ARS,,com S, =DM.N, +DL,"N,, definidaa partir das varidveis adimensionais,
de maneirasimilar ao quefoi realizado para o sistema coordenado.

Nas Egs. (6.39)-(6.42) as matrizes N, e S, sdo fungbes das coordenadas
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adimensionais ry, e 6. Para 0, utilizam-se as expressdes (6.31), (6.33), (6.35) e (6.37),
enguanto para ry , combina-se a Eg. (6.38) com cada uma das seguintes equacdes. Egs. (6.30),
(6.32), (6.34) e (6.36). Além disso, a relagcdo entre as diferenciais dr e d¢ continua sendo
ditada pela Eq. (6.27), aqual foi deduzida para uma situagdo mais geral de geometria.

Finalmente, na integracd0 numeérica, assm como nos elementos com dominios
continuos, utiliza-se a técnica de quadratura de Gauss-Legendre. Contudo, uma vez que as
matrizes e vetores do sistema resolvente envolvem fungdes ndo polinomiais verifica-se que a
integracd numeérica ndo € exata. Neste contexto, visando-se minimizar o erro decorrente
deste processo, utilizou-se uma quantidade significativa de pontos de Gauss em cada um dos
lados do elemento (sessenta pontos).

6.6 Montagem do sistema resolvente global

Com o intuito de facilitar o processo de implementacéo no tocante & montagem do
sistema global ditado pela Eg. (4.22), considera-se que tanto a matriz dos coeficientes do
sistema global quanto o vetor dos termos independentes sgfam adequadamente decompostos
em algumas parcelas de interesse.

Para a matriz dos coeficientes, denotada por A, escreve-se:

Ag =Fg +Gg +Gg' +AGg +AGg" (6.43)

sendo as matrizes F;, Gg € AG; as matrizes resultantes da alocagéo das matrizes F, G e

AG de cada elemento da discretizacdo adotada, respectivamente.

Na construcéo de cada matriz F;, G; € AG; gera-Se primeiramente uma matriz nula
com a mesma dimensdo de A; e em seguida alocam-se adequadamente as matrizes de
interesse de cada elemento da discretizacdo adotada.

Japarao vetor de termos independentes, denotado por B, tem-se:

Be =€g +0ig +Adig (6.44)
sendo os vetores eg , g, € Ad,; OS Vetores resultantes da alocagéo dos vetores e,q e Aq de

cada elemento da discretizagdo adotada.

De maneira andloga a realizada para as matrizes F;, Gg € AGg, ha construcdo dos
vetores eg, q,; € Adg,; concebe-se um vetor nulo com amesma dimenséo de B, e procede-

se com a alocacdo adequada dos vetores de interesse dos € ementos da discretizacdo adotada.
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6.7 Solucéo do sistemaresolvente

Na solucdo do sistema resolvente foi utilizada a rotina interna DLSRG do FORTRAN.

Tal rotina caracteriza-se pelaresolucéo de sistemas lineares sem refinamento iterativo.

6.8 POs-processamento

Conforme ja apresentado, a solugcdo do sistema resolvente ditado pela Eq. (4.22) €
composta dos vetores c;, que coleta os graus de liberdade em tensdo no dominio de cada

elemento, dos graus de liberdade nodais d, e dos graus de liberdade acrescidos em virtude do
enriquecimento Ad, . Além destas grandezas, sdo cal culadas mediante o pos-processamento as

seguintes:

Norma do residuo do erro do sistema

O sistemaresolutivo global ditado pela Eqg. (4.22) é aqui representado por:
AgXg =Bg (6.45)

Ce C1
onde Xg {dt } sendo cg { : } 0 vetor que coleta os vetores c; dos n elementos da
Ad,

Ch
discretizacéo adotada.
Uma vez que a solucdo do sistema foi adotada sem refinamento iterativo, a partir da
Eq. (6.45), o residuo R da solugdo admite o aspecto:
Re = AsXg ~Bg (6.46)
enquanto suanorma, denotada por | R |, € obtida da relagéo:

m

IRc| = D (R (k))? (6.47)

k=1

sendo R;(k) as componentes do vetor R; € m sua dimenséo.
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Energia de deformacao

Sejaaenergiade deformacdo U , definida por:
1
U :EZJETO' dQ (6.48)

onde e =¢. € o =0, segundo o Sistema cartesano ou e =¢, € o =0, segundo o sistema

polar.
Ent&o, utilizando-se a relagdo constitutiva dada pela Eq. (2.5) ou (2.6) e inserindo-se a
aproximacdo do campo de tensdes no dominio do elemento, ditada pela Eq. (3.1) ou (3.32),

resulta a aproximagao:

U :%ZCT Fc (6.49)
gue é equivaente a
1 —
U :ECG FsCs (6.50)
F, - O
onde F, =| : "-. ! | a matriz que coleta as matrizes F,, para i =1...,n, sendo n o
0 --- F

n

numero de elementos da discretizacéo adotada.

Saida gréfica de tensbes

As tensdes nos elementos sdo calculadas mediante a Eq. (3.1), quando de elementos
com dominios continuos ou pela Eg. (3.31), quando de elementos com orificio circular.

Nos elementos com dominios continuos cal culam-se as tensdes nos nés e no centroide,
enguanto nos el ementos com orificio circular, além das tensdes nodais, calculam-se as tensbes
sobre o contorno do orificio circular em oitos pontos regularmente dispostos.

Com o proposito de se obter uma maior regularidade na distribuicdo de tensdes,
considera-se que as tensdes efetivas de um dado n6 sgjam obtidas pela média aritmética das
tensOes cal cul adas no referido nd, em cada um dos el ementos que o compartilham.

A saida gréfica envolvendo as tensbes nodais efetivas, as do centroide e as do

contorno do orificio sdo realizadas com o software SURFER32 ®
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6.9 Implementacdo do Método da Particao

Na implementacdo do Méodo da Particio em formulacdo hibrida-Trefftz com
enriquecimento  seletivo, como parte inicial do processo investigativo de pesquisa,
considerou-se apenas a presenca de uma Unica fissura no dominio estrutural, apesar da
formulacéo apresentada no capitulo 6 contemplar dominios com mdaltiplas fissuras. Além
disso, efetuaram-se outras simplificaces, quais sgjam:

Nos problemas locais considerou-se 0 caminho T'; como o proprio contorno do

dominio local de influéncia v, . Tal iniciativa € conveniente quando se adota um V;

completamente impedido de se deslocar, uma vez que nesta situacdo apenas é

necessario determinar a distribuicdo de tensdes no contorno de V; , ao invés de tensdes

e deslocamentos.

. Os carregamentos ficticios foram aplicados apenas na diregdo perpendicular a fissura,
a0 invés da aplicacdo nas direcOes perpendicular e paralelaaa.
. Em virtude da simplificaco anterior so € plausivel a extragdo do fator de intensidade

de tensdo relativo a abertura dafissura (K, ).

O processo de implementagcdo da formulagdo geral fica como sugestdo para
desenvolvimentos futuros.

Na implementacdo executada neste trabalho aproveitou-se a maioria dos modulos
concebidos inicialmente para a andlise de problemas bidimensionais da Elasticidade via a
formulacdo hibrida-Trefftz com enriquecimento seletivo. Estes modulos e outras rotinas
especificas, relacionadas aos problemas locais e globais, foram concatenados num maodulo
especifico denominado “Particdo”. Tal modulo constitui-se das seguintes etapas, descritas

suci ntamente:

. Andlisedo PG, : onde se constroi o vetor v, do sistema ditado pela Eq. (5.34).

. Andlise dos problemas locais PL,: nesta etapa armazenam-se as distribuicbes de

tensdes no contorno do dominio local v; .
. Andlise dos problemas globais PL,: onde se aplicam as tensdes armazenadas no
contorno de Vv; da etapa anterior e constroi-se amatriz K, do sistema ditado pela Eq.

(5.34).
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. Solugdo do sistema K,a =v, : nesta etapa obtém-se os fatores de escala inerentes a0

Método da Parti¢&o.

. Pds-processamento: onde se calcula o fator de intensidade de tenséo K, e promove-se

asaida gréfica do campo de tenséo pelo SURFER32 ®
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7 Analisesnumeéricas

7.1 Consideragbesiniciais

Neste capitulo, com o propésito de avaliar as potencialidades da formulacéo estudada
neste trabalho, relatam-se as andlises que foram realizadas em cinco problemas peculiares.
Em tais andlises averiguaram-se a convergéncia de algumas grandezas de interesse, tais como:
energia de deformacdo, deslocamento nodal e fator de intensidade de tensdo. Neste sentido,
exploraram-se uma ou mais modalidades de refinamento, sgja o refino-h, o refino-p ou o
enriguecimento seletivo. Os valores aproximados foram confrontados com valores analiticos

ou, no desconhecimento destes, com vaores de referéncia, obtidos mediante o MEF

convencional, com o uso do software ANSYS® E importante destacar que na obtencéo dos

valores de referéncia via ANSYS® considerou-se uma discretizacdo a partir da qual novos
refinamentos n&o produziram alteragdes significativas nas respostas.

Em todas as avaliacOes, utilizaram-se as bases apresentadas no capitulo 4, concebidas
para a aproximacdo do campo de deslocamentos no contorno do elemento, as quais foram
assim designadas.

B, : Base original sem enriguecimento.

B, : Base enriquecida com funcdes polinomiais hierarquicas.

B, : Base enriquecida com funcdes polinomiais ndo hierérquicas.

By: Base enriquecida com fungbes ndo polinomiais envolvendo fungdes

trigonomeétricas.

Neste contexto, ressalta-se que o teste do “mosaico” foi uma condicéo preestabelecida
eimprescindivel em todas as andlises efetuadas.

Sem prejuizos para os objetivos deste trabalho, em todos os problemas admitiram-se
um regime de pequenas deformagdes, materiais com comportamento el stico-linear e hipotese
de forgas volumicas nulas. Além disso, por mera simplicidade, suprimiram-se as unidades de
todas as grandezas envolvidas.

Por fim, ressalta-se que os comentérios feitos acerca do dispéndio computacional,
restringiram-se a sua associagdo com 0 numero de graus de liberdade envolvido.
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Evidentemente este ndo € o Unico fator de influéncia. Uma andlise mais acurada, envolvendo
os tempos de processamento das operacdes efetuadas, ndo foi alvo de consideracdo rigorosa
deste trabal ho.

7.2 1°Problema: chapa tracionada

O primeiro problema refere-se a uma chapa submetida a certas condi¢gdes de
carregamento e vinculagdo, conforme ilustrado na Figura (7.1). No dimensionamento da

chapa adotou-se a = 20 e espessura unitaria.

6a

—e
—e

ANANNANANNANNNNNNNNNN

Uy:O yff
X

Figura7.1. Chapa analisada no 1° problema. Sua geometria, carregamento e vinculagéo.

A chapa encontra-se impedida de deslocar-se na aresta esquerda segundo as direces
x €y enasarestas inferior e superior somente segundo a direcéo y . Na aresta direita atua
um carregamento uniformemente distribuido w igual a 10. As propriedades do material,
maodulo de Young e o coeficiente de Poisson, apresentam, respectivamente, os valores:
E=1000 ev =03.

Na obtencdo dos valores de referéncia realizou-se uma anaise viao MEF cléssico com
0 auxilio do software ANSYS®. A discretizacdo que foi adotada nesta andlise esta indicada na
Figura (7.2). Nela um total de 780 elementos triangulares foi distribuido segundo um
refinamento prioritario no entorno da regido de aplicacdo do carregamento. Nesta andlise,
utilizou-se 0 elemento triangular Plane 2, 0 qual possui seis nds e considera dois graus de

liberdade por né (deslocamentos em x e y ). Destaforma, 1628 nds foram envolvidos, o que

totalizou 3256 graus de liberdade.
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Figura 7.2. Discretizacdo adotada na andlise realizada via 0 MEF cléssico para obtencéo dos
valores de referéncia do 1° problema.
O valor de referéncia obtido para a energia de deformag@o Uger foi de 46,47. Para a
obtencdo das componentes de deslocamento considerou-se o canto superior direito,

encontrando-se u, ., =0,2818, segundo a direcéo horizontal e evidentemente u, - =0,0000,

segundo a direcéo vertical. Por sua vez, a distribuicdo de tensdes obtida pode ser visualizada

na Figura (7.3).
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Figura 7.3. Distribuicéo de tensdes de referéncia do 1° problema.

Neste problema o desempenho da formulacdo estudada neste trabalho foi avaliado

mediante o refino-h, o refino-p e o enriquecimento seletivo, conforme exposto a seguir.
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Refino-h

No refino-h utilizou-se redes regulares de relacdo 2k x 3k, ou sga, 2k divisdes na
direcéo horizontal e 3k navertical, parak =1,--- 12 .

No estabelecimento das fungbes de aproximacdo, considerou-se a base B, para a
aproximacdo do campo de deslocamentos nas fronteiras estaticas dos elementos e uma série
de nove termos para a aproximacao do campo de tensdes no dominio de cada elemento das
discretizacOes adotadas. Nas Figuras (7.4) e (7.5) encontram-se as curva obtidas que
quantificam os erros relativos em porcentagem, respectivamente, da energia de deformacéo e
do deslocamento horizontal do ponto de referéncia, em relacéo aos correspondentes valores de
referéncia. Ressalta-se, ainda, que nas referidas figuras os graus de liberdade séo resultantes
da soma dos graus de liberdade em deslocamentos nodais e dos graus de liberdade em

tensoes.

16 g k=1
14 4
12

10

[—UREF_ijloo o1
REF 1

k=3
4 k=4
k=5 k=6

2 ~a__ 7 k=8 _ _

| — k.g k—];O k::_l k_i_z
o T

T T T T T T T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000

Graus de liberdade

Figura 7.4. Refino-h. Erro relativo da energia de deformacéo (%).
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Figura 7.5. Refino-h. Erro relativo do deslocamento horizontal de referéncia (%).
Percebe-se das Figuras (7.4) e (7.5) que a utilizacdo de redes regulares levou a uma

baixa taxa de convergéncia e que o nimero de graus de liberdade envolvido foi significativo.

A distribuicdo de tensdes obtida para k =12 estdilustrada na Figura (7.6).
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Figura 7.6. Distribuicéo de tensdes paraarede regular 24 x 36.

Observa-se da Figura (7.6) uma distribuicéo de tensdes conforme a esperada, com

zonas de concentracdo de tensdes na regido proxima a aplicacdo do carregamento. Ela
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assemelhou-se a distribuicdo de referéncia, representada na Figura (7.3), mas 0 custo
computacional envolvido foi demasiadamente superior.

Desta forma, infere-se que apesar da formulagdo estudada aproximar diretamente
tensbes, a adogdo de redes inadequadas pode despender maior memaoria computaciona e em

certas ocasi 6es comprometer a qualidade da aproximagao.

Refino-p

No refino-p adotou-se uma rede regular 4x 6, equivalente a k = 2 da relagdo adotada
no refino-h, conforme ilustrado na Figura (7.7).

Figura 7.7. Discretizacdo adotada no refino-p.

O conjunto de elementos e de fronteiras que foram enriquecidos no refino-p esta
indicado na Figura (7.8).

N6 de referéncia
para os
deslocamentos

== Fronteiras enriquecidas

B Elementos enriquecidos

Figura 7.8. Elementos e/ou fronteiras enriquecidos no refino-p.

Duas formas de refinamento foram realizadas. Na primeira manteve-se a base inicial
B, de aproximacdo do campo de deslocamentos nas fronteiras estéticas dos elementos e
expandiu-se a série de aproximacado de tensdes no dominio do elemento. Na segunda, tanto a

aproximacdo do campo de desocamentos quanto a aproximacdo de tensdes foram

enriquecidas, sempre atendendo ao teste do “mosaico”.
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Na primeira forma de refino citada, os resultados obtidos estdo indicados na Tabela
(7.2).

Tabela 7.1 - Resultados do refino-p, quando se enriqueceu apenas 0 dominio dos elementos

Energiade Deslocamento horizontal
Grausde ~ .
. deformacéo no ponto dereferéncia
liberdade 02818
em tensdo Uger = 4647 Uxrer = U,
no Q. Valor obtido | Erroreativo(%) | Valor obtido | Erro relativo (%)
9 42,83 7,83 0,2965 -5,22
11 42,83 7,83 0,2965 -5,22
13 42,83 7,83 0,2966 -5,25
15 42,82 7,85 0,2966 -5,25
17 42,82 7,85 0,2966 -5,25
47 42,82 7,85 0,2967 -5,29

sendo Q. o dominio de cada elemento.

Percebe-se claramente da Tabela (7.1) que o enriquecimento exclusivo sobre o campo
de tensBes nos dominios dos elementos ndo melhorou a qualidade das aproximacdes das
grandezas consideradas. Os graus de liberdade foram despendidos inutilmente.

A distribuicdo de tensdes obtida nesta forma de refino também apresentou baixa
gualidade. Para a situacdo em gue se considerou 47 graus de liberdade em tensdo no dominio

de cada elemento da discretizagdo adotada, obteve-se a distribui¢éo indicada na Figura (7.9).

l 6.50 2.60
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- 5.50
5.00
- 4.50

4.00

3.50

3.00
250
2.00
150

Ty

Figura 7.9. Distribuicéo de tensdes obtida quando se enriqueceu apenas o dominio dos
elementos.

Na segunda forma de refino exploraram-se as trés bases de aproximacdo do campo de
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deslocamentos nas fronteiras estaticas dos el ementos, ja apresentadas. a base polinomial com

refinamento hierérquico B,, a polinomial ndo hierarquica g, e a ndo polinomia envolvendo
fungBes trigonométricas p,. As curvas obtidas que quantificam o erro relativo da energia de

deformacdo e do deslocamento horizontal do ponto de referéncia estdo representadas,
respectivamente, nas Figuras (7.10) e (7.11). Nestas representacfes dim denota a dimenséo
das referidas bases, enquanto os graus de liberdade sdo resultados da soma dos graus de
liberdade em tensdo com os graus de liberdade em deslocamentos. nodais e decorrentes do
enriquecimento. Esta notac&o sera doravante utilizada em todas as andlises futuras. A Tabela
(7.2) quantifica os graus de liberdade envolvidos nas situagbes que foram analisadas.

Ressalta-se, ainda, que o teste do mosaico sempre foi satisfeito.

Tabela 7.2 - NUmero total de graus de liberdade envolvidos no refino-p

Situacdes analisadas
Grausdeliberdade em tensbesno Q. 9 15 | 21 | 27 33 39 45

Dimensdo das basesem T, 2 3 4 5 6 7 8
Total degrausdeliberdade 264 | 496 | 728 | 960 | 1192 | 1424 | 1656

sendo Q, e T, respectivamente, o dominio e a fronteira estética de cada elemento da

discretizago adotada.

dim=4 dim=s  dim=6 dim=7 dm=8

e+
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800

Graus de liberdade

Figura 7.10. Refino-p. Erro relativo da energia de deformacéo (%).
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Figura 7.11. Refino-p. Erro relativo do deslocamento horizontal de referéncia (%).

Observa-se nas curvas obtidas, Figuras (7.10) e (7.11), que houve uma mudanca
abrupta de configuragdo ao se passar da situacdo inicial, correspondente as bases B,,B, € B,
com dimensdo igual a dois, para a Situagdo seguinte de refino, onde se adotou bases de
dimensdo igual a trés, indicando uma répida taxa de convergéncia inicial. Nas situactes
seguintes a taxa de convergéncia foi menos acentuada, mas os valores aproximados tenderam
para o valor de referéncia, com destaque para a energia de deformagdo (erro de 0,08 %);
apesar do reduzido nimero de graus de liberdade envolvidos, quando comparado a outras
situacOes de refino-h ja analisadas: via 0 MEF classico ou por redes regulares da formulagéo
hibrida-Trefftz. Além disto, verifica-se que ndo houve diferencas significativas entre as trés
bases utilizadas, atestando a versatilidade da formulacéo estudada.

No tocante a distribuicdo de tensdes, praticamente ndo ocorreram diferencas
apreciaveis entre as trés bases analisadas. Por exemplo, paraabase p, com dim = 7 obteve-se

arepresentacdo indicada na Figura (7.12).
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Figura 7.12. Distribuicéo de tensbes no refino p com abase g, com dim =7.

Comparado a distribuicdo de tensdes obtidas sem o enriquecimento das fronteiras
estaticas, representada na Figura (7.9), verificou-se que o refino-p, onde se enriqueceu
concomitantemente as fronteiras estéticas e o dominio dos elementos, promoveu um aumento
nas estimativas de tensdes na regido proxima a aplicagdo do carregamento, conforme il ustrado
na Figura (7.12). No entanto, apesar da distribuic¢&o de tensbes obtida, no referido refino-p, ter
sido boa ela diferiu um pouco daquela de referéncia, representada na Figura (7.3). Isto se deve
em parte as caracteristicas de saida gréfica de tensbes gerada pelo programa desenvolvido, a
gual considera apenas a interpolacéo dos valores aproximados nos nés e no centréide dos

elementos.

Enriquecimento seletivo

Conforme ja apresentado, a formulacéo apresentada neste trabalho contempla também
0 enriquecimento seletivo, permitindo-se priorizar porgdes de interesse no dominio estrutural.
Em particular, neste problema, o enriquecimento seletivo restringiu-se ao entorno daregiéo de
aplicacdo do carregamento.

Neste contexto, consideraram-se duas discretizagdes, conforme ilustrado na Figura
(7.13). Em cada uma delas exploraram-se algumas possibilidades de enriquecimento, no
tocante tanto a regido enriquecida considerada quanto as bases utilizadas nas fronteiras
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estaticas enriquecidas.

72 4 36 12

60

Rede regular 8 x 9 Rede irregular 12 x 15

Figura 7.13. DiscretizagOes adotadas no enriquecimento seletivo.

Para a rede 8x9 consideraram-se duas situacBes de enriquecimento, concernentes a
area enriquecida. A primeira abrangeu cinco elementos e nove fronteiras estéticas, enquanto a
segunda envolveu o dobro das quantidades referidas na primeira situagcéo, conforme ilustrado
naFigura (7.14).
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Figura 7.14. Regido enriquecida darede 8 x9 . @) Cinco elementos enriquecidos e nove
fronteiras estéticas e b) Dez elementos enriquecidos e dezoito fronteiras
estéticas.

Na Tabela (7.3) encontram-se os resultados obtidos de energia de deformacdo e
deslocamento no ponto de referéncia, aproximados para algumas situagdes de enriquecimento
consideradas. Logo em seguida, apresenta-se o total de graus de liberdade envolvidos
referentes as situagOes analisadas, mediante a Tabela (7.4).
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Tabela 7.3 - Grandezas de interesse aproximadas para algumas situagoes de enriqueci mento,
guando se enriqueceu 5 elementos e 9 fronteiras estéticas da rede 8x9

Condigdes de Enriquecimento Grandezas Aproximadas
Graus Bassem I, da Engregla Deslocamento horizontal
deliberdade i3 ~ no ponto dereferéncia
~ regiao deformagio
emtensiono | enriquecida U 4527 Uyger = 0,2818
Q, da
regiéo Erro Erro
enriquecida Tipo | Dimensdo | Valor obtido | relativo | Valor obtido relativo
(%) (%)
9 Bo 2 44,69 3,83 0,2871 -1,88
27 B1 5 46,10 0,796 0,2854 -1,27
45 B1 8 46,09 0,817 0,2854 -1,27
27 B 5 46,11 0,775 0,2854 -1,27
45 B 8 46,10 0,796 0,2854 -1,27
27 Ba 5 46,10 0,796 0,2854 -1,27
45 B3 8 46,09 0,817 0,2854 -1,27

sendo Q, e I, 0 dominio e afronteira estatica dos elementos, respectivamente.

Tabela 7.4 - Graus de liberdade envolvidos para algumas situacdes de enriquecimento,
guando se enriqueceu 5 elementos e 9 fronteiras estéticas da rede 8x9

Grausdeliberdadeem Q_ ebase utilizada Dimensdo dabaseem I, Total de
Naregido nédo Naregido Naregido nao Naregido grausde
enriquecida enriquecida enriquecida enriquecida liberdade

9- Bo 9- Bo 2 2 792

9- Bo 27 - B1,Bo OU By 2 5 936

9- Bo 45-B1,B, OU By 2 8 1080

Verificarse a partir da Tabela (7.3) que o enriquecimento promoveu melhorias nas
aproximagOes das grandezas de interesse, as quais apresentaram valores proximos dos
esperados; apesar do reduzido nimero de graus de liberdades envolvidos nas situactes
consideradas, conforme ilustrado na Tabela (7.4). O nimero de graus de liberdade na situacéo
de maior dispéndio foi inferior a um terco dos graus de liberdade considerados na andlise via
0 MEF cléssico. Além disso, percebe-se que os resultados obtidos com as trés bases utilizadas
foram muito proximos.

As distribuicdes de tensdes obtidas no enriquecimento com as trés bases consideradas
também ndo apresentaram diferencas significativas. Na figura (7.15), ilustra-se as
representacdes de tensdes na situacéo que ndo foi contemplada pelo enriguecimento e naquela

gue envolveu 936 graus de liberdade e utilizou abase B, .
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Figura 7.15. Distribuicdo de tensdes. a) Situacéo ndo enriquecida e b) Enriquecimento com a
base g, com dim =5.

Dafigura (7.15) percebe-se que o enriquecimento seletivo promoveu um aumento nas
estimativas de tensbes nas zonas proximas a aplicacdo do carregamento. Além disso, a
distribuicéo obtida assemelhou-se com a distribuicdo de referéncia (vide Figura (7.3)).

Na segunda opcao de enriquecimento considerado para a rede 8x9 os resultados foram
ainda melhores, como se pode observar na Tabela (7.5). Evidentemente, nesta situagdo, o
numero de graus liberdade envolvidos foi superior, conforme ilustrado na Tabela (7.6); mas
ainda aguém dos utilizados numa andise via o MEF convencional.
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Tabela 7.5 - Grandezas de interesse aproximadas para algumas situactes de enriquecimento,
guando se enriqueceu 10 elementos e 18 fronteiras estéticas da rede 8x9

Condicdes de Enriquecimento Grandezas Aproximadas
Graus Baseem I, da Energiade Deslocamento horizontal
de Iibergade regiso deformacéo no ponto dereferéncia
em tensdo no enriquecida Urer = 46,47 Uyrer = 0,2818
Q. da Erro Erro
regiéo Tipo | Dimensdo | Valor obtido | relativo | Valor obtido | relativo
enriquecida (%) (%)
9 Bo 2 44,69 3,83 0,2871 -1,88
27 By 5 46,19 0,602 0,2848 -1,06
45 B1 8 46,17 0,645 0,2849 -1,10
27 B2 5 46,19 0,602 0,2848 -1,06
45 B2 8 46,18 0,624 0,2849 -1,10
27 Bs 5 46,19 0,602 0,2848 -1,06
45 Bs 8 46,17 0,645 0,2849 -1,10

Tabela 7.6 - Graus de liberdade envolvidos para algumas situacdes de enriquecimento,
quando se enriqueceu 10 elementos e 18 fronteiras estaticas da rede 8x9

Grausdeliberdadeem Q. ebase utilizada Dimenséo dabaseem T, Total de
Naregido ndo Naregido Naregido ndo Naregido grausde
enriquecida enriquecida enriquecida enriquecida liberdade

9- Bo 9- Bo 2 2 792

9- Bo 27- B1,B, OU B3 2 5 1080

9- B 45-B,,B, ou By 2 8 1368

A distribuicdo de tensdes obtidas foi praticamente idéntica a representada na Figura

(7.15b).

Finalmente, uma Ultima situacdo de enriquecimento foi averiguada. Ela combinou

aspectos dos refinos p e h no entorno da regido de aplicacéo do carregamento. A regiéo

enriquecida foi formada por quatorze elementos e vinte e seis fronteiras estéticas, conforme
ilustrado na Figura (7.16).

Nesta circunstancia os resultados obtidos se aproximaram muito dos valores de

referéncia, como se pode observar na Tabela (7.7). Os graus de liberdade envolvidos, nesta

Ultima andlise ainda foram inferiores aos utilizados na andlise via o MEF cléssico, conforme

indicado na Tabela (7.8).
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Figura 7.16. Regi&o enriquecidadaredeirregular 12x15 .

Tabela 7.7 - Grandezas de interesse aproximadas para a gumas situacdes de enriquecimento,
guando se enriqueceu 14 elementos e 26 fronteiras estéticas darede 12 x 15

Condigbes de Enriquecimento Grandezas Aproximadas
Graus Baseem I, da Energiade Deslocamento horizontal
de Iiberglade regisio defor macéo no ponto dereferéncia
em tensdo no enriquecida Uger = 46,47 Uyrer = 0,2818
Q. da Erro Erro
regiéo Tipo | Dimensdo | Valor obtido | relativo | Valor obtido | relativo
enriquecida (%) (%)
9 Bo 2 46,08 0,839 0,2821 -0,106
27 Ba 5 46,34 0,279 0,2820 -0,070
45 By 8 46,34 0,279 0,2820 -0,070
27 Bo 5 46,34 0,279 0,2820 -0,070
45 B 8 46,34 0,279 0,2820 -0,070
27 B3 5 46,34 0,279 0,2820 -0,070
45 B3 8 46,34 0,279 0,2820 -0,070

Tabela 7.8-Graus de liberdade envolvidos para algumas situagdes de enriquecimento, quando
se enriqueceu 14 elementos e 26 fronteiras estéticas darede 12 x 15

Grausdeliberdadeem Q, ebase utilizada Dimensdo da baseem I, Total de
Naregi&o ndo Naregido Na regido n&o Na regido grausde
enriquecida enriquecida enriquecida enriquecida liberdade

9- Bo 9- Bo 2 2 1980

9- By 27- By,B, OU By 2 5 2388

9- By 45-B1,B, OU By 2 8 2796

As distribui¢des de tensdes obtidas para a situagdo ndo enriquecida e enriguecida com

abase B, , envolvendo 2796 graus de liberdade, estéo indicadas na Figura (7.17).
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Figura7.17. Distribuicéo de tensbes. a) Situagdo ndo enriquecida e b) Enriquecimento com a
base B, com dim =8.

Verificaase que o enriquecimento ndo promoveu ateracbes significativas na
distribuicdo de tensdes, uma vez que ainda na situagdo ndo enriquecida se obtiveram valores
apreciaveis.

Ressalta-se que nesta Ultima andlise os resultados poderiam ser ainda melhores, caso
se adotasse uma rede com um refinamento mais adequado no entorno da regido de aplicacéo
do carregamento (por exemplo, tomando-se uma faixa horizontal, na qual incidiria o refino-h,
com dimensdes da ordem de grandeza da extensdo do carregamento).
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7.3 2°Problema: analise de distorcdo darede

O segundo problema trata de uma chapa sob certas condi¢des de vinculagcdo submetida
a um carregamento uniformemente distribuido (W =10) sobre a aresta superior. A chapa

encontra-se impedida de se deslocar na aresta esquerda segundo as direces x e y

(u, =u, =0). Estes e outros detal hes estéo indicados na Figura (7.18).

ANNNNNNNNN
M
M
o
2a

y?)(

10a

Figura 7.18. Chapa analisada no 2° problema. Sua geometria, carregamento e vincul acéo.

No dimensionamento da referida chapa adotou-se a =12 e espessura unitéria. As
propriedades de interesse do material apresentam os seguintes valores. modulo de Young E
igual @ 100000 e coeficiente de Poisson v igual a 03.

Na obtencdo dos valores de referéncia de energia de deformagdo e distribuicdo de
tensbes realizou-se uma andlise via 0 MEF cléssico com o auxilio do software ANSYS®. Em
tal andlise adotou-se uma discretizacdo composta de 736 elementos idénticos ao do 1°
problema, envolvendo 1569 nés, com um total de 3138 graus de liberdade. Na figura (7.19)

encontra-se a distribuicédo dos elementos da discretizacdo adotada.

Figura 7.19. Discretizac&o adotada na andlise realizada via o MEF cléssico para obtencéo dos
valores de referéncia do 2° problema.

Obteve-se como referéncia para a energia de deformacéo U 0 vaor de 577,68. Por

suavez adistribuicdo de tensdes de referéncia obtida pode ser visualizada na Figura (7.20).
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Figura 7.20. Distribuicdo de tensdes de referéncia do 2° problema.

Com o proposito de avaliar a robustez do elemento da formulacdo estudada utilizou-se
um procedimento semelhante ao proposto por Bussamra (1999), onde se avaliam algumas
grandezas de interesse para um modelo tridimensional muito simples de uma viga. Tal
modelo € constituido por dois elementos que podem sofrer alteracdes apreciaveis de forma.

Neste trabalho o procedimento citado foi adaptado para uma discretizagdo composta
por oito elementos, os quais podem sofrer ateraces de formato, a depender da distancia de

distor¢do p considerada, conforme ilustrado na Figura (7.21). Para u = 0 obtém-se uma rede

regular sem nenhuma distor¢do, onde todos os elementos sdo retangulares, enquanto para
u =0,25 adistorcdo € maxima, situacdo em que os elementos quadrilaterais se degeneram em
elementos triangulares. Nas situacfes intermediérias, onde 0 < u < 0,25, arede é formada por

oito e ementos distorcidos.

2,5a ‘ 2,5a 2,5a 2,5a

Figura 7.21. Discretizac&o adotada na andlise do 2° problema.

Desta forma, primeiramente, realizou-se uma andlise de convergéncia da energia de

deformacdo para a rede ndo distorcida (u =0), envolvendo o refino-p das trés bases de
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aproximagdo do campo de deslocamentos exploradas neste trabalho: B,, B,, € B;. Em
seguida, foram realizados alguns testes de distorcdo de rede com valores de distorcdo
variando entre 0 e 0,249, onde se confrontaram os valores néo distorcidos com os distorcidos
para diferentes dimensdes da base B,. Em todas as avaliagbes o enriquecimento incidiu sobre

todos os elementos da discretizagdo adotada e sobre algumas fronteiras estéticas, conforme
ilustrado na Figura (7.22). Neste contexto ressalta-se que o teste do “mosaico” foi uma

condicao preestabel ecida e imprescindivel para a convergéncia.

N6 de referéncia
para as
tensdes

N6 de referéncia
para os
deslocamentos

[—1] Fronteiras enriquecidas
2,5a 2,5a 2,5a 2,5a ‘ I Elementos enriquecidos

Figura 7.22. Elementos e fronteiras estati cas enriquecidos na discretizacéo adotada.

A curva obtida que quantifica o erro relativo da energia de deformacéo pode ser
visualizada na Figura (7.23), onde se constata nitidamente a convergéncia das trés bases
utilizadas para o valor de referéncia (erro de 0,05%); mesmo para o baixo nimero de graus de

liberdade envolvidos (cerca de um quinto dos utilizados na anadise viao MEF classico).

351 » dim=2
30
25
20 1

(M]Xloo 154 ——B
3

REF

57 \ dm=4
_ L: . dim=5 dim=6 dim=7 dim=8

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650
Graus de liberdade
Figura 7.23. Refino-p. Erro relativo da energia de deformacgéo (%).
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Por sua vez, observa-se que as distribuicbes de tensdes obtidas para as trés bases
utilizadas foram praticamente idénticas, mas apresentaram valores ligeiramente discrepantes
daguel es correspondentes a distribuicdo de referéncia, consequiéncia provavel da saida gréfica
de tensdes, a qual envolve somente os nés e o0 centro de gravidade dos elementos da
discretizacdo adotada. Por exemplo, paraabase g,, numa situacdo que envolveu 600 graus de

liberdade, obteve-se a representacéo indicada na Figura (7.24).

860.00 120.00
750.00 100.00
640.00

530.00 80.00
420.00 60.00
310.00 40.00
200.00 20.00
90.00

2000 0.00
-130.00 -20.00
-240.00 -40.00
-350.00 -60.00
-460.00 S 80,00
-570.00 .
-680.00 -100.00
-790.00 -120.00

6.00
-2.00
-10.00
-18.00
-26.00

TR — I . | | . | I 34.00
-42.00

-50.00

-58.00

-66.00

—— T T T T T T T -74.00

-82.00
TXV -90.00
-98.00

-106.00

-114.00

Figura 7.24. Distribuicédo de tensdes obtida no refino-p com abase g, com dim=7.

Nos testes de distorcdo da rede aumentou-se gradativamente a distancia de distor¢cdo
u e anaisaram-se as alteragdes nos vaores de energia de deformacdo, deslocamento e
tensOes em pontos de referéncia (vide Figura (7.22)), para diferentes situagdes de refino da
base p,. As curvas foram construidas a partir de valores de distorcdo como abscissas
(0<pn<0249) e das referidas grandezas normalizadas como ordenadas. Cada valor
normalizado foi obtido dividindo-se a grandeza analisada para certo nivel de distorcéo da rede
pelo respectivo vaor obtido da rede n&o distorcida.

Os resultados obtidos nos testes de sensibilidade a distor¢do para a energia de
deformacdo, tensdes e deslocamentos em pontos de referéncia podem ser visualizados,
respectivamente, nas Figuras (7.25), (7.26) e (7.27). Em todas elas verifica-se que apenas a
rede ndo enriquecida (B, com dim = 2) apresentou uma sensibilidade significativa a distor¢éo

darede. Na maioria das situagbes analisadas, onde se considerou o enriquecimento da rede, os
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elementos mostraram-se extremamente robustos, mesmo em situagtes extremas de distor¢éo
(n=0248). Para 1 =0,249, quando do enriquecimento de p, com dim =8, verificou-se

variages abruptas das grandezas analisadas, conseqiéncia provavel de uma instabilidade
numérica por perda de precisdo.

1,10

U(w) / U(=0) 090

0,85 i
—=—f; dim=2
—e—f,; dim=4
0,80 —+—p,; dim=6
—v—f,; dim=8
0,75 L L L L L L L L L L L L
0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,12 0,14 0,16 0,18 0,20 0,22 0,24 0,26

n

Figura 7.25. Sensibilidade da energia de deformagéo a distor¢éo da rede.

1,04

0,9

0,8
o,() / o,(u=0)
0,7 4
—r—f; dim=2
06- —e—f; d?m:4
—a—p,; dim=6
—v—p,; dim=8
0St+———7—7— 7T 7T T T T T T
0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,12 0,14 0,16 0,18 0,20 0,22 0,24 0,26

n

Figura 7.26. Sensibilidade da tensdo de referéncia a distor¢éo da rede.
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Figura 7.27. Sensibilidade do deslocamento vertical de referéncia a distor¢éo da rede.

7.4 3° Problema: chapa com um orificio circular excéntrico

O terceiro problema refere-se a uma chapa com um orificio excéntrico submetida a

certas condigdes de carregamento e vinculagdo, conforme ilustrado na Figura (7.28).

6a

—

ANNANNNNNRNRRNNNNY
i
1l
3a
3

ny

Figura 7.28. Chapa analisada no 3° problema. Sua geometria, carregamento e vinculacéo.

A referida chapa encontra-se impedida de deslocar-se na aresta esquerda segundo as
direcOes x ey (u, =u, =0). O carregamento w , aplicado uniformemente na aresta direita,
€ igua a 10. As propriedades de interesse do materia apresentam os seguintes valores:

E =1000 (modulo de Young) ev =0,3 (coeficiente de Poisson). O centro do orificio encontra-
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se equidistante das arestas laterais e a uma distncia e da aresta inferior ou ¢ da aresta
superior. Neste problema considerou-se uma relacdo fixa c/e =2 e adotou-se e=a=20 €
espessura unitéria. Além disso, em funcdo das andlises que foram realizadas, atribuiu-se ao
raio do orificio alguns valores de interesse, tal que 01<r/e<05.

Na obtencdo dos valores de referéncia realizou-se uma analise viao MEF classico com
o auxilio do software ANSYS®. A discretizacdo adotada envolveu 1278 elementos
distribuidos mediante um refinamento priorit&rio em agumas regides importantes do
dominio: no entorno aregido do orificio circular, naaresta direita em virtude do carregamento
aplicado e na esguerda onde a chapa esta vinculada, conforme ilustrado na Figura (7.29). O
elemento adotado foi 0 mesmo das andlises realizadas nos problemas anteriores. Desta forma,
2714 nés foram utilizados e consequentemente, um total de 5428 graus de liberdade foi

despendido.

Figura 7.29. Discretizag@o adotada na andlise realizada via o MEF cléssico para obtengéo dos
valores de referéncia do 3° problema.

Para a energia de deformacdo obteve-se U, = 417,16, enquanto, para o deslocamento
de referéncia encontraram-se 0s seguintes valores. uyger = 1583 € uygrer = 0,4784, referentes
ao ponto do canto inferior direito. Por sua vez a distribuicdo de tensdes obtida esta indicada na
Figura (7.30).

Neste problema duas modalidades de refinamento foram exploradas. Iniciamente
realizaram-se analises de convergéncia de algumas grandezas de interesse mediante o refino-p
das trés bases exploradas neste trabalho: p,, B, € B;. Em seguida avaiaram-se algumas
situacOes de enriquecimento seletivo, o qual abrangeu determinados el ementos localizados no

entorno do orificio da discretizacdo adotada.
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Figura 7.30. Distribuicdo de tensdes de referéncia do 3° problema.

Refino-p

No refino-p adotou-se uma discretizagdo composta de seis elementos, sendo que um
deles envolve o orificio, conforme ilustrado naFigura (7.31).

2a 2a 2a

| ! |

—

2a

2a

Rede irregular 3 x 2

Figura 7.31. Discretizag&o adotada no refino-p do 3° problema.

O enriquecimento incidiu sobre todos os elementos da discretizagdo adotada e sobre
algumas fronteiras estéticas, como indicado na Figura (7.32). Nela ainda ilustram-se os pontos
adotados nas aproximagdes de algumas grandezas de interesse, a saber, quina inferior para o
deslocamento horizontal e o ponto inferior do orificio, onde, segundo Peterson (1974), a

tensdo normal é méxima.
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[— Fronteiras enriquecidas
I Elementos enriquecidos
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Ponto de tens&o normal maxima (GMAX)

Figura 7.32. Elementos e fronteiras estati cas enriquecidos no refino-p.

Nas andlises de convergéncia adotou-se r =10 estabelecendo-se a seguinte relacdo
entre o raio e aexcentricidade: r / e =0,5. Desta forma, para a energia de deformacéo obteve-

se a curva que quantifica o erro relativo indicada na Figura (7.33).

05 — '+ T '+ T _ ‘+ T T 1T T+ T T T T T
50 100 150 200 250 300 350 400 450

Graus de liberdade

Figura 7.33. Refino-p. Erro relativo da energia de deformagéo (%).

Para o deslocamento horizontal do ponto de referéncia encontrou-se a curva com o
aspecto indicado na Figura (7.34).
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Figura7.34. Refino-p. Erro relativo do deslocamento horizontal de referéncia (%).

Por sua vez a curva obtida que quantifica o erro relativo do fator de concentragdo de

tensdes pode ser visualizada na Figura (7.35).
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Figura 7.35. Refino-p. Erro relativo do fator de concentragéo de tensdes (%).

Na Figura (7.35) o vaor de referéncia adotado corresponde a solucdo exata do
problema: (oyax / W )rer =4,140, Sendo W o carregamento na aresta direita (PETERSON,
1974).

Verifica-se das Figuras (7.33), (7.34) e (7.35) que, apesar do reduzido nimero de
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graus de liberdade envolvidos (cerca de um doze avos dos utilizados na andlise via o MEF
classico), as curvas construidas convergiram para os valores de referéncia, particularmente
com destaque para o fator de concentracao de tensdes, que praticamente coincidiu com o valor
exato (erro de 0,04%). Novamente, verifica-se que ndo houve divergéncia apreciavel entre as
trés bases utilizadas.

No tocante a distribuicdo de tensbes também se obteve uma excelente qualidade de
resposta para as trés bases utilizadas. Em particular, paraabase g, com dim = 7, situagdo que

envolveu 352 graus de liberdade, tem-se a representacdo indicada na Figura (7.36).
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36.90 | I I I I I I I I I
v - 250
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l h [ 5.00
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-1.20
-2.00
-2.80
-3.60
-4.40
-5.20
TXV

Figura 7.36. Distribuic¢éo de tensdes obtida no refino-p com abase g, com dim =7.

Uma ultima situacdo concernente ao refino-p foi averiguada. Nela manteve-se a
aproximagdo das trés bases com dimensdo igua a sete, situagdo que envolveu 352 graus de
liberdade, e variou-se o raio do orificio, tal que 01<r/e<05. Os vaores obtidos para cada
relacdo de r/e foram confrontados com os valores exatos, 0os quais foram extraidos de
Peterson (1974). Os resultados obtidos se aproximaram notavelmente dos valores exatos,
conforme ilustrado na Figura (7.37). Contudo, verificou-se uma relagdo de proporcionalidade
inversa entre os valores de r /e com anorma do residuo do erro do sistema resolvente. Para

r/e=05 obteve-se uma norma em torno de 1x107'° enquanto para r /e =01 este valor

aumentou para 1x107°. Este fato se deve a perda de precisdo numérica em virtude das
elevadas ordens de poténcia nas operactes al gébricas que envolvem o raio do orificio (vide os

vetores de aproximacao no apéndice B). Tal fendbmeno pode oportunamente ser contornado,
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adotando-se elementos com orificio com dimensdes ndo muito superiores a do raio

correspondente.

4,2

4,0
—e—f ; dim=7
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Figura 7.37. Fator de concentracdo de tensdes para diferentes relacbesde r/ e .

Salienta-se que o teste do “mosaico” foi satisfeito em todas as analises descritas

anteriormente.

.Enriquecimento seletivo

No enriquecimento seletivo analisaram-se algumas situagdes de enriquecimento com

as trés bases exploradas neste trabaho: p,, B, € B;. A discretizacdo adotada aproxima a

geometria do furo do orificio por 16 segmentos de reta, conforme ilustrado na Figura (7.38).

Figura 7.38. Discretizag&o adotado no enriquecimento seletivo.

Com o intuito de melhorar a distribuicdo de tensdes no entorno do orificio,
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enriqueceu-se a regido indicada na Figura (7.39). Tal regido abrangeu 32 elementos e 64

fronteiras estéticas.

N6 de referéncia
para os
deslocamentos

[—] Fronteiras enriquecidas [ Elementos enriquecidos

Figura 7.39. Elementos e fronteiras enriquecidas no enriguecimento seletivo.

Os resultados para as situacbes de enriquecimento que foram consideradas estdo
apresentados na Tabela (7.9), enquanto os graus de liberdade envolvidos estdo indicados na
Tabela (7.10). Ressalta-se que em todas as situagOes avaliadas o teste do “mosaico” foi uma

condic&o preestabelecida.

Tabela 7.9 - Grandezas de interesse aproximadas para a gumas situagdes de enriqueci mento,
guando se enriqueceu 32 elementos e 64 fronteiras estéticas

Condigdes de Enriquecimento Grandezas Aproximadas
Energia Deslocamentos no ponto de
Graus Baseem I, da de referéncia
de Iti berdade regido deformagcéo Em x Emy
e QeSS(?g o enriquecida Urper = 417,16 Uyrer = 1583 Uyrgr = 0,4784
i3 Erro Erro Erro
enrrifﬂ:gda Tipo | Dimensao c\)ﬁigg relativo c\)()?:gz) relativo (;L?Iigro relativo
(%) (%) (%)
9 Bo 2 409,46 1,84 1,537 290 04250 11,16
43 By 7 413,23 0942 1564 1,20 04537 5,16
43 B2 7 413,23 0942 1564 1,20  0,4536 518
43 Bs 7 413,22 0944 1564 1,20 04535 5,20

Tabela7.10 - Graus de liberdade envolvidos para algumas situacdes de enriquecimento,
guando se enriqueceu 32 elementos e 64 fronteiras estéticas

Grausdeliberdadeem Q, ebase utilizada Dimensdo da baseem I, Total de
Na regido nao Na regiao Na regido nao Naregido grausde
enriguecida enriguecida enriguecida enriguecida liberdade

9- B, 9- B, 2 2 734

9- By 43-B,,B, OU By 2 7 2462
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De acordo com a Tabela (7.9) o enriquecimento promoveu melhorias nas grandezas de
interesse aproximadas, as quais apresentaram valores muito proximos dos valores de
referéncia. Novamente, a eficiéncia das trés bases utilizadas foi confirmada perante a
proximidade dos resultados obtidos nas situagdes avaliadas.

A tendéncia positiva do enriquecimento foi evidenciada, sobretudo, na distribuicdo de
tensdes. Os resultados obtidos apontaram equidade entre as trés bases exploradas e uma
distribuicdo de tensdes coerente com os resultados anteriores (refino-p com o uso do elemento
com orificio e andlise viao MEF classico). Por exemplo, paraabase p, com dim = 7, situagéo
que envolveu 2462 graus de liberdade (inferior a metade dos utilizados na andlise via o MEF
cléssico), o confronto dos resultados obtidos com ou sem o enriquecimento seletivo pode ser
visualizado na Figura (7.40).
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Figura 7.40. Distribuicéo de tensdes. a) Situacdo ndo enriquecida e b) Enriquecimento com a
base B, com dim=7.
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7.5 4° Problema: chapa com fissura inserida no dominio

O quarto problema trata de uma chapa com uma fissura inserida simetricamente em
seu dominio. A chapa encontra-se submetida a um carregamento auto-equilibrado (w =1),
conformeilustrado naFigura (7.41).

«
N > Iy
X

J 2a l 2a J

Figura 7.41. Chapa analisada no 4° problema. Sua geometria e carregamento.

No dimensionamento da referida chapa adotou-se a=05 e espessura unitéaria. As
propriedades de interesse do material, médulo de Y oung e coeficiente de Poisson, apresentam,
respectivamente, os seguintesvalores. E =10 ev =03 .

A solucdo deste problema foi obtida segundo o Método da Particdo em formulacéo
hibrida-Trefftz com enriquecimento seletivo, apresentada no capitulo 5. Inicialmente realizou-
se uma andlise de convergéncia do fator de intensidade de tensbes K, , o qual foi extraido
mediante a técnica de correlacdo dos deslocamentos, relatada no item 5.4. Em seguida,
obteve-se a distribuicdo da componente de tensdo o,. Em ambas as avaiacOes, se
averiguaram ainfluéncia do refino-p e da série de carregamentos ficticios na resposta obtida.

Ressalta-se que nas andises redlizadas simplificou-se a aplicacéo do referido método
adotando-se 0 caminho interno ', como sendo o proprio contorno do volume de influéncia
local da fissura V;. Neste sentido, ; foi completamente impedido de deslocar-se,
propiciando apenas o calculo detensdes em T, , a0 invés de tensdes e deslocamentos.

Nas andlises dos problemas globais PG, e PG, adotou-se a discretizagdo indicada na
Figura (7.42 @). Nos problemas locais PL, manteve-se 0 mesmo refinamento dos problemas

globais no entorno a regido da fissura, conforme indicado na Figura (7.42 b). Nela, ainda,
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ilustram-se a vinculacdo considerada, a série de carregamentos ficticios e o ponto adotado

para o caculo de K, . Na Figura (7.42 c¢) indicam-se os significados das linhas coloridas

evidenciadas nas Figuras (7.42 a) e (7.42 b).

5 <‘ Simétrico
A
-l
Série de
™ carregamentos
11 | p| ficticios
w W ol > 1
>
7 o
o
|||
4
HR ~—
s Ponto de referéncia
Q] para o célculo de K,

|—— | I’y = V; (Contorno para o célculo das tensdes nos problemas locais )

[—] L¢ (Linha da fissura)

c)

Figura 7.42. a) Discretizacdo adotadaem PG, enos PG, , b) Discretizac8o adotadanos PL, e
outros aspectos de interesse e ¢) Legenda das linhas coloridas.

Conforme mencionado no capitulo 5 0 Método da Particdo consiste em analisar um
determinado PV C mediante a sobreposi¢cdo adequada de uma série de subproblemas globais e
locais. Desta forma, as modalidades de refinamento, sga o refino-h, o refino-p ou o
enriquecimento seletivo podem incidir sobre cada um dos subproblemas concebidos.

Neste problema, em particular, considerou-se o refino-p apenas nos problemas locais,
de forma que a regido enriquecida abrangeu todos os elementos e fronteiras estaticas da

discretizacdo indicada na Figura (7.42 b). No referido refino utilizou-se a base B, para a

aproximacdo dos deslocamentos nas fronteiras estaticas, sempre atendendo ao teste do
“mosaico”.

Assim sendo, a partir da expansdo da série de carregamentos ficticios obteve-se a
curva que quantifica o erro relativo do fator de intensidade de tensGes normalizado K, , para

diferentes situacOes de enriquecimento da base p,, conforme ilustrado na Figura (7.43).
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Figura 7.43. Erro relativo do fator de intensidade de tensbes (%).

O vaor de referéncia adotado para o fator de intensidade de tensBes foi extraido do
trabalho de Pereira (2004). Tal valor corresponde ao fator de intensidade de tensbes

normalizado: K, ref =K, / yra =13341.

Na Figura (7.43), observa-se que para o primeiro termo da série de carregamentos
ficticios o valor aproximado de K, afastou-se muito do valor de referéncia, mesmo para um
elevado nivel de refino-p. Por outro lado, para o segundo termo da série de carregamentos,
verificou-se uma mudanca brusca no valor aproximado de K,, o qual se aproximou
razoavelmente do valor de referéncia, mas a contribuicdo do refino-p ainda ndo pode ser
evidenciada. A partir do terceiro termo da série, as curvas mantiveram-se sem alteraces
significativas, para cada situacdo analisada; mas o refino-p foi fundamental para garantir a
convergéncia dos valores aproximados de K, parao vaor de referéncia. No refino da base g,
com dim =7 o erro relativo foi de 0,95 %.

Por sua vez a distribuicdo obtida de tensdes o, pode ser visualizada nas Figuras
(7.44) e (7.45). NaFigura (7.44 a) estailustrado a distribuicdo para o primeiro termo da série
de carregamentos ficticios, quando se considerou a base g, sem enriquecimento, enquanto na
Figura (7.44 b) representa-se a distribui¢do, ainda para o primeiro termo da série, mas quando
se utilizou abase g, com dimensdo igual a sete. Analogamente, para 0 décimo termo da série
de carregamentos ficticios, as distribuic¢bes obtidas nas situagbes analisadas com ou sem o

enriguecimento da base p, estdo, respectivamente, ilustradas nas Figuras (7.45 a) e (7.45 b).
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Figura 7.44. a) Distribuicdo de tensdes para 0 1° termo da série de carregamentos ficticios,
guando se utilizou abase B, sem enriguecimento e b) Distribuicéo de tensbes

para o 1° termo da série de carregamentos ficticios, quando se utilizou abase p,

com dim=7.

450 14.00
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Figura 7.45. a) Distribuicdo de tensdes para o 10° termo da série de carregamentos ficticios,

guando se utilizou abase B, sem enriquecimento e b) Distribuicéo de tensbes

para o 10° termo da série de carregamentos ficticios, quando se utilizou a base B,

com dim =7.

Percebe-se na Figura (7.44) gue o refino-p, ainda que aplicado somente nos problemas

locais, promoveu um aumento das estimativas de tensdes o, no entorno da ponta da fissura.

O mesmo fato pode ser verificado na Figura (7.45), mas com valores relativamente

superiores, atestando a influéncia positiva tanto do refino-p quanto da expansdo da série de
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carregamentos ficticios. Contudo, em todas as situagdes averiguadas, surgiram zonas que
apresentaram valores incorretos de tensfes. Atentamente, percebe-se que tais zonas
correspondem a regido de vinculagdo dos problemas locais, isto é a0 ', 0 qua foi adotado
como sendo o préprio contorno de V. Infere-se que tal fendmeno pode ser atenuado
considerando-se um T, distinto do contorno de Vv; e adotando-se a menor quanti dade possivel

de vinculos em V. Neste contexto, motivam-se novos estudos para contornar este

inconveniente, sgja de forma atenuada como se inferiu ou por consideragdes extras que

traduzem a continuidade, em formafraca, de tensbes ao longo do contorno de Vv; .

7.6 5°Problema: paind de Cook

O ultimo problema refere-se a uma chapa impedida de deslocar-se na aresta esquerda

segundo as diregdes x e y (u, =u, =0) e submetida a um carregamento uniformemente

distribuido (w =0,0625), segundo a direcdo y, em sua aresta direita, conforme ilustrado na

Figura (7.46).

44
44

t., L h

| s |

Figura 7.46. Chapa analisada no 5° problema. Sua geometria, vinculagdo e carregamento.

A referida chapa tem espessura unitéria e dimensdes conforme se indicou na figura
anterior. As propriedades de interesse do material, modulo de Y oung e coeficiente de Poisson,
apresentam, respectivamente, os seguintesvalores. E=1ev =1/ 3.

Este problema foi originalmente proposto por Cook (1987), sendo atualmente um
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model o de referéncia para testes numeéricos.

Para efeito de confronto dos resultados aproximados neste problema realizou-se uma
andlise via o MEF convencional com o auxilio do software ANSYS® para a obtencéo de
valores de referéncia. A discretizac8o envolveu 969 e ementos e 2072 nés, conforme ilustrado
na Figura (7.47). O elemento utilizado foi igual ao adotado nos trés primeiros problemas.

Destaformafoi despendido um total de 4144 graus de liberdade.

Figura 7.47. Discretizac8o adotada na andlise realizada via o MEF cléssico para obtencdo dos
valores de referéncia do 5° problema.

Os valores de referéncia obtidos foram os seguintes: u, __ =2395 paa o

deslocamento vertical localizado no centro da aresta direita € oger = 0,2368 para a tensao

norma maximano meio daarestainferior.

No trabalho de Piltner e Taylor (1999), apresenta-se uma andlise comparativa acerca
de algumas grandezas aproximadas no problema idealizado por Cook (1987) para agumas
formulacbes similares em elementos finitos encontradas na literatura. Especificamente
comparam-se 0s valores aproximados de deslocamento vertical no ponto A e tensdo normal
maxima no ponto B, obtidos a partir de discretizagdes envolvendo quatro, dezesseis e

duzentos e cinglienta e seis el ementos, conforme ilustrado na Figura (7.48).
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Figura 7.48. Discretizacbes adotadas na andlise comparativa.

Tal andlise foi agui reproduzida para a formulacdo estudada neste trabalho, ampliando
os resultados obtidos no trabalho de Piltner e Taylor (1999).

Assim sendo, considerem-se as seguintes designactes dos elementos das formul agdes
gue foram averiguadas:

. Q4: Elemento de desocamento bilinear isoparamétrico (BATHE; WILSON, 1976;
HUGHES, 1987; TAIG, 1961).

. QM6: Elemento de deformacéo (TAY LOR; BERESFORD; WILSON, 1976).

. P-S: Elemento hibrido de tensdo (PIAN; SUMIHARA, 1984).

. QE2: Elemento misto (PILTNER; TAYLOR, 1995).

B -QE4: Elemento misto (PILTNER; TAYLOR, 1999).

. HTE: Elemento estudado neste trabalho. Utiliza-se ainda a notagcdo da base utilizada no

contorno do elemento ( B,, By, B, e B3 ) cOM arespectiva dimensdo (dim).

Salienta-se que em todas as formulagdes citadas o teste do “mosaico” foi verificado.

Os resultados obtidos nas aproximagdes do deslocamento vertical do ponto A e da
tensdo normal maxima no ponto B, para os elementos citados, estdo indicados na Tabela
(7.11). Particularmente, no elemento da formulacdo estudada neste trabalho estéo
apresentados os resultados obtidos para diferentes situagdes de enriquecimento analisadas,
envolvendo as bases de aproximagdo no contorno: B, B, B, e B;. Na Tabela (7.12) indicam-se

os erros relativos obtidos em relacéo aos valores de referéncia para as situagcdes consideradas
naTabela(7.11).
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Tabela 7.11 - Resultados aproximados de algumas grandezas de interesse para diferentes
formul acbes em elementos finitos encontradas na literatura

Valoresdereferéncia: Uy er = 2395 € oper = 0,2368
Discretizacdo
Rede 2x2 Rede 4x4 Rede 16x16
Elemento Valoresaproximadosnos | Valoresaproximadosnos | Valoresaproximadosnos
pontos de refer éncia pontos de referéncia pontos de refer éncia

Dedocamento | Tensdo | Dedocamento | Tensdo | Deslocamento | Tensdo

vertical maxima vertical maxima vertical maxima
Q4 11,85 0,1078 18,30 0,1814 23,43 0,2353
QM6 21,05 0,1773 23,02 0,2225 23,88 0,2364
P-S 21,13 0,1854 23,02 0,2241 23,88 0,2364
QE2 21,35 0,1956 23,02 0,2261 23,88 0,2364
B -QE4 21,35 0,1956 23,02 0,2261 23,88 0,2364
HTE (B, ,dim=2) 14,87 0,1167 20,58 0,1917 23,68 0,2314
HTE ( B,,dim=3) 23,73 0,2574 23,94 0,2428 23,96 0,2373
HTE (B,,dim=4) 24,01 0,2361 23,96 0,2376 23,96 0,2368
HTE (B, ,dim=3) 23,05 0,2504 23,77 0,2393 23,95 0,2361
HTE (B, ,dim=4) 23,98 0,2282 23,96 0,2374 23,96 0,2368
HTE (B5,dim=3) 23,57 0,2545 23,88 0,2409 23,96 0,2368
HTE (B4 ,dim=4) 23,52 0,2206 23,84 0,2419 23,96 0,2368

Tabela7.12 - Erros relativos nas aproximagdes do deslocamento vertica e tensdo méxima nos
pontos de referéncia para diferentes formulacbes em elementos finitos
encontradas na literatura.

Valoresdereferéncia: Uy er = 2395 € oper = 0,2368
Discr etizacdo
Rede 2x2 Rede 4x4 Rede 16x16
Elemento Errosrelativos (%) Errosrelativos (%) Errosrelativos (%)
No Na No Na No Na
deslocamento tensao deslocamento tensdo | deslocamento tensao
vertical maxima vertical méaxima vertical méaxima
Q4 50,52 54,48 23,59 23,40 2,17 0,63
QM6 12,11 25,13 3,88 6,04 0,29 0,17
P-S 11,77 21,71 3,88 5,36 0,29 0,17
QE2 10,86 17,40 3,88 4,52 0,29 0,17
B -QE4 10,86 17,40 3,88 4,52 0,29 0,17
HTE (B, ,dim=2) 37,91 50,72 14,07 19,05 1,13 2,28
HTE (B;,dim=3) 0,92 -8,70 0,04 -2,53 -0,04 -0,21
HTE (B,,dim=4) -0,25 0,30 -0,04 -0,34 -0,04 0,00
HTE (B, ,dim=3) 3,76 -5,74 0,75 -1,06 0,00 0,30
HTE (B, ,dim=4) -0,13 3,63 -0,04 -0,25 -0,04 0,00
HTE (B3 ,dim=3) 1,59 7,47 0,29 -1,73 -0,04 0,00
HTE (B3 ,dim=4) 1,80 6,84 0,46 2,15 -0,04 0,00

Percebe-se das Tabelas (7.11) e (7.12) que os resultados obtidos pela formulacdo

hibrida-Trefftz de tensdo apontaram, na maioria das vezes, para uma boa capacidade de
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aproximacdo. A excegdo da Situagdo ndo enriquecida (HTE com a base p,) os valores
aproximados convergiram significativamente para os valores de referéncia, com o aumento do
refino da rede. Além disso, verificou-se que a utilizagdo de bases com dimensdes ndo
inferiores a 3 ja foram suficientes para gerar boas respostas, mesmo para a discretizacdo com
apenas quatro elementos.

Comparado aos outros elementos averiguados, o eemento HTE com
dim > 3 apresentou, geralmente, erros relativos menores, para todas as bases de aproximacéo
no contorno exploradas.

Ressalta-se que as observacdes acerca dos resultados das Tabelas (7.11) e (7.12) séo
meramente qualitativas, umavez que ndo foram computados os graus de liberdade envolvidos
nas analises.

Objetivando-se averiguar as taxas de convergéncia das grandezas analisadas
determinaram-se as curvas que quantificam os erros relativos das aproximagdes em funcéo
dos graus de liberdade envolvidos nas discretizagdes indicadas na Figura (7.48). Nas Figuras
(7.49) e (7.50) encontram-se, respectivamente, as curvas que quantificam os erros do
deslocamento vertical e da tensdo norma méxima de referéncia para os diferentes elementos

gue foram comparados.
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Figura 7.49. Refino-h. Erro relativo do deslocamento vertical no ponto de referéncia (%).
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Figura 7.50. Refino-h. Erro relativo da tensdo normal maxima no ponto de referéncia (%6).

Percebe-se na Figura (7.49) que, a excecdo do elemento HTE com dim = 2, nas outras
situagcbes de enriquecimento consideradas o desempenho da formulagcdo estudada foi
excelente, caracterizado por €l evadas taxas de convergéncia. Comparado aos outros el ementos
0s erros relativos obtidos foram menores, mesmo para um numero reduzido de graus de
liberdade.

Por outro lado, na aproximagéo da tensdo normal maxima os resultados obtidos foram
menos notavels, mais ainda muito bons, conforme ilustrado na Figura (7.50). Nas situactes
onde se utilizou o elemento HTE com dim =3, na maioria das vezes, constataram-se erros
relativos menores, principamente na discretizagdo mais simples considerada. Além disso,
pode-se perceber gque as taxas de convergéncias iniciais apresentaram a mesma magnitude

daguel as obtidas pel os outros el ementos que foram comparados.
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8 Consideragbesfinais e conclusdes

Inserido no ambito das formulagdes ndo convencionais em elementos finitos este
trabalho pretendeu fornecer uma contribuicdo ao estudo da formulagcdo hibrida-Trefftz de
tensdo.

A concepcdo primordial desta pesquisa, relativa ao enriquecimento de zonas de
interesse no dominio estrutural, mostrou-se promissora. Designado neste trabalho de
“enriquecimento seletivo” a combinacdo da forma cléssica de refino-p do MEF com a
estrutura de enriquecimento centrada em nuvens proposta pelo MEFG, assente sobre a
formulacéo hibrida-Trefftz de tensdo, apresentou-se como uma alternativa interessante aos
procedimentos h-adaptativos ou p-adaptativos, sobretudo em termos de custo computacional .

Conceituamente, a adequacdo da formulagdo hibrida-Trefftz ao enriquecimento do
campo de deslocamentos, merece destaque. Em virtude do sistema unidimensiona de
coordenadas locais, definido nas fronteiras estéticas dos elementos, uma nova base
enriquecida de aproximagdo pode ser obtida sem maiores dificuldades. Em outras
formulagdes, a aplicacdo da técnica sistematica de enriquecimento preconizada pelo MEFG,
gera, na maioria das vezes, uma familia de fungbes linearmente dependente, exigindo
algoritmos especificos de eliminacdo de dependéncias lineares do sistema resolutivo. Neste
contexto cita-se, por exemplo, o trabalho de Géis (2004), onde o procedimento de &liminacéo
de dependéncias lineares proposto por Strouboulis, Babuska e Copps (2000) foi adaptado para
viabilizar a incorporacdo das técnicas de enriquecimento noda do MEFG na formulagéo
hibrido-mista de tensdo.

Como parte dos objetivos deste trabalho, foi fornecida uma contribuicdo, ainda que de
pequena monta, ao estudo de solidos com mdltiplas fissuras mediante o desenvolvimento do
Método da Particdo em formulagdo hibrida-Trefftz com enriquecimento seletivo, apresentada
no capitulo 5. Foram estabelecidos os procedimentos necessarios para uma implementacéo
mais gera do método para um numero ilimitado de fissuras, considerando-se fissuras
inclinadas e carregamentos ficticios nas diregdes paralela e perpendicular as faces dafissura

Acerca das andlises numéricas relatadas no capitulo 7 obtiveram-se as seguintes

conclusdes de significativarelevancia:
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. No 1° problema ficou patente que o enriquecimento exclusivo no dominio dos
elementos ndo promoveu melhorias em nenhum dos campos aproximados, acarretando

apenas hum aumento do nimero de graus de liberdade envolvido.

. No 2° problema as simulagdes numeéricas nos testes de distor¢do de rede indicaram que
apenas o0 elemento ndo enriquecido apresentou sensibilidade significativa a distorcao.
Nas outras situaces de enriquecimento analisadas os elementos mostraram-se

extremamente robustos.

. No 3° problema constatou-se que a utilizagdo de elementos com orificio circular € uma
alternativa numericamente eficaz, sobretudo na aproximacdo do campo de tensdes,
aém de evitar aproximagdes de geometria. Contudo, tal procedimento deve ser
realizado com certas ressalvas. Notou-se que nos elementos com orificio, onde a
dimensdo do raio era consideravelmente inferior as dimensdes dos lados do elemento,
anormado erro do sistema resolvente era significativa. Desta forma motivam-se novos

estudos que viabilizem a utilizacgo de elementos que superem tais dificuldades.

. O 4° problema serviu para averiguar a eficiéncia do Método da Particdo em formulacdo
hibrida-Trefftz com enriquecimento seletivo. Para uma unica fissura no dominio o
método mostrou-se eficiente, umavez que foi verificada tanto a convergéncia no fator
de concentragdo de tensdes quanto uma distribuicdo de tensdes conforme a esperada,
com zonas de concentragdo de tensdes na regido de singularidade e tensdes nulas nas
faces da fissura. Contudo, apenas com os resultados obtidos, ndo € possivel julgar as
reais potencialidades do referido método, uma vez que a simplificacdo adotada na

implementacdo (T, = contorno de V, ) pode ter influenciado negativamente na resposta,
pelo menos na saida gréafica de tensdes na regido do contorno de V; isto ficou patente.

Além disso, na extracdo do fator de intensidade de tensdes utilizou-se a técnica de
correlagdo dos deslocamentos, a qual pode ndo ter sido, necessariamente, a mas
adequada.

No 5° problema redizou-se uma andlise comparativa entre aguns elementos
encontrados na literatura. Os resultados apontaram que a formulagéo hibrida-Trefftz de
tensdo apresenta uma notével capacidade de aproximagdo quando se utilizam bases de
aproximacdo com dimensdo ndo inferior a 3 nas fronteiras estaticas dos elementos. Na
maioria das vezes, um nimero reduzido de graus de liberdade foi suficiente para gerar

respostas melhores do que os resultados das outras formul agbes averiguadas.
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. Em todas as analises onde se utilizaram as trés bases de aproximagdo no contorno ( p,,
B,e B3) ficou evidente que todas elas se adequaram bem a formulago estudada, ndo

existindo diferencas aprecidveis nas respostas obtidas. Ressalta-se que a utilizacdo de
tais bases evitou procedi mentos especificos de eliminacdo de dependéncias lineares no

sistemaresol utivo.

. Nos problemas onde se utilizou o enriquecimento seletivo, os resultados obtidos
indicaram que a formulagéo proposta € uma alternativa numeérica eficaz, além de evitar
refinamentos desnecessarios. De fato o enriquecimento de uma regido restrita no
dominio estrutural formada por um numero reduzido de fronteiras estaticas e
elementos foi suficiente para garantir bons resultados, sobretudo na aproximagéo do

campo de tensdes.

Finalmente, pode-se concluir que a formulagdo hibrida-Trefftz de tensdo apresenta
uma elevada capacidade de aproximacdo e robustez numérica. Aliada a idéia do
enriquecimento seletivo a referida formulagdo passa a ter maior potencialidade, permitindo
racionalizar o dispéndio computacional inerente a maioria das andlises numeéricas.

Apesar da avaliacdo positiva deste trabalho algumas sugestdes para 0 Sseu

aperfeicoamento ou para desenvolvimentos futuros podem ser fornecidas, quais sgjam:

. Incorporacdo de outros elementos com caracteristicas especiais a estrutura
desenvolvida do programa, tais como: elementos com cavidade eliptica, elementos
com fissuras, elementos com cargas concentradas aplicadas no dominio ou contorno,

entre outros.

. Redizacdo de um estudo mais aprofundado do Método da Particdo em formulacéo
hibrida-Trefftz com enriquecimento seletivo. Inicialmente novas técnicas de extracéo
dos fatores de intensidade de tensdes deveriam ser analisadas, visando-se a uma maior
adequacd0. Em seguida, uma implementacdo numérica mais ampla e sem
simplificacBes (T; =contorno de V; € carregamento ficticio nas diregdes paralela e
perpendicular as faces da fissura) poderia ser efetuada. Neste contexto, seria oportuno
realizar simulagfes numéricas em dominios contendo multiplas fissuras no ambito da

confiabilidade estrutural, de forma a definir estados limites Ultimos.

. Por fim, trabalhos similares poderiam ser realizados com outras formulacbes néo
convencionais, tais como, a formulagdo hibrida-Trefftz de deslocamento ou mesmo

formulacdes hibridas puras.
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Apéndice A - Matrizes utilizadas na aproximacao dos campos de deslocamentos e tensbes em
dominios continuos: construcéo a partir da equacao de Navier

As matrizes apresentadas a seguir foram obtidas com a utilizacdo do software M athematica ®

Matriz N :

Da 12 a 92 coluna:

N = L[ 2X-2xv yayy XXy -BXy+2Xyv X2—BY2-3x2y—y2y  2Xy+2Xyv  XC+yP-Xev+yPy —BX2Y+6Yy3+6xX2yv+2y3y —12xy2—4x3y
E \ 2y-2yv X+Xv Yy+Yv 5x2—y2+x2v+3y2v 6Xy—-2Xyv x2—y2+x2v—y2v 2XY+2Xyv 6x3—6xy2+2x3v+6xy2v 12x2y+4y3v

Dal0?al32coluna :

32y —y3+3x2%yv—y3y 3+3xy2x3v+3xy2y  —AxCy+20xyP+12x3yv+4xySy A -18x2y2 + Ty -5xty +6x2y2y + 3yty
x3—3xy2+x3v—3xy2v 3x2y—y3+3x2yv—y3v 7X4—18x2y2—y4+3x4v+6x2y2v—5y4v 20x3y—4xy3+4x3yv+12xy3v

Da142a 172 coluna:

A3y —AxyP+4x3yv—4axy3y A +6x2y2 YA Xy 16x2y2y—yry A0x2y3-8yP+ 20Xt yv—4yPy —2x° - 20x3y2 +30xy* —6X° v+ 203 Y2y + 10X Yy
XA-6x2y2 1y XAy —6x2 Y2y 1ty Ay -AxyS +43yyv-AxySy  8x2-40x3y2+4x0v-20xyty 30x*Y—20x2y3-2yP+ 10Xty v + 20x2y3 v —6yPy
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Da 182 a 202 coluna:

5xty —10x2y3 +y° +5x*yy—10x2y3y +yPy —x2+10x3y2 —5xy* —x°v +10x3y2y —5xyty 6x°y +60x3y3 —42xy° +30x°y v —20x3 Y3y — 18X yPy
X0 - 1053y2 +5x Y4 +x°v—10x3y2y +5xyty  5X*y—10x2y3+yP+5xtyy—10x2y3y +y°y  9x8-75x4y2 +15x2yA+ 3yB + 5x8y — 15542y —45x2 vy + 7yBy

212 e 222 colunas:

—3x8-15x4y2 + 5x2 YA —9yO 758y + 4552 v + 152y —5yBy  6xCy—2053Y3 +6xXY° +6X°C Yy —20x3 Y3y + BXYPy
4253y —60x3y3—6xy°+18X°y v+ 20x3y3 v —30xy° v x0—15x4y2 +15x2yA—yB 1+ xBy — 15x*y2 v +15x2 Ay —yBy

232 e 242 colunas;

x8+15x%y2 —15x2yA +y0—xBy 1+ 15x4y2 v —15x2yAy +yOy 1458y + 70Xy —126x2 yP+ 10y’ +42x8y v — 70x*y3 v —42x2 Py + By v
6x°Y —20x3y3+ 6XY°+6xCy v —20x3y3y +6xy°y 10x” - 126x°y2 + 70x3yA + 14xy0 + 6 v — 42x°y2 y 70X Yy + 42X yPy

252 e 262 colunas:;

—Ax"+140x3y* —56xy0 —8x v +84x° Y2y — 28xyPy 7xOy—35xy3 1 21x2 Py + 7xByv— 35Xy v+ 212 yPy —y Ty
56x0y —140x* y3+ 4y’ + 28xBy v —84x2yP v +8y v X! —21x°y2 +35x3 YA 7xyP+x v —21x2y2 v +35x3 Yty — 7xyPy

272 e 28?2 colunas:
X+ 21x2y2 —35x3 YA+ 7xyP—x/ v+ 2130y v 3533 Yy + TxyPy 24x"y +56x°y3 - 280x3y° + 72Xy’ + 56X yv—168x°y3 v —56x3 Yy + 40Xy v
758y -35xAy3+ 21x2y° —yT + 758y —35xH By + 212y y—yTy  11x8-196x8y2 + 210x* yA + 28x2y0 —5y8 1758y —84x8 y2y — T0x*yA v +140x2 yBy — 9y By

292 e 302 colunas;

—5x8+28x8y2 +210x4 y* - 196x2y0 +11y8 —9x8 v +140x8y2y — 70x* A v —84x2 Oy + TyBy  Bx/y—56x°y3 +56x3y°—8xy’ +8x/yv—56x°y3 v +56x3yPy—8xy v

72x7y - 280x° Y3+ 56x3y° +24xy’ +40x" yv-56x2y3y — 168x3y° v + 56Xy’ v x8—28x8y2 + 70Xy - 28x2y0 +y8 438 —28x8y2y + T0xAy*y —28x2 YOy +yBy
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312 e 322 colunas:

x84+ 28x8y2 —T0x* v+ 28x2y0 —yB B +28x0 2y — 70Xy v + 28x2 By —yBy 36x8y —B0Ax*HYP +288x2y " — 129+ 7258y v — 336x0y3 v + 144x2y v -8y 9y
8x’y-56x°y3+56x3y° —8xy’ +8x’ yv-56xCy3y+56x3yPy—8xy v 12x9-288x7y2 +504x° y* - 36xy8+8x%y — 144Xy v + 336 x3 Yy — 72xyBy

332 coluna:

—6x9+ 72x"y2 +252x° y* - 504x3y0 +90x yB —10x0 v + 216 X7 y2v — 252xCy*y —168x3 YOy + 54xyBy
90x8y —504x8y3+ 252x4yP 1 722y — 6y + 54x8y v — 168x8y3 v —252x4 YOy + 216x2y " v 10y y

342 coluna:

958y —84x8y3 +126x* y°P— 362y +y? +9x8y v -84xBy3y + 126x*yP v -36x2y v +yOy
x9-36x7y2 +126x° y* - 84x3y0 +9xyB +x9v —36x7 y2v + 126x°y* v —84x3 YOy + 9xyBy

352 coluna:

x2+36x"y? —126x° y*+ 84x3y0 —9xyB —x v +36x” y2v — 126x°y* v +84x3 YOy — 9xyBy
9x8y -84x8y3.+ 126x4y° —36x2 y7 +y9+9x8y v — 84x8y3 v + 1263 yOr — 362y v +y0 v

362 coluna:

50x%y — 120x"y3 - 756x° y°+ 840x3y” —110xy? +90x%y v —600x” y3v+ 252x°y° v +360x3y v~ 70xydy
13x10_ 4058y2 +1050x8 y* - 210x4y0 —135x2 B+ 7y10.+ 910y, — 205x8y2 y + 21058 y*y + 630x*yO v —315x2 By + 11y 10y

372 coluna:

—7x10.4 135x8y2 1+ 210x8 yA - 1080x4y0 +405x2 yB - 13y10_ 11 x10, 4+ 315x8y2 —630x8 yAy — 210x*yP v + 225x2 By — 9y 10y
ZL'I.Ong—840X7y3+756X5y5 +12OX3y7—SOny+ 70x9yv—360x7y3v—252>c5y5v+600x3y7v—90xy9v
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382 coluna:

10x%y - 120x7y3 +252x2y° - 12053y +10xy? +10x%yv —120x’ y3y + 252x°y° v —120x3y/ v + 10x y v
x10_45x8y2 1+ 210x8 A - 210540 +45x2 yB —y10 4 10, _ 45x8y2 y + 210x8 YAy — 210x4yO v +45x2 By —y 10y

392 coluna:

—x10.4 4558y2 _210x8 yA + 210x*y0 —45x2 B+ y10_x10y, 4 45x8y2 21058 y*y + 210x*yO v —45x2 By +y 10y
10x%y —120x7 y3+ 252x°y° —120x3y7 + 10xy %+ 10Xy v — 120x7y3 v + 252x2 yPy — 12053y v +10xy? v

402 coluna:

66x10y — 330x8y3 —924x6 y° + 1980x*y” —550x2 y2+ 14y + 110x0y v — 99058y3 v + 92450 Py + 660Xy’ v—330x2 Y9y + 10y 1Ly
14x11 - 550x%y2 +1980x yA - 924x°y0 —330x3 yB + 66x Y10+ 10x 1Ly — 330x%y2 v + 660X YAy + 924x°yB v —990x3 yBy + 110xy 10y

412 coluna:

—8x1L+ 220x9y2 ~1848x° B+ 1320x3y8 — 132x y10 —12x1L y + 44053 y2y — 1320x" y* v +660x3 yBy — 88x y 0y
132x10y ~ 1320583 + 1848x8y° — 2202 yO+ 8y + 88x10yy — 660x8y3y +1320x%y v — 440x2y Oy + 12y 1L y

422 coluna:

11x0y — 165x8y3 +462x8 y°— 330x*y” +55x2y9 -y + 11x10y - 165x8y3 v +462x8 yPy — 330Xy v +55x2y Oy —ylly
x1-55x9y2 +330x7 y*— 46220 +165x3 yB— 11 xy 10+ xI1y — 55x9y2 1 +:330x” yAv - 462x°y0 v + 1653 yBy — 11 xy 10y

432 coluna:

x4 55x9y2 _330x” yA+462x°y0 —165x3yB+ 11 xyl0—x1 ) + 55x%y2 v —330x y*v + 462x°y0 v —165x3 By + 11 xy 10y
11x10y 1658 y3+ 462x6y° —330x*y + 55x2y9 —y1 + 11 %10y —165x8 y3y + 462x8y° v —330x* y /v + 55 X2y oy —y Ll y
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4423 coluna:

8axly —660x%y3 - 792x” y°+ 3060x°y” — 1980x3 Y2+ 156y + 132x1 1y — 1540%°y3 v+ 2376 X yP v + 792Xy v—1100x3 Y2y + 108x yLly
15x12 - 726x10y2 1 34658 y* - 27728y — 295 x4 y8 + 330x2y 10— 9y 12 4 11 %12 462x10y2y 1 1485x8yA v+ 024xB By — 247548 v+ 542 y10y — 13y 12,

452 coluna:

~9x12.+ 330x10y2 _ 4958 yA— 2772x8y6 + 365 x4 yB - 726 X2y 10+ 15y12 _ 13x12 1+ 504xI0y2), — 247538y + 324xE By + 1485xHyB v — 462x2 y10y 1 11y 12y
156x1L y—1980x9y3 + 3960x" y° - 792x° y” — 660x3y° + 84xy L + 108x L yy— 1100x9y3y + 792X7 yP v+ 2376x° y ' v — 1540x3y 9 v+ 132xy Ll y

462 coluna:

12xHy - 220x%y3 + 792" y° - 792x°y 7 +220x3y2 - 12xy L+ 12x 1y v — 220x3y3y + 792X YRy — TRXCY ! v +220x3 ydy — 12x ylly
x12_66x10y2 14958 v — 92466 + 40534 yB - 66x2y10 +y12 %12, _66x10y2y 1 405x8yAy —924x8 Oy + 495xHyB v —66x2 Y10y 1+ 12,

472 coluna:

124 66x10y2 _495x8yA + 924x6y0 _495x4 B+ 66 x2y10 _y12 412, L 66x10\2), _ 495)8yAy +924x0 Oy — 495Xy +66x2 Y10y —y12, j
12x1y — 22059 y3+ 7927 y° — 792y’ + 22053y —12xy 1 + 12Xy — 22059y By + 72X yP v —7RxCy v + 22053y v —12xy Ly

»  Matriz s.:S, =DL.'N,

Da12a 16 2coluna:

20 -1 -6y 2x 2y -2x -12xy -12y% 6xy -3x2+3y? —12x2y+20y3 -4x3-3Bxy? 12x2y-4y3 -4x3+12xy?2  80xyd
Sc=| 201 2y 6x 2y 2x -I2xy 122 -6xy 3x-3 -3Bx2y-4y3 0x3-12xy? —12%y+4y3 43-12xy2 803y
01 0 2x -2y 2x 2y 6x2+6y2 0 3x2-3y2 6xy 123+12xy? 12x2y+12y3 4x3-12xy? 12x2y-4y3 20x*-20y*
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Da172a222 coluna:
~10x*-60x2y2+30y*  2063y-20xy®  -5x*+30x2y2-5y* 30x*y+180x2y3-42y° —18x°-60x3y2+150xy* 30X}y —60x2y3+6y°
0A-60x2y2-10y*  —203y+20xy3  5x*-30x2y2+5y* —150x*y+60x2y3+18y°  42x°-180x3y2—30xy* —30x*y+60x2y3—6y°
2053y +40xy3  5X*-30x2y2+5yF  203y-20xy°  0x°-60x3y2-0xy*  0xty+60x2y3-30y°  6x°—60x3y2+30xy*

Da232a 272 coluna:
6X°+60x3y2-0xy? 8y +280x3yP-252xy°  —28x8+420x2yA-56y0  42xCy-140x3y3+42xy°  —7xX0+106x%y2 —106x2yA+ 7y
6X°—B0x3y2+ 30Xy —2B2x°y+280x3y3+84xY°  56xX0-420x3y2+ 28y —A2xCy+140x3y3-2xy®  7xX8-106x*y2 + 106x2yA —7y0
30Xy —60x2y3+6y°  42x8-210x*y2 —210x2yA+42y6  168x°y-168xy°  7x8-105x4Y2 +106x2yA-7y0  42xPy-140x3y3+ 2xyP

Da 282 a 312 coluna:
168x8y +280x*y3 - 840x2y° + 72y’ —40x’ +168x°y2 +840x3y*-3@xyP 56x8y—280x4y3+168x2y° -8y’ —8x’+168x°y2 —280x3 y*+ 56X yP
~302x8y + 840x4y3 +168x2y° - 40y’ 72x7 —840x°y2 + 280x3y* +168xy8  —56xBy + 280x*y3 —168x2yP+ 8y’ 8x —168x°y2+ 280Xy —56xyP
56x/ —504x2y2— 280x3y* +280xy0  280x8y 280X y3-504x2yP +56y7  8x’ —168x°y2+280x3y* -56xye  56x8y —280x* y3+ 168x2y° —8y’

Da 322 a 352 coluna:
288x"y - 2016x3y°+576xy’  —54x8+504x8y2+1260x4yA-1512x2y0+ 0y 72x’y-504xPy3+504x3yP —T2xy’  —9x8+252x8y2 630Xy + 2522 O 9yB
—576x"y+2016x°y3-288xy’  90xB-1512x8y2+ 1260x4 YA+ 504x2y0-54yB  _72x7y+504xCYR —504x3yP+ 2xy’  9x8— 252x8y2 + 630X yA - 25226 + 9yB
72x8-1008x8y2 +108x2y0-72y8  432x7y-1008x°y3-1008x3y° +42xy’  9x8-252x8y2+ 630Xy - 252x2y0+9y8  72x’y-504xCy3+504x3y° — 72Xy’

Da 362 a 382 coluna:
45058y — 840x8y3 - 3780x* y° + 2520x2y7 ~110y°  —70x9+ 1080’ y2 + 1260x°y* - 4200x3 P+ 810xy8  90xBy —840x8y3+ 1260x* y° - 3602y + 10y°
-810x8y+4200x8 y3 - 1260x*yP - 1080x2y7 + 70y°  110x%- 25207 y2 + 3780x° y* + 840x3yP - 450xy8  —90x8y+840x8y3 - 1260x4y° + 360x2 y’ — 10y°
90x9 - 1800 y2 + 1260x° y* + 2520x3y0 - 630xy8  630x8y — 2520x8y3 - 1260x* yP + 1800x2y " —90y° 10X 360x" y2 + 1260x° y* - 840x3y0 + 0xy8
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Da392a412coluna:

~10x2+360x" y2 - 1260x2y* + 840x3 yO— 0x Y8 660x%y — 2640 y3 - 5544x° y° + 79203y — 1100xy° -88x10.+ 19808 y2 — 9240 x40 + 3060x2 yB - 132y 10
10x9-360xy2 + 1260x°y4-840x3y0+ 0xy8  —1100x%y+7920x” y3-5544xPyP - 264053y +660xy°  132x10-3060x8y2 + 92408 y* - 1980x2y8 + 88y 10
90x8y —840x8y3 + 1260x* y° - 360x2y’ +10y°  110x10— 2970x8y2 +4620x8 y*+ 4620x*y6 —2970x2 yB + 110y 10 880x%y —5280x" y3+ 52803y —880xy?

422 e 432 colunas:
110x%y — 1320/ y3+ 2772x°y° - 132053y  + 110xy®  —11x19+495x8y2 —2310x8 yA+ 2310x*yP —495x2 B+ 11y 10
—110x9y+1320x" y3— 2772x%yP+ 1320x3y" - 110xy°  11x10-495x8y2+ 2310x6y* —2310x* yB + 495x2y8 —11y10
11x10_495x8y2 1+ 2310x8 A - 2310x4y0 +495x2yB-11y10 110Xy 1320’ y3+ 2772x°y° - 13203y + 110xy°

442 e 452 colunas:

R4x0y —5040x8 y3— 5544 x8y° +19800x* y” —5340x2y? + 156y —108x1L+3300x%y2 —3060x” y* - 16632x°yP +13860x3 yB— 1452 y 10
~1452x10y + 13860x8y> —16632x8 y° - 3060x*y” +3300x2y2 - 108y 156X —5040x9y2 + 19800 y* ~5544x° yB — 5040538 + 924 xy10
132x1 —4620x9y2 + 11880x” y* +5644x° yB - 9900x3y8 +1188xy10  1188x10y —9900x8 y3 + 55448y +11830x*y7 — 4620x2y° + 132y 1L

462 e 472 colunas;

132x10y 198058 3+ 5544 x0y° —3960x* y/ + 660x2y? — 12y —12x1 1 660Xy —3960x” Y4 + 5544 %20 —1980x3 B+ 132x y 10
~132x10y 1 19808y 55448 y° 1 3060x%y” —660x2y2+ 12y 12x1L —660x° y2+ 3060 y* —5544x° B+ 198038 — 132 xy10
12x1 —660x7 y2+ 3060 y* ~5544x° yO+ 1980x3y8 —132xy10  132x10y —1980x8 3+ 5544xBy° —3060x*y” + 660x2y° — 12y 1L
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Apéndice B - Matrizes utilizadas na aproximacao dos campos de
deslocamentos e tensdes em dominios com orificio circular:
construcao a partir da equacao de Navier

As matrizes apresentadas a seguir foram obtidas com a utilizagdo do software

Mathemati ca®.

Matriz N, :

Da12a32coluna

“r2(—14v)+a%(@+v) 5 atl+v) 5 atl+v)
2 Y eose ~ 207V lsend
- r—rv r r2(~1+3v) s r r2(~1+3v) >en
P . _[a“(uzv)+r4(5+v)Jsene (a4(1;v)+r4(5+v)Jcose
r<(-1+3v) r<(-1+3v)

42 e 52 colunas:

4 _ 4, .22
4@% -rv+a“re(d+v)) cos 20 1 or 4 cos 20
r r¥ a* afr(l+v)

2a-n@+n@*(1+v) -rf@+) | oo [@Hr) @ )PV
r a’r®1+v)
6% e 72 colunas:
4a* —r*v+a’r’(1+v)) sen20 Lot % lsen20
r r? a* a%r(l+v)
[2@-n@+n@*(-1+v)-r*(3+v)) 0520 (@® +r?)? +(@% -r?)%y c0s 20
r a*r®@+v)



Apéndice B: Matrizes utilizadas na aproximacéo dos campos de deslocamentos 138
e tensBes em dominios com orificio circular

Da 82 colunaem diante (k > 3):

NAp NBp NCp NDp"')

onde:
A (=aZr2(2 +k + (=2 + k)v) + r&X(=a?k?(@+ v) + (-1+ K)r2 (=2 + k + (2 + k)v))) cosko
N. - (1+K)(-2+k+(2+K)v)
o r K ar2 (-4 +k+kv) +r& @2k 21+ v) - (1+ K)r? (4 + k + kv))) senko
(-1+K)(-2+k +(2+Kk)v)
a 2WR K a2 (14 v) +aZ (@2 (-1+ k)1 +v) = r2(2 + k + (=2 + k)Vv))) cosko
N = (-1+Kk)A2+v)
Bp a 21Kk 1 ) +aZ (@2 (—1+ K)(L+ v) = 2 (—4 + Kk + kv))) Senko
-1+ k)@Q+v)
R aZr?2+k + (=2 + k) +r®X(—a?k? @+ v) + ((1+ kr2 (=2 + k + (2 + k)v))) senko
N — (“1+Kk)(-2+k+(2+k)v)
i @ (4 kkv) + 1 @7k (14 v) = (“1+ K’ (4 + k +kv))) cosko
(-1+k)(-2+k +(2+k)v)

a2tk (_a2r 214 v)+aZ (@2 (-1+ K)(L+ V) - r2(2 + k + (=2 + k)v)))
N = -1+ k)(Q+v)
o (_ a 20k 4 vy ya? (@% (-1+ k)@ + v) = r2(—4 + k + kv)))

Jsenke

Jcos ko
-1+ k)(Q+v)

H . T
Matriz S,: S, =DM,N, +DL,'N,

Dal12a4acoluna:

a?-r? [Z(a4 —r“)JCOSe [Z(a4 —r4)]sen9 (Mjcosze

r2(-1+v) r3(-1+3v) r3(-1+3v) r?
2 2 4 4 4 4
S, =E|- ? l _Zga +3r) coso —w seno (—4(a2—3r2))c0526
re(-1+v) r’(-1+3v) r°(-1+3v)

4 4 4 4 4 2.2 4
0 M send — M cos O — 2(a +2ar” - 3r ) sen20
r3(-1+3v) 3 r?



Apéndice B: Matrizes utilizadas na aproximacao dos campos de deslocamentos
e tensdes em dominios com orificio circular

139

Da52a 72 coluna

~ 3a* —4a%r? +r*
a’rt@+v)
( 3a* +rt

2

c0s 20
r

20 o2 2
[Mjgenze

a’r*(@+v)

4 52,2 4 4 2.2 o4
{_Sa 2a°r szenze (Z(a +2a“rc -3r )JCOSZO

a‘rt(1+v) r?

Jcos 20 (— 4(a® —3r? ))senze

Da 8?2 colunaem diante (k > 3):
SAp SBp SCp SDp”')

onde:

-2+k+2v+kv

0@ (24 k)r? —alkArH 4+ (2+ 3k + k)2t

(r—2(1+k) (a2k (2 + k)r2 _ a2k2r2k + (_2 _ k + kZ)r2(1+k))

jcoske

P -2+k+2v+kv
[kr —2(1+k) (azkrz +alkrk _ 1+ k)r2(1+k))

senk0
-2+k+2v+kv

o _ (a—2(1+k)r—2—k (aZ(1+k)(l+ k) _aX (-2 + k)r2 +a2r2k)
Bp —

1+v

r—2(1+k)(a2k(2+k)r2 _ak2r +(_2_k+k2)r2(1+k))
—2+Kk+2v+kv
2 @ (=24 K)r® —a’k?r + 2+ 3k + k)2t
P —2+k+2v+ky
Kr —2(1+k)(a2kr2 +alkr —a+ k)r2(1+k))
{_ —-2+Kk+2v+kv

Jcoske

1+v

P 1+v

—2(1+K) . —2—K - 2(1+k)  Aa2Kpe2  a2.2k
[a r (a 1+k)—a“"kr —a“r )]coske
1+v

s B [a2(1+k)r2k (a2(l+k) (1+ k) _ aZk (_2 + k)rz + a2r2k
Do =

~2(1+k) . —2kK 7~ 2(1+k) a2 2 .22
[_a r 2k (1+1k) a(2+kyr? +a’r )Jcoske
+ Vv

cosko

Z2(14K) 2k /. 2(1+k) Ca2kye2  a2.2k
[_a r 2% @2 11 k) —aZkr? - a’r )Jsenke
1+v

]senke

~2(1+K) 2k [~ 2(1+K) a2k 2 2.2
(_a r 2% (@20 (14 k) —aZ* (2 + k)r2 +a?r )Jsenke

))senke

_3a* —4a’r® +r*
a’rt@+v)
{M

Jsenze

a’r*(@+v)
3a* —2a%r? —r*
a’r*(1+v)

JsenZB

Jcos 20

cosko

senkoO
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Apéndice C - Exemplo de montagem do sistema resolutivo

Com o intuito de elucidar o procedimento de montagem do sistema global e a
verificagdo ao equilibrio de forcas nodais equivalentes, apresenta-se como exemplo uma

chapa discretizada em dois elementos, conforme ilustrado na Figura C.1.

4 Lo > I 6
7 :
7
° 7
L7 )
T 7 @
= 7 ®
/ el
7 .
% t
Y Z
T—»x // 1—;1
1 g 2 g 3
Figura C.1. Chapa discretizada em dois elementos.
Para esta discretizacdo, o sistemaglobal pode ser representado por:
PX =Q (C1
Fi 0 -G, (o3 e,
sendoP=| O F, -G, |, X=3:c,;€Q=:¢e, (.
-G, -G, 0 d; -4,
Montagem

Na montagem da matriz P, as matrizes F, e F, sdo aocadas de forma independe, ja

gue os graus de liberdade em tensdo sdo restritos ao dominio de cada elemento. Por outro

lado, as matrizes G, e G, devem ser alocadas pelo compartilhamento dos graus de liberdade

em deslocamentos do sistema, considerando-se cada trecho darede.

Por exemplo, aparcelade G, referente ao trecho I, pode ser escrita por:

qmzjﬂﬁﬁzjhmlnﬂdmeb%jG%ﬂ; €2
el el

2

onde os sobrescritos 1 e 2 das matrizes Glrell €Gyr,,~ , indicam a posicéo de alocagdo de
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acordo com o respectivo no.

Analogamente, para as outras situacoes, escreve-se:

Parcelade G, em I';:

Girgg =F£3Tf0 dr =r£3trf0¢l 1,0 ¢2Jd1‘ = [Glresz Glre;] (C3)

Parcelade G, en I :

Gy = [TI0Cr - | 70y 70,0 =Gyt Gy’ (C.4)
e5 e5

Parcelade G, em I',,:

T, T T, 2 3
Gar, :rj 17,0 dr :rj 10y 710,00 ={6ar,? Gar, (C5)
e2 e2

Parcelade G, em I';:

T3 T T3 2 5.
GZre3 = FITZ udr = FJ. hz U¢1 T U¢2Jdr = [G2r83 G2r93 ! (CG)
e3 e3

Parcelade G, en ', :

Gzre4 - FITZTGdF - 1_-[ hZT Gd)l T2TG¢2Jdr = [Gzreéls G2Fe46] (C7)
e4 e4

Parcelade G, em I' ¢ :

Gorge = JT /UM = | r' 00 7210, =l Gary”] (C8)
e6 e6

Da Eg. (C.2) até a (C.8) utilizou-se a notagdo genérica T, = AS, e T, = AS, para 0S
elementos 1 e 2, respectivamente. Evidentemente A depende dos co-senos diretores do

trecho considerado.

A partir das consideracoes anteriores, amatriz P fica com o aspecto indicado na Tabela C1.
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Tabela C.1 - Montagem da matriz dos coeficientes

Colunasdereferéncia para a montagem

Grausdeliberdade em tensdes

Grausde liberdade em deslocamentos

. N6 1 N6 2 N6 3 N6 4 N6 5 N6 6
C.
! 2 Uy | Uy Uy, Uyz Uy Uys Uya Uys Uys Uys Uye Uye
Montagem da matriz dos coeficientes do sistemaglobal . P =
F o -Gy | -(Gy % +Gy ?) o e, ° -(Gyr.° %) o
1 1re1 ]_rel 1re3 g5 1Tes 1Teg
2 2 3 3 5 5 6 6
) F @) - (G‘zre2 Gzre3 ) (Gzre2 2rg, ) O (G 2re, A ) (G 2rg, By )
INT
- (Gll‘el ) o
2 2\T 2 2\T
(Glrel 1leq ) (Gzre2 2leq )
3 3
o (G 2Te, 2T, )T
ANT
- (G:Ll'es ) ¢
5 5 5 5.7
- (G1Fe5 1Tes )T -(G 2T, e )
6 6
) -(G 2 2Teq )T

Matrizes: -G, e-G,'

Matrizes. -G, e-G,'
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Namontagem do vetor Q , deve-se proceder de forma analoga. Os vetores e, € e, S30

alocados de forma independentes. No exemplo considerado eles sdo nulos, pois nenhum
deslocamento foi imposto a chapa. Por outro lado, o vetor de forgas nodais equivaentes g,

deve ser aocado pela contribuicdo de cada trecho conforme as posi¢des dos nos.

Sendo T, 0 Unico trecho carregado, tem-se:

- U,t 3
Ure, = .[UTt dr = .[ {Giif}dr :{qre‘le} ; (C.9

Teq Teq
onde os sobrescritos 3 e 6 dos vetores q,,° € qr.,° , indicam a posi¢do de alocagdo de

acordo com o respectivo no.
Assim sendo, o vetor Q adquire aforma:

0
0
0
0
Q=76€ = “ar,,° (C.10)
-0 0

0

6
~Ore,

Por suavez, o vetor das incognitas tem o aspecto:

X ={c, 1= (C.11)

de
.
onded, = {ka qu}’ parak =1--6.

Ressalta-se que para o sistema da Eq. (C.1) admitir solucéo € necessério a verificagdo
do teste do mosaico. Além disso, tendo-se em vista que 0s nés 1 e 4 estdo impedidos, deve-se
zerar as linhas e colunas do sistema global correspondentes a estas posi ¢oes.

Verificagdo ao equilibrio de forgas nodais equivalentes

A imposicdo da continuidade das forcas nodais equivalentes pode ser constatada,

considerando-se aterceiralinha do sistemaditado pela Eg. (C.1), assim expressa:
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-G, ¢; -G, ¢, = —q (C12)
Considerando-se a Tabela C1 e aplicando-se as condi¢des de contorno aosnés 1 e 4, a
Eq. (C.12) adquire aforma:

: 1
(Gir,, )" ¢; +0c, 0
2 2\T 2 2N\T
_(Glrel +Gur, ) €1 _(Gzre2 +Gore, ) ¢, 0
3 34\T 3
0c; =(Gor,,” +Gor,, ) C2 |7 req
0 =
" 0 (C.13)
(Girgg ) C1+0c, 0
5 5\T 5 5\T 6
_(Gll‘es +G1re5 ) Cl_(Gzre3 +Gzree ) €, “Urey
6 6\T
001-—(62%4 62%6 ) C2 %t
-61Te1-G2" ez

Considerando-se as matrizes envolvidas desde a Eq.(C.2) até a Eq.(C.8) e as
aproximagoes t, =T,c; e t, =T,c, relativas, respectivamente, a aproximagao dos campos de

tensdes no contorno dos elementos, a Eq.(C.13) pode ser reescrita como:

0
— [0y, "t,dl = [Uy;"t,d0 = [Uy"todl — [U,;"t,d0 0
Te1 Fes~ Fe2~ Te3 0
- [U,"t,dr — [U,"t,dr .
Fe2 Feq — _qre4
_ _ U _ 0 (C.14)
- Uy, Ttdl = [U,,Ttydr — [U,, Tt,dl = [Ut,dl 0
Te3 rei T rei T Te6 _qre46
— Uy, todl — [U,, Ttodr —
Teq Te6

-G1'¢1-Ga ' ¢cp
Verifica-se que a Eq. (C.14) representa em esséncia uma condicdo de equilibrio nodal.
Ela estabelece que, em cada nd ndo restrito da discretizacdo, as forcas nodais equivalentes
provenientes das tensdes devem ser iguais as provenientes do carregamento. Por conseguinte,
a formulacdo hibrida-Trefftz promove uma boa continuidade na aproximacéo de tensbes em

toda estrutura.
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Apéndice D - Exemplo de montagem do sistema resolutivo com
enriquecimento

Com o proposito de exemplificar a montagem do sistema global e a verificacdo ao
equilibrio de tensdes na interface dos elementos, quando da formulagdo hibrida-Trefftz com
enriguecimento, considere-se a mesma chapa analisada no apéndice C. Entretanto, admita-se

queostrechos ', e I',, sggam enriquecidos, conforme indicado naFiguraD.1.

4 I 5 rea o 6
y e
Z
7
< 7
w7 I Ynd
= 7 ®
< 7
> 7 ®
Z :
v 7
o An A
1 13 2 € 3

Figura D.1. Chapa discretizada em dois elementos com dois trechos enriquecidos.

Assim sendo, o sistema global ficacom aforma:

P'X'=Q (D.1)
F; 0 -G, -AG; (o) e
F -G, -AG c e
sendo P' = . & 2 2l x=y ?leqQ=1 2
_Gl _Gz 0 O dt _qt
-0G," -AG,” 0 0 Ad, - Aq,
Montagem

A montagem da matriz P pode ser realizada, acrescentando-se a0 processo de
montagem da matriz P (vide Apéndice C), as matrizes AG, e AG, , decorrentes do
enriquecimento. Elas sdo alocadas pelo compartilhamento dos graus de liberdade em

deslocamentos do sistema, considerando-se cada trecho enriquecido darede.



Apéndice D: Exemplo de montagem do sistema resolutivo comenriquecimento 146

Por exemplo, aparcelade AG, referente ao trecho T, , pode ser escrita por:

p— T il
NGy, = i [T Al dr (D.2)
e3

Anaogamente, para as outras situacdes, escreve-se:
Parcelade AG, em ', :

T~
Gur, = T3 AT ar ©3
e3

Parcelade AG, en T, :

.
BGargy = [To' AUrg, dr (D.4)
e4

Na montagem do vetor Q' 0 processo é andlogo. Acrescenta-se ao vetor Q a parcela

Aq, , proveniente do enriqueci mento.

A Unicaparcelando nulade Aq, resultado trecho carregadoT ., , sendo dada por:

I
Adr,, :rj AU, "tdr (D.5)
ed

Por sua vez, o vetor das incognitas X' pode ser obtido acrescentando-se os vetores
Ad, e Ad, , relativos, respectivamente, aos trechos enriquecidos ', e ', , 80 vetor X .
Admitindo-se queem ', e I',, Sgam acrescentados, respectivamente An, e Ang,

graus de liberdade, tém-se:

Ad" ={(Ady, Adyy) o (Adyn, Ady )} (D.6)

AdZT ={(Ad21x Aley) (AdZAndzx AdZAndzy)} (D.7)

A partir das consideragcdes anteriores o0 sistema global admite o aspecto indicado na
Tabela D.1. Nela, por simplicidade, as matrizes G, e G, estdo representadas de forma
genérica. Evidentemente, elas devem ser alocadas conforme exposto no apéndice C.

Ressdlta-se que a solucdo do sistema ditado pela Eq. D.1 é possivel, desde que sgam
impostas as condic¢Bes de contorno aos nos 1 e 4 e sgja verificada, em cada elemento e em
todos os possiveis “mosaicos” de elementos, a condicdo de estabilidade, evidentemente

considerando-se 0 enriqueci mento.
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TabelaD.1 - Montagem do sistema resolutivo com enriquecimento

Colunas dereferéncia para montagem

Grausdeliberdade em Grausdeliberdadeem
tensdes deslocamentos
Trecho Trecho
Cy, C, d, | R | A
Ad, Ad,
Montagem do sistema P'X'= Q'
PI XI Q‘
F o -G, "Gy, 0 €1
O F2 -Gz -AGZFE3 _AG21—~e4 C2
-G, -G’ x d, = -y
_AGlresT 'AGZFesT O Ady (o)
o -DG,p " Ad, -Adp,,

Matrizes: - AG, €-AG;'

Matrizes: - AG, €-AG, "

Vetor: - Aqg;

«  Verificagdo ao equilibrio de tensdes nos trechos enriqueci dos:

Verifica-se que o equilibrio de tensdes também esta presente na formulacéo hibrida-
Trefftz com enriquecimento. Agora, ele é estabelecido em forma fraca nos trechos
enriguecidos.

Defato, considerando-se a quarta linha do sistema ditado pela Eq. (D.1), escreve-se:
- AG," ¢, - AG,' ¢, =-Aq, (D.8)
De acordo com atabelaD.1, a Eq. (D.8) adquire o aspecto:
~ Gy, '€ - AG, ¢, [ o
0c; - AG,r,,"C; - Adr,, | (D.9)
—_——

-A
—AG]_T C]_—AGZT co at

gue a partir do conjunto de equagdes (da Eq. (D.2) aEg. (D.5)) edas aproximagdes t; =T,c, €
t, =T,c, relativas, respectivamente, a aproximagdo dos campos de tensdes no contorno dos

elementos, pode ser reescrita como:
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- [aUp, "t dr - (AU Tt dT 0
Fe3 Fe3 _ T Tr
~ =1- AU, 'tdr
Oc; - J'AUFMTt2 dr { r£4 Tes } (D.10)
Te
! -Agt
-AG1T c1-AGy T ¢y
A Eq. (D.10) leva aduas relagbes de interesse, quais sejam:

[AU, " (t +t,)dr =0 (D.11)
le3
J.AGre4T (tZ —t_)dr :0 (D.12)

Te4

A primeira estabelece, de forma fraca, a continuidade de tensdes na interface dos

elementos. Observa-se que 0s pesos so as funcgdes utilizadas na aproximacdo do campo de

deslocamentos no contorno. De maneira andloga, a segunda promove o equilibrio entre as

tensbes e as forcas de superficie na face carregada. Dai percebe-se a importéncia do
enriquecimento na continuidade da aproximagao de tensdes.
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