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LISTA DE SIMBOLOS

Geral:

e Cada ponto sobrescrito a uma variavel indica uma derivagdo em relagéo ao tempo;

e (Cada apostrofe acompanhando uma variavel indica uma derivagdo em relagéo ao
espago;

e Valores numéricos entre parénteses indicam expressodes e igualdades matematicas;

e Valores numéricos entre colchetes indicam referéncias bibliograficas;

e Letras entre colchetes indicam matrizes;

e Letras entre chaves indicam vetores;

e A letra T (maiuscula) sobrescrita a direita de um par de chaves ou de colchetes
indica a transposta do vetor ou da matriz respectivamente;

e A abreviagao SIM no canto inferior esquerdo de uma matriz indica simetria;

Descrigao dos parametros:

a Numero de onda;
o Numero de onda relativo ao problema discreto;
a Variavel auxiliar de alocagéo dindmica;

Area da segao transversal;

B Ponderador de Newmark;

Cr Velocidade de referéncia;

Cs Velocidade de referéncia da onda cisalhante;
C, Amplitude de deslocamento onda incidente;
C’ Amplitude de rotagao da onda incidente;

[C] Matriz de amortecimento global;

[C]; (i €IN) Matriz de amortecimento local do elemento j;
E Médulo de elasticidade;

e Numero de Neuper;

{f} Vetor de agbes externas;

Y Relacgao cr/cs;

G Médulo de elasticidade transversal;

n Relacao ay /o

i Unidade complexa;




v Amplitude da onda incidente;

Momento de inércia da segao transversal;

Variavel auxiliar de alocagao dinamica;

K Amplitude da onda refletida;
k Variavel auxiliar de alocagao dinamica;
Kk Coeficiente de cisalhamento;
[K] Matriz de rigidez global;
[K]; (i €IN) Matriz de rigidez local do elemento j;
AR Comprimento de onda de referéncia;
L Comprimento longitudinal do elemento;
[M] Matriz de massa global;
[M]; (i €IN) Matriz de massa local do elemento j;
M Momento fletor;
v Coeficiente de Poisson;
n Variavel auxiliar de alocagéo dinamica;
p Massa especifica;
r Raio de giracao;
o] Relagao Ar/L;
Rotagao da segéo transversal da viga;
S| (i €IN) Angulo ay/L;
T Amplitude da onda transmitida;
t Tempo;
T Passo de tempo;
TR Periodo de referéncia;
u; (i €IN) Deslocamento no no j;
u (G,n €IN) Deslocamento no né j no n®*™ passo de tempo;
{u} Vetor de deslocamentos;
{u}; (i €IN) Vetor de deslocamentos do elemento j;
V Forga cortante;
) Frequéncia angular de oscilagao;
N Frequéncia angular natural de oscilagéo;
& Relagao T/Tg;
X Espaco;
Y Distorgéo devido ao cisalhamento;
y Deslocamento transversal da viga;
Z Relacgao r/ig;




TERMOS TECNICOS

Dispersao

Erro associado a imprecisédo da integracdo numérica;

Disperséao de velocidade

Efeito espurio

Erro do valor numérico da velocidade de propagacao;

Fendmeno que ocorre no problema numérico, mas nédo no

Equacéo de diferengas

Erro de truncamento

Frequéncia espacial

Integracdo numérica

Matrix de massa consistente

Matriz de massa concentrada

Onda evanescente

tedrico;

Aquela que resume a equagao regente em termos
discretos no tempo e no espaco;

Erro proveniente da expansdo em série dos termos
envolvidos na equagao de diferencas;

O inverso do comprimento de onda;

Descrever um parametro ou uma equagdo diferencial
através de um sistema discreto;

Modelo classico com matriz de massa “cheia”;

Aquela que possui apenas os termos da diagonal principal

como n&o nulos;

Vibragdo dotada de um decaimento exponencial, em

Ordem de erro

amplitude, ao longo do sentido de propagagéo (dominio do
espaco);

Poténcia relativa a primeira parcela restante da expansao

Ponto de bifurcagao
Quadratura numérica

Reflexao espuria

em séries dos termos discretos envolvidos;
Valor onde a raiz de uma equagao assume valor complexo;
Sindnimo de integragdo numérica;

Onda refletida na interface de dois elementos adjacentes,

devido a diferenga geometrica entre eles;



RESUMO

NORONHA NETO, CELSO C. Matriz de Massa de Ordem
Elevada, Dispersao de Velocidades e Reflex6es Espurias. 1995.
100 f. Tese (Doutorado) — Escola de Engenharia de Sao Carlos,
Universidade de S&o Paulo, Sdo Carlos, 2008.

O assunto principal deste trabalho € qualificar, quantificar e
implementar o comportamento numeérico de estruturas discretizadas
através do método dos elementos finitos. Serao abordados apenas
os elementos lineares unidimensionais dinamicos, porém a
aplicabilidade da formulagdo proposta pode se estender para
elementos bi e tridimensionais lineares dinamicos. Inicia-se com
uma introducdo ao tema. Com certo desenvolvimento matematico,
pode-se isolar analiticamente a parcela relacionada ao erro
numeérico. Elevando a ordem do erro de truncamento, obtém-se
precisao elevada na resposta numeérica. Inspirado no integrador
temporal de Newmark, projetam-se elementos que apresentam
estabilidade incondicional para os chamados efeitos espurios. O
efeito evanescente é um fendmeno espurio onde a onda se propaga
ao longo da estrutura acompanhada de um amortecimento
puramente numeérico ao longo do dominio do espaco. Outro efeito
analisado é a reflexdo espuria. Quando dois elementos adjacentes
tém comprimentos diferentes, surge uma onda de reflexdo (ou duas,
no caso do elemento de viga) na interface deles. Tal onda, também
de origem puramente matematica, existe devido a diferenca entre
as massas e as rigidezes absolutas dos elementos envolvidos,
independente do fato de que eles tenham as mesmas
caracteristicas fisicas. A relagdo entre o incremento de tempo e o
periodo de oscilagdo € convenientemente empregada como
principal parametro para quantificar a discretizacdo no dominio
temporal. No dominio do espago, a relagao empregada é entre o
comprimento do elemento e o comprimprimento de onda.

Palavras-chave: Dinadmica estrutural, Elementos finitos, Ondas
evanescentes, Ondas espurias, Precisdo numérica, Timoshenko.



ABSTRACT

NORONHA NETO, CELSO C. High Order Mass Matrix, Velocity
Dispersion and Spurious Wave Reflection. 100 p. Thesis (Doctor
Degree) — Engineer School of Sdo Carlos, University of Sdo Paulo,
Sao Carlos, 2008.

The main subject of this work is to qualify, quantify and implement
the numerical behavior of discrete structures through the finite
element method. It will be investigated only the dynamic one-
dimensional linear elements, but the applicability of the proposed
formulation can be extended to the bi and tri-dimensional cases. It
begins with an introduction to the theme. With some mathematical
development, the related numerical error can be isolated
analytically. Once the truncation error is isolate, a high precision
numerical response is obtained. Inspired in the Newmark time
integrator, unconditionally stable elements for spurious effects are
idealized. The evanescent effect is a spurious phenomenon where
the wave propagates along the structure subjected to a numerical
damping in the spatial domain. Another effect analyzed here is the
spurious wave reflection. When two adjacent elements have
different lengths, a reflected wave exists (two waves for the beam
element) at their interface. This wave, which meaning is purely
mathematical, exists due to the difference of their absolute mass
and stiffness between the finite elements involved, even when both
elements have the same physical properties. The rate between the
time increment and the period of oscillation is conveniently
employed as the main parameter to quantify the time discretization.
In the spatial domain, the used parameter is the relation between
the element and the wave length.

Keywords: Structural dynamics, Finite element, Evanescent waves,
Spurious wave reflections, Numerical precision, Timoshenko.



CAPITULO 1

Introducao

O constante interesse por parte do setor industrial, impulsionado pelo
mercado ja em nivel globalizado, de desenvolver produtos cada vez mais
competitivos é responsavel pela exponencial taxa com que surgem novos recursos
computacionais direcionados ao ramo da engenharia, onde, inevitavelmente, o
comportamento estrutural do produto fabricado deve ser investigado para diversas
condicbes. Entretanto, a limitacdo constante de uma analise estrutural por
elementos finitos se encontra na velocidade de resolugao algébrica, na precisao
das respostas obtidas e na estabilidade do sistema. Assim, € comum o uso de
computadores especiais dotados de diversos processadores para analises

estruturais que, ainda assim, perduram alguns dias de processamento.



O estudo apresentado é direcionado para analises lineares dinamicas,
envolvendo propagacao ondulatoria, analise transiente e decomposi¢ado modal.
Embora a nao-linearidade esteja presente na maioria dos cédigos computacionais
encontrados, tais analises estruturais dinamicas sao intrinsicamente lineares.

A formulagéo de elementos finitos com elevada precisdo numérica almeja
contribuir na reducdo do tempo de processamento, uma vez que possibilita editar
malhas menos refinadas. Conjuntamente, também se tem alivio computacional
quando se trabalha com matrizes de massa concentrada.

Certos tipos de sistemas estruturais, assim como de componentes
estruturais isolados, tém melhor representatividade e performance quando
modelados por elementos de geometria unidimensional, tal qual o de barra (trelica)
e o de viga (pértico). A industria automobilistica, por exemplo, emprega elementos
de viga no modelamento do chassis, travessas colunas no pré-projeto de um
veiculo, além de outros componentes como o sistema de suspensao, acoplamento
de malhas, pontos de solda, etc. Muitos componentes estruturais na industria de
Oleo e gas sao dutos (Risers, tubos enterrados, gasodutos, etc.). Como exemplos
de aplicagao na industria aeroespacial, tém-se os stringers (barras de refor¢o de
painéis) e as vigas da fuselagem. Em geral, o tempo de processamento e a
estabilidade do sistema numérico sédo fatores criticos em um projeto. Tem-se
ainda que, em um processo de otimizagéao fisica ou topolégica (D.O.E.), onde um
modelo estrutural discretizado € processado varias vezes seguidas, a redugao do
tempo consumido pela resolugdo do sistema matricial significa uma economia
consideravel no duragao total de execucgéao.

Neste trabalho, propde-se qualificar, quantificar e elaborar uma formulagao
de elementos finitos com melhor desempenho em relagcdo a frequéncia de
oscilagdo no dominio do tempo e do espago. Como sabido, a propagagao
ondulatéria em um modelo de elementos finitos tem natureza dispersiva, onde o
efeito da imprecisdo numérica ocasiona alongamento ou encurtamento do periodo
de oscilagdo e do comprimento de onda. Isto afeta, por consequéncia, a
velocidade de propagacdo das ondas. Além disso, algumas singularidades

numéricas podem ocasionar a falha de toda a analise estrutural. Uma introducéo a



este tema é feita no capitulo 2, onde elege-se abordar o elemento finito
consistente classico de barra, com uma grau de liberdade em cada extremidade,
por se tratar do mais simplificado dos casos.

Ainda no capitulo 2, insere-se o leitor no calculo da quantificacido de dois
efeitos espurios, ou seja, que ocorrem no problema numérico mas n&o no tedrico.
Tais efeitos interferem substancialmente na validacdo de um calculo estrutural.
Como primeiro fendbmeno a ser apontado tem-se a chamada onda evanescente,
que é caracterizada por um decaimento exponencial da amplitude da onda ao
longo de seu eixo de propagacdo. Em seguida, discute-se o caso da reflexdo
espuria, intrinsicamente presente em malhas com elementos finitos de diferentes
dimensdes, dita malha ndo homogénea. Tal onda surge para garantir o equilibrio
de um né compartilhado por dois elementos de comprimento diferentes. Assim,
por uma questdo de compatibilidade fisica, uma onda incidente reflete-se na
interface inter-elementar.

O entendimento do comportamento numérico do classico elemento finito de
barra permite a elaboragdo de integradores visando o suprimento dos critérios de
precisdo e de estabilidade perante os efeitos espurios. O capitulo 3 avanga em
direcéo a este objetivo, resultando em um tipo de formulagao otimizada que € idéia
central do estudo proposto.

Uma vez compreendido o que ocorre numericamente com o elemento finito
simples de barra, parte-se para o capitulo 4, que aplica 0 mesmo estudo ao
elemento finito unidimensional de viga. Adota-se o0 modelo constitutivo de acordo
com a teoria de viga segundo Timoshenko. No capitulo seguinte, estuda-se o
procedimento para criar duas equagdes de diferengas (compostas por termos
discretos) que atendam as equacgdes diferenciais de equilibrio de forga cortante e
de momento fletor. A principio, tal equacdo de diferencas pode ser entendida
como uma combinagao de dados numéricos, possibilitando assim a manipulacao
das variaveis visando obter elevado desempenho para o sistema. Existem
algumas analogias interessantes entre o elemento de barra e o de viga, que s&o

apontadas no texto em momentos oportunos.



CAPITULO 2

Propagacao Ondulatéria e Método dos Elementos
Finitos: Elementos de Barra

2.1. INTRODUCAO

Procura-se neste capitulo apresentar o estudo da dispersao da velocidade
de propagacao ondulatoéria em decorréncia de abordagem numérica das equagdes
de movimento. Trata-se, pois, do estudo de um erro de aproximacédo do tipo
global, cuja natureza € de origem puramente numérica, e que decorre da
modelagem do comportamento estrutural pelo emprego de métodos numeéricos de
integracao [MIKLOWITZ (1960), LIU (1994)]. Com esse propdsito, as atengdes vao
estar aqui voltadas para a modelagem empregando-se o mais simples dos
elementos finitos, que é o elemento finito de barra com um grau de liberdade por

né de extremidade.



Uma vez definido um campo de deslocamentos aproximado no dominio do
elemento correspondente, a equacao diferencial que governa o comportamento,
advinda do equilibrio dindmico, passa a ser representada por uma equacao de
diferengas, a qual exprime numericamente o comportamento do sistema agora
discretizado. Dessa forma, o equilibrio de a¢des passa a ser expresso segundo
um sistema de equagdes algébricas, explicitando-se, pois, segundo notagao
matricial classica. No caso do elemento simples de barra, a equacdo de
movimento em sua versdo numérica se reduz a apenas uma unica equagao
algébrica.

A propagacao ondulatoria em sua versdo numeérica correspondente, bem
como a presenca das chamadas ondas evanescentes, sdo abordados analitica e
numericamente, chamando-se a atencdo para a correspondéncia entre tais
formulagdes matematicas, assim como a correspondéncia entre os resultados da
via analitica e os da via numérica (sistemas discretizados).

Entende-se por onda evanescente aquela solugcdo da equagao de
movimento que ndo apresenta caracteristica de propagacgao, e que esta sujeita a
um amortecimento segundo a variavel espacial, pela presenga de um fator
exponencial com poténcia negativa envolvendo a variavel espago (dessa
caracteristica decorre a denominagdo evanescente). Conforme sera
oportunamente mostrado, outro fendmeno de natureza também puramente
numérica sao as chamadas reflexbes espurias. Este ultimo fenbmeno, também
proveniente da integracdo numeérica da equagdo de movimento, ocorre na
intersecdo de elementos finitos de dimensdes diferentes, ou seja, quando do

emprego de malhas de elementos finitos geometricamente n&o uniformes.

2.2. EQUACAO DE MOVIMENTO

A abordagem analitica classica da equacado ondulatéria (onda de
D’Alembert) decorre do equilibrio axial de barra, e assim se expressa:
,0°u U

— —-—— =0 2.1
ox? ot @1



onde c é a velocidade de propagacgao dada por:

c=_[|— (2.2)

sendo E o médulo de elasticidade do material da barra e p sua massa especifica.
Como se vé de (2.1), a equacgao diferencial em questdo nao privilegia, em termos
do grau de derivagdo, nenhuma das variaveis (espago e tempo). Em outras
palavras, a histéria no tempo do movimento é, a menos da constante c (velocidade
de propagagéo), a mesma que pode ser observada no espaco.

A solugao geral de (2.1) tem a seguinte redagdo em notagdo complexa:

2ni(x—ct) @(Hct)

u(x,t) = C1eT +C,e’ (2.3)

onde A é o comprimento da onda, ¢ a velocidade de propagag¢ao da onda (dada

pela relagao entre o comprimento de onda e o periodo de oscilagao), “i” a unidade

imaginaria, “e” a base do logaritimo natural e C, e C, sdo constantes de integracéo
dependendes das condi¢des de contorno. A primeira parcela do membro direito de
(2.3) corresponde a uma onda propagando no sentido positivo do eixo coordenado
Ox, e 0 segundo a uma onda propagando-se no sentido negativo.

Na dinamica de estruturas, a formulagcdo do método dos elementos finitos
tem como principal objetivo a integracdo das equacgdes diferenciais do movimento
através de uma discretizagédo espacial do problema (integragdo por subdominios),
seguida da integragéo temporal (integragdo passo-a-passo).

Como sabido, para cada elemento k tém-se correspondentemente uma
matriz de massa, de amortecimento e de rigidez, referidas como [M]i, [Clk e [K]k
respectivamente. O vetor que contempla os deslocamentos nos nés do elemento é
chamado de vetor de deslocamentos, cuja simbologia é representada por {u}.
Operando-se sobre as matrizes individuais dos elementos finitos mediante o
auxilio de uma matriz de alocagao, que relaciona os graus de liberdade locais do
elemento (coordenadas locais) com os do conjunto (coordenadas globais), obtém-

se as matrizes globais de massa [M], de amortecimento [C] e de rigidez [K] da
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estrutura. Desta maneira, o método dos elementos finitos permite explicitar o
equilibrio dindmico da estrutura segundo um sistema de equacdes diferenciais na

forma:

[MI{a} + [CHu} + [K){u} = {f} (2.4)

onde {f} representa o vetor de agbes externas, e a notagdo com pontos superiores
indica o grau de derivagcdo em relagdo ao tempo. Neste capitulo, a atencdo vai
estar voltada apenas para sistemas dindmicos ndo amortecidos fisicamente
(propagacéao ondulatéria ndo amortecida).

O numero de equacdes do sistema em (2.4) é igual ao numero de graus de
liberdade global da estrutura considerado na modelagem, sendo que cada
equacao isoladamente vem a ser um equilibrio de agbes segundo uma das
coordenadas. Por exemplo, a j2 linha do sistema matricial (2.1) refere-se a
equacgdo de movimento do j° grau de liberdade.

Ao se solicitar uma estrutura por meio de uma acao externa ou de um
deslocamento imposto, a energia se propaga ao longo da estrutura através de
ondas. Todavia, ao se proceder a integracdo das equagbdes de equilibrio
empregando-se o método dos elementos finitos, além de se ter naturalmente uma
resposta aproximada para os deslocamentos; tem-se, como consequéncia, que o
comportamento resultante € um movimento ondulatério com velocidade de
propagagao também aproximada; e de natureza dispersiva, uma vez que a
velocidade numérica passa a depender, via de regra, do comprimento de onda.

A figura 2.1 ilustra um elemento finito de barra genérico k com dois graus
de liberdade e de comprimento L. Em cada né de extremidade (aqui denominados
1 e 2) é considerado haver um grau de liberdade relativo ao movimento axial

denominado uj, que representa, pois, 0 movimento axial em cada extremidade.

V1] Uz
Kk : Py
1 2

Figura 2.1 — Elemento finito de barra com dois graus de liberdade.
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As matrizes de rigidez e de massa obtidas segundo a modelagem comum
consistente (funcdes de forma lineares) do método dos elementos finitos sao, para

o elemento em apreco, dadas por:

_EA[1 - _pAL[2
K == {_1 J M, = L 2} (2.5)

onde A é a area da secao transversal da barra.

O procedimento para se efetuar o equilibrio de forgas em um né j de um
elemento € a admissao de uma barra de comprimento infinito sujeita a uma onda
incidente que se propaga no seu sentido axial, conforme o ilustrado na figura 2.2.

Nesta representagdo, a nomenclatura empregada para representar o campo de

ésimo

deslocamentos é u;", que indica o deslocamento do nd j no n
[WANG (1992)].

passo de tempo

Onda axial

Ui AVAVAVas u'" Ui+t
¢ ° k k+1 ® c
-1 L j L +1

Figura 2.2 — Barra de comprimento infinito sujeita a uma onda uniaxial.

De acordo com o ilustrado na figura 2.2, sendo admitido que nao haja forga
externa aplicada no né j, o equilibrio dindmico referente esse nd, tendo-se em
vista (2.5) passa a se expressar [AHMADIAN (1998)]:

EA[ , noon AL (.., o en

T(—uj_1+2uj —uj+1)+pT(uj_1+4uj +uj+1):0 (2.6)
onde o expoente n indica que se trata do equilibrio num passo de tempo genérico,
uma vez que a discretizagdo do tempo ainda nao foi considerada. A equacéo (2.5),
que é do tipo diferencial (no tempo) de diferenga (no espago), numa redagao mais

oportuna, se expressa:

6

NE (— ul, +2u] —uf )+ (l'j;‘_1 +447 + U} )z 0 (2.7)

j+1 j+1
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sendo este 0 momento de observar que, numericamente, tal equagao ocupa o
lugar da equacéo diferencial (2.1).

Tendo-se em mente que a solucdo da equacao diferencial de diferenca
(2.7) deve retratar uma propagagao ondulatéria como (2.1), e que a variavel
continua x € agora substituida pela variavel inteira j (x=jL), a solugéo de (2.7) deve
ser do tipo [MULLEN (1982)]:

u" = C.gllin--em) (2.8)

onde C, an € ® sdo respectivamente a amplitude da onda incidente, freqléncia
espacial relativa ao problema discreto e frequéncia angular de oscilagédo da onda.
Vale assinalar nesse ponto que, embora no tempo o problema ainda nao foi
discretizado, ja adota-se em (2.8) para o tempo uma notacgéo discreta; onde por
hora considere-se t = nT, sendo T o passo de tempo (incremento no tempo) e n a

variavel que adiante sera discreta. Assim sendo, para os nos j-1 e j+1 tém-se:

n _ q-iogl,,n
u_" =e"u

(2.9)

n
j+

ia\L

u,."=e ujrI

Analogamente, considerando-se os passos de tempo n-1 e n+1 tém-se

como validas as seguintes redagdes:

(2.10)

Empregando-se na integragdo segundo a variavel tempo o classico
integrador de Newmark [Newmark (1959)], que pode ser sumarizado em termos

dos seguintes operadores hermitianos:
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W = 0"+ (1= 8)a + 8u, T
(2.11)

n+ n *n 1 sn sn
u] 1=uj +ujT+HE—BJUJ +Buj+1}T

onde, como ja referido, T € o passo de tempo (incremento), 6 e B sdo parametros
livres. Tem-se, no caso do operador trapezoidal (6=1/2), a seguinte relagéo entre a

aceleracao e o deslocamento:
Vu" =T?(1+BV)i," (2.12)

onde V representa o operador de diferenca:

Vu"=u""-2u"+u™" (2.13)

J ]

Em outras palavras, a eq. (2.12) permite exprimir a aceleracdo em termos
dos deslocamentos. Com isso, tendo-se em vista (2.12), a equagéao diferencial de
diferenga (2.7) permite uma nova redagéao, ou seja:

j+1 j+H1

2
V(u;‘_1 +4u] +u] )+%(1+BV)(— uj, +2uf —uj ): 0 (2.14)

que vem a ser a equacgao de diferenca que, numericamente, substitui a equacéao
diferencial (2.1) que governa a propagacgao ondulatoria em apreco.

Por outro lado, tendo-se em vista (2.8) e (2.10), o operador (2.13) ganha a
seguinte redacgao:

VU = 2(cos(oT)-1)u/" (2.15)

J

onde, mediante o emprego da classica equagéo de Euler, os termos complexos
acabam sendo anulados.

A equacéo (2.14) ganha uma nova escrita, ou seja:

6T°E
L2

(1-cos(ayL)fu" +BVuT)=0 (2.16)
P

(2+ cos(a L)Vl +
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ou ainda, por for¢a do expresso em (2.15):

3T°E

L2

(2 + cos(aL)\cos(wT)—1)+ (1-cos(oL))1-2B + 2B cos(wT)) |u] =0 (2.17)

que, de certa forma, consiste num problema de autovalores de dimensao um, cuja
solugao nao trivial obtém-se sendo imposto que o termo entre colchetes seja nulo.
Vale apontar que quando ha mais de um unico grau de liberdade por no, tem-se
uma equacao caracteristica em formato de um sistema matricial, culminando em
um problema de autovalores e autovetores. Ainda, caso houvesse um maior
nuamero de pontos de integracdo no tempo e/ou no espago, surgiriam novos

termos cossenoidais.

2.3. ESTUDO DA DISPERSAO NUMERICA

No sentido de facilitar o estudo em questdo, € conveniente expressar a

equacgao (2.17) em termos de parametros adimensionais, ou seja:

(2 + cos(ayL )N cos(2n&) — 1)+ 3p?e?(1— cos(a,L )1— 2B + 2B cos(2nE)) = 0 (2.18)

onde:
CR — % , TR _ 2;( , )\“R = CRTR (2198)
AR T
- R : - 2.19b
p L £ T, ( )

onde cr, Tr € Ar Sd0 respectivamente a velocidade, periodo e comprimento de
onda analitico. Percebe-se que os parametros adimensionais p e ¢ retratam em
termos adimensionais uma medida da discretizagdo adotada; o primeiro relaciona
o comprimento de onda de referéncia com o comprimento do elemento, e a
segunda é a razdo entre o passo de tempo com o periodo de oscilagao.
Explicitando-se cos(anL) por meio da equagao (2.18), chega-se a

expressao que define a propagacéo numerica no elemento, ou seja:
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cos(ay )= P 028K + (6p¢?B +2)cos(2n) - 2 (2.20)
3p2(1-2B)e? + (6p2e2B — 1)cos(2nt) + 1

ou ainda:

N9 2P o cos 3p2(1-2B)e? + (6p2§2[3 + 2)cos(2n§)—2 (2.21)

o 2n 3p2(1-2B)e? + (6p2E2B — 1)cos(2n&) + 1
onde:
_2n
w= 2 (2.22)

vem a ser a frequéncia espacial analitica.

Como primeiro exemplo de aplicagdo, seja considerado o caso B=% e
£=0.2, cujo resultado acha-se ilustrado na figura 2.3a), no qual é fornecido o valor
de n em funcdo da variavel p. Neste grafico, verifica-se que a curva evolui
assintoticamente para o valor n=1.15 aproximadamente. Isto significa que o erro
referente a discretizagao temporal permanece com a mesma ordem de magnitude
mesmo que haja um refinamento na discretizagdo espacial. Observa-se na figura
2.3b) que a assintota € bem mais préxima da unidade quando &=0.01.
Comparando-se ambos, € visivel que as formas das curvas sdo idénticas,
verificando-se que a diferenga entre elas consiste apenas numa translacéao.
Atribui-se a essa caracteristica o fato de que a modelagem espacial do elemento &
a mesma.

E também interessante, na analise da variagdo de um parametro em funcéo
de duas variaveis, um exame do grafico em superficie. Admitindo tanto o valor
classico =" quanto o modelo de diferengas centradas (f=0), a figura 2.4 mostra
o comportamento da relagdo n em fungédo de p e €.

Através destas representagdes é possivel observar que, de forma geral, a
resposta numérica da frequéncia espacial € maior que a tedrica quando p=", e
menor quando B=0. Nesta circunstancia, é instintiva a especulacédo de que haja
um valor intermediario de B que resulte numa melhor resposta numérica da

discretizacdo no dominio do tempo. Uma vez que o integrador espacial € 0 mesmo
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em ambos os casos, é esperado que qualquer curva no plano p-n possua o

mesmo formato, independente da quadratura temporal.

a) 1.1sf b) |
1.125
1.1 0.98
_ 1075 0%
1.0 -
1.025} 0.94
y 0.2
0.975
5 10 15 20 25 30
P
C) 1 d) 4
0.975 0.98
0.85
- _09%
= 0925 =
0.9 0.94
0.875 0.92
0.85
5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30
P ]
Figura 2.3 — Relacdo on/a para a) f="4 e £=0.2; b) p="a e £=0.01; c) p=0e £=0.2 e
d) p=0 e £=0.01.

52 T2
e T o oot o A A
A R A e P
7 “ES L7

Figura 2.4 — Relagao an/a para a) p=" e b) p=0.

E interessante verificar o comportamento do elemento finito diante uma
semi-discretizacao espacial, onde se considera a resposta analitica no dominio do

tempo. Nesse sentido, seja considerada a equagdo de movimento (2.6) tendo-se

em conta o expresso em (2.9), ou seja:
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2.2
1(2 +cos(oyL))u;(t) + w_[)22(1 —cos(ayL))u;(t)=0 (2.23)
3 (2n)
onde uj(t) representa o deslocamento do n6 j no instante t.
Substituindo-se na equacao (2.23) o campo de deslocamentos semi-

discretizado dado por:

u,(t) = C.ellientret) (2.24)

chega-se entdo ao valor:

n= zﬂnarccos(spi%nz - 2] (2.25)
Por outro lado, ao se plotar a curva correspondente a (2.25), chega-se um
grafico idéntico ao mostrado na figura 2.3b. Isto pode ser evidenciado
matematicamente na igualdade (2.25) ao se efetuar o limite de & tendendo a zero.
Verificando-se entdo o limite de n expresso em (2.25), para p tendendo a
infinito, chega-se ao valor unitario. Todavia, aplicando o limite na igualdade (2.21),

para p tendendo a infinito, tem-se:

_sen(n&) 1

ol = szs(cos(zna)—m (2:29)

A figura 2.5 exprime o comportamento de (2.26) para dois valores de .

Matematicamente, é possivel verificar que esta expressdo tende a unidade

quando £—0.
a) 2.4 b) 1 i
22 0.95
2 5
._33 18 I 0.9
E16 £ oss 5
1.4
12 0.8 |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0 0.1 0.2 03 0.4

Figura 2.5 — Limite da relagao an/a para p—o com a) f=%a e b) p=0.



18

Os estudos realizados até agora mostram o quanto a resposta numérica
depende das duas parcelas distintas de erro: uma devido a discretizagao espacial
e outra proveniente da discretizacédo temporal.

Do ponto de vista matematico, o valor numérico da frequéncia espacial
oy resultante da equacado transcendente (2.20) pode assumir uma forma
puramente imaginaria em casos quando o segundo membro dessa igualdade tem
modulo com valor maior que a unidade. De acordo com o campo de
deslocamentos (2.8), isto acarreta a ocorréncia de expoentes reais negativos no

dominio do espaco, ou seja:

U? — Cie—lm[uN]jLe—ian (227)

Em outras palavras, trata-se de um fenbmeno de natureza puramente
numérica que, pelo fato de se ter uma oscilagdo com decaimento exponencial ao
longo do espago, conhecido como onda evanescente, ndo ha propriamente
propagacao envolvida.

Com o intuito de apontar a regido do dominio onde a frequéncia espacial é

complexa, a figura 2.6 apresenta a imagem no eixo de Gauss de an/a.

S
i\

‘,‘.3;;;:\‘\\\\\

5

"’\‘?‘\\‘“ N

S5
pstLv ey
LRI
SRS

Figura 2.6 — Imagem de an/a com a) B="a e b) p=0.

De acordo com a equacgao (2.20), o dominio onde o valor da frequéncia

espacial assume valor real é dado por:
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1< 3p?(1-2B)e? + (6p?E2B + 2)cos(2nE) — 2 y

2 2 2,2 (2.28)
3p“(1-2B)&° + (6p-E°P—1)cos(2nE) +1

sendo que a solugdo desta inequacado permite concluir que o valor limite de p

neste caso € dado por:

Pim =\/ 1~ cos(2nt) (2.29)
6(&° —2&°B + 2£°B cos(2n8))

Governado pela igualdade (2.25), a frequéncia espacial relacionada ao

caso semi-discretizado no espaco tem como limite:

Pim = — =1.81 (2.30)

V3

De fato, este valor também é obtido quando realizado o limite £—0 na

expressao (2.29).

2.4. EXEMPLO DE APLICACAO

O exemplo considerado neste item é o de uma barra de comprimento total
Lt simplesmente engastada numa extremidade, com uma forga dinamica
F(t)=sen(wt) de excitacdo aplicada na extremidade livre, € um numero genérico ne

de elementos finitos, conforme o esquema da figura 2.7.

Figura 2.7 — Exemplo considerado.

Considera-se nesse exemplo de aplicagdo modulo de elasticidade do
material altamente flexivel (visando facilitar a visualizagdo) como sendo E=2 kPa,
massa especifica valendo p=2500 kg/m®, area da secdo transversal A=0.05 m?, e

comprimento total Lt=10m.
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Para o exemplo em questao a terceira frequéncia angular natural analitica
vale 22.2rad/s, e a sexta ale 48.9rad/s. Admitindo-se uma malha com 20
elementos (ne=20), incremento de tempo T=0.02s, e considerando-se =", tem-se
entdo a figura 2.8, o qual ilustra uj", em metros, para freqiéncias
convenientemente proximas dessas analiticas.

Um exame das superficies ilustradas na figura 2.8 permite verificar que
existe uma frente de onda se propaga numericamente, e que o campo de
deslocamentos expresso em (2.8) € exatamente o que ocorre. Os parametros

adimensionais para cada caso estao dispostos na tabela 2.1.

20

Figura 2.8 — Campo de deslocamentos u;", em metros, para a) ®=22rad/s e
b) ®=49rad/s.

Parametro | @ (rad/s) | Tr(s) [Ar (M)| p £
Caso a 22 0.286 | 8.08 [16.16{ 0.07
Caso b 49 0.128 | 3.63 [ 7.25| 0.16

Tabela 2.1 — Parametros adimensionais de cada caso.

Tendo-se em conta ser extremamente complexa a formulacdo de uma
rotina voltada para a determinacdo da velocidade de propagagao da frente de
onda, a partir da resposta em deslocamentos de um modelo discretizado; recorre-
se, portanto, a uma aproximagdo numeérica da expressao proveniente da
diferenciagéo por partes de uma onda que se propaga no sentido positivo do eixo

Ox correspondente, ou seja:
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ou(x—ct) _ du(x—ct) (2.31)
ot OX

Tendo-se em conta uma simplificada equacgao elementar de diferencgas para

correspondente ao expresso em (2.31), ou seja :

n+1 n
u. —U.
c= —[;JE (2.32)

n n
Uj+1 _uj T

Os resultados de (2.32), langados nas figura 2.9a) permitem inferir que,
quando a primeira derivada no espaco do deslocamento € praticamente nula, o
integrador (2.32) apresenta certa perturbagdo. Naturalmente, para uma
discretizacdo mais refinada, como € o caso dos resultados langados na figura
2.9b), a velocidade de propagacgéao e a aproximagao (2.32) s&o mais precisas.

a)2.5

2,
1.5 4
1,
& 0.5

t(s) t(s)

Figura 2.9 — Relagao c/cg no n6 2 em fungéo do tempo para o exemplo descrito,
com a) n=20 e T=0.02s e b) n,=200 e T=0.001s.

Para verificar a presenca de ondas evanescentes [MULDER (1999)], seja o
caso de discretizar o exemplo em questdo com 25 elementos (n.=25), incremento
de tempo valendo T=0.001s e B="4. Segundo a expressao (2.29), com o auxilio de
(2.19), esta configuragdo tem como freqiéncia limite um valor de 38.79Hz. Desta
forma, ondas com freqiéncia acima desta sdo evanescentes. Sabendo-se que o
caso discretizado conta com 25 freqUéncias naturais, torna-se necessario filtrar o

sinal de resposta em uma faixa de dominio de interesse. Portanto, seréo
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consideradas duas bandas distintas, uma abaixo e outra imediatamente acima da
frequéncia limite. A figura 2.10 descreve a fungao de amplitude H(w) de cada filtro.

O procedimento é captar os deslocamentos dos nés 1 e 24 no decorrer do
tempo. Visando verificar a propagacao da onda, solicita-se a barra com freqiéncia
de 35Hz com consequente filtragem abaixo do limite (filtro azul). Em seguida
altera-se a frequéncia para 45Hz, filtrando os sinais com a banda acima do limite
(filtro verde). O resultado é exposto na figura 2.11, onde as linhas azul e verde séo
respectivamente o deslocamento do né 1 e 24, respectivamente. A linha vermelha
representa o deslocamento nulo. Segundo este grafico, é notério que a onda é

evanescente para o segundo Caso.

0 USRS USRNSSR HOE SN SO i
§ E = R Rt TETREPEFTEEL PN TREEEE B BEEES EPREES PEPEPRREE -
£ [ S | SSRGS, 51| BSOS, SUSSS| (S, | SRS =
; 04 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, -
E 1 1 1 H 1
] poeooeees R A Al B A 1 . :
' ' j ' Figura 2.10 — Filtros passa-banda
, , , , empregados nos calculos.
DD 10 20 30 40 50 B0
Frequencia (Hz)
w10° 107
a) b) 1F
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o (4]
[>
[
——
I ——
o o
o b £
=
—=
——
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=]
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_ ]
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= =1

2 . .

[ |

]

=]

_— 1

1 L 1 L al
0 01 0z 0.3 0.4 058 06 0 0.1 0z 0.3 0.4 0.5 06
Termpo () Termpo (s)

Figura 2.11 — Deslocamentos dos nés 1 e 24 (linhas azul e verde respectivamente)
para a) 35Hz e b) 45Hz.
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Do ponto de vista pratico da engenharia de estruturas, o conhecimento do
limite maximo permitido para a frequéncia de oscilagdo, auxilia na escolha do tipo
de elemento finito da analise, de modo a se evitar as anomalias decorrentes da

participacao de ondas evanescentes.

2.5. REFLEXOES ESPURIAS

Como visto, para calcular a propagacdo numérica foi empregada uma
malha uniforme com elementos providos de caracteristicas dimensionais idénticas.
Tal cenario nem sempre é possivel ou viavel em certos modelos estruturais reais.

Uma vez que a solugado é obtida empregando-se integragdes aproximadas,
envolvendo equagdes de diferenca, com velocidade de propagag¢ao que depende
da dimensao da malha, é de se esperar, como de fato se verifica, que, na unido de
elementos de comprimento diferentes, surja reflexdo de onda, dita espuria, por
ocorrer apenas no problema numérico e ndo no analitico [JIANG (1991), BAZANT
(1978)].

Para um exame mais atento dessa questdo, considere-se uma barra de
dimensao infinita trabalhada com a malha ilustrada na figura 2.12. A barra esta
dividida em duas partes semi-infinitas, uma a esquerda e outra a direita, indexadas
respectivamente por 1 e 2. Admite-se entdo que o comprimento L1 de cada um dos
elementos da parte esquerda seja diferente do comprimento L, dos elementos da
parte direita. Considere-se nesta barra uma onda incidente que se propaga da
esquerda para a direita. Em decorréncia do equilibrio de for¢cas no né j, a malha

nao homogénea conduz ao surgimento de uma onda espuria refletida.

Onda incidente

Uit . AVAVAVas u;" " Uj+1
¢ e * °
j_1 L1 H L2 J+1

Onda espuria Onda transmitida

paVAVAVAREERAVAVAVae

Figura 2.12 — Configuragéo para o calculo da onda espuria.
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Devido a condicédo de interface entre os elementos, a amplitude da onda
transmitida sera a soma das amplitudes da onda incidente e da onda refletida, de
amplitudes ¢ e « respectivamente. A parcela incidente é caracterizada pela
propagagdao em sentido unico, enquanto a parcela espuria pela propagagao em
dois sentidos, de forma emigrante no né j. Assim, os vetores de deslocamentos

para o elemento simples de barra sao:

b=z Jer = Mei& } " K{eis1 He‘wﬂ (2.33a)

1 1

Up =z e =¢ 1 + K 1 e (2.33b)
)=l = fof 1 L] L

onde s representa o angulo anL e os indices 1 e 2 indicam tratar-se de grandezas
relativas ao elemento da esquerda e o da direita do no j, respectivamente.

Cumpre notar que o fendbmeno da reflexdo espuria manifesta-se
independentemente da discretizacdao temporal adotada. Para demonstrar isso,
parte-se inicialmente para um modelo analitico no tempo e discretizado
espacialmente. O modelo analitico no tempo permite relacionar a aceleragao com

o deslocamento na forma:

i )= -0 lu; | (2.34)

implicando-se na equacao de movimento:

(K3 = 2™z P §+ (K5 |- w?[Ms Juz = 0 (2.35)
| 1_ %P3 . 1 %P}

K:]= o 11 [KZ]_(Zn;W{1 1) (2.36a)

=6 ml=vl Y (2.36b)

y==2 (2.36c)
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A maneira expedita de se encontrar a amplitude da onda refletida consiste
em se substituir as equacgdes (2.33) e (2.34) na (2.35). Isolando k/¢ na expressao
assim obtida, encontra-se finalmente a relacdo entre a amplitude espuria a e

incidente, na forma:

K 3ptle™ iy —ety)-1-2n'yle™ (e + 2y +2)+y]
0 2nlyle®y +e™ |1+ 26" (1+ y)[ - 3p2[e™ (™ — 1)+ e™yle™ 1)

(2.37)

onde p; representa a taxa de discretizacdo espacial dos elementos ao lado
esquerdo do no j.

Para o caso do integrador  de Newmark, a equagdo de movimento é:

[(1+ 28(cos(2ne) 1)K, ]+ 2[M, Jcos(2ne) ~1)}u; |+

- +[l1+ 2p(cos(2ne) 1)K, }+ 2 Yeos(2re)-1); -0 @58
K, |=e2p2-1 1 K,]= éz\l‘]’f h -1 (2.38b)
=& 4 o Mmlevl Y (2.38¢)

Sendo denominado como parcela incidente e espuria os vetores indexados

com | e S, separam-se as parcelas de (2.33) na forma:

uy =¢{eis} ; U, =¢{ 1 } ) Uss =K{eis} ; Uz =K{ 1 } (2.39)
’ 1 ' e ’ 1 ' e

Permitindo-se escrever as relagdes:

* is. 1 0 * * O ei(82781) *
u,=¢ {0 ei(asﬂ}uzl o Us = [1 0 Uzs (2.40)

que substituidas em (2.38) retornam:
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0 ei(sz -5,

[(1+ 2B(cos(2re) - 1)K, ]+ 2[M, Jcos(2rg) - 1)] + - - *
o {[Kz]w + 2 [M2 ](COS(ZTC&)— 1)}[1 0 } Uys =0
W

O ei(32—31)

1+ 28(c05(25)- K, ]+ 2M, Foos(2xe) 1]+ - ]
)} Uy, +-

-+ €"[[1+ 2p(cos(2ne) - K, |+ 2IM, Joos(2rt) - 1){1 0
(2.41)

gracas as propriedades:

a, 0] [K]J[O a] . a, 0] 0 a,
[KZ{O aj_TL O} ’ [Mz{o aj_W[M{a 0} (2.42)

com ag e a, arbitrarios.
Desenvolvendo a equacgao (2.41) através das igualdades (2.39) conclui-se

que a relagao entre as amplitudes k/¢ passa a ser expressa por:
(v1 +%V2Ju;’| =0 (2.43a)

V, =[(1+2B(cos(2r&) - 1)K, ]+ 2[M, [cos(2r& ) - 1)]+ - -

e[ 2peos(zne) -k Jo 2 Jeos(zne) o )| 44

V, =[(1+2B(cos(2n)- 1)K, ]+ 2[M, [cos(2r&) - 1))+ -

e 2peostene) - b b Joostene) -] )| 4

Segundo (2.43a), a parcela espuria é inexistente quando V1.u*;; € nulo. De

fato, efetuando tal produto tem-se:

Vuj, =[(1+2p(cos(2ng) - 1)K, ]+ 2[M, [cos(2r) ~ 1), —---

---+¢[(1+23(cos(2n§)—1))[K2]\41+§[M2](cos(2n§)—1)}{el1} (2:44)
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A figura 2.13 é a plotagem da expressao (2.37) para alguns casos de
discretizagao espacial, acusando-se que, por uma questao energética, a amplitude
da onda refletida ndo pode ser superior a da onda incidente. Quando a relagao
assume valor unitario, presencia-se um fenbmeno similar ao do tipo “wipe-out”,
com a diferenca de que a onda refletida € evanescente, conforme exprime a figura
2.14.

08

06 1
VEE-S — ()

04 @  Figura 2.13 — Médulo da relagao

02 { i k/¢ do modelo semi-discretizado

e TP 1 P st Ry avy para l) p1=3, Il) p1=5, lll) p1=7 e
1 15 2 25 3 V) p1=10.

4]4

—

@y Figura 2.14 — Imagem no eixo de
Gauss da relagéo x/¢ do modelo
semi-discretizado para I) p1=3, Il)
p1=5, lll) p1=7 e IV) p1=10.

Arg[-

i
- (V)

126 156 175 2 2% 256 275 3
¥

Visando evidenciar a influéncia do integrador temporal, a figura 2.15 ilustra
0 moédulo k/¢ para alguns casos, mantendo a discretizacdo espacial fixada em

p1=5.

IE — & Figura 2.15 — Médulo da relagéo
' & /¢ do modelo discretizado para I)
b B=1/4 e £=0.2, 1) B=0 e £=0.2, III)
=™ B=1/4 e £=0.05 e IV) B=0 e
£=0.05.
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Nota-se que a tendéncia da quadratura temporal €, naturalmente, a
resposta semi-discretizada mostrada na figura 2.15.

No sentido de ilustrar o aparecimento de reflexao espuria, considere-se o
caso de uma barra simplesmente engastada numa extremidade, como ilustra a
figura 2.16, com mddulo de elasticidade valendo E=2 kPa, massa especifica
p=2500 kg/m®, area da secdo transversal A=0.05 m? e com 6m de comprimento
total, sujeita a uma solicitagdo axial F(t)=sen(ot) kN. Objetivando-se, pois,
evidenciar a presenca de reflexbes espurias, divide-se a barra ao meio; e
discretiza-se o primeiro trecho com 4 elementos e o segundo com 2 elementos,

criando-se assim uma malha ndo-homogénea conforme o esquema da figura 2.5

. 075m |, _075m _ 0.75m |, 0.75m _ 1.50m ‘ 1.50m N

Ml 21 31 41 si GJ 7

Figura 2.16 — llustragao da malha ndo-homogénea.

A quarta frequéncia natural analitica dessa barra vale 51.8rad/s. Portanto,
empregando-se um passo de tempo de 0.025s, com =1/4 e uma excitagdo com
freqiéncia angular valendo ®=50rad/s, os parametros adimensionais
correspondentes adquirem os valores p1=4.73 e £=0.20. A figura 2.17 ilustra o
campo de deslocamentos u;", em metros, nos 5 primeiros nos.

Para ilustrar a presencga da reflexdo espuria, a figura 2.18 € o resultado da
diferenga, em metros, entre o modelo homogéneo de 8 elementos iguais com o

heterogéneo descrito acima.

Figura 2.17 — Deslocamento u;" nos 5
primeiros nés da malha nao-
homogénea.
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Figura 2.18 — Diferenga entre o campo
de deslocamentos homogéneo e
heterogéneo nos 5 primeiros nés da
malha.

Esta ultima superficie aponta que a amplitude da reflexdo espuria € de
aproximadamente 50% da amplitude da onda incidente. De fato, interpretando a
figura 2.18, o valor de k/¢ para uma configuracdo adimensional proxima desta

mostra resultado coerente com esta magnitude ai apontada.
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CAPITULO 3

Algoritmos de Integracao para Elementos de Barra
com Quadraturas de Ordem mais Elevada e Matriz
de Massa

3.1. INTRODUCAO

O comportamento numérico de um elemento finito em analise dinamica,
conforme sabido, depende sobremaneira dos erros de truncamento de natureza
local e global. O estudo dos erros de truncamento decorre da analise do
desenvolvimento em série das fungdes envolvidas, via de regra, na forma de um
polinbmio de grau finito, os quais dependem do comprimento do elemento
(incremento espacgo) e do passo de tempo (incremento temporal). Este capitulo
pretende apresentar uma metodologia voltada na busca de reduzidos erros de

truncamento, objetivando consequente o aprimoramento das respostas obtidas.
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3.2. COMBINACAQ OTIMIZADA

O equilibrio de agbes em uma estrutura discretizada com varios graus de
liberdade se apresenta na forma de uma equacao de diferengas, conforme ja
discutido no capitulo precedente.

Pois bem, ao se atribuir um campo de deslocamentos exponencial, a
correspondente equacado de diferenca passa a contemplar fungdes
trigonomeétricas, como ja mostrado no capitulo precedente. Por outro lado, as
fungdes trigonométricas envolvidas podem ser expandidas em série de Taylor com

truncamento, por exemplo, do tipo:

cos(oyL)=1-Fall? + L agl —LalL® +O[L®] (3.1a)

sen(oL)= oL —Foil® + Fasl® +O[L"] (3.1b)

onde a notacdo O(L) indica a ordem do chamado erro local, ou a ordem do
primeiro termo do truncamento.

Do ponto de vista matematico, pode-se afirmar que existe uma combinagao
de parametros de discretizagdo no espago e no tempo (parametros inerentes ao
método de integracdo aproximado), de tal sorte a se maximizar a ordem de erro.
Seguindo este objetivo, € natural se esperar que os graus de liberdade do sistema
passam a ser os fatores de combinagao admitidos.

De fato, a expansao dos cossenos com argumentos espaciais na equagao
(2.17) resulta em uma aproximagado da equacao diferencial de propagacao da
onda uniaxial. Com a liberdade de se escolher os paradmetros relativos a cada
termo das matrizes de rigidez e de massa, busca-se aqui investigar uma
aproximacgao que permita zerar as parcelas de menor ordem de erro.

Por exemplo, no caso do elemento simples de barra, para o qual as
matrizes de massa e de rigidez do elemento sao de ordem dois (concebidas desta

forma a fim de facilitar o rearranjo dos termos), quais sejam:

[M]k{”‘z ms} ; [K]k{kZ kﬂ 52)
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na montagem das correspondentes matrizes do conjunto, a contribuicdo dos
elementos (admitindo o modelo de viga infinita da figura 2.2) se da na forma

esquematica que se segue:

2m, m, 0 U 4 %k, k; O u.

1
m, 2m, m, U, ¢+ k, 2k, ks u, p=10} (3.3)
0 m, 2m, u 0 k, 2k, u.

O equilibrio de forgas no n6 genérico j corresponde, naturalmente, a j@ linha
do sistema (3.3). Como pode ser visto em (3.3), embora a primeira vista conta-se
com existéncia de quatro parédmetros a trabalhar (k¢, k2, m1 € my), duas condigbes
devem a principio ser atendidas. A primeira delas € que a matriz de massa deve
ter a soma de seus termos resultando na inércia linear total do elemento. A
segunda condi¢ao é possuir determinante nulo para a matriz de rigidez.

Devido a simetria das matrizes envolvidas, os fatores que multiplicam uj++
s&o os mesmos que multiplicam uj.4. Esta caracteristica garante que um campo de
deslocamentos no formato exponencial complexo, ao ser trabalhado, resulte no
final numa relagao trigopnométrica real (a parte imaginaria se anula).

A primeira indicagdo no sentido de se investigar uma proposta da expansao
trigonométrica de ordem superior surge na integragéo temporal. A observacéo dos
graficos das figuras 2.3(a,c) permite que seja inferida a existéncia de um valor de
B no integrador de Newmark, que minimize o erro da quadratura. Assim, tendo-se
em conta (2.12), (2.13) e (2.15) a integracédo no tempo da equagéao (3.3), com o

algoritmo de Newmark, se expressa:

(% —B+pcos(oT)TA[KKu} + (cos(wT) - 1)MI{u} = {0} (3.4)
ou ainda:

cos(®T)-1 ~
[KKu}+ [5=p +poos(@T)i? [MK{u} = {0} (3.5)
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Por outro lado, sabe-se que o problema de autovalor em questdo tem a

seguinte redacgao:

[KK{u} - o®[MI{u} = {0} (3.6)
Assim, examinando-se a expansao em série do fator de (3.5), ou seja:

cos(®T) -1 o + o*(1- 1ZB)T2 +O[T*] (3.7)

[ — B + Bcos(wT)|T? - 12

tem-se que o erro global do operador trapezoidal (3=1/4), como sabido, é de
segunda ordem.

Nota-se que, qualquer que seja o elemento finito considerado, o integrador
temporal de Newmark de maior ordem de erro ocorre para $3=1/12, com erro global
de quarta ordem. Obviamente, o sistema ainda contém uma margem de erro
atribuida a integracéo espacial.

O método proposto visa aplicar esta mesma expansado na discretizagao
espacial, buscando um integrador com menor erro em relagédo ao parametro L
(dimensao do elemento).

Para a barra infinita discretizada conforme a figura 2.2, sujeita a um campo
de deslocamentos de acordo com a igualdade (2.8), é pretendido combinar os
fatores dos deslocamentos dos nos j-1, j e j+1 de forma generalizada (envolvendo
matrizes em principio ndo necessariamente simétricas). Assim, a equacgao de

movimento no no j pode ser admitida como sendo uma combinagao do tipo:

m k

Vi +Vu =0 (3.8)
onde:

a

\ T = q1u;1 + 2q2u}k + qau]'k+1 (3.9a)

u’ = ule@h (3.9b)

sendo g; um parametro de combinacao.
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Tomando-se a expressao (2.8), tendo-se em conta o expresso em (2.9),

tem-se que o equilibrio do né genérico j passa a ter a seguinte redagao:

oo

—apL oL
i ( k1eﬂL +2k, +k,e aL]UT 0 (3.10)
m,e " +2m, + m,e™

Por outro lado, expandindo em séries de Taylor os termos exponenciais

presentes em (3.10), chega-se a um polindmio em termos do incremento L na

forma:
k1e::NLL +2k, +K39“1LL _ ki +2k, +kq 42 K, (m,+m,) + k,(m,-m,) —k;(m2 + ma)aNL+-~~ (31 1 )
me " +2m, +me™  m,+2m,+m, (m, +2m, +m,)

k, [ (m,-2m, )m, +(2m,-3m, )m, -2m; |-k, [ m? +m, (m,-2m, )-2m,(m, +3m, ) | + k, [ -2m?-3m,m,-2m3+(2m,+m,)m, | o212 + O]
N

(m; +2m, + m3)3

Tendo-se agora em conta que a equagao diferencial que governa o

equilibrio (2.1) pode também ser expressa como:

U(x,t)+cia’u(x,t)=0 (3.12)

resta entdo buscar maximizar a ordem do erro global na expanséao (3.11) face ao
confronto de (3.10) com (3.12).
Nesse sentido, resolvendo sistema de equacgdes algébricas ndo lineares

resultante, conclui-se que para:

m, =m, , m, =5m, (3.13a)
12¢2 12¢2
k,=k, =— L2R - k, = L"’R 5 (3.13b)

a equacao (3.10) adquire a redacgao:

6] 4
oLk

240

Uj +C§{aﬁ - +O[L6]jU]‘ =0 (3.14)
Esta ultima equacédo indica que, para esta combinagdo, a propagagao
numérica esta vinculada a um erro global de quarta ordem em relagédo ao seu

comprimento L. Teoricamente, seria como dito, em principio, admissivel na
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expressdao (3.10) que as matrizes envolvidas nao fossem necessariamente
simétricas, porém, a maximizagdo da ordem do erro global na resposta, implica
em mqy=m3 e kq=k3 resultando-se, pois, em matrizes de massa e de rigidez
simétricas.

Tendo-se em vista o expresso em (3.2) e (3.13), pode-se afirmar que a

combinacao otimizada em relagao a freqléncia espacial é:

5 1 _ C12¢i[ 1 -1
[M]k{1 5}m3 K= {_1 1}m3 (3.15)

A matriz de rigidez apresentada em (3.16) possui determinante nulo como
deveria ser esperado; bem como a matriz de massa deve ter como somatorio de

seus termos o valor da inércia linear do elemento, ou seja:

12m, = pAL (3.16)

Esta condicdo de contorno é atendida quando ms;=pAL/12, implicando

finalmente nas matrizes:

5 1 1 -1
R P N S R @17

que apresentam elevada precisdao numérica.

3.3. INTEGRADOR ESPACIAL PROPOSTO

O integrador espacial proposto neste trabalho emprega exatamente o
mesmo procedimento adotado na quadratura temporal de Newmark, resumida na
equacao (2.12), o qual utiliza trés pontos discretos no tempo para aproximar a
aceleracéo.

Pretende-se agora estudar o comportamento numérico desse integrador
espacial inspirado no método de Newmark, aproximando-se a derivada segunda
no espago segundo o expresso em (2.12), ou seja:

Veu =L (1+BgVg)u"" (3.18)

J
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onde Bs € o ponderador do integrador espacial e V4é um operador que resume:
Veu" =u_ " -2u +u, " (3.19)

valido para a variavel espaco.
Admitindo-se o formato exponencial do campo de deslocamentos, a

exemplo de (2.8), obtém-se entdo uma relagao similar a (2.15), qual seja:
Veu" =2(cos(ayL)-1)u/" (3.20)

Aplicando-se, pois, este integrador, a equagdo de movimento passa a ter

redagao similar a (3.5):

i 2c¢2(cos(aL)-1) u"
b1+ 2B (cos(oL)-1)]

=0 (3.21)

Finalmente, realizando a expansao polinomial dos cossenos envolvidos

nesta equacao tem-se:

2C§(COS(GNL)_1) 2 2 12BS _1 212 4 4
_ - Ps T ez 1204 L OIL 3.22
L2[1+ 2B (cos(oyL ) 1)] O+ Crban +OlL ] (3.22)

Assim como no caso temporal, a integracdo espacial com maior ordem de
erro ocorre para Bs=1/12. Efetuando a conversédo da equacéao global de diferengas
a um sistema matricial local correspondente, assim como foi feito no tépico

anterior, chega-se as matrizes de massa e de rigidez:

1B S 1 -1
[M]kszL[ZBB fﬁ}  KW-PL ] e

Observa-se nestas matrizes que Bs=1/6 corresponde ao modelo classico de
massa consistente, fs=1/12 ao modelo de ordem de erro maximizada e Bs=0 ao
modelo de massa concentrada [SCHREYER (1978)]. Inspirado no valor
incondicionalmente estavel de § de Newmark, um quarto modelo de elemento

pode ser admitido fazendo Bs=1/4.
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Duas consideragdes podem ser ressaltadas em relagdo a este ultimo
modelo. A primeira delas € que, quando efetuado o calculo da propagacao
numeérica neste tipo de elemento, conclui-se que a onda nunca é evanescente
porque n (relagdo entre o valor numérico e o tedrico da frequéncia espacial) é
sempre real. Outro apontamento relevante € o fato de este modelo ndo apresentar
ondas espurias em malhas ndo homogéneas.

A titulo de implementacdo nessa busca de integradores de ordem mais
elevada, uma outra vertente sugestiva consiste no emprego de operadores de
diferencas finitas do tipo hermitiano, que tem como fundamento uma combinacéo
de valores discretos da fungdo a ser integrada e de suas derivadas, de tal sorte
que a expansdo via séries de Taylor tenha anulado o maior numero possivel de
parcelas no truncamento. As combinagdes hermitianas referentes ao integrador
espacial seriam analogas ao temporal, apresentando-se, por exemplo, na seguinte

escrita:

1207 ~12u7, +6Lu"+ 6Lu" -+ L2u™ - L2u™, = 0 + O[L°] (3.24a)

j+1 + j j+1
12u7, —12u7 +6Lu" +6Lu"+L2u™ ,—L2u™ =0+ O[L°] (3.24b)

onde, a exemplo de (2.11), ndo se acham envolvidas derivadas de terceira ordem.
As igualdades narradas em (3.24) podem ser verificadas com o
desenvolvimento das fungdes presentes no primeiro membro em séries de Taylor.

Subtraindo-se membro a membro as equagdes (3.24), tem-se:

6Lu"

j+1

~6Lu", =L2Vu™+12Vu" + O[L°] (3.25)

onde o operadorV é similar ao descrito na expressao (2.13), porém combinando-

se agora termos segundo o espago, ou seja:

vu' =ul, -2u! +u] (3.26)

j j+1

onde o indice j refere-se a estagao da variavel espaco.
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Analogamente, a deformagdo u' pode ser eliminada, derivando-se e
multiplicando-se por L as igualdades (3.24), com consequente adigdo destas duas
expressoes resultantes, obtendo-se:

6Lu",—6Lu™ , = 3L2Vu"+ O[L°] (3.27a)

j+1

vu' =ul, +2u] +u] (3.27Db)

j+1

cuja substituicdo em (3.25) resulta:
VUl = £(3V-V)u"+O[L’] (3.28)

Aplicando a operacao %(3§—V) na equacdo de movimento, chega-se
finalmente a:

(3V-V)iy —12%vu' =0 (3.29)
Implicando-se na equacéao de diferencas:
3 Blirfedo 2 yfw)-o (330

onde:
{u"}T:{u;‘_1 uy uj‘+1} (3.31)

empregando-se, pois, notagao vetorial classica.

Realizando-se as operagdes matriciais, obtém-se as mesmas matrizes de
massa e de rigidez relativas ao modelo consistente classico, descritas segundo o
expresso em (2.5).

E interessante recordar que a equacdo de movimento, assim como disposta
em (3.29), esta associada a um truncamento de terceira ordem no dominio do
espacgo. Isto indica que um refinamento na integragdo através da variavel
deslocamentos (assim como o hermitiano), ndo implica em uma resposta

satisfatoria em termos de freqiéncia e da frequéncia espacial.
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3.4. RESULTADOS

As figuras 3.1 e 3.2 ilustram o valor real da razdo n em fungéo
respectivamente de £ e de p para os casos: |) Bs=1/4; 1) Bs=1/6 (modelo
consistente classico); lll) Bs=1/12 (modelo de ordem elevada) e IV) Bs=0 (modelo
de massa concentrada), fixando-se que p=5 na figura 3.1 e que £=0.2 no seguinte.
A figura 3.3 delimita e quantifica a zona evanescente do dominio considerado
através da plotagem da parcela imaginaria de n em fungédo de p e § para varios

casos de discretizacao.

a) Re#] b) Reln]
1.6
1.1
—h
1.4 1.05
— (”) 1 1
~ |
1.2 P - (i 095k o o —— o ]
, 1
1! — - - / . 0.9 |
;// 0.85 '
006 01 01 02 05 ° 005 01 015 02 025 °

Figura 3.1 — Valor real de n em fungéo de & com p=5 para a integragéo temporal
de Newmark com a) B=1/4 (modelo incondicionalmente estavel de Newmark) e
b) B=1/12 (modelo de ordem elevada).

a) Ry b) Reln
1.8
16 — 1.4}
1.4 _— 12}
12 —— (il 1 .
W - ——=== ===
/ (v N |
0,8/ p - P
gy g e

Figura 3.2 — Valor real de n em fungéo de p com & =0.2 para a integracéo de
Newmark com a) p=1/4 e b) p=1/12.
Observa-se na figura 3.1, que a forma da curva € ditada pelo integrador
temporal e seu cruzamento no eixo das ordenadas € regido pela quadratura
numérica espacial. A figura 3.2 indica que o erro associado ao parametro 3 de

Newmark igual a 1/4 € maior que no caso onde =1/12, conforme o previsto.
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Imisy]

015
Iminl 0.05%

o

Figura 3.3 — Parcela imaginaria de n em fungao de p e & para a integragao
temporal de Newmark com p=1/12 e integracdo espacial com a) Bs=0, b) Bs=1/12,
C) Bs=1/6 e d) Bs=1/4.

Nota-se na figura 3.3 que a regidao e a magnitude do dominio da onda
evanescente decresce com o conforme aumenta-se do parametro fs, atingindo-se
seu limite no valor 1/4, onde nao ha a presencga de onda evanescente.

Tomando-se uma semi-discretizagdo espacial, a figura 3.4 expde o modulo
da relacdo entre a amplitude espuria e a incidente em fungdo da relagdo da
dimensdo dos elementos concorrendo no nd Ly/Ly para os quatro modelos
descritos no ultimo caso. O gréafico seguinte mostra o valor da parcela imaginaria
para essa relagao no caso p1=5, acusando-se reflexao espuria evanescente.

Percebe-se que a intensidade espuria esta vinculada a estabilidade
(bifurcagao) numérica relativa ao fendbmeno evanescente, uma vez que elementos
mais suscetiveis as ondas evanescentes possuem amplitude espuria mais

elevada.
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a) 1 b
) ) 0.2
o)
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i — | -
Rlig o W = 0.1
g dan
02 dih 0.05
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Figura 3.4 — Mddulo da relagéo «/¢ em fungao de y na semi-discretizagdo analitica
no dominio do tempo e integragao espacial com I) Bs=0, Il) Bs=1/12, lll) Bs=1/6 e
V) Bs=1/4 para a) p1=5 e b)p1=10.

" TT—

0.6

2]

04 an

02 " Grafico 3.5 — Imagem no
-« (v} eixo de Gauss da relagao
k/¢ para o caso analisado.

Em tese, elementos finitos com reduzida ordem de erro na aproximacao
numérica da frequéncia espacial sugerem apresentar melhor comportamento nas
operagdes da analise modal.

Seja entdo agora o caso de se encontrar as frequéncias naturais da barra
simplesmente engastada mostrada na figura 2.7. Conforme a integracédo espacial
proposta, as matrizes de massa e de rigidez do elemento podem ser redigidas na

forma genérica (3.23):

[M]{%_Bs BS} : [K]=n2f£{11 ﬂ (3.32)

com:

C
fa=—"2 3.33
=1 (3.33)
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onde a razdo cgr/Lt estabelece a frequéncia da onda percorrendo a barra em
questdo, aqui com comprimento Lrt. Resolvendo-se de forma analitica, a

frequéncia natural nesse exemplo é resulta:

o, =E—RB+(k—1)n} (k=1,2,...n) (3.34)
onde k representa o modo de vibragao.

Nesse caso tem-se frg=400Hz, e as tabelas 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4 arrolam os
resultados das frequéncias naturais do sistema discretizado com o modelo
classico de massa consistente, o modelo de ordem elevada, o de massa

concentrada e o correspondente incondicionalmente estavel (g =1/4) no espago

respectivamente.
Bs=1/6 (modelo consistente classico)
Numero de Frequéncias (Hz)
elementos | 1° modo | 2° modo | 3° modo | 4° modo | 5° modo | 6° modo
n=2 102.6 3584 | - | e | e | -
n=3 101.1 330.8 6001 | - | - | -
n=4 100.6 317.5 576.7 8340 | - | -
n=5 100.4 311.2 551.3 826.7 10634 | --—-——--
n=10 100.1 302.8 512.9 735.6 975.3 1235.1
n=15 100.0 301.2 505.7 715.8 933.6 1161.3
Analitico 100 300 500 700 900 1100

Tabela 3.1 - Frequéncias naturais (em Hz) para Bs=1/6.

Bs=1/12 (modelo de ordem elevada)
Numero de Frequéncias (Hz)
elementos | 1°modo | 2° modo | 3° modo | 4° modo | 5° modo | 6° modo
n=2 99.9 2781 | - | - | - ] -
n=3 100.0 295.9 4445 | - | e ] -
n=4 100.0 298.7 482.7 6060 | - | -
n=5 100.0 299.5 493.1 661.5 7654 | -
n=10 100.0 300.0 499.6 697.8 892.0 1077.6
n=15 100.0 300.0 499.9 699.6 898.5 1095.8
Analitico 100 300 500 700 900 1100

Tabela 3.2 - FreqUéncias naturais (em Hz) para Bs=1/12.
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Bs=0 (modelo massa concentrada)

Numero de Freqiéncias (Hz)

elementos | 1°modo | 2° modo | 3° modo | 4° modo | 5° modo | 6° modo
n=2 97.4 23563 | - | e | e | e
n=3 98.9 270.1 369.0 | - | e | e
n=4 99.4 283.0 423.5 4995 | - | -
n=5 99.6 289.0 450.2 567.2 628.8 | ----—--
n=10 99.9 297.2 487.2 665.3 826.9 968.2
n=15 100.0 298.8 494.3 684.4 867.1 1040.2

Analitico 100 300 500 700 900 1100

Tabela 3.3 - Frequéncias naturais (em Hz) para s=0.

Bs=1/4 (modelo i i

Numero de Frequéncias (Hz)

elementos | 1°modo | 2° modo | 3° modo | 4° modo | 5° modo | 6° modo
n=2 105.5 614.8 | - | e | e | e
n=3 102.3 382.0 14255 | - | e | -
n=4 101.3 340.3 762.2 25604 | - | -
n=5 100.8 324.4 636.6 1249.4 4019.5 | --—--—---
n=10 100.2 305.7 527.4 780.2 1087.5 1490.8
n=15 100.1 302.5 511.7 733.1 973.1 1240.3

Analitico 100 300 500 700 900 1100

Tabela 3.4 - Frequéncias naturais (em Hz) para Bs=1/4.

De acordo com os resultados, nota-se que o elemento simples de barra
modelado através da maximizagdo da ordem de erro apresenta convergéncia
extremamente acelerada se comparado com os outros modelos, demonstrando

leve alongamento do periodo tedrico para altas frequéncias.
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CAPITULO 4

Propagacao numérica em elementos simples de
viga de Timoshenko

4.1. INTRODUCAO

Uma vez investigado o elemento de barra, o elemento de viga pode ser
entendido como sendo uma extensao desse caso. Tém-se agora duas equagdes
de equilibrio de agdes: uma de forca no sentido transversal, e a outra de
momento. Tais equacdes de equilibrio resultam novamente em um problema de
determinacao de autovalores e autovetores.

Escolhe-se o elemento de viga classico com dois nés e dois graus de
liberdade em cada nd, desenvolvido segundo a teoria de viga de Timoshenko.

Inicia-se, como no capitulo anterior, apresentando-se a solugao analitica da teoria
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de viga de Timoshenko, com o intuito de se confrontar com a solugdo numérica,
que é desenvolvida logo em seguida.

A novidade que surge no caso da propagacgao das ondas de flexao reside
no fato de que tais ondas apresentam natureza dispersiva, ou seja, a velocidade
de propagacao depende da frequéncia. Por outro lado, a simulagdo numérica
introduz dispersao adicional, além de contemplar bifurcagdo resultando-se agora

em ondas evanascentes.

4.2. EQUACAO DE MOVIMENTO

Segundo a teoria classica de flexdao de Timoshenko, um elemento de viga
infinitesimal em vibragao tem a geometria deformada e agbes atuantes conforme
ilustra-se na figura 4.1. A reta tracejada é tangente ao eixo central da viga,
enquanto a linha pontilhada é normal a secdo transversal. A forga cortante e o

momento fletor estdo representados segundo a notacéo V e M, respectivamente.

L“' L 0]
-~/
llf

oV

V+de

Figura 4.1 — Acdes e geometria em um elemento infinitesimal de viga.

A elastica da viga, denotada pela variavel y, tem como componentes de sua

derivada primeira a rotacdo 6, devida ao momento fletor, e a rotacdo y devida a

distor¢ao por cisalhamento (esforgo cortante). Portanto:

a_y=e+y (4.1)
OX
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O equilibrio de forgas verticais neste caso € composto de duas parcelas: a
primeira é a for¢a de inércia de D’Alembert transversal, e a segunda é dada pela

variagdo (incremento) de forga cortante, que resulta da multiplicagdo da

distorcdoy pela rigidez ¢=k G A, onde G é o médulo de elasticidade transversal,

A a area da sec3o transversal, e k o coeficiente de cisalhamento que depende da
segdo transversal e do coeficiente de Poisson v[COWPER (1966)]. Assim, a

primeira equacao diferencial de movimento é dada por [FRANKLIN (1970)]:

2 2
A%—‘(%—Z—ijzo (4.2)

No equilibrio de momentos acham-se envolvidas a contribuicdo do
momento oriundo da inércia de rotagao, de acordo com o principio de D’Alembert,
a contribuicdo do momento fletor atuante na viga, que relaciona-se
constitutivamente com a componente de giro 6, e, finalmente, a contribuicdo da
forca mediante seu binario elementar. Dessa forma a segunda equacédo de

movimento de momentos se exprime:

%0 _ 0% —(oy
199 _g199 3 Y _g)-0 4.3
P ox? (I{ax j (43)

onde | € o momento de area da secao transversal.
Por outro lado, dividindo (4.2) e (4.3) por pA, tem-se [BILLGER (1998)]:

y—c2(y"-0')=0 (4.4a)
r?6-r2c20"-c2(y'-6)=0 (4.4b)

onde r e cs sao, respectivamente, o raio de giragdo e a velocidade de
cisalhamento de referéncia, que se expressam:
| kG



47

valendo-se notar que cs pode ser entendida como velocidade de uma onda de
distor¢ao, caso fosse possivel ndo haver deformacéo por flexao.
A solugdo nao finita (movimento ondulatério) das equagdes diferenciais

parciais (4.4) pode ser expressa em notagdo complexa como:

y(X,t) — Clei(ax+mt) : e(x’ t) — Cjei(ax-#wt) (46)

onde C; sao as amplitudes dos movimentos acoplados da onda em questao.
A substituicdo destas em (4.4), apos algumas operagdes algébricas, retorna

o sistema:
~0°C, +¢2(a?C, +iaC!)=0 (4.7a)
r20?C’ —r’cZo’C’ +c3(iaC, ~C’)=0 (4.7b)

que, em notagdo matricial, ganha a seguinte redacéo:

a’ct - o’ iocs C; _ 0 4.8)
iocs r’n’ -r’cia’-ci ||C; 0

resultando-se, pois, num problema de autovalor, que, para uma dada frequéncia
®, tem como auto valor a freqiéncia espacial a.
A solugao nao trivial ocorre quando o determinante da matriz do primeiro

membro se anula, ou seja:

—r?cicia’ + (rPw’cl + ¢ +r’w’ci)a’ —r’w* =0 (4.9)

cujas raizes em a sao dadas por:

a:ifn (1+y2)+\/(1+y2)24y{1( M ] } (4.10)

R 2mry

onde y é a razao cr/cs . Pode-se concluir que y depende apenas da geometria da

secao transversal e do coeficiente de Poisson. A igualdade (4.10) indica que sao
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dois os pares de ondas acopladas presentes no movimento. Portanto, os par de

raizes positivas sdo:

a1:\£ﬁ (1+y2)—\/(1+vz)2—47{1—(27:;yj } (4.11a)

azzf" (1+y2)+\/(1+y2)2—4y2[1—(27‘R j ] (4.11b)

R nry

onde a4 € oy sdo respectivamente a primeira e segunda frequéncia espacial

resultante. Os autovetores de (4.8) para a primeira e a segunda raizes sdo dados

NN w12

(= Y
2mry

2,2 _ 2 1—v2+\/(1+72)2 -4y
_0[C5 —® _.\/ETE I J (=1,2) (4.13)

respectivamente por:

com:

-

AJ = > =1 2
%;Cs hr \/1+y2+\/(1+v2)2—4Y{1_(kRj }

2mry

onde considera-se unitaria a primeira componente do autovetor.

E oportuno atentar-se para o fato de que dois diferentes casos de solugdo
ocorrem, quais sejam, um com dois pares de raizes imaginarias e outro com um
par de raizes imaginarias e um par de raizes reais. Conforme mencionado no
capitulo anterior, o caso onde a frequéncia espacial assume valor imaginario
caracteriza o fendbmeno de onda dita evanescente. Esta divisdo de solugdes esta
associada a existéncia de bifurcagdo nas condigdes do movimento. De acordo

com (4.11a), a primeira frequéncia espacial € imaginaria quando:

(1+y2)\/(1+yz)24v{1( s ﬂ<o (4.14)

2mry
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Sendo evidente que esta inequacéo é satisfeita quando:

Ag > 27ry (4.15)

e cuja implicagdo no comportamento ondulatério sera discutida em detalhe

oportunamente.

4.3. CALCULO DA PROPAGACAO NUMERICA

O elemento finito simples de viga modelado segundo a teoria de
Timoshenko contém dois graus de liberdade em cada extremidade: um de

translacao e outro de rotagao. A figura 4.2 ilustra os sentidos das coordenadas.

b I

. A
9&1 L szz

Figura 4.2 — Elemento simples de viga de Timoshenko.

As matrizes de massa e de rigidez obtidas pela formulagéo classica, bem

como seus parametros, sdo apresentadas no que se segue [THOMAS (1973)]:

m, m, m, m, m, mg -m, mg
AL m, —-m m I m, —-mg m
M]= P 5 4 6 9 8 10 4.16
) 1+ @y m, -m,| AL m, —m, || ¢
SIM my SIM my
12 6L 12 6L
El L2(4+®) -6L L*(2-o)
k= L*(1+ @) 12 -6L (4.16b)
SIM L2 (4 + D)
_12E] (4.16¢)

L2
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13 70 @° , 11 110 @
m =—+-—+— ; m,=——+-—-+—|L
3 10 3 210 120 24
9 30 @° _ 13 3p @°
my=——+—+— , my=——+—-—+—1L
70 10 © 420 40 24
®? ®?
m, = SN T ; mg =— 1,2 % e
105 60 120 140 60 120
6 _ 1 o
m, =— ; mg=|-—-—1[L
5 10 2
ok ok
m, = 2,22\ ; m,, = 1 2.2 e
15 6 3 30 6 6

(4.16d)

(4.16e)

(4.16f)

(4.16g)

(4.16h)

que, como sabido, trata-se de um eficiente elemento finito desprovido do

travamento de cortante

Para o estudo da propagacao ondulatoria pela via numérica, considere-se

uma viga de comprimento infinito, dividida em elementos finitos uniformes, sendo

percorrida por uma onda de flexdo, propagando-se da esquerda para a direita,

como ilustrado na figura 4.3, na qual se detalha apenas o entorno de um no

generico j.
Onda de incidente
Jym” AVAVAVa \J yj”
L L —
0.0 -1 L o ] L,

Figura 4.3 — Viga de comprimento infinito sujeita a uma onda de incidente.

O equilibrio de forga transversal e momento referente ao né genérico j, em

redagc&do matricial, ganha a seguinte escrita:

K KU} + Ky Hubi + IMKUY + M, KU}, = {0}

com:

(4.17)



m4 m6 _m2 m5 m8 m10 _m8 m9
[Mk+1] — |:m1 m2 m3 m4:| + 82|:m7 m8 - m7 m8 :| (418b)
m2 m5 _m4 m6 m8 m9 _m8 m’lO
1412252 b262e2 [-12 —6L 12 6L ]
[Kk]z( sz)p : {GL (2-12%2)2 —6L (4+129%2)2| *18%
Y +12y78° L° |
1+12y282 p262e2 [12 6L ~12 6L ]
[Kk”]:( sz)p 2;LSL (4+12y%6°)2 -6L (2-12y%°)2 (4.18d)
Y Y ]
6:L . n_ n en n en T 418
; {ul ={yj, 0., y; 6} (4.18e)

L

onde a notacdo [M] e [Ki] indicam as contribuicdes das matrizes de massa e de
rigidez respectivamente do elemento k, valendo a mesma para a contribuicdo do
elemento k+1; sendo que a primeira linha refere-se ao equilibrio de forcas
transversais e a segunda ao equilibrio de momentos.

Para caracterizar uma onda que se propaga da esquerda para a direita,
considerando como origem do sistema o nd j, emprega-se um campo de

deslocamento numérico na forma [LUNDEN (1983)]:
y" = CelletreT) : o = Cellont-neT) (4.19)
Implicando nos vetores de deslocamentos:
{u'y={uj}e ™" (4.20a)
{u}’ ={Ce" Ce™ C C} (4.20Db)

U, ={C C Ce™ C'e™) (4.20c)



52

Matematicamente, o fato de os elementos terem o mesmo comprimento L

torna os vetores {u]‘}T e {u}“H}TIinearmente dependentes, podendo-se obter uma

relacao direta entre eles do tipo:

{u}t =e"{u:}’ (4.21)
fato que permite uma nova redagao para a equacgao (4.17), ou seja:

M., j+ <o, = o} (4.22)
com:

[M]= e+ M, ]+ M, . ] : Kl=e[K,J+[Ka]  (4.23)

onde ja se considera uma notagdo mais compacta para as matrizes envolvidas.
Integrando-se a equacéo (4.22) no tempo com o emprego do integrador

trapezoidal de Newmark (passo duplo) conforme a redacéo (2.12), tem-se:

VIMfur 3+ (1+BV)K fur = {0} (4.24)

onde [R] representa o produto TZ[R], com o operador V sendo definido em
(2.13).

Recorrendo-se a relacao (2.15), pode-se reescrever (4.24) na forma:
|(Beos(2ne) -+ 1)|K* |+ (cos(2ne) - 1M [jun. 3 = {0 (4.25)

resultando-se, pois, na equacao de diferengas regente da propagacéo ondulatéria
da versdo numérica relativa a esse elemento finito classico de viga de
Timoshenko.

Na manipulagdo matematica da equagao de diferengas, visando uma
conveniente redagcdo da equacdo de movimento, € oportuno o emprego das

seguintes relagdes envolvendo as matrizes do elemento j e j+1:

[Kk] = [A][Kk+1 ][B] ; [Mk] = [A][Mk+1 ][B] (4.26)

com:
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00 10
00 0 -1 1.0

- B]= 4.27

L ’ []{0—1} #-27)
0 -10 0

Assim sendo, examinando-se separadamente a matriz de rigidez da equacao de

diferencgas (4.25), face ao exposto em (4.26), tem-se:

K- Jur.f = B JATu; e + K Jo (4.28)
onde:

At =Gsl=c -c ceut —cremf (4.29)

Além disso, € também oportuno proceder a seguinte decomposi¢cao da matriz [B]
em duas outras, como mostrado no que se segue, o que confere uma nova

redagao para o exposto em (4.23) na forma:

[l ofkdueg Tkl (4:302)
U=l j+i.t=20c 0 Ccos(ayl) —iCsen(ayL)) (4.30b)
U, b=l }-.l=2p ¢ -icsen(ayl) C*cos(ayL)) (4.30c)

concluindo-se, assim, que é possivel tratar o expresso em (4.28) ja envolvendo

apenas expressoes trigonométricas, ou seja:

R, 1= p262é2[12[cos(aNL)— 1] iBLsen (o, L) } { C } 4.31)

o iBLsen(oL) (4 +12y%5%) + (2 —12y%5%)cos(a L) ||C’

Procedimento analogo pode ser realizado para o caso da matriz de massa

em (4.25), implicando-se em:
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[m]{u* }_ 1 (82m7 —m3)cos(ocNL)—m1 -8°m, i(m4 +52ms)sen(aNL) c (432)
F 1 12y%82 i(m, +82m, Jsen(ayL) mg +8%m, + (M, +5°m,g Jsen(a,L)||C’
resultando, em consequéncia de (4.31) e (4.32), que a equacgao (4.25) fica agora

expressa como:

{Dz cos(aL)-D,  iDzsen(ayl) H C } _ {0} (4.33a)

iD,sen(ayL) D, +D, cos(oL)

onde:
D, =120, +¢y(m, +52m, ) ; D, =120 - ¢y (m, —5°m, ) (4.34a)

D, =6Loy + @y (M, +5°m, ); D, = (4+12y%8% o, + ¢y (M, +5°m,)  (4.34b)

Ds = (2—-12y28% )gy + @y (Mg +5°M, ) (4.34c)

9 =p?52¢(Boos(2ne) B+ 1) 5 o, (cos(2nt)-1)  (4.34d)

T 1412y%5°

E interessante salientar que a expressao (4.8) é similar & (4.33a), uma vez
gue a expansao em série de Taylor das fungdes trigonométricas envolvidas resulta
em uma aproximagao daquela. A solugdo nao trivial do sistema (4.33) é obtida

anulando-se o determinante da matriz [D], implicando-se em:

cos?(ayL)-o, cos(aL)+o, =0 (4.35)
com:
D2-D.D DD, -D,D
G, = D3D 1D; ; o, 2—113 B 12324 (4.36)
25 T3 25 T3

A expressao (4.35) é a equacao caracteristica disposta na forma de um
polinbmio do segundo grau em relagéo a variavel cos(anL). Observa-se que, para
0 caso da barra simples, de acordo com a expressdo (2.20), a equacao
caracteristica também se apresenta como um polinbmio, porém de primeiro grau.

A solugao da equacéo (4.35) em cos(anL) é dada por:
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62i1/65—461 (4.37)

cos(ocN 1 L) =
9 2

onde an, 1 € an2 S0, respectivamente, a primeira e a segunda frequéncia espacial

numérico para uma dada freqiéncia de onda w.
Para se encontrar a relagao entre o valor numérico da frequéncia espacial e
o valor teorico da propagacao, aqui denominado novamente pela letra grega 7,

divide-se ay pertencente a equacao (4.37) pela (4.11), resultando:

2
G, 4o —4c
arc.cos[ 2 2 1}

N, 2
N =—>=p (4.38)

S (1+y2)¢J(1”2>2441[2’38)2]

Como na modelagem do elemento foi admitida se¢ao transversal constante,

p e 6 se relacionam linearmente, pois ambos sdo inversamente proporcionais ao
comprimento do elemento. Esta constante de proporcionalidade pode ser obtida
fazendo:

,
Z=— 4.39
" (4.39)

permitido-se que se escreva:
d=2Zp (4.40)

Respeitando a inequacédo (4.15), a primeira frequéncia espacial é
imaginaria quando Z é menor que (2ny)". Devido & formulagdo adimensional
empregada, pode-se concluir que o problema numérico necessita apenas de dois
parametros fisicos: y e Z. Admitindo os valores y=1.4, Z=1 e p=1/4, atabela 4.1 e a
figura 4.4 reunem valores de n da primeira e da segunda frequéncias espaciais

para alguns casos de discretizagao.
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Valores de n: Valores de n:

€=0.2 | &=0.1 [ &=0.05 €=0.2 | &=0.1 | £=0.05
p=5 |1.07487(0.97047]0.94781 p=5 [1.03491)0.94364|0.92381
p=10 ]1.13607|1.01694| 0.9914 p=10 |1.11545(1.00597]0.98248
p=20 | 1.1548 | 1.03064[1.00415 p=20 [1.14327]1.02628|1.00137

Tabela 4.1 — Valores de n da primeira e da segunda frequéncia espacial para
alguns casos de integragao espacial e temporal.

Nota-se claramente na figura (4.4), que o formato da curva é ditado pelo

integrador temporal e que o ponto de cruzamento com a ordenada depende da
discretizacao espacial.

a) . b) "
1.075 1
1.05 '
1.025 P
1 ~
0975 -
095 -
0925 -

0.2

0.15

01 0.15

Figura 4.4 — Curva n da primeira e da segunda frequéncia espacial para casos
com a) B=1/4 e b) p=0.

Assim como no caso uniaxial, o surgimento de ondas evanescentes acaba
ocorrendo nos casos em que a frequiéncia espacial numérica resulta imaginaria. A
superficie da figura 4.5 ilustra a imagem no eixo de Gauss de n com y=1.4, p.=5,
d.=5 e B=1/4. Ja a tabela 4.2 indica os valores de p.im para tais casos.

a) b) 03 04

03 %4 s e
02 -~

02 "
0.1 .~ |

04}

|n1fl'|]c"2\7__l ||'|1:_:_-]_OI ",l.

3 ~
Figura 4.5 — Superficie de n da primeira e da segunda frequéncia espacial.
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Valores de puim

£=0.2 | £=0.1 | £=0.05
12 freqUéncia espacial | 4.10406 | 3.65156 | 3.55513
22 frequéncia espacial | 5.51931 | 4.95034 | 4.82958
Tabela 4.2 — Valores limites de p para o qual a onda se torna evanescente.

Visando-se verificar o comportamento da propagac¢do ondulatoria das
ondas de Timoshenko, seja novamente considerado o caso ilustrado na figura
2.16, agora formado por elementos de viga, e com a modificagdo apenas do
sentido de aplicagao da forga F(t)=sen(wt) (em kN), que passa a ser transversal,
sendo que o modulo de elasticidade vale E=2 kPa, a massa especifica vale
p=2500 kg/m>, o momento de area da secdo transversal vale 1=0.005 m*, a area
da secdo transversal vale A=0.05 m?, o coeficiente de Poisson assume o valor
v=0.2, o coeficiente de deformacdo por cortante da secdo valendo k=2/3, o
comprimento da viga em balango vale Lt=10m, o numero de elementos n=20, o
passo de tempo T=0.001s e, finalmente, considera-se o caso do integrador com
B=Va.

Assim sendo, tem-se inicialmente que y=1.897, 6=1.021, e que a frequéncia
limite, para a qual ambas frequéncias espaciais sdo evanescentes, passa a valer
16.0Hz.

No sentido de se visualizar melhor o tais movimento evanescentes, aplica-
se um filtro digital centrado nesta frequéncia e outro que coleta a banda
imediatamente apos 16Hz, cujos sinais sao respectivamente os fornecidos pelas
linhas verde e azul da figura 4.6.

Cada uma das figuras 4.7 compara o deslocamento transversal do n6 1
(azul) com o do no 20 (verde), ou seja, do primeiro com o ultimo no livre da viga.
No primeiro, filtra-se a banda 10-25Hz (verde) para uma excitagdo de 16Hz e, no
segundo, a banda 16-35 (azul) para uma excitagao de 23Hz. Praticamente n&do ha

propagacgao de onda nos casos de movimento evanescente.
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[ S R ST R LTt e Ty, B —
O 4 ___________________________________________________________________ —
R R ttets & S SRR S SRS SRR SO + Figura 4.6 — Filtros empregados.
O 1 1 i }
0 3 10 15 20 25 30 35
Frequencia (Hz)
a) b)
0.0l ook
0.008 -
0.006
0.004 Doy
E E
a 0.002 - [\ /\ a Ilf\l ﬂ
= A =
£ ] £ 0
v \
S 0002t -
[=] [=]
-0.004 ooos |
-0.006
-0.008
-0.01
001} B
0 D|1 DIQ DIS Dld DIE D‘B DIF DIE D‘B 1 i} DI1 D‘Z Dl3 DIA D‘S DIB DIY D‘E DIB 1

Ternpo () Ternpo (g)

Figura 4.7 — Deslocamento transversal do n6 1 e do n6 20 (azul e verde
respectivamente) para a) filtro 10-25Hz e frequéncia de excitacdo de 16Hz e b)
filtro 16-35Hz com excitagcao de 23Hz.

A equacao matricial (4.33a) tem como autovetores:

1 1
Primeira frequéncia espacial: { } ;  Segunda frequéncia espacial: { }
N,1 N,2

(4.41)
e como D e D, sdo adimensionais e D3 € proporcional a L, tem-se:
i D,-D, cos(ocNéL)
Ayt =— - [ (4.42)
2 L D3sen(ocN12L)

onde D; é a adimensionalizagdo Ds/L.
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Finalmente, tendo-se em vista a expressao (4.13), a relagdo y=An/A

adquire a redagao:

Ay
N.o

\/1”2;\/(1”2)24}/2{1[2;3)/]2} D1 — D2 COS(OLN’;L)
X1 =

, p : (4.43)
2 A12 2n 1—v2+\/(1+72)2‘“{1_(2:87] } D;SGI’I(OLN’;L\J

A figura 4.8 ilustra o comportamento de (4.43) para y=1.4 e Z=1.

b) =

' o=y 13
1.2 1.2

_\ ——— x0=5 11

1 % - : 1 {
- =10
0S8 mm i === - AE=D o,
0.8
=107 VO e o - T
06 \\ & A (p=10) 07 ‘ .- ."-‘--""'““-- P
005 01 015 02 025 03 005 01 015 02 025 03

Figura 4.8 — Curva y da primeira e da segunda frequéncia espacial para casos
com a) B=1/4 e b) p=0.

4.4, CALCULO DA REFLEXAO ESPURIA

O estudo das reflexbes espurias no elemento de viga de Timoshenko é
bastante similar ao realizado no caso do elemento de barra [LAIER (2002),
NORONHA (2004)]]. No caso da flexdo, devido a presenga de um par de ondas
com movimentos acoplados, uma perturbagao incidente no no6 j (com amplitude 1)
gera quatro novas ondas, dois pares de ondas transmitidas (com amplitudes 11 e
T2) € outros dois de ondas refletidas (com amplitudes k¢ e k), conforme mostra a
figura 4.9; uma vez que no n6 genérico j ha duas equagdes de compatibilidade a
serem atendidas (igualdade de deslocamento transversal e de rotagdo do no j para
ambos elementos envolvidos), mais duas equagdes de equilibrio, sendo uma de

forcas transversais e outra de momento fletor.



Onda incidente
AVAVAVas \I i \ij,,?

iw K k1
e e
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0.0 -1 s o L gy

Reflexdo de 1° nimero de onda — N\ /\/® "\ /\/\,~ Transmisséo de 1° nimero de onda

Reflexdo de 2° nimero de onda —J \J\J "\ Transmissdo de 2° niamero de onda

Figura 4.9 — Ondas envolvidas no fenbmeno espurio.

Relembrando a relagdo y=L,/L¢, as relagdes entre os parametros
adimensionais dos elementos sao:

8,=18, . =p,=1p, . D, =0, (4.44)

’ v

Conferindo-se as matrizes de massa e de rigidez referentes ao sistema de

equacdes uma forma adimensional do tipo:

‘m. -m, m, -m -m, -m;, m, -m
3 4 1 2j|+812|: 7 8 7 8j| (445a)
m, Mg —-mM, My mg My, —Mg My

[ 'm m 2 - m
M,]=w,, || T T2 T “}5—1[”‘7 Mo —My 8D(4.45b)

My Mgy —my Mgy |yt Mgy Mgy —Mgy My

T (4.45¢)
Kl e 2-0, -6 4+, '

K,]=w; 12 ° -l ° (4.45d)

2 K’2_6\u \u(4+9iz<1>1) -6y \41(2—6i2d)1) '
1 y(1+®

v ; ¥ 1 4.45¢
", e Lo, (4.4%)
* 2022 * p12812§2(1+q))

Wy, =pidig ; Yo =—3 ] (4.45f)

) 1+FCD1

tem-se que as ondas descritas na figura 4.4 implicam em vetores de

deslocamentos analogos aos tratados na equagéao (2.33) do caso uniaxial, porém
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com o vetor de deslocamentos {uj} contendo ambos os numeros de onda. Assim

sendo, os movimentos resultantes a esquerda e a direita sdo respectivamente

dados por:
ul=fu+ 2o+ 2 ) (4.463)
)= fu b+ = fu,) (4.46b)

Por outro lado, no sentido de se relacionar as amplitudes incognitas das
quatro ondas envolvidas com a incidente, inicialmente tem-se que os movimentos

de translagao y e rotagao 0 s&o do tipo:
y= (C1ei°‘1" +C,e"* +C e  + C4e‘i°‘zx)e""’t (4.47a)
9 — (Cv1 eia1x + C|2 eia2X + C'3 e—i(x1x + C|4 e—iazx)e—iwt (447b)

sendo que o atendimento das equagdes de equilibrio (4.2) implica em:

C, :C1i(oc1 —ﬁsz : C,=C o, - PR 2 (4.48a)
da, da,
C'Szcsi[ﬁmz —aJ ; C,=CjPA v —a, (4.48b)
da, ba,
Recorrendo-se agora a igualdade (4.13), resulta finalmente:
C,=A.C, ; C',=A,C, (4.49a)
C,=-AC, ; C',=-AC, (4.49b)

Com isso os vetores de deslocamentos para as ondas envolvidas ficam expressos

por:
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e—i“N,1.1L1 ei“N.1,1L1 ei“N.2.1L1
A L e—i“N,1,1|-1 ] —A L ei“N,1,1L1 ] —A L ei“N,2.1L1
{ul} — N,1,1 11 : {UK1} — N,1,1 11 : {uKz} — N,2,1 11 (4503)
AN,1,1|—1 _AN,1,1L1 _AN,2,1L1
1 1
AN,1,2L2 . AN,2,2L2
{ur‘l} = eiaN'1'2L2 ’ {urz} = ei“N,2,2L2 (450b)
A L eiO‘Nn,sz A L eiO‘N,zsz
N1,2=2 N,2,2=2

n

c$2,n + \) Gg,n - 461,n . D1’n B D2’n COS((XN’;’“ Ln)
AN*12’” L

ol L, =arc.cos =i
D3’nsen(ocN!12,n Ln) (4.50c)

‘nTn 2

onde, como ja visto, a relagao entre as amplitudes da solugdo numérica do giro 6 e
do movimento transversal y do j2 freqiiéncia espacial no elemento n é denotado
pela simbologia Anja. O fato de seu valor ser imaginario indica que a fungéo que
expressa o giro 0 é defasada 90° do campo de deslocamentos y. Os valores D;, e
ojn do elemento n sdo os dispostos em (4.34) e (4.36) respectivamente. Aplicando
toda esta redacdo na equagdo de movimento integrada no tempo, chega-se a um
sistema de duas equacgdes e quatro incognitas.

Finalmente, o segundo par de equagdes a serem atendidas sdo as ja
mencionadas equacgdes de compatibilidade, quais sejam:

1+8 e =ty (4.50a)

AN,1,1 - AN,1,1 % - AN,2,1 KTZ = AN,1,2 TT1 + AN,2,2 TT2 (4-50b)

completando-se assim o sistema de equacdes a ser atendido, e com isso as

quatro relagdes incognitas ~*,~2, ez podem ser determinadas.

Como ilustragdo do apresentado, os graficos das figuras 4.10 exibem o
modulo da relagdo entre as amplitudes refletidas e a incidente da primeira e da

segunda freqUéncia espacial, para um caso com os os parametros adimensionais
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valendo Z=1, £=0.02, y=1.3 e p=1/4; empregando-se discretiza¢des espaciais com

p1=3, p1=5 e p1=7.

M \ Iy
a) i e 8=y b)
1 i 0.2
XX K omg
oo .I. g —
038 * == e L= 045 T
* "
06 = (m=5) 0.1 .
0.4 ! . =5 005 = = . 1 AN
b4 [ ¢ = = e . \,
02 - e —— -
b e L) -7 0 = = W
Pty A s —— 0D
iff .
0.5 1 15 2 25 =D 02 0.4 06 0.8 1

Figura 4.10 — Relagao entre as amplitudes refletida e incidente para Z=1,
£=0.02,y=1.3 e B=1/4 com p1=3, p1=5 e p4=7.

De acordo com os graficos, as curvas tém caracteristicas semelhantes,
tanto para a primeira frequéncia espacial quanto para a segunda, e que é
consideravel a contribuicdo do grau de refinamento da discretizagdo espacial no
efeito espurio. Percebe-se ainda que, assim como no caso do elemento finito de
barra, existe um limite finito assintético associado a tendéncia y a zero.

Naturalmente, o efeito espurio atinge alto nivel de atuagdo no sistema
conforme y cresce. Esta caracteristica estd associada a magnitude do erro

referente a frequéncia espacial.
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CAPITULO 5

Algoritmos de Integracao para Elementos de Viga

5.1. INTRODUCAO

O bom desempenho dos integradores numéricos propostos para a
formulagdo de elementos finitos na analise dindmica de barras remete, em
principio, ao estudo de uma formulagdo analoga para elementos de viga. De fato,
este tipo de elemento tem movimento ondulatério regido por duas equagdes
diferenciais, que podem ser integradas através de uma combinagao de termos de
operadores discretos no tempo e no espaco.

Apresenta-se neste capitulo um integrador espacial simplificado, onde a
matriz de massa resultante tem metade de seus termos nula, pois a aceleragao
angular ndo influencia no equilibrio de forgas transversais e a aceleracao linear

nao interfere no equilibrio de momentos.
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5.2. FORMULAGCAO MEDIANTE INTEGRADOR ESPACIAL DO TIPO Bs

Conforme discutido anteriormente, o procedimento para encontrar a
equagao de diferengas relativa aos elementos de viga, segundo a teoria de
Timoshenko, é analogo ao empregado no elemento de barra, a menos do fato de
que o elemento finito de viga, como ja sabido, obedece a duas equacgdes
diferenciais de equilibrio. Nesta parte do estudo, introduz-se a formulagdo de um
integrador espacial simplificado, capaz de elevar a ordem do erro de truncamento.

Como sabido, as equacbes diferenciais regentes do movimento ondulatério

em questao sdo dadas por:
y7 —cdy] "+c50] =0 (5.1a)
r?0] —car’e; "—cay] '+ c26] =0 (5.1b)

onde se considera a mesma notagao do capitulo anterior.

De inicio, duas consideragdes interessantes precisam ser assinaladas. A
primeira delas € que, em principio, as equacdes de equilibrio de for¢as (5.1a) e a
de momentos (5.1b) ndo contém respectivamente os termos correspondentes a
aceleragdo angular e transversal da seg¢dao da viga. Este aspecto de
desacoplamento verificado nas equacgdes de equilibrio implica numa matriz de
massa que pode ser composta em sua metade por termos nulos, contribuindo
assim para um menor esfor¢o computacional.

Outra ocorréncia que vale citar € que, a menos do sinal invertido, o fator da
primeira derivada do giro em (5.1a) é idéntico ao da primeira derivada do
deslocamento transversal em (5.1b). Consequentemente, tal fato implica (justifica)
na simetria da matriz de rigidez.

Em complemento ao expresso na equacgao (3.18), buscou-se formular uma
adequada expressao para denotar a equacao de diferencas referente a primeira
derivada de cada grau de liberdade, presente nas equagdes de equilibrio de
agdes. Abreviando algumas passagens matematicas do método de Newmark, a

eliminacao do termo referente a aceleracao permite escrever:
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U =(1+[3S Vju?' (5.2)

onde o operador I'" tem a seguinte formulagao:

rX =X

j+1

-X, (5.3)
que consiste numa simples diferenca.

S
Multiplicando as equagdes contidas em (5.1) por 1+BsV, consegue-se um

sistema semi-discretizado no espacgo, com o formato adimensional, qual seja:
2T (1 B, %)yj“ VY +1p%E T (O]L) =0 (5.4a)
52 2T? (1 B, %)(éj"L) —1p%Ty + [pzef (1 "y éj %2522 ﬂ(e;‘L) _0 (5.4b)
que consiste numa equacgéo diferencial (tempo) de diferengas (espaco).

Explicitando-se o vetor de deslocamentos nodais {U};, que reune os graus

de liberdade que afetam o equilibrio do né j, na forma dimensional que se segue:

Wy =l (0.4) v, (o) v (0,L)) (5.5)

pode-se, pois, resumir os operadores envolvidos na forma:

Vy,={1 0 2 0 1 O}U}; v(6L)={0 1 0 -2 0 1}{u}, (5.6a)
(1+Bs§)yj:{ﬁs 0 1-28, 0 B, ONU} (5.6b)
(1+Bﬁj(ej|_)={o B, 0 1-28, 0 PB,H{U}, (5.6¢)

S

Fy,={-1 0 0 0 1 0}{U}; f*(ejL)={o -1 0 0 0 14U} (5.6d)

Com isso, as equacgbes (5.4) ganham, em forma matricial, a seguinte

redacgao:
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[Mg {O}, +[ K¢ ]{Uy, = {0}

(5.7)
com.
_ B 0 1-2 0 B 0
M. =72 ° s s 5.8
[ Mo | Y{o 8B, 0  82(1-2p,) 0 &%, (5.82)
_ 2e2| 1 -1 2 0 -1 1
I:KG :%[1 22 2 242 1 ? 2 2} (5.8b)
T 2 Bs_’y8 O 1_2BS+2Y6 ) Bs_"{6

Estas matrizes de contribuicdo para o equilibrio do n6 genérico j estao

associadas as matrizes locais, dadas por:

%_BS O BS 0
_ 0 & (3-B) O 5°B
M|= 2 s s 5.9
M= 5. 0 i-p, O (5-9)
0 5B, 0 &(4-B.)
12 6 12 6
o p%2s2| 6 6-128.+d -6 128 -
[K]ngi’ B, + B (5.9b)
®T? |12 -6 12 -6

6 128,-® -6 6-12B +@

Complementarmente, multiplicando-se ambas matrizes de (5.9) pela inércia
linear pAL tém-se um resultado que € compativel com o da modelagem classica
(vibracdo livre n&do amortecida). A saber, uma vez que ®=d®+1, quando s
assume o valor de 1/6 chega-se a mesma matriz de rigidez obtida pelo método do
minimo potencial total com func&o de forma linear.

Vale ressaltar que as matrizes redigidas em (5.9) ja estdo com seus
elementos adimensionalizados. Contudo, a primeira vista, o fator comum da matriz
de rigidez parece n&o seguir esta regra por conter um termo dimensional de tempo
(T). Todavia, tal parametro é eliminado ora pela integragdo temporal no caso de
uma analise em termos de deslocamentos, ora pelo numerador do termo de

discretizagao temporal & em uma analise modal.
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5.3. FORMULACAO GENERALIZADA

A formulacdo do problema da minimizagdo da dispersdo da velocidade
numérica em sistemas discretizados é aqui buscada conferindo-se a seguinte

escrita para as matrizes de massa e de rigidez:

m, 0 m O k, K, k; K,
0 M, 0 M k, K, k, K

[M] = 2 ° ; K= * 2 2 (5.10)
m 0 m, O k, K, k, K,
0 M, 0 M, k, K, -k, K,

as quais implicam nas seguintes equacdes de equilibrio de forgcas e de momentos,

respectivamente:
m k K
Vy,+Vy +Ve,=0 (5.11a)
M k K
VO, +Vy;+V6,=0 (5.11b)
onde, novamente, os operadores V e V significam:
X
Vz, =Xz, +2X,z;+ X;2,,4 (5.12a)
X
Vz, =Xz, + X2, (5.12b)

que consistem em simples operacgdes de diferenca.
Assumindo-se um campo de deslocamentos no formato exponencial como

exposto em (2.8), pode-se reescrever as equagdes (5.11) convenientemente na

forma:
k —aL 2k k oL K —aL K oyl
£ +2k, +k,e € +K,e B
i —anL oL 7 —apL aLej_O (5'13a)
m,e”" +2m, +m,e™ m,e " +2m, + m,e™
ke ™" +k,e™ Ke ™ + 2K, +K.e™
! 3 1 23 0 (5.13b)

Mo 1 oM e Y T Me ™t 1 oM. s Me
1 2 3 1 2 3
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Facilitando-se assim sua comparagdo com a expressao advinda da formulagao

tedrica:

Y(x,1) + a’ciy(x,t) +iacZ0(x,t) = 0 (5.14a)

2

é(x,t)—iaf—fy(x,t)+(u2c§ +§Je(x,t): 0 (5.14b)

I..2

Cria-se desta maneira um sistema algébrico ndo linear com o objetivo de

convergir com a maior ordem de erro possivel as seguintes tendéncias:

ke ™ +2k, +k,e™"
C 2 5 alCy (5.15a)

me " +2m, + m,e™

K.e ™" +K,e™" :

- S iaych (5.15b)
m,e " +2m, + m,e™

ke " + ke _cl
_ T T, g =2 (5.15¢)
M,e " +2M, + M,e™ r
Ke™" +2K, + K e™" c?
e S 0t (5.15d)
Me " +2M, + M,e™ r

O fato de o par de expressdes (5.15a) e (5.15b), bem como (5.15c) e
(5.15d), possuirem variaveis em comum (m; e M; respectivamente), restringe a
liberdade de uma combinagéo de operadores, induzindo a preferéncia de uma ou
outra expressdo para a maximizagao da ordem de erro. Tomando-se a equagao
de movimento, para ambas as possibilidades, tem-se que a melhor combinagao

relativa a matriz de rigidez é dada por:

2
120 m (1 2 1) (5.16a)

L2

{k, 2k, ky}=

(K, Ko =Sem, 1 ) (5.16b)
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Além disso, duas possibilidades combinatérias existem para a matriz de

massa:

{m, 2m, m,}=m,{1 10 1} (5.17a)
ou
{m, 2m, m,}=m{1 4 1} (5.17b)

A primeira delas, designada de acordo com a igualdade (5.17a), fornece
melhor aproximagdo do fator de y;, enquanto que a segunda expresséo de (5.17)
retorna um melhor fator para 6. Ou seja, a expansdo em série de Taylor das
funcdes presentes em (5.13a), tendo-se em vista o expresso em (5.17a), permite a
redacéo:

y,+(aZc2 +O[L)y, +(iocNC§ —%azcéf + O[L4]j6j =0 (5.18)

e, procedendo-se de modo similar com a equacao (5.13a), tendo se em vista a
redacao de (5.17b), resulta:

y, +(aﬁc§ +%agc§ﬁ +0[L“]jyj +(iayc3 +O[L*])6, =0 (5.19)

Na equacdo de equilibrio de momentos, procedendo-se as combinagdes

que se seguem:

— _ 302_

{k, k3}=WM3{1 1) (5.20a)
= - Ccio (1 2) 1

K, 2K, K3}:L—§M3{8—2—6y2 2(6y2+8—2j 8—2—672} (5.20b)
M, 2M, M} =M{1 4 1} (5.20c)

chega-se a uma nova e oportuna redacgéo:
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.. c? cz 1
0, + —iocr—§+O[L4] y;+ oczc§+r—2s+aoc:,c§L2+O[L4] 0,=0 (5.21)

Ja as combinacgoes:

(K R}=6°§|\7| 1 - (5.22a)
1 3 L382 3

_— _ ., ci= [1 5 1

K, 2K, K3}=L—SM3{6—2—12y2 2(12y2+8—2j g—Gyz} (5.22b)

M, 2M, M}=M{1 10 1} (5.22¢)
implicam em:

2 3.2 2
] +£—ia:—§+%°‘¢—fw + O[L“]]yj + (azcé +Cr’—§+ O[L“]]ej -0 (5.23)

A determinacdo dos parametros restantes, quais sejam, m,, I\_/I3, K; e k,

pode ser feita através da imposi¢cao do atendimento das condi¢des ditas gerais,
que consistem em determinante nulo e simetria para a matriz de rigidez e que a
soma dos termos da primeira e terceira linhas da matriz de massa reproduzam a
inércia do elemento como corpo rigido.

Matematicamente, ambas as matrizes de rigidez aqui obtidas contemplam

um sistema nao trivial de solugéo se, e somente se:

2 [
K, = [C_SJ{L—Z_kz (5.24)
2L ) % 42k,

e a condicao de simetria implica em:

CZ

K,=k, = i (5.25)

A condicao para definir os parametros restantes da matriz de massa é dada

pela inércia de corpo rigido, conforme ja referida no capitulo 3, quando da analise
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do elemento simples de barra. Realmente, quando o corpo apresenta-se em
movimento de corpo rigido com aceleragdo constante na diregdo axial, a
resultante de forgas deve ser igual a massa multiplicada pela aceleragdo. Assim,
como a aceleragdo € a mesma para os dois graus de liberdade, o somatério dos
termos da matriz de massa deve ser igual a massa total do elemento.

Entretanto, para se aplicar tal condigdo no elemento de viga aqui abordado,
€ necessario um exame mais detalhado. Nesse sentido, seja o caso de uma viga
transladando com aceleracdo constante (denotada pela letra a) na direcao
perpendicular ao seu eixo. Nesta circunstancia, ndo existe aceleragéo angular nos

nos, fato que conduz ao seguinte vetor de agdes nodais:

m, 0 m; O |a m, +m,

0 M, 0 MJj0]_ 0 (5.26)
m, 0 m, O |la] |m,+m, '

0 M 0 M|O 0

N

Implicando-se que o somatdrio dos termos de cada uma das igualdades (5.17)
deve ser igual a massa total do elemento.

De forma analoga, condicionando um elemento isolado a um giro segundo
um eixo normal ao plano da viga, e localizado no seu centro geomeétrico, conclui-
se que o somatédrio dos termos de cada uma das igualdades (5.22) deve ser igual
apl.

Pode-se entdo ser admitido quatro combinag¢des de matrizes, uma vez que
existem duas combinagdes possiveis para se aproximar cada equacao. Porém,
por simplificacdo, admite-se apenas dois casos: um de ordem elevada para os
fatores de y e outro para os de 0, denotados pelas letras Y e ®. Tendo-se em
conta uma formulacdo adimensional, dividem-se todas as equacbes do sistema
pelo produto pAL, bem como dividem-se também as equacdes de equilibrio de

momentos pelo comprimento L, chegando-se em:
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» 0 % 0
0 &£ 0 &
M, |= 8 6 5.27a
0 % 0 %
p*y® 1p%y? —p?y? 1p%y?
[K ]_ %pzyz %pz(y2+382) _;pzyz % 5 278
Y| 2,2 1242 2.2 42,2 (5.27b)
Py 2Py Py 2Py
%pzyz % _%pzyz %pz(yz +382)
ou
% 0 % 0
0 8 (o &
[M@]=% o : 5 (5.27¢)
0 & 0 %
p2y2 %pzyz _ p2y2 %pzyz
[K ]: %pzyz %p2(5y2+1262) _%pzyz % (5.274)
© —p2y2 42,2 2,2 12,2 .
Py 2Py Py 2Py
%pzyz % _%pzyz %p2(5y2+1262)

5.4. RESULTADOS NUMERICOS

Como exemplo de aplicagdo, seja o caso da discretizagdo temporal
segundo os parametros £=0.05, f=1/12, y=1.3 e Z=1. Empregando-se as matrizes
descritas em (5.9), as figuras 5.1, 5.2 e 5.3 comparam respectivamente o mdédulo
de n, o de y e o argumento (angulo de fase) de n, para Bs=1/12 e Bs=1/6 em
funcéo do parametro de discretizagao espacial p.

Percebe-se que, embora a formulagdo com Bs=1/12 apresente melhores
resultados em relagédo a frequéncia espacial frequéncia espacial, quando s vale
1/6 o coeficiente Ay (fator da amplitude de deslocamento transversal do problema
discretizado) tem valor relativamente proximo do tedrico na regido inicial do

dominio p. Além disso, Bs=1/6 tem menor zona de onda resultando evanescente.
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Em concordancia com o estudo realizado na barra uniaxial, o fendbmeno da onda

evanescente é reduzido conforme 3s tende a a.

1.05 .
1
1.025 ¥ 1 m dﬁs:E
L 1
0.975 D c C/ﬁS:E
1
.82 m o Bs=
0.925
1
04 1 M2 C/ﬁs=g
0875 n
6 5 7 ] ] 10
Figura 5.1 — Modulo de n para Bs=1/12 e s=1/6.
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175 ) 1
\ X oof fg=—o
1.4 \\ 12
1.25 - - . =L
1 --_-"?-_-!!??-q Yo & Be 12
4 /el
04
1
025 i of Pe=y
i] p
4 5 5 7 g 9 10
Figura 5.2 — Valor de y para Bs=1/12 e Bs=1/6.
o/ pe=
M S—12
B L
" o Pe=
1
M C}’ﬁs=g
1
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0 p

0.5 1 1.5 2 2.5 3 315 4

Figura 5.3 — Argumento de n para Bs=1/12 e Bs=1/6.

Comparando-se a formulagao consistente classica com o modelo matricial
(5.9) para Bs=1/12, percebe-se que a convergéncia da segunda formulacdo é

extremamente elevada para m, porém para a relagdo y o modelo consistente
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classico tem melhor desempenho. Nota-se também que o modelo consistente é

menos suscetivel ao fendmeno evanescente.

1

C, =—
m cf Bs .
o mapesl
2 S—E

M of MCC

w2 of MCC

0.e8 : : : : : p
] 5 7 g 9 10

Figura 5.4 — Mdédulo de n para Bs=1/6 e o modelo consistente classico.
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Figura 5.5 — Valor de y para Bs=1/6 e o modelo consistente classico.
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Figura 5.6 — Argumento de n para Bs=1/6 € o modelo consistente classico.

Quanto a frequéncia espacial (magnitude e angulo de fase), a resposta dos
dois casos possui erro de truncamento com magnitudes aproximadamente iguais.

Entretanto, o parametro y € mais proximo da unidade para o caso Bs=1/6.
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Novamente, por se tratar de um integrador inspirado na quadratura

numérica de Newmark,

é

intuitivamente

interessante considerar-se uma

formulagcdo com Bs=1/4. Uma ultima formulacdo a ser abordada é aquela que

conduz a um menor esfor¢o computacional conferido por s=0.

%l

-
-

-
J
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0.8

g

g 7 g ] 10

m o fg=0

- == W c/fs=D

W o Bg=—

I

1

2 C/ﬁs=z

Figura 5.7 — Modulo de n para Bs=0 e Bs=1/4.
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Figura 5.8 — Valor de y para Bs=0 e Bs=1/4.
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Figura 5.9 — Argumento de n para Bs=0 e Bs=1/4.

As duas ultimas figuras apontam que o modelo com Bs=1/4,

associado a um erro consideravel no tocante a frequéncia espacial,

embora esteja

nao apresenta
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zona evanescente e tem resposta praticamente exata para An. As tabelas
seguintes retratam em numeros os valores plotados anteriormente para p igual a

cinco, dez e quinze.

1] Bs=1/12 | Bs=1/6 Bs=1/4 |Consistente| ps=0
p=5 1.0136 | 0.9116 | 0.8360 0.9174 1.1642
p=10 0.9999 | 0.9731 | 0.9484 0.9749 1.0289
p=15 0.9997 | 0.9875 | 0.9758 0.9884 1.0123

Tabela 5.1 — Valores de |n1].

el | Bs=1/12 | Bs=1/6 | PBs=1/4 |Consistente| Bs=0
p=5 | 1.0078 | 0.9469 | 0.8959 | 0.9405 | 1.0826
p=10 | 1.0009 | 0.9851 | 0.9699 | 0.9832 | 1.0176
p=15 | 1.0003 | 0.9932 | 0.9862 | 0.9923 | 1.0076

Tabela 5.2 — Valores de |n2|.

il | Bs=1/12 | Bs=1/6 | Bs=1/4 |Consistente| Bs=0
p=5 | 0.7542 | 0.8871 | 1.0000 | 1.1663 | 0.5875
p=10 | 0.9456 | 0.9733 | 1.0000 | 1.0512 [ 0.9169
p=15 | 0.9763 | 0.9882 | 1.0000 | 1.0235 | 0.9641

Tabela 5.3 — Valores de [y1].

lx2| Bs=1/12 | Bs=1/6 Bs=1/4 |Consistente| Bs=0
p=5 1.1480 | 1.0655 | 1.0000 0.8119 1.2561
p=10 1.0310 | 1.0151 1.0000 0.9403 1.0478
p=15 1.0134 | 1.0066 | 1.0000 0.9721 1.0203

Tabela 5.4 — Valores de [y2|.

Arg[n1] | Bs=1/12 | Bs=1/6 Bs=1/4 |Consistente| Bs=0
p=1 0.5742 | -0.3489 | 0.0000 0.3869 0.9217
p=2 0.4550 | -0.1963 | 0.0000 0.1833 0.6914
p=3 0.2304 | 0.0000 | 0.0000 0.0000 0.4776

Tabela 5.5 — Valores de Arg[n].

Arg[nz] | Bs=1/12 | Bs=1/6 Bs=1/4 |Consistente| Bs=0
p=1 0.5742 | 0.3259 | 0.0000 0.3869 0.9217
p=2 0.3446 | 0.0000 | 0.0000 0.0000 0.5829
p=3 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 0.0000 0.1780

Tabela 5.6 — Valores de Arg[n2].

Seja agora considerado que a discretizagédo espacial se mantenha fixa, com

p=5 e PBs=1/12. Visando-se, pois, verificar a influéncia do integrador temporal,
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tracam-se as curvas de n e y em funcdo de & para p=1/12 e pB=1/4, conforme
ilustrado nas figuras 5.10 e 5.11.

Naturalmente, o formato da curva esta relacionado com a quadratura
numérica temporal, enquanto que seu cruzamento no eixo das ordenadas

depende da integragao espacial.

n, of B=1/12

19 - — = T Efﬁ:l/lZ

1.2 1
M of f=—
! 4

1
M2 C,"ﬁ:z

1 e———

0.05 0.1 0.18 0.2 0.25

Figura 5.10 — Valor de n para =1/12 e p=1/4.
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Figura 5.11 — Valor de y para p=1/12 e p=1/4.

Resta agora examinar o confronto de resultados das matrizes advindas da
formulagdo generalizada. As figuras seguintes comparam inicialmente o
comportamento das matrizes [My] e [Ky] de (5.27) com as matrizes redigidas em

(5.9), para Bs=1/6.
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Figura 5.12 — Mdédulo de n para a formulagao generalizada Y e 3s=1/6.
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Figura 5.13 — Valor de y para a formulagdo generalizada Y e s=1/6.
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Figura 5.14 — Argumento de n para a formulagado generalizada Y e s=1/6.

A formulagdo generalizada Y apresenta melhor desempenho apenas

quanto ao parametro ni. Nos demais aspectos, a formulagdo com ps=1/6 se

mostra vantajosa. Vale apontar que o valor de n; € praticamente igual para ambos

os casos. Comparando-se agora a formulagcéo generalizada ® com Bs=1/12, vé-se

que a diferenga numérica entre os modulo de n para a segunda raiz é desprezivel.
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Figura 5.15 — M6dulo de n para a formulagédo generalizada © e Bs=1/12.
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Figura 5.16 — Valor de y para a formulagcéo generalizada © e s=1/12.
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Figura 5.17 — Argumento de n para a formulagao generalizada © e Bs=1/12.

A fim de verificar o comportamento das formulagdes desenvolvidas perante
o efeito das ondas espurias, as figuras seguintes ilustram os valores do médulo
|«/1] para a formulagdo com matriz consistente classica (MCC) e com Bs=1/6,

Bs=1/4 e Bs=1/12, fixando-se p1=5, Z=1, y=1.3, £=0.02 e p=1/4.
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Pela figura 5.18, pode-se observar que a matriz de massa consistente
apresenta, de fato, valores das amplitudes ondas envolvidas semelhantes aos
encontrados para o caso do integrador s com Bs=1/6.

Para Bs=1/4, percebe-se consideravel reducédo do fenbmeno espurio. Ja
para Bs=1/12, o efeito espurio é significativo. De forma geral, pode-se concluir que
tal fendmeno de natureza numérica torna-se mais critico conforme o valor de Bs
decresce.

A formulacdo que emprega o intagrador Bs demonstra ainda uma excelente
resposta em relagdo a segunda frequéncia espacial, apresentando praticamente
reflexdo espuria apenas na primeira frequéncia espacial. Desta maneira, observa-
se que seu comportamento € muito parecido com o caso do elemento de barra

discutido anteriormente.
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CAPITULO 6

Consideracoes Teéricas Complementares para a
Elaboragao de Algoritmos de Integracao para
Elementos Finitos em Analises Dinamicas

6.1. INTRODUCAO

O emprego de fungbes aproximadoras polinomiais envolvendo valores
nodais da fungdo e de suas derivadas formando-se assim uma combinagédo de
parametros incognitos em numero discreto, resultando finalmente numa equacgéao
de diferenca com solugao nao finita em um formato exponencial para o campo de
deslocamentos (incluindo os giros, naturalmente), € novamente a base da
formulacdo de elementos finitos apresentada neste capitulo. Como sabido, tal
aproximagao gera um erro local de truncamento que, apesar de teoricamente ser

um polinbmio de grau infinito, os termos de menor poténcia sdo nulos, sendo a
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ordem de convergéncia governada pelo termo de menor poténcia ndo nulo no
desenvolvimento, também conhecido na literatura como ordem do erro.

Uma vez que as aceleracdes 6 e y participam acopladamente na equagéo
diferencial de equilibrio de forcas e de momentos fletores respectivamente,
propde-se, em um primeiro enfoque, acoplar as equacdes diferencias de forma
que as parcelas de erro se anulem no maximo grau possivel. Tal procedimento

implica, em principio, na obtencdo de matrizes de massa ditas cheias.

6.2. ELEVACAO DA ORDEM DE ERRO DOS RESIDUOS EM ELEMENTOS DE
VIGA

Segundo a teoria de viga de Timoshenko, as equagdes diferenciais
regentes do movimento ondulatério permitem declarar as aceleragbes como sendo

equacgoes diferenciais no dominio do espago, com a redagao:

y =ci(y"-o) (6.12)
6 =c260"+% (y-0) (6.1b)

No caso do sistema de referéncia da figura 4.1, as equacdes constitutivas
de momento fletor e da forga cisalhante, denotadas por M e V respectivamente,

em um elemento infinitesimal de viga sao:

M = -EI©' (6.2a)
V = kGA(y'-0) (6.2b)
Com isso, seguindo o sistema de referéncia e as numeragdes conforme a figura
4.2, os momentos fletores e as forgas cortantes nas extremidades de um elemento

finito de viga podem ser descritos como:

M, = —El) (6.3a)
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M, =Elo, (6.3b)
V, = kGA(y! -0, (6.3c)
V, =kGA(y, - 6,) (6.3d)

Observando tais principios fisicos, que consideram termos discretos,
pretende-se aplicar o equilibrio de agdes em um unico elemento finito. Conforme
formulagao classica ja bem elaborada no tocante a matriz de rigidez, € permitindo

escrever-se:

122 6L -12 6L Ty, [m, m, m, m, (%) (V] [0] (R,

El | 6L L2(4+®) -6L L22-@)||e,| |m, m; m, m, ||6,| M| |o| |R, (6.4)
Ca+o)|-12  —eL 12 6L |ly,[ |my mg m, —m,||¥,[ Vo[ ]o[ IR,
k, L*2-o) -6L L*(4+@)|l6,] |m; m, -m, m; |[6,] M, 0] |R

4

onde a segunda parcela do segundo membro € o vetor que contém os residuos
numéricos, também conhecidos como erros de truncamento locais. Tais residuos
tém uma ordem de erro associada a cada linha do sistema matricial, proveniente
das expansdes em série de Taylor do deslocamento transversal e rotagao

segundo a seguinte notagéo:

y2:y1+y|1|_+yl1|%+...+%% (k—>0) (6.5a)
0,=0,+0\L+0IL + +8;%';—K, (k—0) (6.5b)

Substituindo as igualdades (6.5), (6.3) e (6.1) na equagao matricial (6.4), é
possivel extrair-se os valores dos residuos em fung&o dos parametros m; (j=1 a 7)
constantes da matriz de massa. Trata-se de uma combinagao de termos discretos,
onde as variaveis sdo m; (j=1 a 7). Este ponto de vista € um tanto conservador
uma vez que por hora ndo se cogita nenhuma alteracdo na matriz de rigidez
classica.

Efetuando-se os calculos de forma a isolar os coeficientes dos termos

discretos e suas derivadas, ou seja:
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12E| {y&, +¥1Cay +¥1Cs; + YQ'CM} (=1a4) (6.6)

T 121+ @) | 0,0, +0ID,, +6!D,, + 6D,
onde:

C, =0 (=1a4) (6.72)
D,;=-C,, = —% - ;:—Zi(mz +m,) (6.7b)
D,, =D,, =-C,, =-C,, = ; :n:—z‘cll’)(mf, +m,) (6.7¢)
D,y =C,, = —é ; ;:22 (m, —m,) (6.7d)
D,, =-C;, = % - 1;5 [m1 +m, + rLZm“j (6.7e)

D,,=-C,, = % _ 1;5 (mz +m, +r£2m7] (6.7f)
D,,=-C,, = 2;; L- 1;](;1’ (m1 +m, —rizmzj (6.7h)

D,,=-C;, :%—%(m4 -m, +r£2m5j (6.7i)
D,, - %— 1;(;1’ Lm, +— L; (®2 50 —6)m, 1;?2 ’m,  (6.7n)
D,, 224“1) L 1;5 i 12;2 (@2 -50 -6)m, 1*?2 L2m, (6.70)
Dss 24+q)<D . 1:;) 1 12rlr-12rch( 50-6)m, + 11 :n?z Lme (6.7)
Das 224(1) - 1nr+1c1G>D 2" 12:; (0% -50 -6}, + 1+ q) my (6.70)
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2 1+® L
-——+ Lm3+?m4

6 mo

L 1+@ L
-—+ L{mg +—m,

12 mo 2r

C.s :_3+ZCDL2+1+CDL(m1_L2m2J

C4,4 ==

= —_— m +—
12 2med C 12mrio

D4,2 =

43 —

D4,4 =

51—

52

C5,3 =

54 —

510) mod 2r

L2 1+® L
—+ Ll —m;-m,
12 modo (2r

3 3
> 1+@ ., L (CDZ—CD—Z)m

2-® 1+ ® L3
L — ’m, +—— (P2 —p -2
72 2mo ° 12mr2<D( s
2+d 1+ D L
L3 — ’m, - —— (®2—d -2
120 2mod ' 12mrld ( )m2
1- 20 1+ ® L3
Lt — ’m, +—— (> -d-2
72 2mod 12mr2q>( )m5
L2 1+® 2( L j
-——+ L\ my +——m,
24 2mo 3r

LY 1+, L
-——+ L mg +——m,
48 2md 3r

—4+3®L3+1+®L2(m1—%m2j

240 2mo 3r
L* 1+d ,( L

——+ L*| —5ms —m,
48 2md \3r

(6.7))

(6.7K)

(6.71)

(6.7m)

(6.7n)

(6.7n)

(6.7n)

(6.7n)

(6.71)

(6.7s)

(6.71)

(6.7u)

Considerando-se que o parametro ® tem ordem L, é interessante retirar

do sistema esta dependéncia,

substituicao:

implicita, do comprimento L, fazendo-se a
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o= 6.8)

Desenvolvendo o sistema de equacgdes, conclui-se que para os valores:

2
=2 pAL . m,=-PAT (6.9a)
1+ 3 1+
® pAL
3=1+®—p6 . m,=m, =0 (6.9b)
_pAleLr?-4rt) Aol +4r) 6.9
° AL(1+ D) ’ ! AL(1+ D) '

os componentes do vetor de residuos sdo das seguintes ordens de erro em L:

R, = O[L%] : R, = O[L?] (6.10a)

R, = O[L°] : R, = O[L*] (6.10b)

6.3. EQUILIBRIO DE FORCAS TRANSVERSAIS EM ELEMENTOS DE VIGA

Reescrevendo-se as equacdes diferenciais de equilibrio de forcas e de
momentos fletores como um sistema acoplado unidimensional discretizado, tem-

Sse:

Ynj —CsYn; +C50,; =0 (6.11a)

2

r*0,, — car’e), —cay,, +¢30,, =0 (6.11b)

onde n e j representam o passo de tempo e o0 no respectivamente.
Derivando a equacao (6.11b) e substituindo-a em (6.11a) chega-se a

equacao acoplada:

Y., —r0;,, +cariey =0 (6.12)
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A meta é elaborar uma Unica equacdo de equilibrio de forgcas de
D’Alembert, resultante de uma combinacdo de (6.11a) e (6.12). As solugdes

analiticas de cada uma, no dominio do espaco, sdo:
Y(x, 1)+ a’c2y(x,t) +iaciO(x,t) = 0 (6.13a)

V(x,t) —iar20(x, t) + (ic.)’ c2r20(x,t) = 0 (6.13b)

Admitindo-se o formato numérico do campo de deslocamentos conforme
descrito na expressao (4.19), procura-se uma combinacgdo discreta de tal sorte
que a expansdo em série dos exponenciais (que se tornam fungdes
trigonométricas do tipo seno e cosseno) retorne, a menos de um erro de
determinada ordem, a equacao de movimento dos deslocamentos transversais.

Para o caso da viga infinita composta de elementos simples, onde ocorre a
contribuicao de trés ndés no equilibrio de forcas, a aproximagdo numérica das

derivadas pode ser auxiliada pelo resumo das operagdes algébricas:

y;,j = (a1e_iaNL +2a, + aaeiaNL )Yn,j = % Yo, (6.14a)
. . b
y'r:J = (b1e*IO(NL + 2b2 + b3eI0tNL)ynJ =V yn,j (614b)
. . A
0, = (A +2A, + Ay, =V0,, (6.14c)
) . B
0", = (Be ™" + 2B, +B,e™ o, = V0, (6.14d)
6, =(Ce™* +2C, +C,e B, =V, (6.14€)
. . D
or, = (D1e"°‘NL +2D, + D3e'°‘NL)6n,j =Vo,, (6.14f)

A substituicdo direta destas igualdades em (6.11a) e (6.12), juntamente

com uma combinacdo independente dos termos que multiplicam a aceleragdo y

para cada equacéao, conduz a:
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) , be ™ +2b, +be™" , AT £ 2A, + Ae™"
Ynj ~Cs N ol Ynj TCs
m,e " +2m, + me™

0, =0 (6.15a)

—ianL oyl N

m,e " +2m, + m,e

, Ce™t +2C, +C,e™*
—r oL i L N
= N ,
|\/|1e NT 2|\/|2 + |\/|3e

D.e ™" +2D, +D.e™*
+ CérZ 1 2 3

. __9..=0 (6.15b
Me ™" +2M, + M e+ ™ ( )

n,j

Valendo-se ressaltar que este ultimo conjunto de equagdes é semelhante
ao expresso em (3.12). Comparando-se (6.13) e (6.14), fica evidente que os
parametros combinatorios devem resultar em uma expansdo que obedece as

seguintes tendéncias:

b,e™™" +2b, +b,e™"
B e e— L (6.16a)
1 2 3
—ianL ionL
2 A 2R AR e (6.16b)
m.e~ +2m, + m;e™
—iagL il
2O 20,40 (6.16¢)
M,e " + 2M, + M e
—ioL ionL
cﬁrz D1e + 2D2 + Dae N (ia)3c§r2 (616d)

M,e ™" +2M, +M,e"“*

Obviamente, verifica-se de imediato que aproximar a terceira derivada com
somente trés pontos de integracdo é uma tarefa impossivel. Assim, atribui-se de
anteméao que os fatores de combinagao D sejam nulos.

As fungbdes exponenciais contidas nas expressdes (6.16) conduzem ao
surgimento de fungdes trigonométricas, cujas expansdes em série convergem
para valores da resposta analitica. Para isto, obtém-se as primeiras restricbes
algébricas A1=-A3, A»=0, b1=bs, C1=-C3, C2=0, M1=M3e mi=m3, implicando-se em:

b
V b, cos(a,l)-b,

— = 6.17
T mgcos(ayl)-m, (6.17a)
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A

V_._ A sen(a, L) (6.17b)
v mgcos(ayl)-m,

v _,_Csenlo,l)

vV , sen(a

MM, cos(al)—M (6.17¢)
V4 3 N 2

cujas expansdes em série sao:

b
vV _ by+b, + o“l%l(_ b,m, +b2m3)|_2 n aﬁl(mZ _5m3)(b3m2 _bzms)L4 +O[L5] (6.18a)

g_ﬁu +m, 2(m, +m, )’ 24(m, +m,)’

A

V_ oA, | epAs(m—2m;) %A, (m2 —13m,m, +16m§)|_5 L] (6.18b)
v Ms+m, 6(m, +m, )’ 120(m, +m, )’

c H .3 i .5 2 2

V_ iaCy | _iaCyM, -2M,) 5 i05,C, (M2 —13M,M, +16M3)L5 Lo’] (6.180)
v M;+M, 6(M, +M, 120(M, +M, )’

Neste ponto, é possivel atribuir valores para os parametros de combinacao

visando obedecer as equacgbes diferenciais (6.13). Por exemplo, quando:

6m 3M 12m
A; = LS; C; = L3; by =-b, = L23 (6.19a)
m, =5m,; M, =2M, (6.19b)
obtém-se os resultados:
s b, cos(aylL )b, _ Cé(ocﬁ n O[L4]) (6.20a)
m, cos(a,L)—m,

i .3
ERLY sen(ayl) _ o[ o, — 1% 2 4 op4 (6.20b)

m, cos(a, L) —m, 12

, C,sen(ayl) of .
- =rel- L 6.20
r M. cos{ogL)—M, r ( ioy + Of ]) ( C)

Substituindo-se de forma direta (6.20) em (6.15), chega-se finalmente a:
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.3
. 2 oy

Vo +CEORY,; +iC500,; — C3 > L?6,, + O[L*]=0 (6.21a)

Y,y —rliay0,; + OL*]=0 (6.21b)

Percebe-se, pois, que, devido ao fato da impossibilidade de se aproximar
numericamente a derivada terceira com apenas trés pontos, a expressao (6.11b)
contém apenas a contribuicdo da aceleragdo angular da secdo transversal. A

combinacao dos termos discretos, como sabido, € dada por:
m .o b A
V. —CsVy, +c5V0,, =0 (6.22a)

M C ..
Vy, -r’ve, =0 (6.22b)

n,J
que, quando aplicado (6.10), retorna:

m m m m iy 3
Vi, +Vcialy,, +Vciiayd,, - Ve %N 120, + O[L*] =0 (6.23a)

M M ..
Vi, - Vriagd, +OL]=0 (6.23b)

A idéia agora é combinar estas duas expressodes de tal sorte que a parcela

® em (6.23a) seja o complemento de (6.23b) para a equacdo

que contém oy
tedrica (6.13b). Assim, aplicando um fator u para (6.23a) e (1-u) para (6.23b) e
somando-as em seguida, chega-se a uma unica expressao na forma:

.3
2 1oy

m M .
“V(ym +CEOYy + Coio,; — €3 E”%j + V(1= ), ~riicd,;)+ O] =0 (6.24)

Deseja-se, portanto, encontrar o valor de n que conduza a igualdade:

Ve 120 (1l )V e2r (o ) 6.25
nwvCeg 12 n,j—( M)VCRr (IO'N) 0, (6.25)

Isolando-se agora o termo p, conclui-se que esta expressdo € obedecida
quando:
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1267282
1+ 120725
onde:
v M M M, oL
s=Y _Ms 2+cos(ayl)) My Myog +O[LY] (6.27)
o mg\5+cos(ayl)) 2m;  24m,

Por se tratar de um mesmo caso no ponto de vista fisico, a inércia linear de

ambos os casos deve ser igual, isto é:

m, +2m, +m; =M, + 2M, + M, (6.28)
Implicando-se que:

12m, = 6M, = Mo _ (6.29)

3
Finalmente, o valor de p pode ser resumido como:

12¢%5
W= HKW +O[L2] (6.30)

Valendo-se ressaltar que a combinacdo das equagdes combinatérias séo
validas mesmo quando o valor de p contém uma parcela de ordem de erro (ou
seja, independe do valor numérico de p). Aponta-se também que o valor obtido
para u € exatamente a razdo ®/(®+1), presente na formulagdo classica de
elemento simples de viga segundo Timoshenko.

Desenvolvendo-se a igualdade (6.25) com consequente substituicdo de
(6.30):

12y%8% m 2IOLN

L 120, +O[L*] = (1- )V
e 12722 * %5 1 - On O] (=¥ eir o o

(6.31)

n.j

podendo-se concluir que o valor encontrado para p retorna uma aproximagao com
erro de quarta poténcia em L. Deduz-se que, embora pu contemple um erro de

segunda ordem, o erro geral é O[L*, pois p multiplica um termo proporcional a L2,
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Concluindo-se, a substituicdo direta de (6.31) em (6.24) denota uma
aproximacdo numérica que obedece, a menos de uma ordem de erro O[LY], &
combinacdo entre as duas formas das equacbes de equilibrio de forgas

transversais, conforme exibido na expressao seguinte:

o (e 2 2 2; N A 2. 20 \3 a7 _
uV(ynJ +CaOL Y, +cS|aNen,j)+ V(- p)y,, —rliogd,,; +car’(ie,)’e,;)+ O[L*1=0 (6.32)
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CAPITULO 7

Conclusoes

Os meétodos de integragcdo propostos demonstram, de fato, eficiéncia
elevada na precisao e na estabilidade da resposta de um sistema linear dinamico
discretizado. As figuras 3.1b (elemento de barra), 5.1 e 5.10 (elemento de viga)
esclarecem que uma precisa integragdo no tempo e no espago (f=1/12 e Bs=1/12)
retorna valores muito mais proximos dos teoricos. Isso possibilita a geragdo de
malhas menos refinadas sem o comprometimento da precisdo do modelo.
Observando ainda as tabelas 3.1 e 3.2, nota-se que a resposta do modelo de
ordem elevada tem desempenho muito superior ao modelo consistente classico.

Tao importante quanto a precisdo numérica, outro problema enfrentado em

analises estruturais através do método dos elementos finitos e a instabilidade do
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sistema perante fendmenos espurios [BAZANT (1978), JIANG (1991), LAIER
(2002)]. A solucéo encontrada, inspirada no integrador incondicionalmente estavel
de Newmark [Newmark (1959)], demonstra, de acordo com as figuras 3.3d, 3.4,
3.5, 5.8 € 5.9, isencao do efeito de onda evanescente e da reflexdo espuria.

Portanto, trata-se de duas familias distintas de elementos finitos (Bs=1/12 e
Bs=1/4). Naturalmente, o calculista estrutural € quem deve optar pela precisao ou
estabilidade, tomando esta decisdo em fungao de cada caso.

Além das vantagens apontadas, as matrizes de massa aqui propostas
desacoplam a inércia de translagéo e de rotagdo, garantindo ndo s6 menor custo
computacional como também a aplicacdo de massa concentrada em métodos
explicitos.

Complementarmente, é praticamente intuitiva a conclusdo de que a adigcao
de nés em elementos finitos implicariam, simplesmente, na adicdo de termos
trigonomeétricos na equacéo discreta de equilibrio de agbdes. Por exemplo, no caso
do elemento de barra, a adogao de um terceiro né no centro geométrico da barra

alteraria a equacgao de autovalores (3.10) para:

i | K cos(a L) +k, cos(“—gL)+ Ks |y _ g
m, cos(oL)+m, cos(%:)+m, [ (7.1)

Embora n&o seja usual o emprego de elementos com um numero elevado
de nos, pode-se entao generalizar para o caso de um elemento com N noés através

da redacgéo:

imN , COS aNS—_1L . (7.1)
. —S+ N 1

Similarmente, a formulagdo genérica para elementos de viga com N nos

equidistantes é:



Vit — Y+ <30 =0 (72a)
sz—s+1 COS(OLN Lj ZmN_s+1 cos(aN L)
=1 —1 i=1 -1
N-1_ s N S_
Ky_.sen| o, L D Ky_ei1 €OS| 0ty —— L
* s=1 N - 1 % s=1 N - 1 %
0+ Y+ 0/ =0 (7.2a)
Vi s-1 — s—1
Z MN78+1 Cos Oy L Z N—s+1 COS Oy 71L

Convenientemente, ao se trabalhar com parametros adimensionalizados
com a conveniente escolha dos parametros p e £ (qQue exprimem o grau de
discretizacdo no espago e no tempo respectivamente), € permitido interpretar os
resultados genericamente.

E interessante apontar que a formulagdo proposta tem aplicabilidade em
outros tipos de elementos finitos em regime linear, tal qual o de transferéncia
térmica, acustico e fluido. Outras propriedades do elemento finito estrutural
também podem ser abrangidas, como instabilidade (flambagem), fluéncia,
relaxagao e histerese. Ou seja, qualquer fendbmeno fisico que seja regido por uma
equacao diferencial pode ser transposto ao sistema discretizado, resultando uma
equacao de diferencgas finitas, possibilitando a elevacao da ordem de erro tanto no
dominio do tempo quanto no dominio do espaco. Devido a este fato, talvez a
validacdo da formulagdo proposta para elementos finitos dindmicos possibilite
NOVOS recursos para elaboragao de algoritmos numéricos de integragao.

Enfim, atualmente encontram-se inumeros estudos que buscam melhor
desempenho de elementos finitos através da modificacdo das fungdes de forma.
Tal procedimento geralmente se encontra atrelado ao método de minimo potencial
total. O diferencial deste trabalho € modelar um método alternativo a este, cujo
alvo é explicitar a ordem de erro relativo ao numero de onda e a frequéncia de

oscilagao.
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