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RESUMO

Este trabalho tem o objetivo de contribuir paraebade atual da Educacédo
Mateméatica e da Filosofia da Matematica acercardeag que provam e provas que
explicam. Pretende-se fornecer elementos histéagespeito do periodo em que surgiu
o0 problema de que provas matematicas devem cumppgpel de mostrar a ordem
objetiva dos conceitos matematicos e comunicar d@sas matematicas para 0s
estudantes. Para tanto, estudou-se a grande mawagfo da matematica que ocorreu no
século XIX e que colocou a necessidade de progasosas. Em particular, evidenciou-
se, nessa transformacéo, o papel de Bernard Bo{2a8d-1842), matemético, fildsofo
e tedlogo, apelidado por Félix Klein depai da aritmetizacdo da analigeo primeiro
moderno a estabelecer a distingdo entre provaspgueam e provas que explicam.
Bolzano provou, sem o auxilio do tempo ou do espagu seja, dos sentidos — 0
Teorema do Valor Intermediario, ao passo que osmticos de sua época julgavam
ser impossivel demonstrar algo tdo Obvio. Ao fagssa demonstracdo, Bolzano
inaugurou uma nova fase na mateméatica, e desde elat&e tornaria definitivamente
aritmetizada. Utilizou-se neste estudo a metodalogiocumental-bibliografica.
Teoricamente o trabalho fundamentou-se em documemiatematicos, histéricos e
filosoficos do periodo da chamada aritmetizacaartdise, sobretudo aqueles escritos
por Bolzano, e em artigos e livros atuais e matenmes que discutem esse tema,
também buscamos obras que discutem a relacdo praqsicacdes; e, por fim, alguns
artigos que discutem a relacdo entre demonstragdas Reforma da Matematica
Moderna. Além de contribuir para a reflexdo e caapsdo sobre 0s temas acima
citados por parte de pesquisadores da Educacadomilidta, esse debate pode
apresentar elementos para que professores se omesstiacerca do carater da
matematica e seus objetos e a natureza sociafjribist filosofica e cultural do
crescimento do conhecimento matematico. Essas xdefie podem repercutir
positivamente na pratica em sala de aula de pariessjue se aventurem a dificil tarefa

de buscar uma reflexdo mais profunda relativa araad da matematica.

Palavras-chave: prova e explicagdo, Reforma darivétea Moderna, Bolzano.



ABSTRACT

This work is intended to contribute to the currelgbate of mathematics
education and mathematics philosophy on provingfsrand explaining proofs. We
provide evidence on the historical period when pheblem arises that mathematical
proofs have to meet an order to show objective @thematical concepts and
communicate the ideas mathematics for studentsw&chave to study the great
transformation of mathematics occurred in the meeth century and the problem of
the evidence placed at the center of consideratesstudied in particular the role to
play in transformation of Bernard Bolzano (1781-284mathematician, philosopher
and theologian, nicknamed by Felix Klethe father of an arithmetic analysand the
first modern make the distinction between provingagfs and explaining proofs.
Bolzano proved, without the aid of concepts likedior space — without the senses —
the Intermediate Value Theorem, while mathemat&iaihhis time believed that it was
impossible to demonstrate something so obvious.mbaking this demonstration,
Bolzano opens a new age in Mathematics. We usedtloementary-bibliographic
methodology. Bases theoretically our work in matagecal documents, historical and
philosophical of the period of the arithmetic arsidy as well as articles and books on
current and latest discuss arithmetic of that aslythe reform of the Modern
Mathematics and the debate on proving proofs andolagwng proofs.
We believe that in addition to contributing to ttecussion and understanding on the
part of researchers of the Mathematics Educatios debate can bring items to teachers
who question on the nature of mathematics and lfgcts on the nature social,
historical, philosophical and cultural as growtmtdthematical knowledge. We believe,
therefore, these thoughts may impact positivelytlm practice in the classroom of
teachers who adventures the difficult task to fandeeper reflection on the nature of

mathematics.

Keywords: Proof and explanation, Modern Mathemattzform, Bolzano.
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Introducao

Na década de 1960, apds o lancamento do Sputnik9&ify e a decisédo de os paises
ocidentais darem uma maior importancia ao ensintiéeias, iniciou-se em varios paises do
mundo a chamada Reforma da Matematica Moderna, temgativa de aproximar a
matematica das escolas de Ensino Fundamental eoMfatjuela praticada no Ensino
Superior. Tratava-se do reconhecimento no ensioolasde algo que ja era uma realidade
para a matematica pura e para o ensino superddgelra passava a ocupar o lugar central na
matematica, apds o fendbmeno historico chamado etitatdo da matematica. Com esse
fendmeno, desde entdo, as demonstracdes e conteitenaticos passam a ter que se basear
na aritmeética, o que implicou uma concepcdo deagoatematica tedrica deveria se basear
em provas rigorosas. Talvez o primeiro exemploalessilo de fazer matemética se encontra
no Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes, dass Imwiszwei Werten, die ein
entgegengesetztes Resultat gewaehren, wenigstenseelle Wurzel der Gleichung lidgge
Bolzano, publicado em 1817. Assim, eliminava-sdéai de que a matematica se resume a
calculos, ou a idéia representada pela geometdidiemna de que a matematica trata das
caracteristicas de grandezas ou de figuras coacreta

A relacdo da aritmetizacdo com provas formais tames histéricas em Leibniz
(1646-1716) (RUSNOCK, 1997, CASSIRER, 1998), parang as demonstra¢cdes deveriam
ser rigorosas e baseadas em conceitos, e ndo angsometria e naquilo que é passivel de
percepcdo. Com essa mudanca de énfase, a concEppiiematica baseada em Aristoteles,
cujo ponto-de-vista prevaleceu aproximadamente atculo XVII, mudava. Para Aristételes
(Segundos Analiticpos78a 23), a ciéncia deveria mostrar as causas dos fen&mneno
concebendo-as em termos da esséncia das coisakcaExglgo, de acordo com esta

concepgao, significa mostrar aquilo que liga essedrheno a sua esséncia. Com a

aritmetizacé@o e a desvinculagdo da mateméatica ei@lasias de objetos ou coisas em si, toda

! Tradug&o: “Prova puramente analitica do teoreneafiima que entre dois valores de sinais opostistee
pelo menos uma raiz real da equacdo”. E o artigp cpntém a demonstracdo do Teorema do Valor
Intermediario, ao qual nos referiremos em divesasides na dissertacdo. De agora em diante,go @era
denominaddProva Puramente Analitica.quando citado no corpo do texto, e RB quando ¢émgd@@s (como € o
padrdao em alguns artigos em diferentes linguasyedenéncia as iniciais das duas primeiras palayias
aparecem em maidsculo no titulo do artigo — Ré&eweis).O Teorema do Valor Intermediario em questdo sera
sempre escrito em letras mailisculas, pois é delgriarportancia para esta dissertacao

2 Sempre que citarmos obra de Aristételes, ndo aneinos 0 ano da edicdo, nem a pagina de edicdes
particulares. Citaremos o nome da obra em portu@seégundos Analiticos) acompanhada da numeracdo da
edicdo padréo. As diferentes edi¢des consultadelistidas nas referéncias bibliograficas.



a base da ciéncia concebida por Aristételes ficabalada. Buscou-se, depois do
Renascimento, leis universais, em vez de explicagdpecificas, e por isso a Matematica
teve que ser transformada em uma linguagem unlyersa algebra os nimeros ganharam

importancia.

A vantagem do método surgido com a aritmetizacaopéssibilidade de relacdo da
matematica com outras ciéncias. Tal método parecaptar bem uma importante
caracteristica da ciéncia moderna, que é a caplcaaexplicar os fenbmenos em termos de

leis e regularidades, e ndo de causas essenciais.

Em que consistiu a mudanca ocorrida na Matematma a aritmetizacdo? A
aritmetizacéo trouxe a énfase no rigor e o abandanidéia de que a mateméatica deveria se
referir a objetos concretos e perceptiveis por naiEointuicdo (ou as coisas em si), em
detrimento da noc¢édo de explicacdo em termos de Masx (1978, p. 104) afirma que a
sociedade viveu uma primeira etapa em que todos paate de uma mesma familia, tudo era
informal, e ndo eram necessarias leis, pois tuden ser explicado com base no concreto e
no conhecido. A segunda etapa a qual Marx se réfaguela em que os homens criaram as
leis, e a lingua adquiriu significados mais absgaPara Marx (1978), a segunda etapa era
necessaria, mas criava o que ele chamava de feticharguesia pelas leis, pela forma, pela
linguagem e pelo nimero; assim, ainda deveria hanex terceira etapa em que forma e

conteldo se reconciliariam.

Muitos fildsofos e educadores matematicos, no émtando compreenderam a
passagem da primeira para a segunda etapa, erdas®jaetorno a época em que tudo era
explicado em termos qualitativos e concretos. Eft@natural que se criticasse a Reforma da
Matematica Moderna e as provas formais, por trazguara o ensino essa realidade da
matematica. Outro estimulo a critica foi o surgitoeshe demonstracdes por computador. O
exemplo da demonstracdo do teorema das quatro porésppel e Haken, em 1972, colocou
em questdo a nocdo de que teoremas dificeis segampre demonstrados por boas idéias.
Pode-se perceber a reacdo que provocou com a @fionde Davis e Hersh (1982, p. 427-
428):

Quando soube que o teorema das quatro cores tsaesmonstrado, minha primeira
reacdo foi “Maravilhoso! Como é que eles o congagu?” Eu esperava alguma nova
percepcao brilhante, uma demonstragéo que tivesssee nacleo uma idéia cuja beleza
transformaria meu dia. Mas quando recebi a respb#ta o conseguiram decompondo-o
em milhares de casos, e testando-os em um computzdm a caso”, senti-me
desencorajado. Minha reac&o entdo foi, “Isso mapiearealmente ndo se tratava de um
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bom problema.”... Neste assunto, meu gosto é pebveante o de uma época que esté
passando.

Com o surgimento, na década de 1980, siifsvaresgeomeétricos, que permitem a
visualizacédo de diversas propriedades muitos dfide serem vistas de outra maneira, e cuja
apresentacao tradicionalmente é feita por meio rdgap formais que muitos alunos tém
dificuldades em compreender, muitos académicosvegam suas esperancas de que o papel
da intuicdo deveria ser reconsiderado.

Assim, surgiu o debate sobre provas que provanrz@nbvas que explicam. Alguns
filosofos buscaram as raizes histéricas dessanclistie perceberam que Bolzano era o Unico,
dentre os principais construtores da matematica pusderna, que a tinha feito. Bolzano
(WL, 525), por sua vez, se apoiou na distincaAda#glca entre provas que mostram o que
(oti) e provas que mostram o porquBofi), e defendeu — assim como Aristoteles — uma
concepgao de ciéncia segundo a qual sempre seialenestrar as causas essenciais dos

fendbmenos.

No entanto, a retomada no século XX desta distipgdi@lguns autores foi feita como
se tratasse de uma novidade: afirmamos isso bas@ad@to de que autores como Hanna
(1983, 2000) e Steiner (1978) nao citam nem s@enefanem a Bolzano nem a Aristoteles.
Kitcher (1975) e Mancosu (1999) citam Bolzano es#tieles e mostram a conex&o entre suas
obras, mas parecem ndo compreender que as conelf@sas que Bolzano pretendeu
mostrar ndo foram preponderantes na matematica paim com o surgimento do método
hipotético-dedutivo, a idéia de hierarquia de vdesdae proposi¢cdes foi deixada de lado, em
prol de uma abordagem em que 0 mais importanta aaelacéo entre as idéias e conceitos.
Alguns autores parecem querer uma matematica queren@as causas essenciais dos
conceitos, localizando-as em conceitos puros. Qukpcalizam as causas essenciais na
intuicdo e na percepcado visual ou geométrica. Naném, essas concepgcdes de matematica
dizem muito pouco sobre a natureza da matemétiah des dias atuais. No método
hipotético-dedutivo, conceitos mais simples saovamos com o0 uso de conceitos mais

complexos para a intuicdo humana, embora permitaamaior generalizagéo.

O estudo da obra de Bolzano permite compreendeame$acao intrinseca entre a
matematica pura e a no¢do de provas rigorosaselpéecpor Bolzano mais de um século
antes de que Hanna abrisse o debate na educaca@&matieq criticando o fracasso da
Reforma da Matematica Moderna.
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Um exemplo importante do funcionamento da ciénci@ema é a aritmética, que se
fundamenta nos cinco axiomas chamados “axiomasedad?. Eles foram construidos de
forma que fornecessem fundamentos para todas asgéps que utilizadas normalmente e
gue mostram-se corretas quando sado aplicadas. Omasx de Peano ‘explicam’, por
exemplo, que 2+2=4. Entretanto, de que explicagdoasa, que mostra algo muito simples e
gue todos conhecem usando algo complexo e formahocsdo os axiomas de Peano?
Explicacdo nesse sentido é muito diferente do feigwio da palavra utilizada em nosso dia-a-
dia. O processo de explicar o concreto por meialrato tem o propdésito de fazer previsdes
sobre as possibilidades dos fenbmenos, e tem celdigdta com a idéia de que a tarefa da
ciéncia moderna ndo é explicar o mundo, mas lidar ele de uma maneira eficaz. A este

respeito, Otte (1997, p. 351) afirma que

explicar uma afirmacdo como 2+2=4 ou, se quiseb=12 (0 famoso exemplo de Kant
(B 15)), deve-se primeiro afirmar, como num disousebre conhecimento comum, que
esta proposigcdo expressa um simples fato, verdldaciimente por meio de um célculo
(que no entanto é em si independente de tal vagéic como ela parece presente na
intuicdo). Apés um momento de reflexdo, busca-ssaeente como no caso da ciéncia,
tentar e fornecer uma explicacdo deste fato. Estttiva implica uma mudanca de
perspectiva, um salto rumo a um nivel de logicatipa categoérico diferente. A lei
fornece uma contribuicéo unificadora daquilo queasge outra forma um mero conjunto
de dados. Nesta tentativa se usa o geral e abptet@xplicar o particular e concreto, ou
aparentemente concreto, exatamente da mesma maneicae as leis de Newton sdo
usadas para explicar fendbmenos mecéanicos simpies|ed de Ohm € usada para explicar
os fatos da eletricidade. O geral, tal qual é usedoexplicacdes cientificas como estas,
em nosso caso por exemplo a lei associativa déralgé menos certo de um ponto-de-
vista empirico e menos positivo do que os fatosviddais que podem ser encontrados
sobre ela. O menos certo € usado para explicari® ¢cego, porque o que poderia ser
mais certo devido a seus efeitos de uma lei nunde per certo. Esta estratégia so faz
sentido se ela for empregada explorativamente a famer previsbes, mesmo se tais
previsdes podem nunca ser absolutamente tertas

% Os axiomas s&o: “1) 0 um namero; 2) O sucessqudkguer nimero € um namero; 3) Ndo ha dois nisnero
com um mesmo sucessor; 4) 0 ndo é o sucessor deamatgum; 5) Qualquer propriedade que pertengaea 0
também ao sucessor de todo nimero que tenha egs@egade, pertence a todos os numeros”

* To explain a statement like 2+2=4 (ibid., 4.91),765=12 if you like, one first argues, as in diss® on
ordinary knowledge, that this proposition expressesmple matter of fact, to be easily verified hgans of
calculation (which however is in itself independehsuch verification as it seems present in ifdnjt After a
while one goes on, completely as in the case ehse, to try and give an explanation of this fabis endeavor
implies a change of perspective, a jump to a lefdifferent logical or categorical type. The lawes a unified
account of what is otherwise a mere series (Armgtii983). In this endeavor one uses the genedshbstract
to explain the particular and concrete, or seeryieghcrete, in exactly the same manner in which tdeils
laws are used to explain simple mechanical phenar@nOhm’s law is used to explain the facts o€ieity.
The general, as used in scientific explanationsugh kind, in our case for instance the associdtive of
algebra, is less sure from a concrete empiricahtpaf view and less positive than the individuatt&ato be
founded on it. The less certain is used to expglainmore certain, because what could be more ndvtnause
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A forma de raciocinio que envolve a tendéncia deliear fatos particulares em
termos de leis gerais € muito importante para ammeitica moderna, porque possibilita a
unificacdo entre as diferentes areas da matematita ciéncia; essa unificagdo chama-se
universalismo. O rigor na matematica moderna nagese a que as provas infaliveis sejam
essenciais, mas a que produzem resultados prétinesessarios para a ciéncia e para a vida
das pessoas. A intuicdo geométrica ndo pode cumgrapel fundamental porque intuicao é
relativa a objetos particulares e a homogeneidaiee enétodo e objeto porque, por ser
sempre relativa a um objeto, a intuicdo ndo temoceenreferir a universos, portanto ndo é
possivel, por estar o objeto preso a intuicdo, hgeeeralizacdes e abstracdes, pois ndo €
possivel transmitir a intuicdo de uma pessoa pateaoO maximo que se pode fazer é
apontar e dizer: “Olhe”. Mas como a existéncia betos matematicos é uma questdo muito
complexa, deduz-se que apontar e falar ndo ajud#o nau ensino da matematica. O
pensamento intuitivo é aberto & complexidade de sitnacao particular, da qual decorre seu
lado forte e também suas limitacGes.

Por isso, querer, na matematica, retomar a intuggmo principio, implica uma
particularidade que levaria a perda das suas peixivantagens, que sdo a abstracdo, a

generalizagao e a universalidade.

Alguns alegam que o retorno a intuicdo seria acgolipelo menos para o ensino da
matematica. A Reforma da Matematica Moderna, porgoyxe uma importante licao
também a respeito desta questdo. Dentre os elalvesadesta reforma houve, como G. Papy,
(1968), quem entendeu a abordagem da teoria dgentos como a forma de retomar a
ligagdo entre a intuicdo e 0s conceitos, nogao pyaealeceu na geometria euclidiana. O
resultado foi que se criou uma dependéncia do®slem relagcdo aos conjuntos, e de repente
se percebeu que as criangas nao sabiam somarplicalii subtrair e dividir, enquanto se
ocupavam com complexas operagdes entre os conjuBtosoutras palavras: vincular o
conhecimento matematico a intuicdo leva muitas syezaumentar a dificuldade dos alunos
em compreender a matematica em termos de leisgertralizagdo, pois, na percepcao, ha
muitos aspectos irrelevantes que se transformanistracdes e obstaculos.

the effects of a law can never be certain. Suclradegy makes sense if it is employed exploratiahyl
predictively, even though the predictions maderoawver be absolutely sure.
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Neste trabalho se retoma o momento crucial em queai@matica passou a ser
aritmetizada. Foi realizado o estudo de algumassoble Bernard Bolzano (1781-1842),
matematico, fildsofo e tedlogo nascido em Pragamedos iniciadores e formuladores do
programa de aritmetizacdo da analise, e celebripad&€élix Klein (1849-1924) como o “pai
da aritmetizacdo da andlise” (1845, p. 99). Bolzeambém é considerado por muitos — néo
sem divergéncias, como mostraremos — o0 pai daddgmderna e um precursor da filosofia

analitica.

Foram escolhidas as obfamva puramente analiticae Wissenschaftslehteque séo
as principais obras em que Bolzano exp0e seu pimtdsta que viria a colocar no centro da
matematica a aritmetizacdo e o rigor, ao demonstean a utilizagcdo de nenhum pressuposto
dos sentidos, o Teorema do Valor Intermediario, @aienatematicos de sua época julgavam
indemonstravel por ser intuitivamente Obvio, e aomiillar um tipo de filosofia que se
concentrava na analise do contetdo das proposigd@® — como era predominante na época
— na andlise do contetdo da mente humana. Bolzamaainteressou pelo pensamento, mas
pelos objetos desse pensamento, 0s quais pelo ao@mto (teorias, proposicdes, provas,
etc.), teriam uma existéncia propria, que poderdaweria ser esclarecida. Essa é a tarefa da
I6gica concebida como uma Doutrina da Ciéngigséenschaftslehye

As pesquisas matematicas fazem parte, para elesfogos filoséficos e teoldgicos
por encontrar a realidade das coisas em si e dd@ea verdade do conhecimento da
verdade; Bolzano alega que podemos até nuncaconbecer determinadas verdades, mas
gue elas existem e Deus conhece todas elas.

No capitulo 1, apresenta-se o debate atual na e@lucaatematica, acerca de provas
gue provam e provas que explicam, com base emstedtoeducadores mateméaticos e
filbsofos da ciéncia. Um dos artigos apresentadodéathematical explanatio(STEINER,
1978), em que o autor afirma que a questao dacex@lo tinha sido deixada de lado na
matematica, e propde que, na matematica, a retie&@ausa e efeito passe a ser considerada
da mesma forma como ela o € nas ciéncias natdraiBsbém se apresenta o artigooof,
explanation and exploration: an overvigWANNA, 2000), em que a autora faz um balanco
dos debates ocorridos nos ultimos anos e dest&ca impieresse sobre o assunto tem crescido,

até mesmo para o publico que ndo é pesquisadee aesgo, Hanna (2000) retoma conceitos

® Doutrina da Ciéncia, editado em 1837: de agoradiamte, indicaremos por WL. As citacdes s&o traesicd
feitas em colaboracéo por Humberto Climaco e Micbéte, utilizando a edicdo em alemé&o de 1980 @ighe
em inglés de 1973. Algumas foram feitas do ingléewsadas do original em alem&o, e outras dirdtas
aleméo.
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escritos por ela em um livro publicado em 1983ue apriram o debate sobre a explicagao na
educacdo matematica. Ainda se analisa o amglzano and Cournot on mathematical
explanation (MANCOSU, 1999), que aborda a questdao da explcagitomando a
contribuicdo de Bolzano e discutindo sua nocaoxgéoacao; e, por fim, analisa-se o artigo
Explanation (NEWTON-SMITH, W. H., 2000), que faz um histéridas tentativas de criar

uma nocao de explicacdo cientifica e mostra asigeadificuldades em fazé-lo.

No capitulo 2, discute-se o artigo de Bolz&nova puramente analitica,.em que ele
demonstra o Teorema do Valor Intermediario paranpolios — talvez a principal obra
matematica do autor, que apresenta de maneira ¢peda as problemas que séo centrais na
educacdo matematica atual: a relacdo entre inteigdnceito, entre percepgao e rigor, entre
abstracao e realidade. Bolzano (1817) demonsteatestema sem nenhum apelo a nogdes
como espaco e tempo — ao contrario de seus contéanguws, e contrariando as afirmacdes
kantianas de que todo conhecimento novo deveriassadamente usar tais conceitos. No
prefacio do artigo mencionado, ele explicita suacep¢cdo de demonstracdo cientifica e
mostra de que forma a demonstracdo que ele charpardmente analitica se enquadra em
sua concepc¢do de ciéncia. Também discute as deagiess dos matematicos de sua época,
gue acreditavam ser impossivel demonstrar tal t@rem razdo de sua inquestionavel
obviedade. Demonstrando algo inquestionavelmenterio6bem termos de algo
reconhecidamente dificil de visualizar ou intuigl#no (1817) inaugurava uma nova fase da
matematica, em que a relacdo entre as idéias éimadstante do que a referéncia a alguma
propriedade inerente aos sentidos.

No capitulo 3, apresentam-se as concepc¢des derBodgee 0 levaram a acreditar que
era necessaria uma demonstracdo, sem a utilizacéementos dos sentidos, do Teorema do
Valor Intermediério, e de que forma ela se ligageas esfor¢os para formular uma Teoria da
Ciéncia Wissenschaftslehyeconcentrada na andlise do conteddo das propgssiededo na
andlise do contetudo da mente humana. Discutenveegéncias e convergéncias com Kant
(1724-1804) e com Aristoteles, apresentando asénflias da Matemética Moderna e do
pensamento relacional sobre as outras ciénciabre sofilosofia, e as relagcdes de Bolzano

com a filosofia analitica.

Analisa-se brevemente de que forma a nocao decagplh se desenvolveu dos gregos
até os dias atuais, além de abordarmos a rela¢é®iptuicdo e conceito. Ainda no capitulo
3,apresentam-se alguns trechos do monumeitdenschaftslehrde Bolzano e o dialogo la
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estabelecido com as obras de Kant e Aristotelds, gue forma Bolzano encarava a relacao

do conhecimento cientifico com as capacidadesioffee subjetivas do ser humano.

Essas comparacdes trazem a tona questbes relatimatureza da explicacdo que
ajudam a compreender melhor o debate acerca da mE&xplicacdo que se estabelece
atualmente. Alguns dos argumentos, discussfes larasmentos contidos na obra de
Bolzano sobre as motivagfes e sobre a importancraa¥imento de aritmetizagédo da anélise
e suas conseglUéncias cientificas, apontam impestaaspectos a serem discutidos e
analisados.

No capitulo 4, apresentam-se alguns exemplos imp@s de demonstracdes, seja
para a histéria da matematica, seja para mostranabt concreto como se da na pratica
matematica a relagdo entre intuicdo e conceitouZAdas discussdes feitas nos capitulos
anteriores, discutem-se as vantagens e desvantalgertsda demonstracdo, e possiveis
critérios para julga-las, bem como a sugestdo de mmgdo de explicacdo que nos parece
adequada. Retomamos algumas questdes levantaddsodaicdo, tais como as dificuldades
de ensino e aprendizado surgidas com a abstragd® relacdo com a nogéo de explicagao, e
concluimos com algumas reflexdes sobre a relacdond@amento e consequéncia e a relacao
de dedutibilidade.

Por fim, no capitulo 5, apresentam-se extratosViksenschaftslehreujas traducdes
foram feitas em colaboracdo por Humberto Climaddiehael Otte, algumas do inglés e
revisadas do original em aleméo, e outras direeteamo alemao.
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Capitulo 1 — A distincado Entre Provas que Provam Provas que Explicam

Introducao

No final do século XX, diante das dificuldades coransino de mateméatica existentes
no mundo inteiro, parte da comunidade da educacdi®matica internacional passou a
localizar na nogédo de explicacdo e na Reforma dizmitica Moderna o problema central
das dificuldades de aprendizado, particularmentiemoalismo de suas demonstragdes.

Na filosofia da matematica, em 1978, Steiner estrdlathematical explanatigmo
gual apresentou um panorama geral das discussées aa nocéo de explicagao, e expds sua
propria nocdo de explicacdo. Em 1983, Hanna abdiebate na educacdo matematica.

1.1 O artigo Mathematical explanationde Steiner

Em Mathematical explanatior{f1978), Steiner comeca afirmando que filosofos se
preocuparam muito tempo com o problema da explicags ciéncias naturais mas que, na
matematica, ignoraram esse problema durante uno Ipagodo. Afirma que provavelmente,
iISSo ocorreu em virtude de ter havido demora nang& entre materialidade dos fatos e
relacdes entre idéias, implicita na concepcdo @eajmatematica (no que diz respeito as
relacdes entre idéias) ndo tem nada a explicaséf@ ndo tem nada a dizer a respeito da

verdade ou materialidade dos fatos).

Steiner (1978) afirma que seu objetivo é, em coidade a Quirfee Putnam
defender a continuidade entre as ciéncias mateasaias ciéncias naturais, e assim discutir o
problema da explicacdo na matematica. Em seguidénglie na mateméatica provas que

apenas provam (justificam) e provas que explicaonf{gnam).

Steiner (1978) expde pontos-de-vista de diferemat@#®res acerca da explicagéo.
Analisa a nocdo defendida por Feferman (1369 qual afirma que “abstracdo e

® Willard Van Orman Quine (1908-2000) foi um dos snafluentes filésofog I6gicos estadunidenses do século
XX, considerado o maior fildsofo analitico da sedgmumetade daquele século.

" Hilary Whitehall Putnam (1926- ) é um filésoéstadunidense figura central da filosofia ocidedesdde a
década de 1960, especialmente em filosofia da pféonsefia da linguagene filosofia da ciéncia

8 Solomon Feferman, (1928- ), filésofo, l6gico etemaatico estadunidense.
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generalizagdo sdo constantemente procurados coins dealcancar explicacdes realmente
satisfatorias que inserem num contexto conceiegllrados individuais dispersos”. Steiner
(1978, p. 136) divide a tese de Feferman em trés:

a) Uma prova é explicativa se ela é abstrata (oalgem algum sentido absoluto, a ser
especificado.

b) Uma prova é explicativa se elan@isabstrata (ou geral) do que aquilo que ela prova.

c) Entre duas provas de um mesmo teoremaags explicativa € a mais abstrata (ou
9
geral):

Steiner (1978) apresenta uma seérie de exemplosed®rstracdes matematicas e
discute os critérios acima apresentados por Fefermaambém outros critérios, que ele

mesmo propde.

O autor assinala que “um critério parcial de gditrde emerge da consideracédo de
gue algumas provas provam mais do que outras” (SEE| 1978, p. 137). Para ele, alguns

matematicos, e talvez o proprio Feferman, consideraprovas analiticas mais explicativas.

Steiner (1978) discute entdo diferentes demonstsada irracionalidade da raiz de 2

e, mais geralmente, da raiz de um namero primaqgeal

considere a prova pitagérica de que a raiz quadiad2 ndo é racional: s&° = 2b’,
com a/b reduzido a frac&o irredutivel...entt, e portanto o proprio a deve ser par;
entdo a° deve ser miltplo de 4, &° — e portanto b — é mdltiplo de 2.

Conseqiientemente,a® = 2b’implica que tanto a quanto b devem ser pares,
contradizendo nossa permissivel estipulacdo deaffuseja uma fracéo reduzida, isso

(\/5 =a/b) nunca pode ser verdadeiro, c.q.d. O ponteechqui € a proposi¢éo de que, se

a® é par, também o é a. Isso pode ser verificad@eti ao quadrado um nimero impar
arbitrario 2g+1 e mostrando que o resultado devémgear (p. 137-138Y’

° (@) A proof is explanatory per se if it is abstrér general) in some absolute sense, yet to éeifig.
(b) A proof is explanatory per se if itnsoreabstract (or general) than what it proves
(c) Of two proofs of the same theorem, there explanatory is the more abstract (or general)

1% Consider the Pythagorean proof that the squareafod is not rational: ifa® = 2b®, with a/b reduced to
lowest terms, ther@® and thusa itself have to be even; thi&" must be a multiple of 4, anld” - and thus —

multiplies 2. Since therefor@’® = 2b° implies that botha andb must be even, contradicting our (allowable)
stipulation that a/b be reduced to lowest termeait never be true, g.e.d. The key point hereagtioposition
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Olhando para a equacadd = 2b*, percebe-se que, pela definicdo de nimeros pares,
a’deve ser par. No entanto para @iseja par, € necessario que a seja par; e estajpassa
a que Steiner (1978) chama plento-chavedemonstra-la € o mesmo que demonstrar que, se
um numero qualquer elevado ao quadrado é par, priprdimero é par; Steiner (1978,
p.138) ndo demonstra, mas mostra como fazé-loiamaafque basta elevar “ao quadrado um
namero impar arbitrario 2g+1 e mostrando que olteebu deve ser impar”. Mais uma vez,

recorre-se a uma demonstracao por absurdo.

Comoa é multiplo de 2,a*é multiplo de 4, e fazendo exatamente 0 mesmoaimiio
do paréagrafo anterior, conclui-se doeé par e que, portanto, b também é par, o que c@ntra
apermissivekestipulagdo de que a/b seja uma fracdo irredu@aho ja dito, uma fracao ser
irredutivel ndo pode ser um absurdo; portanto,Su@o esta em assumir qu@ possa ser

escrito na forma a/b. Ndo podendo ser escrito mad@/b,\/2 , é necessariamente irracional.

Em seguida, Steiner (1978) expde as desvantaggmea pitagorica:

Certamente para cada primo p, pode-se separadawesifiear que se p divida’, deve
dividir a também, embora as provas se tornem mamie complexas (para p=5, por
exemplo, deve-se elevar ao quadrado 5g+1, 59+2 &dt+4 e mostrar que em nenhum
caso o resultado é divisivel por 5) (p. 138)

Também poderia ser afirmado que os métodos decemdio de divisibilidade de um
ndamero por um outro se tornam cada vez mais coatfus A esse respeito, Steiner (1978)

mostra a prova que ele considera mais geral:

usando o Teorema Fundamental da Aritmética — qu@ cdimero tem uma Unica
expansdo em primos (por exemplo, 756 é unicamé@ite3’x 7') — nés podemos

that if @ is even so is a. This can be verified by squanagrbitrary odd number 2g+1 and showing that the
result must be odd.

' Indeed for each prime p, one can separately véifyif p dividesa® it must divide a also, though the proofs
become more and more complex (where p = 5, for plgnone must square 5g+1, 5g+2, 59g+3 and 5qg+4 and
show that in no case is the result divisible by 5).
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argumentar pela irracionalidade da raiz quadrada dgida e decisivamente. Porque na
expansdo ded” em primos, o primo 2 aparecera necessariamenteuoomexpoente par

(o dobro do expoente que ha na expansédo de aamioqgue en2b” seu expoente deve
ser impar. Entd@” nunca é igual £b”, c.q.d. Geralmente, a mesma prova mostra que

a® nunca é igual amb”, a ndo ser que n seja um quadrado perfeito (de e todos os
expoentes em sua expansao por primos sejam Bapes)38).

De fato, esta prova é mais geral, e generalidaden &ritério que Steiner (1978)

considera um possivpara se considerar uma prova mais explicatieajue outra.

No entanto, mais adiante, ele afirma:

Em suma, temos uma interpretacdo parcial da tgsacima (a tese de Fefferman que
afirma...): dentre duas provas, a mais explicafiva mais geral. Deduzir um teorema
como um exemplo de uma generalizacdo, ou como uolacio de um teorema mais

forte, € mais explicativo do que deduzi-lo diretatae

Mas mesmo este critério falha. Vejamos a raiz qudedde 2 novamente. Hardy prova o
resultado geral que

a’ = nb?
implica que n & um quadrado perfeito por um métdderente do exposto acima.

Assume que a/b é irredutivel. Se um primo p diide portantd®, ele deve dividira®

e portanto a, contradicdo. Entdo, nenhum primaddil, e b deve ser o niumero 1; e n,
evidentemente, um quadrado perfeito. Particuladagrara o caso em que n=2, temos o
resultado de Pitagoras — que a raiz quadrada der&c®nal — mas é dificil afirmar que
nossa presente prova, embora mais geral, sejaempaisativa do resultado especifico do
gue o argumento de Pitagoras (devemos distinguir ‘atpis explicativa’ de ‘explica
mais’). Concluimos relutantemente que a prova queca o Teorema Fundamental da
Aritmética ndo é mais explicativa do que a de Pitdg por ser mais geral, mas por
alguma outra raz&d(p. 139).

12 by using the Fundamental Theorem of Arithmetibat ach number has a unique prime power expafsion
g. 756 is uniquely22><33>< 71) — we can argue for the irrationality of the squanot of two swiftly and
decisively. For in the prime power expansionaff the prime 2 will necessarily appear with an evepoaent
(double the exponent it has in the expansion oivbjle in 2b° its exponent must needs bedd So a’ never

equalstz, g.e.d. Generally, the same proof shows #atcan never equambz, unless n is a perfect square
(so that all the exponents in its prime power esganwill be even).

13 In sum, we have given a partial interpretatiorihtesis © above: of two proofs, the more explanaterhe
more general. To deduce a theorem as an instarecgafieralization, or as a corollary of a strortjeorem, is
more explanatory than to deduce it directly. Bugrethis criterion fails. Let’s look at the squaoetr of two
again. Hardy proves the general result that

a’ =nb’
Implies that n is a perfect square by a methodarthe one above. Assume that a/b is reduced tesioterms.
If a prime p divides b, and thus®, it must dividea® and thus a, contradiction. So no prime dividearig b
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Essa outra razdo, que Steiner (1978) expora maistadé que ele busca para dizer o
gue é ser explicativo. Para tentar refutar o doitéle generalidade, Steiner (1978) expde

diferentes demonstracdes da seguinte identidadejatta identidade euleriana:

1+ X)L+ X))+ X)..=
1+ X%/ (A= 3®)+ X/ 1+ ) (1= ¥ 1 X (1= )& )E ) ..

A primeira prova que ele apresenta € a do proprier1707-1783), que introduz um

segundo parametro ‘a’, fazendo
F(a) = F(a, X) = (1+ ax)(1+ aX )(1+ ax)...
() F@=F(aX=1l+gargd+ ¢a+..

e, portanto, tornando cada um dos ‘c’s dependente dnas ndo de ‘a’. Mais ainda,

F(a) = (1+ax)(1+ aX )1+ ax)..= (L+ ax)(1+ (ax) X)(1+ (aX X)..= F(ax).

Entao,

1+ca+cd +..=(L+ax)(l+ gaX + ¢ & X+...)

Com base na igualdade acima, obtém-se 0s coeési€etc:

must be the number 1; and n, of course, is a fesfpeare. Specializing to the case where n = 2geie
Pythagoras’ result — that the square root of 2raional — but it would be hard to claim that @uesent proof,
though more general, is more explanatory of theciiperesult than Pythagoras’ argument (we musteher
distinguish ‘ more explanatory’ from ‘explains mgreWe reluctantly conclude that the proof invokitiye
Fundamental Theorem of Arithmetic is not more exptary than Pythagoras' because more general,opbut f
some other reason.
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c =X+¢X
c,=¢X+ X

C,=C. X"+ c X"

Assim,

x2m-1 b 2 (- 1)

e . (e X)) )

m2

X

T 1) (1= X)... (=)

E substituindo em (1) os parametrqs, obtém-se:
F(a) = (1+ ax)(1+ aX)(1+ ax)..=
—l+ax/ (1- @)+ & *¥/ Q- R) (1= %)+ ..

Fazendo a=1, obtém-se o teorema de Euler.

De acordo com Steiner (1978)

esta prova, apesar de ser brilhante, e de suaatidade, ndo explica realmente a
identidade. Note, em particular, que esta proveepader sido usada, ndo somente para
verificar o teorema, mas para descobri-lo. Ent&@opassagem, refutamos uma sugestao
plausivel mesmo antes de ter tido uma chance detdia: que a prova explicativa €
aguela que poderia ser usada para determinarondnge verificar, o resultado. Embora

o exemplo anterior — a prova, usando o Teoremadtuadtal da Aritmética, de qu&
€ irracional — dé crédito a esta sugestao, o exepmesente mostra que a ‘descoberta’ €
no méaximo um sintoma de explicagio na matematindpaim critérid’. (p. 140)

% This proof, despite its brillance and generalidgsi not really explain the identity. Note, in pautar, that this
proof could have been used, not only to verifyttrerem, but to discover it. Thus, in passing, aedrefuted a
plausible suggestion even before we have had acehtardiscuss it: that the explanatory proof isahe which
could be used to determine, not merely verify, ibgult. Though our previous example — the proafigithe

Fundamental Theorem of Arithmetic, tha@ is irrational — lends credence to this suggestibe, present
example shows that ‘discoverability’ is at bestyiagtom of explanation in mathematics, not a crateri
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Afinal, segundo Steiner (1978, p. 141), esse exemd caso de uma prova que serviu

como descoberta, mas que néo fornece explicac@ontihua com outro exemplo:

Se a prépria prova de Euler ndo fornece uma exdlcadesta identidade, como a
explicamos? Quando multiplicamos o produto infinito

1+ X)L+ X)(1+ X)...

noés vemos que o coeficiente déserd (1+1+1+1+...), com tantas unidades quanto o
nimero n pode ser particionado em partes impardistimtas. Agora, considere por
exemplo a particio de 15 em 11+3+1, representargtafcamente como na figura:
(STEINER, 1978, p. 141-142)

o

Steiner (1978) introduz o ternparticdo simétricareferindo-se a particdo do desenho
indicado na citag&do anterior, afirmando que

qualquer particdo simétrica de n pode ser vistaocom quadrado de area’ pontos,
neste caso m=3, e cada um dos dois ‘brécospresentando a mesma particio do

numerol/2(n— nt) em partes que ndo excedam m. Neste caso cadaremesenta

uma particdo de 3 em 1+1+1. Com este comentarionente, voltamos para o termo
geral da soma infinita:

X" [(1- X)(1- ¥)(1- ). ¥").
A fragaol/ (1- x?)(A— x* )(1- »°)...( x|
Nos fornece o produto de m diferentes séries gemast

1+ X2+ X 24 x5 %24

13 1f Euler’s own proof does not provide an explaoatdf his identity, how do we explain it? When waltiply
the infinite product

L+ X)L+ )1+ X)...

we see that the coefficient of"will be (1+1+1+1+...), as many units as the numberan be
partitioned into odd and unequal parts. Now, caarsidr example the partition of 15 into 11+3+1,
representing it graphically s in the figure:

16 Steiner (1978, p. 141) utiliza a palaadl, que literalmente significa cauda, para desigreotsa do desenho
gue representa a particao.
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T+ x4+ x4 %4y

1+ X0+ X84 X604 .

2m2m2m

+ X +...

2me2m

1+ X°™ + x

Multiplicando, obtemos uma série de poténcias eenajuoeficiente dex" é (1+1+1+...),
0 numero de unidades igualando o numero de pastiggen em partes pares nao
excedendo 2m (O coeficiente para n impar €, a®®mEm outras palavras, a fragédo

1/ A-x*)(1- X" )1 X®)...(k X" enumera as particdes de n em partes pares nio

excedendo 2m. Obviamente, entdo, o termo geral¢ @s¢a fracdo multiplicada poitf”2 ,
enumera as particdes de- N nas mesmas partes pares ndo excedendo 2m. Mas cada
particdo deste tipo d@—nt é obviamente correlata com uma particio particdéar
1/2(n- NT) em partes pares e impares ndo excedendo m. Eedas que o termo geral

X" [(1- X)(1- ¥)(1- %)... X" )

enumera a particdo dg2(n- Nt ) em partes (pares e impares) ndo excedendo m. Mas,

lembremos que esta particdo também é a particdonden quadrado de arem® com
dois bracos, ou seja, o numero de particdes ayioiagd de n que sdo baseados sobre o
guadrado de lado m pontos! Claramente, se somartersno geral sobre m, obteremos
uma enumeracgdo de todas as particbes auto-adjdetas c.q.d. Esta prova, embora
prove somente o resultado em questdo, € muito erpigcativa do que a prova de Euler
original..., embora a prova de Euler fosse umumsénto de descoberta, além de ser mais
geral! (p. 141-143).

7 Any ‘self-adjoint’ partition of n can be seen asquare of sizé1? dots, in this case m=3, and two ‘tails’ each

representing the same partition of the num];(&(n— mz) into parts not exceeding m. In this case each tail
represents a partition of 3 into 1+1+1. Keeping tomment in mind, we turn now to the general tefraur

infinite sum:

The fraction

X" [(1- X)1- ¥ )(1- ). X¥").

1/ A-x3) (1= X ) A= 3E)...( ¥

gives us the product of m different geometric serie

1+ X2+ X224 X %24

T+ x4+ x4 X%

1+ X0+ X84 X604 .

2m+-2m 2m2m2m
+ X

1+ X2™ + x Yo
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E, por fim, conclui:

Entdo, rejeitamos generalidade e abstracdo condvios para explicacdo em matematica
— em particular... a visdo de que uma prova é exficativa do que outra por ser mais
geral. Uma outra sugestdo, envolvendo descoberttenmdtica, foi bruscamente
dispensada. Um terceiro critério liga explicacaoncbabilidade para visualizar uma
prova — e varias provas explicativas tém esseearafaeixando de lado possiveis contra-
exemplos, este critério € muito subjetivo para anirembora uma teoria satisfatéria da
explicacdo matematica deveria mostrar porque tedts sugestdes sdo plausie(p.
143)

A essa altura, Steiner (1978) expde seu pontosia segundo o qual, para explicar a
existéncia de uma entidade, deve-se deduzi-la pmo ma esséncia ou natureza dessa
entidade. Apds reconhecer que em matematica nésastalar em esséncia de uma entidade,
ele diz que por esséncia compreendeapriedades caracteristicade tais entidades, e
entende que & propriedade Unica de uma dada entidadeestrutura dentro de uma familia
ou campo de tais entidades ou estruty@seconhece que nao definiednilias)

Steiner (1978), esclarece:

Multiplying, we get a power series where the codfit of X" is (1+1+1+...), the number of units equaling the
number of partitions of n into even parts not edaeg 2m. (The coefficient for odd n is, accordingly) In

other words, the fractioﬂ/ (1- x*)(1= X" )(1= x°)...( X¥™ ) enumerates the partitions of n into even parts

2
not exceeding 2m. Obviously, then, the general tevhich is this fraction multiplied byx™ , enumerates the
partitions of N — Nt into the same even parts not exceeding 2m. Biit gach partition ofn— nt is obviously

correlated with a partition o]/2(n— mz) into even and odd parts not exceeding m. We ttave hhat the
general term

X" [(1- X)(1- ¥ )(1- %)... ¥")

Enumerates the partition dj2(n— mz) into (odd and even) parts not exceeding m. Bualdlat this also

implies the number of partitions of n into a squaf m’ into with two tails, i.e. the number of self-adjbi
partitions of n which are based on a square of sidints! Clearly, if we sum pu the general termrawe we
will get an enumeration of all self-adjoint padiis of n, g.e.d. This proof, thoug it proves ortlg tesult in
question, is far more explanatory than the origiaerian proof using an introduced parameter, é¢vwengh the
Eulerian proof is an instrument of discovery besideing more general!

18 S0 far we have rejected generality or abstractagssiteria for explanation in mathematics — irtipalar...
the view that a proof is more explanatory than la@obecause more general. Another suggestion, iimgok
mathematical discovery, was brusquely dismissethidd criterion links explanation with ability tasualize a
proof — and many explanatory proofs have this atteraAside from possible counter-examples, howetves
criterion is too subjective to excite. Yet a sattsbry theory of mathematical explanation must skdw all
these suggestions are plausible.
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Minha proposta é que chamemos de uma prova exXpécaquela que faz referéncia a
uma propriedade caracteristica de uma entidadeeaun@ estrutura mencionada no
teorema, de tal forma que da prova seja evideng aqquesultado depende de tal
propriedade. Precisa ser evidente, ao olharmos parava, que se substituimos na
prova um outro objeto do mesmo género, o teoreniea die valer; mais ainda,
deveriamos ser capazes de ver que, variando mpbjetorema muda em reagdo. Em
efeito, portanto, explicacdo ndo é simplesmente tet@do entre uma prova e um
teorema; ao contrario, € uma relacdo entre umaeclds provas e uma classe de
teoremas, onde outras provas sdo obtidas de uma psta “deformagao” prescrita
anteriorment® (p. 143).

7

E conclui dizendo que “ndo &, portanto, a provaalfer‘general proof) que
explica; é a prova generaliz&¥8| (‘generalizable proof) (STEINER, 1978, p. 144),
afirmando que a caracteristica de ser generalizfarahte que mediante a variacdo de uma
propriedade caracteristica uma prova se torne aatpla, e ndo simplesmente a

generalidade.

Steiner (1978) volta, entdo, aos exemplos de demamies, de teoremas, feitas
anteriormente e as analisa do ponto-de-vistardpriedade caracteristicale cada uma das

entidades as quais se referem os teoremas:

Nossa abordagem da explicagdo matematica sugegeiep@s outros critérios sao
plausiveis. Primeiro, generalidade é freqlientemeatessaria para capturar a esséncia
de um particular, e 0 mesmo se aplica a abstrécddutra sugestao seria que provas
explicativas poderiam ter sido usadas para degcobréesultado, e com frequéncia
ocorre 0 caso de que a prova caracteristica éivatw suficiente para servir como um
instrumento de descoberta. Finalmente, uma pramgdcaracteristica € como ser
visualizavel (como certamente é o caso de uma iedgte geométric®) (1978, p.
146).

9 My proposal is that an explanatory proof makesnesfice to a characterizing property of an entitgtarcture
mentioned in the theorem, such that from the pitosf evident that the result depends on the pitgpérmust
be evident, that I, that if we substitute in tmegd a different object of the same domain, thethm collapses;
more, we shoulde be able to see as we vary thetdbjev the theorem changes in response. In effeet,
explanation is not simply a relation between a peoval a theorem; rather, a relaion between an afrayoofs
and an array of theorems, where the proofs arénaatdrom one another by the ‘deformation’ presedilabove.
%0 No vernaculo geral é “aquilo que é comum a maaotepde um grupo de coisas ou pessoas’ e geneslga
‘tornar geral, desenvolver, difundir, estender”.td&n uma prova geral é uma prova que vale para um
determinado dominio, e a palavra geral refereessa dominio.

2L Generalizavel, no vernaculo, é “o encontro de rdetedas propriedades caracteristicas” (ou prinsipi
fundamentaisyjue poderiam ser aplicados a diferentes provas”.

22 Our account of mathematical explanation suggekisttie other criteria are plausible. First, gerigrés often
necessary for capturing the essence of a partjcaal the same goes for abstraction. (...) Anothggestion
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E, por fim, declara “Nés ndo analisamos explicag@bematica, mas explicacdo por
prova; ha outros tipos de explicacdes matemati¢83.EINER, 1978, p. 147)

Tradicionalmente, aqueles que defendem uma conocepgéi aproxima a mateméatica
das demais ciéncias ndo costumam aceitar demadssragor absurdo, pois, apenas
demonstrar que algo ndo podeixar deexistir € algo sem sentido para biologia, fisica,

guimica etc.

Assim, se as afirmac¢des matematicas devem obederea relagdo de causa e efeito,
como defende Steiner (1978), entdo, como aceitaoocexplicativa uma demonstracao por

absurdo?

Apresentam-se a seguir os motivos de Steiner (18&@)considerar a Gltima prova da
irracionalidade da raiz dos nameros primos comos nexplicativa. Embora ele dé uma
definicdo de prova explicativa que ndo va ao emooatvisualizacdo e a particularidade, ele
parece preferir a prova que utiliza o Teorema Foneddial da Aritmética porque trata com
nameros particulares, e com a possibilidade derpamkeexibir um nimero como exemplo e
vé-lo decomposto em fatores primos. Da mesma formacearer a possibilidade de ser

visualizavel fisicamente como uma virtude da prova.

Pelos desenhos que utiliza, pela insisténcia ag&elde causa semelhante as ciéncias
naturais, parece que a ansia pelo visualisavelcepaeticular é de fato o que motiva Steiner.
No entanto, o visualizavel e o particular ndo s@érios adequados para serem aceitos como
um critério geral para a nocao de explicacao. Afic@mo sera mostrado nos capitulos 2 e 3,
tais critérios ndo acompanham as mudancas ocormdasnatematica em virtude da
aritmetizacdo da andlise, movimento muito impogdugra a construcdo da matematica como

ela é conhecida atualmente.

Podem-se discutir razdes didaticas para essa @nefar ou colocar a questao: para
uma pessoa que nunca viu nenhuma dessas demoestrgg@dl seria a mais facil? Nesse
terreno, talvez Steiner (1978) possa ter razacesobcritérios que aponta. Ainda assim, como
justificar que a prova mais geral ndo possa sersaptada posteriormente, como forma de
aumentar a abstracdo? O ponto-de-vista centralt@m ale Steiner pode ser resumido pela

was that the explanatory proof could have been wgediscover the result, and it is often the cdsd &
characterizing proof is intuitive enough to serseaa instrument of discovery. Finally, a charazteg property
is likely to be visualizable (as is certainly trese with a geometrical property).
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sua definicdo de propriedade caracteristica, quexpaontraditéria com o método hipotético-

dedutivo e as principais caracteristicas da maieam@boderna, ou seja, a capacidade de
generalizar e estabelecer relacdes. Se a demdistgag utiliza o Teorema Fundamental da
Aritmética for a ideal para ser apresentada pawmoal que ndo conhecem nenhuma
demonstracdo, a demonstracado de Hardy que elpasitge importante e talvez seja a melhor
para que os alunos percebam que gquanto mais seguengeneralizar, mais se pode

relacionar com outras areas e prescindir de obgmemplos concretos, e que quanto mais

se avanga na matematica, mais dificil € encordisiobjetos e exemplos.

A definicdo citada de prova explicativa e sua @&fera goropriedades caracteristicas
relaciona-se a idéia depagogede Aristételes, pois equivale a afirmar que umavar
realmente é uma prova somente como parte de uma, te@ prova, em primeiro lugar, deve
mostrar como ela se enquadra nessa teoria. Notentamodelo aristotélico de ciéncia foi
substituido na matematica pelo método hipotétiahitieo, e atualmente provas epagdgicas

nao sao exigéncias na matematica.

A afirmacgdo de Steiner (1978) de que a matemaicaedpeito a materialidade dos
fatos e a defesa da continuidade entre as ciénwtesmaticas e as naturais, esta diretamente
relacionada com a distinc@me ele fazle que ha na matematica provas que apenas provam

(confirmam) e provas que explicam (justificam).

Se estivesse querendo dizer com essa afirmacaa matematica tem aplicacdes em
fatos reais, seja no dia-a-dia das pessoas ou gasaiéncias, entdo certamente nao haveria
divergéncias. No entanto, o que Steiner (1978) gimar com materialidade dos fatos é a
materialidade ou verdade dos objetos matematicos. Ele explicita esse pdetuista ao
afirmar que para explicar a existéncia de uma adédprecisamos fazer “referéncia a uma
propriedade caracteristica de uma entidade ou de estrutura mencionada no teorema”
(p.143). E ainda diz que por “propriedade carastied” ele entende que é “a propriedade
Unica de uma dada entidade” ou “estrutura dentrond@familia ou género de tais entidades
ou estruturas”, mesmo se reconhece que nao defamrdias E também quando diferencia

prova explicativa de prova ndo-explicativa.

Entretanto Steiner (1978) ndo cita nem sequer ctareutores que ha séculos atras
faziam afirmac6es analogas; e nada diz a respeitodciliar seu ideal de explicagdo com o

método hipotético dedutivo.
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1.2 Hanna Abre o Debate na Educacado Matemética

Em seu artigd’roof, explanation and exploration: an overvi€2000), Hanna retoma
0s conceitos defendidos em seu livro de 1983 ac#ocpapel das demonstracbes para a
compreensdo da matematica. Ja de inicio, ela faz distincdo (que mostra uma opcao
tedrica) entre a demonstragdo na matematica e arddracao na sala de aula, dizendo que a
compreensao na pratica matematica é secundarimpanténcia, e que se deve discutir com
os estudantes destacando sua importancia e suts;dies. Na sala de aula, no entanto, o
papel da prova é promover compreensao matematigartanto, “nosso mais importante

desafio é encontrar formas mais efetivas de usaraprcom esse objetivo” (HANNA, 2000,
p. 7).

Além disso, afirma que “uma prova, valida comodsae ser em termos de derivacao
formal, se torna realmente convincente e legitidi@ pm matematico somente quando ela
lida com verdadeira compreensdo matematiceea(" mathematical understandifjy
(HANNA, 2000, p. 7).

Acerca do papel da prova, a autora discute a irApod das demonstracdes nos
curriculos escolares e o papel quesokwarespodem desempenhar para ajudar os alunos a
compreenderem as demonstracdes matematicas e, assojetos matematicos dos quais as
demonstracdes tratam. Destaca as novas abordagep®dem ser dadas com a utilizagdo de
softwaresdindmicos, tais como heuristica, exploracéo ealizacao.

Hanna (2000, p. 7) afirma que alguns matematmsebenque uma prova € mais
valorosa fnost valuablequando ela lida com compreensao matematica, @jgda a pensar

mais claramente e efetivamente sobre a matemétigae

matematicos claramente esperam mais de uma progaealgerificagdo... Isso significa
que a melhor prova é aquela que também ajuda areenger o significado do teorema
gue esta sendo provado: a ver ndo somente queveteadeiro, mas também por qué ele
é verdadeiro. E claro que uma tal prova vai maisvarelmente possibilitar novas
descobertas (HANNA, 2000, p.?8)

% Mathematicians clearly expect more of a proof thastification... This means that the best proodie that
also helps to understand the meaning of the thebe#ng proved: to see not orthatit is true, but alsavhyit is
true. Of course such a proof is also more convimaind more likely to lead to further discoveries.
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Pode-se colocar a seguinte questao: o significadontteorema ndo é o que mostra o
lugar do teorema na estrutura da teoria? Parece queaHa000) tem uma viséo totalmente
psicologica também do terngignificadq isto é, refere-se asignificadoque algo tem para

alguém.

ApGs citar oito funcdes das provas (verificacdo, explicacdo, sistematzaca
descoberta, comunicacdo, construcdo de uma teopdiea, exploracdo e incorporacao de
um fato bem conhecido numa rede de conhecimernit@s)na (2000) destaca a explicagéo
como a principal a ser utilizada em sala de aulaufora segue Steiner (1978) em sua
concepgao de explicacao, citando sua definicioraeapexplicativa (STEINNER, 1978, p.
173) como a que faz referéncia a propriedade aafsiita de uma entidade ou estrutura
mencionada no teorema a ser demonstrado, de tahfque da prova seja evidente que 0s
resultados dependem da propriedddl@NNA, 2000, p. 8).

A respeito da heuristica, Hanna (2000) também meacSimpson (1995), que
diferencia provas por logica, que enfatizam o asp&rmal, de provas por raciocinio, que
envolvem investigacfes, argumentando que a segapéd para o “aluno ‘médio™
(HANNA, 2000, p. 8, grifo da autora), pois envolgumentos heuristicos, sendo, portanto,

acessivel para uma maior quantidade de estudantes.

A autora aponta também outros educadores (SimlameBe Simpson), que enfatizam
ndo apenas o raciocinio, mas também a justificdéara eles, técnicas heuristicas sdo mais
Uteis do que provas para desenvolver o raciocio®estudantes, até mesmo raciocinios que
envolvem a nogéo de justificacdo. Chegam a avaliara exploracéo e a justificacdo informal
tém um papel mais significativo para a investigagd@ue as provas, pois — em sua opiniao —
ao contrario destas ultimas, fazem uso da intuigdpor isso sdo melhores para gerar

compreensao matematica e até mesmo fluéncia técnica

Hanna (2000) cita dois autores, Jaffe e Quinn (J,998e chegaram a sugerir que
haveria dois tipos de justificacbes distintas, amlegitimas: resultados mateméaticos
baseados em raciocinios especulativos ou intuittiosno exame de casos, aos quais se
podem referir comanatematica tedricae resultados daquilo que, tradicionalmente, telm s
visto como propriamente matematico, nos quais oseteas sdo demonstrados de forma
rigorosa, chamadosnatematica rigorosa Os editores doBulletin of the American
Mathematical Societ{1994) convidaram varios proeminentes matematiaoa pesponderem
ao artigo de Jaffe e Quinn, e a grande maioriautdoeas criticas ao trabalho.
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Acerca da relagdo entre exploracdo e prova, HaBB80] afirma quesoftwares
dindmicostém o potencial de estimular tanto exploracdo quanbva, pois torna mais facil
propor e testar conjecturas. O sucesso do uswftiwares com a possibilidade de verificar
infinitos casos em um pequeno intervalo de tempaparente evidéncia de que um teorema
€ verdadeiro pel@bservagdo/experimentagdofelizmente, tem estimulado uma tendéncia
entre educadores a crerem que provas dedutivaemefria podem ser secundarizadas ou
abandonadas com o uso de uma abordagem inteiraregpéeimental para a justificacéo
matematica. A autora cita dados que mostram quie@enstracdes tém perdido espaco nos
curriculos nos EUA e na Inglaterra desde o finaddeada de 1980 e inicio da década de
1990.

Hanna (2000) ainda afirma que, se de um lado exgdar e provas sao atividades
distintas, de outro elas sdo complementares; pemplo, para a resolu¢cdo de um problema,
ou mesmo para a construgdo de novos conceitos @dtes) a exploracdo lida com a
descoberta, ao passo que a prova, com sua condiom@gdesafio do professor seria, deste
ponto de vista, explorar a motivagcdo causada pglomcao de forma que os estudantes

melhor compreendessem uma prova.

Analisando o aumento da utilizagédo de computaddtasana (2000) esclarece que a
discusséo sobre a contribuicdo das representa@essvpara uma prova tem ganhado peso
nos ultimos anos. Discute e v& como uma questaeditg que ponto, e em quais casos, uma
representacdo visual pode ser utilizada, ndo s@msomo evidéncia para uma afirmacao
matematica, mas também como sua justificacdo. H&Q®0) chega a mencionar autores que
sugerem que imagens poderiam substituir a linguagatamatica, mas ndo emite sua opiniao

a respeito, e deixa essa possibilidade em aberto.

Hanna (2000) conclui afirmando geeftwaresdinamicos podem servir para enfatizar
o papel da heuristica, exploragéo e visualizacdsaade-aula, e que a questao que se deve
colocar de acordo com essa perspectiva é: come edsardagens podem ser melhor
integradas no curriculo de mateméatica, e como ptadem ser melhor utilizadas para

promover compreensao (“promote understanding”).

Para Hanna (2000), o desafio para os educadoresxér atlaro para seus alunos a
interface da deducdo e experimentacdo e a relag#e @ matematica e o mundo real. A
utilizacdo desoftwares geomeétricos dinamicos, como o Cabri Geometry oetpad
permitem um trabalho experimental parecido com leqiess fisicas experimentais.
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Como visto na introducdo deste trabalho, as cosmigs na educacdo da Reforma
da Matematica Moderna muitas vezes resultam guyarafessores enfatizem tanto a forma
numa demonstracdo e que nao se preocupem em nubstoartra maneira 0s conceitos (por
exemplo, geometricamente), nem suas aplicacdes, amonexdes com outras areas da
matematica. Pode-se perguntar se seriam as poslefEslidas por Hanna (2000) possiveis
de ser adotadas na educagdo matematica. A adogsasgmsicdes seria uma forma de ajudar
0s estudantes a compreenderem a relagdo entrdeesntis areas da matemdtica, entre a
matematica da sala de aula e a pratica matematicgara a melhor a compreensdo dos
alunos dos objetos mateméaticos, e das prépriasstragdes?

Primeiro, a distincdo que Hanna (2000) faz entreatematica da sala de aula e a
pratica matematica — na qual a demonstracdo el@agpdo teriam importancia secundaria —
parece contraditdria com sua afirmacéo feita adidetque uma prova que mostra 0 motivo
de um teorema ser verdadeiro, e ndo somente o quezd@deiro, ajudaria a lidar com
descobertas. Ora, é natural que os métodos deoenéim sejam iguais aos métodos de
descoberta; no entanto, ndo se deve ensinar aussatocoes de demonstracdo que separem
ainda mais a pratica matematica da pratica dedmlaula. Certamente para descoberta de
conceitos matematicos, a linguagem é importants,tamabém o sdo os métodos de tentativa
e erro, a intuicdo matematica, e diversos fatoras é justamente esse tipo de método a que
Hanna (2000) se refere ao falar em heuristica.ilfilites aos alunos essa maneira de refletir
nao os distanciaria dampreensado dos objetos matematicoslas descobertas.

A distincao feita por Hanna (2000) entre provas pgu@/am e provas que explicam

sera retomada no item 1.5.
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1.3 Possiveis Perspectivas para a Formulagédo de ufeoria da Explicacdo com Base no
Legado de Bolzano, Segundo Mancosu

Na conclusdo de seu longo artigolzano and Cournot on mathematical explanation
(1999), Mancosu avalia o quao prometedora para teoasa adequada da explicacdo

matematica é a abordagem de Bolzano. Para tartla duas possiveis linhas de reflexao.

Um problema bem geral € como as hierarquias deafuedtos apresentadas por Bolzano
servem como teorias da explicacdo matematica. Ondegé investigar a consisténcia
interna dos esquemas fundamentais propostos paramml Ambos séo problemas
dificeis. No primeiro, a dificuldade consiste emaleem conta o fato de que testar a
teoria de Bolzano de fundamento e consequiéncia giequacdo como uma teoria da
explicacdo matematica exigiria uma compreensdagarete para que tal teoria pudesse
servir, e (também o conhecimento preciso) de alguttas maiores restricbes impostas a
ela (...) J& as dificuldades relativas ao seguisdardo séo relativas a presencga de pelo
menos dois diferentes modelos fundamentistas eraBole devido a que algumas das
nocdes centrais empregadas por ele, tais comoajielaele, simplicidade e fundamento e
consequéncia, sdo muito vaga®ANCOSU, 1999, p. 451).

Para o autor, o maior problema do que ele chanmaaiielo local (ou seja, o modelo
gue nao é holistico) é a auséncia de uma analfsgeste de fundamento e consequéncia.
“Particularmente, o exemplo dado por Bolzano faflzatentativa de provar a suficiente
evidéncia intuitiva para distinguir fundamentosco@seqiéncias” afirma Mancosu (1999, p.
451), ao dizer que a demonstracdo de que a som@ndas internos de um quadrilatero é 4
angulos retos em virtude de tal soma em um trianger 2 angulos retos e que todo
guadrilatero pode ser formado por dois triangu®sgundo Mancosu (1999) Bolzano nao
deixa claro a razdo de ter argumentado que a verdac soma dos angulos internos de um
triangulo ser 2 retos € uma consequéncia de gama dos 4 angulos do quadrado é igual a 4
retos. Pode-se argumentar que em um quadradongsiiéita a presenca de dois triangulos,
mas que em um tridangulo de forma alguma esté iitplec presenca de um quadrado.
Mancosu (1999) reconhece que, caso tomassemosasgeho, “sairiamos do universo (...)

2 One very general problem is how the groundinganatries presented by Bolzano fare as theories of
mathematical explanation. The second problem, wisighreliminary to the first, is that of probingetinternal
consistency of the grounding schemes proposed gaBo. Both problems are extremely demanding. Trise f

on account of the fact that to test Bolzano’s thiesirould account for and of some of the major cairgs
imposed on it... The difficulties facing the secorsdue are due to the presence of at least two efiffer
grounding models in Bolzano and to the vaguenessanfy of the central notions employed by him, sash
generality, simplicity, and the very notions of gnd and consequence.
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da geometria Euclidiana” (p. 451), ponderando gssadinha de defesa “requeriria uma
hierarquia de existéncia sobre objetos matematicasjual a existéncia de certos objetos
depende da existéncia de outros objetos (...) ommaaf ou outra de construtivismo ou talvez
um ‘emanativismo neo-platdnico™ (p. 451). O pra@pautor ndo percebe essa linha de defesa

como uma tentativa prometedora de ser bem-sucedida.

Analisando o modelo holistico (ou seja, um modealpahdente de um sistema, que
Bolzano (WL) chamava de modelo global), Mancos®@)qiz: “Seja uma particdo Otima
dada das verdades tal que do menor nimero de esrdadples o maior nimero de verdades
permanecentes pode ser inferida” (p. 451). Esseelmddla com a nocédo local (ou seja,
independente de um sistema) de fundamento e casagipara definir o que se poderia
chamar um sistema fundamentado. Neste caso, ha ghssibilidades. Pode-se ou nao
concordar com a diferenga entre verdade fundamergad verdade fundamentada. No
primeiro caso, volta-se ao problema do modelo ladal segundo, o sistema fundamentado
ndo parece se diferenciar essencialmente de uemsisixiomatico arbitrario com a condicéo
extra de otimizacdo. Nesse caso, o0 modelo tormaedevante para resolver o que se queria
no inicio, ou seja, saber quando se pode fazerdishiacdo entre provas explicativas e ndo-

explicativas.

Ao final, o autor afirma que Bolzano teve o grand&rito de colocar o problema da
explicacdo matematica como central para a filosofla matemética. No entanto, suas
tentativas de solucdo ndo responderam satisfatenigm as questdes que ele téo

magistralmente apresentara. Entretanto, mantéipesisas;a ao afirmar que

em qué medida partes de suas respostas podenmamdgudar dependera de uma tarefa
maior que ainda estd diante de nds, que é sabereouma teoria de explicacdo
matematica poderia ajudar e quais restricbes dmverser colocadas a €la
(MANCOSU, 1999, p. 453)

Mancosu (1999), ao tentar resgatar as no¢oes dmiyl tampouco se esforga por
discutir de que forma essas no¢des podem se nedaom a tendéncia atual da matemética,

a axiomatica moderna, assim como com 0s conce#domatematica atual, que envolvem

% Whether parts of his answer can still do some viorkus will depend on a major task still lyingeatu of us,
that is spelling out what a theory of mathemategilanational should account for and what condsashould
be put upon it.
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algumas das mais importantes caracteristicas d@esale variacdo, relagdo e abstracao.

1.4 O que é uma Explicacdo na Ciéncia Moderna? Pdsiidades e Perspectivas

Newton e Smith (2000), em seu artifixplanation oferecem um panorama dos

diferentes modelos de explica¢do surgidos no deccde historia, e situa a discusséo atual.

Os autores explicam que o ponto de partida parss@sbdo de explicagdo néo-
estatistica na filosofia da ciéncia € o modelo xjgieacdo nomoldgico-dedutivo (DN) ou lei
abrangente, que, para explicar um evento particailar outros eventos particulares com uma
lei geral ou leis que abrangem ou englobam aquile se pretende explicar, modo que
apreende um importante aspecto intuitivo da expficaO modelo resume-se na afirmacéo de
que alguém compreende o motivo pelo qual algo acense, em decorréncia de certos
aspectos da situacdo, aquilo tem que acontecercoralicdo € apreendida se existe um
argumento dedutivo valido que parta (1) de verdadepressupostos estabelecidos das
condi¢cdes iniciais e (2) de verdadeiro estabeleaimele leis. O modelo DN descreve a

explicacdo em termos de noc¢des relativamente adasamples.

No entanto, poucas explicacbes encontradas no-di@-@u na ciéncia tém essa forma
precisa; as vezes aceita-se como explicacdo umaulagdo eliptica do argumento como um
todo, sem a preocupacdo em formula-la teoricameotap quando se diz que a manteiga se
derreteu porque o pao estava quente, sem enurxigisarelevantes para a ocorréncia do
processo. Em outros casos, simplesmente apreseniasesboco explicativo; ou seja,
esboca-se parte de uma histéria que se acreditpaplexia ser posteriormente elaborada de
forma a incorporar leis apropriadas, com base emasi\@esquisas empiricas (Newton e
Smith, 2000, p. 127).

O modelo DN pretende abranger leis por outras dsisim como eventos particulares.
Para o caso de eventos particulares, segundo osegub modelo DN é especialmente
atrativo. Ja para o caso de leis que abrangemsolatis|s 0 DN pretende abranger leis sem
estabelecer condic¢des iniciais, 0 que resulta eshlgmas. Afinal, por exemplo, as leis de

Newton podem ser deduzidas por meio das leis ddeKemas também as leis de Kepler
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podem sé-lo por meio das de Newton; assim, umaldducido dessas leis ndo pode ser
considerada como uma explicacédo da outra. E ag@mdie assimetria (ou seja, se A é causa
de B, entdo B ndo pode ser causa de A) da expticagd 0 modelo DN n&do garante (Newton
e Smith, 2000, p. 128).

Sendo facil gerar contra-exemplos ao modelo DN, eéessario, para salva-lo,
adicionar um requerimento de que todas as premissaias No0 argumento sejam relevantes.
No entanto, pode haver problemas: explicar umamadaquada de relevancia, o que, caso se
consiga fazé-lo, o modelo DN perderia em parte ateativo particular, que consiste em
definir explicacbes em termos de noc¢des que sativiainente ndo-probleméticas (Newton e
Smith, 2000, p. 128).

O modelo DN ndo da atencéo suficiente & causaakfoom frequiéncia explica-se
algo por sua causa sem enunciar leis (“ha uma raamehiapete porque o professor bateu no
liqguido com sua cadeira” é uma explicacdo, embefarente apenas a causas externas, a
mancha, embora ndo haja na formulacdo nenhumaxpdicéa ou implicita sobre os
processos que levaram a formacdo da mancha); ersamente, explica-se algo sem nada
dizer a respeito de sua causa (explica-se a altoranastro por meio da medida de sua

sombra, mas a sombra ndo causa o mastro) (Nev@arith, 2000, p. 127).

Um modelo que parte dessas reflexdes acerca de E\Na em conta o papel da causa
na explicacdo, € o modelo de explicagc@nisal relevancgrelevancia causal, modelo CR).
Nesse modelo, a explicagdo ndo é essencialmemtadarpor argumentos, mas por esbocos
causais do mundo; desse ponto-de-vista, a expticamdsiste em mostrar o que pelo menos é
causamente responsavel pelo que se quer expli@smo que ndo se possa realizar a
transposicao para a forma DN (ou seja, de leisngleraes). Newton e Smith (2000, p. 129)
consideram que esse modelo localiza a atual prdgcaxplicacdo em ciéncia e na vida

comum muito melhor que o modelo DN.

Os autores (p. 130) consideram que essa forma plicapéo € uma abordagem
prometedora para explicacdes tanto em ciéncia qumara explicagdes de fendmenos da vida
diaria. No entanto, ha dificuldades, tais comoszaide explicar o obscuro em termos de
causas igualmente obscuras (ou ainda mais) e ailddide em definir satisfatoriamente a

causalidade.

Ha também outras formas de explicacdo ndo-cauBais.caso da explicacdo por
identificacdo, que fornece o exemplo da descolerigue o aumento de temperatura significa
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aumento do movimento das moléculas, que é uma deirdaexplicacdo, mas que nada diz
sobre a causa (embora haja causas envolvidaspliaae@o por modelos de analogia é muito

utilizada na vida diaria e na ciéncia.

Ha também varios casos de acréscimo de compreatsamundo por meio de
unificacdo, e ndo de causa, como é o caso da cengde promovida pela utilizagdo das trés
leis do movimento de Newton, com a lei da gravitague unificava as trés leis dos

movimentos planetérios de Kepler.

A idéia de Friedmanapud NEWTON e SMITH, 2000) é que aumentamos o0
conhecimento humano a medida que se diminui a igaalet de hipéteses independentes
aceitdveis necessarias para explicar o fendmenonwiedo. Salmon apud NEWTON e

SMITH, 2000) sugeriu que a abordagem da unificacéomplementar a nog¢éo de CR.

Para Newton e Smith (2000), a filosofia precisaifiear o que ha de comum nas
explicagbes por causalidade, identidade, analagidicacdo, dentre outras, para encontrar
uma teoria mais profunda que expliqgue o que astexplicativas. Uma tal teoria filoséfica,
no entanto, deve permitir distinguir entre conhegito falso e conhecimento real. Afirmar
que qualquer explicacdo que faca compreender &lgoaseitavel € um erro perigoso, pois,
alguém ja disse que a explicacdo para a existéleciete planetas (os encontrados até entao)
se devia a existéncia de sete buracos na cabeygepexistem sete virtudes.

Recentemente, tem crescido o aspecto pragmati@xpmleacdo, aceitando-se que o
que vale como uma explicacdo satisfatoria depemdeahtexto no qual a explicagdo é
procurada e das informacbes anteriores da pesseapergunta. Assim, uma resposta
satisfatoria deve trazer nova informacgéo, e susti@icdo depende do conhecimento da

pessoa que requer a explicacao.

Hempel apudNEWTON-SMITH, 2000) tinha o objetivo de construima concepc¢ao
ndo-pragmatica “que ndo requer relativizacdo cospeaiko a questionamentos individuais
mais do que se exige do conceito de uma prova nagiteah (p. 131). Esse projeto é
atualmente visto sem esperanga por diversos motigsobretudo em virtude de seu

formalismo exagerado.

Van Frassenapud NEWTON-SMITH 2000), que tentou criar uma teoriaguente
pragmatica da explicacdo, responde que as raz&esndger relevantes, mas a relevancia em
si € uma funcdo do contexto. Por isso, ele negasgqugre possa fazer sentido falarade
poder de explicacdo de uma teoria. No entanto, sdtisos pontuaram que sua noc¢do de

39



relevancia é sem limites, com a consequéncia deggalguer coisa pode explicar qualquer
coisa. Esta reducgéo so6 pode ser feita por meicedenyolvimento de parametros da nogéo de
relevancia, parametros que ndo sao fungdo do dontex portanto, distanciam-se da
abordagem puramente pragmatica da explicacéo.

Na literatura, ha diferentes modelos de explicag&sim como ha varias vias
alternativas de elaboracdo dos modelos ja discutile perspectivas de que qualquer desses
modelos seja desenvolvido para cobrir todas as lexpsicacdes cientificas (ou boas
explicagbes somente) sdo obscuras. Newton e SAIG0O) afirmam que talvez se deva adotar
o pluralismo, e assumir que h& vérios tipos deiexpdes, cada qual com seu modelo
apropriado, e que, por enquanto, ndo se pode cemee totalmente o que esses diferentes
tipos de explicagdo tém em comum, ou seja, 0 quéowmm explicativos. No entanto,
assinalam que cientistas lidam com situacdes eeasncretas em seu dia-a-dia, as quais

exigem uma atitude mais precisa do que a de queviaid.

Newton e Smith (2000) avaliam que o assunto é naditm, para que se possa buscar
reflgio em qualquer nocdo de familia semelhante AVittgenstein (1889-1951), pois 0s
cientistas, em seu trabalho diario, julgam tecgigpoteses em termos de suas habilidades de
explicar num determinado espaco e tempo, e naceamos$ de suas habilidades de explicar
em diferentes escalas. Por enquanto, preservakseito de expor um modelo simples ou um

principio subjacente que liga os diferentes modelos

A situacdo atual € embaracosa para a filosofiai@zia. A tarefa de explicar o que
faz aceitar diferentes explicacdes como explicat&a@onsiderada por muitos fildsofos como
a principal tarefa da filosofia da ciéncia. E dadilifperceber como se estard em condi¢cbes de
responder as solicitacdes acerca da relacdo eqilieagdo e Epistemologia sem uma teoria
unificadora. Realistas dizem que o0 maximo podeurda teoria explicativa é parecer-se com
verdade ou com verdade aproximada. No entantoaselbbases de uma teoria unificadora da
explicacdo, essa afirmacao é suspeita. O que géadich que tal teoria unificadora validaria

tal afirmacgéo, mas deveria permitir ao menos aalia
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1.5 A Educagdo Matemética, os Fundamentos e a Fitiig

Acerca da distingdo entre provas que provam e prqua explicam, Hanna (2000) a
faz citando a definicdo de prova explicativa dengreque, como j4 se disse, € parecida com a
utilizada por Aristételes e Bolzano, embora a autwdo cite nenhum dos dois. Hanna (2000)
nao discute que a logica aristotélica foi deixadalatlo em prol da abordagem hipotético-
dedutiva (o famoso “Se... entdo...” dos sistemasna@ticos), cujo alcance se estendeu a
todas as ciéncias, e ndo somente a matematicadibtide também como conciliar seu ideal
de demonstracdo com a matematica atual, aqueldliqgaecom a descoberta” (HANNA,
2000, p. 13) e, ao nao fazé-lo, corre o risco @& am verdadeiro fosso entre os métodos da

matematica e da educacdo matematica.

A concepcao de Hanna (2000) parece um tanto quistiota da de Steiner, embora
ela cite sua definicdo de prova explicativa. Ha(2@00) enfatiza com os exemplos e com a
énfase dada ao papel dssftwaresgeométricos uma concepcao empirista e psicologista,
propondo um papel mais importante para a intuigd® curriculos e até mesmo para a
concepcdo de demonstracdo mateméatica, ressaltantiacdo geométrica e a relagdo com o
mundo real ou o dia-a-dia das pessoas.

A educagdo matemética precisa retomar determinadomentos historicos do
desenvolvimento da mateméatica, para poder melhudtafonentar suas afirmacdes. Nao se
pode perder em afirma¢cdes meramente subjetivasaaderque se pensa a respeito de algo, e
menos ainda se pode cair no erro de Hanna (2000¢fier uma prova explicativa de uma
forma objetiva (como a de Steiner que ela citayrddado; e, de outro, afirmar que a melhor
prova € a que melhor consegue trazer “compreensdemmtica” (HANNA, 2000, p. 7),
como se fosse possivel que as demonstracdes @artiks axiomas ou conceitos intuitivos e,
ao mesmo tempo, coincidissem com a utilizagdo désig¢bes dos objetos sob consideracgéao,
ou seja, que a compreensao (psicologica) de rdsgltanatematicos coincidisse com a
linguagem matematica e seus axiomas (dito de éatnga, que conciliassem a ordem formal
com a ordem da compreenséo individual, que épmacipio, subjetiva).

No entanto, Dubucs e Lapointe (2006) e Otte (2D6@aetamente demonstraram que
ndo é possivel um tal tipo de demonstracdo. Afmalemonstracdo dedutiva da matematica
moderna parte de principios mais gerais e abstna#éma demonstrar proposicbes mais
particulares e intuitivas; o desenvolvimento daemdittica e 0 método hipotético-dedutivo
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caminharam em sentido contrario daquele desejaddi@gona (2000). Como se mostrou na
introducdo, com os axiomas de Peano, e como sé&iénté® no proximo capitulo, com o

Teorema do Valor Intermediario.

A definicdo de Steiner (1978), embora tenha relapdo a visualizacdo, parte de uma
nocado de esséncia que ndo é psicoldgica como aadeaH(2000); ao contrério, € uma
definicdo ontoldgica. Steiner (1978) assume queddutiliza a palavrassénciano lugar de
propriedades caracteristicaporque ndo se costuma usa-la em matematica. Assim,
definicdo de Steiner (1978) parece retomar as gmies de Bolzano (WL, RB), que aceitava
como uma demonstracdpuramente analiticaou como método correto somente as
demonstracdes que mostrassemflosdamentos objetivoda proposicdo que se pretendia
provar. De fato, a maior diferenca entrgpespriedades caracteristicade Steiner (1978) e os
fundamentos objetivade Bolzano (WL) é que este ultimo localizava érskg de algo na
linguagem, dai a importancia que ele atribui a Begomoproposicées em ,sbu seja, a
estrutura propria das proposicdes.

Estudar Bolzano e o periodo histérico em que oaaararitmetizacdo da andlise pode
trazer importantes elementos para que a educacBamdtica possa formular melhor seus
conceitos e definicdes. Nao porque se tenha aasgercomo Mancosu (1999), de resgatar a
nocao de Bolzano de explicagdo como uma nocao Ivileveer aceita por matematicos da
atualidade e assim superar o dificil quadro dadifia da ciéncia mostrado por Newton e
Smith (2000) de fornecer uma nocgdo de explicacAombra de Bolzano é considerada
importante por dois motivos principais: em primdirgar, pela relevancia da andlise histérica
de sua obra; e, em segundo, pelo proprio conteadibdh, que mostra uma enorme erudicdo
do autor e um método de estudo e investigacdo cquabtodos tém muito a aprender, e que
buscava fundamentar todas suas afirmacdes, e cempa@crescentar algo ou discordar dos
argumentos de todos os fildsofos e matematicos@época a cuja obra ele tinha acesso.
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Capitulo 2 — O Teorema do Valor Intermediario

Introducao: Bernard Bolzano, Vida e Obra

Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano nasceu @@ &utubro de 1781 em
Praga, na Bohemia (que atualmente é parte da RepuUbtheca), durante o Império
Austriaco. Faleceu em 1848. Foi filho de familia itmucatélica, o que influenciou
profundamente sua obra, suas concepcdes filos@&isas rigido codigo moral, e o inclinaria
a tornar-se padre em 1804. Estudou em escolasdpsva no Liceu dos Piaristes de Praga.
Estudou filosofia e matematica na Faculdade deséfila da Universidade Carl-Ferdinand de
Praga. Apos terminar seus estudos Bolzano torn@mades, e inicialmente pretendia estudar
mais a fundo a matematica e a filosofia de Kartipracuja obra estava, na época, banida da
Austria (LAPOINTE, 2003).

Em 1804, Bolzano obteve o titulo de professor émaas da religido catdlica na
Universidade de Praga. O seu discurso inaugural&Jb intitulava-seéSobre a necessidade
de uma fé que avance sobre bases raciofais meses depois, sob a acusacao de ‘kantiano’,
Bolzano foi informado de que perderia seu emprgyis @ término do ano letivo, mas se
justificou sem maiores dificuldades e se tornotivafeem 1806 (LAPOINTE, 2003).

Em 1811, obteve efetivamente o direito de professas proprias doutrinas, mas, em
1819, foi demitido com a argumentacdo de estarcasiw a pretendidas intrigas politicas de
seu estudante Josef Fesl, e também sob acusacBerefda, ja que Bolzano ndo temia
expressar seu nacionalismo tcheco abertamenteindb do processo, ele foi proibido de
trabalhar em todo o territorio austriaco, e ao €ien década de 30 do século XIX, essa
proibicdo atingiu também suas publicacdes cieasfit APOINTE, 2003).

Segundo Lapointe (2003), o abandono de suas famg@professor teve, no entanto, o
efeito positivo de permitir-lhe consagrar-se irggiente a sua obra, contando com o suporte
material e moral de amigos e, posteriormente, tig@nalunos. A obra de Bolzano é imensa.
Bolzano foi o primeiro filbsofo moderno a propor aimbordagem semantica da filosofia e
influenciou muito fildsofos de diferentes areasmooHusserl (1859-1938), Twardowski
(1866-1938), Frege (1848-1925), Carnap (1891-19T7@)ski (1901-1983), Peirce (1839-
1914), Wittgenstein, dentre outros.
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Deu importantes contribuicbes para a matemétioalueionando a concepgdo de
infinito e infinitesimal com base em estudo rigarodesses assuntos eParadoxos do
Infinito (1847), que langcou as bases para a construc@uda tlos conjuntos por Cantor. Sua
mais célebre obra matemética, no entanto, féireava puramente analitica,.que, como
mencionado no capitulo 1, pode ser considerado @manda aritmetizacdo da andlise;
Bolzano foi chamado por Félix Klein, pelos prinogpiformulados nesse artigo, de “o pai da
aritmetizacdo da andlise”. Os mais importantedtaetas dessa obra estdo contidos na grande
maioria dos livros elementares de analise matemaparticularmente os teoremas que
ficaram conhecidos com@ritério de Convergéncia de Cauclyy o Teorema do Valor
Intermediario; também esta contida nessa obra eef@chamado por Sebestik Beorema
de Bolzano-Gaudgue conhecemos atualmente como o teorema do kunierior), que teria
dado origem ao conhecideorema de Bolzano-WeierstrdSEBESTIK, 1992).

Bolzano foi uma das poucas pessoas que, no iniceédulo XIX, era competente e
dominava os contetdos da matematica e da filogddimisso, era apto a ver algo que escapou
a muitos de seus contemporaneos: que as tentdgvisdamentacdo da analise matematica
formuladas por Pascal e por Leibniz (essa ultireigminante até o século XIX) ndo mais
correspondiam as necessidades colocadas pelo tonflas construcdes mateméaticas
realizadas nesse periodo, nomeadamente o Calculderiim que envolvia conceitos
relacionados ao infinito, tais como o conceito miitesimal, derivadas, integrais, limites e
expansdo em séries. Bolzano concordava que em uimeigr momento os esforgos
concentraram-se no alargamento da matematica endeveliscutir seus fundamentos; mas
compreendia que, uma vez amadurecida, requerigasa, a continuidade do progresso da
matematica, a analise filoséfica de seus concéittdamentais (RUSNOCK, 1997, p. 74-75).
Sabia também que tornar explicito o conhecimentoitivo representa uma contribuigéo
importante para o progresso da matematica. Essaccén foi compartilhada por todos os
I6gicos do século XIX.

Seu trabalho permaneceu muito pouco divulgadop@séivel dizer que viveu em um
guase anonimato até o fim do século XIX, até qesdaedescoberto por Hermann Hankel
(1839-1873) e por Otto Stolz (1842-1905). Essemdltrepublicou em 1881 varios de seus
artigos, que haviam sido publicados anteriormentgoenais menores da Europa do Leste ou

mesmo por conta propria por Bolzano. (LAPOINTE, 200

Lapointe (2003, p. 6) explica esse quase anonimt@arte pela repressdo austriaca
decorrente do grande conservadorismo que predomimayais, mas também ao fato de que
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suas doutrinas n&o tinham bons efeitos num contaestitucional e intelectual dominado, na
Alemanha, pelo idealismo de Fichte e Hegel e pataspretacdes psicolégicas das doutrinas
kantiana&. Além disso, seus discipulos, a quem Bolzano esgara de “conter [... ] — pela
divulgacdo de nogdes claras — a tremenda desogdenKant, sem que ele mesmo se desse
conta, causou devido a suas filosofias na Alema(B@LZANO, APUD LAPOINTE, 2003,

p. 7), ndo deram continuidade a sua obra.

2.1 Apresentacédo do artigd’rova Puramente Analitica do Teorema que Afirma geetre
Dois Valores de Sinais Opostos Existe pelo Menosad Raiz Real da Equacéo

Bolzano escreveu, em 1817, o artBmva puramente analitica.0 método utilizado
por Bolzano, o de fazer uma demonstracdo que népaste elementos do espago e do
tempo, mas que ao mesmo tempo confirmasse a idgitivia da validade do teorema, foi

fundamental para a aritmetizagédo da analise.

O inicio do artigo é um pequeno tratado de sécies) a analise das propriedades da
expressao que Bolzano interpreta como funcdo deteemos r e x.

Ele define F,,(x)= A+ Bx+ CX+..+ RX o que atualmente é escrito como
F(X)=a+ax+aX+..+axX"
Estudando a natureza da variacao

F.(0)-F(X=a,X+3a,X"+ a,X*+..+ a, ¥ em fungdo de n, Bolzano classifica

as séries da seguinte fortha

% E importante deixar claro que a autora se refeimtesipretacdes psicolégicasdo, esta afirmando que a
doutrina kantiana seja psicolégica.
2" Bolzano n&o se preocupou com o madulo, pois latpii apenas com o acréscimo de termos positivos.
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( Constante — Exemplo: Progressdo Geométrica

( Mondtona

y (" Crescente — Exemplo: Progresséao
\ Variavel Geométrica de razao|r| > 1

N&o Mondtona <
\

Decrescente — Exemplo: Progresséao
Geométrica de razao |r| <1

.

Nos paragrafos de 1 a 4 e de 8 a 10, Bolzano (Bf)ale da exemplos de todos esses
tipos de séries: as divergentes; as limitadas (fasnecessariamente convergentes, como 0
exemplo dado: ata-a+...). Em 5, ele fala das séges considera “particularmente

interessantes” (RB, p. 170), que sdo aquelas “ealor do termo somado se torna cada vez

menor” (p. 170). D& entdio o0 exemplo da série geuraétle razdde <1 (na notagdo de
Bolzano, ec£1), em que a diferenc,,  (X)—F (X “pode se tornar tdo pequena quanto

gueiramos, se tomarmos o r suficientemente grafmde’70), pois

Fn+r(x)_ Fn(X): aé+l+ aé+2+ aré3+...+ ae =
ad(1- €)/(1- 9< a&’(2/ (- ¥

, € aef*l(z/(l— €) “pode ser tdo pequena quanto se queira conformem@tamos o valor de
r’ (p. 170).

Na secéo 6, Bolzano (RB, p. 171) anuncia o lentué,diz que

se os valores das somas dos primeiros n, n+1l;r.tenmos de uma série... forem
denotados poF X, F. X, F ,X...,F, X entdo passamos a observar as quantidades

T mr
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Fx EX... EX. .. F. X,.

como uma nova seérie... Aqui nés assumimos a Eugpdie especial de gaediferenca
entre o n-ésimo termo F xe qualquer termo F , X (ndo importa qudo longe de

F. X esteja) se torna menor que qualquer quantidade dadse n for escolhido grande

o suficiente®, em virtude de a diferenca entre esses dois tepudsr se tornar, por
hipdtese, tdo pequena quanto se queira, se comtinedonge o suficiente (como se diria
nos livros didaticos de hoje: se n for tomado sefiemente grande, nota minfiaRB ,

p. 171).

Na secao 7, Bolzano (RB) afirma que se uma secgiéhedece ao critério enunciado
na secao 6, entdo ela converge, completando exatimroeque atualmente chamamos de
“critério de convergéncia de Cauchy”: “se uma seqiz@é de Cauchy, entdo ela convétge

Esta demonstracdo tem apenas um problema, queidisms mais a frente.

Na secéo 12, Bolzano (RB) enuncia e demonstra cefiren

Se uma propriedade M ndo vale para todos os vattaesna variavel x, mas sim vale
para todos os valores que sdo menores do que um werentdo ha sempre uma
qguantidade U que é a maior daquelas para as qodes ger afirmado que todos os x
menores que ela tém a propriedad? (RB , p. 174)

Esse teorema (que Sebestik (1992) chama de Boanses) equivale a afirmacéo da
existéncia de um limite superior de todo conjunm wazio e limitado superiormente de
nameros reais, e € um dos principais conceitositaal que Bolzano elaborou. Para

demonstra-lo, ele constréi uma sequéncia que, mwta de seus termos coincidente com U

% Os negritos s&0 nossos; a parte negritada comeéspao que ficou conhecido nos livros de anéliseoca
condigdo para uma sequéncia ser de Cauchy, mwetzs \definido como “Uma seqiiéncia é de Cauchy se,

dadas > 0, existeN € ¥ tal que, sn> N, ent510|amr - an| <¢& paratodor”.

®py F X F  XF ,X%...,F . X then we regard the quantities
FX EX...EX,...,E  X,..
as a new series... Here we have assumed the spemelty that the difference between title term F X and

every later ternk X, however far from the former, remains smaller tlaay given quantity if n has been

taken large enough, then there is always a cettaistant quantity, and indeed only one, which ¢nes of this
series approach, and to which they can come as abdesired if the series is continued far enough.

30 Aqui, nos referimos a seqiiéncias que podem assumiquer valor real.

31 |f a property M does not belong to all values efaiable x, but does belong to all values whidhlass than a
certain u, then there is always a quantity U whgclthe greatest of those of which it can be asddttat all
smaller x have property M.
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(e, portanto, ndo é necessario gerar mais ternmmenolo parar por ai), ou entdo sera uma
sequiéncia de Cauchy que tendera para U. A sequéaci@auchy é criada por meio da
aproximacdo do numero procurado por uma série tervados obtidos por bipartices

sucessivas e cujo cumprimento tem limite zero.

Em seguida, na sec¢do 15, Bolzano enuncia o tecgemaitilizard4 para demonstrar o

Teorema do Valor Intermediario para polinbmios;nadindo que

Se duas funcdes de x, fx¢gX, variam de acordo com a lei da continuidade, paja
todos os valores de x ou somente para aquelesstiieentrexr e f,esefa < ga e
f B>¢B, entdo existe sempre um certo valor de x entee3 para o qual fx#x * (RB,
p. 177).

Para demonstrar a afirmacdo acima, Bolzano utilizccritério de convergéncia de
Cauchy e o teorema do limite superior ja enuncexima (teorema de Bolzano-Gauss). Esta
parte € muito importante, pois nela se articulacomceito de limite superior com o conceito

de continuidade.

Bolzano (RB) define uma propriedade M da seguinitmé:

para todos os valores de que forem menores que um certo valor determinpdde-se
afirmar que as duas fun¢ddqa + w) e ¢(a +w) se encontram na relagdo de quantidade
menor para maior. Chamemos esta propriedade davebsd de M (p. 178).

Ou seja: f (¢ +w) < ¢(a + w), nas condigcdes expostas. Usando entdo o resud@do
teorema de Bolzano-Gauss e chamando de i uma dadetque satisfag = o +i, Bolzano

(RB) conclui que “podemos dizer que todos os valate » que s&o menores do que um

certo valor determinado, possuem a propriedadepM118). No entanto, Bolzano afirma que

%2 1f two functions of x, fx andpX, vary according to the law of continuity either fll values x or only for
those which lie betweew and £, and if fa < ga e f4>@f, then there is always a certain value of x
betweena and £3 for which fx=¢X *.

% For all values ofw wich are less than a certain one it can be asstira¢dhe two functions f (o + @) and

¢(a + ) stand in the relation of smaller quantity to lardeet us designate this property of the variabieby
M.
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€ claro que essa propriedade M nao vale para tmsloalores dev, pois, por exemplo, para

® =i, por hipotese,f (a+ w) < ¢(a + ®) . “Consequientemente, o teorema da Sec¢do 12 (o

teorema de Bolzano-Gauss, nota minha) nos fornatearto U que é o maior dentre os
valores para 0s quais pode ser afirmado que todd tem a propriedade M”, afirma o autor
(RB, p. 177). Em outras palavras, U € o maior daleres que satisfazem a propriedade de

que,Vo<U , f(a+o)<d(a+o).

A continuidade de f e entra na demonstracdo de que U esti eatre f.

Mostraremos o raciocinio de Bolzano apenas paradguas dois valores sédo positivos, para
mostrar como ocorre a juncdo da nogédo de contidaidam a de limite superior. Bolzano,

entretanto, divide em varios casos e demonstraJgesta entrex e f para cada um deles,

recorrendo sempre a demonstracdo que sera mosicpdaResumindo, ele conclui que

f(a+U)=¢(a+U) com o seguinte raciocinio:

(1) f(e¢+U) nado pode ser maior do qy€a +U), pois pela continuidade de f e
¢, haveria  tal que f(a+U -w)>d¢d(a+U —-w), 0 que contraria a hipotese de que

f (o + o) < ¢(a + w) (propriedade M) vale para todo x menor do gueU ;

(2) f(a+U) tampouco poderd ser menor do qua-+U), pois pela
continuidade de f @, haveriaw tal que f (¢ +U + o) < ¢(a +U +w) , e portantor +U nao

poderia ser o maior valor para o quab <U , f(a+ o) < ¢(a + )
Entdo, s6 pode ocorrdr(a+U) =¢(a+U).

ApGs afirmar que sua demonstracdo ndo foi da wadeidda raiz (secao 16, p. 179),
Bolzano (RB) demonstra a continuidade da funcdm@ulial a+bxX" + cX'+ ..+ pX (Secéo
17, P. 180) e, por fim, afirma que “Se uma funcadarma x" + ax"™ + bX"%...+ px ¢ na
qual n é um namero inteiro positivo, é positivagpar=«a e negativa para= 4, entdo a
equacdox” +ax™ + bX?...+ px o= 0 tem pelo menos uma raiz real entree " (p. 177),
usando o fato de que o polinémi" +ax™ + bX?...+ px ¢ pode ser divido em dois
polinbmios que chamaremos de P e Q (notacdo nossap, qual
P(X)- QX=X+ aX'+ bR%..+ px . Das hipoteses, podemos escre®ér) > Q(a) e
P(S) < Q(B). Assim, as condicdes sdo as mesmas do teoremansggadn na se¢ao 15 e,

portanto, pode-se concluir ggéx) = Q( % .
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No entanto, o artigo apresenta o seguinte problentiemonstracdo da convergéncia
de uma série que obedece ao critério enunciadegd $ (lema 5, que enunciamos na pagina
40 desta dissertacdo) pressupde que essa quargkiatie e essa propriedade € exatamente a
gue se costuma chamar atualmente de propriedaduglemo, de teorema do supremo
(quando a provamos utilizando o axioma do infimm); axioma do supremo (quando se
utiliza esse axioma para deduzir o teorema do @fiMleste trabalho, ela é chamada de
propriedade do supremo, por ser mais geral.

Bolzano (RB) justificou esta suposicédo da seguonma:

certamente ndo ha nada impossivel em assumirtémis da quantidade X cujos termos da

série se aproximam arbitrariamente, desde quessor@amos que a quantidade seja Unica e
invariavel. Entdo se € uma quantidade que podaryata pode sempre, evidentemente, ser
tomada de tal forma que seja muito préxima, ounsémo exatamente a mesma que o

termo F X com o qual ela € comparada. Mas assumir uma glaaetiinvariavel com esta

propriedade de proximidade aos termos de nossa 13&d € impossivel porque com esta
hipotese é possivel determinar a quantidade deaftiimprecisa quanto desejidp. 171).

Bolzano chama essa quantidade variavel de X, eapeowonvergéncia da série
fazendo X - F,x=(X-F, Y- (FEx F,, 3 <|(d+w)|, em que d ewsdo tdo pequenos
guanto se queira, de acordo com as hip6teses akminBolzano (RB) prova entdo que a
série pode convergir para um Unico valor, assum@aoa série converge para um valor Y e,

em seguida, tomande e o, tdo pequenos quanto se queika- F . Xx=w eY - F _  X=a,,

n+r

e, portanto,X - Y = w —w,, que converge para zero.

O raciocinio de Bolzano (RB) acerca da possibikdde aproximar de mais em mais o
limite torna sua existéncia plausivel, j& que aesdas aproximacdes sucessivas forma uma
série convergente; entretanto, tal raciocinio nd@leraonstra. Sebestik (1992, p. 107) avalia
que “aqui subsistem entdo irredutivelmente circwio®sos ou recursos a intuicdo: somente

a definicdo completa dos nimeros reais permité-dost’.

% There is certainly nothing impossible in assunimgexistence of the quantity X which the termthef series
approach arbitrarily closely, provided the quanti#tynot assumed to henique and invariable For if it is a
guantity which can vary then it can, of course,aglsvbe taken so that it is suitably near, or evactty the

same as, the terrfr X with wich it is being compared. But the assumptiéran invariable quantity with this

property is not impossible because with this asgiomyit is possible to determine the quantity asuaately as
desired.
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Em outras palavras, que de alguma forma seria s@cespostular algo sem se
preocupar com a esséncia das coisas (como o feekDedd 1831-1916), ou a intuir de
alguma forma. Nenhuma das duas opcdes seria cemienpara Bolzano, que pretendia
encontrar fundamentos objetivos para todas as afibes que ndo fossem consideradas

indemonstraveis.

2.2 Intuicdo e Conceito no Teorema do Valor Intermdiario

Ja se afirmou que a filosofia da ciéncia na époeaBdlzano era dominada
principalmente por interpretacfes psicologicas fguam feitas acerca da doutrina kantiana;
para Kant, ndo era necessario demonstrar algo agse fdado intuitivamente; pois sua
preocupacao era com a questao de como se tem asegsalades, e certamente a verdade de
coisas que se consideram Obvias € dada pela iatlAchatematica, de forma anéloga, ainda
era influenciada pelas concepcbes de Pascal e deaides (que, apesar de nao terem o
mesmo ponto de vista a respeito de diversas quespistulavam que as proposicoes
deveriam ser demonstradas em termos de coisassQlevigue ndo era possivel demonstrar
mais do que elas). Leibniz, entretanto, afirmava& gevem existir alguns conceitos e
principios que eram primitivos para Pascal masajoga assim eram complexos, (e portanto,
para ele, definiveis), e que proposi¢cdes seriamdeawnstraveis, ndo por serem claras ao

extremo, mas por sua forma lI6g{USNOCK, 1997, p. 71)No entanto, Leibniz

tal como Aristoteles e Descartes, exigiu demaissafesconceitos simples e axiomas,
exigindo que fossem ao mesmo tempo epistemologit@measicos e metafisicamente
bésicos. Os conceitos simples da compreenséo, etemisse mais de uma vez, ndo sao
nada mais do que a perfeicdo de Deus. Axiomas idaeveser ndo apenas logicamente
primitivos, mas também imediatos, isto é, auto-enids® (RUSNOCK, 1997, p. 71).

% Like Avristotle and like Descartes, he also askamsierably more of them, requiring that they bthatsame
time epistemologically and metaphysically basice Bimple concepts of the understanding, he claionechore
than one occasion, are nothing other than the genfs of God. Axioms... are held to be not only tadiy
primitive, but also immediate, that is, self-evitlen
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Apesar de seus esfor¢os para a fundamentacdo éanétata e da filosofia, Leibniz
deixou o trabalho de construcéo e difusdo de $misofia incompleto, sobretudo em virtude
do adiamento de publica¢cbes importantes:Ni®eps Ensaios Sobre o Entendimento Humano
escrito no periodo de 1701 a 1704, em forma deghbale contraposto as idéias de Locke,
nao foi publicado em sua vida em razdo da morteabke (1632-1704), e acabou sendo
publicado somente em 1765). E outras contribuighateméticas sofreram adiamento, a
espera de unificacdo de diferentes teorias sobratamatica. Por isso, “apenas uma parte de
sua mensagem foi para os mateméaticos que o sedu{RIOSNOCK, 1997, p. 72)

De certa forma em virtude da influéncia de Leibaignalise matematica, por fins do
século XVIII, se tornou uma vez mais um assunt@iiatmente novo, mesmo que
frequentemente fosse apresentado como um desemeokd posterior da geometria
cartesiana. (RUSNOCK, 1997, p. 72)

Finalmente, o sujeito de estudo e a concepcdouwtmaimentos da analise mudaram:
em vez de curvas e suas propriedades, a analese-sf agora a expressdes analiticas e as
regras que regem tais transformagdes, as quaisna@opodem ser justificadas com apelo a
uma semantica geomeétrica; ao contrario, as justifies sé poderiam ser feitas em termos
puramente sintaticos e algébricos. “Existia umaés#ita: as quantidades variaveis... Mas
essa semantica era aristotélica, e ndo moderreauh® semantica para a maioria das partes”,
afirma Rusnock (1997, p. 72). O significado da dedie universal permanece puramente
sintatica. Uma formula tem sua validade universahanstrada se ela for derivada por meio
do uso das regras da analise; entretanto, ela tabaz falhar ou fornecer respostas de um
tipo diferente para certos valores da quantidad&wel. Entdo, por exemplo, Euleagud

RUSNOCK, 1997) argumentou que, como a equacao
1 2

—— =1+ X+ X+ ..+ X+ .. ()

1-x

pode ser estabelecida pelas regras da analisss&@loconcluir ndo somente que tal formula

seja valida para=1/2, como também para=-1, x=1, x=2 etc.

A obra de Bolzano retoma o legado de Leibniz. BEana matematica era necessario
desenvolver fundamentos que superassem a obviem#giEva de Pascal, pois com
frequéncia a intuicdo leva ao erro, sobretudo quasel lida com conceitos tdo pouco
intuitivos, como o de infinito, o de infinitesimad;dimensdes maiores do que 3; além disso, a

falta de rigor em matematicos do calibre de Ewerniam-nos a aceitar com naturalidade

52



resultados contraditérios, como o que mostramasaa equacao (l) para qualquer valor de
X).

Nesse contexto, é compreensivel que ninguém petsadilemonstrar o Teorema do
Valor Intermediério, em razdo de sua obviedadetiwiu Mas essa intuicdo é uma intuicao
geométrica e, por isso, ndo faz parte da matem@ticacomo ela é entendida nos dias atuais,

e como ja a entendia Bolzano.

Segundo George e Rusnock (1996, p. 463), o aRigva puramente analitica...
contém somente conceitos ndo intuitivos ou nao reopi e que “Bolzano apontou o 6bvio
ao dizer que o teorema nao dizia respeito a retapa@ntos, mas a fungdes, com aplicagoes
geométricas somente como um caso especial”’, 0 gg&anque apenas tornar explicito algo
conhecido pode produzir uma generalizacdo impatabeorge e Rusnock (1996, p. 463-

464) esclarecem:

a meta geral dos esforgos reducionistas, do capanm a aritmética, da aritmética a logica,
da geometria para a l6gica das relacfes etc., miBoem diante, ndo é epistemoldgica;
ela é, ao contrario, um exercicio classificatbnmas ndo no sentido kantiano: os
julgamentos encontrados ndo s&o analiticamentéakast.

Um outro fator que contribuiu para o crescimentordd@ematica no século XIX foi os
matematicos dos séculos XVII e XVIII terem acumolanto conhecimento, e muito
progresso matematico foi feito com base apenagpizieacao e diferenciacdo daquilo que ja

se sabia (intuitivamente). De acordo com os autores

Bolzano afirma que aroposicaoé a unidade do significado, mas sua préatica matesméat
antecipa, em alguns aspectos, a doutrina queavisier caracterizada como a da ‘definicao
implicita’: ter uma definicdo de um conceito (potemplo, da continuidade) é ter uma
(definicdo) que possa apoiar uma prova puramenteaialo teorema do valor intermediario
(dentre muitas outras)... Num certo sentido, entédatividade seméantica é inerente na
construcao de provas; mas ja ndo é analise naled@ntiano, e ndo se assenta na intuicao
de forma algumd (GEORGE; RUSNOCK, 1996, p. 464).

% the general point of reductionist efforts, of tiéculus to arithmetic, arithmetic to logic, georgeb the logic

of relations, etc. from Bolzano on, is not epistgeal; it is, rather, a clarificatory exercisajtinot in the

kantian sense: the judgments one encounters aiéantiainly analytic.”

37 Bolzano maintains that thgropositionis the unit of significance, but his mathematjwactice anticipates, in
some respects, the doctrine later characterizetldemtussed below, as “implicit definition”: to fexa correct
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O Teorema do Valor Intermediério j& era utilizadesde a Antiglidade. Alguns
matematicos contemporaneos de Bolzano e anteri@é@am tentado justificar ou mesmo
demonstrar esse resultado, mas nenhum deixou lg@muno¢des como espaco, tempo ou
geometrid®. O artigo foi um marco na aritmetizacdo da anAlisedo em vista que, para a
demonstracao do resultado, até entdo tido pelarimaios mateméticos como 6bvio, Bolzano
desenvolveu o0s principais fundamentos da andlise gstava por surgir: a analise
aritmetizada, em outras palavras, livre de consdiémporais, espaciais € geomeétricos, cuja

utilizacé@o estava levando a resultados contradgépdomo os de Euler.

No prefacio de seu artigo, Bolzano analisa algudasstentativas de demonstracéo,
criticando particularmente a utilizacdo de elemgergmteriores a matematica pura, como a

triade espaco-tempo-geometria ja referida.

Ao contrario do que afirmam alguns autores (BROWM®87, dentre outros), Bolzano
pretendia demonstrar o Teorema do Valor Intermediééo por acreditar que ele ndo fosse
um resultado o6bvio, ou que sua obviedade ndo iagdE sua veracidade. Ele afirma

claramente que

certamente, ndo had nenhum questionamento refeeenterecdq nem certamente a
obviedadedesta proposi¢cdo geométrica. Mas é claro queaéafemsa intoleravel contra
o0 método correto derivar verdades da matematica (ourgeral) (i.e., aritmética, algebra,
analise) de consideracdes que valem para umarpartamente aplicada, particularmente,
a geometri&. (RB, p. 170, italicos do autor)

A grande inovacdo de Bolzano foi representar o icoat em termos discretos:
discretizar modelos continuos. Esta inovagdo exafatb, uma necessidade histoérica, pois,
embora a percepcdo do mundo (do espaco e do tengsotambém de nocgdes percebidas

definition of a concept (e.g. of ‘continuity’) t® have one which will support a purely formal groof the

intermediate value theorem (along with many other#) a sense, then, the semantical activity isriahiein the
construction of proofs; it is no longer Kantian lgsis, and it relies in no way on intuition.

3 Bolzano cita: “Kéastner, Clairaut, Lacroix, Mettatm, Kliigel, Lagrange, Rosling, e varios outros! {59-

160)

% There is certainly no question concerning tloerectness nor indeed th@bviousnessof this geometrical
proposition. But it is clear that it is an intolbla offense againstorrect methodo derive truths opure (or

general) mathematics (i.e., arithmetic, algebra)yais) from considerations which belong to a meagplied

(or special) part, namelgeometry
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pelos outros trés sentidos) seja continua, ha sidege de modelos discretos desse continuo
para poder aplicar o conhecimento matematico emigdede manipulacdo de dados e
conceitos. Atualmente, para muitos matematicos,nseros reais sdo o0 continuo ou
substituem o continuo, mas, na realidade, os niemerais sdo apenas modelos discretos

desse continuo.

A relacdo da matematica com o senso comum € bas@omplicada e tem
implicagbes nas questfes epistemoldgicas e decersinde um lado 0 nosso acesso ao
continuo se d4 por meio da nossa sensibilidadeceeiio (que é relacional e relativa, pois
0s cinco sentidos trabalham em termos de relagpes)outro, foi a conceitualizacdo desse
continuo em termos do discreto que possibilitoueaspmento relacional caracteristico da

matematica moderna, e a capacidade da ciéncia neodermedir e prever dados.

O estabelecimento de regras aritméticas claraarignaetizacdo da analise permitiram
gue a analise se fundamentasse solidamente oeswdicpara tornar possivel a definicdo
rigorosa do infinito, do infinitesimal, e de todos demais conceitos que utilizavam tais
definicbes, e que tanta importancia tiveram pardesenvolvimento do Calculo dos dias
atuais. Assim, o fato de que possamos provar, gemglo, a propriedade do supremo
utilizando o Teorema do Valor Intermediario, ndglica que se possa assumir qualquer um
deles como fundamento. A adocdo de principios étibms para a analise permitiu o
desenvolvimento do Calculo ja& mencionado. Manterpadscipios da analise tais como
ocorriam na época, isto €, baseados na geomes#aneapelo a aritmética e ao estudo da
guantidade, corresponderia a ndo resolver os pnalsle@ssenciais colocados pelo Célculo de

sua época.

2.3 Apresentacao de Definicbes dos Numeros Reais

Richard Dedekindgpud CARACA, 2000, p.57-58):

eu vejo a esséncia da continuidade (...) no pimsipguinte: “se uma reparticdo de todos
os pontos da recta em duas classes é de tal rayezodo o ponto de uma das classes
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estd a esquerda de todo o ponto da outra, entdte exn e um sé ponto pelo qual é
produzida esta reparticdo de todos os pontos e aasses, ou esta decomposi¢do da
recta em duas partes.

Como ja disse, creio ndo errar admitindo que todarde reconhecerd imediatamente a
exactiddo do principio enunciado. A maior parte duus leitores terd& uma grande
desilusdo ao aprender que é esta banalidade gee@elar o mistério da continuidade.
A este proposito observo o que segue. Que cadachen @ principio enunciado téo
evidente e tdo concordante com a sua propria a0 da recta, isso satisfaz-me ao
mMAaximo grau, porque nem a mim nem a ninguém é yesdar deste principio uma
demonstragéo qualquer. A propriedade da recta ss@rpor este principio ndo é mais
gue um axioma, e é sob a forma deste axioma qupemsmos a continuidade da recta,
gue reconhecemos a recta a sua continuidade.

A afirmacédo de Dedekind segundo a qual “Que cadacim o principio enunciado
tdo evidente e tdo concordante com a sua progri@sentacao da recta, isso satisfaz-me ao
méaximo grau”(apud CARACA, 2000, mostra que a escolha da utilizacdo do conceito de
cortes para definir nimeros irracionais se da case ma intuicdo e na conveniéncia para a

construcédo de um sistema coerente, o que Bolzanac#itaria.

Além da preocupacdo com a comunicacdo das verdadesa forma coerente, para
Bolzano, significados sé@o objetivos, e portantoseese tentar descobrir e descrever esses
significados objetivos. Por isso, ele precisavarmea prova diferente das existentes até entao.

Conforme Bolzano, a conexdo entre os objetos s fatas descricbes matematicas
em termos de caracteres aritméticos seria natutdlvea, e ndo escolhida ou construida;
Dedekind, porém, discordava dessa afirmacdo, esenglelvimento da mateméatica daria
razao a ele (a Dedekind).

Analisemos agora a definicAo dos numeros irracsopair intervalos encaixados,

descrita por Courant (2000, p.82-83). Segundo ele,

a existéncia sobre a reta numérica (considerada cona reta) de um ponto contido em
cada sequéncia de intervalos encaixados com pertosmos racionais € upostulado
fundamental da Geometr{a.) NOs a aceitamos, da mesma forma como aceit@uotros
axiomas ou postulados em Matemética, por causaia@elausibilidade intuitiva e sua
utilidade na construcdo de um sistema consistemteedsamento matematico (...) Um
ponto irracional € completamente descrito por uemgiiéncia de intervalos racionais
encaixados de comprimentos tendendo a zero. Partansso postulado fundamental
realmente equivale a uma definicdo. Construir defmicédo, apos ter sido levado a uma
seqliéncia de intervalos racionais encaixados par deeum sentimento intuitivo de que
0 ponto irracional “existe”, significa dispensarapoio intuitivo com o qual nosso
raciocinio procedeu e compreender que todas agiguaedes matematicas de pontos
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irracionais podem ser expressas como propriedaglesgliéncias de intervalos racionais
encaixados.

Temos aqui um exemplo tipico da posicéo filosétleacrita na introducéo deste livro;
descartar a abordagem ingénua “realista” que cerssigin objeto matematico como uma
“coisa em si mesma” da qual nos despretensiosanmmgtigamos as propriedades e, ao
invés, compreender que a Unica existéncia relaiabjetos matematicos estd em suas
propriedades matematicas e na relacdo pela quaesi@o interligados. Estas relagbes e
propriedades esgotam 0s possiveis aspectos soliais @m objeto pode entrar no
dominio da atividade matemética. Desistimos dasac@m si” matematica (...). Este é o
significado da definigdo “intrinseca” de um numamacional como uma sequéncia de
intervalos racionais encaixados.

Ora, a postura realista criticada por Courant éffeante a de Bolzano, que ao afirmar
a existéncia de proposicdes objetivas, ndo dedssteoisa em si mesma” (Courant, 2000) e
pretende encontrar a esséncia das coisas e deamotmgtas as propriedades de um objeto
matematico por meio de verdades ndo demonstraRars Bolzano, a “construcdo de um
sistema consistente de pensamento matematico” §8oW#000) obtém-se encontrando essas

verdades ndo demonstraveis, e nao com a escolsaitii@ conveniente.

J& a posicdo de Courant expressa-se bem explkgitanem suas afirmacgdes relativas
a idéias intuitivas e Uteis para fundamentar a matiea e que, uma vez formalizadas,
dispensam o uso da intuicdo. Trata-se de uma moHgi&a da matematica moderna, que se
esforca por evitar o uso de intuicbes ao formalirarconceito: uma complexa relagcdo entre
intuicdo e conceito, na qual o simbolo desempenihaapel importante e em que 0s axiomas
séo aceitos de forma que permitam a construcamwlesrconceitos e o desenvolvimento da

matematica.

N&o € comum nem util que as definicbes matematioagariem as intuicdes. Com
frequéncia, mesmo definicdes formais, como a der&@wue de Dedekind, tém certa
fundamentacdo na intuicdo. Uma definicdo € atil aém de ndo contrariar a intuicdo
(intuicdo refere-se ndo somente a percepgdo sénsivas tem relacdo com as
representacdes), ela for prética o suficiente gaease possam utilizar seus conceitos sem que
se precise recorrer sempre a intuicdo. Esse aspeddaretomado no proximo capitulo e na

conclusao.
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2.4 O Continuo: Comparacéo de Bolzano com Dedekingl Peirce. O Teorema do Valor
Intermediario Poderia ser um Axioma?

A respeito da relacdo da continuidade da reta naenéom a realidade e a percepcgéo
da realidade, Dedekin@gud CARACA, 2000, p. 58) afirmava que

a suposicdo (da continuidade dos numeros reaig, motha) ndo é mais do que um
axioma pelo qual nés atribuimos continuidade a @tespaco ter existéncia real ndo € de
forma alguma necessario para que a reta seja gantin

De acordo com Dedekind, os postulados que fundamemts nimeros reais nao
representam mais do que afirmacdes sobre a comegmi@a linguagem matematica; assim, o
espaco ndo deve necessariamente ser continuo e@asudados dizem respeito apenas a

representacédo desse espago, € ndo ao espago em si.

O ‘preenchimento’ das infinitas ‘lacunas’ nos nuageracionais pela criacdo de novos
pontos individuais € a idéia-chave que estéd pardeiconstrucdo de Dedekind do dominio
dos numeros reais. Para Bolzano, ao contrarioyé @joie esses pontos, como exemplificado

pela incomensurabilidade de um certo segmentotdeaxstem realmente.

A posicdo de Bolzano estd no extremo oposto a déeldad. Para ele, todas as
afirmacdes mateméticas devem ser explicadas deafohjetiva, e ndo subjetivamente. Para
Otte (20064, p. 27), porém, “esta objetividade lavseu erro (de Bolzano) com relagdo aos
fundamentos dos nimeros reais e sua ignoranciatdaé que a matematica contém somente
afirmacg6es hipotético-dedutivas, e ndo categoricas”

A concepcédo de Charles Sanders Peirce da contdei@anesse sentido, intermediaria
entre as de Dedekind e de Bolzano. Ele afirma queeeéncia das regras do continuo exclui a

possibilidade dela ser uma mera colecdo de inddsidw pontos discretos, no sentido usual.
Conforme Otte (20064, p. 27),
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O continuum representa a realidade da determinggésivel de pontos, e ndo um conjunto
existente de pontos; mas (para Peirce) esta padzite € objetiva, e, portanto, —
diferentemente do que era para Dedekind — o esgaxpoderia ser discréfo

Assim, para Peirce, 0s postulados seriam complerena nossa intuicdo sensivel e,
portanto, a continuidade do espaco e do tempo, sdrjativa, e ndo subjetiva, como Kant
acreditou. Otte discute, com base na importantéribaitdo para a matematica dada por
Peirce. Otte (2006 a, p. 31) diz:

Se olharmos para as véarias provas do Teorema dw \faérmediario poderiamos nos

inclinar a perguntar: por qué ndo tomar esse temBesmMOo como 0 postulado essencial
da continuidade? Parece claro e 6bvio que comajgealum dos outros candidatos, a
existéncia do limite de uma sequiéncia monoétonatdaai, o teorema Heine-Borel, a

existéncia de um ponto de interse¢cdo de uma sei@iémeaixada de intervalos fechados
de nimeros racionais com medidas tendendo a zero et

Principalmente as razdes pragmaticas sao respang#la escolha de axiomas, razdes
que séo relacionadas com o desenvolvimento do conéleto matematico e a construgao
de teorias. Mas e o problema da explicacéo, erE&plfcar significa exibir o significado
de algo. Matemética ndo tem, no entanto, signiéisadefinitivos, nem no sentido da
estrutura intra-tedrica, nem com respeito a obgitle intuitiva. Simbolos e significados
S0 processos (...)

Provas rigorosas ... ndo admitem “por qués” — gesstjue nao fazem mais do que meros
calculos e é dificil ver como elas poderiam sealdema forma explicativas. Considerar
a questdo de como escolher o modelo mateméticé gelevante poderia talvez mudar a
situacao (...) talvez...os fundamentos das afiremg@datematicas se encontrem, por assim
dizer, “no futuro”, no uso e aplicagédo das prop@sscmatematicas. A prova matematica
deve, portanto, generalizar para ser explicativa

40 “A continuum is precisely that every part of whibhs parts, in the same sense” (PEIRCE, W2, 256). T
continuum represents the reality of the possibterd@nation of points, rather than be an actuabsgbints; but
this possibility is objective, such that, differsnfrom Dedekind, space could not be discrete, @ling to
Peirce.

“L|f one looks at the various proofs of the interiatelvalue theorem one might be inclined to asky mit take
this theorem itself as the essential continuitytylase? It seems as clear and obvious as any obtier
candidates, the existence of the limit of a boundedotonous sequence, the Heine-Borel theorenexiseence
of a point of intersection of a nested sequencelasfed intervals of rational numbers with lengtaisding to
zero, etc. etc.

Mainly pragmatic reasons are responsible for thaeicehof axioms, reasons that are related to the
development of mathematical knowledge and the ooctstn of theories. But what about the problem of
explanation then? To explain amounts to exhibitimg meaning of something. Mathematics has, hower,
definite meanings, neither in the structural irttreeretical sense nor with respect to intuitiveeobiyity. Signs
and meanings are processes (...)

Rigorous proofs in this sense do not admit “whyésfions any more than mere calculations do arsd it i
hard to see how they could be explanatory at adthsitlering the question of how to choose the raleva
mathematical model might perhaps change the situathe foundations of mathematical claims liefcsspeak,
“in the future”, in the use and application of thathematical propositions. A mathematical proof intluerefore
generalize in order to be explanatory.
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Otte (2006a) conclui afirmando que as premissasalgsmentos matematicos tém
gue ser apresentadas de forma que as tornemvatognte aceitaveis e claras e, a0 mesmo
tempo, metodologicamente produtivas. Afirma que ig®de parecer paradoxal, ja que
“requer convencimento da intuicdo e simultaneamentesignificado como instrumento e
como objeto de cogni¢cdo”, mas que “os significaglobjetos se tornam quase indistinguiveis
guando considera-se 0 processo de generaliza¢c&oahinamica completa” (OTTE, 2006a,
p. 31).

Em outras palavras, a vinculacdo da matematictu&do ou a aplicacdo a realidade
ndo sdo nem podem ser uma camisa-de-forca, porglguse fala em intuicdo mateméatica
deve-se levar em consideracdo a idéia de simbglos, se relaciona com a abstracao
matematica. Uma prova pode ser intuitiva por lidamn conceitos familiares aos simbolos e
abstracbes matematicas, mesmo que ndo diga respiedtamente a capacidades da

percepcao sensivel.

bY

Voltando a nocgdo de explicagdo, deve-se, de fatwarlem conta a historia da
matematica. Nao se pode aceitar definicbes siraplistiue pretendam reduzir as
demonstracdes a intuigdo, ja que, como visto, senddado a nocdo de intuicdo nunca foi
abandonada, por outro, ela ndo pode substituicasse&lade de conceitos e da formalizacao

de teorias.
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Capitulo 3 — Comparando Bolzano com Kant e com Artsteles

Introducgéo

Dos gregos até Descartes, a ciéncia buscava agfdis com base em principios
evidentes. Com Descartes, se inicia 0 que FoutBdk6-1984) chamou de Epoca Classica
(FOUCAULT, 1995, p. 76), que tem como uma das |pais caracteristicas uma énfase

maior a necessidade de evidéncia do que a de ag@dic

bY

Segundo Otte (2007b), os questionamentos a metafesicolastica ja teriam se
iniciado com Galileu (1564642), que também afirmou que para ler o livro atumeza era
necessario conhecer sua linguagem, a linguagem &@doa No entanto, “a analise
matematica e a descricdo matematica da natureameate podem fornecer explicagbes no
sentido tradicional aristotélico. Descartes e @alicreditavam que o conhecimento objetivo
ndo poderia depender da interpretacdo ou da rat@igque o significado do mundo consistiria
em mostrar uma ordem abstrata. Ganhou importanue@o de que o mundo seria explicado
por leis matematicas — e por isso ganharam impcietdrs signos e significados — e ndo em
termos de existéncia — por isso perdeu importdadmisca dos objetos “em si”. Entdo, a
guestao da certeza estava intimamente ligada acuseda (nogéo de) explicagdo (OTTE,
2007b, p. 53). Assim, paradoxalmente, o conhecimels filosofia e da teologia (que
deveriam ter o papel de explicar), ao ganharem xaveas (a matematica, utilizada pelos
escolasticos da Igreja Catdlica, por exemplo, pg@ramorar seus calendarios), perderam em
termos de capacidade de explicar. Afinal, o queepselr mostrado ou demonstrado néo

necessariamente pode ser explicado, porque catleag&o tem que fornecer um sentido.

Mas é em Kant que a Epoca Classica atinge o s atambém chega a seu fim. O
legado de Kant pode ser considerado como provententuas fontes diferentes: de um lado,
o empirismo (Locke, Hume), e de outro o logicisto(ff, Leibniz). Kant questionou toda a
forma como o conhecimento era encarado, ao afigmara Metafisica ndo pode ter hip6teses
e que a Logica geral considerada como Organon (g¢rasopalavras: como fornecedora de
conhecimento sobre o conteudo de alguma ciénciap c@ consideravam Aristoteles e o0s
metafisicos escolasticos) “...é sempre uma légacdudao...” (B86/A61; 2000, p. 96-97).
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A nocéo de Kant de que o sujeito cognoscente ma@etesso direto aos objetos, e que
todo conhecimento resulta de uma mediacdo enteits@ objeto, € uma noc¢do que viria a
influenciar todos os filosofos e pensadores pasisia ele: Hegel, Marx, Piaget, dentre
outros (OTTE, 2006b, p. 155).

No entanto, a busca de evidéncia era algo que &adé tinha em comum com todos
os filosofosda Epoca Classica, desde Galileu e @&t Ja Bolzano questionou a busca da
evidéncia e da certeza (concebida como a convidg&uijeito, ligada a no¢éo de evidéncia),
por um lado, mas defendeu a nocdo de explicacd®m @go que seguisse uma ordem
objetiva, por outro, retomando nesse sentido agpelet ciéncia aristotélica. Bolzano critica o
método de buscar conhecimento por meio da intaf@imando que o conhecimento deveria
ser obtido por meio de conceitos; mas o faz, naaapreditar que buscar conhecimento por
meio da intuicdo seja inseguro ou possa conduzari@g e sim por acreditar que a Ldgica €
tdo segura quanto a intuicdo, e tem a vantagenordeder os fundamentos objetivos dos

conhecimentos.

Até Kant, uma prova matematica tinha que mostraccésas como elas sdo. Com
Bolzano, a matemética comecava a tentar mostredearoobjetiva dos conhecimentos, como
fora 0 objetivo de Euclides e Aristoteles. Segumizano, Segundo Bolzano, Euclides
certamente ndo teve a intengcdo de aumentar a @edardo provas para teoremas que ja

eram aceitos como corretos; ou que Nao trouxessEsaUNVICGAo0.

3.1 Apresentacao ddVissenschaftslehre

O WissenschaftslehréDoutrina da Ciéncia) foi escrito entre os ano$918 1837,
depois da aposentadoria forcada de Bolzano, e @réu@pal obra filoséfica. Faz parte de
seus escritos ‘maduros’. E uma obra monumentadlizando mais de 3.000 péaginas. O
Wissenschaftslehrgata de questdes relativas a natureza do conbatine das verdades
cientificas. E dividido em duas partes, marcadda péstingdo objetivo x subjetivo: a
primeira € composta pelos volumes | e Il (81 a §268e tratam da natureza e estrutura da

ciéncia no nivel dardo essendfa ordem do ser, ou a ordem essencial das coisascttras
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palavras, de como as representacdes, proposic@esdades sdo “em si mesmas”); e a
segunda pelos volumes lll, IV e V (8269 até §71f8le tratam da forma como os homens
conhecem, descobrem e descrevem a realidade iciemé&nte (chamada derdo

cognoscendi

Em muitos dos capitulos dbissenschaftslehr@12, 8162, §198, mas muitos outros),
sobretudo naqueles em que Bolzano define termogoantde forma nova, ele inicia
comentando definicbes de contemporaneos e predeesssesses comentarios percebemos
sua critica a Kant e aqueles gue intepretaram deaf@sicolégica as doutrinas kantianas.
Segundo Lapointe (2003, p. 6), “o contexto filosdfie intelectual da época era dominado
pelo idealismo de Fichte (1762-1814) e Hegel (1XZ881) e, de maneira crescente, pelas
interpretagfes psicologicas das doutrinas kantiéHasbart (1776-1841), Benecke (1776-
1837))".

Particularmente Kant — cuja principal obfitica da Razdo Purafoi editada no
mesmo ano em que Bolzano nasceu (1781) —, queotodepistemologia em primeiro lugar,
foi considerado por Bolzano seu maior adverséario.eNtanto, foi estudando, criticando e

pretendendo corrigir a obra de Kant que Bolzanstraiu sua propria doutrina.

Chama a atengédo missenschaftslehr® que diferencia de outros livros didéaticos de
Légica de sua época, a distingdo permanente estrevigas objetivas — representacoes,
proposicdes e verdades em si — e a forma comoenés Bumanos passamos a conhecer essas
coisas. Muitos dos problemas e até contradicdesudeépoca resultavam do fato de que as
coisas foram representadas inadequadamente. PaenBa@ diferenca entre conhecimento e
conhecimento verdadeiro é também muito importaqerésso, na Doutrina da Ciéncia, ele é
contra qualquer nog¢éo psicologica de conhecimebjgtivo. Bolzano chegou a parafrasear o
famosocogito ergo sunde Descartes, afirmando que Deus existe, ndo paigupensa; mas
gue pensa porque existe (8 25, d). A distingaceasunhecimento e conhecimento verdadeiro
o levou a demonstrar por inducdo que existem tainverdades nBaradoxos do Infinitpao
construir o conjunto infinito de verdades contiddas afirmacdes: “P”, “P é verdadeiro”, “
“P” é verdadeiro” é verdadeiro”, e assim por dia@elzano foi talvez o primeiro mateméatico
a conceber a nocdo de infinito atual, ao passo dpsele Aristételes os matematicos

trabalhavam apenas com a nog¢éo de infinito potencia

Os paragrafos iniciais d&/issenschaftslehrgéo uma espécie de apresentacao geral da

obra, por isso 0s exporemos aqui.
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No 81,0 qué o autor entende pelo nom&VissenschaftslehreBolzano chama de
ciéncia Wissenschaft)o conjunto de verdades de um certo tipo que temadidade que sua
parte ja conhecida e importante merece ser apeskemum livro particular. Aquele livro
mesmo que aparentemente foi escrito por alguémocprapésito determinado de representar
todas as verdades de uma ciéncia huma maneiraspegm entendidas o mais facilmente
possivel, eu chamo de manual (ou livro didaticodsdeciéncia (WL § 1); e denominou
Doutrina da CiénciaWissenschaftslehyeou légica “aquela ciéncia que nos ensina como
apresentar alguma ciéncia num livro didatico” (WL)§

No 82,Justificacdo desse conceito e sua nominacgéo (seumed Bolzano fala sobre
a necessidade de uma doutrina da ciéncia, e parganteitor “... se ele ndo consideraria
estranho que entre todas as ciéncias que nds té&rndwouvesse alguma que nos ensina como
proceder para fazer uma ciéncia e como represantadn livro didatico” (WL, 8§2),
mostrando assim qual é o objetivo da redagcdo da elapresentando a diferenca entre a

I6gica (objetiva) e a didatica (que contém estaguyosicolégicas e subjetivas).

No 83, Doutrina da ciéncia é uma ciéncia ja conhecida desdnuito tempo com
varios nomes distintose em 84,Por qué nunca foi desenvolvida com as finalidadegie
agui propomos Bolzano afirma que desde Parménides até sua,épaojcee 0 autor chama de
doutrina da ciéncia ja existia sob varios titulcanPnica, dialética, topica, l6gica, heuristica,
6rgano), e que o primeiro autor importante nesta #oi Aristételes, e se pergunta por qué
sua propria definicdo de l6gica (em outras palawaso Doutrina da Ciéncia) nunca foi
apresentada, tentando dar algumas sugestfes ssbrdarticularmente, ele acha que na sua
época o grande obstaculo foi a afirmacdo de Karmude“uma l6gica nunca pode ser um
6rgano” (apud BOLZANO, WL, 84), em outras palayme que a logica forneceria as regras
sobre de raciocinio, mas nao tem contetudo propesse ponto-de-vista, Bolzano esta mais
proximo de Aristételes do que de Kant.

No 85,0 qué o autor pensa sobre essas diferenc&olzano se esforga por invalidar
e rejeitar os argumentos de outros autores, conmt, isabre o que é a légica; e expor os
motivos historicos de ndo se definir a légica cdbmutrina da Ciéncia; e a possibilidade de

existir uma Doutrina da Ciéncia mesmo sem unanid@darespeito da no¢ao de ciéncia.

No 86,0 autor vai chamar sua doutrina da ciéncia de “Logia”, Bolzano introduz
o termo Ldégica como outro nome @mutrina da Ciéncia (WissenschaftslehyeEm 87,
Exame de outras definicbes (de Logica 88Varios conceitos conectados com a Logica
Bolzano fala dos varios aspectos e varias formakddgca, e justifica estar adotando um
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termo que ja foi utilizado anteriormente afirmandae sua concepcdo de Loégica é
completamente diferente de todas as ja utilizadeshém fala sobre a relacdo dessa Ldgica
com outros conceitos fundamentais como metafisintglogia e Légica formal. Rejeita as
afirmacoes de varios autores de que a Logica mé&ordspeito a verdade.

No 89, Utilidade da Lbgica, Bolzano afirma quea Ldégica teria como utilidade
principal evitar erros e analisar paradoxos; e €ueuito importante conhecer as regras da
Légica para manter um pensamento claro e indepé&sdaois a Logica ndo sé é uma ciéncia,
mas também um sistema de regras (em outras palévtae Canone). Em 81Quanto se
deveria estudar a Logica e como se deveria prepargrara issq ele fala sobre quando e
como se estuda a Ldgica. Em §Pkrgunta-se se a légica é uma arte ou uma ciéncao
comentar a afirmacéo de que a l6gica é uma ciéntéenbém uma arte, afirma que ndo ha

contradicdo entre as duas.

No 812,Pergunta-se se a légica € uma ciéncia formaBolzano rejeita a idéia de
uma logica formal ou analitica, que para ele sétiéo de um preconceito psicologico
daqueles que acreditam que o objeto da l6gica sg®iesamentos, ao inveés de proposicoes.
Apés citar varias opinides de pensadores de suzaémo anteriores, afirma que “todos esses
eruditos... partiram, sem menciona-la, da prendssgue todos o0s objetos que pertencem a
l6gica se subsumem no conceito de um pensamentdafi&e)” (WL, 812, 2) Bolzano

entdo se pergunta

se a logica deveria ndo so estabelecer as leisegaen verdades pensadas ou pensamentos
verdadeiros, mas todas as verdades... se a valttfsleegras l6gicas ndo se estendem a
proposicdes em si independentemente de se esaas ff@ensadas por alguém, ou ndo (WL,
812, 2).

E afirma que tais pensadores teriam “limitadoea @la l6gica de forma muito estrita”,
e que “a fonte da maior parte dos erros na légicgesn do fato de ndo se distinguir entre
verdades pensadas e verdades em si; proposicoesceitos pensados e proposicoes e
conceitos em si” (WL, 8§12, 2)).

foi dito que a l6gicgretomando o que dissemos em .1)ao considera a matéria, mas a
forma do pensamento... 0 mal entendido que pretgnee logica, por ser chamada formal,
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ndo tem matéria alguma, e por isso verdade alguongue verdades s6 podem ser

proposicdes determinadas... é tdo louco que ndeceatencdo... esse mal-entendido pode
ser removido pelo fato de que mesmo que algumaesirado aparecem como objetos das
doutrinas da logica, ainda assim tais doutrinastséas proposicées bem determinadas.
Porgue temos, em qualquer ciéncia, que distinguiee objeto da ciéncia e seu conteudo.
Por exemplo, o objeto da geometria é 0 espaco;saasconteldo sdo teoremas sobre 0
espaco (WL, 8§12, 2)).

E conclui dizendo que

Alguns entendem a afirmacgéo de que a légica é iénaia meramente formal no sentido de
que as doutrinas dela sé@o todas verdades analitEasndo concordo com essa opinido; ao
contrério, acredito que nem um Unico teorema dizddgu de alguma outra ciéncia seja uma
verdade analitica. Porque acredito que uma sentemgj#ica € muito pouco importante ao
ser afirmada como teorema de alguma ciéncia. Questa gde falar, por exemplo, na
geometria, sobre teoremas do tipo um triangulol&giio € um tridngulo ou uma figura
equilatera, ou coisas semelhantes? (@842, (5)).

Assim, a Légica ndo seria algo independente daxie®, mas trataria também do

conteudo das mesmas.

E como a Ldogica tem um conteudo, e é definida pmzdho como sendo a doutrina
das ciéncias, no 81Bergunta-se se a Logica € uma ciéncia independeriseparada) ele
concluird que a Légica tem que ser desenvolvidibjaom as ciéncias. Nesse aspecto, vemos
mais uma diferenca de Bolzano com Frege e Rusk®ii?¢1970). E como a Légica € uma
doutrina da ciéncia e existem varias ciéncias, &wzconclui que existem, além de uma

Légica geral, Logicas particulares.

No 814, Ldgica geral e légica particular (ou especial)Bolzano afirma que cada
ciéncia tem sua légica e contetdo especifico, masgaa como teoria das ciéncias trataria

de tudo o que elas tém em comum, sendo uma l6gied g uma teoria da comunicacao.

No 815, Plano (estrutura) desse livro ele apresenta o plano ou indice do
Wissenschaftslehrenostrando suas cinco partes distintas:

1 A Doutrina das PremissagFundamentallehre E nessa parte que ele demonstra a
existéncia de verdades em si e a nossa capacieageahhecé-las. A distingdo fundamental

entre a verdade que alguém pensa e as verdadesodede existem mesmo gue ninguém
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jamais as tenha pensado, é da maior importanacia g e vem dai a distincdo entre provas

e explicacoes;

2 A Doutrina Elementar: a doutrina das representacoésrétellungei, proposicoes,
proposicdes verdadeiras e conclusoes;

3 A Epistemologiaou teoria das condi¢des de conhecimento ou cagnica
4 A Arte da Invencag, ou as regras que temos que obedecer na buseadieigs;
5 A Doutrina da Ciéncia propriamente dita;

Assim como a légica ndo pode ser desvinculada dweddo de que ela trata, as
demonstracdes ndo podem ser o objeto principal meliwo cientifico, mas apenas
instrumentos auxiliares do contetdo a ser dematstBolzano ndo concorda com os l6gicos
que afirmam que sé as proposicbes que ndo sdo meamento imediato devem ser
provadas, e argumenta que a obviedade € algo giaedeauma pessoa para outra; em outras
palavras, cada pessoa julga que é 6bvia uma c@arde. Assim, Bolzano — que faleceu
vinte e quatro anos antes do nascimento de Russeio compactuava com a busca
russelliana de um pensamento universalmente cometimquestionavel devido a sua

obviedade intuitiva para qualquer ser humano.

O esforgco de Bolzano mostrado Nissenschaftslehr@oderia ser resumido da
seguinte forma: tentativa de demonstrar a objetdedda ciéncia; e que o papel do homem
(ou do cientista, do sujeito cognoscente) é busmaapreender e transmitir esse conhecimento
objetivo da melhor forma possivel. Bolzano viveumau época em que questbes de
comunicacao e de ensino se tornavam cada vez madastantes, e ele compreendeu que nao
era possivel comunicar intuicdes. Esses objetivod/dsenschaftslehrestdo profundamente
relacionados com seu esfor¢o, na matematica, a@egeo a aritmetizacéo da analise e com os
principios criados n®rova puramente analitica,.pois “Eram principalmente problemas de
ensino e comunicagao que levaram a exposicdo algéata andlise” (OTTE, 2001, p. 42).

Boa parte ddWissenschaftslehrdeusca abordar assuntos que Kant tratara na Cdéica
Razéao Pura: proposicdes analiticas e sintétice§g@a, dentre varios outros. Por isso, ndo é
possivel falar de Bolzano sem abordar a obra dé Kan

Para Bolzano, conhecimento, ciéncia e teoria salidaeles, e ndo apenas processos
mentais ou julgamentos que nds, sujeitos cognosgefaizemos sobre as coisas. E por isso a

semantica — ou em outras palavras — a teoria dte@dm ou significado dos elementos do
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conhecimento (conceitos, proposicbes, dentre Qutsesia mais importante do que o
guestionamento sobre como 0S seres humanos pensa&imegam ao conhecimento.
Voltaremos a isso em 3.2.

3.2 Bolzano e Kant

Ha trés distingbes fundamentais que vamos utilpana delimitar a relacdo entre
Bolzano e Kant, e que mostram os tragos mais irapta$ das concepcdes e diferencas entre

os dois filosofos.

A primeira delas, referente a forma de andlise,distincao feita entre Semantica e
Epistemologia. A segunda é sobre o papel atribaitidgica, e diz respeito a distingdo entre
canon e Organon. A terceira distingdo é a posigioddis autores diante do que se chama de

conceitualismo.

Antes de apresenta-las, exporemos brevemente aligignaspectos mais importantes
da doutrina kantiana.

3.2.1 Breve Apresentacdo de Immanuel Kant e da Cita da Raz&o Pura

3.2.1.1 Aspectos do Contexto Filoséfico e Cientilicem que foi Redigida a Critica da
Razéo Pura

A atividade filos6fica de Immanuel Kant divide-se €luas fases: uma primeira (pré-
critica), em que estudava sobretudo fisica e ns@tafi essa Ultima dentro dos céanones
racionalistas (ver racionalismo em ABBAGNANO, 2000,821-822) de Leibniz-Wolff; e a

Critica, inaugurada a partir da redacdo da digs@rtdatina,De mundi sensibilis atque
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intelligibilis forma et principiis(1770); durante a redacdo da mesma, Kant afirmda(@
Marcus Herz de 7 de junho de 1771) trabalhar rum estudo sobre os limites da
sensibilidade e da razdo” (MORUJAO, 2001, p*)IEle anuncia nessa carta que o estudo
compreendera “uma critica, uma disciplina, um can®mma arquitectonica da razdo pura.”
(MORUJAO, 2001, p. VI).

O criticismo kantiano € a confluéncia de duas @escfundamentais do pensamento
filoséfico: o racionalismo dogmatico (DescartespinBza — Leibniz — Wolff) e o empirismo
cético (Bacon — Locke — Hume). Para o racionalissmopnhecimento seria produto de uma
simples faculdade: a razdo. Para o empirismo, dhvammento derivaria de uma outra
faculdade: a sensibilidade. Kant, que se educouasitiluéncia do racionalismo de Wolff,
declara que o ceticismo de Hume o fez despertasedosono dogmatico e deu as suas
investigacbes no caminho da filosofia especulatiwvaa orientacdo totalmente diversa,
impelindo-o a indagar sobre as condi¢gbes e oségrdb conhecimento humano, bem como
suas possibilidades. (LEITE, 2007, p. 36-37).

Em 1781, seria editada @ritica da Razdo Puraque retomava as principais
caracteristicas ‘criticas’ da dissertacdo latinao Enodelo de ciéncia da natureza que se
encontra na base da filosofia de Kant, e todo sgmeento kantiano tem presente essa ciéncia
exata, emergente na ldade Moderna e que estavgaedindoa todos os dominios do real.
Foi dito que Kant completou a revolucéo cientificaNewton (HAHN, 1988). A matematica
e a Loégica, segundo Kant, ja entre os gregos tirnharado a “via segura’(ritica da Razéo
Pura®, B/VII) da ciéncia e no século XVII a fisica coraeg a trilhar a mesma via,
alcancando a perfeicdo rhilosophia Naturalis Principias Mathematict* (1687) de
Newton (1642-1727). Para ele, a filosofia tambéracisava evitar a multiplicidade de
opinides divergentes, para assim se elevar aoutssteientifico que lhe conferisse um rigor
inquestionavel. Para isso, era necessario elindiaditosofia qualquer pretensao infundada.

Desde Descartes, passando por Leibniz e por Wb#¥4-1754), que a filosofia ja
pretendia se transformar numa ciéncia, com métedoglhantes aos da matematica e com
analise baseada nos principios de identidade emtsadicio. E esse método que sera alvo do
ceticismo de Hume, que afasta a nogédo de substaradéacausa em termos de necessidade
analitica e de razéo suficiente, substituindo-aspeetivamente pela nocdo de sujeito

*2 Aqui, trata-se do Prefacio da Tradugdo Portuga&dtica da Razao Puraescrito por Alexandre F. Moruj&o;
nos referiremos sempre desta forma.

“3 De agora em diante, CRP. Utilizaremos a paginpedcio.

*4 Os principios matematicos da filosofia da natureza
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‘psicoldgico’ e pela nogéo de ‘habito’, localizanddundamento da causalidade — e portanto
da nocdo de explicacdo — no sujeito psicolégicomacoalgo puramente subjetivo
(MORUJAO, 2001, p. IX).

Kant afirma que a filosofia passa por trés fasegmnatica, de que € modelo o sistema
wolffiano, em que a uma filosofia dogmatica opdenwatras filosofias também dogmaticas e
dai a luta entre sistemas, degenerando na anarqtriespondente a segunda fase; a fase
céptica, representada sobretudo por Hume (1711}1 €7@ fase critica, inaugurada pelo
préprio Kant. Partindo do pressuposto de que nimgpéde se desinteressar pela metafisica
por essa se encontrar radicada na natureza humdant,procura principios adequados ao
pensamento metafisico. Por isso classifica suadiia como critica, cuja tarefa fundamental
seria criticar a propria razao: averiguar, previaree constituicdo de um sistema metafisico
(conhecimento pela razdo pura das coisas em sgis qas exigéncias dessa que sao
justificadas e o que pode conhecer o entendimenta ®zao independente de toda
experiéncia, e eliminar as pretensdes sem fundamemtontrando assim os limites de todo o
conhecimento pura@ priori, em outras palavras, independente de qualqueriérpi. Desse
modo se obteria, segundo suas expectativas, atgadannecessidade e universalidade desse
saber, o consenso dos que se ocupam de filosofigrau de ciéncia (MORUJAO, 2001, p.
X-XI).

Kant, tentando aproveitar as duas fontes — o raligmo e o empirismo — afirma que

a “faculdade de pensar o objeto da intuicao”

... 0 entendimento... Pensamentos sem conteldwagéms, intuicdes sem conceitos sao
cegas. Portanto, tanto € necessario tornar os itmmeensiveis (isto é, acrescentar-lhes o
objeto na intuicdo) quanto tornar as suas intuigf@®preensiveis (isto €, pob-las sob
conceitos)... O conhecimento sé pode surgir daewugdo. (CRP, B/75 A/51)

Se a filosofia quer realizar a missdo fundamentadarciéncia, em outras palavras, a de
revelar o que torna possivel esse saber, Kantaagaie cumpre desviar-se da idéia de
verdade, tal como ela era formulada, em termoslatos) pela onto-gnoseologia classica,

verdade.” (CRP, B/83 A/58).
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A verdade comadaequatio rei et intellectspde em jogo dois sentidos de intellectus e,
assim, duas interpretacdes de adaequadiequacdo da coisa ao intelecto, significando que a
coisa se ha-de conformar a idéia do intelecto diyi coisa foi criada por Deus conforme a
uma idéia. Pelo contréario, falar da adequacao dtelecto a coisa supde o intelecto humano
e, se é possivel esta segunda adequacéo, é gragdsr@acao da coisa e do intelecto humano
segundo o plano divino da criagdo

Embora continue a manter-se a definicdo de verdash® a adequagao entre a coisa e o

intelecto, para Kant deixa de ter vigéncia a carsichio do intelecto divino.

Copérnico mostrara que, em vez dos corpos celgsiggarem em volta do observador,
€ 0 observador que se desloca em torno do Sol. Mb®&z, 0 mais importante para a
compreensao da natureza do conhecimento seja ddajoe, com a descoberta de que somos
nés observadores que giramos em torno da Terrauese mais facil explicar os movimentos
dos corpos celestes; Kant pretende realizar algeed®lhante com a metafisica, afirmando
gue conseguiremos explicar melhor como se processanhecimento se partirmos da
consideracdo de que esse conhecimento é frutolaigioeda estrutura do sujeito com o
objeto, em outras palavras, entre intuicdo e ctmc& o que Kant chama de revolucgio
copernicana (CRP, B/XIII). Na introducadCéitica da Razao PuréB/XVII) afirma:

Se a intuicdo tiver que se guiar pela naturezaob{ectos, ndo vejo como deles se poderia
conhecer algo a priori; se, pelo contrario, o diejécomo objecto dos sentidos) se guiar pela
natureza da nossa faculdade de intuicdo, posseitpenénte representar essa possibilidade.

E citando Tales, Galileu (1564642) e Torricelli (1608-1647), Kant afirma questai
cientistas “compreenderam que a razao sO discempeecela mesma produz segundo seu
projeto, que ela tem de ir a frente com princiglesseus juizos segundo leis constantes e

obrigar a natureza a responder as suas pergu@B#, (B/13).

Para além do saber a posteriori, extraido da éxpma, havera um saber de outra ordem,
saber a priori, que precede a experiéncia e cujectmb ndo nos pode ser dado pela

5 Adequagcao entre a coisa e o intelecto

71



experiéncia. Um objecto desta ordem sera o pr@uijeito, a estrutura do sujeito, e € esta
estrutura que torna possivel a experiéncia. (CRKX)p

Para Kant, “todo conhecimento implica uma relag&uethor: uma correlagcdo — entre
um sujeito e um objeto” (LEITE, 2007, p. 39), e

todo fendbmeno, tudo quanto existe, inclusive o eoimhento, integra-se por dois ingredientes:
matéria e forma. Aquilo que depende do propriotobjenstitui a matéria do conhecimento.
O que depende do sujeito constitui a forma do cantento. Assim... conhecer é dar forma a
uma matéria dadd_EITE, 2007, p. 39-41).

Para Kant, ndés nos encontrariamos, de um modo s voltado para as coisas. A
viragem copernicana nos obriga a nos orientar mtidee oposto e a voltarmo-nos para o
sujeito, procurando nesse as faculdades que topoasivel o conhecimento. A filosofia, ao
se transformar em filosofia transcendental, tram&yae num conhecimento que “se preocupa
menos dos objetos do que do modo de os conheceredida em que este deve ser possivel a
priori” (CRP, B/25). Esse conhecimento especial pdde repousar na experiéncia, nem é

redutivel & andlise. Sera o que Kant designa pdremimento sintética priori.

Kant afirma que as proposicées das ciéncias daearatisdo sintéticas priori, e se
pergunta se, sendo a metafisica um sak@ori, haveria também na metafisica proposicdes
sintéticas. Sendo o0 conhecimento metafisico indbgp@e da experiéncia, e se o
conhecimento se deve orientar pelas coisas, qodjeto (ou objetos) da metafisica? Mas,
como para Kant,

pensar € 0 mesmo que julgar, o problema centri@reda geral da Critica resumir-se & em
averiguar como sao possiveis 0s juizos sintétiqusoa. A sintese, em tais juizos, € obra da
faculdade do entendimento e fundamenta-se na esgdade desta. O entendimento humano
nao é, pois, intuitivo e, ao lado dele, Kant coloo@a outra faculdade, esta sim, intuitiva, que
permite o0 acesso imediato aos dados: a sensi@liggdtORUJAO, 2001, p. XII)

Cassirer (1910, p. 17-18analisando o legado de Kant, afirma que a filasefital

como era feita pelos escolasticos — ao buscars&fie®” das “coisas em si” e estéticas, tinha
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perdido a capacidade de explicar o mundo, em ealmlade ndo deixava de mostrar cada
vez mais exemplos de particularidades, transforemedmudancas. E que Kant criticava na
teoria escolastica que as generalizagcbes fosseas fdeixando varias questées importantes
sem justificativa alguma, que eram preenchidas eommetafisica, caracterizando uma

explicacédo de algo que nossa razao nao tem coocaic

3.2.1.2 Conhecimento Analitico e Conhecimento Sint&o: o Sintético a priori € 0

Conhecimento Matematico

Vamos agora analisar as duas descri¢cdes da dstentéie juizos analiticos e juizos
sintéticos contidas n&ritica da Razdo Purae ver de que forma ela se relaciona com a

questdo da existéncia e do principio da ndo-cogéad

A primeira dela afirma que

em todos o0s juizos, nos quais se pensa a relati@uen sujeito e um predicado (apenas
considero os juizos afirmativos, porque é facilaiep aplicagdo aos negativos), esta
relacdo é possivel de dois modos. Ou o predicagerince ao sujeito A como algo que
estd contido (implicitamente) nesse conceito ABoasta totalmente fora do conceito A,
embora em ligacdo com ele. No primeiro caso chanmaliteo ao juizo, no segundo,
sintético (CRP, A/67 B/10)

Sobre a importancia que Kant da a cada um dekesfieina:

poderiam igualmente denominar-se juizos explicativas segundos, juizos extensivos;
porque nagueles o predicado nada acrescenta aeitcodo sujeito e apenas pela analise o
decomp@e nos conceitos parciais, que ja nele estpeasados (embora confusamente); ao
passo que 0s outros juizos (em outras palavrag)inss sintéticos, nota minha), pelo
contrério, acrescentam ao conceito de sujeito wedigado que nele ndo estava pensado e
dele ndo podia ser extraido por qualquer decompasiQuando digo, por exemplo, que
todos os corpos sdo extensos, enuncio um juizéieoapois ndo preciso de ultrapassar o
conceito que ligo a palavra corpo para encontraxtansdo que lhe esta unida; basta-me
decompor o conceito, isto é, tomar consciéncia idersb que sempre penso nele, para
encontrar este predicado; é pois um juizo analiioo contrapartida, quando digo que todos
0s corpos sdo pesados, aqui o predicado € algoletamente diferente do que penso no
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simples conceito de um corpo em geral. A adjung@tatpredicado produz, pois, um juizo
sintético (CRP, A/7 B/11).

A segunda defini¢éo diz:

Se 0 juizo é analitico... a sua verdade deverargsepgaler ser suficientemente reconhecida
pelo principio de contradi¢cdo... Temos portanto agritir que o principio de contradicao é
0 principio universal e plenamente suficiente ddot@ conhecimento analitico” (CRP,
A/151 B/190-191).

Kant identifica proposi¢cbes analiticas frequentemecom o principio da néo-
contradicdo. Mas esses juizos seriam para Kanptsgmente explicativos”, tais que “nada

acrescentem ao sujeito” (Prolegdmenos, p. 15).

O entendimento, para Kant, € uma faculdade cognitifio-sensivel, em outras
palavras, uma faculdade de conhecer por meio deeton. Para ele, pensar € 0 mesmo que
julgar, em outras palavras: estabelecer relactes espresentacdes, reduzi-las & unidade.
Pois “Pensar é estabelecer, na multiplicidade qeda intuicdo, certas relacdes que fagcam
dessa multiplicidade uma unidade” (GEORGE e RUSNQOZIK4, p. 68).

A distingdo kantiana se baseia numa distingdo ergreomponenteBgstandtheile
gue constituem a idéid&/¢rstellung de um objeto (em outras palavras, as idéias cgigeito
tem do objeto); e as propriedades desse objetoo{gnas palavras, o objeto em si) (DE
JONG, 2001, p. 334). Ao fazer esta distingdo, Kafitmava a diferenca entre teoria e
experiéncia. A categoriasintético a priori’ diria respeito a propriedades deduzidas com
necessidade do conceito do objeto em si (e queangor ndo tem como fonte a experiéncia),

mas que ndo pensamos neles como componentes datogportanto ndo seria analitica).

Bolzano vé essa distingdo como excepcionalmenigeexda, e discorda da afirmagéo
de Kant de que todo componente de uma idéia ouvegeptracdo € uma propriedade
(necesséria) de todo objeto que cai sobre ou sExencesta idéia (DE JONG, 2001, p. 335).
E isto o que faria com que Bolzano viesse a aasdefinicdes de analiticidade de Kant, e de
outros filbsofos de sua época (que davam definigieselhantes a de Kant, baseadas no

modelo de conjunc¢ao do predicado no sujeito), derstde alguma forma de pouca precisao
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l6gica”, embora elogiasse Kant por ter sido o piimea reconhecer completamente a

importancia da distincdo entre analitico e sinbefiw/L, 8148, Nota 4).

Mas a distin¢cdo kantiana colocava uma série delgmr@s: como obter conhecimento
seguro, se cada sujeito pensa diferente? Cadaoalgetara nos sujeitos alguma percepcgao
comum, que seria a representacdo, por meio danggalelacionamos com o objeto? Como
alcancar algum conhecimento objetivo, se a teof@t& por homens, e, portanto, é possivel

conceitualizar um mesmo objeto de formas diferéntes

Por fim: qual concep¢do de matemética derivava eéiniddo kantiana de
analiticidade, e de que forma isso se relacionava a polémica categoria ‘sintética

priori’?

Pela definicdo kantiana de analiticidade, a matem&&o poderia ser analitica, pois
entdo teria todos seus principios conhecidos segongrincipio da ndo contradicdo. Por
outro lado, como esses principios sdo necessét@sndo podem sarposteriori Logo, de
acordo com Kant, a matematica s6 poderia ser satétpriori. Assim, a matematica nao
pode fornecer explicacdes no sentido aristotéldas Kant vai muito além e afirma que
todos o0s juizos matematicos, ou exigem recorremt@icéo (“e somente mediante ela é
possivel a sintese” (Prolegbmengs 30); ou sédo analiticos, mas “s6 sdo permitidos na
matematica porque podem ser representados nadiotyerolegdmenq9p. 31) Por exemplo,
7+5=12 seria para Kant uma afirmagéao sintéigaiori, pois

o conceito de 12 ndo esta de modo algum pensadoon@ento em que eu penso apenas
aquela reunido de 5 e 7 e, ainda que desmembienmw tempo meu conceito de uma tal

possivel soma, ndo encontrarei nele o doze. Deweas&n desses conceitos, tomando por
ajuda a intuicdo que corresponde a um dos doisgpemplo os cinco dedos, ou cinco

pontos, e acrescentar uma apos outra as unidadesdddo pela intui¢cdo, ao conceito de 7.
Por esta proposicdo... ampliamos nosso conceitves@ntamos ao primeiro conceito um

novo, que ndo havia sido pensado naquele (Prolegisnp. 16).

Bolzano pretendeu com Wissenschaftslehreonstruir uma filosofia da ciéncia que
superasse e respondesse a formulada por Kafiritiea da Razdo Purano entanto, ao
contrario desse ultimo, Bolzano ndo quis conciliaempirismo com sua doutrina. Bolzano

também quis corrigir o que considerava defeitoslaatrina kantiana, e particularmente seu
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conceito de Légica. Acreditou também que a noc¢ém plioridadede Kant representava uma

mistura do subjetivo-epistemoldgico com o ontolégidjetivo.

Acreditou que a analiticidade e explicagdo eramddummentais para alcancar
conhecimento correto na filosofia, nas ciénciag enatematica pura (particularmente evitar
as contradicoes da qual ela era alvo), e emborsse que no periodo anterior a ele muitos
avancgos tivessem sido obtidos na matematica devidaséncia de preocupacdo constante
com o rigor, avaliou que, para avangar, era nedessgtabelecer principios claros que nao

estivessem fundamentados em nog¢des intuitivas, espaco e tempo.

Bolzano

parece ter sido o primeiro na histéria (modernad@considerar a matematica como uma
mediacdo entre o sujeito e a realidade objetiviapocant fez, mas considerou a ciéncia
e matemética como realidad®s generis e como um objeto de estudo em seu préprio
direito (CAVEILLES,apud OTTE 2007b, 8).

Dessa compreensdo “surgiu o titulo de seu trabaflemumental (Doutrina da
Ciéncia). A partir de entdo, questdes de Semargic#o epistemoldgicas, passaram a ser o
assunto fundamental da filosofia e da I6gIG@@AVEILLES, apud OTTE 2007b, [8).

Bolzano afirmou que

ndo existem intuicées puras no sentido que Kanbasebia; que julgamentos sintéticos nao
vém de intuicbes, mas que elas provém parcialmeéoseconceitos, dos quais elas s&o
compostas, parcialmente por derivacdo de certasmsowerdades; afirmou ainda que os
julgamentos analiticos somente aparecam se ceailt@snentos sintéticos os precedem. (WL
§315).

Proposicbes matematicas sdo fundamentadas, deoacomd Bolzano, em verdades
conceituais somente. E ele acredita que a esseiteedfant errou radicalmente em sua
flosofia da matematica. “De fato, Bolzano nessminho rejeita toda a teoria de sintético a
priori de Kant” (DE JONG, 2001, p. 344).

O Teorema do Valor Intermediario foi um exemploadeno fundamentar verdades
confirmadas pela intuicdo em verdades conceit@esislta em generalizagdo e fundamentacéo
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segura, que evita erros e contradi¢coes. O quedkagéo direta com a no¢do de Semantica de
Bolzano.

Bolzano WL, 8148, (1) acreditou entdo que era necessario fazer suaigdiptincdo

entre proposi¢des analiticas e sintéticas:

se existir uma Unica idéia numa proposi¢do que rpodevariar arbitrariamente sem
mudar sua validade ou falsidade, ou seja, se @&lgsoposicdes produzidas substituindo
esta idéia por qualquer outra idéia que quiserrdos agra todas verdadeiras, ora todas
falsas, pressupondo apenas que tenham denotadgdo;.eme permito chamar tais
proposicdes - pegando emprestado de Kant a expressiliticas Todas as outras, nas
quais ndo ha uma unica idéia que possa ser ariramte variada sem afetar sua
veracidade ou falsidade, chamagmaposicdes sintéticas

Em seguida, Bolzano distingue entre dois tipos depgsicdes analiticas: as
proposicdes logicamente analiticas ou analiticasemtido estrito, como sao “A é A, A que é
B é A, A que é B é B, Todo objeto é ou B ou naets,” (WL, 8148, (2)), ou seja, aguelas
em que “nada é necessario para julgar” sua nataneakitica “a ndo ser seu conhecimento
I6gico, porque os conceitos que fazem a parte isvi@r dessas proposicdes sdo todas
I6gicas”; e aquelas em que “conceitos ndo logiodiae” e que, portanto, requerem “um tipo
bem diferente de conhecimento” (WL, 8148, (3)); ooéno caso da proposicdo “um homem
moralmente mau de forma alguma goza de eternadtadie” (WL, 8148, (1)), pois

existe uma certa idéia, ou seja, a idéia de um hgmara a qual podemos substituir a idéia
gue quisermos, por exemplo anjo, ser, etc., déotala que a primeira (somente se tem
denotagdo) € sempre verdadeira e a segunda setga€WL, §148, (1)).

Bolzano justifica, §148, Nota 4) a importancia de sua definicdo. Ele afjrewbre a
distincdo kantiana contida mzritica da Razao Pura&ntre proposicdes sintéticas e analiticas,
além das definicdes de diversos autores de sua épeec davam definicbes epistemoldgicas
(tais como Fries, Ulrich Jacob, E. Reinhold, demtéios outros), que avaliavam a

analiticidade de uma proposicao em termos da reldg&ujeito com o predicado, que
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estas definicdes falham ao ndo colocar énfaseiesutiicnaquilo que torna esse tipo de
julgamento realmentanportante Isto (o que torna tal tipo de julgamento impaian
NdT), consiste no fato de que sua veracidade csidéale ndo depende de idéias
particulares das quais elas sdo constituidas, s@sapece a mesma ndo importa quais
mudancas sdo feitas em algumas delas, pressupomdente que ndo destruimos o
sentido (Gegenstaendlichkeit) da proposicdo. Sangot esta razdo eu dei a definicdo
acima. (WL, 8148, Nota %

E que

ndo importa qual definicdo possa ser aceita, emalgsm, (...) poderia-se ser induzido a
conceder que a distin¢céo entre julgamentos araitcsintéticos € meramente subjetiva
(WL, 8148, Nota 4).

Segundo George e Rusnock, a diviséo feita por Bolzamn § 133 entre proposicdes
conceituais e empiricas, definindo a primeira coamuela que contém somente nao-
empiricas, e que se pretendemos prova-las precisdemé-lo utilizando outras verdades
conceituais, séo resultado de “uma reflexdo de d&aR0 anos de esfor¢co nas trincheiras dos
fundamentos da matematica” (GEORGE e RUSNOCK, 199463).

3.2.2 A Primeira Distincdo Fundamental: Seméantica &pistemologia

A palavra Epistemologia designa a filosofia das\@i&s, mas com um sentido mais
preciso. Ndo é propriamente o estudo dos métodasificos, que é o objeto da Metodologia
e que faz parte da Légica. Nao é tampouco umassime uma antecipacdo conjectural das
leis cientificas (tais como o positivismo e o ee@mismo). E essencialmente o estudo critico
dos principios, das hipéteses e dos resultadodidasas ciéncias, destinado a determinar a

sua origem logica — portanto, ndo psicolégicaseuwvalor e a sua importancia objetiva.

Deve-se, pois, distinguir a epistemologia da teddaconhecimento, se bem que ela
constitua a sua introducdo e o seu auxiliar indisgeel. Pode-se até dizer que a Semantica e
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a Epistemologia sdo dois auxiliares complementarésdispensaveis de uma doutrina do
conhecimento cientifico (LALANDE, 1999, p. 313).

Ja a Semantica é a doutrina dos significados dp®si Considera as rela¢cdes dos
signos com os objetos a que eles se referem; eadastificacdo etimoldgica no verbo grego

onuatverv introduzido por Aristételes para indicar a fung@pecifica do signo linguistico,

em virtude da qual ele “significa”, “designa” alddesse sentido, era a parte da Linguistica (e
mais especialmente da Ldgica) que estuda e aralfsecdo significativa dos signos, o0s
nexos entre os signos linguisticos (palavras, $rasenes etc.) e suas significacdes. Embora
seja essa a acepc¢do mais difundida, nos dias ,atnaifilosofia e Logica, esse termo também
tem outras acepcdes, e diferentemente da pragmétia sintatica (que, abstraindo até
mesmo dos significados, estuda as relacdes entrsigg®s de determinado sistema
lingUistico), a Semantica restringe seu campo desiigacdo a relacdo entre signo e referente
e constitui junto com a sintatica os dois grandepitalos da logica formal pura
(ABBAGNANO, 2000, p. 869).

O problema central d&ritica da Razdo Puraque é o de saber como nés sujeitos
alcancamos conhecimento (MORUJAOQ, 2001, p. IX), e&opara Bolzano algo importante,
gue criticava Kant dizendo que ele tinha confundidnatematica em si com a maneira como

nés humanos obtemos conhecimento matematico.

A énfase dada por Bolzano a Semantica tem relag@osoa busca, ndo de aplicagbes
ou da descoberta de como ocorre o conhecimento,dmdandamentos objetivos. O que
também tem relacdo com a nocao de explicacdo:aae€nfe Bolzano esta mais na explicacao
do que na descoberta.

Se por um lado os conceitos contidos Qutica da Razdo Purando sdo aceitos
integralmente nos dias atuais por muitos motivadtdvremos a isso no final desse item), por
outro Kant foi o primeiro a criar uma concepcao toceita na filosofia atualmente, que
afirma que o conhecimento humano ndo se desenpeladbusca de conceitos existentes “em
si”, mas que somos noOs sujeitos que 0s construpuosneio de nossa relagdo com esse
objeto, sua utilidade e aplicacdo. Assim, por exemp conceito de Integral sofreu diversas
modificacdes ao longo de sua historia, por meitedeativas de aperfeicod-lo de acordo com
teorias cada vez mais gerais e com 0 uso que ised@le (ver OTTE, 2007a), e ndo por meio

da crenca de que tal conceito existia de formdiestdoronto para ser descoberto.
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Bolzano acreditava que 0s objetos da Doutrina d&ndia eram os significados
objetivos dos conceitos e proposicdes. Por issoedd@ava em proposicdoes em si,
representacdes em si, idéias em si, ou seja: edivotdpde do conhecimento. Assim, a nogao
de Semantica era fundamental para ele. Bolzanogmanto, ndo desprezava totalmente
aspectos pragmaticos; afirmou (WL, § 148, Notg8},exemplo, que o sentido de um termo

depende da situacdo e do uso que se faz dele.

Bolzano ndo se preocupou com questdes referemigiicacdes, ou a forma como nos
temos acesso ao conhecimento. Sua preocupacadagfigar, e para iSSo era necessario
distinguir rigorosamente o objetivo do subjetivo partanto, a Logica da Didatica. A
certificacdo por meio dos sentidos (que diz respait conviccdo por parte do sujeito
cognoscente), Bolzano opds o termo ‘justificacao’,

que se refere a idéia leibniziana de que todo dmnpede ser decomposto em “atomos”.
Proposi¢cdes ndo demonstraveis ou basicas devedmracordo com Bolzano, ser dentre
aquelas cujos sujeitos e predicados sdo concemopletamente simples no sentido de
Leibniz (OTTE, 20064a, p10).

Como a concepgdo Semantica de Bolzano ocorre riseadé proposi¢cdes? Bolzano
concebe uma proposicdo como uma composicdo des i(dastellungen), que também em
geral sdo compostas de idéias mais simples, eipoexistem idéias que ndo sdo formadas
por nenhuma outra idéia, chamadas idéias simplgsi, Bolzano distingue diferentes tipos
de idéias. Para comecar, existem intuicdes (Anscigmn), que sdo idéias simples (einfach)
gue representam somente objetos simples (WL § ABn dessas, existem conceitos
(Begriffe), que sao idéias “que ndo sdo intuicoesi@ contém intuicdo alguma como parte
delas” (WL § 73). Idéias que ndo sdo nem intuigli@®s, hem conceitos puros, sao idéias
mistas. Conceitos complexos puros sdo compostosrimitos simples, e do ultimo tipo deve
haver, de acordo com Bolzano, somente um numeito.flPara Bolzano, sendo o conjunto de
conceitos fundamentais finito, o conjunto de veedaflindamentais também deve ser finito,
pelo menos para as ciénciaspriori, o campo das “verdades conceituais puras” (reine
Begriffswahrheiten) (WL 88 221, 133, 78, conformé DONG, 2001, p. 331).

Como consequéncia, para Bolzano, tanto a ciénaatgla teoria sdo realidades, e por

iSSO a comunicacgdo, 0s argumentos e as provassséocais. E no contexto da necessidade
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de comunicagcdo do conhecimento, e, portanto, dexengue devemos compreender a
insisténcia de Bolzano em obter demonstracdes eamtlmtes da evidéncia e da convicgao,
enquanto na época anterior (em que a Epistemolegiava) Descartes e Pascal — nesse
aspecto, concordantes com Kant — afirmavam que ddd@ deveria ser definido ou
provado. Assim,

partes cada vez maiores da atividade matematicanaas a tratar de andlise de provas. A
Matemética se tornou mais e mais interessada eontac formas de provar mais simples,
menores e claras, de resultados ja conhecidos.

O interesse essencial desse trabalho é em |6giozetmdologia e estrutura e € devido
a questdo de se determinados resultados estiocancelde determinados métotios
(OTTE, 2007b, p. 6).

Ou seja: com a abordagem semantica, a énfase i deaconhecimento passou a ser
dada na compreensdo dos fundamentos da propriamatade e da natureza do saber
cientifico — bem como na comunicacdo desses saberesndo na forma como noés as

compreendemos, ou com novas descobertas e apkcacgoe

Com essa énfase na comunicacdo, a matematicaéea@acde Bolzano passam a ser
assuntos da didatica, enquanto Descartes, por éxenfio se preocupou com questdes de
comunicacdo. Para se comunicar, & necesséario ¢jeaera universalizar, e uma das
principais caracteristicas da matematica atuabéexente sua capacidade de universalizacao
e generalizagdo. E a intuicdo geométrica ndo pagker jaqui o papel fundamental, como ja
afirmamos desde a introducéo, porque intuiciAoelpeito a objetos particulares. No entanto,
ao que parece, Bolzano ndo compreendeu o imporgaapel da experiéncia para a

comunicacao.

“% ever greater part of mathematical activity wabealevoted to proof analysis. Mathematics becane iand
more interested in finding simpler, shorter ancuae ways of proving results which are already kmow

The essential interest of such work is in strucamd is due to the question of whether certainlt®esu
are in the reach of certain methods. And with resfethese methods clear understanding and obwaasing
is the concern. Writing down a formula leads to guestion, what does it mean, what does it implyictv are
its necessary prerequisites. Writing down a Tageries or a Fourier series leads to investigatiotes the
meaning of notions like continuity differentiabylitor integrability and to the endeavor of providittgese

concepts with more precise and more general mesning
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A Semantica de Bolzano, bem como a necessidade odeunicacédo, foram
fundamentais para a realizacdo da aritmetizac@maélise, o que resultou numa reformulacéo
da andlise na mateméatica e na teoria do conheainesin como a retomada da analise como
método de encontrar principios seguros. E tudorssoltou na abertura de um novo terreno

para a matemdatica, da abstragdo, do rigor e dgirekntre idéias.

E, por mais estranho que isso parec¢a, essa reaagjaa do papel do conceito e da
analiticidade, bem ao contrario do que Kant imaganairia trazer a tona um novo papel e

um aumento na importancia da nocgao de relagéo.

SegunddGeorge e Rusnock (1996, p. 466),

a nova énfase na semantica inverte a ordem dccivadl questionamento filosoéfico, e
restaura respeitabilidade a algumas das observ&edéisnas. Ontologia, por exemplo, se
torna subordinada a questdes de signifitado

George e Rusnock citam entdo a afirmacdo de Capaap, corroborar o ponto de
vista de Kant: “Questdes sobre a realidade do mfis@do® como um todo... ndo tém sentido”
(apud GEORGE e RUSNOCK, 1996, p. 466). Assim, “Qriari, com raizes que ndo estao
nem na natureza humana nem na realidade platGracaisdo — hoje familiar de Carnap —
reside na linguagem e é relativa a estrutura esedIfGEORGE e RUSNOCK, 1996, p.
467).

3.2.3 A segunda Distingdo Fundamental: Légica com@rganon e Canon, ou Apenas

como um Canon?

Outra distingdo importante para compreender asgiwveias entre Bolzano e Kant é a
gue diz respeito ao papel da Ldgica. Para issdgammos retomar alguns aspectos da historia
da Ldgica e a distingéo entre Canon e Organon.

*” The new emphasis on semantics inverts the ordeéraditional philosophical inquiry, and restoresnso
Kantian observations to respectability. Ontology,dxample, becomes subordinate to questions afiimga
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A diferenciacdo da nocao de Légica tem toda umaiias Essa historia, por sua vez,
tem relacdo com a nocgéo de explicacéo cientificmneeca com a definicdo de Logica feita
por Aristoteles, ndsegundos Analiticog al definicdo da Logica como a disciplina ou cién
da demonstracdo e do saber demonstrativo foi $eita que fosse dado a Légica um nome
préprio. O pensamento medieval acrescentou algulmasinas que ajudariam a compor a
nocao de Ldgica, — doutrina da designacdo e deimtalputrinas dos signos légicos e das
proposicdes moleculares, doutrina da implicacdcenadt todas pertencentes ao que nos dias
atuais chamamos de Semantica (ABBAGNANO, 20002p).6

Na ldade Média iniciam algumas transformacdes negdmode LOgica, devidas
sobretudo ao fato de que os gregos utilizavam maeate forma vaga em termos skatus
como disciplina e em termos deatériasubiecta Questdes como: “Quais sado propriamente
0s objetos de que a Ldgica se ocupa? Entidades peaisamentos ou formas de discurso?”
nao foram respondidas; o que resultou na disputdieve entrerealistas que afirmam a
existéncia real dos universais e para 0s quaisgch® uma espécie de ontologia, e 0s
nominalistas que negam a subsisténcia ontolégica dos unigergaipartir de Abelardo
(1079-1142), passa-se a definir na Légica medigwas correntes ou métodos: aadiqua
fiel & tradicdo realista (ontologica) eviea moderna que desenvolve uma légica em que 0s
termos do discurso sdo considerados como taispemdientemente de qualquer hipétese
metafisica sobre a existéncia real ou ndo de s@ioofa Lbégica como retdrica, que nao
pretende fornecer explicacdes em termos do contéd@slaiéncias). Foi esse o ponto-de-vista
que se firmou a partir do século Xlll, depois dalge difundiu a conviccdo de que a questao
dos universais pertencia mais a metafisica e aigagm (ver ABBAGNANO, 2000, p. 485)
do que a Logica, que permanece relativamente nedife a questdo (ABBAGNANO, 2000,
p. 626).

Uma distingdo que é fundamental, e que remetspui@i entre Kant e Bolzano, € a

gue se refere ao objeto da Ldgica; para uns, a faentais (e que, portanto, diz respeito a
estrutura do sujeito e as suas sensacdes); pas,oatformas estruturais intencionalmente
dirigidas para a constituicdo de contetdos sen@ste; como formas, independentes tanto de
tais contetdos quanto dos atos mentais em quedaislidos sdo apreendidos. Essa ultima
posicdo é a posicado de Bolzano, que foi retomadd&pélusserl (e de maneira menos clara
por B. Russell e por L. Wittgenstein), e que “deti@ara o atual renascimento da concepc¢ao
da Ldgica comdormal purd (ABBAGNANO, 2000, p. 626).
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Outra questao importante estava em aberto e estoatk¢ disputa: a Logica é ciéncia
e, como tal, faz afirmacdes referentes a objetéprims, ou € uma arte, ou seja, uma técnica
para obter discursos corretos e verdadeiros? Emsptlavras: a Logica € um Canon, ou é
um Organon? Para os l6gicos medievais a Logica duas coisas, um preceituario e um
exercicio ativo de discurso controlado por essescqiios. A reacdo humanista (ver
humanismo em ABBAGNANO, 2000, p. 518-519) contiasaolastica (ver ABBAGNANO,
2000, p. 344-345), no campo da Logica, leva a agadt desse Ultimo aspecto e a uma aspera
polémica contra o formalismo tradicional. Nos sésukXVI e XVII surgem correntes cujo
interesse pelas estruturas formais do discurso tideddiminui muito em favor de uma
concepcgao pragmatica e metodoldgica da ciénciaddicd, como foi o0 empreendimento de
Francis Bacon (1561-1626), que realiza uma refomadical da Lobgica, concebida
exclusivamente como metodologia cientifica geratlé@interesse pelo formalismo légico e,
em seu lugar, o interesse pelos problemas gnogiokigpsicolégicos e metodoldgicos de
uma Ldégicautensacentuam-se durante a Ildade Moderna. Tipica reegsecto é art de
penser dos mestres de Port Royal, mais conhecida comodgichi de Port Royal.
(ABBAGNANO, 2000, p. 626-627).

No inicio do século XVI, alguns fil6sofos repropdemroblema de fixar as estruturas
discursivas que constituem o rigor euclidiano, goais este problema resulta. Ja no século
XVII, Descartes (1591-1650) e Pascal (1623-166a% (@screveram trechos da Logica de Port
Royal) comecam a extrapolar, em forma de regra®duokigicas, alguns aspectos desse
“rigor”, remetendo-se ao terreno de indagacOesfdasas estruturais de uma linguagem
perfeita (aqui, a linguagem matemética) e repropoalduns problemas fundamentais de
Légica formal, como o da definicdo (nominal e reaf) da validade da dedugcdo com base em
axiomas. Hobbes (1588-1679) introduz a idéia d@mcamio como “calculo 16gico”. Assim,
aparecia aquele convencionalismo que seria o ptdsta mais eficaz para isentar a Légica
de todos o0s pressupostos dogméaticos e metafisioelsy como das contaminacfes
psicologizantes (que continuardo a obstar seu debémento até quase nosso dias) e
organiza-la como disciplina das estruturas formdgs discurso “rigoroso”, segundo
determinados modelos ideolinglisticos. Represeatasdtermos com simbolos genéricos e
as operagfes logicas com simbolos vérios, € pbossimtar desenvolver uma doutrina
matematica (formal) do discurso. Leibniz fez nursarotentativas nesse sentido, todas,
porém, infrutiferas; no entanto, a maior importaraeg Leibniz para o renascimento da Logica

apos a crise desencadeada pelo Humanismo esté&inadiel uma “arquitetdnica da razao”
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(ndo mais concebida psicologicamente, mas de taéim@aque prenunciava o ponto de vista
“transcendental” da filosofia posterior). A heramg#niziana foi recolhida por Kant, que, em
Logik, distingue nitidamente a Logica da Psicologia (@mual os lluministas tendiam a
confundi-la), afirmando o carater de doutrina fdrrpara: ndo do discurso, mas do
pensamento, donde as possibilidades de recaidaespéaie de psicologismo transcendental,
inerentes ao kantismo. No fim do século XIX, apnésese um quadro em que a LdOgica é
entendida como uma “teoria do pensamento” (cf. ABBBANO, 2000, p. 627), portanto,
tratada com métodos naturalistas pelos positivi@@&svart, Wundt e outros), e com métodos
metafisico-transcendentais pelos idealistas. Hufisagische Untersuchungen, I, 1900-1901)
criticou profundamente este ponto de vista e, ratwo as idéias de Bolzano contidas no
Wissenschaftslehrgepropde a idéia da Logica formal pura como dieaitdas proposicdes
em si (em sua pura aponfanticidade l6gica, portantiependentes dos atos psicoldégicos em
gue sdo pensadas e da realidade sobre a qual yersknpura deducdo de proposi¢cdes com
base em outras proposi¢cdes (em si). J& nessa ioteR, porém, Husserl retoma a idéia da
razdo como “razao formal” (ABBAGNANO, 2000, p. 6828).

Canon é um termo de origem grega que significaarelgr escolhas para um campo
qualquer de conhecimento ou de acdo. Foi retomadims pnatematicos do séc. XVIII e
Leibniz o emprega para designar “as formulas geraesdao o que se pede” (ABBAGNANO,
2000, p. 114).

Kant entende por Canon da razdo pura o0 conjuntopdasipiosa priori do uso
correto de certas faculdades de conhecimento eah get.dgica geral em sua parte analitica
constitui um canone paraamtendiment@ a razdo em geral; mas s6 o é quanto a forms, poi
abstrai de todo o conteudo. Assim, a Analitica $candental era o canone do entendimento
puro, pois exclusivamente este Ultimo é capaz deratmnhecimentos sintéticas priori
verdadeiros. Mas onde nao € possivel o uso calleetoma capacidade de conhecimento, ndo
h& canone (A/796 B/824); por isso, a dialéticadcandental, isto €, 0 uso especulativo da
razao, ndo tem um Canon ou pelo menos ndo tem unonGéorético, mas pode ter apenas
um para uso pratico (A/800 B/828).

Kant ainda afirma que

O proveito maior e talvez Unico de toda a filosafarazdo pura é, por isso, certamente
apenas negativo; é que ndo serve de organon pamgarlos conhecimentos, mas de
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disciplina para Ihe determinar os limites e, em #@ezdescobrir a verdade, tem apenas o
meérito silencioso de impedir os erros (A/795 B/823)

Organon é o titulo dado pelos comentadores grega®m@unto das obras logicas de
Aristoteles: Categorias, Sobre a Interpretacdanéiros Analiticos, Segundos Analiticos,
Topicos e Refutagcbes Sofisticas. Aparece ao lorgbisidria da filosofia ainda em Novum
Organum (1620) de Francis Bacon, que contrapfsicéaphente sua Légica a Ldégica
aristotélica, e Neues O. (1764) de J. H. Lambédsdfo iluminista alemdo com quem Kant
manteve importante correspondéncia. O uso desd, fitorém, ndo tem relacdo exata com a
tarefa atribuida a légica. (ABBAGNANO, 2000, p. J3Mas em geral podemos dizer que o
termo Organon significa um conjunto de conhecimewientificos, com contetidos e objetos

proprios.

Para Kant, “a Légica geral considerada como Organénsempre uma légica da
aparéncia...” (B/86 A/61). Afirmou que “essa l6gigaral, que é apenas um canone para
julgar, tem sido usada como um organon para readgn@oduzir afirmagdes objectivas ou,
pelo menos, dar essa ilusdo, o que de facto aainstit abuso” (B/85 A/61). E que

A pretenséo de se servir como instrumento (orgaparg, ao menos pretensamente, alargar
e ampliar os conhecimentos, ndo pode sendo redendarco palavreado, onde se afirma
com certa aparéncia de verdade ou se contestapaazelr tudo o que se quer. (B/86 A/61-
62).

E para reduzir as pretensdes da Légica geral “deotberta e extensido, que a razio
supde alcancgar unicamente gragas aos principiesceadentais, a simples acc¢ao de julgar o
entendimento puro e acautela-lo de ilusbes sdsticque Kant cria sua dialética
transcendental (B/88 A/64).

Kant considerou que a Logica desde os gregos m@odi@do nenhum passo adiante;
considerou também que a Logica fosse “... uma @éee apenas expde minuciosamente e
demonstra rigorosamente as regras formais de tedsamento” (CRP B/IX), e “em que a

razao apenas se ocupa de si propria” (CRP B/X).

Ainda afirmou que a Légica geral “abstrai totalneedb contetdo do conhecimento
do entendimento, e da diversidade dos seus objectefere-se apenas a simples forma do
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pensamento” (B/78 A/54). E mesmo uma Légica gemicada “ndo € um canone do

entendimento em geral, nem um organon de ciéneisylares...” (B/77-78 A/53).

Assim, para Kant, o papel da Ldgica seria muitazétb quanto a sua capacidade de

encontrar erros nas ciéncias, pois

Embora um conhecimento seja perfeitamente adegaattwma Idgica, isto é, ndo se
contradiga a si proprio, pode todavia estar emradigdo com o objecto. Assim, o critério
puramente légica da verdade, ou seja, a concomlaeium conhecimento com as leis
gerais e formais do entendimento e da raz&o, écomditio sine qua non, por conseguinte
a condicdo negativa de toda a verdade; mas a l6gmaode ir mais longe, e quanto ao erro
que incida, ndo sobre a forma, mas sobre o conteddotem a l6gica pedra de toque para o
descobrir” (B/84 A59/60).

Assim, para Kant, a Légica isoladamente ndo temcidade de explicar nada sobre

0 conteudo de alguma ciéncia. Esta concepc¢aosatithada por Frege, Russell e Carnap.

Para Kant, além disso,

Saber o0 que séo as coisas obriga, pois, ao condarsensibilidade e do entendimento. Mas a
coisa, tal como a conhecemos, ndo é simples imageatgo real. A coisa, tal como se pode
compreender gragas as faculdades que o homem p&sscoisa na medida em que aparece, |i.
é, dada pelas formas da sensibilidade — o espa¢erapo — ou seja, € 0 que aparece gragas as
nossas faculdades do conhecimento. Do mesmo madanado cientifico, que surge pela
contribuicéo do suijeito, é fenoménidd QRUJAO, 2001 p. XII).

Nos juizos analiticos, que s@opriori, Kant afirma que somente se explicita o ja
implicitamente sabido, e, portanto, ndo se criamheoimentos novos. Mas afirma que um

saber auténtico ndo se pode procurar nesse tipozds.

O a priori que se busca diz respeito a estruturaujeito, que € o que torna possivel a
experiéncia. Esta contribui para o conhecimentavés dos sentidos, que nos fornecem
impressdes. Faltando estas impressdes, a faculdadeonhecer ndo tem matéria. O
conhecimento é assim constituido pela matéria @ pklboracdo que esta sofre gragas a

estrutura do sujeitoMORUJAOQ, 2001, p. XII)
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Assim, Kant deixa claro que, para ele, todo comhento novo viria de juizos
sintéticos, em que algo novo se acrescenta adcsdgifrase, ou seja, algo que ndo estava ja

contido nesse sujeito (mesmo que implicitamente).

Questbes de prética e de nossa relacdo com o omemtc eram as principais
preocupacdes de Kant. Mais do que formular um dtmpedprio de ciéncia, ou uma filosofia
da ciéncia prépria, Kant se ocupa de como ndés teesso ao conhecimento. Ele afirmou
gue so6 é possivel teorizar sem cair no que ele @hknidgica da aparéncia(B/86 A/61) se
concebermos os fendbmenos — e particularmente @ niscdausa e efeito — como resultado da
relacdo entre nos, sujeitos cognoscentes, e otsebgfirmava que sO € possivel pensar (e
fazer julgamentos, o que era 0 mesmo para Kantgenos de representacao das coisas.

Ja Bolzano ndo concordou com a concepcdo de Lagiddant (WL 812 e 813) e
afirmou que a légica era um Canon e também um @rga@ que trataria ndo apenas da

forma, mas também do conteudo do pensamento (W) §12

Dizer que a Logica ndo poderia ser um Organon atjajwara Bolzano, a dizer que
0s objetos dos quais a Ldgica ocupa, bem como sadtados obtidos por ela, ndo diriam
respeito ao conteudo das Ciéncias (e que, portaadtopoderia fornecer explicacdes), o que
Bolzano ndo aceitava de forma algugidlL, 812, 2)). Além disso, contrariava sua propria

nocao de Logica como Doutrina da Ciéncia.

3.2.4 A Terceira Distingdo Fundamental: o Conceitugsmo

3.2.4.1 Definicdo de Conceitualismo e a Ordenacéde ¥erdades Cientificas

Por fim, Bolzano se distingue de Kant pelo que &offl982) chama de
conceitualismo. Uma das principais caracterista@msonceitualismo consiste na afirmacao
de que conceitos, e ndo intuicdes, fundamentameadades cientificas; ou seja, pela

afirmacao de que conhecer significa saber comougioderia ser representado algo por meio
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de conceitos e pela linguag&mla vimos que Kant afirmou que nosso conhecimeritodas
duas fontes fundamentais: intuicdo e conceito. @ceiualismo elimina uma das fontes
kantianas. Para o conceitualismo, e particularm@at& Bolzano, a intuicdo seria uma

espécie de fonte obscura, e o conhecimento verdadiieria ser buscado em conceitos.

Outra caracteristica importante do conceitualisn@rélacio entre certeza e ordem.
Vimos que Kant queria saber sobre certeza no gedddconvicgao subjetiva e aplicacdo, sem
se preocupar sobre a natureza das coisas emaiBBano, interessava uma ordem objetiva
do conhecimento, lhe interessava a capacidade mia@rcoacdo. O que tem relagdo com a
diferenciag&o entre conhecimento e conhecimentadeiro.

A convicgdo de que todas as verdades estdo ordedadama forma (objetiva) dada e que
precisamente esta ordem deve ser descoberta [Souijjlet estabelecida explicitamente pela
ciéncia (em sistemas de conhecimento cientifico)ndoum motivo basico na teoria da
ciéncia de Bolzano (DE JONG, 2001, p. 330).

E arelacdo débfolge(a qual voltaremos no Capitulo 4) seria aqueladgpségnaria

a toda verdade seu lugar proprio com relacdo a®uterdades dentro com a ciéncia em
questdo. Toda proposi¢cdo deveria ter uma Unicargjgia ou “prova-de-arvore” Abfolge
voltando aos primeiros fundamentos ou proposigdedamentais (DE JONG, 2001, p. 331).

3.2.4.2 Conceitualismo, Verdade e Conhecimento

Para Kant, conhecimento era 0 mesmo que conhemmentadeiro. Entdo, por
exemplo, afirmar “Esta casa é branca” seria 0 magmeoafirmar “E verdade que esta casa €
branca”, pois para ele sé podemos afirmar a verdad@guma proposi¢do através do nosso
(do sujeito) acesso a verdade.

8 No entanto, Bolzano também se distingue de owmoseitualistas, como Hegel, por sua diferencacgém
de conceito. Enquanto Hegel acreditava no conhetoneomo um processo, e em leis do desenvolvimento,
Bolzano acreditava em conceitos claros e defirgtigoem uma estrutura definitiva das verdades .em si
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Desta identificagdo de conhecimento com conhecionesitdadeiro, Kant deduziu sua
definicdo de analiticidade contida r@ritica da Raz&do Purade que uma proposicdo é

analitica quando for possivel transforma-la poroségicos numa tautologia.

Mas, como Kant justificava esta identificacdo diatié questdes de natureza relativas a

existéncia?

Se assumimos um conceito unificado de existénaia diéerenciar entre conceito e
objeto (ou seja, sem diferenciar entre o que éeusal e 0 que € particular), somos levados a
impossibilidade de utilizar o principio da néo ttadicdo (pois de algo que tiver mais de um
atributo ndo se pode dizer que ndo tenha uma pdgué que possa a0 mesmo tempo ser
atribuida e negada a ela) (NEEMAN, 1971, p. 1-2asMistinguir o particular do universal
coloca questbes sobre a natureza da existéncilgaeraversal, questdes que historicamente

trouxeram restricdes ao platonismo.

A forma com que Kant assume a nocao de existéramamesmo tempo evita o risco de
cair no platonismo, é afirmando que o universalr@paosto de formas do sujeito cognoscente,
gue “tém existéncia na medida em que o sujeito hondaalgo que realmente existe, mas nao
S80 reais para 0 sujeito cognoscente em si, j&lggendo afetam seus sentidos e ja que Kant
define realidade em termos de percepc¢ao (B/27ZFHMAN, 1971, p. 2). Nesse contexto, a
idéia de um conceito de objeto com varios atribu@s é auto-contraditoria, e até mesmo o
principio da contradicdo vale, mas com a condigdi@uk a extensdo a que o0 objeto cujas
afirmacdes contraditérias se refiram seja um objietcnossa experiéncia, ja que, de acordo
com B/521, nada pode ser predicado a respeitogdecple esteja fora de nossa experiéncia.
Mas assim a validade do principio da ndo contradigémitada, pois ndo vale no dominio da
razdo pura, por ndo podermos empiricamente estabedpiando uma afirmacdo é ou nao
verdadeira; a estas conclusdes que ndo tém prengagairicas, Kant chamou de dialéticas,
vazias e sem significado (B 397). Quer dizer, gae Kant “o principio do terceiro excluido
se torna vazio no dominio da razao pura; isto € congequéncia de identificar verdade com
cognicdo” (NEEMAN, 1971, p. 2).

O conceito de existéncia é encarado por Bolzanonue forma diferente da que Kant
0 encarava. Bolzano tenta manter o principio daco@tradicdo em sua forma original. Mas,
para isso, é levado a ter que diferenciar o comagst existéncia ainda mais, distinguindo
individual de atributo; contetido da cogni¢cao doddaognicdo; e verdade (ou conhecimento
verdadeiro) de conhecimento.
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Para Bolzano, uma proposicdo € verdadeira ou faleamo se nado tivermos como
afirmar isso, ou seja, independentemente de sufcabilidade, ndo havendo “inferéncias
dialéticas no sentido de Kant” (NEEMAN, 1971, p. 3)

Bolzano faz o seguinte raciocinio para justificsiaedistincdo: se eu penso, eu penso
sobre alguma coisa; se estou consciente, estouientesde alguma coisa (0 que, mais tarde,
Brentano (1838-1917) chamaria de intencionalidages, foi a base da fenomenologia, de
Husserl, de Peirce, de Heiddegger (1889-1976)selenttros).

O conteudo da cognicdo seria para Bolzano o ob@tce o qual pensamos, adquiriria
existéncia quando alguém pensasse ou pronuncissse@ntetdo. Ja o ato de cogni¢do seria
0 processo mental por meio do qual n6s pensamadbijeto; para Bolzano, tal ato existiria,
mas nés nao teriamos acesso a ele, e, portantppd@mos basear nossas decisées nele (WL,
8 19). Analogamente com a intuicdo: Bolzano naaregxisténcia da intuicdo, mas afirma
gue nds sO temos acesso ao seu contelplor isso é esse contetdo (que sdo as proposicoes,
conceitos, e representacdes em si) tudo o quenteressa se queremos obter conhecimento
seguro. Bolzano acredita que a matéria prima salgaal nossos processos mentais estao
processando é o conteudo das intuicBes, e essmaivw pelo qual ndo lhe importam os
processos mentais. Bolzano quer objetividade, narijesivos para os conceitos.

Bolzano concorda com Kant sobre o fato de que oteddos objetivos abstraidos do
ato mental ndo tém realidade isoladamente, maslitecique as proposicdes objetivas podem
adquirir existéncia como afirmacdes no sujeito @sepensa ou expressa (WL, § 19).
Afirmacbes séo, portanto, sempre proposicOes sudgeipor serem feitas por sujeitos),
embora elas sempre se refiram a uma proposicatvabjeu seja, sempre tenham um objeto)
(NEEMAN, 1970, p. 3).

Da distincdo entre conteudo e ato da cognicdo, aBolzderiva a distingdo entre
conhecimento (que pode ser confuso e até mesmw, faddo fato de se basear em nossa
intuicdo) e conhecimento verdadeiro (e esse é wMmuxivos pelos quais ele ndo aceitava a
definicdo de analiticidade de Kant). Voltando asn&¢des que dissemos que Kant ndo
diferenciava, “Esta casa é branca” e “E verdadeegte casa é branca”: para Bolzano se trata
de duas afirmacdes diferentes, pois a primeiramafffio é um julgamento do sujeito,
enquanto a segunda é uma afirmacao objetiva rééeeenm objeto real, cuja verdade nao

depende de nenhum sujeito.
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Bolzano é explicito e vai até as ultimas conseqgaénma distingdo entre conhecimento

e conhecimento verdadeiro, como na citacao abaixo:

Por exemplo, o conjunto das flores que uma arvioteat num certo lugar, na primavera
passada, € um numero determinado, mesmo que ningugsnheca. Uma proposi¢cao que
indigue esse numero, para mim, € uma verdade \abjetiesmo que ninguém a conheca.
(WL, § 25)

Bolzano dava o seguinte exemplo: “...dizemos qde ®quacdo com um grau impar
tem necessariamente uma raiz real, embora nem @egiatem suas raizes sejam algo
existente” (WL, 8§182).

Outro aspecto da distingdo entre verdade e ceéeraeguinte: n0s podemos ter ou
nao certeza sobre as afirmagdes ou julgamentofagamos, enquanto que a propriedade de
ser verdadeira ou falsa é atribuivel somente aggiopes; Bolzano justifica esta distin¢cao
dizendo que pode haver diferentes graus de cerermanto ndo existe tal gradacdo para
verdades (WL, § 26).

Esse € um dos motivos pelos quais Bolzano acred{fiL 8§12, como citamos em
3.1) que a Légica ndo pode ser simplesmente unmaiai@ormal. Alids, para Bolzano, ndo
existiria nenhuma ciéncia apenas formal, porqua ta&hcia tem que ter um objeto, pois todo
pensamento tem que ter um objeto; em termos dacapgsse objeto pode ser bem abstrato,

mas ainda assim é um conceito.

A nocao de existéncia de Bolzano, que faz com tpaceedite em representacdes em
si, proposicbes em si, verdades em si, tem relag@oas necessidades de comunicacédo, a
gual ja nos referimos. Pois, se queremos convewae algo, ndo podemos nos preocupar

com o0 pensamento, com 0 processo mental ao quakmis acesso.
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3.2.4.3 Conceitualismo, Relagdo e Comunicagao

Um exemplo da importancia da nocéo de relacdo dommoulada por Kant (ou seja,
como unificadora de uma multiplicidade de relacdadas na intuicdo) é fornecida por
Cassirer, ao afirmar que, se a teoria escolastinarglizava as letras “ab, ac e ad” por meio
da letra “a”, ou seja, negando as particularidattes objetos; diferentemente, a nocdo de
funcdo € o que permite representar tal conjuntdettas por meio de “ax”, em que X
representa a, b e ¢, sem que tenha que ser dstte&sao mesmo tempo. Esta capacidade de
generalizar afirmando as diferencgas, e ndo as degampreenchendo as lacunas por meio de
uma metafisica obscura, € o0 que permite ao pensameratematico sua rigueza.
(CASSIRER, 1910, p. 24).

Tal forma de pensamento tem conseqliéncias quetesedesn para muito além da
matematica, em que a possibilidade de se refaliieeentes tipos de objetos por meio de leis

gerais ja possibilitou uma enorme generalizacaustacao.

A linguagem da Algebra merece a atencéo, ndo sentst matematicos, mas de todos os
filosofos que venham a estudar a influéncia qusig®s tém sobre a formacao das idéias, e
a aquisicdo de conhecimento. ... (Comunicacdo) queedpeito principalmente a outras
linguas, com respeito a ela (a Algebra, nota minfaecundaria e acidental. (...)
Novamente na linguagem da Algebra em si, a pageégmais interessante... é a aplicaco
de expressdes imaginarias a investigacao de tesy@mde a verdade é as vezes descoberta
somente com a ajuda de signos, sem nenhuma ajgddé&as que elas representam (The
Edinburgh Review, April 1808, 306f, apud OTTE 200@b8).

Afinal, o pensamento matematico abre novos campoa explicar a relacdo entre
nossa experiéncia interna e os objetos de nossagéog exatamente por essa capacidade de
generalizar e abstrair sem negar as particularglaides objetos aos quais nos referimos
teoricamente.

Ainda sobre o legado de Kant para a filosofia daaia e da matematica, George e
Rusnock (1996, p. 462), comentando a importanta der Coffa “The Semantic Tradition
from Kant to Carnap” afirmam que “Inspec¢des mostrague varios dos julgamentos sobre a

matematica e a ciéncia natural ndo eram analiticosentido estreito de Kant, e, portanto,
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eram reconhecidos como necessaogriori etc. A intuicdo pura trouxe a concessao de sua

verdade”, e que

Por mais plausibilidade que as afirmacdes kantiaefEsentes a intuicdo possam ter tido
algum dia... (esta plausibilidade, nota minha) Idgo perdida. IntuicAo se mostrou
desnecessaria, e até mesmo um obstaculo, paraigasresultados do Célculo (Cap. 2),
era bastante dispensavel na aritmética (Cap. 4),gealquer divida que permanecesse
referente & geometria foram resolvidas por HelmhelHilbert (Caps. 3 e 7) (GEORGE e
RUSNOCK, 1996, p. 46%)

E por fim, conclui com as seguintes afirmacodes:

O projeto logicista ofereceu no inicio 0 que paweser um lugar promissor para o
fundacionalismo epistémico reagrupar (Cap. 7).estsdos fundacionalistas do século XIX
mostraram que a maior parte da matematica cldssaderia ser adequadamente
representada usando somente alguns poucos condéiticos e inferéncias. Se tais
reducdes mostraram que a intuicdo ndo era neceskadnte todo o percurso da construgao
da matematica, como Kant supora, talvez algo pdoemdm a intuicdo poderia ainda servir
como a fundagdo para uma semente capaz de geramata@a. O desenvolvimento de
geometrias ndo-euclidianas também poderiam sermpietadas como provedoras de um
lugar proeminente para a intuicdo. Kant ndo tinha gue geometrias alternativas eram
logicamente possivel, e portanto antecipado tusta?isE suas observacées ndo mostraram
gue a intuicdo foi aquilo que selecionou a geometdticlidiana dentre todas as estruturas
logicamente possiveis de relacdes espadldiSEORGE e RUSNOCK, 1996, p. 464).

Se referindo a Cassirer, George e Rusnock (199%5).afirmam que

9 Whatever plausibility Kant’s claims concerninguiion may once have had... was soon lost. Intuitias
shown to be unnecessary, and indeed a hindranaectoing the results of the calculus (Ch. 2), aswuite
dispensable in arithmetic (Ch. 4), and any doubttéchvremained concerning geometry were quashed in a
conspicuous way by Helmholtz and Hilbert (Ch. 3, 7)

0 The logicist project offered at first what seentecbe a promising place for epistemic foundatismmalito
regroup (Ch. 7)... The foundational studies of theetgenth century had shown that most of classical
mathematics could be adequately represented uslggdew basic concepts and inferences. If sudactons
had shown that intuition was not necessary througtiee fabric of mathematics, as Kant had suppgserthaps
something quite like intuition might still serve the foundation for a kernel capable of generatirmghematics.
The development of non-Euclidean geometries wolidd be interpreted as providing a prominent plawe f
intuition. Had not Kant said that alternative getmes were logically possible, and thus anticipaa#df this?
And did not his remarks show that intuition wastthhich selected Euclidean geometry from amongtedl
logically possible structures of spatial relations?
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a extensdo de recentes derrotas foi aparente mgsraalguns dos mais fortes defensores
de Kant. Ao invés de arriscar uma outra humilhagdles recuaram a um nivel de
generalidade suficientemente vago para valer gomatempo.>!

Ainda segundo George e Rusnock (1996, p. 465)ikSplor sua vez, percebeu que

a filosofia de Kant ndo tinha como funcédo ser uemativa de produzir platitudes sobre a
unidade da ciéncia, mas sim prover uma fundamemtéigidfica dirigida aos detalhes.
Sem esta ambicao, o projeto seria sem valor, soass&us defensores o reduzitam

3.3 Bolzano e Aristoteles: O Qué Versus o Por Qué

Aristételes viveu aproximadamente no periodo 3822 a. C. Foi responsavel pela
construcéo da primeira teoria sobre ciéncia orgalaima filosofia ocidental nos escritos que
compdem sua obr@rganon E sobretudo no livro contido r@rganon chamadoSegundos
Analiticos que Aristételes formula de forma mais explicitea stoncepgédo de ciéncia.
Concepcao esta que estd profundamente relaciormdasua compreensdo da nogdo de
explicacédo. Para ele, ter uma explicacdo de algacendicéosine qua norpara podermos
afirmar que temos uma demonstracao cientifica.n®gao de ciéncia prevaleceu até o século

XVIIl, mas sua influéncia nos conceitos cientifiad®ga até os dias atuais.

DE JONG chamara de ciéncia aristotélica ou modeistodélico de ciéncia, um

modelo que tenha

a convicgao de que todas as verdades estdo ordede@dana forma (objetiva) dada e que
precisamente esta ordem deve ser descoberta elestdd explicitamente pela ciéncia (em

*1 The extent of recent losses was apparent eveonie ®f Kant's strongest defenders. Rather tharingsk
another humiliation, they retreated to a level efigrality sufficiently vague to hold for some time.

2 Kant's philosophy had not been put forth as aanapt to produce platitudes on the unity of sciemaeto
provide a philosophical foundation right down tee tetails. Without such ambitions, the project wobk
worthless, and to this his defenders had reduced it
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sistemas de conhecimento cientifico)... A axionaeio da geometria de Euclides é o
tradicional exemplo por exceléncia de uma tal ¢&8h¢DE JONG, 2004, p. 330).

Ele ainda afirma que certamente, uma ciéncia &igta como cognitio ex principiis é
freqientemente descrita na tradicdo como uma ogéenaistematica ndo somente de
verdades mas também de conceitos de acordo comuinte paralelismo de direcdo: das
causas (objetivas) ou fundamentos para as consagfigédas (mais) simples para as mais
complexas, e ao mesmo tempo da (mais) universal pamenos universal e mesmo
individual. DE JONG introduz certas caracteristidasum modelo aristotélico de ciéncia do

nivel doordo essendi

Uma ciéncia aristotélica determina um sistema $rdposi¢cdes e conceitos que satisfazem
as seguintes condigoes:

1. Cada proposicdo e cada conceito de S se refene @njunto especifico de objetos ou
dominio da realidade. (postulado da realidade)

a — Existe em S um numero (finito) de assim chasmadaceitos fundamentais.

2b — Qualquer outro conceito que ocorra em S é ostople (ou definivel em termos de)
esses conceitos fundamentais. (postulado da cogam)si

a — Existe em S um numero (finito) de proposicdee gao chamadas proposicoes
fundamentais.

3. b — Todas as outras proposi¢coes de S se seguestam fundamentadas em (ou, como
pode ser, sdo demonstraveis com base em) essasipigs fundamentais. (postulado da
prova; é central neste postulado a nogéo de pslaativa ou demonstracao cientifica)

4 — Toda proposicdo de S deve ser neces$ébig JONG, 2001, p. 330-331).

Assim, esse modelo de ciéncia consistia de umnssstie conceitos fundamentais em
gue qualquer outro conceito seria composto ou igelipor eles, e também por um sistema
de proposi¢coes fundamentais em que todas as quuypesicOes estariam fundamentadas e
seriam provadas com base nelas. Esses conceitosproposicbes deveriam ser

3 The conviction that all truths are ordered in wegi (objective) way and that precisely this orderstrbe
sought out and stated explicitly by science (irntesys of scientific knowledge) (...) Euclid’s axionzatiion of
geometry is the traditional example par excellesfcgich a science.

* An Aristotelian science determines a system Propositions and concepts which satisfies the Vitig
conditions:

1 — Each proposition and each concept of S refeasspecific se4t of objects or domain of reality.

2 a—There are in S a (finite) number of so-caflediamental concepts.

2 b — Any other concept occurring in S is compaxfe@r is definable in terms of) these fundamentaicepts.
3 a—There are in S a (finite) number of proposgiwhich are called fundamental propositions.

3 b — All other propositions of S follow from oreagrounded in (or, as the case ma be, are profraiohg these
fundamental propositions.

4 — Any proposition of S must be necessary.
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indubitavelmente claros e certos (nas palavras detdfeles: “verdadeiros, primeiros,
imediatos, mais cognosciveis que a concluséo, iargsra ela e que sejam causas dela”
(Segundos Analiticos, 71b 19), de forma que nenhoutea justificacdo pudesse ser deles
exigida. “Nesse contexto, explicagdo significaugib a um conjunto de principios e
proposicdes epistemologicamente e ontologicamentéegiados” (OTTE, 2007c, p. 12,
traducdo minha), e conhecimento verdadeiro sediaduilo que pode ser explicado por meio
desses principios. Para Aristételes, “a ciéncia lgrimariamente com o universal e
necessario, e nao com o particular e contingemt#aTos individuos ndo como particulares,
mas caindo sob (ou como pertencentes a, NdT) waigdr (MCKIRAHAN 1992, p. 4,
traducdo minha). A premissa ou causa de uma c@uwlpsssui um grau mais alto de

evidéncia do que esta ultima.

“Num modelo aristotélico de ciéncia, somente seepdalar em conhecimento
cientifico quando os fundamentos (objetivos) séoheoidos. Explicar algo é fornecer as
razdes, ou os fundamentos reais, de por qué algmé é€” (DE JONG, 2001, p. 331).

Uma questdo de importancia fundamental para a nbga@iéncia e de mateméatica de
Aristéoteles é a questdo do continuo: para Arisgéteh matematica era principalmente
geometria; e na geometria (Que entdo ainda naardraetizada), prevalecia a nocdo de
gualidade sobre a quantidade; dito de outra foestudava-se a matematica abordando os
objetos matematicos de forma continua, e ndo corfazemos nos dias atuais, de forma

discreta.

Ainda segundo DE JONG,

O modelo de ciéncia aristotélico € inquebravelmemeectado com uma forte forma de
fundamentalismo. Conhecimento cientifico nesse foadieve satisfazer, no minimo, o que
é conhecido na analise moderna padrao de conhdoir@Eoposicional) como a condi¢éo

de verdade e a condicdo de justificacdo (...) N&peetiva de um modelo de ciéncia
aristotélico uma proposicao é vista como adequadijaestificada se ela € demonstrada
com base em proposi¢cdes fundamentais... Certangmteecimento cientifico tem que ser

cognitio ex principii&’. (DE JONG, 2001, p. 332).

* The Aristotelian model of science is unbreakatigreected with a strong form of foundationalism.estific
knowledge in this model must satisfy, as a minimuvhat is known in thee modern standard analysis of
(propositional) knowledge as the truth conditiord @he justification condition (...) In the perspeetiof the
Aristotelian model of science a proposition seem$d justified adequately only if it is demonstcate the
basis of fundamental propositions... Indeed, scierikiiowledge has to beognitio ex principiis
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Segundo sua nog¢édo de explicacdo, demonstrar algespondia a explica-lo, mostrar

causas e por qués, e ndo apenas relacdes logicapemissas e conclusdes.

Sobre a nogéo de prova explicativa, Aristételesrafique “E diferente conhecer o que

e conhecer o por que” (Segundos Analiticos 78ae2@)e

conhecer cientificamente ndo por concomitancialagld que ha demonstracéo é possuir
demonstracéo... conhecemos cientificamente quaalztkn®s as causas, €, se Sd0 causas,
€ preciso que sejam anteriores e previamente ciolalsee ndo apenas por compreendé-
las (...) mas também por salggie sdo o casq71b 25.

Mas, Bolzano realmente endossou um ideal aristotéle ciéncia?

Bolzano (WL, Anotacdes de § 525) concorda com Aridés em sua distingdo de que
provas explicativas mostram o por qué, enquanto mo®as nao explicativas somente
mostram o qué, bem como o fato de que o pesquiskder sempre buscar o por qué — ou o
gue Bolzano chamava de ‘fundamentos objetivos’ s wirdades. Mas critica um certo
“exagero” de Aristételes em dizer que somente asvaw explicativas produzem

conhecimento genuino ou verdadeiro.

Bolzano preserva a crenca no ideal aristotélico edassténcia de conceitos e
proposicdes bésicas que deveriam ser utilizadasdeanonstrar todas as demais. No entanto,
embora concorde com ele nos critérios generalidgadémplicidade para se encontrar 0s
principios que seriam bésicos (e portanto indemavssis), discorda radicalmente dele num
quesito fundamental, que influenciara todos ososutBolzano ndo concorda que tais

principios basicos devem ser mais intuitivamentgodh

A propriedade de ser mais geral e mais simplesif@mo mais basica), para Bolzano,
é relativa a estrutura das proposi¢fes e concaitogio a sua obviedade intuitiva. Bolzano
concorda com o fato de que os principios basico&rdeser “verdadeiros” e “causas”
(Aristételes, 71b 19), mas ndo com que sejam “iatedl, “mais cognosciveis que a
conclusao”, como afirmava Aristételes (71b 19). @smo ocorrendo com o conceito de
causa: em Bolzano ele esta ligado a idéia de gdendamentos das verdades se encontram
na estrutura das proposi¢des e conceitos, e naolmage percebemos com nossos sentidos

sobre estas verdades. Essa distingdo é o que paméoeficar claro para os autores que
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procuraram em Bolzano uma referéncia que confirenasas idéias de que prova explicativa

seria aquela que partisse da intuicéo.

Ao contrario, ele rejeita explicitamente o critéde obviedade (prefacio do RB, p.
160), e toda a demonstracdo que ele faz do TeaterWwalor Intermediario se baseia na idéia
de que coisas 6bvias devem sim ser demonstradasgio de conceitos analiticos que nao
precisam ser 6bvios, mas sim 0s mais simples esgéra capitulo 4 veremos como na

concepcao de Bolzano se articulam esses doisiasiter

Kant fez coincidir com a exigéncia que Aristoteflgsia de necessidade intuitiva dos
primeiros conceitos com a demanda de que conhetnwentifico deve sea priori. A
evolucdo da nocdo de sistema axiomatico rumo arugd® do método hipotético-dedutivo
pode ser considerada como resultado de uma ogitica abandono crescentes das exigéncias
de homogeneidade ontoldgica e de evidéncia e ridadss Para ele, a nhocao al@rioridade
de Kant representa uma mistura do subjetivo-ep@tagito com o ontolégico-objetivo. (DE
JONG, 2001, p. 331-332).

A exigéncia que Aristoteles fazia de que os priowiprincipios fossem evidentes
intuitivamente estava diretamente ligada a idéigwkea coeréncia de um sistema aristotélico
era garantida pela conexdo dos conceitos e prdssg um dominio especifico de objetos,
ou seja, a evidéncia de que as demonstracdes dgeno ou tipo de objeto deveriam ser
feitas utilizando conceitos ou objetos do mesmaegE(ou seja, que as provas fossem puras).
E a homogeneidade entre método e objeto. Mais a@ea@onsiderava o pensamento tedrico
gue opere com formas vazias de contetdo ontol@giom secundarias, atribuindo assim um

carater absoluto a relacdo de dedutibilidade eptesnissas e conclusdo, e ndo como se

considera atualmente, relativa a um sistema teérica um sistema de regras de deducao.

Bolzano também defendia esta homogeneidade emétado e o objeto, mas de uma
forma diferente da de Aristoteles: as Unicas paleesua obra em que ele se refengedabase
(o nome que Aristételes dava a homogeneidade aitalp € nas que ele a utiliza para
justificar a primazia do namero sobre o continwgdantidade sobre a qualidade; quer dizer,
no sentido de que, para garantir que algo espedéf@ provado por algo geral é necessario
demonstrar as verdades da geometria (consideraada jgarte “meramente aplicada” (RB, p.
170) com base em verdades aritméticas, por seramit@a&ticas mais gerais ou puras. Entdo,
me parece que a importancia que Bolzano deu a here@tade ontoldgica é completamente
diferente daquela de Aristételes; e que, ao emfatias critérios de simplicidade e
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generalidade para os ‘primeiros principios’, nada€ee ele contribuiu para o fim da exigéncia
de homogeneidade ontol6gica entre método e objeto.

Esta homogeneidade ontoldgica — assim como a eiigée necessidade intuitiva — é
totalmente estranha a axiomatica moderna (em qua@lece o método hipotético-dedutivo) e
vinha sendo questionada desde Descartes. Comailosin a famosa afirmacdo de Hilbert
(1862-1943) “gue contém o ponto-de-vista axiomatimn seu cerne: deve ser possivel
substituir, em toda afirmacdo geométrica, as pataponto, reta, plano por mesa, cadeira,
caneca” (REID, 1970, p. 264). E o que Hilbert cheande deducio axiomatica existencial,
em que os axiomas ndo tém contetudo ontolégicorditado.

A caracteristica mais inovadora desse sistema éngles ndo ha preocupacdo com a
correspondéncia ou ndo de uma determinada relagiematica com alguma realidade
material, ou aplicacdo dos principios mateméaticatga externo; ao contrario, a atencao se
concentra na relacéo entre os conceitos; ou se@n&lise do conhecimento dedutivo que liga
as hipoteses as conseqiiéncias. A relacdo entes idd@onceitos, entre as diferentes areas da
matematica e a matematica com as outras ciéncediberdade da matematica por nao ter
obrigacdes de corresponder a um dominio espedéioocas principais vantagens do método
hipotético-dedutivo, e a razdo de seu ‘triunfodriso’.

Como mostramos, Bolzano contribuiu para o abandim@xigéncia aristotélica de
necessidade intuitiva e de referéncia materialuiseég De Jong (2001), Bolzano enfraquece a
exigéncia de necessidade a uma exigéncia de verdamedefinir ja em 81 do
Wissenschaftslehra ciéncia como um sistema de verdades), e acrgdioao pretender
fundamentar os primeiros principios na estrutusaatmceitos e das proposi¢cdes — ou seja, na
linguagem — ele também contribui para o fim daadée que as demonstracdes sobre
verdades em um campo do conhecimento devem sas f&m base somente em verdades

desse campo.

Assim, concluimos que Bolzano ndo endossou um aféstbtélico de ciéncia, e uma

das razdes principais é o problema do continupapel da intuicéo.

E, na medida em que o sistema hipotético-dedutigstmmu-se mais proprio para as
caracteristicas assumidas pela ciéncia modernajpariancia de provas explicativas foi

diminuindo.

Otte (2007b, p. 5) afirma que, para Aristoteles,
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Uma explicacdo € sempre uma relacdo de tipos, @maomera informagéo particular, e
como tal parece caminhar para regresséao infindgé,adimportancia do continuo e da
continuidade, em que a distincdo entre particulageeal € somente relativa e
perceptivel.”

Para estas mudancgas na noc¢do de ciéncia contsiboiemaneira a idéia de discretizar
0 continuo, ou seja, representa-lo por meio de rsnele forma que algo que percebemos
com nossos sentidos pudesse ser medido, quantigeslosto. CARACA (2000) relaciona
esta mudanca com a necessidade das classes sw@das junto com a expansédo da

navegacao e do comércio de produzir, medir e dicanti

3.4 Concluindo Provisoriamente sobre o Legado de Bano

3.4.1 A Aritmetizacdo do Célculo: Situagdo do Caldo Anterior e nos Tempos de

Bolzano

Boyer (1949) afirma que no século XVIII questddenentes a métodos como fluxdes,
relagdes, limites de diferenciais ou de fungbesvaeas estavam em grande medida nao
resolvidas, devido a que os matematicos de entdaveem respondé-los em termos de
concepgOes de espaco e de tempo. Boyer chega am@ngs argumentos levantados na
época aqueles utilizados por Zenon mais de 2008 ames. Os problemas se concentravam
principalmente sobre questdes relativas a infiredad continuidade: alguns matematicos nao
aceitavam a introducéo de tais conceitos; e aqaeles aceitavam, nao tinham condi¢cdes de
fornecer explicagbes logicamente consistentes dossmms. Muitos matematicos
consideravam as idéias relativas a infinidade ertiruidade como metafisicas, e assim sua

explicacdo das mesmas ia para um terreno exterda definicdo mateméatica.

A concepcdo de matemética de Pascal expressa bespinto da época, e quando
comparada com a de Bolzano é bem ilustrativa dadgramudanca ocorrida. Ambos

% An explanation is always a relation of kinds, eatthan being merely particular information andsash it
seems to run into infinite regress and hence thgoitance of the continuum and the continuity, inatvthe
distinction between the particular and the genisrahly relative and perceptible...
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acreditavam que ndo é possivel definir tudo. Masc#aacreditava que deveriamos parar
qguando encontrdssemos termos tdo Obvios que née fassivel defini-los utilizando algo

ainda mais 6bvio. Ja Bolzano acreditava na noc¢&inglicidade em termos de estrutura da
linguagem, e, portanto, mesmo o que fosse ébvi@nmder decomposto e explicado com a

utilizacdo de conceitos mais simples, embora néessariamente menos 6bvios.

Os métodos mais adversos a introducdo na matenddg&anocdes de infinidade e
continuidade foram precisamente aqueles que tamassa introducdo possivel. Pois parecia
Obvio para a grande maioria dos matematicos desteaéque a infinidade e a continuidade
tinham em comum algo relacionado & nossa nocaoodémanto e aproximacao, enquanto

gue os limites diriam respeito a algo discreto ménico, que nos remete a algo estatico.

Mas o método dos limites foi justamente o que p@rmaptar o continuo e o infinito
de uma forma que nosso conhecimento a respeitesiessiceitos pudesse ser expressivel e
comunicavel, pois foi o que lhes forneceu sua lhasgca; e 0 método de Lagrange (1736-
1813), criado para evitar estas dificuldades w@tildo a nocdo de séries ndo infinitas que
continham um resto, levantou questdes refereni@nalade e ao infinitamente pequeno que

apontaram o caminho para sua solucéo.

Lagrange ja tinha advertido sobre o fato de quenasepcfes de tempo e movimento
ndo deveriam ser utilizadas na mateméatica, maBdtzano quem estendeu esse esfor¢o até
os fundamentos, indo muiedém do que qualquer um antes dele o tinha fedoa Bso, foi
necesséario em primeiro lugar uma definicdo safistatie continuidade.

Newton tinha tentado resolver o problema da coittade recorrendo a intuicdo do
movimento, e Leibniz formulando o postulado da rwidade. J& Bolzano deu uma definicdo
da continuidade que, pela primeira vez, indicovactente que a idéia basica da continuidade
deveria ser encontrada no conceito de limite, wWaido por fim o método discreto
(numérico) como ‘explicador’ do continuo. Sua defio da continuidade de uma funcéo nao
é tao diferente daquela que pouco tempo depo fermulada por Cauchy (1789-1857), e é
fundamental para o Célculo dos tempos atuais. &laalino de Bolzano, como no de Cauchy,

0 conceito de limite se tornou claramente e défenihente aritmético, e ndo geométrico.

No “Paradoxos do Infinito”, Bolzano viria a defirarfuncéo derivada da forma como
a compreendemos atualmente, formulando uma conzepedlimite que avancava com
relacdo as definicbes de L’Huiller e de matematips, como Lagrange, acreditaram que a
nocéo de limite se estendia ao quociente de qual@ique se anulavam ou de zeros. Euler
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(1707-1783), por exemplo, tinha explicado que dg@dxum quociente de zeros. Bolzano, ao
contrario, enfatizou o fato de que esse simbolod&®@ria ser interpretado como uma razéo
entre dy e dx ou como a divisdo de zero por zeas, que era, ao contrario, um simbolo para
uma unica fungao, afirmando (como o fazemos atuzkneo Calculo) que uma funcdo nao
tem valor determinado num ponto se ela se redu@,antas que ela pode ter um valor limite
conforme esse ponto é aproximado, e que assumsgd \@lor limite no lugar de 0/0, a

funcdo poderia se tornar continua nesse ponto.

A continuidade de uma funcéo era tida, até os esnge Bolzano, como condicao
suficiente para a existéncia de uma derivada. & apgrentemente 6bvio, e sua negacgao vai
contra nossa intuicdo fisica e geométrica; tambéabe a Bolzano fornecer o exemplo de
uma funcéo continua e ndo diferenciavel, por meiard raciocinio que envolvia subdivisdes
infinitas de intervalos (até infinitésimos). No amtib, esse trabalho ficou desconhecido, e tal

exemplo seria mostrado por Weierstrass (1815-188r¢ 30 e 40 anos depois.

Lagrange acreditou que seu método de séries aatanecessidade de se considerar 0s
infinitesimais ou limites, mas Bolzano pontuou aquecaso de séries infinitas € necessario
considerar questdes de convergéncia. Estas erdogasa consideracdes de limites, como

podemos ver pela afirmacdo de Bolzano de que smji#ésciaF (x),F (x),... € tal que a
diferenca entreér, (x) e F,,, (x) se torna e permanece menor do que qualquer qadetithda

conforme n aumenta indefinidamente, entdo existeeusomente um valor para o qual a
sequiéncia se aproxima tanto quanto se queira. ridostente, se perceberd que esta
proposicao tem também relagdo com a definicdo deeras reais e de continuo aritmético.

Bolzano acreditou, a despeito dos paradoxos apeEkes pelas nocdes de espacgo e
tempo, que qualquer continuo deveria ser pensadajltéma instancia, como composto de
pontos, semelhantemente a Galileu (1564-1642)emale se referiu e com quem concordou
com a questdo de que o todo poderia ser corresfmndm suas partes. Sua visao do infinito
seria a mesma até os tempos de Cantor (1845-18%8@to pelo fato de que Bolzano
considerou como diferentes graus de infinito ibdiaique tinham o mesmo grau. No mesmo
século a propriedade que ele e Galileu viram comosimples paradoxo foi tornada por
Dedekind, em sua clarificacdo do Calculo, a basendae definicdo de conjuntos infinitos.

Embora as idéias de Bolzano indicassem a diregdqual a formulacdo final do
Célculo se assenta e da qual muito da matemética&édalo XIX seguiria, elas ndo

constituiram a influéncia decisiva nesta deternéina§eu trabalho permaneceu muito pouco
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divulgado até que fosse redescoberto por Hermamkdflanais de meio século depois.
Felizmente, no entanto, 0 matematico A. L. Caudliyucidéias similares aproximadamente
na mesma época e conseguiu afirmar a tese dagéesda continuidade por meio de limites

como basica no Calculo.

A seguinte afirmacdo de Otte (2007c, p. 26) moatralacdo entre o programa de

aritmetizacéo e a criacdo da filosofia analitiGagdal falaremos a seguir:

Ao invés de conceber a continuidade em termos d@cg@ e invariancia, Bolzano e
Cauchy pensaram nela em termos aritméticos. O gmmyde rigorizacao pela aritmetizacao
buscou resolver os problemas fundamentais de unmeiraareducionista, por meio da
definicdo de todos os conceitos matematicos emoteide algumas entidades bésicas, em
Ultima andlise nos niumeros naturais. Posi¢coedamacionalistas, como as de Poncelet ou
Peirce, ao contrario, tentaram empregar, por agdimer, uma estratégia contraria,
resolvendo o problema da objetividade da Matemé&sgtandendo e generalizando suas
estruturas relacionais e suas regras de inferéAcimatematica se tornou dessa forma
compreendida como algo que lida com “estado idealoisas” (Peirce, CP 3.558), ao invés
de com uma aproximacg&o ao mundo real concebido comoonjunto estatico de objetbs

3.4.2 Bolzano, a Filosofia Analitica e a Moderna Adlise Matematica

A relacdo entre o significado da palavra ‘analisa’ matematica e na filosofia tem
toda uma histéria que remonta a Aristoteles e aegog. Nesta histéria, houve momentos de
aproximacao e de distanciamento entre esses deismties significados do termo analise.

Mas, qual é a relagdo da criacdo da moderna amadisEmatica — feita principalmente
por Bolzano e Cauchy — com a criagdo da filosafi@itica? Em qué medida a afirmacao de

gue Bolzano foi o primeiro fildsofo analitico caspende a realidade?

*" Rather than conceiving of continuity in terms afiation and invariance, Bolzano and Cauchy thowofittin
arithmetical terms. The program of rigorization djthmetization searched to solve the foundatignablems
in a reductionistic manner, by defining all mathéno® concepts in terms of some basic entitiesmaltely the
natural numbers. Anti-foundationalist positionkgliPoncelet or Peirce, in contrast, tried to empoyto say, a
top-down strategy, solving the problem of the oty of mathematics by extending and generafizits
relational structures and its rules of inferencatié@matics became in this manner to be unders®alaing
with “ideal states of things” (Peirce, CP 3.558}her than with an approximation to the actual dadnceived
of as a static set of objects.
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A obra de Bolzano nao foi devidamente difundida gurs discipulos, e continua até
nossa época muito pouco traduzida. Entdo, de queafa influéncia de Bolzano sobre a

filosofia analitica ocorreu, se é que ocorreu?

Rusnock (1997) diz que aqueles que afirmam quera dé Bolzano teve pouco
impacto sobre o desenvolvimento histérico da fifiasado levaram em conta a importante
influéncia que a matematica de Bolzano desenvodedue a filosofia. Se analisarmos, por
exemplo, o desenvolvimento filos6fico de importaraetores do século XIX e XX, veremos
que Russell (1872-1970) e Husserl (1859-1938) eyesb influéncias de Weierstrass. E
possivel que Weierstrass e Cantor ndo tenham lidéissenschaftslehrecomo Husserl
(1975) sugere. No entanto, certamente conheciabnaamateméatica de Bolzano, pois sabe-se
que o Prova puramente analitica... -€om seus Varios elementos cruciais para a
fundamentacdo rigorosa da analise — bem comBamdoxos do Infinito —com suas
importantes definicbes rigorosas (embora impedgitdo conceito de infinito — foram
cuidadosamente estudadas por Weierstrass e salocliem como por Cantor.

O método de Bolzano expresso nestas obras coresistiandamentar uma proposicédo
integrando-a

“num sistema de verdades cientificas ordenadas palcdo de fundamento e
consequéncia” (cf. SEBESTIK, 1922, 94). A tarefaatdlise € agora a elaboracdo de
uma estrutura dedutiva e conceitual por meio dec#spacdo dos conceitos primitivos
ou simples, de axiomas, e a apresentacdo das eslad@dutivas e definicionais,
relacionando esses elementos primitivos com a pigo em questdo. Assim
apresentada, a andlise filoséfica é verdadeirangdobal, uma busca por fundamentos
tltimos; e nés podemos facilmente ver por qué Buzae sentiu na obrigacdo de
desenvolver teorias de colegbes, de inteiros, endmeros (entre outros) para
fundamentar proposi¢des da teoria de fungdes @agsle surgiu destes questionamentos
foi ja uma outra versdo da andlise matematica,adisenreal moderna mais ou menos
como nos a encontramos ainda ABRUSNOCK, 1997, p. 80-81).

Esses desenvolvimentos na metodologia, na com@eedss fundamentos, t&o

claramente exemplificados nos trabalhos de Bolzamogstenderam a filosofia, e Bolzano

%8 “into the system of scientific truths ordered by tground-consequence relation” (cf. Sebestik 19924).

The target of analysis is now the elaboration afoaceptual and deductive structure: the speciboabf
primitive, or simple concepts, of axioms, and thespntation of the definitional and deductive iefa linking
these primitive elements with the proposition iresfion. Thus presented, philosophical analysisuly global,

a searching for ultimate grounds; and we can readié why Bolzano felt compelled to develop theooé
collections, of integers, and of real numbers (agnoiiers) in order to ground the propositions af fenction
theory. What emerged from these inquiries was yettheer version of mathematical analysis, modern rea
analysis more or less as we still find it today.
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certamente via a maior parte de sua pesquisa midtent@mo sendo, a0 mesmo tempo,

pesquisa filosofica.

Além disso, Bolzano foi certamente o primeiro aalaar na linguagem o terreno
primordial para a filosofia, combatendo uma sédeabdordagens filoséficas de sua época que
pretendiam fazer da analise do contetdo da meatensta principal. Sua ambicdo era criar
uma Doutrina da CiénciaWissenschaftslehyeque forneceria um método para todas as
ciéncias e para a filosofia — sem negar as espigcifles da Ldgica de cada uma delas — com

base na andlise da linguagem.

Na avaliacdo de que o conhecimento se situa natwstrda linguagem, das
proposicdes e dos conceitos e que nos 0 acessamoge da andlise desta estrutura (ao
contrario da pretensdo em reduzir ao maximamentgEensivel, ou seja, aquilo que se

adapta melhor ao sujeito), certamente é algo dilesafia analitica herdou de Bolzano.

Mas, entdo, Bolzano foi o primeiro filbsofo analit? E isto o que afirma Coffa
(1991). Creio que uma importante diferenca de Bmlzeom os fildsofos analiticos consiste
em que ele se preocupava com a organizagdo da atazmeal praticada pelos matematicos,
e dos fundamentos necessarios para tornar essaizaig#o coerente, que era afinal uma
preocupacao com comunicagdo e com didatica; de adavilea sua afirmacdo de que um livro

didatico é formado pelo conteldo acumulado da @énc

Bolzano pareceu contribuir para duas tradicOesnths com sua semantica, que
localizava significados definitivos na linguagermaidelas é a chamada formalista, tradicao
cuja énfase era a linguagem e a aplicacdo, seracgypacdo com o conteudo, representada
principalmente por Hilbert, Dedekind e Peano; gaque buscava resultados definitivos e a

desvinculava das aplicagcbes, como foi 0 caso dgeFRussell, Carnap e Quine.

Segundo Ott€2001, p. 43):

Eram principalmente problemas de ensino e comuaicgge levaram a exposi¢éo algébrica
da analise e que, apés isso ndo parecer mais goloiorcou uma busca por novos
fundamentos do conceito de nimero em si. Até eetitas duas tradicbes ndo pareciam ter
se tornado conscientes de sua real diferenca, posiabilidade de se proporem como duas
alternativas de perspectivas fundacionais, magaggorque a propria axiomatica moderna
veio em duas formas diferentes, a de Pasch (1833} 1@ um lado, e a de Hilbert, de outro.
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Sobre a questdo das aplicacBes, os formalistasrsewmam a pratica como um
importante critério de verdade. Ja a filosofia #ital reconhece que o significado depende da
comunicacdo, mas nao aceita o papel essenciaptieacdes matematicas. Russell conheceu
matematicos que compreendiam a Logica mateméatiozo deis ou relagbes entre idéias
(Peirce, Boole, Grassmann, De Morgan, Whiteheadi{releoutros), mas nao lhe admirou
muito seus métodos. Embora Russell tenha afirmaéddieg agradou a abordagem de Peano,
talvez ele ndo tenha compreendido que os princgEdeano eram mais semelhantes aos dos

primeiros autores do que aos seus.

Russell, embora assuma Peano como uma referén@aoppensamento l6gico de
clareza, criticard em sdtilosofia da Matematic41981) a vagueza dos conceitos exprimidos
por Peano, afirmando que seus axiomas poderiamutdegados para qualquer coisa,
enfatizando que

Os légicos da escola algébrica como Peirce, PeanScbroder, é verdade, procederam
matematicamente, transpondo as leis matematicasgegino da l6gica, compreendendo
|6gica como uma &lgebra universal, sem pretendésae os métodos da matematica. O
método axiomatico moderno representa nada maisudooqultimo passo rumo a uma
matematizacéo de todos fenémenos e areas da deatiden a propria matematica agora se
tornando finalmente matematizada (RUSSELL, apudE)T?D01, p. 57).

Russell tinha conhecimento dos matematicos quavaat os fundamentos como um
assunto de utilidade e generalizacdo, mas ndo eamgeu sua importancia (OTTE, 2001).
Sobre o método hipotético-dedutivo e as diferenigaRussell com Peano, o préoprio Russell
diz:

Poder-se-4 sugerir que, em vez de estabelecer “AUmero” e “sucessor’” como termos
cujos significados conhecemos embora ndo os possal@inir, podemos deixar que
representem trés termgsiaisquerque verifiguem os cinco axiomas de Peano. Nao mais
serdo termos que tém um significado que é detedmirembora ndo definido: serdo
“variaveis”, termos a respeito dos quais fazensotas hipéteses, isto €, aquelas enunciadas
nos cinco axiomas, mas que sao, de outro modaermimados. Se adotarmos esse plano,
0S Nossos teoremas ndo serdo provados no tocamtedeterminado conjunto de termos
chamados “os numeros naturais”, mas relativamertt@@s os conjuntos de termos que
tenham certas propriedades. Tal procedimento rfataéoso; na verdade representa, para
certos propositos, valiosa generalizagéo (19817).

Acreditamos que a preocupacdo de Bolzano era isthama entre estas duas
tradicbes: seu interesse era sobretudo com congdinicdai sua preocupacao em estabelecer
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conceitos claros. Ele ndo se colocava questdes torgaé € o continuo em sua esséncia?”,
tais como Frege (1848-1925) e Russell se colocaai@s mais tarde sobre o nimero. Ele ndo
se preocupou em especular sobre a natureza detosrmga utilizacdo ndo era problematica,
mas em resolver os graves problemas de fundameatomtematica de sua época.

No entanto, como Frege e Russell, Bolzano ndo uaatematica como restrita a
relacdo de\bleitbarkeit erivabilidade); e busca na sua relacad\bmlgeaquilo que apenas
Ableitbarkeitndo pode oferecer: fundamentos objetivos par&asias. Nesse aspecto, existe
uma semelhanca entre Bolzano e Frege e Russathaedistingdo nitida das pretensdes de
Hilbert. E a busca por respostas definitivas, d nos referimos acima.

Por outro lado, a identificacdo que Bolzano faziree a LOgica e a Doutrina da
Ciéncia, a crenca em que seu desenvolvimento néondependente um do outro e o
reconhecimento de que cada ciéncia tem algumasoldgicas que lhe sédo peculiares, como

vimos em 3.1, € mais uma nitida diferenca de Bolzam a filosofia analitica.

Bem em contraste com a visdo de Russell, podeirseaafque é precisamente sob aspectos
da aplicacéo que a variedade de interpretacdesisiesnas axiomaticos tornam a forca e
significancia do método axiomatico. E particularteenlificil compreender por qué o
significado de todos conceitos deveria ser totalendixados anteriormente a qualquer
aplicagao. Ao final, conceitos ndo seriam mais de descricdo completa de entidades
individuais. Axioméatica moderna, ao contrério, é@gfrentemente caracterizada pelo
pronunciamento de Hilbert de acordo com o qualplano dos axiomas da geometria, 0s
termos ‘ponto’ e ‘reta’ poderiam muito bem sererbsdituidos pelos termos ‘cadeira’ e
‘mesa’; “em outras palavras: toda e qualquer teopode sempre ser aplicada a um nimero
infinito de sistemas de elementos basicos” (caetdHibert a Frege, 29 de dezembro de
1899). O que é verdadeiro: para resolver o probldaexisténcia, n0s precisamos encontrar
pelo menos uma aplicacédo. (OTTA01,p. 34-35).

No préoximo capitulo, discutiremos alguns exemplesdemonstracfes importantes,
que dizem respeito a situagdes histéricas e aagiprBplzano fazendo comparagéo entre duas
proposicdes e julgando sobre qual seria mais ssnple
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Capitulo 4 — Exemplos Diferentes Demonstracdes eNmcdo de Explicacao

Introducgéo

Neste capitulo sera discutido de forma praticara esemplos, como se processa 0
pensamento relacional, & luz de demonstracdes femges historicamente para o contexto
gue diz respeito a este trabalho. Na primeira, idorbio de Newton, apresenta-se a prova
contida no artigdoer Binomische Lehrsatz und als Folgerung aus ilempdblynomische, und
die Reihen, die zur Berechnung der Logarithmen Exypbnentialgrossen dienen, genauer als
bisher erwieset! de Bolzano (1816) e sua discussdo explicita acdosa critérios de
generalidade; na segunda, das esferas no integiamth caixa, apresenta-se um exemplo
concreto de como se da a relacao entre intuicd&meeto; por ultimo, discute-se o famoso
paradoxo de Aquiles e a tartaruga, cuja resolu¢&oigpossivel com o desenvolvimento dos
fundamentos do Calculo, para o qual Bolzano tanbmtribuiu por intermédio da
aritmetizacdo da analise e do artiova puramente analitica..

4.1 Bolzano e o Binomische Lehrsatz: simplicidadegeneralidade

Quando uma prova € mais explicativa do que ol@d2ano (WL, BL, RB) sugere
gue partir do geral ao particular, e do mais sisyglara o mais complexo, sao critérios
importantes. Como estes critérios se articulam?intt@ducdo aoTeoria das Grandezas
(2000), Bolzano analisa essa articulagdo em um lsasoconcreto, no chamado binGmio de
Newton:

¥ O Teorema Binomial e, como uma conseqiiéncia delesorema Polinomial e de Séries que serve para 0
calculo de quantidades logaritmicas e exponenpi@gdo mais rigorosamente do que nunca antesgda a
em diante, o artigo ser4 denomindenprema Binomial..quando citado no corpo do texto, e BL quando em
citacbes (como € o padrdo em alguns artigos emedtifss linguas, em referéncia as iniciais das puairas
palavras — exceto ao arti§eer que aparecem em maiusculo no titulo do artiBinemisches Lehrsaty.
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A proposicdo bem conhecida, que afirma que

(1+x)" =1+ nx+ n(nz Y X + n(n 21)(3m 2 X +...ininf, em que n designa uma
X
grandeza numérica positiva, negativa, inteira, idr&gria, irracional ou mesmo
imaginaria, dado somente que x<1, é evidentemenie geral que a proposicdo que
enuncia esta igualdade somente para expoentes/p®sitteiros; portanto, ndo se pode
de forma alguma considerar a segunda verdade conao aonsequiéncia objetiva da
primeira; e, portanto, ndo mais se podera exige @primeira proposicao seja exposta
antes da segunda. Porque embora a primeira nameg@mais conhecidaveiter) que a
segunda, ela ndo é por isso mais simples, masderaselmente mais composta; porque
0 conceito de uma poténcia da qual o expoente Eessama representacao de grandeza
qualquer é muito mais composta que aquela de unénga ao expoente inteiro (8 4,
70r, p.94).

Proust (1986) avalia que esse exemplo

mostrara o que faz com que uma proposi¢éo que, onesntdo mais geral, ndo pode ser
tomada por fundamento objetivo de uma outra, potassbém mais composta que ela.
Por uma breve alusdo ddissenschaftslehr@ds sabemos que “ao menos sob uma certa
concepcao” deste teorema, o bindbmio de Newton pmteconsiderado como uma
proposi¢ado analitica (par. 315, t. lll, p. 241)in&koducao a eoria das Grandezas mais
explicita e esclarece o status deste teoremavaatatinte & consequéncia objetiva; ela nos
informa indiretamente sobre o que a torna analfica57).

Na segunda proposicdo, que historicamente foiragma, um componente pode ser
variado sem mudar a veracidade da férmula; assfa,definicdo de Bolzano (WL, § 148), a
formula de Newton é analitica. Mas ndo se podenafique seu fundamento objetivo resida
na proposicao sintética correspondente que € aigr@pmula para todo n, na qual nenhuma
nova substituicdo € possivel. No entanto ProugG)18xplica que essa exce¢do ndo deve ser

uma surpresa:

O que de fato mostra a comparacédo entre os doteitos, “expoente inteiro positivo” e
“expoente qualquer”, é que se o primeiro é subadbrao segundo e consequentemente
€ extensionalment@enos amploé, no entanto, igualmenteais simple@. Com efeito, a
demonstracdo da férmula na qual o expoente é dntedgsitivo envolve somente
combinacao algébrica. A férmula geral, ao contrdequer para sua demonstragdo uma
teoria da convergéncia e de limites (p, 158, gidautor).

%9 Nesse paragrafo, Proust (1986) inverte a ordemausas dois paragrafos anteriores, e chama deipmime
proposi¢ado com “expoente inteiro positiva”, ao carib do que vinha sendo dito antes.
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Na época de Bolzano, as dificuldades de demorsti@wrema para um expoente real

qualquer significava uma diferenga muito importaotenparada a relativa facilidade de

demonstra-lo para um nimero inteiro positivo.

Por fim, para Proust (1986) esse exemplo mostra r@iee € somente o grau de
generalidade entre verdades que determina a higmadps teoremas. Trata-se de uma
consequéncia da concepcao expressd/isgenschaftslehmgue, como ja foi visto, afirma que
a relacdo débfolgerequer muito mais do que dedutibilidade. “A cornigetia objetiva que
ela manifesta exige da demonstracéo que ela regpés de tuda progresséao do simples ao
complexo esomente em seguids se possivel, que ela va do geral ao partiguéirma
Proust (1986, p. 158).

E perfeitamente compreensivel que Bolzano utilzassa tal hierarquizacgéo, visto
que conceitos importantes do Célculo Infinitesimamegavam a aparecer nessa época.
Entretanto, atualmente, ndo se pode consideraraoeplexa uma demonstracao por utilizar
elementos do Calculo Infinitesimal. Apresenta-setd@ a necessidade da discussado, até
mesmo sobre a universalidade temporal de uma pbsgigdo de explicacdo e de hierarquia

de proposicgoes.

4.2 Esferas no Interior de uma Caixa

Brown (1977) fornece, em seu artigeroof and Pictures um exemplo muito
interessante, concorde-se ou ndo com suas conslusoe

Ele mostra que, caso se desenhem quatro circulgdano, centrados nos pontos
(il,il), cada um com raio 1 e, depois, desenhe-se unoqeiitiulo, com centro na origem,
de forma que ele toque cada um dos quatro circeles,faca uma caixa em torno dos quatro
circulos (0 que resultara em lados que tocam as re&2 e +2 de cada um dos eixos

coordenados), é evidente que o circulo interiandigassim completamente contido na caixa

(ver figura 1). Fazendo o mesmo para o espacamsional, com as esferas centradas em
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(il,il,i]), e com a nona esfera na origem tocando as out@saocaixa construida em

torno das oito esferas novamente contera totalnzeasfera interior.

(Figura 1: esferas de Brown moz)

Brown (1997) afirma que “refletindo sobre as figyraeria perfeitamente razoavel
deduzir a “Obvia” conclusdo de que o resultado va&m dimensbes maiores.
Surpreendentemente, este ndo é o caso. Em 10 sudima&nsdes, a esfera interior rompe a

caixa n-dimensional’, que contorna as esferas pgosts, e isso ocorre porque o diametro da

esfera interior é2><(\/(i1)2+(i1)2+...+(i_’92—]): 2<(\/ﬁ— ;L Mas cada esfera das

exteriores tem diametro 2, e, portanto, os ‘ladies’caixa n-dimensional medem 4. Para

n>10, temos que2><(\m—1) > 4, e, portanto, a esfera central rompera os ladaana n-
dimensional, o que constitui, segundo Brown (p.) 1dé tremendo choque para a intuicdo”.

Brown (1997) entdo argumenta que o costume é tGidan esse tipo de choque a
intuicdo “relegando aos desenhos somente statusstieni’ (p. 178), e ndo de evidéncias
matematicas sérias. No entanto, argumenta que nmmais/simbdlicas também podem
enganar, e que “desenhos ndo sao piores, e podsmono@rrigir deducdes equivocadas” (p.
178); propde entdo que exemplos como esse sejdaddsa da mesma forma que as
evidéncias extraidas de microscopios, camaras dbea bou outros instrumentos de
observacédo, que também podem levar a erros. Canaduipropriedades Opticas e técnicas de
mancha levaram usuarios a ‘observar’ coisas queendm reais, mas meros artefatos do
processo de observacéo” (p. 178), e que

o fato de que alguns enganos ocorram nao é raraoegjeita-los por principio como uma
forma de evidéncia. N6s simplesmet¢enos que aprendezromo usa-los, assim como
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precisamos continuar a aprender mais sobre migascdEste € um processo que nunca
acabard (BROWN, 1997, p. 179, sublinhado do autor).

Parece que Brown esta levando em consideracadfalap de intuicdo, ndo a
matematica e seu real funcionamento, mas sim cenppdem extrair verdadeiras certezas
acerca de um mundo matematico platbnico, em queegsostas sobre a veracidade de

determinadas propriedades dos objetos ja existam.

O préprio Brown (1997) reconhece que as verdadematematica sdo escolhidas de
acordo com sua conveniéncia para a obtencédo desmesuoltados. No entanto, ele néo tira as
consequéncias devidas dessa visdo, pois ndo congige a linguagem matematica foi
construida justamente com o intuito de medir e gee ndo para a obtencdo certezas
absolutas de verdades ja existentes — dai a artp@b da andlise e, portanto, a eliminacao
de recursos como espago e tempo legitimos nas dempdes. E verdade que ha desenhos
que oferecem muito mais certeza do que as demodstae o proprio Teorema do Valor
Intermediério € o melhor exemplo. No entanto, arestizacdo da andlise, como visto, era
exatamente a substituicdo das provas por certer&i¢Gao subjetiva) por provas em que a
conexdo da linguagem se desse de forma coerent&sdd de BROWN (1997) é quase a
mesma de Pascal e Descartes, isto €, que demoastextuzir ao intuitivamente 6ébvio,

embora com suas ressalvas de que “temos que apoamde usa-los” (p. 179).

®1 The fact that many mislead is no reason to réjesn in principle as a source of evidence. We sjrhple to
learn how to use them, just as we must continue to leare about microscopes. This is a process whith wi
never end.
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4.3 O Paradoxo de Aquiles e a Tartaruga e a EducagdMatemética Atual

O enunciado do paradoxo de Zenon referente a égjel a Tartaruga pode ser
formulado da seguinte maneira: Suponha que Agqdifgsuta uma corrida com uma tartaruga
e da a ela uma vantagem inicial. Desta forma, @os gue Aquiles corra, ele nunca alcancara
a Tartaruga, pois quando ele atinge o ponto de andearuga partiu, ela ter-se-a deslocado
para outro ponto; quando ele alcanca esse seguwonto, ela ter-se-4 deslocado de novo; e
assim sucessivamentg] infinitum

Pode-se resolver esse problema por meio do motinretilineo uniforme. Sejam
s,(t) e s (1) as posicoes de Aquiles e da tartaruga, respecivi@nno instante t> 0. Por
hipotese, a tartaruga tem uma vantagem inicial,sgué denotada pat = s (0)— 5,(0)> O.
Entdo, supondo que ambos se deslocam com veloctiaktante, temos que, > v, e
S ()=d+vyxt emquev,>V, € uma hipdtese implicita no enunciado do paradéxo

Figura 2 ilustra a movimentag&o dos corredores.

s Y — 541(%)

Yy = sr(t)

(Figura 2: Movimentacéo de Aquiles e da Tartarugéago do tempo)

A aparente contradicdo consiste em que, de um lad@xperiéncia confirma
inquestionavelmente que Aquiles ultrapassaria tartaga; a figura 1 também mostra isso,
pois cada reta descreve a posi¢cdo ao longo do telmpmada corredor, e, obviamente, no
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ponto de interseccdo das retds ) os corredores estdo emparelhados, e a partie dess

instante, Aquiles assume a dianteira na corrida.

De outro lado, parece também verdadeira a afirmadgdque, caso se observem os
corredores no instante inicial, e, depois, quanduailds atinge a posi¢cao inicial da tartaruga,
e ainda, quando Aquiles atinge a posicdo da tg@dano instante anterior etc., entdo, a cada
observacédo, a tartaruga terd se adiantado em oefagidsicdo ocupada anteriormente, ao
passo que Aguiles terd atingido essa Ultima posiedtando, portanto, atras da tartaruga.

Além disso, a cada observacdo avancga-se no tempo.

Pode-se investigar entdo exatamente em que instdetéempo essas observacoes

estdo sendo feitas, denotando poo instante da i-ésima observacéo, a relagéo emtre, €
dada pors,(t,,) = s (1) e a primeira observacéo corresponde ao instgat®. A partir do
ponto t—1 traca-se uma reta horizontal para a direita, énaotio a retes; t(F d+ vy xte
obtendo o pontdt,,s,(t,))= (t,,s;(t)). Subindo em uma vertical deste ponto até a reta
y =5 (! encontra-se a posi¢ao da tartaruga no instanteng@ot, , representada na figura 3

por (t,,s; (t,)) . Para obter os outros pontos, basta repetir cednmento.
5 Y — Sait)
Yy — srit)

dy
At:

Atg

d — dy

o t ts  ty t

(Figura 3: Instantes de observacao dos corredores)

Este procedimento produz no grafico uma sequéneisetimentos em forma de
escada, como retratado na figura 3. Denotandotandia entre Aquiles e a tartaruga no
instantet, por d =s(t)—-s(f), parat 1, e o intervalo entre as observagoesi +& por
At =t -t _,, para i 22, pode-se identificar nesta figura duas sequénd@driangulos
semelhantes. Na primeira, o i-ésimo triangulo tetetos de comprimentd, e At ,e sua

hipotenusa esta sobre a retas,() . Uma vez que a tangente do angulo delimitado pela
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hipotenusa é o cateto d, é precisamente a inclinacdo da rgta s,(t), pelo teorema de

Tales,

(Figura 4: movimento de Aquiles)

vy — dy B iy B i _
—1 AT Aty Aty Afy

-"lfz'+1 .

O i-eésimo triangulo da segunda sequéncia tem atltaccomprimental e At e sua

hipotenusa esta sobre a reya=s (1. Neste caso, a tangente do angulo delimitado pela

hipotenusa e o catetbti é a inclinagéo da retg = s, (1), acarretando que

(Figura 5: movimento da Tartaruga)

De (1) e (2) decorre que

d
Aty = =
U4
s e SA Lk
Ape = 22 FeS
U4 Vg (e
. v At i
Wiy e 0 TR0 S0
Ua 'lf'__.l L,-I_.l
(indugac)
i
Aty = —AH .

U4

Somando os lados, obtém-se

— e all v — dg _ d3 _ {Ed _
= TT A, Aty Aty

d,
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3 i-1

AL, + At +.. At = 1\4 L —q—V +_q_¥
vA v A v v ARA AERA

De At =t -t ,, percebe-se que a sequéndigt,,... constitui uma progressao

. -V .. .
geometrica com razdg=— (positiva e menor do que 1, poig> \; ).
VA

E facil ver pelo gréfico que, =t,_, + At , para todo n e, portanto, a sequérigia,, ...

€ a sequéncia das somas parciais desta progress@ométgica, e

t_ZA'q_Ilmz [Vj dinmz(vj qllqu

n—>ook OV V n—mak 0 V n—oo

Chamanddim Zq de S eZq de S, temos

n—o0

S=lim S.

n—o0

S =1+ g+ g +...4

Como ™ , multiplicando por g dos dois lados da equacéo,

QS = g+ G+ g+..+ 4+ g
SubtraindogS, de S,
Sn - q% =1- d+l

Sn (1_ q) =1- qu

_qntl
s, -1
(1)
A+l
S=Ilm § =Ilim 11 qq :—1q pois como vimog)<1.
ASSim,ti:ix 1 :ix Va_ d
A 1_Vi Va Vo=V Vi V%
VA

Para mostrar que a contradi¢cdo relatada na fogé@oldo problema é apenas aparente,
€ necessario compreender que os intervalos de temipe cada alcance da tartaruga por
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Aquiles se tornam cada vez menores, de forma g@aTa desses tempos é finita, ou seja:
chegara um momento em que Aquiles ndo mais edtasada Tartaruga.

Igualando as equagoes(t) = s,(t), pode-se encontrar calculantlg a abscissa do

ponto de interse¢éo das duas reths,, xt = v, x t, e, portantot” = , coincidindo

Vy—\p

com o valor dd;, encontrado, o que resolve o problema.

Wertheimer (1945, p. 41), psiclogo, comenta a @rapresentada anteriormente da
convergéncia da soma da PG infinita de razéo, mdjdulo € menor do que um — o tipo de

demonstracdo mais comum nos livros de ensino nesligerior — da seguinte forma:

€ corretamente derivada, provada, e elegante enbrev&dade. Obter uma forma de
adquirir compreensdo real do assunto, entretandio, @ tdo facil assim quanto
simplesmente derivar a formula; envolveria passifiseds e muito mais. Quando
deparadas a acreditar na correcdo do procedimemu,amuitas pessoas se sentem
insatisfeitas, enganadas. A multiplicacio(tler a + a*+ a® + ...) por a, junto com a
subtracdo de uma série pela outra, fornece o aemyltmas ela ndo fornece a
compreens&o de como a série continua se aproxinuesde valor em seu crescimeéato

Otte (20064, p. 27) objeta que

Wertheimer deseja tornar esta abordagem explidituivamente presente. Intuicdo é
essencialmente ‘ver’ a esséncia de um pensamerbjeto como uma forma ou objeto
em si. No entanto, as coisas ndo tém uma essénicia € demonstravel e, além disso,
uma tal esséncia nao seria dada de forma direteediata, de outra forma ndao haveria
ciéncia ou matematica. A esséncia de uma coisa dada mais pode ser do que a
esséncia de uma representacdo desta coisa e,tppat@mova que Wertheimer ndo aceita
como satisfatéria, poderia ser aceita como umaapirtuitiva. Com a diferenca de que a
intuicdo é dirigida a representacéo diagramaticaiesra sua forma

%21t is correctly derived, proved, and elegant skitevity. A way to get real insight into the mattensibly to
derive the formula is not nearly so easy; it ineshdifficult steps and many more. While compelle@gree to
the correctness of the above proceeding, thermang who feel dissatisfied, tricked. The multiptioa of (1 +
a+a’+a®+ ...) byatogether with the subtraction of one series frbmdther, gives the result; it does not give
understanding of how the continuing series apprestis value in its growth.

83 Wertheimer wants an intuitive demonstration. libai is essentially the seeing of the essencetbbaght or
object as a form or object itself. Things do notdyahowever, a unique and demonstrable essenees asve
argued before. The essence of something cannatyieieg but the essence of a representation ofttiirag and
therefore the diagrammatic proof which Wertheimaesinot accept as satisfactory, could be callddtaitive
proof, exactly like the proof number 3 of the thaarof Pythagoras above. It is also more advanaahuse it
contains some general methodological message.
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E um fato que sem a continuidade da reta ndo pessivel resolver o Paradoxo de
Aquiles e a Tartaruga. Esta continuidade so faledecida a partir da defini¢cdo rigorosa do
conceito de limite, como visto em 3.4.1. Esta funelatag&o foi iniciada por Bolzano e teve
seu auge alcancado com os cortes de Dedekind.

Por isso, é também curioso que um dos principaisdide analise adotados no
Brasil, um dos preferidos de muitos professora®rig totalmente a grande tarefa historica
que significou a constru¢cdo dos numeros reais.aigatdo livroAndlise |(LIMA, 1992),
que limita o problema da fundamentagédo dos nunresis para definir um corpo, e depois
demonstrar que 0s nuameros reais cumprem todas ggwigutades de um corpo, nao
reservando sequer uma palavra sobre Dedekind! da @000), emintroducéo a analise
matematicafala nos cortes de Dedekind e ainda cita treohiginais das obras de Bolzano
e Cauchy, além de indicar referéncias para a amas® rigorosa dos cortes de Dedekind.
Curiosamente, esse ultimo livro € muito menos atiota

Em relacdo a Aquiles e a Tartaruga, existe ainda oura abordagem, identificada
com o pensamento relacional, que oferece uma solueds simples. Pode-se trabalhar com
a nocao de velocidade relativa de Aquiles e a fagta Considerando v a velocidade de

Aquiles e, por exemplo%0 a velocidade da Tartaruga, entdo a velocidadeivalde
Aquiles é 9%0. Considerando a distancia inicial(0)=d,, d(t)=d,-vte no instante

%d Aquiles alcancara a Tartaruga.
0

O que tém em comum o0s exemplos descritos e asdiéx demonstracdes da

irracionalidade da raiz de 2, mostradas no capit®lQue licdo pode-se extrair disso?

O estimulo a intuicdo, que os psicologos corretéen@pontam como hecessario, na
matematica ndo pode ser desvinculado do estimrgprasentacédo e a abstracdo, uma vez
que a intuicdo matematica, quanto mais avancad, searefere a objetos proprios da
matematica, e, por seu lado, cada vez mais distal@®bjetos fisicos e reais, exatamente
porque aéssénciala matematica ndo pode ser desvinculada da faagal, da abstracédo e
dos simbolos, e nem de possiveis aplicagfes atudiguras.

Pode-se dizer que se lida com uma situacdo muitecpa no exemplo da

demonstracdo da incomensurabilidade da raiz deiumero primo, visto no capitulo 1, e
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no exemplo de Aquiles e a Tartaruga. No primeireogca solucdo mais simples é a
generalizadora, ndo a que trabalha com a intuighatdnero concreto e exemplificivel,
visualisavel, mas com o namero geral. No segundo,aa que possibilitou uma solugéo
simples foi a observacéo da relacdo entre os d@gas, e ndo sua visualizagao particular
e separada.

Essas demonstracdes exemplificam algo discutido cagstulos anteriores: a
linguagem matematica tem uma abstracdo que lherénie, e é por meio dessa abstracédo

gue ela consegue resolver problemas que a linguagemam ndo consegue.

4.4 Concluindo Provisoriamente sobre o Legado de Bano: Explicacdo @Abfolge) e
Dedutibilidade (Ableitbarkeif

Qual foi o legado de Bolzano, qual era sua nogéexgbcacao?

Bolzano (WL) usa a palavrAbleitbarkeit para mostrar deducibilidade ou deducéao
l6gica, eAbfolge (uma coisa que segue de uma outra de forma neieesséma relagdo de

fundamento e consequéncia) para explicacdo. Explicaa verdade é mostrar 0s seus

fundamentos objetivos.

Bolzano (WL) Estabelece que o conceitcAdiéolg e ndo pode ser definido (8 203),
embora tente caracteriza-lo fazendo uso de mudtipdxemplos e estabelecendo as
propriedades que a caracterizam, em comparacamutas relagdes, tais como causalidade
e Ableitbarkeit (§ 221), que define em 8155.

Qual é a relagéo entAbfolgee Ableitbarkeif

Bolzano (WL) questiona se existiria uma relagdosdeordinacéo entrébfolge e
Ableitbarkeit e afirma que ndo conhece nenhuma prova que ppdgificar a questao dessa
forma (§ 200). Ableitbarkeit vale também para proposicfes falsasibéolge apenas para
proposicdes verdadeiras. Em relagdo a unicidadeslagéo de derivabilidade, Bolzano (WL,

§ 206) afirma que “diversas conclusdes podem decaas mesmas premissas e a mesma
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conclusdo pode ser derivada de diversas premissa@s’na relacdo déundamentoe

consequénciasso nao pode acontecer.

Ha também diferencas formaisbleitbarkeitpode ser simétrica, ao passo @infolge
como a causa, € assimétrica; afinal, é incontdstaese descubra o tamanho do mastro do

navio por meio de sua sombra; mas € o mastro quiie@a sombra, e ndo o contrario.

Para melhor exemplificakbfolge Bolzano (WL, § 162) da os seguintes exemplos:

A: “A soma dos angulos de um triangulo é 180 graus”

o8]

: “Cada quadrado pode ser dividido em dois tridosju

: “A soma dos angulos de um quadrado é 360 graus”;

O 0O

: “No verdo costuma ser mais quente que no inverno

m

: “No ver&o o termGmetro costuma estar mais atquk no inverno”;

F: “Se o termdmetro esta mais alto, faz mais calor”

Pode-se deduziableiter) D de E e F e também E de D e F. Nas palavraotiaiio:

estamos acostumados a usar a locugao “A verdadeedé mais quente no verdo do que
no inverno estéundamentadaa verdade de que o termémetro est4 mais altendm o
gue no inverno”, as vezes. Mas logo modificamossacafirmacdo. Na verdade nés
apenas falamos doonhecimentalestas verdades, n6s somente quisemos indicao que
conhecimentode uma destas verdades produz o conhecimento tda. ddas que a
primeira verdade estd dentro e o fundamento ceni@mads reconhecemos que
exatamente a relacdo oposta é valida. (WL, § 198)

Em outros termos, é claro que D e F sdo causa diunagamento de E, mas ninguém
afirmaria que D e E séo causa de F. Entdo, D enraim uma explicacdo de E, mas D e E nao
sédo uma explicagéo de F.

No entanto, Bolzano comete um erro ao aplicar amaesrgumentacdo na
matematica, ao afirmar que A e B fundamentam -edapto, explicam — C, mas que B e C

nao fundamentam ou explicam A.
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Outra diferenca formal entisbleitbarkeite Abfolgeé sobre a transitividade. Bolzano
(WL, §155) afirma que “E uma importante caract@dsda relacdo de derivabilidade que
proposicdes derivaveis de certas conclusfes podeibéim ser vistas como conclusdes das
premissas das quais as primeiras sao derivadastut@i ainda se 0 mesmo ocorre com a
relacdo deAbfolge dizendo que “Devo confessar que o uso lingligireadlominante favorece
isto. Porque normalmente ndo fazemos objecdo alggmachamar uma verdade de
consequUéncia de uma outra quando ela é, na verdadente uma consequéncia de sua

consequéncia” (WL, 8 155). E conclui sem fechaaltoénte as opcoes:

Mesmo com tudo o que este ponto-de-vista tem enfias®y, eu ndo posso abrir mao de
duvidar de sua corregdo. Me parece que a relagimdamento e consequéncia é de um
tal tipo que ndo se pode dizer de uma consequéeciama consequéncia, somente por
ser uma consequéncia de uamsequénciaque ela seja a consequénciafuttdamento
de seu fundamento, sem alterar o conceito. (WI13.2

No tocante a a questao da unicidade entre premassasclusdes (préprias da relagéo
de Ableitbarkei) e entre fundamentos e consequéncias (propriaslagio deAbfolgg, em

Ableitbarkeitessa unicidade nao ocorre. SoAld#olge afirma

gue ndo existem varias consequéncias decorrentes) dendamento dado, a ndo ser que
as compreendamos como sendo meramente conseqigertass. Ao contrario, pode-se
acreditar que é possivel encontrar exemplos emagwesma consequéncia € obtida de
fundamentos diferentes, como efeitos de causassdwe(WL, § 204).

Além das caracteristicas ébfolgeja citadas, Sebestik (2007, p. 38-39) menciona as

seguintes:

4. Nenhuma verdade conceitual pode ser fundamemiai@ verdade empirica, mas a
Ultima pode ter entre suas consegiéncias a primeira

5. Os fundamentos sdo mais gerais do que suasqt@mxas, enquanto generalidade é
compreendida em termos de extensdo mais amplgeitosau do predicado.

6. Com freqiiéncia, mas nem sempre, a relacdo delg&binduz uma ordem entre
teoremas de acordo com o grau de complexidaderfenmide conceitos simples que h&a
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numa verdade).

7. “A verdade mais simples deve ser colocada &efrda mais complexa e, onde haja
uma complexidade igual, a mais geral deve semprafismada antes da mais particular”
(Bolzano 2004, 79). Esta propriedade, também, ademitecoes.

8. Em caso de conflito entre o critério de simphcie e de generalidade, simplicidade é
anterior a generalidade.

9. A busca por fundamentos de uma verdade paraveatades béasicas (= axiomas).

De acordo com Bolzano (WL, 8 148) ndo se pode cuwlifua definicAo ou

representacéo de algo, com o seu conceito, aoqleer

por exemplo, Maas disse (Eberhard’s Phil. Mag.lIMPt. 2, No. 2): “O triangulo pode
ser definido como uma figura na qual a soma dosilésag dois angulos retos. Neste
caso, a proposicao, a soma dos angulos é doisodngibs, que € vista como sintética na
definicdo usual, se torna analitica”. Eu tenho wpaido diferente sobre o assunto.
Como o que eu entendo por uma proposi¢do ndo énarmcombinagdo gmlavrasque
afirma algo, mas o sentido desta afirmagéo, enta@e admito que a proposi¢céo, a soma
dos angulos de um tridngulo, etc., permanece a aegrando eu designo a palavra,
triangulo, num momento um conceito e noutro momentwo (conceito).
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Capitulo 5: Extratos do Trechos doWissenschaftslehre(traducdes feitas em
colaboracdo por Humberto Climaco e Michael Otte, guns trechos do inglés e

revisados do original em alemao, e outros diretamés do aleméo)

5.1 Traducao de “8 12 Pergunta-se se a logica é umiéncia formal’

1) Nos livros didaticos de logica recentes geralmemtdé “que a ldégica ndo se preocupa
com a matéria do pensamento, mas com sua mera’ferque por isso ela merece o nome de
uma ciéncia meramente formal. O sentido destasesgPes obscuras esta explicado de
maneiras diferentes. Por exemplo, no “Fundamergddrda Légica Geral” de Jacobs (Halle,
1791, 8 62) se Ié o seguinte: “porque a légicarabsie todas as diferencas dos objetos e
considera meramente a maneira como a mente pessasrabjetos e como ela deveria pensar
neles, por isso ela é uma ciéncia s6 formal”. Ngi¢ade Sr. Houfbauers..., em contrapartida,
se |é o seqguinte (§ 11) : “A matéria de um pensaméraquela coisa que corresponde com
aquilo que é pensado. A forma é aquilo que é piddyzelo préprio pensamento. A matéria
do pensamento sdo as intuicbes ou representac@prqduzem idéias e a forma do
pensamento € a maneira como isso acontece. A Ifyica € “a ciéncia da forma do
pensamento”. O professor Metz (Dicionario da LogR&aEdicdo, p. 4) disse: na légica se
deveria abstrair das diferencas dos objetos nds gaoeé pensa, e também das diferencas dos
sujeitos e dever-se-ia refletir sé sobre o penstomem si,in abstracto Por isso na légica
poder-se-ia considerar somente a forma do pensantesga forma seria aquela “pela qual a
representacdo se transforma em pensamento e essen@ato € a determinacdo na unidade
da consciéncia de dadagorstellungen [intuicbes ou representagbes] (ou seja, (as
representacdes) sdo a matéria do pensamento)Pr&essor Krug disse que o pensamento
formal, que é a matéria da l6gica, consiste no det@ue ad/orstellungenséo relacionadas
somente entre si, sem se referir ao objeto doedaslsdo representacdes.

2) Como, por um lado, o assunto ndo fica muito claacapmim com essas explicacdes e
como, por outro lado, ela me parece ndo decidideetzonente, eu me permito desenvolver
minha propria opinido da seguinte maneira: todees®ruditos que fizeram afirmacdes

semelhantes aquelas ja citadas acima partirampsamiona-lo, das premissas de que todos
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0s objetos que pertencem a légica se subsumemnueitm do pensamento (Gedanken), ou

seja, que mesmo se elas ndo sdo nada mais, peds precisam ser pensamentos.

Agora, como estariam as coisas se essa premiesfbssge correta e o objeto da logica
fosse algo muito mais geral? A historia das ciénéiacheia de exemplos de surgimento da
necessidade de ampliar sua area a partir do reciom@o do fato de que inicialmente tal
area da ciéncia foi considerada reduzida demaigedmetria, no inicio, foi considerada a
doutrina da medicéo de terras, mas ao longo dariaiststa nocao foi gradualmente ampliada
e, no final, a geometria se transformou numa dwatdo espaco em geral. Entdo, nos
perguntamos se a légica deveria ndo s6 estabededeis que regem verdades pensadas ou
pensamentos verdadeiros, mas todas as verdademd& tamos de nos perguntar se a
validade das regras l6gicas ndo se estendem agigdps em si independentemente do fato
de essas terem sido pensadas por alguém, ou ndam®s, nesse caso, limitado a area da
l6gica de forma muito estreita. Eu pretendo mostrais a frente que a fonte da maior parte
dos erros na logica surgem da ndo distincdo erdrdades pensadas e verdades em si;
proposicdes pensadas e conceitos de proposic@es Bao foi suficientemente diferenciado
entre conceitos de proposi¢des e conceitos em. dédasl todo mundo concorda que a logica
tem que apontar somente as regras que devem stcodas no trabalho numa ciéncia em
geral e ndo aquelas que se referem somente a umarauerdade particular. Por exemplo,
se tratamos somente as verdades sobre as tréssdmeseo espaco dentro de uma ciéncia do
espaco é obvio que a logica deveria s6 descrew@assde procedimentos que se aplicam em
varias verdades juntas, ou — o que significa a raesmisa — se aplicam numa classe de
verdades juntas; por causa disso a légica nuncsideya uma Unica proposicao totalmente
determinada, ou seja, uma proposicdo onde o0 sujeitqpredicado e a cépula séo
completamente determinados, mas ela considera Umsaecinteira de proposicdes, que
significa todas as proposi¢des juntas mesmo selgdmas partes delas determinadas, outras

sendo variaveis (ou pode aparecer de maneira diire

Por exemplo, a proposi¢cao particular: “Alguns hom&m a pele branca” poderia servir
no maximo como um exemplo, mas nunca como objetardeteorema da logica. Isso
acontece se a propria classe a que essa fraseqeertas seja, todas as proposicées que
contém a expressdo: alguns A sao B esta em jogoedsSquisermos chamar essas classes de
proposicoes formas gerais de proposicoes, entderiposker dito que a logica trata somente
das formas das proposi¢coes, mas nao das propopgdesilares. (temos de observar que, na
realidade, s6 a designacdo, ou seja, a expressas@ito ou oral, poderia ser chamada de
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forma). Se quisermos chamar aquelas partes neatseclde sentengcas que ainda é
determinada em nosso exemplo A é B de matériasisstaencas, entdo poder-se-ia dizer que
a légica s6 considera a forma e ndo a matéria mgegicdes. 1sso poderia ser o motivo pelo
qual foi dito que a logica (lembrando 1)) ndo cdesa a matéria, mas a forma do
pensamento. Eu s6 posso concordar com esta defimgdsentido apresentado aqui. Se
alguém quer, por causa disso, chamar a l6gica @ecigncia somente formal, eu ndo tenho
nada contra. Porgue o mal entendido que preteaée glie a l6gica, por ser chamada formal,
ndo tem matéria alguma, e por isso verdade alguorgque verdades sé podem ser
proposicdoes determinadas, este mal-entendido e djge € tdo louco que ndo merece
atencdo. Em todo caso, esse mal-entendido poderserido pelo fato de que mesmo que
algumas frases ndo aparecem como objetos dasrdmutia I6gica, ainda assim tais doutrinas
séo todas proposi¢coes bem determinadas. Porque,temoqualquer ciéncia, que distinguir
entre o objeto da ciéncia e seu contetdo. Por dgempbjeto da geometria é o espago; mas

seu contetdo séo teoremas sobre o espaco.

3) Mas parece que nem todos que definiram a l6gicaocama ciéncia meramente
formal entenderam as coisas dessa maneira, pargse,fosse assim, ndo teriam se utilizado
da expressao que a logica “tinha de abstrair dastad diferencas dos objetos”. Porque sem
davida a logica tem de refletir sobre algumas difeas entre objetos possiveis do
pensamento, porque isso € necessario para eswxbedgcas Uteis para pensar sobre esses
objetos. Por exemplo, obviamente temos que didtingntre verdades que sé podem ser
alcancadas pela experiéncia, e outras que saoeindeptes de qualquer experiéncia. Se néo,
a légica ndo poderia nem descrever, nem provarrieegam das regras que tém que ser
obedecidas na busca de um ou outro tipo de verdddeparece que alguns académicos
tinham usado a expresséo que a légica tem queasltrtoda a matéria do pensamento s6
para se livrar das dificuldades de uma pesquisaeiamplo, na Doutrina dos Conceitos, e
mais ainda na Doutrina dos Julgamentos, algumasfes sdo recusadas s6 porque nao
cabem no sistema de categorias tradicionais ouuposdo inconvenientes porgue ela se
preocupa com a matéria dos objetos consideradn&p e&om a forma. Por exemplo, eu sé

lembro a distingdo entre proposicdes sintéticawétaas.

4) Parece Obvio que a gente usa a expressao formaigunificado mais estreito, mas é
dificil determinar em qual (significado, NdT) poegas explicacdes que citei no 1) deste
paragrafo e outras que encontrei na literaturapnéeidenciam uma resposta satisfatoria. A

maior parte j& ndo porque elas falam do pensameuntegja, das sentencas e representacdes
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como elas aparecem em nossa mente, e ndo de |gl@OS suas partes em si no sentido
objetivo. As explicacbes mais claras que encorgteidizem que nés consideramos as
proposicoes e representacdes dadas num aspecteradomma quando nos concentramos sé
naquela coisa que elas tém em comum com outragjauquando nds falamos de espécies e
classes delas. Mas que isso ndo é verdade, devemasto agora mesmo (ou acima mesmo).
Se vocés me permitissem uma suposicdo audaciosdiri@uque a gente tinha chamado
classes de proposicOes e representacdes formaiadsemais fora necessario para indicar
algumas partes dessas proposicdes ou representaQfesnto as outras partes que
costumavamos chamar de matéria poderiam ficar enohtadas. Por exemplo, a gente
acredita que a divisdo das proposi¢coes em propEssighirmativas e proposicdes negativas
afeta s6 a forma porque néo se precisa de maispaadaleterminar este tipo de proposicdes
do que a qualidade de uma parte (ou seja, a comrguanto as outras partes (ou seja, 0
sujeito e o predicado) poderiam ser arbitrarios. ®oro lado, a gente considera a distingdo
das proposi¢cOea priori e a posterioricomo uma distingdo material porque ela néo trata
somente da indicacdo de algumas partes da proposigs resultam da consideragédo do
conteldo inteiro delas. Se essa realmente fospmid@®@ dos nossos logicos, e eu acredito que
€, entdo eu diria que a restricdo — da area dea@yforma — ocorrem detrimento da ciéncia

e é arbitraria. Porque isso ja é provado pelo ekeigs proposicdes priori e a posteriori

que de acordo com essa definicdo da légica ndenuerta ela, e por outro lado esse exemplo
€ tdo importante que todos os logicos falam deksnme aqueles que ndo podem fazer isso

sem serem inconsequentes.

5) Alguns entendem a afirmagédo de que a logica € uémcia meramente formal no
sentido de que suas doutrinas sdo todas verdaddiicas. Por exemplo, o Senhor Fries

parece que acredita nisso, ao se refet@g@a como a um sistema de julgamentos analiticos

e Hofbauer e Twesten tinha dado a légica o nonm&oadlico de uma analitica. Eu néo
concordo com essa opinido; ao contrario, acreditoreem um Unico teorema da légica ou de
alguma outra ciéncia seja uma verdade analitic@uecacredito que uma sentencga analitica é
muito desimportante ao ser estabelecida como teodEmalguma ciéncia. Quem gosta de
falar, por exemplo, na geometria, sobre teoremagipmo um tridngulo equilatero é um

triangulo ou uma figura equilatera, ou coisas shargks?
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5.2Traducédo de “8 19 O qué o autor entende por uma pposicao em si”

Para deixar mais claro possivel para meus leitoresué eu entendo por uma
proposicao em si, eu comeco a explicar o qué eandatpor uma proposi¢cao dita e expressa
por palavras. Com esse nome, eu indico qualquerecsa quando através dela alguma coisa
é dita ou afirmada e quando, por isso, ela sengiteverdadeira ou falsa no sentido comum
destas palavras. Ou seja, quando ela — como atgenibém fala — é correta, ou incorreta. Por
exemplo, eu chamo a seguinte série de palavrass‘Beonipresente” uma proposicao dita,
pois por essas palavras alguma coisa — e nesselgasaa coisa verdadeira — é afirmada. No
mesmo sentido, também chamo a seguinte série derasil “um retangulo é redondo” uma
proposicao, pois aqui também alguma coisa é ditaeegga conexdo de palavras, mesmo que
seja algo errado ou falso. Em contraste, a segoamexdo de palavras: “O Deus onipresente”
ou “um retangulo redondo” ndo sao chamados propesigois por meio delas alguma coisa
€ apresentada (vorgestellt), mas nada dito ou afione, por isso, no sentido estrito ndo se
pode dizer que estas palavras contém uma coisadard ou falsa. Se a gente agora sabe o
que eu entendo por uma proposicdo dita, eu possenas, além disso, que existem
proposicdes que nao sao representadas por palaweassdo proposicoes, por exemplo, que
alguém poderia s6 pensar. Estas proposicdes, enocta proposicdes pensadas. Como eu
distingo na expresséo: “Uma proposicdo dita” ouap@sicdo mesma da sua declaragéo; da
mesma forma eu distingo na frase: “uma proposicéosgda” a proposicdo em si do
pensamento nela. Agora, aquilo que nés teriamosseadamente que imaginar na palavra
proposicao, ou seja, aquela coisa que a gente p@ngalavra proposicdo e que deixa em
aberto se alguém algum dia ja a tenha dito ou egpd®, ou ndo; pensado nela, ou nao; é
exatamente aquilo que eu chamo de proposi¢cao eva,ggara ser mais curto, de proposicéo,
sem usar as palavras “em si”. Em outras palavi@suma proposicao em si eu entendo nao
somente uma afirmacdo que alguma coisa € ou naddependentemente de se esta afirmacéao
€ verdadeira ou falsa, independentemente també&a dia jamais foi formulada em palavras
ou nao, ou se ela foi pensada ou ndo. Se vocéemuam exemplo de como a palavra
proposicao ocorre neste sentido, eu vou dar orsggujue poderia ser adicionado por muitos
outros semelhantes: “Deus, 0 onisciente, ndo sbementodas as proposi¢cées verdadeiras,
mas também todas as proposicoes falsas; ndo s® asdaroposi¢cdes que algum ser acredite
que seja verdadeira ou daqueles que ele se fazepresentacdo, mas também daquelas que

ninguém jamais pensou como verdadeira, ou que @ng@amais imaginara”. Entdo, para
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fixar o mais firmemente possivel na mente do méorl® conceito que eu espero que ja
tenha se tornado compreensivel pelo que foi diteremmmente, e também para fazer com que
o leitor confie que ele compreendeu corretamemigeainais, as seguintes observagdes podem
servir. (a) se alguém quer imaginar pela expre§séaposicdo em si” aquela coisa que eu
desejo, entdo ndo pode-se mais pensar no quendstadio pelo seu significadwiginal, ou
seja, hdo pensa-se numa coisa estabelecida, pogsdaisa estabelecida) exige a existéncia
de um ser que tinha estabelecido a proposicéolnigmée, tem de se abstrair das palavras
artificiais que existem em muitas ciéncias. As tagdes empiricas, que acompanham o
significado original de qualquer palavra. Certaraeéttambém verdade sobre os termos
técnicos que ocorrem em varias outras ciénciasicEmor exemplo, na matematica, quando
lidamos com o conceito de raiz quadrada, ndés ndemos pensar numa raiz, conhecida para
0 botanico; nem em um quadrado geométrico. (b) N&®s temos que pensar em uma
proposicao em si como algo estabelecido por algpéna; ndo mais a confundirmos com uma

idéia presente na consciéncia de um ser pensame¢com uma afirmagéo ou julgamento.

E claro que é verdade que toda proposicéo é cataebi pensada por Deus, mesmo
se por nenhum outro ser, e, se ela for verdadéitambém reconhecida como sendo uma
verdade. Consequentemente, na compreensdo didoeedanto como uma mera idéia ou
mesmo como um julgamento. Mas a proposicdo, noemté algo diferente de uma idéia ou
um julgamento. (c) Por esta razdo, ndo se podbuatrser (existéncia ou atualidade) a
proposicdes em si. E somente a proposicdo afirnmdgpensada, ou seja, somente o
pensamento de uma proposi¢cdo, assim como o juldancentendo uma certa proposicao,
gue tem existéncia na mente do ser que pensa @rpent ou faz o julgamento. Mas a
proposicdo em si, que contém o contetdo do pensaneenjulgamento, ndo é algo que
exista; entdo seria igualmente improprio dizer go@ proposicdo tem existéncia eterna ja
gue ela veio a ser num determinado momento e depsiam outro momento — ela deixou
de ser. (d) Por fim, é 6bvio que embora uma prgaosem si ndo é como tal nem um
pensamento nem um julgamento, ela pode tratar deapentos e julgamentos, ou seja,
conter o conceito de um pensamento ou julgamentalgonma de suas partes componentes.
Certamente, a propria proposicdo que eu ofere@riantnente como um exemplo de uma

proposicao em si mostra exatamente isto.
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5.3 § 24 “Vérios Significados das palavras: Verdad® e Verdade”

N&o ha duvidas de que € algo a ser criticado quee @ mesma palavra receba varios
significados que podem facilmente ser confundidascam o outro. Na verdade, entretanto,
esta adverténcia s6 diz respeito/atinge muito rendéenos significados que o uso comum
atribui a palavra... Pois mesmo se forem atribuido®s significados a mesma palavra, elas
séo na realidade de uma forma que o uso comum eatammpode confundi-las. Isso também
se aplica para os varios significados das palavfaigjadeiro e Verdade. Nao precisamos nos
preocupar que elas possam causar confusdo. Cosfaédpodem surgir pelos significados
gue algum académico tenha proposto, mas que a#mldemha se tornado uso lingtistico

comum.

(1) O primeiro e mais especifico (significado, NdT) éeguinte: n6s entendemos
como verdadeiras algumas proposi¢cdes independenterde se alguém as tenha ou ndo
afirmado se essas proposicdes afirmam as coisas etas sdo. Nesse sentido/significado,
usamos a palavra verdade, por exemplo, quando malgliz que, “das trés proposicoes
seguintes: cobras com asas nunca existiram; di&s egintas; elas existem ainda. Uma delas

€ realmente verdadeira, mesmo se ndo sabemos qual.

(2) Este resultado produz um segundo (significado, Ngligndo alguém chama
uma proposicdo verdadeira de uma verdade. Issotemsompor exemplo na expressio
conhecimento das verdadedPorque aqui nds entendemos pela palavesiades as
proposicdes que sdo verdadeiras. Nesse signifsaatao, coloca-se o falso em oposigéo ao
verdadeiro. Por exemplo, quando alguém afirma s@wetrés proposicdes acima que,
enquanto uma das trés proposicdes € verdade, @tras duas sdo falsas. Qual desses dois
significados da palavra verdade é intensionada;gbemos facilmente dentro do contexto
gue mostra se somente se fala sobre alguma casticeedas proposi¢cdes ou das proposicées
em si.
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(3) Umterceiro significado da palavra verdade apage@ado alguém atribui uma
propriedade que pertence a proposicdo tambénulgamentdjuizo que esta proposicao
contém chamando julgamentos que contém uma pr@uosigrdadeiras eles mesmos
julgamentos verdadeiros merdades Entretanto, ndo se precisa deste significadoatkvima
verdadeiro, e se poderia chamar julgamentos qu&mronma proposicdo verdadeira também
de julgamentosorretos Neste meio tempo, € entretanto bastante dbvicagerpressao um
julgamento verdadeiro, ndo é responsavel por meahambigilidade; e se se compreende
pela palavrarerdadeuma mera propriedade de proposi¢cdes, ou uma pedposm Si, ou um
julgamento, o contexto mostrard suficientementeocl®or exemplo, € muito claro que na
seguinte conversa “A verdade também pode as vergsejudicial’ n6s entendemesrdade
o conhecimento dela, isto é, um julgamento queé&ontima proposicdo verdadeira. se
compreende pela palavra ‘verdade’ o conheciment de., um julgamento que inclui uma

proposicao verdadeira. Verdade neste sentido danaaé contrastada com erro. Por exemplo,

dizemos, “Se a verdade as vezes prejudica, entéohdeer erros uteis.”

(4) Num quarto significado, as vezes entendemos pelaviaa verdade um
conjunto de varias verdades, por exemplo, Jesuse digie ele veio ao mundo para

testemunhar a verdade.

(5) Finalmente, entendemos o verbo verdadeiro num @uuiginificado. Quando
nds aplicamos esse atributo ndo sé em proposicfidganentos, mas também a qualquer
coisa se queremos expressar que ele é exatamejte ele deveria ser de acordo com sua
denominacdo. Nesse sentido, falamos do verdadeirgenuino ou auténtico e chama seu
contrario o falso, ndo auténtico ou s6 aparente. é@mplo, disse-se que “Isso é 0
Verdadeiro Deus”, quando queremos dizer que igsno 8er que nao sé parece ser Deus, mas
realmente € Deus. No mesmo sentido, chamamos wtoalonbem realse ele é realmente
bom ou também se escuta a expressao “uma mentiladedra” que parece contraditoria,
mas que nao significa nada mais do que uma congaisando SO parece ser uma mentira,

mas realmente é uma mentira. E facil entender gte significado da palavra verdadeiro
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surgiu como causa de uma mera abreviagdo. Em védaderolixamente como na seguinte
conversa “A proposicdo que este ser € Deus ndoasgce verdadeira mas € realmente
verdadeira” podemos nos pronunciar mais curtandinémdo “esse ser € o Deus verdadeiro”.
Uma proposi¢cdo ndo pode ser produzida devido asgedicado porque o fato de que o
verbo verdadeiro € aplicado aqui a objetos que s&o proposi¢cdes nem julgamentos nos
deixam entender a realidade desse fato. E o exeslapl® acima mostra como nds temos que

compreender esta maneira abreviada de falar.

Anotacédo 1: (RESUMO) Podemos chamar esses cincofisaglos da palavra verdade da
seguinte maneira. O primeiro pode ser chamado abstibjetivo, a segunda concreto-
objetivo, a terceira subjetivo, a quarta coletive guinta significado secundario.

Anotacao 2: De acordo com Sextus Empiricus o veidadriginalmente significava alguma
opinido que todo mundo deveria reconhecer e emaaldra teorias que acham que a palavra

verdadeiro € derivada da palavra perceber.

5.4 8§ 48 “O Qué o Autor Compreende por Representaed {Vorstellung em Si e por

Representacdes\orstellung Possuidas”

(1) Embora anteriormente eu ja tenha usado a palepresentacded/drstellung com

frequéncia, e as vezes até mesmo em paragrafosleueziam ser compreensiveis para
iniciantes. Mas naquelas ocasides, ou eu tomeilapanum sentido que eu poderia
pressupor como ja conhecido do uso comum, ou, SE&sido estivesse sendo usado num
sentido peculiar meu, isso ocorreu num tal conteximto com tal outra proposicao que nao
seria dificil adivinhar o que eu entendo pelo termaste conhecimento aproximado, no
entanto, ndo pode ser suficiente para o futurocéwtrario, a importancia deste conceito e

sua dificuldade, ambos demandam que meus leitoosserh esclarecidos por uma
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consideragao que fosse adequada nesta tarefadEnteiconceito de umapresentacédo em

si deveria ser facilitado partindo da palavra represta no sentido comum ,que eu chamo de
uma representacado subjetivau possuida Portanto, o mais certo € que ambos sejam
consideradas juntas para serem tomadas na apEsenta l6gica, pois estamos mais

inclinados para discutir ambos juntos, na logica.

5.5 § 133 “Proposi¢cdes Conceituais e Proposi¢Oesuitivas (Anschauumgsaeté

N&o importa como se concebem as partes das quads pmoposicdo deve ser
composta, raramente se questionara que ha propssit@smo proposicdes verdadeiras, que
consistem meramente de conceitos puros, sem nenimioigéo. Desta natureza s&o, por
exemplo, obviamente proposi¢cdes do tipo: Deus presénte, Gratiddo € uma obrigacao, a
raiz quadrada do numero 2 € irracional, etc. Séseguida veremos que proposicdes desse
tipo, particularmente se sédo verdadeiras, se distim em gtueckeh pontos essenciais de
outras proposi¢cdes que contém também intuicA@schauumgen)Parece-me, entdo, que
para objetivos cientificos é indispensavel desiggsa&zcom um nome proprio. Chamarei entdo
proposicdes de conceitos puros, proposicdes coaceitou julgamentos conceituais, e
também, se forem verdadeiras, verdades conceil@igs as outras proposi¢des, que contém
uma ou mais intuicbes, serdo chamadas proposicRstivas, em razdo dessas
circunstancias. Também sdo chamadas de proposqdEsicas, proposicées perceptuais ou
de alguma forma semelhante. Ent&o, por exemploha&uonarei proposi¢cdes como “Isso € uma
flor”, “Sécrates era ateniense de nascimento”, ro@gsicdes intuitivasAnschauumgsaetge

pois cada uma delas contém uma ou mais idéiasivatsii

Nota:

O motivo mais importante para a distingdo entrepps@des conceituais e proposicoes
intuitivas da forma como eu expliquei é que as aded em um discurso cientifico —
especialmente quando eles ndo servem apenas pamgiecdo, mas também para a indicagéo
dos seus fundamentos objetivos — deveriam serdastde uma forma diferente se contém

apenas conceitos ou se contém também intuicbespdiismos procurar os fundamentos de
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uma verdade puramente conceitual somente em adirdades conceituais. O fundamento de
uma verdade empirica, no entanto, pode tambénssatas pelo menos em parte nos objetos
aos quais as intuicdes se referem. No entanto,itude da importancia da distingdo entre
verdades conceituais e empiricas, seria muitordgirque essa distingdo tivesse escapado dos
l6gicos. Ao passo que é permitido resmungar qudivies didaticos da légica essa distingdo
nao foi tratada com toda a clareza, por outro ladl® temos que admitir que os fildsofos
antigos j& tinham estabelecido esta distin¢éo.

Ja Platdo faz uma grande diferengca entre 0s coscqiuros (onoic) €
representacées empiricas ou intuicbesaraoiar). Ele ja exigiu de uma ciéncia
(emotnun), especialmente de uma ciéncia pugax@apa ), que trata do imutavel — que
seus teoremas fossem derivados ndo da experiémaa, de conceitos puros. Viu o0
pensamento puro sendo ocupado somente com concedssquais eles sdo analisados,
combinados, dentre outras coisas, sem nenhumaiateagla a percepcao sensivel (intuicdo).
Faltava o que entéo, exceto ele ndo ter designactinceito de proposicdes compostas de
meros vonoes € a nog¢do de outras proposicdes nas quais ndca8cocom seus nomes
préoprios, para melhor fixa-los? E isso ndo era ageer esperado dele de forma alguma,
porque ele nunca buscou uma especificacdo precisacdmponentes das proposicoes e

geralmente falou somente de conceitos ou idéiagemeede proposicdes.

De Aristételes, ao contrario, nés sabemos plenamepie ele distinguiu entre

proposi¢des universaisggoraocsic yadoiv, que sdo certamente nada além de proposicoes

consistindo de conceitos puros) e outras (comogpemplo, naAnalytica posteriord, cap.
7). E com base nisso, ele insistiu que ndo podermsr proposi¢cdes que tenham apenas

coisas pereciveiso9aprov, coisas empiricas, intuicao).

Locke (Ensaio, B.4, Cap. 3, 8 31. Cap.4 8§ 6. 1l6uos lugares) ndo somente
concebeu a distingdo entre proposi¢cdes conceitiampiricas com grande clareza, mas
também distinguiu as ciéncias para as quais elasraspectivamente caracteristicas e
sustentou que a primeira confere certiddo comm@etalltima, nada além de probabilidade.
Agora, apesar de eu ndo poder concordar incondicre@ante com esta afirmacao — ou seja,
gue as ciéncias empiricas s6 contém verdades plisbes#s — parece-me mesmo assim que
essa € uma visdo muito correta da distingdo entqgopices empiricas e conceituais. Todo
julgamento da experiéncia (e deles consiste a mneamais importante classe dos julgamentos
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empiricos) € mero julgamento de probabilidade, penegsulta de uma premissa maior que

tem apenas probabilidade.

Julgamentos conceituais, por outro lado, sdo merg@ovaveis somente em uma
via acidental, somente no caso em que ndo estaompletamente seguros de que néao
estamos cometendo um erro em sua derivagcdo oucsest@mos seguros de que ndo sao

derivados da mera experiéncia.

Crusius (W. z. G. 88 222. 231) ndo somente falodistancdo entre esses dois tipos de
julgamentos, mas também propbs nomes préprios glasae recomendou que recebessem
maior atencdo dos filosofos. Ele chamou “proposigien um sujeito que € um individuo ou
colecao de individuos, como por exemplo, a teredénda, ou 0s gregos conquistaram Troia,
proposi¢des individuajsas outrasproposi¢cdes universdisSobre estas ultimas, ele disse
“que elas sao, ou de abrangéncia infinita, se falantonceitos gerais dos quais todas as
caracteristicas particulares foram removidas, gemplo, “todos 0s corpos sdo compostos” —
(estas sao as proposicdes que eu chamo de prog®sigiceituais), ou de alcance finito, se
elas sdo conjuntos de proposic¢des individuais,egemplo, “todos os planetas de nosso céu
sdo menores do que o sol’. E importante notar @stingdo, Crusius diz mais adiante,
“porque proposicdes universais de alcance infin{i@oposicées conceituais) “devem ser
provadas de uma forma diferente. Sua verdade devprgvada, ou com conceitos, ou com
uma base externa, porém necessaria. Essa necesgiddd ser provada com base em
conceitos” (e entdo sua verdade € novamente prosadabase em conceitos) “ou dos
atributos de Deus” (esses também serdo, igualmeotdecidos por meio de conceitos). E
inequivocamente evidente dessas proposi¢coes gqueu€ninha imaginado a distingdo entre
proposicdes conceituais e empiricas. De acordomarha opinido, seu unico erro foi, ndo
tendo uma clara concepcdo de intuicdo, té-la calidoncom idéias particulares, e assim
também acreditou que intuicbes s6 se encontramgar o sujeito da proposicdo, e nunca
no lugar do predicado. Nos tempos modernos, quandompreensao da distincdo entre
conceitos e intuicbes tem sido mais nitida do aquesa certamente também a distingdo entre
proposicdes conceituais e empiricas seria mais dar as seguintes circunstancias nao
tivessem causado o fracasso de sua correta exmicé®elo menos € isso 0 que eu penso). A
divisdo do nosso conhecimento entre aqueles qeenesbsomente pela experiéncia e aqueles
gue ndo requerem nenhuma experiéncia era ja fampdia os filbsofos antigos (mas eles ndo
deram suficiente atengcao a isso) e foi destacgukciedmente por Leibniz e Kant como uma
das mais importantes distingdes. Mas acontece, mant®, que a divisdo de nossos
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conhecimentos quase coincide com a divisdo entygogicdes conceituais e empiricas, ja que
verdades da maioria das proposi¢coes conceituaisnpeer decididas por mero pensamento
sem nenhuma experiéncia, ao passo que proposiggemcuem uma intuicdo podem, em
geral, serem julgadas somente com base na expari&mtao aconteceu que se achava que a
diferenca essencial entre essas proposicdes deseemacontrar, nem tanto na natureza de
seus componentes, como na forma com que ndés noermmmos de sua verdade ou
falsidade. Deste ponto-de-vista as primeiras sedafmidas como aquelas que podem ser
conhecidas sem nenhuma experiéncia, e as Ultimasntanto, como aquelas que requerem
experiéncia, e de acordo com isso sdo chamadgsmehtosa priori e a posteriori (Ver,

por exemplo, a IntroducdoGritica da Razédo Purade Kant). Eu concordo que essa distingdo
€ suficientemente importante para ser mantida perapre, mas eu acredito que nao
deveriamos ignorar a outra distingdo, que ndo diepda mera relacdo de proposi¢cdes com
nossas faculdades cognitivas, mas de seu carétes@cto. Na verdade, eu acredito que esta
Gltima, ou seja, a questdo se uma proposicao drades a base de conceitos puros foi, na
minha opinido, a base verdadeira da distingdo erdrpriori e oa posteriorie eu me permito
sustentar que tenha realmente sido a ultima divigg&oeles tiveram em mente, sem estarem
claramente conscientes disso. Pois se fosse me@meatendido corretamente daquilo que
fora concebido sob o titulo julgamentaspriori, fosse realmente apresentado corretamente
mediante a sua definicAo como cogni¢des que s@pemdientes de toda experiéncia, entéo
quase ndo teria sido necessério adicionar outrgaitats pelos quais julgamentaspriori
poderiam ser reconhecidos, particularmente a neeglese a universalidade. Agora, se uma
proposicao é estritamente universal ou ndo, e dergge-ia dizer que o predicado que ela
atribui ao seu sujeito se estende para ela conssidegle ou ndo, sdo assuntos que dependem
do carater intrinseco da proposicdo em si e ndcefeeem as suas relacbes com nossa
faculdade cognitiva. Também né&o ha davida de gedalque Kant explicitamente disse que
toda proposicdo matemética pertence aos julgamenfo®ri, a essa classe de julgamentos
também pertencem as proposigcdes matematicas que nodésnomento, ndo podemos
reconhecer; por exemplo, uma formula que permiteutza todo os nimeros primos, e por
outro lado, ele poderia ter designado outras cemaposicdes, por exemplo, a resposta a
guestdo acerca do que os habitantes de Urano fegi#itdo exatamente agora, a classe de
proposicdes empiricas, muito embora ndo ha expeaEque nos levem a tomar uma decisao

sobre essa questéao.
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Beck (Légica, 8§ 67) explictamente nos alerta qua julgamento pode ser
objetivamentea priori, mesmo sendo subjetivamente adosteriorj eu ndo acredito que
possamos discordar disso. Resulta desse fato qu&casistancias que decidem que um
julgamento éa priori ou ndo deveria ser considerado como uma cardiergbjetiva do
préoprio julgamento. Consequentemente, deveria sénido de uma forma objetiva, e ndo
deduzida do julgamento com nossas faculdades oamitQue os dois critérios, o de
universalidade e o de necessidade, ndo sdo apa@sso objetivo, no entanto, ja esta claro
por eles poderem ser aplicados somente a propssied@adeiras Apesar disso, todos o0s
I6gicos declaram a proposicéo, “alguns numeros réfoeros primos”, como sendo uma
proposicao particular, e a maioria deles declaoblpmética a proposicédo, “todos os seres
finitos séo faliveis”. Mesmo assim, ambas as prigpes sdo puramengepriori. Na verdade,
em § 182 espero mostrar que o conceito de necdssiltave ser definido e que ja pressupde a
distingdo entre verdadespriori e outras.

5.6 § 148 “Proposi¢cfes Sintéticas e Analiticas”

(1) Da Secdo anterior, ficou claro que ha proposicGes sgo, de acordo com sua
natureza, verdadeiras ou falsas se certas pattesssd® consideradas variaveis. Mas a mesma
proposicado, que tem esta caracteristica quando rdemeéias i, j, ... S0 vistas como
variaveis, nao reteria isso (o valor de verdadanda outras idéias diferentes séo vistas como
variaveis. Em particular, é facil entender que emé proposicao poderia ser constituida de
tal forma que a propriedade de que fosse verdadetmasas idéias das quais ela consiste
sdo variaveis. Pois se pudéssemos mudar todasias {donstituintes) de uma proposi¢ao de
acordo com nossa vontade, entdo nds poderiama$anaid-la em qualquer outra proposicdo
e consequentemente resultariam destas transforsmasdeezes proposicdes verdadeiras, e as
vezes proposicdes falsas. Mas se existir uma loééa numa proposicdo que podemos variar
arbitrariamente sem mudar sua validade ou falsjdadeseja, se todas as proposi¢coes
produzidas substituindo esta idéia por qualqueraoigtéia que quisermos sdo, ora todas
verdadeiras, ora todas falsas, pressupondo apemastempham denotagcdo; entdo esta
proposicao é suficientemente interessante pardisgmguida de qualquer outra. Assim, me
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permito chamar tais proposicdes - pegando empresiadKant a expressao analiticas
Todas as outras, nas quais ndo ha uma Unica idéipagsa ser arbitrariamente variada sem
afetar sua veracidade ou falsidade, chamaneposi¢des sintéticagntdo, por exemplo, eu
poderia chamar as proposi¢cdes “Um homem moralmeaie ndo merece respeito” e “um
homem moralmente mal de forma alguma goza de efelinmlade”, um par de proposicoes
analiticas. Em ambas, existe uma certa idéia, @ aeidéia de um homem, para a qual
podemos substituir a idéia que quisermos, por ekenamjo, ser, etc., de tal forma que a
primeira (somente se tem denotacdo) € sempre \@rdagl a segunda sempre falsa. Em
contraste, nas proposi¢des “Deus € onisciente”,tfidngulo tem dois angulos retos”, eu ndo
poderia apontar idéia alguma que poderia ser arlitnente variada de maneira que a
primeira permaneceria constantemente verdadeira @ltima constantemente falsa.

Consequientemente para mim, esses seriam exemppospissicoes sintéticas.

(2) Existem alguns exemplos bem gerais de propesicénaliticas que sdo também
verdadeiras: A é A, Aque é B é A, A que é B é Bdd objeto é ou B ou ndo B, etc.
Proposicdes do primeiro tipo, ou daquelas incluigas a forma A é A ou A tem (a
propriedade) a, nés costumamos identificar por amenproprio como proposicoaenticas

outautolégicas

(3) Os exemplos de proposicdes analiticas que séieidiferenciadas das dadas em (1) pelo
fato de que nada é necessario para julgar a natamlitica das primeiras a ndo ser seu
conhecimento l6gico, porque os conceitos que faz@arte invariante destas proposicées sao
todas logicas. Mas julgar a veracidade ou falsiddelgroposicdes como aquelas em (1)
requer um tipo bem diferente de conhecimento, mpnceitos ndo l6gicos entram aqui.
Para ter certeza, esta distincdo tem sua ambiggiig@tque a area dos conceitos légica ndo é
tdo claramente delimitada que ndo poderia ser ssienuma divergéncia. As vezes poderia
ser (til prestar atencdo a esta distingdo, e gssifariamos chamar proposi¢cdes como aquelas
em (2)logicamenteanaliticas ou analiticas no sentidais estritoe aquelas em (1), por outro

lado, analiticas neentido mais amplo

Nota 1: Decidir se uma proposicdo é analitica atésca exige um pouco mais do que um
olhar superficial nas palavras. Uma proposicdo mefeanalitica, até mesmo logicamente
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analitica, ou até mesmo idéntica, mesmo que suas@macao em palavras ndo indiquem
isso. E, por outro lado, existem proposicbes queemem, de acordo com suas palavras,
como se fosse analitica ou mesmo idéntica, mascdelo com o sentido, € sintética. Por
exemplo: ndo é facil ver que a proposicao, “toddt@ftem sua causa”, seja idéntica, ou pelo
menos analitica, como ela realmente é. Porque seentendemos por um ‘efeito’ algo

efetuado por alguma outra coisa, e para a expresaéiea, uma coisa efetuando uma outra
coisa, entdo esta proposi¢cdo so significa: “O qedetuado por uma outra coisa é efetuado
por uma outra coisa”. — O mesmo se aplica as pigjpes: Se A € maior que B, entdo B é
menor do que A; se P=Mxm, entdo M=P/m; e variagagutPor outro lado, ha varias

proposicdes que sempre tém sido elevadas ao s@fuoverbios do dia-a-dia, que parecem
muito analiticas, ou até mesmo tautoldgicas, saimente sé-lo. Por exemplo, ja foi dito

antes que “o que é mau, é mau”, e literalmenteéestaa tautologia vazia, claro. Mas sobre o
gue alguém esta realmente pensando com estas gmlavrgue ela quer dizer com elas,
deveria ser algo muito diferente e ainda diferemtecircunstancias diferentes. Uma pessoa
poderia, usando esta proposicdo, querer indicar edendo poderia falar de uma outra

maneira de algo que ela acha ruim.

Outra pessoa poderia ter a intencdo de chamar teroefato de que o esforgo de colocar o
mau numa boa luz é sempre um esfor¢o vao, porgieaetarde sempre se sabera isso para
0 que isso é, etc., etc. O mesmo acontece comm$igdo “Mesmo um homem educado é
um homem” que Leibniz introduz (Novos ensaios L.@€p.8) como um exemplo de uma
proposicao idéntica (ou, na realidade, analiticp)e”ndo é inatil”. No sentido em que se
interpreta isso quando se acha util, ela ndo éti@aalA interpretacdo neste caso €: Mesmo
um homem educado é falivel. O mesmo torna verdadeisegundo exemplo de Leibniz:
cuivis potest accidere, quod quicam pat&sttao, tambémyyeypapa , Syeypapa (0 que eu
escrevi, eu escrevi, NdT) de Pilatos ndo era umtpltgia, mas tinha o sentido: o que eu
escrevi eu nunca mudarei. Mais ainda, outros jéatam nota do fato de que proposicoes
aparentemente idénticas ndo eram sempre realnugmtigcas, em particular Reusch (Syst. L.
8 62).

Nota 2: Alguns légicos, Krug entre eles (L. 8 6®)licam a palavrdadéntica pela qual eu
designei uma propriedadetrinsecade algumas proposi¢cdes, como significando uma mera
relacdo entre varias proposi¢des, chamando julg@m®i&ue eu chamo de equivalentes em
8156 de idénticas. Entre os logicos que utilizamesmo conceito que eu para esta palavra,
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aqueles que mais se aproximaram a explicacdo gtenba dado sdo aqueles como Wolf (L.
§ 213), Maass (8 220) e outros que dizem que prgeEsidénticas sao proposicdes nas quais
sujeito e predicado representam a mesma idéia. iéanazao pela qual eu ndo posso
concordar com esta definicdo sem modificacbes ¢aumo eu vejo a questdo, a proposicao,
A é A, ndo tem a idéia de A como sua idéia de paeldi, mas ao contrario a abstractum (o
simbolo, NdT) correspondente a ela. Por isso esedjse uma proposi¢céo é idéntica quando
seu sujeito é um concreto, e a afirmacédo é o a@hgtnacorrespondente. Mas, se outros, por
exemplo, Lambert (Dian 8124), Kiesewetter (W. A.Ld.§ 109 e 8§134), Klein ($158),
entendem a esséncia de julgamentos idénticos nodfatque seu sujeito e predicado sao
idéias com a mesma extensd seja, idéias com a mesma extensdo, entaoéistm
totalmente errado. Porque, neste sentido, um judgtoncomo “Um triangulo é uma figura
com a soma dos angulos igual a dois angulos retleseria que ser chamada de proposicao
idéntica, o que certamente ndo é. Ainda ha oufnesdizem que proposi¢cdes idénticas sédo
equacdesMas obviamente elas ndo sdo, se entendemos pac&mo que é conhecido na
utilizacdo da linguagem comum por expressdes d&a§uncia ou igualdade, porque nessas
proposicdes nem precisa aparecer o conceito degural@lade ou equivaléncia.

Nota 3: E notavel que enquanto alguns fildsofosic@mam nossos pensamentos como sendo
nada mais que uma cole¢do de julgamentos idéneoainda analiticos), outros assumem a
posicdo oposta e vado tdo longe ao nunca concedéulo de proposicdes a qualquer
proposicao idéntica de forma alguma. Maimon (L5¥). fez isso dizendo sem conceder as
proposicdes idénticas o status de fundamentosi&tlesstava errado, mas por qué negar, por
causa disso, a elas o nome de proposicbes? Keakerdisse L. 1. 2, séc.. ldenticae
propositiones per se non sufproposicdes idénticas ndo existem) E assim jaotel

Nota 4: Uma distincdo mais ou menos similar a qgtevefazendo aqui entre julgamentos
analiticos e sintéticos jA era conhecida pelosct®@giantigos. Por exemplo, Aristételes
(Sofistas c. 3) considerava um erro dos sofistas: zollakic tavro Aeysiv . Locke
(Ensaios (B.4, C.8) utiliza o conceito de proposg;iiiteis), que ele define como aquelas que
nao nos instruem, e enumera dentre elas (a) tad@soposicoes idénticas e (b) todas as
proposicdes que afirmam uma parte de uma idéia astapVemos que ele tem em mente os

julgamentos analiticos, e ainda mais claramenteoqu@prio Kant. Mas um importante erro
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ocorre, quando Locke acrescenta que todas progssig da forma que o sujeito é a espécie
e o predicado é o género. Pois nem todo conceitesdécie é composto de conceito de
género. — Schmidt ja notou que Crusius (W. z. Q) 2®mpreendeu a distingdo entre
proposicdes analiticas e sintéticas como Kant p ez sua ocasido. Mas mesmo que seja
verdade que esta distin¢cdo ja fora mencionada termapies, certamente ela nunca tinha sido
fixada claramente e aplicada de forma fértil. O itnéde ter sido o primeiro a fazer isso
indiscutivelmente se deve a Kant. Mesmo assim, anece que as explicacdes desta distingéo
com que nos confrontamos, seja nos escritos de &antos outros, ainda sofre de baixa
precisdo légica. Por exemplo, se lemod.dgica de Kant (836) que proposi¢cdes analiticas
séo aquelas em que a certiddo se baseia na iddtidaconceito do predicado com a nocgao
do sujeito, isto é aplicavel no maximo a proposicidénticas. Se for dito, como Qaitica

da Razéo Purdintroducdo 84) e em outros que nos julgamentoBtiaoa o predicado esta
contido no sujeito (implicitamente), ou pelo memd® esta fora dele; ou como disse Fries
(Syst. D. L. P. 184) “que o predicado somente eepstidéias do sujeito”; ou como Ulrich
(Log. 89), Jacob (L. 8659), E. Reinhold (L. 882pwros, que o predicado ja estd pensado
(implicitamentg no sujeito; ou com Gerlach (L. 870) que o comcdi sujeito é determinado
sO parcialmente; ou com Rdsling (L. 868) que o ipegtb € uma idéia parcial ou num
julgamento negado é s6 uma negacao do conceitojeitos e coisas parecidas; estas sdo em
parte meramente formas figurativas de expressam@m@nalisam o conceito a ser definido,
em parte expressdes que admitem interpretacées amjplas). Sobre tudo que tem sido dito
aqui pode-se também ser dito de proposicdes quriénin poderia aceitar como analiticas,
por exemplo, O pai de Alexandre, Rei da MaceddniaRei da Macedonia; Um triangulo
similar a um triangulo isésceles é também iséscelepisas do tipo, particularmente que a
idéia do predicado é nada além de uma repetic@iondgos componentes da idéia do sujeito,
estd incluida nela, se assenta junto com ela,cesigbida nela, etc. Este infeliz estado das
coisas poderia ter sido evitado se as pessoasssisseque em julgamentos analiticos o
predicado é uma das partes essenciais do sujeifowouma das caracteristicas essenciais
dela) e se nés entendemos entre essenciais aquelasio contidas no conceito de sujeito,
como fizeram (Phil. Mag. V. |, 83, no.4), MaasgdibV. II, 81, No. 2, cp. Log. § 210), Krug
(L. 8 67, Nota 1) e outros. Mas esta explicacapliéavel somente a um tipo de julgamentos
analiticos, somente aqueles da forma: A que é B 8l@ haveria outros também? Nao
deveriamos contar o julgamento, A que é B é Anthém os julgamentos, Todo objeto é B
ou ndo B, entre julgamentos analiticos? Em gerapanece que eles ndo destacaram aquilo

que éimportante neste tipo de proposi¢cdes. Isto (0 que torna ipal tle julgamento
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importante), consiste no fato de que sua veracidaddalsidade ndo depende das idéias
particulares das quais elas sdo constituidas, reemapece a mesma nao importa quais
mudancas séo feitas em algumas delas, pressupontnt® que ndo destruimos o sentido
(Gegenstaendlichkeit) da proposicdo. Somente garragao eu dei a definicdo acima, muito
embora eu saiba que isso torna o conceito destgwgicOes algo mais amplo do que é
ordinariamente concebido, pois proposicdes comoelagucitadas em (1) ndo sao
ordinariamente contadas como analiticas. Ao mesenapd, me pareceu Util interpretar
ambos conceitos, das proposicdes analiticas assima as sintéticas, tdo largamente que néo
somente as proposi¢des verdadeiras como tambéafsas poderiam se incluidas sob elas. —
Ainda, n&o importa qual definicdo possa ser aceitacaso algum, acredito eu, poder-se-ia
ser induzido a conceder que a distincdo entrenudgéos analiticos e sintéticos € meramente
subjetiva, e que 0 mesmo julgamento pode ser aesvanalitico, as vezes sintético,
dependendo do conceito do objeto que formulamesse. ésexatamente o que fizeram muitos
I6gicos, por exemplo Platner (Phil. Aph. B. 1, 885312), Maass (em Eberhard’s Phil. Mag.,
V. I, Pt. 2, No. 2), Krug (L. 8 67, Nota 1), Hibeand (L. § 295, Nota 1), Schultz (Prf. K.
Kant,. Kr., Pt. I, p. 32), E. Reinhold (L. 8§ 82, tddl), Beneke (L. 858), Troxler (L., Vol. I, p.
277) e outras fizeram. Por exemplo, Maas disse (litc): “O triangulo pode ser definido
como uma figura na qual a soma dos angulos é dgifds retos. Neste caso, a proposi¢éo, a
soma dos angulos é dois angulos retos, que éodsta sintética na definicdo usual, se torna
analitica”. Eu tenho uma opinido diferente sobrssunto. Como o que eu entendo por uma
proposicdo ndo € uma mera combinaca@alavras que afirma algo, mas o sentido desta
afirmacgao, entdo eu ndo admito que a proposicdoma dos angulos de um triangulo, etc.,
permanece a mesma quando eu designo a palavragyuldd num momento um conceito e
noutro momento outro (conceito). Tampouco como daams dizemos, “Euclides era um
matematico famoso”, nés podemos pensar sobe o rmfumbdes como representando o
homem que pensou a geometria para Alexander naaépodtolemy Soter, como outro
Euclides de Megara, o estudante de Sdcrates. Boeglie no exemplo anterior ambas idéias
se referem a um mesmo objeto, aqui se referemedosbgliferentes, mas para proposicoes
serem reconhecidas como distintas é suficienteel@isesejam compostas de idéias diferentes,

mesmo que tenham o mesmo objeto.
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5.7 8198 “O conceito de Relacdo débfolge (Fundamento-Conseqiiéncia) entre

Verdades”

De todas as relagcdes que valem entre verdadesjsadigaa de atengdo em minha
opinido é a de fundamento e consequéncia, em egirtlal qual certas proposi¢cdes sao
fundamentogle certas outras proposi¢des e as Ultimas cuaseqiénciasla tive a ocasido
de falar desta relacdo varias vezes (particularenemt 8162), mas aqui € o lugar no qual eu
deveria me concernir com isso em detalhes. Antesmdées nada vamos estabelecer

propriamente tatonceito Quando comparamos as seguintes trés verdades:

“Alguém nunca deveria preferir sua propria vantagemma maior vantagem de outra

pessoa’”;

“Uma pessoa esta preferindo sua propria vantagemamaior vantagem de outro quando
esta pessoa destréi o que é necessario para ztisfarequerimentos essenciais necessarios
para a vida de uma outra pessoa somente para pradudesnecessario prazer fisico para si

mesmo”.

“Uma pessoa nunca deveria destruir o que é ne@espara outra satisfazer seus

requerimentos essenciais para a vida somente parargr um desnecessario prazer fisico”.

uma com a outra, nés brevemente poderiamos nosientizar de que as duas primeiras tém
uma relacdo muito distintiva com a terceira. Idtorea sua existéncia na forma correta pelo
fato de que nés passamos a ver a Ultima verdadeacmd@xima clareza e distingdo quando

temos previamente reconhecido as duas primeirazidd elas diante de nossa consciéncia.

Em consideracéo posterior se torna claro (peloosien penso assim) que a esséncia
da relagdo ainda ndo esta totalmente expresseefesio mencionado, particularmente que a
tltima verdade pode ser conhecida das duas prisneftais este € também o0 caso com
verdades que é 6bvio que ndo se devem a relac@eldaconsideradas acima. Entdo, por
exemplo, é também apropriado dizer das trés vesdade
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“Se 0 termdmetro esta mais alto, faz mais calor”;

"No verao o termémetro costuma estar mais altowory inverno™

“No verao costuma ser mais quente que no inverno”;

gue nds conhecemos a Ultima tdo logo conhecendisagsprimeiras e as trouxemos diante de
nossa consciéncia. Ao mesmo tempo, quem nao seqtid a relagdo entre as verdades no
primeiro exemplo é bem diferente daquela na quaveasades do Ultimo exemplo se
assentam? Se nds estamos supondo expressar @ detéaigvo daquela primeira relagdo em
palavras, nos sentimos quase forcados a chama-l netacdo entrefundamentoe
consequénciadizer que as duas verdades naquele exemplo sfmlamentala Ultima e que
esta € aconsequénciadelas. NO0s ndo precisamos fazer a mesma afirmagésegundo
exemplo, se queremos falar precisamente. Paraetegza, estamos acostumados a usar a
locucdo “A verdade de que € mais quente no veragudono inverno est@ndamentadana
[baseada na] verdade de que o termémetro estaaibaiso verdo do que no inverno”, as
vezes. Mas logo modificamos nossa afirmagdo. Nalader ndés apenas falamos do
conhecimentalestas verdades, nds somente quisemos indicao goehecimentale uma
destas verdades produz o conhecimento da outraglitas primeira verdade é dentro e a
partir de si mesma o fundamento da ultima é umanafido que ndés estamos tdo pouco
inclinados a fazer que certamente nds reconhecemesexatamente a relacdo oposta é
valida. Agora, ja que todos verdo por si mesmosajaremplo acima ndo € o unico do tipo,
eu concluo que existem verdades que se assentaimmartal relacdo umas com as outras que
ndo temos melhor forma de identificar em termostdieacao linglistica do que por meio de
uma relacdo deundamentee suasonsequéncias Pressupondo isso, como o exemplo citado
nos recorda, é frequentemente ndo uma Unica verdedetodo um conjunto de verdades que
se assentam na relacdo de fundamento e conseg@@msiama ou todo um conjunto de
varias verdades, sera permitido chamar as verdadiegduas que preparam um tal conjunto
de fundamentos parciais e consequéncias parcafata, sempre simplesmente fundamentos
e consequéncias em si mesmas, se nds apenas toroartmsuidado para que o duplo
sentido destas palavras ndo nos leve a nenhumaséonfPor exemplo, onde falamos de

fundamentos e consequéncias que nado sao merosnfanttes parciais e consequéncias
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parciais, para a obtencdo de maior claridade cHasndundamentos e consequéncias
completos. Finalmente, porque acontece com muigléncia que ndés pensamos em
fundamentos cognitivos e conseqiéncias cognitieagotma meramente subjetiva, i.e. de
verdades cujas premissas produzem conhecimente ougiam delas como conclusdo, em
conexdo com as palavrafijndamentose consequénciasnés também chamaremos 0s
fundamentos e conseqiiéncias as quais nos estarf@gde agora objetivamente de
fundamentos e conseqiéncias as vezes, para imgliearsua relacdo existe no meio de

verdade®m si mesmasdependentemente de nosso pensamento.

5.8 § 206 “Pode um Fundamento Ter Varias Consequéas ou Uma Consequéncia Varios

Fundamentos?”

De acordo com o conceito da relacdodaeivabilidadeque j& estabelecemos, diversas
conclusGes podem decorrer das mesmas premissasesnaa conclusdo pode ser derivada de
diversas premissas. Nao acontece exatamente oomesm a relacdo déundamentoe
consequéncia (AbfolgePorque ja foi deixado claro na se¢do anterior rifiee existem varias
consequéncias decorrentes de um fundamento dady ser que as compreendamos como
sendo meramente consequéncias parciais. Nada meedsdas as verdades que tém a relagéo
fundamento-consequéncia relativamente a certasdesddadas constituem suas consequéncias
completas. Inversamente, pode-se acreditar qoe®vel encontrar exemplos em que a mesma
consequéncia é obtida de fundamentos diferentesp afeitos de causas diversas. Entdo o
comandante Thou n&do deveria mentir, pode ser derida lei moral maior de uma grande
variedade de formas, particularmente citando cadaas varios tipos de danos que a mentira
causa para o bem-estar, e cada uma destas desvagderia merecer ser chamada de uma
relacdo de fundamento e conseqiiéncia. E bem cadiohegcie existem também um nimero
infinito de diferentes combina¢cbes de duas ou nfaigas mecanicas que sdo chamadas
equivalentes umas com as outras porque, como Gaelsastém como efeito movimentos
completamente idénticos. E em termos da conexdre dahdamentos e causas que foi
assumido acima (8201), decorre que causas equiealepressupdoem fundamentos
equivalentes. Entretanto, tudo o0 que esses exenmiogam, quando examinados mais
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proximamente, € que fundamentos diferentes podemigema mesma conseqiéncia parcial

Mas eles ndo mostram qtexlassuasconsequiénciasao iguais. A consequéncia completa que
certas verdades A, B, C, D,... tém inclui, dentuéras coisas, a verdade “que cada uma das
proposicoes A, B, C, D,... seja verdadeira”. Esta, entanto, € uma conseqiéncia (uma
consequéncia parcial) que obviamente nenhum ootrjucto de verdades tem, mas somente e
precisamente este conjunto. Entdo, € claro queftodtamento distinto tem uma consequéncia

gue é pelo menos em certas partes distintas emssnas.

5.9 § 213 “Pode a Consequéncia da Consequéncia Sensiderada uma Consequéncia

do Fundamento?”

E uma importante caracteristica da relagdo de afglidade que proposicdes
derivaveis de certas conclusdes podem tambémstasviomo conclusées das premissas das
guais as primeiras sao derivadas (8 155 (24)). Aeue existir alguma discusséo sobre se
isso é igualmente verdadeiro para a relacdduddamentoe consequénciaQualquer que
responda a esta questdo afirmativamente se peoh@amar de C a conseqiéncia da
consequéncia parcial de A, e A, por outro ladayrmé&mento — ou fundamento parcial — de A
e C a consequéncia parcial de B. Devo confessao gqige lingtiistico predominante favorece
isto. Porque normalmente nao fazemos objecdo alggmachamar uma verdade de
consequUéncia de uma outra quando ela é, na verdadente uma consequéncia de sua
consequéncia; e analogamente dizemos que varidsnéams sao efeitos de um objeto,
embora saibamos que eles séo, na verdade, sonfieitds de seu efeito. Assim, chamamos
todos os teoremas estabelecidos pelos gebmetrasodseqiuéncias daquelas poucas
proposi¢cdes basicas das quais elas nos parecesidtederivadas, mesmo de uma forma
indireta. Analogamente, chamamos de morte finaune alcodlatra um efeito da bebida
gelada pela qual ele contraiu a doenga um dia. Me&sm tudo o que este ponto-de-vista tem
em seu favor, eu ndo posso abrir mdo de duvidaudeorrecdo. Me parece que a relacdo de
fundamento e consequéncia é de um tal tipo quesegmde dizer de uma conseqiéncia de
uma consequéncia, somente por ser uma conseqlgnciamaconseqiénciaque ela seja a

consequéncia dmndamentale seu fundamento, sem alterar o conceito.
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Se nds adotamos 0 ponto-de-vista usual, devemes-dizontra o que dissemos em §
206 — que a mesma consequéncia tem varios fundasadPdrque poderiamos dizer agora
ndo somente o que é realmente o seu fundamento,tana®m o fundamento deste
fundamento, etc., como senfiendamentodela. E assim o mesnefeito deveria ter nao
somentecausas parciaismas variascausas completagambém. Porque, supondo que as
varias realidades a, b, c,... juntas contém a ceoswleta das realidades m, no, o,... € que
elas contém a realidade completa de r. Entdo aafuedto completo da verdadesxiste e o
fundamento completo destas verdades nas verdadeist@, b existe, ¢ existe, .... Agora, se 0
fundamento de um fundamento é também o fundamemtsuds consequiéncias, entdo o
fundamento completo da verdade, r existe, tambérpaseia no conjunto de verdades, a
existe, b existe, c existe, ... Consequentementgjsééncia das coisas a, b, c, ja inclui uma
causa completa da existéncia da coisssim, nds temos uma causa completa tato em
m, n, 0,... quanto em a, b, c,.... Entdo, um meshbjeto tem mais de uma causa completa de
sua existéncia. Deveriamos, definitivamente, acssa? Nao deveriamos entdo nos justificar
em dizer quevarias causas (pressupondo que elas ndo Sao causasispamas causas

completas) devem também produzir vaeésito®

5.10 8221 “Alguns Sinais Que Indicam Se Certas Veades Estdo Na Relagcdo De Uma
Dependéncia Uma Com Outra”

Nada seria mais desejavel para a logica do queestificacdo de alguns sinais
universais que indicam se certas verdades dadas eatrelacdo dabfolge ou pelo menos
de uma dedutibilidade, ou ndo. Ou seja, se temesqgusiderar uma destas verdades como
fundamento, ou fundamento parcial, das outrasetmenos como uma verdade auxiliar ou

nao. Mas, sobre este assunto, nao sei dizer masalalgumas conjecturas.

(1) Em primeiro lugar, me parece que a distingdo fetgparagrafo 133 entre proposicdes
conceituais e proposicdes empiricas poderia séradpl aqui. Verdades conceituais que sé
contém conceitos puros parecem ter a caracterigtieadependem sempre de verdades
puramente conceituais, e nunca de proposicoes iea®iE verdade que verdades empiricas,

ou seja, experiéncias, muitas vezes poderiam e&r fidra o reconhecimento de uma verdade
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conceitual, mas o fundamento objetivo de uma verdkedte tipo pode nunca ser encontrado

neles, mas sempre numa outra verdade conceitealste um fundamento.

(2) Também acredito que cada verdade conceitual daugquealoutra € dependente nunca
poderia ser mais complexa do que outra, mesmo @oessja simples. As proposicoes
constituindo o fundamento objetivo de uma verdadena verdade conceitual. Nunca podem
ter mais partes simples do que estas verdadegxBomplo, nunca permitir-me-ia reconhecer
uma relagéo dAbfolgeno silogismo comum

Oquetematemb
O que tem b tem c, entéo,
O que tem a tem c,

se 0 conceito a é mais composto do que b, ou beoaiposto do que c, porgue no
primeiro caso seria a segunda premissa mais coapéexo segundo a primeira premissa
mais composta do que a consequéncia. Mas em gers#le quero esta afirmagao aplicada
também nas proposicBes empiricas, porque eu obs&tas casos que contradizem esta
afirmacado. Porque quando J é uma idéia simplesguefere s6 a um Unico objeto existente,
ou seja, se J é uma intuicdo, entdo, sem duvidamalg existe um conjunto infinito de
verdades que tem essa idéia J como seu fundamemiaseu predicado, alguma caracteristica
desse objeto. Por exemplo, se J desigha um gritoegauto, a verdade que esse grito me
obriga a olhar é qual pessoa em perigo deu es$te Briessa verdade tem seu fundamento em
outras verdades; por exemplo, que esse grito temmsgmelhanca com um grito de socorro.
Mas é facil entender que num caso desses o fundarmempleto de uma verdade como J é B
nunca pode ser encontrado numa verdade particaldordha J é A, mas sempre somente
numa combinagdo dessa com uma outra da forma ‘Aaglaim B”. A proposicdo J € B é
sempre um pouco mais simples do que A é B, mesmoiditia a — ou seja, ao abstracto que
pertence ao concreto A.

(3) Se aceitarmos as afirmacdes (1) e (2), e tambéuopasgdo do paragrafo 78, que
existe somente um conjunto finito de conceitos EB)Entéo seria facil provar a respeito das
proposi¢cdes conceituais a afirmacdo do paragrafd, 2jue existem verdades sem
fundamentos. Se o conjunto de todos os concesasmes e finito, entdo o conjunto de todas
as verdades conceituais que ndo superam um cextodgr complexidade, que por exemplo
nao conte mais do que M partes, seria finito. Ageeaalguém quisesse afirmar que cada

verdade conceitual tem seu fundamento, entdo estoa deveria também afirmar que toda
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verdade, como por exemplo, M, se baseia num canjuriinito de verdades auxiliares,
porque se cada justificacdo exige mais uma juatfio, e assim até o infinito, entdo o
conjunto das proposicdes das quais esta verda@adegeria infinito. Mas, se estas verdades
auxiliares séo todas proposicdes conceituais, esddanais compostas do que a verdade de
gue falamos, entdo isso contradiz o que foi ditcta&, seria resolvido que pelo menos no
campo das verdades conceituais existemlades genuinamente fundament&s o leitor
aceita tudo isso, entdo eu vou arriscar aindarenarfio seguinte: se ndés pensamos todas as
verdades conceituais cuja complexidade nao sumpereetto limite (por exemplo, 100 partes)
juntos num Unico conceito, entao resulta do quéifoiacima que uma verdade que pertence
a este conjunto que nao é ela mesma uma verdaite basontra seu fundamento completo
neste conjunto de verdades, e ndo somente seunfentta aproximado, mas todos os seus
fundamentos remotos, indo até aos fundamentosastiope ndo tém fundamento posterior
algum. Nés também ja sabemos que existem verdadBs@,... que sdo completamente sem
fundamento; provavelmente h& outras verdades DF,E, que tém um fundamento,
certamente, mas nado tém nenhuma relacacAbleitbarkeit (derivabilidade) com este
fundamento (8200). Todas as outras verdades M, ZNque pertencem a este conjunto, por
fim, parecem como consequUéncias que sao ao mesnpo &bleitbar (derivaveis) de seus
fundamentos. Obviamente, se tentdssemos mudareanaddstas verdades arbitrariamente,
seria algo muito facil agrupa-las numa maneira qssumindo uma parte delas como
premissas, todas as outras podenAsdeitbar (derivadas) dela. E agora eu afirmo o seguinte:
se obedecermos a regra de nuAibeitbar (derivar) uma verdade mais simples de premissas
que por si ja sdo mais complexas do que ela, ent@dmero preciso de proposi¢cdes que
devemos assumir (ou seja, sem ter derivado prinedaode outras) sempre sera maior do que
Nno caso em que nGs agrupamos as proposicdes dio amn sua conexdo objetiva. Entdo a
relacdo deAbfolge (fundamento e conseqiéncia) tem, de acordo commeoeqg penso, uma
caracteristica que, de um namero minimo de presjissa nimero maior de consequéncias
gue ndo sdo mais simples do que suas premissdistifiguida pelo fato de que ela provém
para 0 maior namero de conclusdesmdenornimero de premissas, dado somente que as

conclusdes ndo sdo mais simples que suas prerhissas.

(4) Uma outra caracteristica propria desta relacdor@eger que as verdades A, B, C,

D,... que formam o fundamento de uma verdade Mseétre as mais simples dentre todas
aguelas que sao equivalentes a elas quando cadadandividualmente. E que também cada
verdade gque fosse considerada como uma conseqisxciseerdades A, B, C,... seria sempre
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a mais simples das suas premissas equivalentesl@@uas individualmente. Por isso, todas
as verdades equivalentes a M, e que sdo mesmo assBncompostas sdé poderiam ser

consequéncias dela.

(5) Em geral, me parece que as verdades A, B, C,e.faqqumam o fundamento de uma
verdade M, que é ao mesmo tempo derivavel delas, skampre ser o conjunto mais simples
de verdades das quais M pode ser derivada, semprsegsuponha que as mesmas idéias sao
vistas como variaveis e que nenhuma das premisdasnmis complexas do que a

consequéncia.

(6) E ndo somente devem as proposi¢des A, B, C, .assenais simples das quaisé
Ableitbar derivavel, elas devem também serem as gaais Entdo, por exemplo, eu ndo
considero de forma alguma a proposi¢cao, Caius tamgagdes com Deus, uma consequéncia
das duas proposi¢des, Caius é um homem e Todo haemerobrigagdes com Deus. Pois
estas duas proposicdes ndo sao as mais geraisalagagrimeira pode ser derivada, pois ndo
somente homens, mas todo ser racional e finitodiengacdes para Deus. Entdo eu acredito
gue poOsSSO assumir com certeza que existe uma oelded Abfolge fundamento e
consequéncia no tipo de argumento em (2) soment seC sdao Wechseilvorstellungen
[idéias equivalentes]Neste caso, as duas proposi¢cBes, Todo A € B, Bdb C, séo

certamente as proposi¢cdes mais gerais das quaixchisdo, Todo A € C, é derivavel

(7) Se a proposicdo M tem a relacdo de derivabilidadsa (8 155 no (26)) com as
proposicdes A, B, C, ..., com relagdo as idéiass(etlungen) i, j,...; € se além disso estas
proposicdes A, B, C,... e M sdo as mais simplesréeuas equivalentes e nenhum membro
de A, B, C,... é mais complexo do que M; entdo pmdemos bem suspeitar de ddeem
uma relacdo genuina defolgepara com A, B, C,..., e uma (relacdo, NdT) tal gempre
gue as idéias sao substituidas por i, j, ... goesp@nente tornam A, B, C,... verdadeiras, mas
também livres de redundancia, a verdade M deveister como uma conseqiéncia genuina
das verdades A, B, C,... . Entdo eu nédo fagco neahniojecdo a considerar a relacdo das

proposicoes:

Todo AéB
TodoBéC

Todo A tanto B quanto C
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Como uma relagdo debfolgefundamento e consequiéncia, porque ndo somenéeaeldtima
proposicaoAbfolge derivavel das duas primeiras, mas que elas sabétarmhbleitbar
derivaveis dela e ainda mais, sao tao simples quaqte foi dito exige.

Nota: Algumas das coisas que eu tinha apresentado nasigrafo serd aceito por todos.
Porgue se for dito que uma verdadpriori ndo pode ser demonstrada pela experiéncia, o que
isso significa é quase o0 mesmo que de dizer quendamento objetivo de uma verdade
conceitual pura ndo pode ser situado em verdadesqiével. E se esta dito que uma palestra
é verdadeiramente apresentacao cientifica procedeml para o particular, do mais simples
para 0 mais composto, entdo isso deveria ser ungegiéncia do fato de que a gente pensa
gue as verdades mais gerais e mais simples contEBmdamento das particulares e mais
compostas. Aqui, pode ser o lugar mais aproprisata pu confessar ao meu leitor que as
vezes tenho duvidas sobre o conceito de relac@dfidgefundamento e consequéncia,... que
eu afirmei ser simples no debate anterior e quen@der mais composto, e ao final talvez
nao seja outra do que a idéia de uma ordem entdades duma maneira que do menor
namero de premissas simples pode ser deduzido @ mamero de verdades como meras

consequéncias.

5.11 8525 “Esclarecimentos sobre o fundamento objed de uma verdade”

N&o é raro que possamos provar que uma coisa éimbtacao do fundamento
(causa) porque (ou pela qual) ela é. Sendo a r#&Elicao fundamento objetivo uma coisa
muito util, nés temos que nos esforcar por faz@dhindicacdo) nos nossos livros didaticos.
Por isso, sem duvida alguma, se uma prova congbggiezir a verdade a ser provada de seu
fundamento objetivo, deveria-se considerar tabfe@mo uma virtude de tal prova. Provas
desse género poderiamos chama-las convic¢oesrthey)l em oposicdo a outras que sé tém
a meta de convencer (ou dar certeza), e que ndésmusdchamagewissmachungerEm
algumas ciéncias, particularmente naquelas purameamceituais e na doutrina da moral,
quase toda proposicdo pode ser provada a baseslefusdamentos objetivos. Quase todas as
provas nessas ciéncias deveriam ser por issoigagfies genuinas. Em outras ciéncias,

especialmente naquelas empiricas, como na QuimacBarmacéutica, Historiografica, etc. é
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raramente possivel deduzir a prova de uma verdaglgaa de seu fundamento objetivo, pois
este fundamento € desconhecido ou incompletamembecido. Podemos, por exemplo,
provar o assassinato de uma pessoa por uma oaramente pelo fato de que eles foram
inimigos um do outro, que a pessoa tenha ameacadwmadte a outra, que ela tinha até
adquirido uma espingarda, etc.; mas, todos esses, f@nto com outros fundamentos do
nosso conhecimento (por exemplo, um testemunhogmadimentar a probabilidade de que

essa pessoa realmente tenha assassinado a outra.

Anotacdes: Posto que a gente até agora nem semfinguiu o fundamento objetivo de uma
verdade dos meios subjetivos de conhecimento sagusbviamente, que também esses dois
tipos de provas — ou seja, as do tipo fundamengiséa do tipo certificadora — ndo foram
sempre distinguidas com precisdo. Aristotefasalytica posterioral | c2 et 13) e também
0s escolasticos dividiram as provas em provas quaastram que alguma coisa é (hoti) e
outras que também explicam por qué a coisiiagli) e afirmavam com um pouco de exagero

gue s6 os ultimog{oti) produzem conhecimento genuino (ou verdadeiro).

Mas os logicos dos tempos novos parecem ndo pragtacdo a esta distincdo. Crusius
deveria ser este logico que d& ainda mais precisdta distincdo; ele chama provas que
também mostram por qué alguma coisa € verdadeirales a priori; e todo o resto de
provasa posteriorj e adicionando a observagéo correta de que a mparte das provas da
geometria até agora sao meras praassteriori Fries tem a opinido de que todas as provas
do primeiro tipo, porque deduzem o particular doalgenostram o fundamento real de uma
verdade, ou seja, sdo do tigmti, enquanto provas do segundo tipo se referem sena@st
fundamentos do entendimento que ndo sdo fundameljesvos ou reais e por isso s6
indicam ooti. Uma opiniao semelhante ensina o senhor Calker,pgopde as denotacdes
(nomes) provas explicativas e provas que apenaganasO Duque de Tracy, ao contrario,
acredita o inverso (oposto): que uma proposicaal gemca pode ser a causa real da verdade
de uma proposicdo particular'yne proposition générale ne peut jamais étredase réelle

de la verité d’'une proposition particuliereO leitor sabe por causa do paragrafo 221 do
Wissenchaftslehrgue eu ndo concordo completamente com nenhumasdesas opinides.
Jakod disse que todas as provas diretas sdo paraggies dos fundamentos. Mas por que por
fundamentos nés entendemos ndo s6 os fundamentussdo entendimento (insight) (pois as
provas indiretas também possuem esses fundamemiids) o Sr. Jakod acreditava que todas
as provas diretas séo dioti. O professor Krug diad provas em diretas — que mostram a
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coisa a ser provada através dos préprios fundameleia — e provas indiretas — que mostram
o verdadeiro através da falsidade do oposto. ®&nhold tem quase a mesma opinido. Eu,
no entanto, acredito que se nds queremos chames &sdprovas que ndo mostram a verdade
da proposicéo da falsidade do oposto de ‘provadadi, ndo se pode concluir que todas as
provas diretas mostram o fundamento objetivo dalag a ser provada. Por exemplo, a
prova da 12 proposicao de Euclides que trata dsilplodade da construgcéo de um triangulo

equilatero ndo é apagogico (ou seja, ndao é umaaprmireta. NdT) mas é direta. Mesmo

assim ela (a prova) nos da o fundamento da veraaee provada? E um triangulo equilatero

s6 possivel porque esses dois circulos se intemm@pOu ndo seria 0 caso contrario, que 0s
circulos se interceptam porque o triangulo eqiitaéxiste? Assim, o qué eu poderia dizer de

muitas outras provas, por exemplo, as dos emp#icos
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Conclusao:

A obra de Bolzano, e particularmente seu artRmva puramente analitica,..
significaram um marco na matematica pura porquecapam no centro a idéia de que mesmo
as questdes intuitivas ou subjetivamente Obviagrilem ser demonstradas em termos de

conceitos que nao envolviam intuigdes.

Quando Bolzano escreveu Brova puramente analitica,..ainda exercia muita
influéncia a concepcdo de matemética de Descdttesal e Kant, para os quais demonstrar
era reduzir a principios Obvios. Matematicos dendgacalibre, como Euler, ao ndo se
preocuparem com os fundamentos, chegaram a ressilmhtraditorios, embora tenham

exercido um papel importante na expansao da matemat

A grande mudanca ocorrida na matematica pura telacd® direta com as
necessidades de comunicagdo e de ensino, que apde&xada vez mais no seéculo XIX.
Matematicos como Bolzano, Riemman e, mais tarddekiad e outros, perceberam que nao
€ possivel comunicar intuicdes, e que para comurésaidéias matematicas para 0s
estudantes é necessario que as provas matematim@sarn um papel de mostrar a ordem

objetiva dos conceitos.

Concluimos que a exigéncia de provas rigorosaengaato com a matematica pura
como nds a conhecemos hoje. E a propria matengtieasurgiu das necessidades de ensino,

conforme atesta Dedekind:

Minha atencéo foi pela primeira vez dirigida a ¢cdesacbes que formam o objeto deste
texto (Ensaios sobre a teoria dos nimeros) no ouenl858. Como professor na Escola
Politécnica de Zurigue eu me encontrei pela primeiez obrigado a leitura sobre os
elementos do calculo diferencial e me senti madatei do que nunca antes da falta de uma
fundamentacdo realmente cientifica para a ariteméfiiscutindo a nocdo da aproximagao
de uma magnitude variavel a um valor limite fixcesgpecialmente provando o teorema de
que toda magnitude que cresce continuamente, ntaalé de determinado limite, deve
certamente aproximar de um valor limite, eu semjmea que recorrer a evidéncias
geomeétricas. Mesmo agora tal recurso a intuicdoanprimeira apresentacdo do célculo
diferencial, eu vejo como muito Util, do ponto dsta didatico, e certamente indispenséavel,
se ndo queremos perder muito tempo. Mas que estaa fde introdugdo no calculo
diferencial ndo pode ser chamada de cientificgudm negara (1901, p.1).
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Assim, as provas rigorosas nao foram resultadaweapricho ou invengao de alguns
matematicos; nem uma forma particular de conceleinterpretar a matematica, como
alguns autores da educacdo matemdatica, como Hparecem acreditar. E a Reforma da
Matematica Moderna foi uma tentativa de levar pasaescolas caracteristicas que eram
proprias da matematica pura desde seu surgimergéaudo XIX. Nao foi, portanto, a criacao
de uma nova matematica, uma nova concepc¢ao deoensim uma transposicao artificial de
conceitos que ndo fazem parte da matematica &caaditamos que Hanna e outros autores
fizeram propostas para a educacdo matematica datadas da histéria e da filosofia da

matematica.

Rigor e abstragdo vieram junto com a aritmetizaggdaritmetizacdo € a propria
esséncia da matematica pura, pois representouaadié@ue as verdades geomeétricas seriam
partes aplicadas ou subordinadas da matematicgRBtap. 170 (prefacio)).

O desenvolvimento da matematica pode ser visto aomesultado de uma complexa
relacdo entre intuicdo e conceito, e como um esfqqr evitar o uso de intuicbes ao
formalizar um conceito, na qual o simbolo desemaanin papel importante e em que 0s
axiomas sao aceitos de forma que permitam a c@astride novos conceitos e 0

desenvolvimento da matematica.

Aprendemos com Kant que todo conhecimento é rekultee uma relacdo entre o
sujeito e 0 objeto da cognicdo. Nao é adequado pamamtematica pura de hoje que as
definicbes contrariem nossas intuicoes, e mesmaralg definicbes formais se fundamentam
na intuicdo. Uma definicdo é considerada uatil démade ndo contrariar nossa intuicao
(chamando intuicdo aqui ndo somente percepcadoveensias relacdo com as representacdes
— simbolos e abstracdes), ela for pratica o sufieipara podermos utilizar seus conceitos

sem que precisemos recorrer sempre a nossa intuicdo

No entanto, a intuicdo ndo é uma camisa-de-forgamatematica tentou ser fiel a ela
até que essa fidelidade resultou em contradicOes auiras verdades aceitas. Quando ndo
estamos lidando com infinitos, infinitésimos, e dimedes maiores do que 3, freqlientemente
nossa intuicdo é plenamente confirmada. Além dissmo ja afirmamos no capitulo 2, a
matematica ndo tem significados definitivos, e sguwolos e significados sdo processos,
ndo cabendo portanto um questionamento causal el@asndtracbes matematicas, pois a
justificativa das mesmas muitas vezes se encontrapessiveis novas aplicacdes ou
generalizacles, e as premissas sdo escolhidagrda fpe confirme até onde for possivel
nossa intuicéo e sirva como instrumento para ndeasobertas.
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Mas também aprendemos que a insisténcia de Bolmmoprovas que nao
utilizassem a intuicdo e as noc¢des que para Kalot $er humano teria de forma inata — as
nocdes de espaco e tempo — foi 0 que permitiu endedvimento da matematica pura e sua
fundamentacado. A aritmetizacdo diz respeito a ag&tr. Lidar com objetos que ndo existem
no mundo fisico, psiquico e nem mesmo tém a pdidsidé de existir em lugar algum, é
algo impossivel de se fazer sem abstrair. E a @gube de abstracdo e generalizacéo,
ligadas a capacidade de relacionar diferentes ratnosonhecimento, é talvez o maior
legado que a matematica tem, e aquilo de que aascduteas da ciéncia, e a filosofia, mais

emprestam da matematica.

Embora nossa percepcdo do mundo (do espaco e go,.temas também de nocdes
percebidas por nossos outros 3 sentidos) sejancantfoi a conceitualizacdo do continuo em
termos discretos que possibilitou o pensamentocioglal caracteristico da Matematica
Moderna, e a capacidade da ciéncia moderna de reediever. Bolzano construiu uma
demonstracdo do Teorema do Valor Intermediario ypeowo ndo recorrer as nogdes de
espaco e tempo por acreditar que significados &§Eims, e que temos que descobrir e
descrever estes significados objetivos. Mas Bolzamibém acreditou que a conexdo entre 0s
objetos ou fatos e as descricGes matematicas emgate caracteres aritméticos seria natural
e Obvia, e ndo escolhida ou construida, como éoanai mateméatica pura moderna. Além
disso, Bolzano ndo compreendeu — como Kant o fex papel da experiéncia para a

comunicacao.

Concordo com Kant em que a relacdo entre intuicémneeito deve ser concebida de
forma complementar, mas a crenca kantiana em guatamatica seria sintética a priori
mostrou-se exagerada, e a abordagem que Bolzan@ deatematica foi importante para
corrigir os erros de fundamento de sua época, alogadagem kantiana nao resolvia nem

apontava caminhos férteis.

No entanto, tratar a ciéncia, a teoria e a matem&tbmo realidades, como o fez
Bolzano, ndo me parece que tenha sido mostradohéria completamente equivocado.
Me parece que, uma vez que tenhamos assumido deddon principios e axiomas, devemos
trata-los como tendo realidade, mesmo sendo untidaéa interna ao modelo caracterizado
por esses axiomas. Desse ponto de vista, a busoeddm objetiva foi importante para o
desenvolvimento da matemética, e é por isso quaET@tica passou a ser uma no¢ao muito
aceita na filosofia analitica, surgida com muitos grincipios elaborados por Bolzano. No

entanto, me parece que a abordagem genética &eitldgmt — ou seja, a abordagem que leva
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em conta aspectos da evolugdo, e, portanto, aihigt@ cultura — é muito importante para
explicar grande parte do desenvolvimento da maiead seria muito Util que historiadores

da matematica e matematicos compreendessem issoapandonarem a nocdo de que a
histéria é feita apenas por personalidades geniais.

Se Kant enfatizou que ndés sO temos conhecimento cd&as por meio de
representacdes que nds fazemos delas a partirsga estrutura interna, Bolzano colocou a
necessidade de fazer representacdes que se aggquassaximo possivel com o que ele
acreditava ser a ordem objetiva das coisas, e aor@acao do papel do conceito e da
analiticidade — trazida com a criagcdo da matemdtica — deu um importante papel para a

nocao kantiana de relacéo.

Desse ponto-de-vista, Kant e Bolzano, e portantist&pologia e Semantica, séo
complementares, como vimos em Lalande (1999, p, &8 como intuicdo e conceito.

A propria fundamentacdo que Bolzano pretendeu fagiea em aberto a possibilidade
de haver diferentes formas de representar um dongmis conceituar na linguagem coloca
diretamente a quest&o: como faze-lo? E naturalsguprocure conceituar da forma mais
conveniente possivel para o uso que fazermos dmeitone, portanto, ha uma subjetividade
na escolha dos conceitos iniciais (RUSNOCK, 1997).

Ou seja: com a abordagem semantica, a énfase il deaconhecimento passou a ser
dada na compreensdo dos fundamentos da propriamatade e da natureza do saber
cientifico — bem como na comunicacao destes sahkeffes essa énfase na comunicacdo que
fez com que a matematica e a ciéncia passassem assamtos didaticos, enquanto 0s
epistemollogos ndo se preocuparam com a comunic&gia. se comunicar, € necessario
generalizar e universalizar, e uma das principaisateristicas da matematica de hoje é
exatamente sua capacidade de universalizacdo eatiz@gfo, em que a intuicdo geométrica

nao pode ocupar o papel central por dizer respaitiojetos particulares.

Afinal, o pensamento matematico abre novos campoa explicar a relacdo entre
nossa experiéncia interna e os objetos de nossagcéog exatamente por essa capacidade de
generalizar e abstrair sem negar as particularglaids objetos aos quais nos referimos

teoricamente.

Bolzano pareceu contribuir para duas tradicoesinthst ao atribuir significados

definitivos na linguagem: uma delas é a chamadmdtsta, tradicdo cuja énfase era a
linguagem e a aplicacdo, sem a preocupacdo comtelmm, representada principalmente por
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Hilbert, Dedekind e Peano; e outra que buscavdtag®s definitivos e desvinculados das

aplicacdes, como foi o caso de Frege, Russell,apagrQuine.

Por fim, algumas questdes que gostariamos de deimaaberto, e que nos parecem
importantes como objeto de andlise e estudos [m&®r como analisar o legado de Kant
para a filosofia em geral, e para as ciéncias exata particular? Afirmamos em 3.2 que
muitas das afirmacdes que Kant fez sobre a mateamddio ajudavam a resolver as crises de
fundamento que ela enfrentava. Como é possivelKarg seja tdo aceito e tenha tanta
influéncia sobre a filosofia posterior a ele, easjo criticado na matematica e na filosofia

analitica?

E o legado de Bolzano? Como compreender que eltasga a esclarecer tanto os
fundamentos da matemética, e tenha contribuidm tpata a fundamentacdo da mesma,
apesar de acreditar em noc¢fes tao pouco aceitésngmoraneamente, tanto na matematica
guanto na filosofia, como a de “verdades em sifpfyosicdes em si”, “idéias em si”?

Por fim, acredito que esta dissertacdo possibdpantar para duas perspectivas
diferentes e complementares para estudos posteradeaim lado, o inicio do estudo no Brasil
das obras de Bolzano, bem como da traducéo debsagyara o portugués; e a continuidade
da reflexdo com base em estudos histéricos e fitwsd sobre a relacdo entre intuicdo e

conceito.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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