
Propriedades anaĺıticas de funções de vértices
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Resumo

Em tratamentos não perturbativos da Cromodinâmica Quântica, os vér-

tices da teoria precisam ser constrúıdos de forma a respeitar as diversas sime-

trias esperadas para a teoria. Isto foi feito em 1980, por Ball e Chiu, con-

siderando as propriedades anaĺıticas destes vértices no espaço de Minkowsky.

Este trabalho apresenta o estudo da construção de um vértice não local

para uma teoria de gauge escalar no espaço euclidiano. A forma anaĺıtica mais

geral de um vértice não local será constrúıda com as mesmas caracteŕısticas

do vértice de Ball e Chiu. Assim, a função de vértice será guiada de forma

a satisfazer simetrias coma a de Lorentz, a invariância à transformação de

gauge e quiral, expressas pelas identidades de Ward e Green, ausência de

singularidades e invariância à troca dos momentos externos dos férmions.

A estrutura da função de vértice não local no espaço euclidiano em com-

paração com a estrutura da função de vértice de Ball e Chiu no espaço de

Minkowsky apresenta vantagens técnicas no cálculo de amplitudes de tran-

sição dos modelos da QCD.

Como aplicação iremos utilizar o vértice não local na determinação do

fator de forma eletromagnético do ṕıon. O mesmo será calculado no mo-

delo de dominância do méson vetorial e vamos compará-lo com resultados

experimentais.
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Abstract

In non perturbative treatments of Quantum Cromodynamics the vertexes

of the theory need to be built in such a way to respect the symmetries for the

theory. It was done in 1980 by Ball and Chiu by considering the analytical

properties of these vertexes in Minkowsky’s space.

In this work we obtain a non-local vectorial vertex for a scalar gauge the-

ory in Euclidian space. The more general analytical form for the non-local

vertex function, sharing the same characteristics of Ball and Chiu vertex,

will be constructed. Like this one, its construction will be guided by sym-

metries relations, as Lorentz, gauge and quiral invariânces (expressed Ward

and Green identities), absence of singularities and invariânce under external

momenta interchange.

In comparison with the Ball and Chiu vertex function, the non-local

vertex function in Euclidian space presents some technical advantages on the

computation of transition amplitudes in QCD models.

As an application, we will use this non-local vertex in the determination

of the electromagnetic form factor of the ṕıon in the Vector Meson Dominance

Model. The results will be compared with experimental data.
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4 Função de vértice não local 58

4.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
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3.9 Correção para o vértice que envolve 2 part́ıculas escalares e

uma vetorial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3.10 Correção para o propagador vetorial . . . . . . . . . . . . . . . 39

3.11 Nova regra de Feynman para o propagador vetorial . . . . . . 44

3.12 Correção para o propagador vetorial . . . . . . . . . . . . . . . 44
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Caṕıtulo 1

Introdução

Uma descrição quantitativa dinâmica de um dado fenômeno natural en-

volve a determinação das interações entre as diversas quantidades f́ısicas uti-

lizadas na descrição do modelo para o fenômeno estudado.

Enquanto do ponto de vista de um modelo microscópico que envolva os

componentes f́ısicos mais básicos existentes na descrição de um dado fenô-

meno as interações devem ser locais (ou seja, o valor de uma dada quantidade

f́ısica medida em um determinada posição espacial depende apenas da infor-

mação contida em uma determinada vizinhança próxima desta posição), em

modelos efetivos, nos quais os fenômenos são escritos por quantidades que

podem ser consideradas ’macroscópicas’ em uma dada escala, as interações

são certamente não locais, ou seja, interações que não podem ser descritas

apenas pelo conhecimento do valor de uma ou mais quantidades f́ısicas e de

um número finito de suas derivadas parciais espaciais em apenas um único

ponto do espaço.

Um exemplo bem claro desta situação ocorre no estudo de uma das in-

terações fundamentais da natureza, a interação forte. Enquanto a teoria que

descreve as interações entre os constituintes da matéria nuclear (os quarks) e

os mediadores responsáveis pela interação forte (os glúons), chamada cromo-

dinâmica quântica-QCD [3], [26], [35], deve, em prinćıpio, ser bem descrita

por interações locais, os modelos ’macroscópicos’ da QCD (modelos efetivos

que não consideram todas as quantidades f́ısicas conhecidas relacionadas ao

fenômeno) são melhor descritos por interações não locais.

É sabido, por exemplo, que nenhum modelo efetivo quiral para a QCD

com interações locais pode satisfazer à condição exata conhecida como 2a re-
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gra de soma de Weinberg [44], que pode ser satisfeita, entretanto, em modelos

efetivos não-locais [12]

A forma espećıfica dos vértices em uma teoria de campos não local está

em geral, delimitada por uma série de relações de simetria que se deseja, ou se

espera, que a teoria satisfaça. O exemplo mais significativo corresponde aos

modelos quirais de quarks não locais para a QCD, onde os vértices vetorial e

axial devem satisfazer uma série de simetrias como a de Lorentz, a invariância

à transformação de gauge e quiral, expressas pelas Identidades de Ward e de

Green, a ausência de singularidades, a invariância à troca dos momentos

externos dos férmions, entre outras.

A forma anaĺıtica mais geral exibida por estes vértices na QCD foi es-

tabelecida a vários anos [6], e explorada em diversos trabalhos envolvendo

modelos quirais para a QCD [2, 5, 21, 22, 24, 28]. Uma das variações parti-

culares mais empregadas foi apresentada no trabalho de Pagels e Stokar [34],

e algumas outras generalizações para o vértice axial foram desenvolvidas na

referência [36]. Uma caracteŕıstica comum destes trabalhos é a construção de

vértices não locais no espaço de Minkowsky. Como consequência, a estrutura

dos vértices torna-se mais complexa, uma vez que, no espaço de Minkowski,

existem um número maior de singularidades a serem subtráıdas do vértice

não local do que se este fosse constrúıdo no espaço euclidiano. Isto pode

ser facilmente percebido se consideramos a presença de um simples termo q2

no denominador de uma função de vértice: no espaço de Minkowsky, existe

todo um ramo dado por q2 = | −→q |2 que corresponderia a singularidades no

vértice, enquanto no espaço euclidiano o mesmo termo corresponderia a uma

singularidade isolada q2
4 + | −→q |2 = 0, ou seja, q2

4 = 0 e | −→q |2 = 0.

Motivados pelo fato que, em termos práticos, quase todos os cálculos de

correções quânticas em modelos não locais são realizados no espaço Euclidi-

ano (através de uma rotação de Wick das integrais de Feynman constrúıdas

no espaço de Minkowsky), propomos, neste trabalho, a construção de um

vértice não local para uma teoria de gauge no espaço euclidiano. As mes-

mas exigências consideradas no trabalho de Ball e Chiu [6]serão utilizadas,

exceto que a analiticidade do vértice poderá ser obtida através da subtração

do único pólo existente no espaço euclidiano. Neste trabalho, iremos nos

restringir à determinação do vértice vetorial-escalar-escalar (QED escalar).

A extensão das idéias aqui apresentadas para a construção de vértices com
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caráter espinorial é direta.

Como aplicação, iremos utilizar o vértice constrúıdo na determinação do

fator de forma eletromagnético do ṕıon. Dentro do modelo de dominância

dos mésons vetoriais (VMD) [42] a interação eletromagnética entre os mé-

sons escalares/pseudo-escalares pode ser descrita utilizando a presença dos

mésons vetoriais, que, se fossem não massivos, sendo bósons de spin 1, seriam

degenerados com os fótons. Assim, a corrente eletromagnética corresponde-

ria à uma mistura da corrente eletromagnética padrão com a corrente de

mésons vetoriais. Como consequência, o fator de forma eletromagnético dos

mésons pseudo-escalares (como o ṕıon) pode ser descrito em função do fator

de forma da desintegração hadrônica méson vetorial (ρ) em dois ṕıons [18].

Este acoplamento rho-ṕıon-ṕıon é descrito em lagrangeanas mesônicas efeti-

vas da QCD [11] e [19] por termos de mesma estrutura da QED escalar, para a

qual desenvolvemos o vértice não local. Com base na expressão desenvolvida

para este vértice, iremos determinar a forma mı́nima para o mesmo (menor

número de parâmetros) que permita satisfazer às condições de normalização

dos fatores de forma hadrônico (rho-ṕıon-ṕıon) e eletromagnético do ṕıon, e

a partir do resultado obtido compará-los com os resultados experimentais e

previstos por outros modelos para o raio eletromagnético do ṕıon e para o

fator de forma eletromagnético do ṕıon.

Este trabalho está organizado da seguinte maneira: no caṕıtulo 2, apre-

sentamos um breve resumo sobre a teoria das interações fortes, a Cromodinâ-

mica Quântica (QCD). No caṕıtulo 3 vamos mostrar brevemente as técnicas

e procedimentos de renormalização da QED escalar, além das técnicas para

construção de amplitudes de probabilidades utilizando as regras de Feyn-

man. Este material será importante e mais tarde será utilizado no caṕıtulo

de cálculos numéricos. No caṕıtulo 4 construiremos o vértice de Ball e Chiu

e em seguida construiremos um vértice não singular no espaço euclidiano.

Finalmente, no caṕıtulo 5, apresentaremos os cálculos númericos onde ve-

rificaremos que o vértice não singular pode ser usado em um cálculo não

perturbativo, para fornecer resultados interessantes para o fator de forma

eletromagnético do ṕıon no contexto do modelo de dominância dos mésons

vetoriais (VMD). No caṕıtulo 6 apresentamos as conclusões.



Caṕıtulo 2

Cromodinâmica Quântica

Neste caṕıtulo iremos apresentar ingredientes necessários para construir

um modelo reaĺıstico das interações fortes, sendo que estas obedecem aos

prinćıpios de uma Teoria Quântica de Campos (TQC) relativ́ıstica, com uma

invariância de gauge SU(3). Tal teoria é conhecida como Cromodinâmica

Quântica (QCD).

A QCD há alguns anos vem sendo aceita como a Teoria padrão das

interações fortes, as quais atuam nos quarks, os constituintes dos prótons,

nêutrons e outras part́ıculas subnucleares.

2.1 Do modelo de quarks à QCD

Para descrever teoricamente interações fortes, é necessário fazer uma

identificação dos férmions elementares que formam o próton e outros há-

drons. Em 1963, Gell-Mann e Zweig propuseram um modelo que explicasse

o espectro de part́ıculas interagindo fortemente em termos dos constituintes

elementares: os quarks. Este modelo é chamado Modelo de Quarks, baseado

no grupo de simetria SU(3).

Segundo o modelo de quarks, a maior parte da matéria que vemos em

nossa volta é feita de prótons e nêutrons, (compostos de quarks), que são

denominados hádrons e subdividem-se em 2 classes, os mésons e os bárions:

1a) Os mésons são estados ligados de um par quark-antiquark , por exem-

plo, o méson π+ contém um quark up e um anti-quark down, | π+〉 =| ud〉.
De fato, os méson mais leves têm os números quânticos corretos de forma
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a justificar tal interpretação, eles são estados de spin 0 e spin 1, com pari-

dade ı́mpar, justamente como encontramos para estados ligados de férmion-

antiférmion com orbital zero.

2a) Os bárions são estados ligados de três quarks (e todos os antibárions

compostos por três antiquarks), por exemplo, o próton é feito de dois quarks

up e um quark down, | p〉 =| uud〉.
Para explicar a carga elétrica e outros números quânticos de hádrons,

Gell-Mann e Zweig precisaram assumir 3 espécies de quarks:

1. up (u)

2. dow (d)

3. strange (s)

Com o tempo, outros hádrons foram descobertos, dessa forma, foi necessário

postular a existência de mais 3 espécies de quarks:

1. charm (c)

2. botton (b)

3. top (t)

Para construir bárions com carga elétrica inteira, os quarks precisavam

assumir carga elétrica +2/3 para os quarks up, charm, top e −1/3 para os

quarks dow, strange, botton. Esses 6 tipos de quarks são convencionalmente

referidos como sabor.

A noção de quarks evoluiu da classificação dos hádrons, sendo atual-

mente denominada como modelo de quarks. Os hádrons foram agrupados

em famı́lias (singletos, octetos, nonetos e decupletos) que em todos os mem-

bros têm em comum os mesmos números quânticos de spin e paridade. Os

estados de uma famı́lia se diferenciam pelo valor do isospin e da estranheza.

Ou seja, um decupleto de bárions tem spin 3/2 e paridade par (JP = (3/2)+),

correspondendo a dez combinações posśıveis de isospin (I3) e estranheza (s);
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um octeto de bárions com paridade JP = (1/2)+ ; um octeto de mésons

pseudoescalares com JP = 0−, etc.

Paridade é a propriedade de simetria de uma função de onda. A opera-

ção paridade é uma transformação de reflexão das coordenadas espaciais em

relação à origem. É ela que demonstra a caracteŕıstica do comportamento

da onda na troca de sinal das coordenadas espacais que envolve.

Part́ıculas elementares produzidas em interações nucleares com uma pro-

babilidade relativamente grande em comparação com suas vidas médias lon-

gas são denominadas part́ıculas estranhas. Essas part́ıculas têm uma pro-

priedade chamada estranheza, a qual é conservada nas interações fortes, mas

contrariamente à carga elétrica e ao número bariônico não é conservada nas

interações fracas. Assim, surge a propriedade estranheza, oriunda da tenta-

tiva de explicar o comportamento das part́ıculas estranhas e tentar agrupá-las

de algum modo no processo classificatório do universo das part́ıculas.

O modelo de quarks incorpora a mais importante relação de simetria das

interações fortes. Se assumirmos que os quarks u e d têm massas e interações

idênticas o grupo SU(2) que atua com uma rotação unitária de estados u e

d, (
u

d

)
→ U

(
u

d

)

pode representar a simetria de interações fortes, estes estados quânticos for-

mam multipletos da simetria SU(2) e são chamados spin isotópico ou isospin.

De forma análoga, como o quark ’strange’ é somente um pouco mais pe-

sado que os quarks u e d, faz sentido considerar a simetria de transformação

unitária do tripleto (u, d, s) e desta forma temos multipletos caracteŕısticos

da representação do grupo de simetria SU(3). Este grupo, com estrutura

semelhante ao grupo SU(2) descreve as posśıveis part́ıculas de mesmo spin e

paridade, mas com diferentes isospin e estranheza.

Apesar do grande sucesso fenomenológico, o modelo de quarks apresen-

tava 2 sérios problemas:

1o - Part́ıculas livres com carga fracionária nunca foram encontradas.

2o - O espectro de bárions exige que a suposição da função de onda dos

3 quarks seja totalmente simétrica sob troca dos números quânticos spin e
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sabor dos quarks, contradizendo a perspectiva de que quarks, que têm spin

1/2, obedecerão estat́ısticas de Fermi-Dirac. A necessidade para esta simetria

é mais claramente ilustrada no fato que um dos estados mais excitados do

núcleo é uma part́ıcula com spin 3/2 com carga +2, o ∆++. Esta part́ıcula é

facilmente interpretada como um estado ligado uuu com o orbital do momento

angular zero e todos os 3 quarks com spins paralelos.

Portanto, o modelo de quarks não está completo, pois, o Prinćıpio da Ex-

clusão de Pauli não admite uma part́ıcula do tipo, | ∆++〉 =| uuu〉 com spin

3/2. A única forma de se ter uma autofunção completamente antisimétrica

para ∆++ é postular um número quântico adicional, chamado ”cor”. Os

quarks podem então existir em três diferentes estados de cor: vermelho azul

e verde, (red, blue, green - r, b, g). Assim, define-se um ”vetor”de estado-

quark com três componentes:

q(x) =




qr(x)

qg(x)

qb(x)




Quarks são férmions de spin 1/2, caracterizados por dois graus de liber-

dade ou números quânticos: a cor e o sabor. A cor é um número quântico

que se refere a carga das interações fortes e o sabor distingue os vários tipos

de quarks.

Tabela 2.1: Classificação dos quarks, sendo NB = Número bariônico, S = Es-
tranheza, C = Charme, B = Bottomness, T = Topness.

e M = Massa.
Quark Śımbolo Spin Carga NB S C B T M(MeV)

Up U 1/2 +2/3 1/3 0 0 0 0 4.2
Down D 1/2 -1/3 1/3 0 0 0 0 7.5
Charm C 1/2 +2/3 1/3 0 +1 0 0 1100
Strange S 1/2 -1/3 1/3 -1 0 0 0 150

Top T 1/2 +2/3 1/3 0 0 0 +1 174 GeV
Bottom B 1/2 -1/3 1/3 0 0 +1 0 4200

Assim, a cor foi um número quântico introduzido na teoria de forma a su-

perar as dificuldades na interpretação dos bárions, pois, estes sendo férmions,

violariam o Prinćıpio da Exclusão de Pauli, ou seja, três quarks poderiam ocu-
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par o mesmo estado quântico, visto que sua função de onda seria simétrica. A

introdução deste novo número quântico faz com que a função de onda possa,

de fato, ser simétrica nos espaços de isospin e de spin, desde que a função de

onda no espaço de cor seja anti-simétrica, tornando a função de onda global

anti-simétrica. Dessa forma, com a criação desses novos números quânti-

cos de cor e a associação destes aos anteriores (spin, sabor e carga elétrica)

restaurou-se a validade do Prinćıpio de Pauli, porém permitiu-se a existência

de um número muito maior de hádrons. Para evitar esse excessivo aumento

de hádrons, postulou-se: ”todas as part́ıculas existentes na natureza têm cor

nula ou todos os hádrons são singletos no espaço de cor”.

A transição do modelo de quarks para QCD, a teoria das interações

fortes, é feita quando trata-se cor similarmente à carga elétrica em QED.

2.2 QCD e a Liberdade Assintótica

A baixas energias t́ıpicas da F́ısica Atômica (keV) e Nuclear (MeV), a

interação eletromagnética é descrita de maneira muito precisa pela Eletro-

dinâmica Quântica (QED) [40]. Esta teoria descreve a interação dos fótons

com as part́ıculas eletricamente carregadas, como o elétron. A intensidade

desta interação é caracterizada pelo valor da carga elétrica do elétron: −e,

ou a do próton +e. A carga elétrica, portanto, determina quão forte é essa

interação, e é definida como a constante de acoplamento da QED:

αQED(Q2) =
α0

1− (α0/3π) log(Q2/m2
ε)

, (2.1)

onde me é a massa do elétron, Q é o momento tranferido entre dois elétrons

e α0 = e2/4π é a constante de estrutura fina. A grandes distâncias, o valor

da constante de acoplamento efetiva é menor por causa do efeito da carga

e alcança seu valor assintótico de α0 = 1/137, ou seja, a medida que nos

aproximamos das part́ıculas carregadas a constante de acoplamento efetiva

aumenta e a interação entre elas é mais intensa.

Na QCD podemos acoplar glúons e quarks, e diferentemente da QED,

podemos também acoplar glúons com glúons, pois, estes também carregam

carga de cor.

De forma análoga à QED, foi proposto para a QCD uma constante de
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acoplamento efetiva, dada por:

αs =
g2

s

4π
, (2.2)

onde o parâmetro gs construido, de forma similar à carga elétrica, sendo que,

o ı́ndice s indica força forte.

Na QCD, o comportamento da constante é qualitativamente diferente,

pois, o efeito dos glúons faz com que, a medida que a distância entre os

quarks diminui a constante de acoplamento efetiva também diminui e os

quarks movem-se como se estivessem livres. Esse é o fenômeno de Liberdade

Assintótica.

A essência da liberdade assintótica é a de que a interação forte é real-

mente intensa a baixas energias, tornando-se menos intensa, ou mais fraca

a altas energias. A caracteŕıstica chave da QCD que a diferencia da QED é

a presença dos glúons que interagem entre si, isso não acontece no caso da

interação eletromagnética, pois os fótons são neutros.

Em processos de espalhamento envolvendo altos valores de momento, a

QCD mostrou-se bem sucedida, uma vez que neste limite a constante de

acoplamento quark-glúon torna-se pequena, permitindo o emprego das téc-

nicas perturbativas desenvolvidas para a QED.

2.3 Confinamento dos Quarks

Enquanto a propriedade liberdade assintótica implica que a teoria torna-

se simples e tratável em distâncias curtas, ela também informa que em

grandes distâncias a ligação torna-se muito forte. A interação forte é de

fato mais intensa a baixas energias, ficando mais fraca a altas energias.

Dessa forma, podemos imaginar que os glúons trocados por dois quarks

formam ’linhas de força’ que se concentram mais e mais a medida que os

quarks se afastam. A concentração do campo gluônico faz com que a probabi-

lidade de excitação do vácuo aumente, fazendo surgir pares quark-antiquark

na região entre os quarks. Ocorre então uma combinação entre os quarks

originais e os virtuais, formando os hádrons que são observados assintoti-

camente. De forma ilustrativa, é como se o campo gluônico formasse um
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’elástico’ que se rompesse à medida que ele se distende. Esta é a propriedade

exclusiva dos quarks chamada confinamento.

Assim, a teoria de interações fortes prediz o confinamento em hádrons de

cor neutra para grandes distâncias, ou pequenos valores de momento trans-

ferido. Já para pequenas distâncias, ou grandes valores de momento trans-

ferido, entretanto, experimentos de deep inelastic scattering (DIS) - onde o

elétron interage com o quark que está no interior do hádron - tem apresen-

tado resultados satisfatórios no estudo da interação forte. Estes experimentos

permitem obter as distribuições de momento de quarks e glúons no interior

dos hádrons.

Uma outra maneira de obtermos o confinamento é através do potencial

entre os quarks que pode ser escrito como:

V (r) = −4αs

3r
+ kr, (2.3)

onde αS é a constante de acoplamento da interação forte , k é uma cons-

tante cujo valor é de aproximadamente 1GeV/fm e r é a distância entre

os quarks. O termo 1/r determina o potencial a pequenas distâncias, onde

a distribuição de glúons para um quark é radial. Para grandes distâncias,

r > 1fm, o acoplamento entre os glúons cria linhas de campo de cor entre os

quarks na forma de um tubo. Dessa forma, o potencial a grandes distâncias

aumenta linearmente com a separação dos quarks assim como a densidade

das linhas de campo permanecem constantes. Uma outra informação prove-

niente da equação é que para separarmos duas cargas de cor é necessário uma

quantidade infinita de energia, no entanto, se o fluxo de cor é suficientemente

flex́ıvel, este torna energeticamente favorável romper o tubo e terminar as

linhas de campo com um par qq̄ criado a partir do vácuo da QCD. Isto sig-

nifica que não é posśıvel separar dois quarks em distâncias tão elevadas. Mas

a equação implica também que para pequenas distâncias , governadas pelo

fator 1/r, o não confinamento dos quarks é posśıvel se αS tender a zero mais

rápido que r.

2.4 A Cromodinâmica Quântica

Quarks e glúons são os campos que têm interações fortes descritas pela

QCD, sendo que esta teoria foi constrúıda de forma análoga à QED.
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A estrutura completa da eletrodinâmica surge da exigência de invariância

de gauge local, ou seja, invariância relacionada com a rotação de fase do

campo elétrico, exp(ıα(x)), onde a fase α depende da coordenada espaço-

tempo. A mesma exigência com relação a invariância pode ser feita para o

campo de quark, tendo sempre em mente que em QED existe somente uma

carga elétrica enquanto em QCD existem três cargas de cor.

Dessa forma, exige-se que a Lagrangeana para quarks livres,

Lfree =
∑

q=u,d,s

...
∑

colors

q̄(x)(ıγµ
∂

∂xµ

−mq)q(x), (2.4)

seja invariante sobre rotações de campo de quarks no espaço de cor,

U : qj(x) → Ujk(x)qk(x), (2.5)

com j, k ∈ {1...3}(soma-se sempre sobre ı́ndices repetidos). Como esta teoria

é invariante com respeito a estas transformações de gauge, todas as quanti-

dades fisicamente significativas têm invariância de gauge.

Em eletrodinâmica a transformação de gauge envolve apenas um simples

fator de fase, U = exp(ıα(x)). Porém em QCD, temos três diferentes cores, e

U torna-se uma matrix unitária 3x3 (valor complexo), ou seja, U †U = UU † =

1, com determinante DetU = 1. Estas matrizes formam a representação

fundamental do grupo SU(3) onde 3 é o número de cores, Nc = 3. A matriz U

tem N2
c −1 = 8 elementos independentes e, portanto, pode ser parametrizado

em termos de 8 geradores , T a
kj, a ∈ {1...8} da representação fundamental de

SU(3),

U(x) = exp(−ıφa(x)T a), (2.6)

considerando uma transformação U, é fácil ver que as matrizes T a devem

ser Hermitianas (T a = T a†) e sem traço (trT a = 0). As matrizes T a não

comutam, ao contrário, definem a constante de estrutura SU(3) fabc pelo

comutador

[T a, T b] = ıfabcT
c (2.7)
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Os geradores T a são normalizados para:

trT aT b =
1

2
δab, (2.8)

onde δab é o śımbolo Kronecker.

Como visto, U é dependente de x, a Lagrangeana para quarks livres (2.4)

não é invariante sob a transformação (2.5). Para preservar a invariância de

gauge, temos que introduzir, seguindo o caso familiar da eletrodinâmica, o

campo de gauge ( ou ”glúon”) Aµ
kj(x) e substituir a derivada em (2.4) com a

derivada chamada derivada covariante,

∂µqj(x) → Dµ
kjq

j(x) ≡ {δkj∂
µ − ıAµ

kj(x)}qj(x) (2.9)

Podemos perceber que o campo de gauge Aµ
kj(x) = Aµ

aT
a
kj(x), assim

como a derivada covariante são matrizes 3x3 no espaço de cor. Substituindo

(2.9), todas as mudanças para a Lagrangeana sob transformações de gauge

se cancelam, determinando que Aµ se transforma como:

U : Aµ(x) → U(x)Aµ(x)U †(x) + ıU(x)∂µU †(x) (2.10)

A Lagrangeana da QCD então torna-se:

LQCD =
∑

q

q̄(x)(ıγµD
µ −mq)q(x)− 1

4g2
trGµν(x)Gµν(x), (2.11)

onde o primeiro termo descreve a dinâmica de quarks e suas ligações com os

glúons, enquanto o segundo termo descreve a dinâmica do campo de glúons.

A constante de ligação forte g é análoga à carga elétrica elementar e em QED.

O tensor de força do campo de glúon é dado por:

Gµν(x) ≡ ı[Dµ, Dν ] = ∂µAν(x)− ∂νAµ(x)− ı[Aµ(x), Aν(x)] (2.12)

Este pode também ser escrito em termos das componentes de cor Aµ
a do
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campo de gauge,

Gµν
a (x) = ∂µAν

a(x)− ∂νAµ
a(x) + fabcA

µ
b (x)Aν

c (x) (2.13)

Dessa forma, o que diferencia a QED da QCD é a presença do comuta-

dor na equação (2.12). Este comutador dá origem à interação glúon-glúon

mostrado na Figura (2.1). O quanta do campo de gauge SU(3), os glúons,

são bósons vetoriais de massa nula, associados ao campo de cor, na QCD,

mediadores das interações fortes entre quarks, e responsáveis pela força de

coesão que mantém os quarks unidos para formar hádrons. Como os glúons

carregam carga de cor eles podem interagir entre si.

Figura 2.1: Devido à natureza não-abeliana da QCD, glúons carregam carga de
cor e podem interagir entre si via estes vértices

Assim, a QCD se caracteriza por ser uma teoria com liberdade assin-

tótica e confinamento de quarks como descrito anteriormente. Além disso,

no chamado limite quiral (onde a simetria quiral é observada) tem-se mu =

md = ms. Para comprimentos de onda da ordem de 10−1fm, ou seja, grandes

valores de momento, a QCD é uma teoria perturbativa de quarks e glúons.

Nesse sentido, as constantes de acoplamento são pequenas e os quarks e

glúons propagam-se livremente.

Como a QCD introduz o confinamento de quarks como uma premissa,

os parâmetros mi não são quantidades observáveis, porém, estas massas po-

dem ser estimadas em termos das massas dos hádrons através da Álgebra

de Correntes. Dessa forma, elas serão chamadas de massas ”correntes”, dis-

tinguindo das massas ”constituintes”, que são massas efetivas geradas pela

quebra espontânea de simetria quiral nos modelos fenomenológicos de quarks.

No regime de altas energias, já mencionamos que a constante de acopla-

mento entre os quarks torna-se muito pequena, reproduzindo o fenômeno de
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liberdade assintótica, fazendo com que o cálculo perturbativo possa ser im-

plementado, reproduzindo resultados em boa concordância com os dados ex-

perimentais. No entanto, para processos envolvendo largas distâncias, o que

equivale a dizer pequenos momentos, a constante de acoplamento forte torna-

se elevada, e o emprego do método perturbativo fica prejudicado. Para su-

perar estas dificuldades, modelos fenomenológicos que incorporem o máximo

de simetrias da QCD são utilizados. Buscam-se densidades de lagrangeanas

mais simples que a da QCD que incluam algumas simetrias desta teoria,

mas que sejam matematicamente tratáveis para a extração de informações

de interesse como propriedades dos hádrons, ou comportamento destes a al-

tas densidades. Esta busca está fortemente baseada na suposição de que as

simetrias do modelo determinam parte das propriedades das part́ıculas f́ısicas

e dos processos f́ısicos.

2.5 Teorias Efetivas da QCD

Teorias efetivas [39] são aquelas que conseguem reproduzir as simetrias

da teoria padrão utilizada, essas teorias são constrúıdas de acordo com o

problema a ser tratado, ou seja, se um sistema é composto por muitos graus de

liberdade e só estamos interessados em trabalhar a dinâmica de alguns deles,

constrúımos uma teoria dita efetiva que transcreva somente as propriedades

de interesse. Para isto, constrúımos uma Lagrangeana efetiva com base nas

propriedades de simetria da Lagrangeana original.

Podemos construir teorias efetivas para a QCD tanto para altas energias,

como para baixas energias.

1. Para altas energias, sabemos que a constante de acoplamento diminui

com o aumento da energia, devido à propriedade de liberdade assin-

tótica, então, métodos perturbativos podem ser empregados, ou seja a

QCD perturbativa torna-se aplicável. A renormalização da equação de

grupo, permite através da expansão em produto de operadores (OPE),

relacionar elementos de matriz hadrônica de operadores de quarks e

glúons em diferentes escalas. Existem muitas situações onde esta de-

pendência de escala é predita e em muitos casos testada, particular-

mente nos estudos de processos de alta energia, mas a QCD nada diz

sobre o valor destes elementos de matriz na escala dada.
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2. Em baixas energias, a quebra de simetria quiral da QCD controla a La-

grangeana, e o que pretende ser bósons de Goldstone no limite do quark

sem massa tornam-se estados mais leves no espectro hadrônico. Eles

são naturalmente identificados com o ṕıon, e pode ser mostrado que em

baixas energias a interação entre ṕıons torna-se pequena. Atualmente

em energias da ordem da massa do ṕıon, Teoria de Perturbação Quiral

(ChPT) pode ser aplicada em termos das constantes de baixa energia,

correspondendo a certas funções de Green da QCD.

Modelos quirais de quarks [30], [31] dividem com a QCD diversas carac-

teŕısticas, principalmente simetria quiral (realizada na fase de Goldstone) e

graus de liberdade para quarks expĺıcitos. Estes modelos são muito úteis,

pois podem fazer predições quantitativas que concordam muito bem com

experimentos.

2.6 Modelos efetivos locais e não locais

A Cromodinâmica Quântica, embora seja reconhecida como a teoria que

descreve a interação forte, apresenta um problema de convergência formal

em seu tratamento perturbativo, ou seja, no regime de altas energias, a in-

tensidade da interação forte é pequena, tendendo a zero no limite em que

a separação espacial entre part́ıculas tende, igualmente, à zero, fenômeno

conhecido como liberdade assintótica; conforme mencionado na seção 2.2.

Portanto, a QCD pode receber um tratamento perturbativo igual ao trata-

mento perturbativo empregado na QED, pois, a intensidade da interação é

pequena e serve como parâmetro perturbativo. No regime de baixas energias,

a intensidade da interação é alta, o que prejudica o tratamento perturbativo

da teoria. Neste regime, é comum utilizar-se de modelos efetivos que possam

descrever, pelo menos em parte, a fenomenologia das part́ıculas mais leves ou

técnicas de soluções não perturbativas devem ser empregados no tratamento

da QCD.

Os modelos efetivos, usualmente, apresentam os quarks como os úni-

cos graus de liberdade, o que equivaleria dizer, do ponto de vista clássico,

que a interação entre quarks seria mediada por outros quarks, e não pelo

campo cromodinâmico. Além disso, diversas simetrias da QCD são repro-

duzidas nos modelos, principalmente as invariâncias de calibre e quiral - a
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primeira, transportada para o caso eletromagnético, corresponde a dizer que

os potenciais escalar elétrico e vetor magnético podem ser definidos a menos

da divergência de uma função escalar; enquanto a segunda corresponde a

dizer que, para quarks sem massa, a inversão da direção do spin dos quarks

em relação à direção de seu momento linear não gera efeitos que permitam

diferenciar o sistema antes do depois da inversão. Estas simetrias são expres-

sas pelas chamadas Identidades de Ward-Takahashi 1, e modelos quirais de

quarks oferecem soluções particulares para as mesmas. Outra caracteŕıstica

que pode ser reproduzida por alguns modelos efetivos é o comportamento

assintótico das funções de correlação (amplitudes envolvendo correntes veto-

riais ou axiais) na QCD - representado pelas chamadas regras de soma de

Weinberg [44].

Alguns dos modelos consagradamente usados no tratamento da QCD em

baixas energias não são capazes de reproduzir todas as caracteŕısticas desta

teoria. Em particular, as regras de soma de Weinberg não são reproduzidas

por nenhum modelo efetivo com interações locais. Embora a QCD seja bem

descrita por modelos efetivos locais, eles não conseguem reproduzir diversas

propriedades exatas da teoria como, por exemplo, confinamento de quarks

e regras de soma no limite de altas energias [12], desta forma, os modelos

efetivos da QCD são melhor descritos por interações não locais pelos seguintes

fatos:

1. Não localidade aparece naturalmente em diversas abordagens para di-

nâmica de quarks em baixas energias, como no modelo de ĺıquido de

instantons [15] ou através das equaçoes de Schwinger-Dyson [38].

2. Interações não locais regularizam a teoria de uma forma em que as

anomalias são preservadas naturalmente [7] e as cargas são quantizadas.

Em outros métodos de regularização [14], as anomalias são preservadas

somente se a parte finita da anomalia não é regularizada. Se a parte

anômala é regularizada, as anomalias são violadas fortemente [25].

3. Com interações não locais a ação efetiva é finita a todas as ordens

da expansão em loops, e não há necessidade da introdução de outros

regularizadores, como é necessário em teorias locais [32].

1Em Teoria Quântica de Campos, uma Identidade de Ward-Takahashi é uma identidade
entre funções de correlação que relaciona simetrias de gauge da teoria
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4. Alguns valores emṕıricos de observáveis de baixa energia são melhor

reproduzidos em modelos não locais [32] quando comparado à modelos

locais.

A supressão dos glúons nos modelos quirais de quarks parecem exigir uma

contrapartida - a inserção de alguns de seus efeitos, de forma efetiva, através

de interações não-locais. De forma pictórica, podemos entender esta situação

da seguinte maneira: a interação entre quarks, na QCD, ocorre mediada pelo

campo cromodinâmico (ou glúons), e, através da troca de glúons, part́ıculas

que se localizam em pontos diferentes do espaço podem interagir entre si. A

supressão dos glúons nos modelos quirais implica em que a interação entre

quarks deve ocorrer agora pelo contato entre os próprios quarks em um dado

ponto do espaço e, por isso, deve ser local. Isto não é suficiente, entretanto,

para descrever todas as caracteŕısticas da QCD, exigindo assim a presença

de interações não locais, ou seja, que os quarks interajam entre si mesmo

quando estão espacialmente separados por alguma distância finita.

Neste trabalho, pretendemos encontrar a forma mais geral da função de

vértice vetorial não local, capaz de descrever a interação entre os mésons

pseudo-escalares e os vetoriais. Entretanto, a descrição de modelos quirais

através de interações não locais apresenta uma caracteŕıstica indesejável,

quando comparada às abordagens utilizando modelos locais. No modelos

quirais não locais, a estrutura não local das funções de vértice gera, devido

a sua dependência com as energias e momentos das part́ıculas interagentes,

amplitudes de probabilidades de estrutura mais complexa que quando com-

parada com a gerada nos modelos quirais locais. Tal problema poderia ser

minimizado se as funções de vértice não possúıssem dependência com os mo-

mentos externos explicitamente nos versores destas funções. No entanto, não

é posśıvel a obtenção desta caracteŕıstica, no espaço de Minkowisky, sem a

introdução de uma singularidade cinemática. Portanto, iremos construir uma

função de vértice não local no espaço Euclidiano, exigindo que a mesma satis-

faça às identidades de Ward-Takahashi e de Green, sejam simétricas à troca

das part́ıculas interagentes e que sejam livres de singularidades cinemáticas.

O setor da Lagrangeana mesônica efetiva da QCD que envolve apenas ρ e

π tem, formalmente, a mesma estrutura da Lagrangeana da QED escalar [11]

e [19]. Assim, faremos o desenvolvimento da função de vértice vetorial não-

local no contexto da eletrodinâmica quântica escalar, que será apresentada
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no próximo caṕıtulo.



Caṕıtulo 3

QED escalar

3.1 Introdução

A eletrodinâmica é a teoria que descreve a interação entre part́ıculas

carregadas e os campos gerados por estas part́ıculas, ou seja, estuda o campo

vetorial gerado por uma part́ıcula carregada, como este campo atua em outras

part́ıculas, assim como na própria part́ıcula que o gerou.

Apesar da QED ser uma teoria bem sucedida, ela não é uma teoria in-

teiramente satisfatória do ponto de vista matemático, embora seus resultados

concordem plenamente com os dados emṕıricos, pois, existem quantidades

que ao serem calculadas se tornam divergentes. No entanto, estas divergên-

cias são removidas através do processo de renormalização [40].

As teorias de campos são naturalmente divergentes (contém infinitos) e

precisam ser renormalizadas antes que se possa calcular alguma quantidade a

partir delas. A renormalização é um processo perturbativo onde são definidas,

ordem a ordem, as constantes f́ısicas (que são medidas) a partir das constantes

chamadas não f́ısicas (não medidas).

Neste caṕıtulo, vamos mostrar o processo de renormalização da QED

escalar.
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3.2 Amplitudes de probabilidades para QED

escalar

As amplitudes de probabilidades são obtidas através de uma técnica

própria das teorias quânticas de campos, chamada regras de Feynman [23].

Essa técnica consiste na representação de processos envolvendo part́ıculas

elementares através de diagramas. Tais amplitudes são constrúıdas através

de regras aplicadas a estes diagramas.

Não deduziremos aqui como estas regras podem ser obtidas, somente

mostraremos como as expressões para propagadores e vértices podem ser

montadas.

Através da Lagrangeana para QED escalar e as regras de Feynman, pode-

mos obter os elementos básicos de uma teoria quântica de campos. A La-

grangeana que descreve a QED escalar é dada por:

L = −1

4
F 2

µν+∂µφ
∗∂µφ+ıe∂µφ

∗φAµ−ıe∂µφφ∗Aµ+e2φ∗φAµA
µ−m2φ∗φ, (3.1)

onde:

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ,

φ é o campo escalar,

Aµ é o campo vetorial,

e é a constante de acoplamento entre os campos vetorial e escalar, e

m é a massa do campo escalar.

A Lagrangeana acima possui a mesma estrutura do setor envolvendo mé-

sons pseudo-escalares e vetoriais da Lagrangeana mesônica efetiva da QCD.

As regras de Feynman, para a QED escalar são:

1 - A cada linha interna escreve-se os seguintes fatores:

a) Para o propagador das part́ıculas escalares, ilustrado na Figura abaixo,

temos a seguinte expressão:
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ı

p2 −m2

Figura 3.1: : Propagador das part́ıculas escalares

b) Para o propagador da part́ıcula vetorial, temos a expressão:

− ıgµν

p2

(não estamos empregando aqui um propagador explicitamente transversal

para o campo vetorial) sendo representado pelo diagrama:

Figura 3.2: : Propagador da part́ıcula vetorial

2 - A cada vértice associamos uma função:

a) Para o vértice com interação entre duas part́ıculas escalares e uma

part́ıcula vetorial, temos a seguinte função:

−ıe(pµ + p′µ)

Figura 3.3: : Vértice para interações entre 2 part́ıculas escalares e uma part́ıcula
vetorial

b) Para o vértice com interação entre duas part́ıculas escalares e duas
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part́ıculas vetoriais, temos a seguinte função:

2ıe2gµν

Figura 3.4: : Vértice para interações entre 2 part́ıculas escalares e 2 part́ıculas
vetoriais

Para diagramas mais complexos, ou seja, onde correções quânticas (loops)

estão envolvidas, é necessário levar-se em conta que qualquer valor de mo-

mento é permitido dentro do loop, desde que a conservação do momento

esteja assegurada. Além disso, é preciso realizar integrações nos momentos

internos. Isso decorre do fato de que num dado processo f́ısico, a correspon-

dente amplitude de probabilidade é dada pela soma de todas as contribuições

advindas de todas as possibilidades pelas quais o processo pode ocorrer. As-

sim, temos a terceira regra:

3- Para cada linha interna (linha de loop), associe um quadri-momento k,

escrevendo em seguida um propagador para esta linha. Integre sobre todos os

posśıveis valores do momento interno, sem deixar os fatores de conservação

do momento nos vértices, veja como:

Figura 3.5: Diagrama de Feynman a um loop

∫
d4k

(2π)4

ı

k2 −m2
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É conveniente ressaltar que o que nos referimos acima trata-se apenas do

procedimento para a QED escalar, ou seja, para cada modelo tais regras se

modificam.

3.3 Renormalização da QED escalar

Os propagadores e vértices apresentados na seção anterior, são chama-

dos de propagadores livres e os vértices são diagramas com representação a

ńıvel de árvore. Todos eles são representações da teoria numa ordem zero de

expansão em loops, no entanto, para fenômenos f́ısicos, todas as ordens de

expansão em loops desses propagadores e vértices são posśıveis, sendo que,

cada ordem contribui com determinada probabilidade e todo conjunto repre-

senta uma série perturbativa. Desta forma, vamos calcular as correções para

propagadores e vértices, utilizando uma expansão perturbativa em 1a ordem

em loops.

1)Correção para o propagador do campo escalar:

Figura 3.6: Correção para o propagador escalar

D(p2) =
ı

p2 −m2
+

ı

p2 −m2
(−ıπ0)

ı

p2 −m2
+

ı

p2 −m2
(−ıπ1)

ı

p2 −m2
+ ...

(3.2)

D(p2) =
ı

p2 −m2

{
1 + (−ıπ0)

ı

p2 −m2
+ (−ıπ1)

ı

p2 −m2
+ ...

}
(3.3)

D(p2) =
ı

p2 −m2

{
1 + (−ıπ0 − ıπ1)

ı

p2 −m2
+ ...

}
(3.4)

Como o termo entre chaves é uma série de potências do tipo 1+x+x2+...,

para que tal série seja convergente, cada termo deve ser menor que o anterior,
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e neste caso, a série converge para 1/1− x.

Assim:

D(p2) =
ı

p2 −m2

{ 1

1− (−ıπ0 − ıπ1)ı/p2 −m2

}
(3.5)

D(p2) =
ı

p2 − (m2 + π0 + π1)
(3.6)

Logo, o inverso do propagador é:

D−1(p2) = −ı[p2 − (m2 + π0 + π1)] (3.7)

onde,

π0 =

∫
d4k

(2π)4
(
−ıgµν

k2
)(2ıe2gµν) (3.8)

é o loop do campo vetorial não massivo, e

π1 =

∫
d4k

(2π)4
(

ı

(k + p)2 −m2
)[−ıe(pµ + kµ + pµ)](

−ıgµν

k2
)[−ıe(kν + pν + pν)]

(3.9)

é o loop com um propagador do campo vetorial e um propagador do campo

escalar, que depende do momento externo.

Por uma simples análise na potência dos integrandos de π0 e π1, na va-

riável de integração k podemos ter uma idéia de que tais quantidades irão

divergir. Observamos que na expressão de π0, o numerador do integrando pos-

sui potência a quarta em k, enquanto o denominador possui apenas potência

ao quadrado de k. Assim, o integrando de π0 possui potência ao quadrado

em k, e como a integral é realizada sobre todo o espaço k, tal integral deve

divergir quadraticamente, ou seja:

π0 ∼
∫

d4k
1

k2
∼ k2 |∞→∞ (3.10)
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Para a expressão de π1, o denominador possui potência a 4a em k, e

o numerador possui potência a 4a em k para os termos proporcionais a p2

e potência 6a para os termos em k2. Logo, π1 pode ser escrito π1(p
2) =

π1quad +p2π1log +π1fin(p2), onde π1quad diverge quadraticamente e π1log diverge

logaritmicamente, da seguinte forma:

π1quad ∼
∫

d4k
k2

k4
∼ k2 |∞→∞ (3.11)

π1log ∼
∫

d4k
1

k4
∼ ln(k) |∞→∞ (3.12)

Estas divergências serão eliminadas absorvendo-as nas constantes f́ısicas

da teoria, por exemplo, a massa da part́ıcula escalar.

Desta forma, o propagador corrigido nos fornecerá a correção para a

massa, ou seja, nos fornecerá a massa f́ısica (m2
ph) que é:

m2
Ph = m2 + π0 + π1quad (3.13)

Então, o inverso do propagador, torna-se:

D−1(p2) = −ı[p2 − p2π1log − (m2 + π0 + π1quad)] (3.14)

A massa f́ısica denominada acima, é definida como:

m2
Ph = −ıD−1(p2 = 0) (3.15)

Para eliminarmos as divergências, vamos modificar a Lagrangeana do

modelo introduzindo um ’contra-termo’ da forma −Bφ∗φ+C∂µφ
∗∂µφ, assim,

a Lagrangeana fica:

L = −1

4
F 2

µν + ∂µφ
∗∂µφ + ıe∂µφ

∗φAµ − ıe∂µφφ∗Aµ +

e2φ∗φAµA
µ −m2

Phφ
∗φ−Bφ∗φ + C∂µφ

∗∂µφ (3.16)
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Refazendo os cálculos perturbativos, temos que o inverso do propagador

corrigido torna-se:

D−1(p2) = −ı[p2(1− π1log + C)−m2
Ph − π0 − π1quad −B] (3.17)

Agora, vamos definir nosso ponto de renormalização como sendo em p2 =

0, e então:

D−1(p2 = 0) = ım2
Ph (3.18)

Assim,

D−1(p2 = 0) = −ı[0−m2
Ph − π0 − π1quad(p

2 = 0)−B] = ım2
Ph (3.19)

e, portanto:

B = −π0 − π1quad(p
2 = 0) (3.20)

onde B é o contra-termo que adicionamos à Lagrangeana de forma a tornar

a massa da part́ıcula finita.

Para encontrarmos o contra-termo C, usamos a seguinte condição de

renormalização:

∂D−1

∂p2
|p2=0= 1 (3.21)

Logo,

C = π1log (3.22)

2)Correção para o vértice que envolve duas part́ıculas escalares e uma

vetorial:
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Figura 3.7: Correção para o vértice com 2 part́ıculas escalares e uma vetorial

Γµ(p2, p′2) = Γµ
1 + Γµ

2 + Γµ
3 + Γµ

4 (3.23)

Γµ(p2, p′2) = −ıe(pµ + p′µ) + Γµ
2 + Γµ

3 + Γµ
4 (3.24)

De acordo com as regras de Feynman para o modelo, temos:

Γµ
2 = 4e3pµ

∫
d4k

(2π)4

1

[(k + p)2 + m2]k2
+ 2e3

∫
d4k

(2π)4

kµ

[(k + p)2 + m2]k2

(3.25)

Agora, vamos utilizar a seguinte relação:

Iρ(p, p′) =

∫
d4kkρf(k, p, p′) = (pρ + p′ρ)Ipar(p, p

′) + (pρ − p′ρ)Iimpar(p, p
′)

(3.26)

onde Ipar(p, p
′) é uma função par na troca de p ↔ p′ e Iimpar(p, p

′) é uma

função ı́mpar na troca p ↔ p′

Escolhendo o ponto de renormalização da função de vértice como sendo

com os campos escalares na camada de massa, temos:

Como Iimpar(p, p
′) é uma função escalar, temos:

Iimpar(p, p
′) ⇒ Iimpar(p

2, p′2, pp′) (3.27)
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Na camada de massa, temos que p2 = p′2 = m2
π, logo:

Iimpar(m
2
π,m2

π, pp′) = −Iimpar(m
2
π,m2

π, p′p) ⇒ Iimpar(m
2
π,m2

π, p′p) = 0

(3.28)

Desta forma, utilizaremos a relação (3.26) da seguinte forma:

Iρ(p, p′) =

∫
d4kkρf(k, p, p′) = (pρ + p′ρ)I(p, p′) (3.29)

tendo que:

(pρ − p′ρ)Iρ = (p2 − p′2)I (3.30)

Então:

I =
(pρ − p′ρ)Iρ

(p2 − p′2)
(3.31)

Assim,

I =
1

(p2 − p′2)

∫
d4k(pρ − p′ρ)kρf(k, p, p′) (3.32)

Logo:

Iρ(p, p′) =

∫
d4kkρf(k, p, p′) =

(pρ + p′ρ)
p2 − p′2

∫
d4k(pk − p′k)f(k, p, p′) (3.33)

A partir de (3.33) podemos obter sua forma particular:

Iρ(p) =

∫
d4kkρf(k, p) =

pρ

p2

∫
d4k(pk)f(k, p) (3.34)

Utilizando a expressão (3.34), podemos reescrever (3.25) como:
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Γµ
2 = −ıe3

{
pµ

∫
d4k

(2π)4

4

[(k + p)2 + m2]k2
+ 2

pµ

p2

∫
d4k

(2π)4

pk

[(k + p)2 −m2]k2

}

(3.35)

As integrais acima têm que ser funções escalares de pµ e nesse caso elas

só podem ser funções de p2, assim, a relação acima pode ser escrita como:

Γµ
2 = −ıepµ[e2f(p2) + e2g(p2)] (3.36)

onde

f(p2) =

∫
d4k

(2π)4

4

[(k + p)2 + m2]k2

e

g(p2) =
2

p2

∫
d4k

(2π)4

pk

[(k + p)2 −m2]k2

}

.

Como a expressão para Γµ
3 diferencia da expressão de Γµ

2 apenas pela

troca de p por p′, vamos adotar o mesmo procedimento empregado em Γµ
2 , e,

desta forma,podemos escrever Γµ
3 , como:

Γµ
3 = −ıep′µ[e2f(p′2) + e2g(p′2)] (3.37)

Vamos analisar, agora, Γµ
4 :

Γµ
4 = −e3(pµ + p′µ )

∫
d4k

(2π)4

(2pρ + kρ)(2p
′ρ + kρ)

[(k + p)2 −m2][(k + p′)2 −m2]k2
−

e3

∫
d4k

(2π)4

2kµ(2pρ + kρ)(2p
′ρ + kρ)

[(k + p)2 −m2][(k + p′)2 −m2]k2
(3.38)

Utilizando a relação (3.33), temos:
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Γµ
4 = −e3(pµ + p′µ)

∫
d4k

(2π)4

(2pρ + kρ)(2p
′ρ + kρ)

[(k + p)2 −m2][(k + p′)2 −m2]k2
−

e3
pµ + p′µ
p2 − p′2

∫
d4k

(2π)4

2(pk − p′k)(2pρ + kρ)(2p
′ρ + kρ)

[(k + p)2 −m2][(k + p′)2 −m2]k2
(3.39)

Como as integrais subescritas são funções escalares de p2, p′2 e pp′, assim,

podemos escrever Γµ
4 , como:

Γµ
4 = −ıe(pµ + p′µ)[e2h(p2, p′2) + e2l(p2, p′2)] (3.40)

onde

h(p2, p′2) =

∫
d4k

(2π)4

(2pρ + kρ)(2p
′ρ + kρ)

[(k + p)2 −m2][(k + p′)2 −m2]k2

e

l(p2, p′2) =
1

p2 − p′2

∫
d4k

(2π)4

2(pk − p′k)(2pρ + kρ)(2p
′ρ + kρ)

[(k + p)2 −m2][(k + p′)2 −m2]k2

.

Vamos tomar como ponto de renormalização o ponto em que as part́ıculas

externas estão na camada de massa, logo:

p2 = m2
ph (3.41)

p′2 = m2
ph (3.42)

(p− p′)2 = 0 ⇒ pp′ = m2
ph (3.43)

Analisando as expressões (3.36), (3.37) e (3.40), temos que:

f(p2) = f(p′2) = f(m2
ph) (3.44)

g(p2) = g(p′2) = g(m2
ph) (3.45)
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h(p2, p′2, pq) = h(m2
ph) (3.46)

l(p2, p′2, pq) = l(m2
ph) (3.47)

Usando as relações acima, podemos escrever a função de vértice, (3.24),

na camada de massa, como:

Γµ(m2
ph) = −ıe(pµ + p′µ)− ıe(pµ + p′µ)[e2f(m2

ph) + e2g(m2
ph)]−

ıe(pµ + p′µ)[e2h(m2
ph) + e2l(m2

ph)] + ... (3.48)

Γµ(m2
ph) = −ıe(pµ + p′µ)

{
1 + e2[f(m2

ph) + g(m2
ph) + h(m2

ph) + l(m2
ph)]

}
+ · · ·
(3.49)

Analisando as integrais de f(m2
ph), g(m2

ph), h(m2
ph) e l(m2

ph), vemos que

todas divergem quando k →∞, veja:

f(m2
ph) ∼

∫
d4k

1

k4
∼ ln(k) |∞→∞, (3.50)

diverge logaritmicamente

g(m2
ph) ∼

∫
d4k

k

k4
∼ k |∞→∞, (3.51)

diverge linearmente

h(m2
ph) ∼

∫
d4k

k2

k6
∼ ln(k) |∞→∞, (3.52)

diverge logaritmicamente

l(m2
ph) ∼

∫
d4k

k3

k6
∼ k |∞→∞, (3.53)
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diverge linearmente.

Agrupando essas funções a partir do grau de divergência, temos

F (m2
ph) = f(m2

ph) + h(m2
ph) (3.54)

G(m2) = g(m2
ph) + l(m2

ph) (3.55)

Portanto, a função de vértice é reescrita como:

Γµ(m2
ph) = −ıe(pµ + p′µ)

{
1 + e2[F (m2

ph) + G(m2
ph)] + ...

}
(3.56)

onde, F (m2
ph) e G(m2

ph), como vimos contém integrais divergentes. Para

eliminar essas divergências vamos adicionar à Lagrangeana do modelo um

novo ”contra-termo”, da forma G∂µφ
∗φAµ, de forma que:

L = −1

4
F 2

µν + ∂µφ
∗∂µφ + ıe∂µφ

∗φAµ − ıe∂µφφ∗Aµ + e2φ∗φAµA
µ +

ıeG∂µφ
∗φAµ − ıeG∂µφφ∗Aµ −m2

phφ
∗φ−Bφ∗φ + C∂µφ

∗∂µφ,(3.57)

onde, e é definida como a constante de acoplamento f́ısica, que é finita. Com

isto, as regras de Feynman para o vértice se modificariam, pois, teremos que

acrescentar o diagram de ”contra-termos”na Lagrangeana, cuja contribuição

para o vértice é:

Figura 3.8: Nova regra de Feynman para o modelo



3.3 Renormalização da QED escalar 39

Assim, o vértice renormalizado, torna-se:

Figura 3.9: Correção para o vértice que envolve 2 part́ıculas escalares e uma ve-
torial

Γµ(m2
ph) = −ıe(pµ + p′µ){1 + e2[F (m2

ph) + G(m2
ph)] + G + ...} (3.58)

Agora, definindo o ponto de renormalização, como sendo na camada de

massa, temos:

Γµ(m2
ph) = −ıe(pµ + p′µ) (3.59)

e, temos que:

G = −e2[F (m2
ph) + G(m2

ph)] (3.60)

onde C é o contra-termo que acrescentamos à Lagrangeana de forma a tornar

a constante de acoplamento finita.

3)Correção para o propagador do campo vetorial:

Figura 3.10: Correção para o propagador vetorial (termo −1/4FµνF
µν na La-

grangeana)
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Dµν(p
2) = − ıgµν

p2
+ (− ıgµρ

p2
)(−ıDρσ

0 )(− ıgσν

p2
) + (− ıgµρ

p2
)(−ıDρσ

1 )(− ıgσν

p2
) + ...

(3.61)

sendo,

Dρσ
0 = −2e2

∫
d4k

(2π)4

gρσ

k2 −m2
= e2gρσI0, (3.62)

onde:

I0 = 2

∫
d4k

(2π)4

1

k2 −m2
(3.63)

e,

Dρσ
1 = 4e2

∫
d4k

(2π)4

kρkσ

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
−

2e2pρ

∫
d4k

(2π)4

kσ

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
−

2e2pσ

∫
d4k

(2π)4

kρ

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
+

e2pσpρ

∫
d4k

(2π)4

1

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
(3.64)

Usando a relação de simetrização,

I =

∫
d4kkσkρf(k2) =

1

4
gσρ

∫
d4kk2f(k2) (3.65)

e, a relação mostrada em (3.34), temos:
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Dρσ
1 = e2gρσ

∫
d4k

(2π)4

k2

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
−

2e2pρ pσ

p2

∫
d4k

(2π)4

pk

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
−

2e2pσ pρ

p2

∫
d4k

(2π)4

pk

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
+

e2pσpρ

∫
d4k

(2π)4

1

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
(3.66)

Dρσ
1 = e2gρσf(p2) + e2pρpσ[g(p2) + h(p2)] (3.67)

onde

f(p2) =

∫
d4k

(2π)4

k2

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
,

g(p2) =
4

p2

∫
d4k

(2π)4

pk

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]

e

h(p2) =

∫
d4k

(2π)4

1

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]

Assim, o propagador vetorial, dado por, (3.61), pode ser reescrito como:

Dµν(p
2) = − ıgµν

p2
+ (− ıgµρ

p2
)[−ıe2gρσ(I0 + f(p2))](− ıgσν

p2
) +

(− ıgµρ

p2
)[−ıe2pρpσ(g(p2) + h(p2))](− ıgσν

p2
) + ... (3.68)

Se exigirmos do modelo invariância de gauge, vemos que as correções

para o propagador do méson vetorial, dadas por

Dρσ
0 + Dρσ

1 = e2{gρσ(I0 + f(p2)) + pρpσ(g(p2) + h(p2))}, (3.69)

devem satisfazer a
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pρ(D
ρσ
0 + Dρσ

1 ) = 0. (3.70)

Ou seja:

pσ{(I0 + f(p2)) + p2(g(p2) + h(p2))} = 0 (3.71)

I0 + f(p2) = −p2(g(p2) + h(p2)) (3.72)

que significa que as correções para o propagador devem ser proporcionais a

p2. Na prática isto seria obtido se usássemos uma regularização invariante

de gauge além de um propagador para o campo vetorial também invariante

de gauge. Usando (3.72) em (3.68), temos:

Dµν(p
2) = − ıgµν

p2
+ (− ıgµρ

p2
)[−e2 gρ

ν

p2
[−p2(g(p2) + h(p2))] +

(− ıgµρ

p2
)[−e2pρpν

p2
(g(p2) + h(p2))] + ... (3.73)

Dµν(p
2) = − ıgµν

p2
+

ıgµν

p4
e2{−p2(g(p2) + h(p2))}+

ıpµpνe
2

p4
[g(p2) + h(p2)] + ...

(3.74)

Podemos notar que, apesar do último termo ser um tensor da mesma

ordem que o propagador livre para o campo vetorial, ele não é da mesma

forma, ou seja, enquanto o último termo é escrito em termos de pµ e pν o

propagador livre é escrito apenas em termos de gµν . Isso se deve ao fato de que

o propagador livre do campo vetorial usado não ser explicitamente invariante

de gauge, ou seja, da forma 1
k2 (gµν − kµKν

k2 ). Assim, vamos desconsiderar esse

último termo da expansão para que possamos renormalizar o propagador

vetorial. Logo:

Dµν(p
2) = − ıgµν

p2
+

ıgµν

p4
e2{−p2(g(p2) + h(p2))}+ ... (3.75)
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Dµν(p
2) = − ıgµν

p2

{
1 +

e2

p2
([g(p2) + h(p2)]) + ...

}
(3.76)

Novamente, o termo entre chaves é uma série de potências do tipo 1 +

x + x2 + .... e, a série converge para 1
1−x

.

Assim:

Dµν(p
2) = − ıgµν

p2 − e2[g(p2) + h(p2)]
(3.77)

Analisando os integrandos de g(p2) e h(p2), vemos que ambos divergem,

quando k →∞, vejamos:

I0 ∼
∫

d4k
1

k2
∼ k2 |∞→∞ (3.78)

f(p2) ∼
∫

d4k
k2

k4
∼ k2 |∞→∞ (3.79)

g(p2) ∼
∫

d4k
k

k4
∼ k |∞→∞ (3.80)

h(p2) ∼
∫

d4k
1

k4
∼ ln(k) |∞→∞ (3.81)

Para absorver essas divergências, vamos adicionar um ”contra-termo”na

Lagrangeana da forma −E
4
F 2

µµ. Assim:

L = −1

4
F 2

µν + ∂µφ
∗∂µφ + ıe∂µφ

∗φAµ − ıe∂µφφ∗Aµ +

e2φ∗φAµA
µ + ıeG∂µφ

∗φAµ − ıeG∂µφφ∗Aµ −
m2

phφ
∗φ−Bφ∗φ + C∂µφ

∗∂µφ− E

4
F 2

µν , (3.82)

Com isto, as regras de Feynman para o propagador vetorial se modifi-
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cariam, pois, teremos que acrescentar o diagrama de ”contra-termos”na La-

grangeana, cuja contribuição para o propagador é:

Figura 3.11: Nova regra de Feynman para o propagador vetorial

Assim, a expansão perturbativa para o propagador torna-se:

Figura 3.12: Correção para o propagador vetorial (termo −1/4FµνF
µν na La-

grangeana)

E, desta forma, o propagador corrigido fica:

Dµν(p
2) = − ıgµν

p2

{
1 + e2[g(p2) + h(p2)] + E + · · ·} (3.83)

Dµν(p
2) = − ıgµν

p2

{ 1

1− e2[g(p2) + h(p2)] + E

}
(3.84)

Dµν(p
2) = − ıgµν

p2(1− e2[g(p2) + f(p2)] + E
(3.85)

Agora, vamos utilizar o seguinte ponto de renormalização para o propa-

gador do campo vetorial:

∂D−1
µν

∂p2
|p2=0= ıgµν (3.86)

∂D−1
µν

∂p2
|p2=0=

∂

∂p2
[ıgµνp

2(1− e2[g(p2) + h(p2)] + E)]p2=0 (3.87)
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∂D−1
µν

∂p2
|p2=0= ıgµν(1− e2[g(p2) + h(p2)] + E)p2=0 = ıgµν (3.88)

ıgµν(1− e2[g(0) + h(0)] + E) = ıgµν (3.89)

E = e2[g(0) + h(0)] (3.90)

onde E é o ”contra-termo que acrescentamos à Lagrangeana.

4)Correção para o vértice que envolve duas part́ıculas escalares e duas

vetoriais:

Figura 3.13: Correção para o vértice com 2 part́ıculas escalares e 2 vetoriais

θµν(p2, p′2) = 2ıe2gµν +θµν
1 (p2, p′2)+θµν

2 (p2, p′2)+θµν
3 (p2, p′2)+θµν

4 (p2, p′2)+· · ·
(3.91)

onde:

θµν
1 (p2, p′2) = −e4

∫
d4k

(2π)4
(k2 − 2kp′ − 2pp′ − p2)×

(2kµ − qµ)(2kν − qν − pν − p′ν)
(k2 −m2)(k − p)2[(k − q)2 −m2][(k − p− p′)2 −m2]

(3.92)

Analisando o integrando de θµν
1 , temos que:

∫
d4k

k3

k8
∼ 1

k
|∞→ 0 (3.93)
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∫
d4k

k4

k8
∼ ln(k) |∞→∞ (3.94)

∫
d4k

k2

k8
∼ 1

k2
|∞→ 0 (3.95)

∫
d4k

k

k8
∼ 1

k3
|∞→ 0 (3.96)

θµν
2 (p2, p′2) = −4e4gµν

∫
d4k

(2π)4

1

k2[(k + p− q)2 −m2]
(3.97)

Analisando o integrando de θµν
2 , temos:

∫
d4k

1

k4
∼ ln(k) |∞→∞ (3.98)

θµν
3 (p2, p′2) = −2e4

∫
d4k

(2π)4

(2kν + pν − qν + p′ν)(2p′µ − kµ)

k2[(k + p− q)2 −m2][(k + p)2 −m2]
(3.99)

Analisando o integrando de θµν
3 , temos:

∫
d4k

k2

k6
∼ ln(k) |∞→∞ (3.100)

∫
d4k

k

k6
∼ 1

k
|∞→ 0 (3.101)

θµν
4 (p2, p′2) = −2e4

∫
d4k

(2π)4

(2kν + p′ν − q′ν + pν)(2pµ − kµ)

k2[(k + p′ − q′)2 −m2][(k + p′)2 −m2]
(3.102)

Analisando o integrando de θµν
4 , temos:
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∫
d4k

k2

k6
∼ ln(k) |∞→∞ (3.103)

∫
d4k

k

k6
∼ 1

k
|∞→ 0 (3.104)

Como podemos ver, temos algumas integrais que não divergem, ou seja,

são finitas, e as integrais que divergem possuem o mesmo tipo de divergência

(logaritmica), desta forma, vamos reescrever (3.91), desconsiderando os ter-

mos finitos, uma vez que os mesmos não causam divergência quando o vértice

é corrigido, logo:

θµν(p2, p′2) = 2ıe2gµν [1− e2h(p2, p′2) + ...] (3.105)

Para absorver a divergência em h(p2, p′2), vamos adicionar um contra-

termo na Lagrangeana da forma Fφ∗φAµA
µ. Assim:

L = −1

4
F 2

µν + ∂µφ
∗∂µφ + ıe∂µφ

∗φAµ − ıe∂µφφ∗Aµ + e2φ∗φAµA
µ +

+ıeG∂µφ
∗φAµ − ıeG∂µφφ∗Aµ −m2

phφ
∗φ−Bφ∗φ +

+C∂µφ
∗∂µφ− E

4
F 2

µν + Fφ∗φAµA
µ (3.106)

Desta forma, as regras de Feynman para o vértice se modificam, pois,

teremos que acrescentar o diagrama de ”contra-termos”na Lagrangeana, cuja

contribuição para o vértice é:

Figura 3.14: Nova regra de Feynman para o vértice que envolve 2 part́ıculas es-
calares e 2 vetoriais
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Assim, a expansão perturbativa para o vértice torna-se:

Figura 3.15: Correção para o vértice que envolve 2 part́ıculas escalares e 2 vetoriais

E, desta forma, o vértice corrigido fica:

θµν(p2, p′2) = 2ıe2gµν [1− e2h(p2, p′2) + F + ...] (3.107)

Agora, definindo o nosso ponto de renormalização, como sendo na ca-

mada de massa, temos:

θµν(p2 = m2
ph, p

′2 = m2
ph) = 2ıe2gµν , (3.108)

então:

F = e2h(p2, p′2) (3.109)

onde F é o ”contra-termo que acrescentamos à Lagrangeana.

3.3.1 Construção e cálculo das amplitudes para a QED escalar

Mostraremos agora como calcular, a partir da aplicação das regras de

Feynman aos diagramas, as expressões para as amplitudes encontradas nas

correções para a lagrangeana da QED escalar. Em particular, não vamos

empregar a técnica conhecida como parametrização de Feynman, e sim uma

integração angular direta no espaço euclidiano. As expressões obtidas dessa

forma são mais apropriadas para a implementação de cálculos não pertur-

bativos onde as massas e as constantes de acoplamento podem apresentar

dependência com os momentos transportados ou trocados pelas part́ıculas.

As expressões obtidas dessa maneira são completamente equivalentes às obti-

das empregando-se a parametrização de Feynman.
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1 - O diagrama de auto-energia é a representação pictórica de um processo

onde uma part́ıcula interage com o campo criado por uma part́ıcula vetorial

e uma escalar. O diagrama associado é mostrado a seguir:

Figura 3.16: : Diagrama de auto-energia para o campo escalar

Aplicando as regras de Feynman para o diagrama subescrito, a expressão

para a auto-energia será:

π1(p
2) = −

∫
d4k

(2π)4

e2(k2 + 4kp + 4p2)

k2[(k + p)2 −m2]
(3.110)

Por uma simples análise da potência do integrando de π1 na variável

de integração k podemos ter uma idéia de que esta amplitude possui uma

divergência de infra-vermelho. Para eliminarmos tal divergência, introduzire-

mos um regularizador ε2 para o campo vetorial.

Assim, a amplitude torna-se:

π1(p
2) = −

∫
d4k

(2π)4

e2(k2 + 4kp + 4p2)

(k2 − ε2)[(k + p)2 −m2]
(3.111)

Como primeiro passo para calcular a amplitude, vamos efetuar uma ro-

tação no eixo temporal para o plano complexo (rotação de Wick), migrando

do espaço de Minkowsky para o espaço euclideano. Com isso, poderemos

escrever:

k0 → ık4. (3.112)

Com esta mudança podemos escrever o módulo do quadrimomento da

seguinte forma:
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k = (k0, k1, k2, k3) → (k1, k2, k3, k4) (3.113)

k2 = k2
0 − k2

1 − k2
2 − k2

3 (3.114)

Como,

k0 = ık4 → dk0 = ıdk4 (3.115)

Logo:

k2 = −k2
4 − k2

1 − k2
2 − k2

3 ≡ −k2
E (3.116)

e

d4k = ıdk4dk1dk2dk3 = ıd4kE (3.117)

Assim, a amplitude poderá ser reescrita como:

π1(p
2) = −

∫
ı
d4kE

(2π)4

e2(−k2
E − 4kEpE − 4p2

E)

(−k2
E − ε2)[−(kE + pE)2 −m2]

(3.118)

A integral em coordenadas cartesianas no espaço euclidiano pode ser

transformada numa integral em coordenadas polares (4-dimensões), de tal

forma que:,

d4kE = k3dkdϕ sin θdθ sin2 θ2dθ2 =
k2dk2

2
dϕ sin θdθ sin2 θ2dθ2 (3.119)

Como a variável de integração k é o vetor quadrimomento, podemos fazer

uma escolha arbitrária em relação à direção da componente temporal k0.

Construiremos então, a componente k0 na mesma direção do vetor momento

p de tal forma que:
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Figura 3.17: : Direção do vetor temporal

De acordo com o gráfico acima, podemos ver claramente que o produto

escalar de pE com kE pode ser feito da seguinte maneira:

kEpE = kp cos ϕ (3.120)

Podemos então, escrever π1, como:

π1(p
2) = −

∫
ı
k2dk2

2(2π)4

e2(k2
E + 4kEpE cos ϕ + 4p2

E)

(k2
E + ε2)[k2

E + 2kEpE cos ϕ + p2
E + m2]

dϕ sin θdθ sin2 θ2dθ2

(3.121)

Agora, já fazendo k2
E → k2, temos:

π1(p
2) = −

∫
ı
k2dk2

2(2π)4

e2(k2 + 4kp cos ϕ + 4p2)

(k2 + ε2)[k2 + 2kp cos ϕ + p2 + m2]
dϕ sin θdθ sin2 θ2dθ2

(3.122)

Como o integrando depende apenas de k2 e ϕ as integrais em θ e θ2

podem ser resolvidas sem problemas:

∫ π

0

sin θdθ

∫ π

0

sin2 θ2dθ2 = π (3.123)

Desta forma, temos:
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π1(p
2) = − ıπ

2(2π)4

∫
k2dk2

(k2 + ε2)

e2(k2 + 4p2)

[(k2 + p2 + m2]

2π∫

0

1 +
(

4kp
k2+4p2

)
cos ϕ

1 +
(

2kp
k2+p2+m2

)
cos ϕ

dϕ

(3.124)

Resolvendo a integral em ϕ, temos:

π1(p
2) = − ı

16π

∫
k2dk2

(k2 + ε2)

e2(k2 + 4p2)

[(k2 + p2 + m2]
 1

k2+p2+m2 +
2

r
1− 4k2p2

(k2+p2+m2)2
−2

k2+4p2


 (k2 + p2 + m2)

√
1− 4k2p2

(k2+p2+m2)2

(3.125)

Como e2, em modelos não locais é função de k2, quando fizermos k2 = y

e assim, e2(y), teremos:

π1(p
2) = − ı

16π

∫ ∞

0

ydy

(y + ε2)

e2(y)(y + 4p2)

[(y + p2 + m2]
 1

y+p2+m2 +
2

r
1− 4yp2

(y+p2+m2)2
−2

y+4p2


 (y + p2 + m2)

√
1− 4yp2

(y+p2+m2)2

(3.126)

Como já mostramos, para o diagrama acima, o processo utilizado para

se calcular amplitudes, mostraremos a seguir, as amplitudes finais para os

demais diagramas.

2 - O diagrama de auto-energia é a representação pictórica de um processo

onde uma part́ıcula interage com o campo criado por uma part́ıcula vetorial.

O diagrama associado é mostrado a seguir:



3.3 Renormalização da QED escalar 53

Figura 3.18: : Diagrama de auto-energia para o campo escalar

Aplicando as devidas regras de Feynman para este diagrama, temos a

seguinte amplitude:

π0 = − ı

2π2

∫ ∞

0

dye2(y) (3.127)

3 - O diagrama de correção para o propagador do vértice vetorial é a

representação pictórica de um processo onde uma part́ıcula vetorial interage

com o campo criado por uma part́ıcula escalar. O diagrama associado é

mostrado a seguir:

Figura 3.19: : Correção para o propagador do vértice vetorial

Este diagrama apresenta a amplitude de probabilidade dada por:

Dρσ
0 = − ıgρσ

8π2

∫ ∞

0

dy
ye2(y)

y + m2
(3.128)

4 - O diagrama de correção para o propagador do vértice vetorial é a

representação pictórica de um processo onde uma part́ıcula vetorial interage

com o campo criado por uma part́ıcula escalar. O diagrama associado é

mostrado a seguir:

Figura 3.20: : Correção para o propagador do vértice vetorial
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Este diagrama apresenta a amplitude de probabilidade dada por:

Dρσ
1 (p2) = − ıπ

2(2π)4

{
2πgρσ

∫ ∞

0

dy[y2e2(y)]/[(y + m2)(y + p2 + m2)]

√
1− (

2
√

yp

y + p2 + m2
)2 − 8pρpσπp

p2

∫ ∞

0

dy
ye2(y)

(y + m2)(y + p2 + m2)

{−
√

y√
1− (

2
√

yp

y+p2+m2 )2(
2
√

yp

y+p2+m2 )
+

√
y

2
√

yp

y+p2+m2

} − 2πpρpσ

∫ ∞

0

dy
ye2(y)

(y + m2)(y + p2 + m2)
(

1√
1− (

2
√

yp

y+p2+m2 )2

)
}

(3.129)

5 - O diagrama de correção para o vértice é a representação pictórica de

um processo onde duas part́ıculas escalares e uma part́ıcula vetorial interage

com o campo criado por uma part́ıcula vetorial e duas part́ıculas escalares.

O diagrama associado é mostrado a seguir:

Figura 3.21: : Correção para o vértice escalar-escalar-vetorial

A correção para este vértice possui a seguinte amplitude:

Γ2(p
2) = − ıpµ

16π3

∫ ye3(y)
{−1+

√
(1−4yp2/(y+p2+m2)2)

p2
√

(1−4yp2/(y+p2+m2)2)
+ 4√

(1−4yp2/(y+p2+m2)2)

}

y + ε2

(3.130)

6 - O diagrama de correção para o vértice é a representação pictórica de

um processo onde duas part́ıculas escalares e uma part́ıcula vetorial interage
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com o campo criado por uma part́ıcula vetorial e duas part́ıculas escalares.

O diagrama associado é mostrado a seguir:

Figura 3.22: : Correção para o vértice escalar-escalar-vetorial

A correção para este vértice possui a seguinte amplitude:

Γ3(p
′2) = − ıp′µ

16π3

∫ ye3(y)
{−1+

√
(1−4yp′2/(y+p′2+m2)2)

p′2
√

(1−4yp′2/(y+p′2+m2)2)
+ 4√

(1−4yp′2/(y+p′2+m2)2)

}

y + ε2

(3.131)

7 - O diagrama de correção para o vértice é a representação pictórica de

um processo onde duas part́ıculas escalares e uma part́ıcula vetorial interage

com o campo criado por uma part́ıcula vetorial e duas part́ıculas escalares.

O diagrama associado é mostrado a seguir:

Figura 3.23: : Correção para o vértice escalar-escalar-vetorial

A correção para este vértice possui a seguinte amplitude:
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Γ4(p2, p′2) = − ıpρ + p′ρ

16π2

{∫
e3y

(y + ε2)
(

1

(−p2 + p′2)
×

(
√

((k2 + p′2 + m2)2 − 4(kp′)2)((k2 + p2 + m2)2 − 4(kp)2)×
((kp)(kp′)2(k2 + p′2 + m2)− (kp′)3(k2 + p2 + m2)− (kp)3 ×
(k2 + p′2 + m2) + (kp)2(k2 + p2 + m2)(kp′)) +√

(k2 + p′2 + m2)2 − 4(kp′)2(−4(kp)(kp′)2(k2 + p2 + m2)×√
p2p′2 − (kp)2(kp′)(k2 + p2 + m2)2 + (kp′)3(k2 + p2 + m2)2 +

(kp)2(kp′)(k2 + p2 + m2)y + 4(kp)2(kp′)(k2 + p2 + m2)×√
p2p′2 − (kp)(kp′)2(k2 + p2 + m2)y) +√
(k2 + p2 + m2)2 − 4(kp)2(−4(kp)2(kp′)(k2 + p′2 + m2)×√
p2p′2 − (kp)(kp′)2(k2 + p′2 + m2)2 + (kp)3(k2 + p′2 + m2)2 +

(kp)(kp′)2(k2 + p′2 + m2)y − (kp)2(kp′)(k2 + p′2 + m2)y +

4(kp)(kp′)2(k2 + p′2 + m2)
√

p2p′2))/((kp′)(kp)×
(−(k2 + p2 + m2)(kp′) + (kp)(k2 + p′2 + m2))×√

((k2 + p′2 + m2)2 − 4(kp′)2)((k2 + p2 + m2)2 − 4(kp)2))−
(
√

(k2 + p′2 + m2)2 − 4(kp′)2(−4(kp)
√

p2p′2 +

(k2 + p2 + m2)(kp′) + (kp)(k2 + p2 + m2)− (kp)y) +√
(k2 + p2 + m2)2 − 4(kp)2(−(kp)(k2 + p′2 + m2) + (kp′)y +

4(kp′)
√

p2p′2 − (kp′)(k2 + p′2 + m2)))/((−(k2 + p2 + m2)×
(kp′) + (kp)(k2 + p′2 + m2))×√

((k2 + p′2 + m2)2 − 4(kp′)2)((k2 + p2 + m2)2 − 4(kp)2)))
}

(3.132)

8 - Os diagramas de correção para o vértice que envolve duas part́ıculas

escalares e duas vetoriais é a representação pictórica de um processo onde

duas part́ıculas escalares e duas part́ıculas vetoriais interagem com o campo

criado por duas part́ıculas vetoriais e duas part́ıculas escalares. Os diagramas

associados é mostrado a seguir:
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Figura 3.24: : Correções para o vértice escalar-escalar-vetorial-vetorial

As amplitudes para correção do vértice que envolve duas part́ıculas es-

calares e duas vetoriais são dadas, respectivamente pelas equações (3.92),

(3.97), (3.99) e (3.102).

A amplitude para os diagramas da figura (3.24) não apresentam re-

sultados relevantes para nosso trabalho, pois na determinação do fator de

forma eletromagnético do ṕıon necessitamos apenas da correção para o vér-

tice escalar-escalar-vetorial. Assim, as mesmas não serão calculadas.



Caṕıtulo 4

Função de vértice não local

4.1 Introdução

Neste caṕıtulo, estamos interessados em encontrar a forma mais geral da

função de vértice vetorial para os modelos que descrevem a interação entre

mésons escalares e o méson vetorial, de tal forma que a função de vértice deve

preservar as simetrias da QCD, especificamente as indentidades de Ward e

de Green e deve estar livre de singularidades cinemáticas.

Desta forma, vamos construir o vértice de Ball e Chiu [6] no espaço de

Minkwosky [34], [6] e, em seguida construiremos uma função de vértice não

local com as mesmas caracteŕısticas do vértice de Ball e Chiu, porém, este

vértice será constrúıdo no espaço euclidiano.

4.2 Construção do vértice de Ball e Chiu

A função de vértice de Ball e Chiu foi constrúıda partindo dos prinćıpios

abaixo:

1. Em teorias sem massa, funções de um momento simples tal como o

propagador do elétron possui singularidades nas variáveis adimension-

ais q2/Λ2 onde, Λ2 é o cutoff ultra-violeta e q2 = p′ − p. Assim, as

singularidades infra-vermelho no ńıvel um-loop estão trivialmente rela-

cionadas com o comportamento ultra-violeta, o qual é conhecido da

exigência de renormalização. Em contraste, o vértice off-shell depende

de três variáveis escalares: p2, p′2, e q2. Portanto, até mesmo em re-

sultados a um-loop, singularidades logaŕıtmicas em, p2/p′2 ou q2/p′2,
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podem ocorrer as quais não estão associadas ao comportamento ultra-

violeta.

2. A função de vértice na teoria de gauge satisfaz a identidade de Ward,

a qual relaciona as componentes do vértice longitudinal com funções

mais simples, o inverso do propagador no caso da QED.

3. Construção de uma função de vértice que satisfaça a identidade de

Ward automaticamente. A parte longitudinal do vértice pode ser re-

presentada explicitamente em termos da função escalar mais simples

que aparece na identidade de Ward. A suposição cŕıtica que leva a

uma forma única do vértice longitudinal é que o vértice deve ser livre

de singularidades.

Partindo das caracteŕısticas acima, Ball e Chiu constrúıram uma forma

geral para o vértice que satisfaz automaticamente as identidades de Ward

e de Green, que é simétrica e está livre de singularidades cinemáticas, e as

funções escalares que aparecem estão livres de qualquer restrição.

O exemplo mais simples de uma teoria de gauge é a eletrodinâmica es-

calar, cuja forma mais geral do vértice off-shell consistente com a identidade

de Ward é bem conhecida.

O vértice deve ser uma quantidade vetorial e, portanto, deve ter a forma:

Γµ = Apµ + Bp′µ (4.1)

onde, q = p′ − p e, A, B são funções escalares de p2, p′2, e q2, os momentos

associados com cada part́ıcula no vértice.

A identidade de Ward para este vértice é:

qµΓµ = D−1(p′2)−D−1(p2) (4.2)

sendo D o propagador completo do méson escalar e portanto uma função de

uma variável escalar simples. A equação (4.2) fornece a seguinte equação

para A e B :

qµ(Apµ + Bp′µ) = D−1(p′2)−D−1(p2) (4.3)
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pqA + p′qB = [D−1(p′2)−D−1(p2)] (4.4)

B =
D−1(p′2)−D−1(p2)− pqA

p′q
(4.5)

Substituindo (4.5) em (4.1), temos:

Γµ = [D−1(p′2)−D−1(p2)]
p′µ
p′q

+ A(pµ − pq

p′q
p′µ) (4.6)

Que pode ser reescrito da seguinte maneira:

Γµ =
p′µ
p′q

[D−1(p′2)−D−1(p2)− Apq] + Apµ (4.7)

Temos uma singularidade cinemática no primeiro termo em p′q = 0, a

qual pode ser cancelada pelo segundo termo, significando que A não pode ser

uma função arbitrária.

Para retirarmos a singularidade, vamos exigir que [D−1(p′2)−D−1(p2)−
Apq], no limite de p′q → 0, seja proporcional a p′q. Desta forma:

[D−1(p′2)−D−1(p2)]− Apq |p′q=0= αp′q |p′q→0→ 0 (4.8)

ou seja,

A |p′q=0=
[D−1(p′2)−D−1(p2)]

pq
|p′q=0 (4.9)

Portanto, temos que A que pode ser escrito como:

A = A |p′q=0 +A′p′q (4.10)

Onde A′ = A′(p, p′) é uma função arbitrária de p e p’. Logo,



4.2 Construção do vértice de Ball e Chiu 61

A =
[D−1(p′2)−D−1(p2)]

pq
+ A′(p′q). (4.11)

Como q = p′ − p, temos que:

p′q = p′(p′ − p) = 0 → p′p = p′2 (4.12)

pq = p(p′ − p) = pp′ − p2 = p′2 − p2 (4.13)

Ou seja:

p′q → 0 ⇒ pq → p′2 − p2 (4.14)

Assim, (4.11), torna-se:

A =
[D−1(p′2)−D−1(p2)]

p′2 − p2
+ (p′q)A′ (4.15)

Substituindo (4.15) em (4.6), temos:

Γµ = [D−1(p′2)−D−1(p2)]
p′µ
p′q

+(
[D−1(p′2)−D−1(p2)]

p′2 − p2
+A′(p′q))(pµ− pq

p′q
p′µ)

(4.16)

Γµ =
[D−1(p′2)−D−1(p2)]

p′2 − p2
[pµ + p′µ(

p′2 − p2

p′q
− pq

p′q
)] + A[(p′q)pµ − (pq)p′µ]

(4.17)

Como,

(
p′2 − p2

p′q
− pq

p′q
) = 1 (4.18)
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Teremos,

Γµ =
[D−1(p′2)−D−1(p2)]

p′2 − p2
(pµ + p′µ) + A′[(p′q)pµ − (pq)p′µ] (4.19)

Este é o vértice final de Ball e Chiu, onde o primeiro termo é a parte

longitudinal do vértice e o segundo termo é transverso uma vez que ele é

ortogonal a qµ.

Uma vez que o vértice foi constrúıdo, verificaremos que o mesmo obedece

as seguintes propriedades:

1. Satisfaz a Identidade de Ward;

2. Satisfaz a Identidade de Green;

3. Satisfaz a simetria na troca de p por p′;

4. Apresenta ausência de singularidades.

4.2.1 Identidade de Ward e o vértice de Ball e Chiu

Primeiramente, verificaremos se o vértice de Ball e Chiu satisfaz a iden-

tidade de Ward.

Sendo a identidade de Ward e o vértice de Ball e Chiu dados respectiva-

mente, pelas equações(4.2) e (4.19), temos que:

qµΓµ = qµ [D−1(p′2)−D−1(p2)]

p′2 − p2
(pµ + p′µ) + A′[(p′q)pµ − (pq)p′µ] (4.20)

qµΓµ =
[D−1(p′2)−D−1(p2)]

p′2 − p2
(qp + qp′) + A′[(p′q)qp− (pq)qp′] (4.21)

Como podemos ver, na equação (4.21) o termo em A′ se cancela e, tendo

que q = p′ − p, logo:
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(qp + qp′)
p′2 − p2

= 1 (4.22)

Assim, a equação (4.21), torna-se:

qµΓµ = D−1(p′2)−D−1(p2), (4.23)

que é a identidade de Ward. Logo, o vértice de Ball e Chiu satisfaz perfeita-

mente a identidade de Ward.

4.2.2 Identidade de Green e o vértice de Ball e Chiu

Verificamos na seção acima que o vértice de Ball e Chiu satisfaz a iden-

tidade de Ward, agora, analisaremos o mesmo vértice para a identidade de

Green, dada por:

lim
p′→p

Γµ(p′, p) = 2pµ ∂D−1

∂p2
(4.24)

Verificando a identidade de Green para o vértice de Ball e Chiu, temos:

lim
p′→p

Γµ(p′, p) = { [D−1(p′2)−D−1(p2)]

p′2 − p2
(pµ + p′µ) + A′[(p′q)pµ − (pq)p′µ]}p′→p

(4.25)

Como já vimos, p′ = q + p → p′2 = q2 + 2pq + p2, logo:

D−1(p′2)−D−1(p2) = [D−1(q2 + 2pq + p2)−D−1(p2)] (4.26)

Quando, p′ → p ou q2 → 0 ⇒ q2 + 2pq é muito pequeno, logo, podemos

fazer uma expansão em Taylor ao redor de p2, que nos fornecerá:

D−1(p′2)−D−1(p2) = D−1(p2) +
∂D−1

∂p2

1

1!
(q2 + 2pq)−D−1(p2) (4.27)
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D−1(p′2)−D−1(p2) |p′µ→pµ= (q2 + 2pq)
∂D−1

∂p2
(4.28)

Agora, substituindo a expansão na equação (4.25) e já tomando o limite,

temos:

lim
p′→p

Γµ(p′, p) =
(q2 + 2pq)

q2 + 2pq

∂D−1

∂p2
(pµ + pµ) + A′(pqpµ − pqpµ) (4.29)

Portanto,

lim
p′→p

Γµ(p′, p) = 2pµ
∂D−1

∂p2
(4.30)

Desta forma, vimos que o vértice de Ball e Chui também satisfaz a iden-

tidade de Green.

4.2.3 Simetria para o vértice de Ball e Chiu

Agora vamos analisar se a função de vértice de Ball e Chiu é simétrica

na troca de p → p′, ou seja:

Γµ(p′, p) = Γµ(p, p′) (4.31)

A função de vértice de Ball e Chiu é dada pela equação (4.19), a qual é:

Γµ =
[D−1(p′2)−D−1(p2)]

p′2 − p2
(pµ + p′µ) + A′[(p′q)pµ − (pq)p′µ] (4.32)

Quando fizermos p → p′, temos que q = p − p′, ou seja, −q = p′ − p,

então:
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Γµ(p, p′) =
[D−1(p2)−D−1(p′2)]

p2 − p′2
(p′µ + pµ) + A′[(p(−q))p′µ − (p′(−q))pµ]

(4.33)

Γµ(p, p′) =
[D−1(p′2)−D−1(p2)]

p′2 − p2
(pµ + p′µ) + A′[(p′q)pµ − (pq)p′µ] (4.34)

Podemos então, notar que mesmo na troca de p por p′, o vértice de Ball

e Chiu permanece invariante, ou seja, é simétrico.

4.2.4 Ausência de singularidades para o vértice de Ball e Chiu

Analisaremos a seguir se o vértice de Ball e Chiu apresenta singulari-

dades, ou seja, se o vértice possui pólos quando q2 = 0.

Tendo o vértice dado por (4.32):

Γµ =
[D−1(p′2)−D−1(p2)]

p′2 − p2
(pµ + p′µ) + A′[(p′q)pµ − (pq)p′µ] (4.35)

Como p′ = q + p, logo:

Γµ =
[D−1(q + p)2 −D−1(p2)]

(q + p)2 − p2
(pµ + qµ +pµ)+A′[((p+ q)q)pµ− (pq)(qµ +pµ)]

(4.36)

Γµ =
[D−1(q2 + 2qp + p2)−D−1(p2)]

(q2 + 2qp + p2)− p2
(2pµ+qµ)+A′[(pq+q2)pµ−(pq)(qµ+pµ)]

(4.37)

Tomando o limite quando, q2 → 0, com q 6= 0, temos:
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Γµ |q2→0=
[D−1(2qp + p2)−D−1(p2)]

2qp
(2pµ + qµ) + A′[(pq)pµ − (pq)(qµ + pµ)]

(4.38)

Γµ |q2→0=
[D−1(2qp + p2)−D−1(p2)]

2qp
(2pµ + qµ) + A′[−(pq)qµ] (4.39)

Onde podemos perceber que não existe nenhum pólo ou singularidade.

Agora, tomando o limite quando, q2 → 0, com q = 0, temos que, q2 +2qp

é muito pequeno, logo, podemos fazer uma expansão em Taylor. Como esta

expansão já foi feita anteriormente, em (4.28), vamos utilizá-la aqui. Então:

Γµ |q2→0= (q2 + 2qp)
∂D−1

∂p2

(2pµ + qµ)

q2 + 2qp
+ A′[(p′q)pµ − (pq)(qµ + pµ)] (4.40)

Neste limite, podemos ver que o segundo termo da expressão vai se anu-

lar, então:

Γµ |q2→0= (2pµ + qµ)
∂D−1

∂p2
(4.41)

A qual não possui nenhum pólo ou singularidade cinemática.

4.3 Vértice não singular no espaço euclidiano

Construiremos agora uma função de vértice não local, de forma ana-

litica, no espaço euclidiano, seguindo as mesmas técnicas empregadas por

Ball e Chiu. Desta forma, a construção da função de vértice será guiada

pelas identidades de Ward e de Green e pelo requerimento de ausência de

singularidades cinemáticas e invariância na troca de p por p′.

O vértice mais simples que satisfaz a Identidade de Ward é:
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Γ0
µ = [D−1(p′2)−D−1(p2)]

qµ

q2
, (4.42)

com qµ = p′µ − pµ.

Verificaremos se o vértice Γ0
µ satisfaz a identidade de Ward, (4.2), ou

seja:

qµΓ0
µ = qµ[D−1(p′2)−D−1(p2)]

qµ

q2
(4.43)

qµΓ0
µ = [D−1(p′2)−D−1(p2)] (4.44)

O vértice Γ0
µ satisfaz a identidade de Ward, no entanto, ele possui uma

singularidade em q2 = 0. Portanto, construiremos um novo vértice sub-

traindo a singularidade existente:

Γ1
µ = Γ0

µ − Γ0
µ |q2=0⇒p′µ→pµ (4.45)

Assim,

Γ1
µ = [D−1(p′2)−D−1(p2)]

qµ

q2
− [D−1(p′2)−D−1(p2)]

qµ

q2
|p′µ→pµ (4.46)

No segundo termo do vértice Γ1
µ, vamos substituir p′2 = q2 +2qp+p2, no

propagador D−1(p′2) e fazendo q → 0, o que implica em p′µ → pµ (no espaço

euclidiano), podemos usar novamente a expansão em Taylor feita em (4.28),

desta forma,(4.46) torna-se:

Γ1
µ = [D−1(p′2)−D−1(p2)]

qµ

q2
− (q2 + 2pq)

∂D−1

∂p2

qµ

q2
(4.47)

Verificando a identidade de Ward (4.2)para este vértice, temos:

qµ
{
[D−1(p′2)−D−1(p2)]

qµ

q2
− (q2 + 2pq)

∂D−1

∂p2

qµ

q2

}
(4.48)
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[D−1(p′2)−D−1(p2)]− (q2 + 2pq)
∂D−1

∂p2
(4.49)

Ou seja,

qµΓ1
µ = [D−1(p′2)−D−1(p2)]− q2∂D−1

∂p2
− 2pq

∂D−1

∂p2
(4.50)

O que significa que a identidade de Ward para este vértice não foi satis-

feita. Será necessário introduzir um novo termo que não traga singularidades

e que restaure a identidade de Ward.

Vamos construir o seguinte vértice:

Γ2
µ = Γ1

µ + αµ (4.51)

com,

qµαµ = q2∂D−1

∂p2
+ 2pq

∂D−1

∂p2
(4.52)

qµαµ = qµ
{
qµ

∂D−1

∂p2
+ 2pµ

∂D−1

∂p2

}
(4.53)

Logo,

αµ = (qµ + 2pµ)
∂D−1

∂p2
(4.54)

Substituindo, (4.54)em (4.51), temos:

Γ2
µ = [D−1(p′2)−D−1(p2)]

qµ

q2
− (q2 + 2pq)

∂D−1

∂p2

qµ

q2
+

(qµ + 2pµ)
∂D−1

∂p2
+ A[(pq)p′µ − (p′q)pµ] (4.55)

onde o termo proporcional a A é um termo transversal, não singular, intro-
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duzido para tomar o vértice (4.3) o mais geral posśıvel.

Portanto, esta é a nossa função de vértice anaĺıtica não local constrúıda

a exemplo da função de vértice de Ball e Chiu. Veremos que este vértice

apresenta singularidades no espaço de Minkowsky, mas não no espaço euclid-

iano.

Nas seções abaixo, vamos analisar se esta função de vértice continua

obedecendo as mesmas propriedades que a função de Ball e Chiu, tais como,

identidade de Ward, identidade de Green, invariância na troca de p por p′ e

ausência de singularidades.

4.3.1 Identidade de Ward para função de vértice não local

Vamos, primeiramente, verificar a identidade de Ward, sendo que esta

e a função de vértice não local são dadas respectivamente por (4.2) e (4.3),

logo:

qµΓ2
µ = qµ

{
[D−1(p′2)−D−1(p2)]

qµ

q2
− (q2 + 2pq)

∂D−1

∂p2

qµ

q2
+

(qµ + 2pµ)
∂D−1

∂p2
+ A[(pq)p′µ − (p′q)pµ]

}
(4.56)

qµΓ2
µ =

{
[D−1(p′2)−D−1(p2)]− (q2 + 2pq)

∂D−1

∂p2
+

(q2 + 2pq)
∂D−1

∂p2
+ A[(pq)p′q − (p′q)pq]

}
(4.57)

Portanto:

qµΓ2
µ = [D−1(p′2)−D−1(p2)] (4.58)

Assim, vimos que a função de vértice não local satisfaz perfeitamente a

identidade de Ward.
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4.3.2 Identidade de Green para função de vértice não local

Uma vez que a identidade de Ward foi satisfeita, analisaremos a identi-

dade de Green, equação (4.30), para o vértice não local, da seguinte forma:

lim
p′→p

Γ2
µ =

{
[D−1(p′2)−D−1(p2)]

qµ

q2
− (q2 + 2pq)

∂D−1

∂p2

qµ

q2
+

(qµ + 2pµ)
∂D−1

∂p2
+ A[(pq)p′µ − (p′q)pµ]

}
p′→p

(4.59)

Usando a relação de expansão, (4.28), temos que:

lim
p′→p

Γ2
µ = (q2 + 2pq)

∂D−1

∂p2

qµ

q2
− (q2 + 2pq)

∂D−1

∂p2

qµ

q2
+

(qµ + 2pµ)
∂D−1

∂p2
+ A[(pq)pµ − (pq)pµ] (4.60)

lim
p′→p

Γ2
µ = (qµ + 2pµ)

∂D−1

∂p2
(4.61)

Como, qµ = p
′µ − pµ, logo:

lim
p′→p

Γ2
µ = 2pµ ∂D−1

∂p2
(4.62)

A qual é a identidade de Green, o que significa que a função de vértice

não local também satisfaz esta identidade.

4.3.3 Simetria para função de vértice não local

Agora, vamos verificar se a função de vertice não local é invariante na

troca de p por p′, para isto, temos que ter:

Γ2
µ(p′, p) = Γ2

µ(p, p′) (4.63)
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Tendo a função dada por (4.3), que é:

Γ2
µ(p′, p) = [D−1(p′2)−D−1(p2)]

qµ

q2
− (q2 + 2pq)

∂D−1

∂p2

qµ

q2
+

(qµ + 2pµ)
∂D−1

∂p2
+ A[(pq)p′µ − (p′q)pµ] (4.64)

Quando fizermos a troca de p → p′, temos que, q = p − p′, ou seja,

−q = p′ − p, assim:

Γ2
µ(p, p′) = [D−1(p2)−D−1(p′2)]

−qµ

q2
− (q2 − 2p′q)

∂D−1

∂p′2
−qµ

q2
+

(−qµ + 2p′µ)
∂D−1

∂p′2
+ A[(p′(−q))pµ − (p(−q))p′µ] (4.65)

Γ2
µ(p, p′) = [D−1(p′2)−D−1(p2)]

qµ

q2
+ (q2 − 2p′q)

∂D−1

∂p′2
qµ

q2
+

(−qµ + 2p′µ)
∂D−1

∂p′2
+ A[(pq)p′µ − (p′q)pµ] (4.66)

Comparando (4.64) e (4.66), vemos que:

Γ2
µ(p′, p) 6= Γ2

µ(p, p′), (4.67)

logo, a função de vértice Γ2
µ não é simétrica na troca de p por p′. Para que a

mesma torne-se simétrica, faremos:

Γ2
µ(p′, p) =

1

2

{
Γ2

µ(p′, p) + Γ2
µ(p, p′)

}
, (4.68)

Assim,
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Γ2
µ(p′, p) =

1

2

{
[D−1(p′2)−D−1(p2)]

qµ

q2
− (q2 + 2pq)

∂D−1

∂p2

qµ

q2
+ (qµ + 2pµ)

∂D−1

∂p2
+ A[(pq)p′µ − (p′q)pµ] + [D−1(p′2)−D−1(p2)]

qµ

q2
+

(q2 − 2′q)
∂D−1(p′2)

∂p′2
qµ

q2
+ (−qµ + 2p′µ)

∂D−1(p′2)
∂p′2

+

A[(p′q)pµ − (pq)p′µ]
}

(4.69)

Γ2
µ(p′, p) = [D−1(p′2)−D−1(p2)]

qµ

q2
+

1

2

{
[(−q2 − 2pq)

qµ

q2
+ (qµ + 2pµ)]

∂D−1

∂p2
+ [(q2 − 2p′q)

qµ

q2
+ (−qµ + 2p′µ)]

∂D−1(p′2)
∂p′2

+

2A[(pq)p′µ − (p′q)pµ]
}

(4.70)

Substituindo p′ = q + p, temos:

Γ2
µ(p′, p) = [D−1(p′2)−D−1(p2)]

qµ

q2
+

1

2

{
[−2(pq)

qµ

q2
+ 2pµ]

∂D−1

∂p2
+

[−2(q + p)q
qµ

q2
+ 2(qµ + pµ)]

∂D−1

∂p′2
+

2A[(pq)(qµ + pµ)− ((q + p)q)pµ]
}

(4.71)

Γ2
µ(p′, p) = [D−1(p′2)−D−1(p2)]

qµ

q2
+

1

2

{
[−2pq

qµ

q2
+ 2pµ]

∂D−1

∂p2
+

[−2(pq)
qµ

q2
+ 2pµ]

∂D−1

∂p′2
+ 2A[(pq)qµ − q2pµ]

}
(4.72)
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Γ2
µ(p′, p) = [D−1(p′2)−D−1(p2)]

qµ

q2
+ (−qνq

µ

q2
+ gµν)pν(

∂D−1

∂p2
+

∂D−1

∂p′2
) +

A[(pq)qµ − q2pµ] (4.73)

Portanto, esta é a nova função de vértice anaĺıtica não local constrúıda

de forma a respeitar as identidades de Ward e Green e sendo simétrica na

troca de p por p′. Na seção seguinte, verificaremos se esta função está livre de

singularidades cinemáticas. As identidades de Ward e de Green verificadas

nas seções anteriores continuam sendo satisfeitas por (4.73), em vistas de sua

construção usando (4.68).

A partir de agora, chamaremos nossa nova função de vértice apenas de

Γµ, logo:

Γµ(p′, p) = [D−1(p′2)−D−1(p2)]
qµ

q2
+ (−qνq

µ

q2
+ gµν)pν(

∂D−1

∂p2
+

∂D−1

∂p′2
) +

A[(pq)qµ − q2pµ] (4.74)

4.3.4 Ausência de singularidades para função de vértice não local

A expressão para função de vértice que obtivemos é dada pela equação

(4.74), que é:

Γµ(p′, p) = [D−1(p′2)−D−1(p2)]
qµ

q2
+ (−qνq

µ

q2
+ gµν)pν(

∂D−1

∂p2
+

∂D−1

∂p′2
) +

A[(pq)qµ − q2pµ] (4.75)

Podemos perceber nitidamente que a mesma ainda apresenta uma série

de singularidades cinemáticas se considerarmos a mesma no espaço de Min-

kowsky, no entanto, é preciso lembrar que a nossa função de vértice foi con-

strúıda para espaço euclidiano, portanto, estas singularidades desaparecem,

vejamos:
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A expansão que fizemos em (4.28), só é válida quando q2 e pq são pe-

quenos, o que vai acontecer somente para qµ = 0. No entanto, nosso limite é

q2 = 0, o que não implica em qµ = 0, exceto no espaço euclidiano.

Tudo isto acontece porque, no espaço de Minkowski, temos:

q2 = q2
0 − | −→q |2 (4.76)

Desta forma, quando q2 = 0 implica apenas que q2
0 = | −→q |2, ou seja, qµ

não precisa se anular, e então, pq pode não tender a zero.

No espaço Euclidiano, a situação é diferente, porque

q2 = q2
4 + | −→q |2 (4.77)

Portanto, q2 = 0 implica apenas que q2
4 = −| −→q |2, que só pode ser

satisfeito se q4 = 0, ou seja, qµ = 0. Assim, no espaço Euclidiano, tomar o

limite q2 = 0 implica também em pq → 0.

Vimos então, que a nossa função de vértice no espaço euclidiano está

livre de singularidades cinemáticas. Logo, é uma função que satisfaz todas

as propriedades necessárias para uma função de vértice vetorial no espaço eu-

clidiano. Uma propriedade interessante do vértice (4.75) em comparação com

o de Ball e Chiu (4.32) é a estrutura dos denominadores apresentados pelos

dois vértices. Enquanto no vértice de Ball e Chiu apresenta em seu denom-

inador a estrutura p′2 − p2, o vértice (4.75) apresenta apenas a dependência

no momento da part́ıcula vetorial, q2. Isto representa alguma vantagem, do

ponto de vista técnico, no cálculo de amplitudes que apresentem o campo

vetorial como linha externa, como a maioria das amplitudes presentes no

Caṕıtulo 3: os denominadores não dependerão dos momentos internos e por

isso podem ser retirados dos integrandos destas ampitudes. Mesmo em am-

plitudes que envolvem o campo vetorial como linha interna o vértice (4.75)

traz alguma simplificação sobre o vértice de Ball e Chiu. Como exemplo, na

amplitude abaixo:
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Figura 4.1: Diagrama de auto-energia para um campo vetorial e escalar

O vértice de Ball e Chiu contribuiria com dois termos (k + p)2 − p2 =

k2 + 2kp no denominador do integrando da amplitude correspondente, en-

quanto que o vértice (4.75) contribui com dois fatores k2 neste denominador.

Também a ausência do termo (pµ + p′µ) no vértice (4.75) representa alguma

simplificação em relação ao vértice de Ball e Chiu.

Além de apresentar alguma vantagem técnica sobre o vértice de Ball

e Chiu, verificaremos, no próximo caṕıtulo, que o vértice (4.75) também

pode ser usado em um cálculo não perturbativo, para fornecer resultados

interessantes para o fator de forma eletromagnético do ṕıon no contexto do

modelo de dominância dos mésons vetoriais (VDM).



Caṕıtulo 5

Cálculos Numéricos: Fator de

Forma Eletromagnético do Ṕıon

A teoria que descreve a interação entre ṕıons e mésons ρ é a Cromodinâ-

mica Quântica, onde os ṕıons interagem com o méson ρ através da interação

entre os quarks e glúons, como mostra a figura 5.1:

Figura 5.1: Diagrama de interação entre ṕıons e o méson ρ através de quarks e
glúons

Processos locais apresentam desvantagens, já citadas anteriormente no

caṕıtulo 2, quando comparados com processos não locais, desta forma, um

modelo efetivo não local foi constrúıdo definindo um vértice não local da

QED escalar como vimos no Caṕıtulo 4.

Neste caṕıtulo, vamos aplicar o vértice não local constrúıdo no caṕıtulo

anterior ao setor de acoplamento entre o ṕıon (pseudo-escalar) e o méson
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ρ (vetorial) de uma lagrangeana efetiva mesônica da QCD [19]. Esta la-

grangeana efetiva pode ser constrúıda a partir de diversos modelos quirais de

quarks e o setor correspondente ao acoplamento entre o ṕıon e o campo veto-

rial possui a mesma forma funcional da Lagrangeana da QED escalar (exceto

pela natureza pseudo-escalar do ṕıon, que não interfere na presente análise, e

pela massa do campo vetorial). Como uma aplicação fenomenológica, vamos

obter o fator de forma eletromagnético do ṕıon, no contexto do modelo de

dominância dos mésons vetoriais (VMD).

No caṕıtulo 5, estamos interessados em apresentar os cálculos para fator

de forma eletromagnético do ṕıon utilizando o nosso vértice constrúıdo no

espaço euclidiano, assim como os cálculos referentes à correção de massa e

vértice para eletrodinâmica escalar.

5.1 Fator de forma

O tamanho de um objeto subatômico não é algo de fácil definição, uma

vez que envolve o cálculo de valores esperados em mecânica quântica. Nem

átomos, nem part́ıculas subatômicas são esferas sólidas com fronteiras bem

definidas. No caso atômico, o seu raio corresponde ao valor esperado da co-

ordenada média do elétron de valência mais exterior e esse cálculo pode ser

feito com a ajuda de teoria de perturbação. No caso subatômico, no entanto,

só com a ajuda de experiências é que se pode determiná-lo. Em núcleos es-

féricos, a densidade de nucleons e o potencial nuclear possuem dependências

espaciais semelhantes, isto é, relativamente constantes em distâncias peque-

nas, a partir das quais eles caem rapidamente a zero.

O meio usual de determinar o tamanho e a forma de um objeto é através

da radiação por ele espalhada. Para observar o objeto em detalhes é necessário

que o comprimento de onda da radiação seja menor do que a dimensão do

objeto. Caso contrário, há difração, o que atrapalha a imagem. Na de-

terminação do raio nuclear, pode-se supor que prótons e nêutrons estejam

uniformemente distribúıdos e, portanto, se o raio dos prótons for determi-

nado, também o será o raio nuclear. Para que se detecte a distribuição da

carga de nuclear, pode-se provocar espalhamento de elétrons pelo núcleo e

observar a seção de choque resultante. A distribuição de matéria dentro de

um núcleo está associada ao seu fator de forma, que é definido como a pro-

babilidade de transição de um estado inicial para um estado final através de



5.1 Fator de forma 78

uma interação V (r):

F (ki, kf ) =

∫
ψ∗fV (r)ψid

3r, (5.1)

onde ψi é a função de onda de um elétron livre antes do espalhamento é dada

por:

ψi = eiki.r, ki =
Pi

h
, (5.2)

com Pi sendo o seu momento inicial. Analogamente, o estado final é repre-

sentado por:

ψf = eikf .r, kf =
Pf

h
. (5.3)

A equação (5.1) torna-se, então:

F (ki, kf ) =

∫
ei(ki−kf ).rV (r)d3r, (5.4)

onde se pode escrever que ki − kf = q e

V (r) = − Ze2

4πε0

∫
ρe(r

′)d3r′

| r − r′ | , (5.5)

com ρe(r
′) sendo uma distribuição da carga nuclear que não depende de

coordenadas angulares e
∫

d3r =
∫ r

0
r2dr

∫ r

0
sin θdθ

∫ 2r

0
dφ. Efetuando-se a

integral acima em φ e θ e tendo em conta que q.r = qr cos θ, obtém-se para

(5.4):

F (ki, kf ) =
4π

q

∫
sin(qr′)ρe(r

′)r′dr′, (5.6)

que pode ser escrita como:

F (q2) = 4π

∫
sin(qr)

qr
ρe(r)r

2dr (5.7)
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Uma vez que sin(qr)
qr

' (1 − 1
6(qr)2

+ ...), uma expressão aproximada para

(5.7) é dada por:

F (q2) ' 1− q2

6
< r2 > +O(q4). (5.8)

onde < r2 > é o raio quadrático médio do núcleo.

Portanto, esta é a expressão para o fator de forma eletromagnético do

núcleo, a qual pode ser estendida para qualquer part́ıcula subatômica como

por exemplo, o ṕıon, part́ıcula de nosso interesse neste trabalho. Através

das expressões (5.4) a (5.7), vemos que o fator de forma é, grosso modo, a

transformada de Fourier da distribuição de carga do núcleo ou da part́ıcula

subatômica (ρe).

Do ponto de vista experimental, o fator de forma do ṕıon é determinado

medindo-se a probabilidade de deflexão do ṕıon em uma colisão com um

núcleo pesado [4]. O núcleo absorve o fóton (virtual) e sofre um recuo,

também medido experimentalmente, usado para determinar o momento q do

fóton virtual. Como o fóton é virtual, não temos a exigência q2 = 0.

5.2 Correção de massa e vértice

No Caṕıtulo 3, apresentamos a renormalização da eletrodinâmica escalar,

onde a partir dela, encontramos as devidas correções para propagadores e

vértices escalares e vetoriais.

O propagador vetorial e o vértice de 4 pontas foram devidamente re-

normalizados, no entanto, os cálculos numéricos para os mesmos não serão

apresentados aqui, pois não apresentam nenhum resultado relevante para

nosso trabalho. Mostraremos, então, os cálculos para as correções de massa

e para o vértice de 3 pontas.

O cálculo numérico de ambas correções serão apresentados, sendo que as

mesmas utilizam os seguintes parâmetros f́ısicos:

Constante de acoplamento: g = 0, 8333; Regularizador do campo veto-

rial: ε2 = 1.10−3; Massa do ṕıon: mπ = 0, 14GeV . A escolha deste valor de

g ficará evidente na seção (5.4).
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1)Correção de massa:

A correção para a massa foi determinada como:

D−1(p2) = −ı[p2 − (m2
ph + π0 + π1quad)] (5.9)

A relação entre correção de massa e momento é apresentada pela figura

(5.2):

Figura 5.2: Correção para massa do campo escalar

Verificamos que o resultado apresentado na figura (5.2) corresponde ao

ponto de renormalização escolhido, ou seja, em p2 = 0, encontraremos D−1(p2 =

0) = ım2
Ph. Para valores de momentos altos, a correção de massa decresce

lentamente, e eventualmente podemos extrapolar o resultado para supor que

esta correção se anule novamente em p2 → +∞.
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2)Correção de vértice:

O vértice de 3 pontas, ou seja, vértice que envolve duas part́ıculas es-

calares e uma vetorial, foi renormalizado pela QED escalar e nos forneceu a

seguinte expressão, a qual é a correção para o vértice.

Γµ(p2, p′2) = −ıe(pµ + p′µ) + Γµ
2 + Γµ

3 + Γµ
4 (5.10)

A amplitude correspondente ao vértice normalizado em função do mo-

mento resulta em:

Figura 5.3: Correção para o vértice de 3 pontas

A expressão (3.24) para o vértice que envolve duas part́ıculas escalares e

uma vetorial será usada na seção 5.3.1 para a determinação do fator de forma

hadrônico ρππ e consequente determinação do fator de forma eletromagnético

do ṕıon.
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5.3 Fator de forma eletromagnético do ṕıon

A Cromodinâmica Quântica (QCD) é uma teoria que nos fornece uma

descrição bem sucedida a respeito da estrutura eletromagnética dos hádrons

[10], [37]. Apesar disto, a aproximação tradicional baseada no modelo ex-

tendido de dominância dos méson vetoriais (EVMD) [42], ainda fornece uma

estrutura complementar útil [10], [37] no domı́nio grandes distâncias, onde a

QCD perturbativa fracassa. Isto é particularmente verdade para fatores de

forma eletromagnético de hádrons onde o EVMD tem sido muito bem suce-

dido em suas predições quando q2 tem dependência nas regiões tipo espaço e

tipo tempo [37].

O modelo de dominância dos mésons vetoriais (VMD) parte do sucesso

dos prinćıpios da teoria quântica de campos (TQC) em eletrodinâmica quân-

tica (QED), ou seja, espera-se que os prinćıpios gerais da QED se conservem

para a f́ısica de interações fortes (QCD), em particular, a noção de correntes

conservadas, o prinćıpio de gauge e a universalidade de ligações. E foi da

generalização da invariância de gauge U(1) da QED para a transformação de

gauge SU(2) local feita por Yang e Mills [45], em 1954, que Sakurai [41] pre-

disse a existência do meson vetorial ligado por isospin hadrônico e corrente

de hipercarga.

A não invariância sob transformações de gauge dos termos de massa do

méson vetorial foi ignorada. Por outro lado, as transformações de gauge são

consideradas importantes para produzir interações com acoplamentos univer-

sais entre os nucleons e o méson vetorial. Por exemplo, para o conjunto de

mesons ρ [41]:

fρ ≡ fρNN = fρππ = fρρρ (5.11)

onde f é o acoplamento universal, ou seja, o acoplamento entre o méson ρ

e os nucleons que é igual ao acoplamento entre o ρ e o ṕıons e por sua vez

igual ao acoplamento entre os próprios mésons ρ.

Ou seja, no modelo VMD a presença dos mesons vetoriais (considerados

não massivos, bósons de spin 1), podem descrever a interação eletromag-

nética entre os mésons escalares (ou pseudoescalares), dessa forma, esses

mesons vetoriais seriam degenerados com os fótons, e portanto a corrente



5.3 Fator de forma eletromagnético do ṕıon 83

eletromagnética corresponderia a uma corrente eletromagnética padrão mais

a corrente dos mésons vetoriais. Assim o fator de forma eletromagnético dos

mésons pseudoescalares pode ser descrito em função do fator de forma da

desintegração hadrônica méson vetorial.

No modelo extendido do VMD, chamado EVMD [42] o fator de forma do

ṕıon é constrúıdo da contribuição do méson ρ junto com todas suas excitações

radiais [10], ou seja:

Fπ(q2) =
N∑

n=0

M2
ρn

γρn

gρnππ

M2
ρn
− q2

(5.12)

onde, γρn é o acoplamento do fóton com ρn e gρnππ é a constante de ligação

forte para ρnππ, normalmente assumido não ter dependência adicional com

q2. Experimentalmente, duas excitações radiais do méson ρ tem sido obser-

vadas para ρ′(1250) [9] e a ρ”(1550) [27], com massas em boa concordância

com predições do modelo dual, onde:

M2
ρn

= M2
ρ +

n

α′
, (5.13)

sendo:

α′ =
1

2
M2

ρ = 0, 83GeV −2, (5.14)

a inclinação universal Regge, n = 1 para o ρ′ e n = 2 para o ρ′′. Do decai-

mento de ρ → ππ e ρ → e+e−, obtem-se:

g2
ρππ

4π
= 3, 01± 0, 06, (5.15)

e

γ2
ρ

4π
= 2, 03± 0, 06, (5.16)

respectivamente, dando:

(
gρππ

γρ

)exp = 1, 22± 0, 02 (5.17)
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Uma possibilidade atrativa é fixar acoplamentos e massas em (5.12)

usando o modelo dual. Este modelo foi introduzido pela primeira vez a três

décadas atrás [33] e tem sido bem sucedido em concordância com os dados em

Fπ(q2) abaixo de q2 = −2GeV assim como em regiões tipo tempo [43]. Ele

também tem mostrado descrever bem o fator de forma eletromagnético do

núcleo, o ∆(1236) [16], o Káon [13], e funções de vértice puramente hadrôni-

cas [17]. A expressão resultante para Fπ(q2) neste modelo pode ser escrita

como:

Fπ(q2) =
M2

ρ

γρ

(
gρππ

γρ

)Fρππ(q2) (5.18)

onde Fρππ(q2) é o fator de forma hadrônico ρππ [18] para um méson ρ com

massa off-shell.

5.3.1 Cálculo perturbativo do fator de forma eletromagnético do

ṕıon em um modelo local

Como já vimos anteriormente no Caṕıtulo 3, o vértice de 3 pontas, apre-

senta a seguinte expansão em primeira ordem em loops:

Figura 5.4: Expansão para o vértice com 2 part́ıculas pseudoescalares e uma ve-
torial

Tendo esta expansão, vamos calcular o fator de forma hadrônico.

Figura 5.5: Vértice local envolvendo 2 part́ıculas pseudoescalares e uma vetorial
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A figura (5.5), é o vértice local, o qual apresenta a seguinte amplitude:

Γµ
1(p′, p) = −ıg(p′µ − pµ) (5.19)

Figura 5.6: Vértice local

A figura (5.6), possui um vértice de 3 pontas local, e sua amplitude é:

Γ2(p
2) = − ıpµ

16π3

∫ ye3(y)
{−1+

√
(1−4yp2/(y+p2+m2)2)

p2
√

(1−4yp2/(y+p2+m2)2)
+ 4√

(1−4yp2/(y+p2+m2)2)

}

y + ε2

(5.20)

Figura 5.7: Vértice local

A figura (5.7), também possui um vértice de 3 pontas, o qual possui a

seguinte amplitude:
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Γ3(p
′2) = − ıp′µ

16π3

∫ ye3(y)
{−1+

√
(1−4yp′2/(y+p′2+m2)2)

p′2
√

(1−4yp′2/(y+p′2+m2)2)
+ 4√

(1−4yp′2/(y+p′2+m2)2)

}

y + ε2

(5.21)

Figura 5.8: Vértice local

A figura (5.8), possui 3 vértices de 3 pontas local, apresentando a seguinte

amplitude para o diagrama:

Γµ
4 = − ıg(p′µ + pµ)

2(4π)2

{
g2

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy
(1− x− y)[(x + y − 2)2m2

π

m2
π(x + y)2 − q2xy + m2

ρ(1− x− y)
+

(x + y − 2− xy)q2]

m2
π(x + y)2 − q2xy + m2

ρ(1− x− y)
+

ıg(p′µ + pµ)

(4π)2

{
g2

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy(2− 3/2(x + y))[ln 1 + ε2/M2
xy − 3/2]

}
(5.22)

sendo, M2
xy = m2

π(x + y)2 − q2xy + m2
ρ(1− x− y).

Tendo todas as amplitudes de probabilidade, agora, podemos calcular

o fator de forma hadrônico em primeira ordem em loops, o que significa,

somar as amplitudes para os diagramas da figura (5.5), a menos do fator

−ıg(p′µ + pµ), ou seja:

Γµ
1 + Γµ

2 + Γµ
3 + Γµ

4 = −ıg(p′µ + pµ)(1 + Γ2 + Γ3 + Γ4) = −ı(p′µ + pµ)Fρππ(q2)

(5.23)

onde Γ2, Γ3 e Γ4 são os coeficientes de pµ e p′µ em (5.20)-(5.22)
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Assim, o fator de forma hadrônico a ńıvel 1-lopp é:

Fρππ = g(1 + 0, 03974 + Γ4) = 0, 8333(1 + 0, 03974 + Γ4) (5.24)

E, o fator de forma eletromagnético do ṕıon normalizado é dado por:

Fπ(q2) = (
0, 6749

0, 5929− q2
)Fρππ(q2) (5.25)

O fator de forma eletromagnético do ṕıon, equação (5.25), está mostrado

na figura (5.9), em comparação com os resultados experimentais, extráıdos

da referência [4] (usamos Q2 = −q2).

O raio quadrático médio eletromagnético do ṕıon, obtido a partir do

resultado perturbativo da equação (5.8) é dado por:

< r2
π >= 6(

∂Fπ

∂q2
) (5.26)

Obtemos de (5.25):

< r2
π >= 6(1, 6902) = 10, 1412GeV −2 (5.27)

< r2
π >= 10, 1412GeV −2 = (0, 628fm)2 (5.28)

que deve ser comparado com o resultado experimental do raio quadrático

médio eletromagnético do ṕıon < r2
π >= (0, 678± 0, 012fm)2 [4].
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Figura 5.9: Fator de forma eletromagnético do ṕıon calculado perturbativamente
comparados com as medidas experimentais [4]

5.4 Cálculo não perturbativo do fator de forma

eletromagnético do ṕıon no modelo não

local

Nesta seção, iremos apresentar os cálculos referentes ao fator de forma do

ṕıon utilizando o modelo não local. Para isto, calcularemos o fator de forma

hadrônico, Fρππ, utilizando o vértice não local desenvolvido no Caṕıtulo 4,

uma vez que o mesmo representa um acoplamento ρππ, dado por:
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Γ2
µ = −ıg{[D−1(p′2)−D−1(p2)]

qµ

q2
− (q2 + 2pq)

∂D−1

∂p2

qµ

q2
+

(qµ + 2pµ)
∂D−1

∂p2
+ A(q2pµ − (pq)qµ)}, (5.29)

onde introduzimos a constante de acoplamento g, suprimida no Caṕıtulo 3

por razões de simplicidade, e A = A(p, p′), como visto anteriormente.

A expressão acima pode ser reescrita da seguinte forma:

Γ2
µ = −ıg{p′µ{ [D−1(p′2)−D−1(p2)]

(p′ − p)2
− (p′p− p2)

(p′ − p)2
(
∂D−1

∂p2
+

∂D−1

∂p′2
) +

A(p′2 − p′p)
}
pµ

{− [D−1(p′2)−D−1(p2)]

(p′ − p)2
+ (1 +

(p′p− p2)

(p′ − p)2
)

(
∂D−1

∂p2
+

∂D−1

∂p′2
) + A(p′2 − p′p)

}} (5.30)

Utilizando as condições on-shell para o ṕıon (o méson ρ está fora da

camada de massa):

p2 = p′2 = m2
π (5.31)

pp′ = m2
π −

q2

2
(5.32)

Encontramos:

Γµ = −ıg(p′µ + pµ){1 +
A

2
q2} = −ı(p′µ + pµ)Fρππ(q2) (5.33)

onde, com o ṕıon na camada de massa, A(p, p′) = A(q2).

Desta forma, o fator de forma Fρππ, é:
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Fρππ = g{1 +
A

2
q2} (5.34)

A função A(q
2
) é arbitrária, podemos ajustá-la para reproduzir, por

exemplo, as condições de normalização dos fatores de forma. A forma fun-

cional mais simples para A(q2) é A(q2) = constante. Vamos considerar esta

escolha mais simples, por hipótese, e ver como ela se ajusta aos resultados

experimentais.

Assim, temos duas incógnitas no fator de forma hadrônico, A e g, para

encontrá-las, utilizaremos as seguintes condições de normalização, Fρππ(q2) =

1 quando q2 = m2
ρ e, Fπ(q2) = 1 quando q2 = 0.

Assim:

1 = g(1 +
A

2
m2

ρ) (5.35)

e,

1 =
M2

ρ

γρ

(
gρππ

M2
ρ

)Fρππ(0) (5.36)

Fρππ(0) = g (5.37)

Logo, (5.36) torna-se:

1 = (
gρππ

γρ

)g = 1, 2g (5.38)

g = 0, 8333 (5.39)

Substituindo, (5.39) em (5.35), encontramos:

A = 0, 6746GeV −2 (5.40)

Agora, tendo a constante de acoplamento e a constante A calculada, o
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fator de forma hadrônico torna-se:

Fρππ = 0, 8333 + 0, 2686q2 (5.41)

A partir de (5.41), podemos encontrar o fator de forma eletromagnético

do ṕıon no modelo não local.

Tendo:

Fπ(q2) =
M2

ρ

γρ

(
gρππ

M2
ρ − q2

)Fρππ(q2) (5.42)

M2
ρ = 0, 77GeV 2 (5.43)

gρππ

γρ

= 1, 2 (5.44)

Assim, Fπ(q2) é:

Fπ(q2) =
0, 7115

0, 5929− q2
Fρππ(q2), (5.45)

com Fρππ dado pela equação (5.41).

Agora, vamos calcular o raio eletromagnético médio do ṕıon. O valor

experimental da raiz do raio quadrático médio do ṕıon será comparado com

o valor de A para vermos se A constante é suficiente para um bom ajuste

com os dados experimentais do fator de forma.

O raio eletromagnético médio do ṕıon é dada por:

< r2
π >= 6(

∂Fπ

∂q2
) (5.46)

(
∂Fπ

∂q2
) =

M2
ρ

γρ

gρππg
{2A(M2

ρ − q2) + 2(2 + Aq2)

4(M2
ρ − q2)2

}
(5.47)
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Como o raio eletromagnético será calculada quando q2 = 0, temos:

(
∂Fπ

∂q2
) =

M2
ρ

γρ

gρππg
{2AM2

ρ + 4

4M4
ρ

}
= 2, 0241 (5.48)

Assim:

< r2
π >= 6(2, 0241) = 12, 1446GeV −2 = (0, 687fm)2 (5.49)

que deve ser comparado com o resultado experimental do raio quadrático

médio eletromagnético do ṕıon < r2
π >= (0, 678± 0, 012fm)2 [4].

Figura 5.10: Fator de forma eletromagnético do ṕıon calculado não perturbativa-
mente, comparado com os resultados experimentais [4] e do modelo
dual aplicado ao EVMD [18].

O fator de forma eletromagnético do ṕıon, em comparação com os resul-
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tados experimentais e com os resultados no EVMD usando o modelo dual

é mostrado na figura (5.10), onde Q2 = −q2. Verifica-se, em especial para

a região de baixo Q2, um melhor ajuste do resultado não perturbativo aos

dados experimentais. Isto se reflete na determinação do raio eletromagnético

do ṕıon, para o qual encontramos 0, 687fm no cálculo não perturbativo uti-

lizando o vértice não local, enquanto o resultado do modelo dual aplicado ao

EVMD é 0, 66fm [18].

Figura 5.11: Fator de forma eletromagnético do ṕıon calculado perturbativamente
e não perturbativamente

Ao compararmos os resultados mostrados nas figuras (5.10) e (5.11),

vemos que todos os resultados se aproximam dos dados experimentais, inclu-

sive os calculados perturbativamente. Isto se deve à utilização do VMD, que

fornece melhores resultados em contraste com os cálculos do fator de forma

em outros modelos [29].
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Os resultados para os cálculos não perturbativos [18] e a equação (5.41)

são melhores que os obtidos para os calculados perturbativamente, ou seja,

os cálculos não perturbativos para o fator de forma eletromagnético do ṕıon

se aproximam melhor dos dados experimentais e podemos evidenciar esta

concordância a partir do cálculo do raio eletromagnético do ṕıon, vejamos,

o valor do raio quadrático médio eletromagnético do ṕıon calculado experi-

mentalmente é dado por:

< r2
π >exp= (0, 678± 0, 012fm)2

portanto, ele está na faixa entre,

< r2
π >exp= (0, 666fm)2 → (0, 690fm)2.

O raio quadrático médio eletromagnético do ṕıon calculado perturbati-

vamente possui valor dado por:

< r2
π >pert= (0, 628fm)2

logo, ele está fora da faixa de erro. O raio calculado não perturbativamente

tem valor:

< r2
π >naopert= (0, 687fm)2

então, ele está dentro da faixa de erro, já o raio calculado em Dominguez [18]

possui valor:

< r2
π >Dominguez= (0, 66fm)2

e, portanto ele está no limite inferior da faixa de erro.

A comparação entre os resultados perturbativo e não perturbativo é

mostrada na figura (5.11).

Na figura (5.12) mostramos a comparação dos fatores de forma hadrôni-

cos obtidos em [18] e no presente trabalho. Vemos que os dois se aproximam

muito na região considerada, apesar de que a maior inclinação encontrada

no tratamento atual se reflete em um melhor ajuste aos dados experimentais

como mostrado na figura (5.10).

É notável que com o ajuste mı́nimo para o fator de forma ρππ, com

apenas 2 parâmetros necessários para reproduzir as condições de normaliza-
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ção dos fatores de forma, conseguimos reproduzir o raio eletromagnético do

ṕıon com grande precisão, assim como obtemos um bom ajuste para todos

os resultados experimentais para o fator de forma eletromagnético do ṕıon.

Figura 5.12: Fator de forma hadrônico

Por fim, observamos que para o tratamento atual o ajuste é melhor para

valores de momento mais baixos. Para valores de momentos mais altos pode

ser necessário, no fator de forma hadrônico, termos de ordem q4, que não

estão presentes no ajuste mı́nimo que utilizamos.



Caṕıtulo 6

Conclusões e perspectivas

Neste caṕıtulo, apresentaremos uma discussão dos resultados obtidos e

faremos uma análise da abragência e das restrições que devem ser impostas so-

bre os mesmos. Também serão apresentadas perspectivas futuras de trabalho,

assim como, sugestões em alguns pontos que o trabalho pode ser enriquecido.

A forma anaĺıtica mais geral de um vértice não local para uma teoria de

gauge escalar no espaço euclidiano foi construida de tal forma que o mesmo

satisfizesse uma série de simetrias como a de Lorentz, a invariância à trans-

formação de gauge e quiral, expressas pelas Identidades de Ward e de Green,

a ausência de singularidades e a invariância à troca dos momentos externos

(p , p’) dos férmions, como apresentado no Caṕıtulo 4.

A estrutura da função de vértice não local no espaço euclidiano quando

comparada com a estrutura da função de vértice de Ball e Chiu apresenta

vantagens técnicas, isto se dá devido ao vértice não local (4.75) apresentar

apenas a dependência com o momento da part́ıcula vetorial, q2, enquanto o

vértice de Ball e Chiu apresenta em seu denominador o termo p′2 − p2. Na

prática, significa que na maior parte das amplitudes calculadas no Caṕıtulo

3 que apresenta o campo vetorial como linha externa, os denominadores não

dependem dos momentos internos e podem ser retirados dos integrandos sem

nenhum problema. Mesmo nas amplitudes que envolvem o campo vetorial

como linha interna o vértice (4.75) apresenta simplificações em comparação

com o vértice de Ball e Chiu. Além disso, a ausência do termo (pµ + p′µ) no

vértice (4.75) também representa alguma simplificação em relação ao vértice

de Ball e Chiu.

Os cálculos não perturbativos para o fator de forma eletromagnético do
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ṕıon se aproximam melhor dos dados experimentais e podemos evidenciar

esta concordância dos dados experimentais a partir do cálculo do raio eletro-

magnético do ṕıon.

Conseguimos reproduzir com boa precisão o raio eletromagnético do ṕıon

e obtivemos um bom ajuste para todos os resultados experimentais para o

fator de forma eletromagnético do ṕıon usando ajuste mı́nimo para o fator

de forma do ṕıon ρ → ππ, com apenas 2 parâmetros, ajustados pela nor-

malização. Este ajuste, reproduziu melhor o fator de forma eletromagnético

do ṕıon para valores de momento mais baixos. Para valores de momentos

mais altos seria necessário no fator de forma termos de ordem superior às do

ajuste mı́nimo, como por exemplo, termos de orem q4.

Duas observações devem ser feitas a respeito da determinação não pertur-

bativa do fator de forma eletromagnético do ṕıon apresentada neste trabalho:

primeiramente, devemos observar que utilizamos o vértice desenvolvido para

o espaço euclidiano na região tipo tempo quando aplicamos a condição de

normalização do fator de forma hadrônico. Desta forma, nesta situação esta-

mos extendendo o vértice não local no espaço euclidiano para além da região

onde o mesmo é anaĺıtico, pelo menos neste ponto. Em segundo lugar, de-

vemos ressaltar que os resultados para o fator de forma eletromagnético do

ṕıon também poderiam ser obtidos empregando-se o vértice de Ball e Chiu.

O bom ajuste encontrado no presente trabalho não é exclusivo, portanto, do

procedimento aqui adotado, mas atesta a aplicabilidade do mesmo para a

obtenção de resultados observáveis e as vantagens, no emprego de métodos

não perturbativos. A forma final do vértice vetorial não local pode, de fato,

ser empregada na determinação de outras amplitudes de interesse de forma

não perturbativa.

Como perspectivas futuras deste trabalho, se encontra a aplicação do pro-

cesso aqui desenvolvido aos modelos quirais de quarks, para a determinação

dos vértices vetorial e axial destes modelos. Em particular, estes vértices

poderão ser utilizados na determinação das funções de correlação vetorial-

vetorial e axial-axial [20], que podem ser comparadas com os resultados ex-

perimentais recentemente obtidos nos experimentos ALEPH [8] e OPAL [1].
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