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Resumo

Neste trabalho investigamos o comportamento critico de sistemas fisicos com interacoes
competitivas arbitrarias, onde introduzimos o método de Callan-Symanzik para esses sis-
temas. Para sistemas fisicos apresentando pontos de Lifshitz m-axiais, definimos teorias
de campo perturbativas com duas massas independentes e renormalizadas em momentos
externos nulos. Provamos a renormalizabilidade multiplicativa dessas teorias na dimen-
sao critica. Em seguida, calculamos os expoentes criticos anisotropicos 12, Vo, N4 €
vy diagramaticamente, no minimo, até a ordem de dois "loops"utilizando a aproxima-
¢ao ortogonal. Para esses mesmos sistemas, calculamos os expoentes criticos isotropicos
N4 € V4 na mesma ordem em "loops'usando a aproximagao ortogonal. Além do mais,
calculamos os expoentes criticos isotropicos exatamente na mesma ordem em "loops".
Todos esses expoentes estao em perfeita concordancia com os correspondentes expoentes
calculados anteriormente usando teorias de perturbacao sem massa renormalizadas em
momentos externos arbitrarios. Posteriormente, investigamos os comportamentos criti-
cos de sistemas competitivos arbitrarios definindo teorias de campo perturbativas com
L massas independentes e renormalizadas em momentos externos nulos. Para esse caso,
provamos também a renormalizabilidade multiplicativa na dimensao critica dessas teo-
rias. Calculamos os varios expoentes criticos anisotropicos e isotrépicos, no minimo, até
a ordem de dois "loops"usando a aproximacao ortogonal generalizada. Os expoentes
criticos isotropicos foram calculados exatamente na mesma ordem em "loops". Os resul-
tados para todos esses expoentes concordam perfeitamente com aqueles obtidos para os
respectivos expoentes calculados anteriormente usando teorias de perturbagao sem massa

renormalizadas em momentos externos arbitrarios.
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Abstract

In this work we investigate the critical behavior of physical systems with arbitrary com-
peting interactions, where we introduce the Callan-Symanzik method for these systems.
For physical systems presenting m-axial Lifshitz points, we define perturbative field theo-
ries with two independent masses and renormalized at zero external momenta. We prove
the multiplicative renormalizability of these theories at the critical dimension. After that,
we calculate the anisotropic critical exponents 72, vr2, N4 and vr4 diagrammatically,
at least up to two-loop order utilizing the orthogonal approximation. For these systems,
we calculate the isotropic critical exponents 1,4 and vy4 in the same loop order using
the orthogonal approximation. Furthermore, we calculate the isotropic critical exponents
exactly in the same loop order. All these exponents are in perfect agreement with the
respectives exponents calculated before using perturbative massless theories renormali-
zed at nonzero external momenta. After that, we investigate the critical behaviors of
arbitrary competing systems defining scalar field theories with L independent masses
and renormalized at zero external momenta. For this case, we prove also the multi-
plicative renormalizability at the critical dimension of these theories. We calculate the
various anisotropic and isotropic critical exponents, at least up to two-loop order using
the generalized orthogonal approximation. The isotropic critical exponents were calcu-
lated exactly in the same loop order as well. The results for all these exponents are
the same in comparison with those obtained for the exponents computed before using

perturbative massless theories renormalized at arbitrary nonzero external momenta.

Keywords: Renormalization, Callan-Symanzik, Lifshitz points, Competing Systems
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CAPITULO 1

Introducao

Transicoes de fase sempre desempenharam um papel muito importante na historia
da humanidade. As transi¢bes mais conhecidas, as da agua entre seus estados soélido,
liquido e gasoso tém sido fundamentais para a manutencao da vida no planeta terra.
Desde os tempos mais remotos o conhecimento desse ramo da fisica, mesmo que ristico
se comparado com o de hoje, ajudou a desenvolver alguns dos setores das civilizacoes
que o detinham. Na &rea econdomica, a fundi¢ao de metais na producgao de ferramentas
agricolas impulsionou a produgao de alimentos. Nos dias de hoje podemos observar essa
grande importancia, por exemplo, na sintese de novos materiais para um vasto uso em
tecnologia.

Ao fazermos aplicagoes nos varios setores da nossa sociedade moderna, usando sis-
temas fisicos exibindo transi¢oes de fase, necessitamos de um conhecimento preciso das
propriedades fisicas desses sistemas. Para tal, temos que usar um formalismo que nos
dé a quantidade de informacao necessaria sobre essas propriedades, com base em seus
aspectos mais fundamentais. Isto é feito usando modelos microscépicos que represen-
tam os sistemas fisicos estudados. Com esses modelos podemos extrair informagoes que
nos permite entender as transicoes de fase que ocorrem em tais sistemas em seu nivel
macroscopico.

As transi¢coes mais conhecidas ocorrem entre as varias fases da dgua e sao conhecidas
como transi¢oes de fase de primeira ordem. Elas sao descontinuas e envolvem calor
latente. Esse calor é liberado (absorvido) quando ocorre uma mudanga do estado de alta
(baixa) temperatura para o estado de baixa (alta) temperatura e é responséavel por uma
mudanca estrutural da amostra.

O modelo mais simples utilizado no estudo de transigoes de fase é o modelo de Ising [1].

Esse modelo foi proposto para tentar entender o comportamento do tipo ima (ferromag-
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nético) de sistemas magnéticos e teve uma solugdo exata, em sua versao unidimensional,
obtida pela primeira vez por E. Ising. Em duas dimensoes, sem um campo magnético
externamente aplicado, o modelo de Ising foi resolvido exatamente, onde o pioneiro nessa
solugao foi L. Onsager [2]. O caso bidimensional na presenga de um campo magnético
ainda nao tem solucao analitica, assim como o caso tridimensional, mesmo na auséncia

de um campo externo.

O modelo de Ising bidimensional e em dimensoes maiores que duas apresenta tran-
sicoes conhecidas como transicoes de fase de segunda ordem. Em sistemas magnéticos,
essas transicoes estao associadas a uma mudanca de um estado desordenado de alta tem-
peratura para um estado ordenado de baixa temperatura. Elas ocorrem em uma dada
temperatura, diferente para cada material, o que define uma temperatura de transicao
ou temperatura critica 7T,.. Essa temperatura é conhecida como temperatura de Curie.
Na fase de alta temperatura (desordenada), acima de T, todos os spins dos atomos sao
orientados aleatoriamente, devido a efeitos térmicos, nao produzindo assim um momento
magnético macroscopico resultante. Ja na fase de baixa temperatura (ordenada), abaixo
de T,, uma fracao finita desses spins é orientada em uma direcao preferencial, por causa
da interacao entre os spins, resultando num momento magnético macroscopico diferente
de zero, mesmo sem aplicarmos um campo magnético externo. Na verdade, para ser-
mos mais precisos, a magnetizacao média em escalas macroscopicas é nula. No entanto,
ocorre a formagao de dominios magnéticos em volumes muito menores que o volume do
material. Assim, um pequeno campo magnético externo aplicado destréi as paredes de
dominio produzindo uma magnetizacao macroscopica. Essa magnetizacao macroscopica
permanece mesmo quando desligamos o campo externo. Nesse caso, 0 momento mag-
nético por unidade de volume define a magnetizacao espontanea M do material. Assim
uma magnetizagdo M = 0 define o estado desordenado e M # 0 o estado ordenado. Dize-
mos entao que a magnetizacao M é o parametro de ordem do sistema, pois da informacao
de quando se tem ordem ou nao no sistema. Transi¢oes de fase de segunda ordem sao
caracterizadas por um parametro de ordem que vai continuamente a zero na temperatura

de transigao.
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Proximo da temperatura de transicao a magnetizacao depende da temperatura de

uma maneira simples, através de uma lei de poténcia da forma
M o 7, (1.1)

onde t = (T, — T)/T., o que define o expoente critico 5. Vemos que a magnetizagao
(parametro de ordem) vai a zero continuamente no ponto 7' = T,.. Como vimos essa é
uma caracteristica de uma transi¢ao de fase de segunda ordem. Podemos definir outros
expoentes associados ao comportamento critico de algumas fungoes termodinamicas, cal-
culadas em campo externo nulo, como por exemplo a capacidade calorifica, o comprimento

de correlagao e a susceptibilidade

C ~ |t (1.2)
&~ [t (1.3)
X~ [t (1.4)

respectivamente, onde f(x) ~ significa a parte singular da fungao f(z). A equagao de

estado em campo externo nao nulo H # 0
M ~ HY? (1.5)

define o expoente §. Assim se conhecermos os valores desses expoentes conheceremos o
comportamento critico dos materiais estudados.
Os cinco expoentes criticos acima definidos e o expoente n associado a funcao de

correlagao

GO (r) ~ r2=d, (1.6)

para r grande com o sistema na temperatura de transicao 7' = T, nao sao independentes
entre si. Foi mostrado pela primeira vez por Rushbrooke [3], Griffths [4,5], Josephson [6,7]
e Fisher [8], que usaram apenas termodinamica béasica e algumas suposigdes razoaves, que
os seis expoentes criticos deveriam satisfazer a quatro desigualdades. Posteriormente,

experimentos indicaram que essas desigualdades deveriam ser, na verdade, igualdades.
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Dai uma das importancias de se obter experimentalmente esses expoentes criticos. Widom

[9] supds que a energia livre de Helmotz f(T', H) poderia ser escrita como

H

f@:H):HM¢(EE>. (1.7)

A equagao (1.7) é conhecida como a hipotese de escala de Widom. Dessa hipotese seguem

duas relacoes de escala, a de Rushbrooke e a de Widom
a+28+v=2, (1.8)

v =p6(6-1), (1.9)

respectivamente. As outras duas relagoes de escala entre os expoentes sao as relagoes de

escala de Fisher e Josephson
v =v(2—n), (1.10)

vd =2 —a, (1.11)

respectivamente.

As relagoes de escala (1.8)-(1.11) sdo muito tteis na determinagdo dos expoentes
criticos. Temos seis expoentes criticos a determinar e quatro relacoes de escala entre
eles. Entao necessitamos obter independentemente apenas dois deles. Os outros quatro
expoentes podem ser calculados através dessas quatro relagoes de escala.

Essas relacoes de escala podem ser obtidas de primeiros principios e nao meramente
através de hipoteses como vimos anteriormente. Isto é feito utilizando a teoria do grupo de
renormalizacdo. A idéia pioneira foi devida a Kadanoff [10], com sua técnica de dizimagao
ou grupo de renormaliza¢ao no espago real. Considere um modelo de Ising bidimensional
em uma rede quadrada, que possui uma determinada constante de rede (distancia entre
dois vizinhos mais proximos). Uma dizimagao corresponde a transformar 4 spins de uma
quadrado em um tnico spin efetivo. Aplicando esta técnica a todos os pontos da rede,
obtemos uma rede efetiva cujo parametro de rede é agora maior do que o original. Este
processo pode ser realizado um grande ntimero de vezes, sendo eficiente por exemplo em

calculos numéricos. Esta técnica deu origem a uma linha de pesquisa conhecida como
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grupo de renormalizagao no espago real. Do ponto de vista quantitativo, esta abordagem
nao rendeu grandes resultados, pois o0 método permite obter apenas pequenas correcoes
as solucoes de campo médio para as grandezas desejadas.

Entretanto, esta idéia foi adaptada ao espago dos momentos levando a resultados
espetaculares: as transformagoes de dizimacao sobre blocos de spin ganhavam agora
um significado mais preciso em termos matematicos, permitindo pela primeira vez obter
resultados analiticos muito além da teoria de campo médio para as grandezas de interesse.
Estas transformacoes de grupo de renormalizagao no espago dos momentos correspondem
a resolver o problema nao-trivial da interacao entre todas as escalas de comprimento
envolvidas. De acordo com Wilson [11, 12|, para examinarmos o problema no regime
infravermelho tudo o que temos que fazer ¢ integrar os modos com pequenos comprimentos
de onda (dizimagao) sucessivamente. Quando as grandezas desejadas ndo mudam mais
depois de um dado ntimero de iteragoes de grupo de renormalizagao, dizemos que o sistema
fisico estd em um ponto fixo. Estes conceitos juntamente com a expansao perturbativa
em um parametro pequeno (e =4 — d, onde d é a dimensao espacial do sistema) fornece
a chave para obter os resultados analiticos h4 muito tempo esperados.

Podemos utilizar métodos que nos permitem estudar modelos como o de Ising, que
sao modelos de magnetismo localizado. Desses modelos, os mais simples representam
materiais onde seus fons tém um momento magnético resultante diferente de zero por
causa da existéncia de uma camada eletrénica incompleta. Outros modelos possuem
spins que interagem através de uma interagao que tem uma origem puramente quantica.
Essas interagoes sao um resultado de forcas Coulombianas combinadas com o principio
da exclusao de Pauli e paridade das func¢oes de onda, resultando assim na conhecida

interacao de troca. Assim a Hamiltoniana de interacao para esses modelos é da forma
HxS S (1.12)

A constante de proporcionalidade entre a Hamiltoniana H e os dois operadores de spin S
e S, na tltima equacao correspondente a interagao de troca acima discutida é designada
pela letra J. Quando J > 0, os spins sao paralelos e esta situagao contribui para um

estado do material chamado de ferromagnético. Se J < 0, os spins sao antiparalelos e
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este caso resulta em um estado conhecido como antiferromagnético. Se tivermos alguma
anisotropia na estrutura cristalina do material podemos adicionar a energia de interacao
de tal modo a selecionarmos algumas componentes de spin que interagem entre si. Com
isso o spin pode ter N componentes. Como uma magnetizagao nao nula é o resultado de
spins alinhados em uma mesma dire¢ao, o parametro de ordem pode ter N componentes.
Alguns exemplos de modelos de magnetismo localizado com diferentes valores do niimero
de componentes N do parametro de ordem sao o modelo de Ising onde N = 1, o modelo
XY em que N = 2 e o modelo de Heinsenberg no qual N = 3. Todos esses modelos
apresentam transigoes de fase. Nesses modelos os fons ou spins sao localizados em pontos
de uma rede d-dimensional denominados sitios e interagem entre si por meio de forgas de
troca. Na equacao (1.12), precisamos somar sobre todos os sitios da rede para obtermos a
Hamiltoniana total. Sitios imediatamente adjacentes sao chamados de primeiros vizinhos.
Em todos esses modelos as interagoes sao apenas entre primeiros vizinhos e existe uma

fase ordenada assim como uma fase desordenada.

Uma caracteristica importante desses expoentes criticos é que eles nao dependem dos
detalhes microscopicos do sistema. Eles dependem apenas do nimero de componentes N
do parametro de ordem e da dimensao espacial d do sistema. Uma consequéncia desse fato
¢é que diferentes modelos, em diferentes situagoes, possuem os mesmos expoentes criticos,
desde que esses varios modelos tenham um parametro de ordem com o mesmo nimero de
componentes N e mesma dimensao espacial d. Os expoentes criticos sao grandezas fisicas
universais e possuem os mesmos valores para um dado par (N, d), independentemente do
modelo usado para descrevermos o sistema em questao. Esse conjunto de modelos que tem
0s mesmos expoentes criticos pertencem a uma mesma classe de universalidade definida
por (N, d). Outros exemplos de grandezas fisicas universais sao razoes entre amplitudes
de potenciais termodinadmicos acima e abaixo da transi¢cao, como o calor especifico e a

susceptibilidade.

Técnicas utilizando idéias do grupo de renormalizacao e expansao € foram usadas pela
primeira vez no calculo perturbativo de expoentes criticos usando expansao diagramatica

no espago dos momentos [13-15]. Posteriormente esta técnica foi reformulada onde foram
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adicionados elementos de teoria de campos convencional para o calculo de expoentes
criticos em teorias sem massa renormalizadas em momentos externos nao-nulos [16-18].
Esta abordagem moderna pode ser estendida para calcular expoentes criticos usando uma
teoria com campos massivos renormalizados em momentos externos nulos [19] através
das equagoes de Callan-Symanzik [20,21]. Vamos revisar brevemente esta técnica de
integrais funcionais e teoria de campos escalares massivos para calcular expoentes criticos
(e outras grandezas universais). O calculo dos expoentes criticos em segunda ordem no
niamero de lagos (loops) sera abordado no capitulo 2, o que servira de subsidio para nossa
discussao de sistemas em competicao. Para maiores detalhes, o leitor é convidado a ler
as referéncias [18,22-25|. Podemos perguntar se estas técnicas podem ser utilizadas para
estudar sistemas em competicao. Vamos entao analisar modelos para sistemas fisicos em
competicao.

Consideremos agora os modelos mais simples que exibem competicao do tipo Lifshitz.
Apesar de sua aplicabilidade em véarios sistemas fisicos reais, o comportamnento critico

de Lifshitz sera descrito usando a linguagem de sistemas magnéticos.

Podemos pensar em modelos mais gerais nos quais além de interacoes de troca entre
primeiros vizinhos, existem também interagoes de troca entre segundos vizinhos. Se
J1 é a constante de acoplamento da interacao de troca entre primeiros vizinhos e Js
a constante de acoplamento associada a interacao entre segundos vizinhos podemos ter
algumas propriedades novas. Se J; > 0 e Jy > 0 a interacao favorece o alinhamento
dos spins e nada de novo surge porque obtemos os mesmos expoentes criticos de antes
com interagoes entre apenas primeiros vizinhos. Mas se ao contrario temos J; > 0 e
Jo < 0, o sinal negativo de J, favorece o estado onde os spins sao antiparalelos. Assim
variando a razao Jy/J; é equivalente a introduzirmos competic¢ao entre ferromagnetismo

e antiferromagnetismo nesses modelos.

Competicao pode ser introduzida de duas maneiras, anisotrépica e isotropica. O caso
mais simples de competicao anisotropica acontece quando J; tiver componentes ao longo
de todas as direcoes espaciais e Jo tiver componentes ao longo de uma tnica direcao da

rede. Essa anisotropia é chamada uniaxial e o comportamento critico em tal situacao
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é chamado de comportamento critico de Lifshitz uniaxial. Esse comportamento critico
ocorre quando a razao Jy/J; tem um determinado valor na temperatura de Lifshitz. Este
caso é descrito pelo modelo ANNNI (azial next-nearest-neighbor Ising) [26,27]. Este mo-
delo descreve um sistema de spins 1/2 interagindo através de forcas de troca competitivas
de curto alcance do tipo Ising. Esses spins estao em sitios de uma rede d-dimensional
composta por camadas (d—1)-dimensionais. Os spins no plano de cada camada interagem
entre seus primeiros vizinhos por meio de forgas de troca ferromagnéticas com constante
de acoplamento Jy > 0. J& os spins situados ao longo do eixo perpendicular aos planos
dessas camadas interagem através de forcas de troca ferromagnéticas entre seus primeiros
vizinhos, com constante de acoplamento J; > 0, e através de forcas de troca antiferro-
magnéticas entre seus segundos vizinhos, onde a constante de acoplamento ¢ J < 0.(No
modelo ANNNI original Jy = J;. Entretanto, o caso Jy # J; implica em considerar-
mos as interagoes ferromagnéticas entre primeiros vizinhos como sendo independentes
nas diregoes perpendiculares e paralelas ao longo do eixo onde ocorrem interagoes fer-
romagnéticas entre segundos vizinhos. Mais tarde nos concentraremos nesta situacao.)
O diagrama de fase para sistemas descritos por esse modelo possui além das conheci-
das fases ordenada ferromagnética e desordenada paramagnética, uma fase modulada
ordenada. As linhas que separam as fases ferromagnética, paramagnética e modulada
encontram-se num ponto, o ponto de Lifshitz (de segundo carater). Em uma situagao
mais geral J, pode ter componentes ao longo de m direcoes espaciais. Essas direcoes sao
conhecidas como eixos de competicao. Para esses sistemas o novo parametro m deve ser
especificado se quisermos descrever seus comportamentos criticos. Esses sistemas agora
pertencem a uma classe de universalidade maior caracterizada por (N, d, m) e exibem
um comportamento critico do tipo Lifshitz m-axial. Podemos ter competicao isotropica
quando J; e Jo tém componentes em todas as diregoes espaciais d = m. As classes de

universalidade para esses sistemas sao definidas por (N, m).

Podemos generalizar o modelo uniaxial acima mencionado. Nesse caso mais geral, a
situacao mais simples permite além de interagoes de troca ferromagnéticas entre primeiros

vizinhos com J; > 0 ao longo de todas as dire¢oes espaciais, interagoes antiferromagnéti-
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cas entre segundos vizinhos com J; < 0 ao longo de uma tnica direcao espacial, como
também interagoes ferromagnéticas entre terceiros vizinhos com J; > 0 ao longo da
mesma, direcao espacial de J,. Nesse caso obtemos o comportamento de Lifshitz uni-
axial de terceiro carater quando as razoes Jo/Jy, J3/J; assumem determinados valores
na temperatura critica de Lifshitz. Quando J; e J3 tém componentes ao longo de ms
dire¢bes espaciais surgem os pontos de Lifshitz mg-axiais de terceiro carater. Suas classes
de universalidade sao definidas por (IV, d, mg3). Se tivermos uma situagao em que, simul-
taneamente, Jo tem msy componentes e J3 tem msz componentes, estamos diante de um
comportamento critico de Lifshitz ms-axial de terceiro carater genérico. Nessa situacao,
as classes de universalidade sdo dadas por (N, d, mg, m3) e sdo maiores que as classes
de universalidade definidas por (N, d, m3) para o comportamento critico de Lifshitz ms-
axial de terceiro carater. O caso isotropico de terceiro carater ocorre quando mz = d e

as classes de universalidade nesse caso sao definidas por (N, me = 0,m3 = d) [28].

Essa idéia pode ser estendida para o caso em que permitimos interagoes entre primeiros
vizinhos ao longo de todas as diregoes espaciais com J; > 0 e interagoes alternadas até L-
ésimos vizinhos ao longo de uma tnica direcao espacial. Este caso define o comportamento
critico de Lifshitz uniaxial de L-ésimo caréater. Isso ocorre quando as razoes Jy/Ji,...,
Jp-1/J1, Ji/Jq tém valores particulares na temperatura de Lifshitz. Quando essas inte-
ragoes alternadas ocorrem ao longo de mj, dire¢oes espaciais, obtemos o comportamento
critico de pontos de Lifshitz m-axiais de L-ésimo carater. As classes de universalidades
para esses sistemas sao caracterizadas por (N, d, mp). O caso isotropico é obtido quando

my, = d, assim suas classes de universalidade sao dadas por (N, my) [29,30].

Entretanto, o caso mais geral possivel de sistemas em competicao pode ser compreen-
dido através da seguinte idealizagao: suponha que temos simultaneamente interacoes
nao-competitivas apenas entre primeiros vizinhos ao longo de (d —mgy — ... —my) diregdes
espaciais, interagoes competitivas entre segundos vizinhos ao longo de ms dire¢oes espa-
ciais, interagoes competitivas entre terceiros vizinhos ao longo de mg dire¢oes espaciais,
e assim por diante, até L-ésimos vizinhos ao longo de mj dire¢oes espacias. Com isso

obtemos o comportamento critico de Lifshitz de L-ésimo carater genérico. Suas classes
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de universalidade sao definidas por (N, d, ma,..., my). Essas classes de universalidade
sao uma extensao nao-trivial das classes de universalidade para sistemas sem competicao
caracterizadas por (N, d). No caso isotropico as interagbes competitivas ocorrem até
L-ésimos vizinhos ao longo de todas as diregoes espaciais, assim suas classes de univer-

salidades sao caracterizadas por (N, ms = ... =my_1 = 0,my = d).

Nesta tese, estudamos o célculo de expoentes criticos de sistemas fisicos com interagoes
competitivas arbitrarias usando um formalismo de campos escalares massivos. Para isto,
introduzimos o método de Callan-Symanzik-Lifshitz para os casos anisotrépicos e isotropi-
cos. Utilizamos vérias escalas de massa associadas aos diversos comprimentos de corre-
lacao presentes no problema. Consequéntemente, estas escalas definem transformacoes de
grupo de renormalizacao independentes para cada subespago inequivalente. Esta analise
é feita no regime ultravioleta, pois nesse limite as equagoes de Callan-Symanzik-Lifshitz
podem ser integradas e suas solugdes podem ser encontradas. No ponto fixo ultravioleta,
as partes de vértice 1PI (irredutiveis a uma particula) possuem invariangas por escala.
Calculamos os expoentes criticos via teoria de perturbagao diagramaética renormalizada.
Os resultados assim obtidos estao em perfeita concordancia com aqueles determinados

usando a teoria com campos sem massa.

No capitulo 2 revisamos os conceitos relevantes de sistemas fisicos sofrendo tran-
si¢oes de fase usuais (sem competicdo). Para isto, resumimos os aspectos fundamentais
nacessarios para o calculo de expoentes criticos na teoria de campo escalar massiva re-
normalizada com uma tnica escala de massa. Este roteiro sera ttil na nossa discussao

subseqiiente de sistemas competitivos.

Seria tutil entender como estas adaptagoes funcionam no caso mais simples do ponto
de Lifshitz m-axial, também conhecido como ponto de Lifshitz de segundo carater. Neste
caso as interacgoes competitivas ocorrem apenas entre segundos vizinhos. No caso anisotro-
pico m < d, necessitamos de 2 escalas de massa independentes para descrever tal compor-
tamento critico. No caso isotropico, apenas 1 escala de massa é necessaria para atacar o
problema de maneira satisfatéria. A renormalizabilidade das partes de vértice irredutiveis

a uma particula pode ser demonstrada rigorosamente por indugao através das equagoes
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de Callan-Symanzik na dimensao critica. A dimensao critica nos casos anisotropicos de-
pendem de m na forma d. = 4 + m/2. O pardmetro conveniente para desenvolver uma
expansao perturbativa em torno da dimensao critica é portanto e, = 4+m/2—d, onde d é
a dimensao espacial do sistema. No caso isotropico, a dimensao critica é 8. O parametro
perturbativo nesse caso é (m = d) é e, = 8 —d. Os expoentes criticos podem ser calcula-
dos até segunda ordem na expansao perturbativa no nimero de "loops". Esta discussao
esta descrita no capitulo 3.

Este método pode ser adaptado para sistemas competitivos arbitrarios descritos pelas
classes de universalidade (N, d, ms, ...,mp). De fato, interagdes competitivas ocorrem até
L-ésimos vizinhos, com L subespagos de momentos independentes. Os casos anisotropicos
(d # ms... 2 mp;d # mo+...4+my) requerem L escalas de massa independentes, uma para
cada subespaco competitivo distinto. A dimensao critica dos casos anisotropicos agora
dependem de todos os tipos de eixos de competicao na forma d. = 4+ 3% [(n—1) /n]m,,.
Nesse caso o pardmetro perturbativo ¢ €, = 4 + S22 [(n — 1)/n]m,, — d. Nos casos
isotropicos a dimensao critica é dada por d. = 4n, n = 1,2,..., L. Assim ¢, = 4n — d
¢ o parametro usado na expansao perturbativa no nimero de "loops". Calcularemos os
expoentes até a ordem dois no numero de "loops"para esses comportamentos criticos
arbitrarios. Este é o assunto do capitulo 4.

No capitulo 5 discutimos os nossos resultados e concluimos com algumas perspectivas

futuras resultantes desta discussao.






CAPITULO 2

Revisao de fendmenos criticos

Expoentes criticos sao exemplos de grandezas universais. Eles podem ser calculados
usando técnicas do grupo de renormalizacao e expansao perturbativa diagramatica em
teoria de campo. De fato, sistemas fisicos que exibem transi¢oes de fase e definem os
expoentes criticos sao objetos de estudo da mecéanica estatistica, mas podem ser tratados
matematicamente usando ferramentas originalmente introduzidas para descrever intera-
¢oes fundamentais de particulas na natureza.

Durante os tltimos anos consolidou-se a idéia original de varios pesquisadores [13-15,
17,19] que o calculo de expoentes criticos pode ser realizado usando integrais funcionais
em teoria de campo. Em particular, foi mostrado que uma teoria escalar do tipo \¢*
seria o cenario matemaéatico natural para descrever tais expoentes.

Uma vantagem de utilizar esta descricao de campos escalares é a emergéncia de uni-
versalidade: os expoentes criticos s6 dependem do ntimero de componentes do parametro
de ordem e da dimensao espacial do sistema. Estes dois parametros sao suficientes para
caracterizar sistemas fisicos que exibem transicoes de fase usuais. Em outras palavras,
diferentes sistemas fisicos com os mesmo valores de (N, d) tém as mesmas grandezas
universais, ou seja, a mesma fisica regida por estas grandezas.

Temos um outro ponto vantajoso nesta formulacao: as integrais funcionais podem
ser calculadas usando diferentes técnicas de regularizacao e renormalizacao. A questao
central é que mesmo que as integrais resultantes dependam destes procedimentos, os
expoentes criticos obtidos em diferentes esquemas de célculo sdo os mesmos.

Neste capitulo vamos nos concentrar sobre uma teoria de campo escalar massiva do
tipo A\¢* que descreve transicoes de fase usuais. Na linguagem de sistemas magnéticos,
a magnetizacao (momento de dipolo por unidade de volume) faz o papel do campo. A

massa dos campos corresponde & diferenca de temperatura em relacao a temperatura de

13
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transicao de fase. A acao é definida em termos de uma densidade de Lagrangiana definida
em um volume euclidiano. Em geral, a densidade de Lagrangiana pode ser escrita como
um polinémio nos campos e suas derivadas. No entanto usaremos uma teoria de campo
escalar efetiva onde apenas os mondémios de segundo e quarto graus serao utilizados.
Introduzimos a linguagem de teorias massivas para o calculo de expoentes criticos de
acordo com o método desenvolvido originalmente por E. Brezin, J. C. Le Guillou e J.
Zinn-Justin [19]. Seguindo esse método, definimos a teoria renormalizada via condigoes
de normalizacao em momentos externos nulos. As func¢oes de vértice sao renormaliza-
das multiplicativamente. Apresentamos as equacoes de Callan-Symanzik e discutimos
como essas equagoes assumem a forma de uma equagao do tipo grupo de renormaliza-
¢ao. Isto ocorre no limite em que os momentos dos loops nos grafos de Feynman sao
grandes (momentos no regime ultravioleta) quando comparados com a massa dos cam-
pos. As constantes de normalizagao usadas na renormaliza¢ao multiplicativa contém as
divergéncias ultravioletas da teoria através das integrais de Feynman. As integrais de
Feynman sao calculadas em regularizagao dimensional e essas divergéncias ultravioletas
sao expressas em termos de polos no parametro € de regularizacao. Embora as constantes
de normalizacao sejam divergentes, suas divergéncias se cancelam no algoritmo de renor-
malizagao, de maneira que as fungoes 8 e de Wilson utilizadas no calculo dos expoentes
criticos sao finitas no parametro de expansao e. Apresentaremos os resultados para os

expoentes que determinam o comportamento critico de sistemas fisicos sem competicao.

2.1 Representacao do modelo de Ising por integrais funcionais

O modelo de Ising descreve transigoes de fase em sistemas magnéticos. Trata-se de
um modelo de spins localizados em uma rede d-dimensional, interagindo via forgas de
troca quanticas. Ele é um dos exemplos mais simples em mecanica estatistica de um
modelo discreto que pode ser representado por integrais funcionais em termos de campos

continuos. Considere uma rede de N sitios, onde a cada sitio esté associado uma variavel
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de spin que pode assumir dois valores: +1. A energia desse sistema é dada por

E{SZ} = — Z JijSiSj — Z hiSZ’, (21)

i i

onde a interacao ocorre entre primeiros vizinhos, J;; é a interacao de troca entre os spins
e h; é o campo magnético externo. Na fase ferromagnética, a energia de interacao spin-
spin é tal que a distribuicao energeticamente favoravel ocorre quando os spins possuem
os mesmos valores nos sitios vizinhos. Se a distribui¢ao mais favoravel energeticamente
¢ aquela quando os spins vizinhos assumem valores contrarios, o sistema ¢ chamado
de antiferromagnético. Se J;; > 0, o acoplamento é ferromagnético, ao passo que se
Ji; < 0, o acoplamento é antiferromagnético. Para um estado de energia E{s;}, o peso

de Boltzmann associado ¢ dado por
P{s;} = e PP}, (2.2)
onde = 1/kgT e a func¢ao de partigao é

Z{h;} =Y e PP, (2.3)
{si}
As fungobes de correlagao do sistema podem ser obtidas a partir da fungao de particao.
Por exemplo, o valor médio da varidvel de spin no sitio ¢ ¢ dada por
1 dZ
0= —— . 2.4
=g (2.4

Na fase ferromagnética essa grandeza tem um valor nao-nulo. Na fase desordenada para-

M; =< s; >

magnética, a magnetizacao ¢ nula. Portanto, este parametro caracteriza o conceito de
ordem e é chamado por esta razao de parametro de ordem do ferromagneto de Ising.
Além do mais, o spin s; é definido como uma grandeza por unidade de volume. Esta
¢ uma caracteristica de uma variavel de campo continua. Podemos entao identificar s;
como um campo continuo. Se o sistema possui simetria de translacao, entao J;; = Jj;,
implicando em < s; >=< s >= M.

Podemos entender melhor como o modelo de Ising pode ser representado como uma
teoria de campos continuos através dos argumentos apresentados a seguir. Nao tentare-
mos ser nem completos nem rigorosos nesse tratamento. O leitor interessado nos detalhes

envolvidos nessa exposi¢ao deve consultar a referéncia [18] na qual nos baseamos.
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A equagao (2.3) pode ser escrita de uma maneira diferente usando a transformagao
Gaussiana
/ d:c,;exp( — Zazi‘/ijxj + si:(:z-) = Const. x exp(s;Vi;s;), (2.5)
00 =1
onde V' ¢ uma matriz simétrica com elementos V;; e indices repetidos sao somados auto-

maticamente, como

N
> 1

1=

= /_Zilj_[ld@eivp[ - i(cﬁi — H;)Kij(¢; — Hj)] > eap(disi), (2.6)

{si}
onde fizemos uma translagdo nas variaveis ¢; — ¢; — H;. O termo Z¢ = [[,d¢; é a
medida da integral funcional e K;; = J;;/kgT e H; = h;/kgT.

Agora podemos somar sobre as variaveis de spin s; para obtermos
Z exp(p;s;) = H(2 cosh ¢;) = Const. x exp { Z In(cosh @)} . (2.7)
{s:} i i

Com isso, podemos escrever a funcao de partigdo (2.6) usando
|
Y; = §Kij ij (2-8)
como

Z{H;} x exp( — %H,-Kiglﬂj) /9gbexp{ — i K + Hipy + Z ln[cosh(ZKij@/)j)]}.
Z (2.9)
O termo H;1; que envolve o campo magnético externo é o analogo do termo J¢ para uma
fonte externa em integrais funcionais usadas em teoria de campo escalar.
Podemos obter alguns resultados simples na teoria livre, em que H; = 0. Como a teoria
é livre podemos usar ondas planas como fungoes base. Entao definindo as transformadas

de Fourier

1 3 —ikr;
Vi = (1) = W/d k ¥(k)e : (2.10)
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1
2y

Sat + ..., o termo livre da (2.9) toma a forma

Kj=K(r,—1;) = l/d%lﬂkﬁ4ﬂ“”ﬂ (2.11)

e usando a expansao Incoshz = %x2 —

[ e = s [ 0 2K ) P9, 212

Um ponto importante surge agora. Expandiremos K (k) em poténcias de k até segunda
ordem como

K(k) = Ko(1 — p°k?). (2.13)

Em principio todas as poténcias devem ser consideradas, mas para os sistemas estudados
neste capitulo os termos de ordem mais alta sao irrelevantes e, no maximo, contribuem
com pequenas corre¢oes na regiao critica. Necessitaremos e voltaremos a discutir esse
ponto novamente para os sistemas estudados no proximo capitulo. Com a expansao

(2.13) podemos mostrar que

[tute = o [ g (Tl s e omucn, @y

onde T = 27vJy com 7 sendo o nimero de primeiros vizinhos de cada spin e Jy; uma

constante. Com as defini¢oes

b= pv, (2.15)
1T -T,
R (2.16)
a (2.14) é escrita como
s Lo oo
b/i%dx wz/}iki% + 2 (k)(—K). (2.17)

A (2.17) tem a mesma forma funcional da densidade de Lagrangiana para um campo
escalar real no espago dos momentos. A massa i estd relacionada com a diferenca de
temperatura de transi¢ao de fase. Com isso, uma teoria sem massa pode ser usada para
representar uma teoria critica.

Em particular estamos interessados em um campo escalar real de bosons com intera-
¢oes quanticas, que é o prototipo de fendmenos criticos usuais como mostramos acima e

objeto de estudo da préxima secao.
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2.2 Teoria de campo massiva

A teoria de campo massiva que descreve o comportamento critico de sistemas sem
interacoes competitivas ¢ uma teoria de campo escalar auto-interagente com densidade
de Lagrangiana nao-renormalizada definida num volume euclidiano d-dimensional dada
por

1 2 2 /2 Ao 4
2 = (V0P + 13%) + 0" (218)
onde ¢, g € A\g sao o campo, a massa e a constante de acoplamento nao-renormalizados,
respectivamente.

O funcional gerador é dado por
f@(ﬁexp{ - [(Z - J(b)dx}
f@gzﬁexp{ — f,ﬁfdm}

onde dx é um elemento de volume d-dimensional, mostrando assim que existe uma analo-

Z{J} =

, (2.19)

gia com a mecanica estatistica, onde o analogo do funcional gerador interagente ¢é a fun¢ao
de parti¢ao, o que é conveniente para tratarmos problemas de mecanica estatistica.

Assim sendo, podemos escrever o funcional gerador interagente como

4]
Z{J} = N1 — | de L | —— | ¢ Z°{J}, 2.20
U=t {- [ Wz (555 b2 (220
onde
1
Z{J} = exp {§/dxdyJ(x)Go(a: — y)J(y)} (2.21)
¢é o funcional gerador para a teoria livre e dxr é um elemento de volume euclidiano em d

dimensoes; Go(z — y) = Gé2) ¢ a funcao de dois pontos nao-interagente. A constante .4

¢ obtida da condi¢ao de normalizacao
Z{J}j=0 = 1. (2.22)

Z{J} é chamado de funcional gerador porque é utilizado para gerarmos as fungoes de

Green de N pontos (ou pernas externas) da teoria interagente, dadas por

5N Z{ 1}
0J(z1)..00(xNn) | ;o

GM(xy,..,xy) = (2.23)
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A equagao (2.23) é uma representagao das fungdes de Green de N pontos no espago
das coordenadas. Para o problema que abordaremos, com simetria de translacao, é
conveniente trabalharmos em uma representacao das funcoes de Green de N pontos no
espaco dos momentos. Assim a representacao no espaco dos momentos correspondente a
equagao (2.23) é dada por

SNZ{J}
5T (—k) 0 d (—kn) |y

GM(ky, ..., ky) = (2.24)

Ao fazermos a expansao perturbativa em poténcias de A, utilizando a equagao (2.24),
obtemos grafos que sao desconectados e grafos que sao conectados. Grafos desconectados
sao grafos que podem ser escritos como um produto disjunto de dois grafos. Ja os grafos
conectados nao podem ser escritos como o produto disjunto de dois grafos, alguns deles
sendo formados pelo produto de dois grafos ligados por um propagador Gy(k). Assim,
qualquer termo da expansao perturbativa pode, em geral, ser escrito como uma soma de
grafos conectados e desconectados.

Com o intuito de trabalharmos com um ntmero menor de grafos, para uma dada
ordem em A, consideraremos apenas grafos conectados. De fato, tal expansao pode ser
obtida, onde podemos escrever as fungoes de Green em termos de fungdes de Green

conectadas, assim temos

SN F{J}
G (ky, ... kn) = . o
ok N) 0J(—=k1)..0 J(=kn)|;—o -
onde
o (2.26)

e G((;N)(kl, ..., kn) sdo as fungoes de Green conectadas de N pontos ou pernas externas e
F{J} seu funcional gerador.

Podemos trabalhar com uma expansao perturbativa ainda mais simplificada onde
temos apenas grafos cujos propagadores associados as pernas externas sao omitidos, pois
estes propagadores das pernas externas entram como fatores multiplicativos que nao
envolvem integrais. Desses grafos, os que nao podem ser separados em dois dois cortando-

se apenas uma linha sdo chamados de 1PI (irredutiveis a uma particula). Eles sao
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denominados partes de vértice 1PI, T'™N)(ky, ..., ky). A vantagem de utilizar partes de
vértice 1PI é que qualquer funcao de Green de N pontos pode ser expressa em termos
de ™) Portanto, as partes de vértice 1PI sao os tijolos fundamentais desta construcao,
pois a teoria completa pode ser reconstruida a partir destes blocos bésicos em teoria de
perturbacao.

As partes de vértice 1PI sao obtidas, formalmente, das fungoes de Green conectadas

através de uma transformagao de Legendre
M6} = 326)J0) ~ F{J), (227)

onde
SF{J}
0J(7)

e a equacdo (2.28) é usada para escrevermos J(i) em termos de ¢(i).

< (i) >=< ¢, (k) >= ¢(i) = (2.28)

Assim como para as fungoes de Green de N pontos, podemos escrever as partes de
vértice 1PI em termos de seu funcional gerador (2.27) como

5V1{5)
5¢(1)...0¢0(N)

J=
O indice N esta associado ao valor médio de campos ¢(x) e da mesma forma podemos

r™1,..,N)= (2.29)

0

definir um indice L associado as valor médio de campos compostos ¢?(y). Esse valor
médio pode ser expresso por

oV T, t}
6 (x1)...60(xN )0t (y1)...0t(yr)

que sao as partes de vétice 1 PI para campos compostos. Temos que introduzir um termo

(2.30)

FOD 0y, s o) =

J=t=0

adicional, t¢?/2, na equagao (2.18) que ¢é responsavel pela geragao de fungoes de Green
de campos compostos com t(y) atuando como uma fonte externa.

Agora, ao invés de trabalharmos com uma expansao perturbativa das partes de vér-
tice 1Pl em poténcias de A, consideraremos uma expansao no numero de loops ou de
integragoes nos momentos internos dos loops. Isto pode ser visto da seguinte maneira:

para uma teoria com densidade de Lagrangiana a~'.% a equagao (2.20) toma a forma

Z{J} = Ji/lexp{—/dxa 1$nt( )}/.@qbexp{ /deaGOJ}, (2.31)
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onde .41 é uma constante de normaliza¢ao. Com isso, no lado direito da equagao (2.31),

todo vértice de interacao é multiplicado por a~*

e todo propagador interno aos loops é
multiplicado por a. Assim, um grafo com [ linhas internas e de ordem n na constante
de acoplamento tera um fator multiplicativo geral dado por a’~". A poténcia desse fator
multiplicativo pode ser expressa em termos do ntmero de loops do grafo. De fato, o
numero de loops de um grafo é o mesmo que o nimero de varidveis de momento inde-
pendentes a serem integradas na expressao correspondente ao grafo. Inicialmente, cada
linha interna deveria ser rotulada com uma variavel de momento independente e com isso
terifamos uma integral em [ varidveis. Mas nem todas essas variaveis sao independentes
entre si. Isto acontece porque em cada vértice de iteracao hé conservacao da soma dos
momentos que entram e saem de cada vértice. Este fato é expresso matematicamente por
fungoes delta de Dirac onde seus argumentos envolvem os momentos que entram e saem
dos vértices considerados. Assim, teriamos n condigoes relacionando os momentos dos
loops. Os momentos envolvidos nessas n condig¢oes estao relacionados por uma condigao

de conservacao do momento externo total que entra e sai do grafo. Esta tltima condigao

elimina uma das n condigoes. Assim o nimero de loops L é dado por
L=I—-(n-1). (2.32)

Portanto, todo vértice de interacao ¢ multiplicado por a”~!. Assim vemos que essa ¢ uma

expansao em poténcias do parametro a no numero de loops.

2.3 Divergéncias na teoria ¢*

Antes de fazermos a expansao perturbativa no nimero de loops para as partes de
vértice 1PI, consideremos o grafo da funcao de dois pontos de um loop
/ ddq%. (2.33)
q° + 1y
A equagao (2.33) tem d poténcias do momento no numerador e 2 poténcias no denomi-

nador, assim tem uma divergéncia de ordem d — 2. J4 o grafo da funcao de quatro pontos
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de um loop

1
d
| " 23
tem uma divergéncia de ordem d — 4. Vemos que essas funcoes de vértice apresentam
divergéncias em 4 dimensoes, quadratica e logaritmica, respectivamente. Assim teremos
que encontrar uma maneira de removermos essas divergéncias.

Para entendermos melhor as origens e a importancia dessas divergéncias, consideremos
uma teoria com uma interacao monomial do tipo A,.¢". Como estamos num sistema de
unidades onde h = ¢ = kg = 1, a tnica dimensao envolvida aqui é a de comprimento L
ou o inverso de comprimento A. Assim qualquer grandeza pode ser expressa em unidades
de comprimento ou momento; essa dimensao ¢ chamada de dimensao candnica. Como
a dimensao canonica em d dimensoes da densidade de Lagrangiana é L= ou A¢, pois a

acao é adimensional, temos que

(9] = A2 (2.35)
e com isso
A\¢"] = A°. (2.36)
Assim, a dimensao canonica de A, é
[)\r] — Ar+d—rd/2 — A(ST. (237)
Da equagao (2.37) temos que
1) = A2, (2.38)
[\] = AT (2.39)

De acordo com a equagao (2.39) vemos que a constante de acoplamento )4, para a teoria
¢*, é adimensional em d = 4. De fato, como veremos abaixo, essa é a dimensao em que
a teoria ¢* é renormalizavel.

O propagador livre do campo escalar real contém uma poténcia quadratica inversa do
momento. Para uma teoria com interagao \.¢" em d dimensoes, considere um grafo geral
de ordem n na interacao, com N pernas externas, I linhas internas e L loops. A maneira

mais simples de visualizar a estrutura das divergéncias deste diagrama particular é definir
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a integral correspondente em termos de um corte ultravioleta nos momentos dos loops
. Este corte ultravioleta corresponde ao valor maximo que os momentos internos podem
assumir. No limite superior de integracao dos momentos internos, definimos um valor
maximo A para os momentos, a partir do qual o integrando se anula. As divergéncias
ultravioletas do diagrama em questao refletem-se como poténcias de A, que determina
o seu comportamento assintético no limite A — oco. Este diagrama, na auséncia de di-
vergéncias devidas a subintegracoes quando A — oo, terd um comportamento assintotico
do tipo A® onde

0 =Ld—2I. (2.40)

A constante 0 é chamada de grau superficial de divergéncia.
O namero de loops L pode ser escrito em termos do nimero de linhas internas [ e da

ordem em interagdo n como vimos na equagao (2.32) como
L=1—-(n-1). (2.41)

O numero de linhas internas pode ser escrito como a soma das linhas de todos os
vértices nr menos o ntiimero de pernas externas. Como duas linhas formam um propagador
temos

1

I= i(nr — N). (2.42)

Substituindo agora as equagdes (2.41), (2.42) na equagao (2.40) obtemos
d=-nd,+ (d+ N — Nd/2). (2.43)

O primeiro termo do lado direito da equagao (2.43) é a dimensao candnica da constante
de acoplamento multiplicada pela ordem perturbativa n. J& o segundo termo do lado
direito da mesma equacao representa a soma da dimensao do campo multiplicada por
uma constante negativa com a dimensao espacial. Este termo independe da ordem em
teoria de perturbagao. Para valores de d e r tais que 9, é negativo, as divergéncias dos
grafos crescem com o aumento de n, nao permitindo assim que absorvamos todas as
divergéncias da teoria em um conjunto finito de parametros, nao sendo, assim, possivel

renormalizarmos a teoria. Para que possamos obter uma expansao perturbativa cujas
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divergéncias sejam independentes da ordem em interacao n, temos que ter constantes de
acoplamento adimensionais. Assim fazendo 0, = 0 na equagao (2.43) obtemos a dimensao

critica na qual a teoria é renormalizével,

d, = . (2.44)

No caso de interesse aqui, r =4 e d. = 4.

Em d. podemos escrever a equagao (2.43) como
5(N,d =d,) = do(1 — N/2) + N. (2.45)

Os grafos que possuem 9o, > 0 sao chamados de grafos primitivamente divergentes. Essas
divergéncias sao conhecidas como divergéncias primitivas e nao resultam de insercoes de

outras fungoes de vértice. Assim, da equagao (2.45) e (2.44), essa condigdo toma a forma

2d,
d. —2

N < = (2.46)

Para a teoria de interesse aqui, com interacoes do tipo A¢*, temos que os grafos primi-
tivamente divergentes sdo os que possuem N = 2 e N = 4, ou seja, '@ e T™. Como
d. =4, 0.(N = 2) = 2 indica uma divergéncia quadréatica, o que requer duas subtragoes
e 0.(N = 4) = 0 indica uma divergéncia logaritmica, sendo necessario assim uma tunica
subtragao. Essas divergéncias estao associadas a inser¢oes de operadores ¢. Se conside-
rarmos também insercoes de operadores compostos ¢?, cada insercao deste tipo adiciona
um propagador a mais nas fungoes de vértice, tornando assim as fungoes de vértice menos

divergentes. Assim, a divergéncia primitiva de I'N:1) &

8 =6—2L. (2.47)
Como a dimenséo critica é a mesma como para '™ temos
O.(N,L,d=d.,) =d.(1—N/2)+ N —2L. (2.48)

A condigao ¢.(N,L,d =d.) > 0 da, em d. = 4,

N < 2d. — AL

—r—2L 2.4
<2 7 (2.49)
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indicando que os grafos primitivamente divergentes de I'V-1) sgo I'02) e T §/(N =
0, L = 2) = 0 indica uma divergéncia logaritmica para I'®2) e que apenas uma subtracio
é necessaria e 9'.(N = 2,L = 1) = 0 indica o mesmo para I'®Y. Nao iremos tratar a
divergéncia de T'®?) pois esta parte de vértice s6 pode ser renormalizada aditivamente.
Nesta tese, nos restringiremos as partes de vértice renormalizadas multiplicativamente.
Assim, ao todo, temos que realizar quatro subtragoes, que serao expressas por quatro

condicoes de normalizagao na proxima secao.

2.4 Condicoes de normalizacao para teorias massivas

Existem varios esquemas de renormalizagao. Em particular, estamos interessados em
renormalizar a teoria quando os momentos externos sao fixos, pois isto simplifica a nossa
analise. Quando os momentos externos sao fixos, utilizamos condigoes de normalizacao
e no nosso caso, condi¢oes de normalizacao para teorias massivas. Os expoentes criticos
podem ser calculados usando uma teoria massiva em que os valores dos momentos externos
sao nulos. Neste caso, considera-se que os parametros da densidade de Lagrangiana inicial
(2.18), 1o € Mg, sao infinitos, e portanto nao representam os valores reais das grandezas
fisicas associadas. Os valores reais dessas grandezas, que sao medidos em laboratoério,
sao 0s novos parametros p e g renormalizados, respectivamente. O mesmo ocorre com as
fungoes de vértice I'(k;, po, Ao) € Tr(ki, i1, g). Assim, impomos, as trés partes de vértice
1PI primitivamente divergentes, as seguintes condigoes de normalizacao em momentos

externos nulos:

T (05, g) = 412, (2.50)
O @0ipg)| =1 2.51)
k2 o

T (ki = 0; 1, 9) = g. (2.52)
T&Y (ki = 0,051, 9) = 1, (2.53)

A diferenca para a teoria sem massa € que as integrais necessarias para o céalculo dos
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expoentes criticos tém que ser calculadas com massa diferente de zero e os momentos
externos nulos.

Para a renormalizagao das fung¢oes de vértice acima citadas utilizaremos as idéias
da teoria do grupo de renormalizacao. Essas idéias consistem em renormalizarmos mul-
tiplicativamente as partes de vértice 1PI onde os infinitos sao absorvidos em fatores

multiplicativos Z, e Zg2, assim podemos escrever
F%NvL)(klv EERE) kNapla - PL; 9, :u) = Zé)V/QZq%F(N’L)(kZap’M >‘07 Ho, A) (254)

onde ky, ..., kn, p1,...,pr s20 0s momentos externos associados a inserc¢oes de operadores
¢ e de operadores compostos ¢?, respectivamente. Usamos um corte no momento A em
que as partes de vértice renormalizadas FSQML) sao finitas quando A — oo para d < 4 para
todo N e L em toda ordem em teoria de perturbagao. As constantes u e g sao a massa e
a constante de acoplamento renormalizadas, respectivamente. Como veremos adiante, ao
renormalizarmos a teoria, usaremos para o calculo dos expoentes criticos as fungoes de
vértice T'®, T'™ ¢ T3 Assim, para esse calculo, usaremos a expansao perturbativa até
a ordem de trés loops para I'® o que nos habilita a calcular o expoente 7 até a ordem de

trés loops, e até a ordem de dois loops para I'® e '@ tornando possivel o céalculo do

expoente v até a ordem de dois loops [18|.

2.5 Equacoes de Callan-Symanzik e funcoes de Wilson

Apresentaremos as equagoes de Callan-Symanzik para as fungoes de vértice renorma-
lizadas F%N’L). Essas equacgoes sao tteis no estudo de teorias de campo massivas pois
dao o comportamento das fungoes de vértice quando a massa renormalizada ¢ variada.
Elas fornecem um método alternativo para a obtengao de fungoes de vértice renormaliza-
das invariantes por transformagoes de escala. As equacoes de Callan-Symanzik tomam a
mesma forma de equagoes do tipo grupo de renormalizacao em um determinado regime,
que ocorre quando os momentos sao muito grandes em comparagao com a massa. Quando

expressas apenas em termos de grandezas renormalizadas, essas equagoes sao escritas
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como |[18]

0

1
Mo ™ B(u)- — SNYs(u) + Lyge (u) | T3 (ki, pss pw) =

9
ou 2
:uz [2 - 7¢(u)]F§{N7L+1) (kn Di, 0; s U), (255)

onde i é a massa e u a constante de acoplamento adimensional renormalizadas e as

fungoes 3 e de Wilson sao dadas por

ou

= — , 2.56

B(u) (u aﬂ)m (256)
OlnZ

Yolu) = M( gﬂ ¢>A K (2.57)

oln Z .2
ol = - (2522 259
Ao,A

A fungao de vértice do lado direito da equagao (2.55) possui uma inser¢gdo em momento

Zero a mais e assim tem um propagador a mais, pois

0
N,L+1 N,L
¢ ) QF( ), (2.59)
entao
[ (RN’L 1)(k:i,pi,(); p,u) ~ p;°l (R 7L)(k7i7pi;,uau)' (2.60)

Assim, quando k; /1, p;/pt — 00, podemos usar o teorema de Weinberg [31]: quando todos
os momentos crescem uniformemente na regiao euclidiana, um grafo com um propagador
a mais serda menor que o ultimo por uma poténcia quadratica da escala de momento.
Assim o lado direito da equagao (2.55) pode ser desprezado com relac¢ao ao lado esquerdo
ordem a ordem em teoria de perturbagao. Neste limite, no regime ultravioleta da teoria,
o lado esquerdo da equacao pode ser desprezado e podemos entao determinar as solucoes
correspondendo aos pontos fixos que podem ser utilizados no calculo dos expoentes criti-
Cos.

Agora podemos expressar as (2.56)-(2.58) em termos de grandezas adimensionais. De

ou  (ON/Op)u
(#55),,. =~ onon; -

fato, podemos escrever
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onde
o
— ] =€A 2.62
W(52) = (2.6
e assim podemos escrever de uma outra maneira a funcao 3 e as fungoes de Wilson como
Olnug\
=— 2.63
) = —e( %) (2.63)
ou\ 0lnZ, 0lnZ,
= -— = 2.64
ol = (52 ) 2528 = s 5.2, (2:64)
_ ou 01n Z Oln Zg
__(,0u _ 2.
() = - (5" ) T = () T (2.65)
onde usa-se Jy2(u) ao invés de v42(u) no calculo de expoentes criticos e
Zg2 = ZyZgo. (2.66)

Fazendo entao as seguintes expansoes em termos da constante de acoplamento renorma-

lizada
up = u(l + ayu + au?), (2.67)
Zg(u) = 1+ bou® + bzu?®, (2.68)
Zg2(u) = 1+ cyu + cou?, (2.69)

podemos escrever a funcao [ e as func¢oes de Wilson como

B(u) = —eu[l — ayu + 2(a] — a)u?), (2.70)
Yo(u) = —eu[2bou + (3bg — 2byay )u?], (2.71)
Yp2(u) = eufc; + (2ca — ¢ — aye)ul. (2.72)

As grandezas ug, Zy e Zy nas equagoes (2.67)-(2.69) sao divergentes e dependem do
parametro e através de integrais de Feynman da teoria interagente. Essa dependéncia é
expressa em termos de polos de ordem n em € da forma 1/€" contidos nas integrais de
Feynman. Ja as fungbes nas equagoes (2.70)-(2.72) dependem do parametro €, mas os
polos se cancelam no calculo dessas func¢oes de modo que elas sao fungoes analiticas em

€.
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Com o uso da equagao (2.70) calculamos o ponto fixo ultravioleta u., de 5(uo) = 0.
Os expoentes criticos 7 e v s@o calculados através das equagoes (2.71), (2.72) calculadas

no ponto fixo ultravioleta u = u,, como

1= Yo(too), (2.73)

=2-n—-75 (2.74)
respectivamente, onde Yoz = Vg2 (uso). Os outros expoentes criticos sdo calculados através
de relagoes de escala.

As constantes nas equagoes (2.67), (2.68), (2.69) dependem das condiges de normali-
zagao escolhidas; os expoentes criticos, no entanto, independem dessas condi¢oes. Assim

calcularemos essas constantes fixando os momentos externos e fazendo-os iguais a zero.

r® - "Q- 8k Auk +_®_

MY XOEKOOK X
T IO - NN

Figura 2.1 Expansao diagramaética para os vértices primitivamente divergentes.

Na figura 2.1, o segundo e o terceiro grafos na expansio de I'® se cancelam quando
renormalizamos a massa. De maneira similar, a renormaliza¢ao da massa permite eliminar
a contribuicdo do quarto diagrama na expansao de I'® na figura acima. Finalmente, na
expansao de '@V a renormalizacdo da massa elimina efetivamente a necessidade do
terceiro diagrama na expansdo dessa funcio de vértice. O terceiro grafo de I'¥ e o

quarto grafo de I'®) correspondem essencialmente & mesma expressao para a integral de
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Feynman correspondente. Esse mesmo grafo estd contido no terceiro grafo de I'® e no
quarto grafo de I'®Y na forma de seu quadrado. Assim, com esse grafo somado com o
altimo grafo de I'® e T'®Y e com os dois tltimos grafos da expansiao de I'® temos que
calcular apenas 4 integrais de Feynman independentes para obtermos os expoentes criticos
diagramaticamente, no minimo, até a ordem de dois "loops'na expansao perturbativa.
Usando a equagao (2.54) e as equagoes (2.51)-(2.53), podemos escrever para as trés
funcoes de vértice primitivamente divergentes '®, 'Y e T'®1) | de acordo com a expansio

diagramatica para essas fungdes, no minimo até a ordem de dois loops [18],

0
%F@)(m =1 — By + By, (2.75)
k2=0
@ _ € — A2 AD L A@)y,3 2.76
|sp = Holuo — Arug + (Ay” + As”Jug], (2.76)
F(2,1)|SP -1 Cluo + (02(1) + 052))11/(2)’ (277)

onde SP significa que as integrais sao calculadas em um ponto de simetria que simplifica
a analise. Para teorias massivas podemos escolher um ponto de simetria em momentos
externos nulos.

As constantes nas equagdes (2.76) sao definidas como

Al = ALLLSJQSP, (278)
AP = A 3 T, (2.79)
AP = AP e, (2.80)

onde as integrais Jogp € Jy sao dadas por

1
Jasp = /dq (2.81)
(¢ + 1) [(q + )2 + ] g
e
3= [ dad . (2.82)
= [ dqdg _
! @+ 2B+ 1)+ ) + 1]
onde escrevemos J; em momentos externos nulos e
- N +8
A== (2.83)

6
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) N2+6N +20

Al %6 : (2.84)
2 BN +22
AP = T+ (2.85)

As constantes A, flgl) e /_1;2) sao os fatores de simetria dos grafos para uma teoria de

campo escalar N-vetorial para uma interagao com simetria O(N) do tipo [18§]

AN O\ A
Lint = Z(Z Qf) = i Fim®idi o, (2.86)
i=1
onde
1
Fiji = g((sijfskl + 661 + 6udjn). (2.87)

Ja as constantes na equagao (2.75) s@o definidas por

_ P _
By = Boul*——Ds = Boui< D}, (2.88)

L R

S, 3€ a — 3N

B3 = B3,LLO —D5 = B3,u0 D5, (289)

ok? 7|2,

e as integrais D3 e Dj tém as seguites expressoes
D / dond ! (2.90)

= q109 ) .
! @ )@+ i)+ @+ )P+ ]
D /d dgod !
= q14qG2a4 .

’ UG ) @B+ 1)@+ )+ g+ R)2 + ][(an + a5+ R)? +(u%] )
291

As constantes By e B3 também sao os fatores de simetria para uma teoria N-vetorial

para uma interacao com simetria O(N) e sdo dadas por [18]

. N+2
By=—>"- )
_ (N +2)(N +8)
B; = . )
3 108 (2.93)

Da condicao de normalizacao para Fg’l) obtemos

Cl = OQMSJQSP, (294)

O3 = O3 e T, (2.95)
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P =P 2, (2.96)
(&
. N+2
c = (2.97)
6
. N +2\°
iV = (—+) : (2.98)
6
o N+2
P = T+ (2.99)

onde as constantes 01—6_’52) acima também estao associados a fatores de simetria para
uma teoria N-vetorial.

Ao calcularmos as integrais acima, as integrais angulares resultam em um fator angular
que é a area de uma esfera d-dimensional Sy;. Surge entao uma poténcia de S; a cada
integracao, ou seja para cada loop, e as Unicas integrais a serem calculadas sao as radiais
no espa¢o dos momentos. Essa constante pode ser absorvida em uma redefinicao da

constante de acoplamento através das definigoes

16 Jasp = SaDs, (2.100)
15Dy = (Sa)* Es, (2.101)
115" Ja = (Sa)* D, (2.102)
115" Ds = (Sa)’ Es. (2.103)

Na prética, calculamos as integrais Dy, F3, F5 e Dy. Essas integrais sao determinadas

através da mudanca de varidvel nos momentos dos loops ¢; — iog;. Assim obtemos

1 1
b= [ir e, = () (2109

_i/d J 1
o Ok ) PR E I E T D@+t R ]

1 1\ 1
B R Y 2.1
86( 46) g (2.105)

R e e e 38 210

1

k=0

By =

b

onde
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0
Ei = —F;5 =
x|,
/d dgyd 1 -
o2 | B I D@ T D@+ Dl + g2+ k)2 Ul + s + B+ 1|,

1 1 1
——|1== E—— 2.107
e ( 46) - (2.107)

e a integral I é a mesma que aparece na expressao para [} e
1 1 1

D, = [ dad = —(1—-=€¢]. 2.108
4 / 1992 (@7 +1)2%(g5 + V(¢ + q2)? + 1] 2¢2 ( 26) ( )

Em termos das integrais definidas acima, os coeficientes a;-co podem ser escritos da

seguinte forma

ay = Ay D, (2.109)

as = [2(A,)% — AV|D2 — AP D, — 2B, E}, (2.110)
by = ByF}, (2.111)

by = 2B, A1 Dy Ely — ByEL, (2.112)

¢y = C1 Dy, (2.113)

e = [(4 +C)C, — VD2 — CP Dy, (2.114)

Podemos agora calcular os expoentes criticos com os dados mostrados nesta segao.

Faremos isso na proxima segao.

2.6 Calculo dos expoentes criticos

Em termos das integrais de Feynman, as equagoes (2.70)-(2.72) tomam a forma

N +8 1 3N + 14
R sl (I DB e S 211
B(u) eu + 5 < 2e)u T (2.115)
N +2 1 N
Yo(u) = 7—; {(1 — 1€ + Ie>u2 - T+8(] + 1)u3}, (2.116)

N+2 1 1
Y5 (u) = ; u<1 — g€~ §>u, (2.117)
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onde os termos de €2 nas combinagoes a? — as na fungao (3 e 3bs — 2bsay € 2co — ¢ —ajcy

nas fungoes de Wilson 7, e 742, respectivamente se cancelam de maneira que essas fungoes
se tornam analiticas no parametro de expansao e.
Da equagao (2.115) calculamos o ponto fixo de [f(ux) = 0, resultando em

uOO:Niége{l—l—e{%—f—%]}. (2.118)

Esse ponto fixo é nao-atrativo e com isso temos que fixar o valor da constante de acopla-
mento renormalizada no seu valor do regime ultravioleta u,, para obtermos fungoes de
vértice invariantes por transformacoes de escala. Nesse regime obtemos a invarianca de
escala das fungoes de vértice renormalizadas somente quando a constante de acoplamento
tem exatamente o valor do ponto fixo ultravioleta.

O expoente 71 é obtido da equagao (2.73) resultando em

onde a integral I se cancela no célculo. O expoente v é calculado através da equagao

(2.74) com

_ N +2 6(N + 3)
2(u*) = 2.120
Yo(t) EN+8[ (N+8)26}’ (2.120)
que é o mesmo resultado para o caso sem massa, e com isso € dado por
1 N +2 N +2)(N? + 23N
y=rq T e—i-( T 2N+ 23N +60) (2.121)
2 4(N +28) 8(N +8)3

Os expoentes criticos 17 e v concordam com os calculados utilizando uma teoria sem massa
renormalizada em momentos externos nao-nulos, confirmando assim o carater universal
desses expoentes. Eles s6 dependem do niimero N de componentes de parametro de
ordem e da dimensao espacial d do sistema. Assim, sistemas que possuem oS mesmos
parametros (N, d) pertencem a mesma classe de universalidade. Os outros expoentes

criticos sao calculados através das relagoes de escala (1.8)-(1.11).



CAPITULO 3

Pontos de Lifshitz m-axiais

Sistemas competitivos sao uma extensao natural de sistemas sem competicao e pos-
suem propiedades fisicas novas como um resultado da introdugao dessa competi¢ao. No
capitulo 2 estudamos sistemas fisicos sem competicao exibindo transicoes de fase nos
quais existiam apenas interacoes de troca ferromagnéticas entre primeiros vizinhos e seus
diagramas de fase continham somente as conhecidas fases ordenada ferromagnética e
desordenada paramagnética.

Agora estudaremos o comportamento critico de sistemas fisicos com interagoes com-
petitivas. Nesse caso surgem além das fases ferromagnética e paramagnética, uma fase
ordenada modulada. Isso ocorre porque agora ha interacoes de troca ferromagnéticas
entre primeiros vizinhos, como também interacoes de troca antiferromagnéticas entre se-
gundos vizinhos. A fase ordenada modulada possui um vetor de onda tipico nao-nulo fixo
no equilibrio, de maneira que a magnetizagao tem uma dependéncia senoidal com relagao
ao eixo de competicao z. A linha de segunda ordem que separa a fase ferromagnética da
fase paramagnética e a linha de primeira ordem que separa a fase ferromagnética da fase
modulada encontram-se no ponto de Lifshitz [32,33].

Os pontos de Lifshitz ocorrem em varios sistemas fisicos como supercondutores de
alta temperatura [34-36]|, cristais liquidos [37-39], cristais liquidos ferroelétricos [40-42],
ferroelétricos uniaxiais [43], alguns tipos de polimeros [44-50]|, e materiais magnéticos e
ligas [51-57]. Um estudo desses pontos criticos tem sido feito também no contexto de
transi¢oes de fase quanticas [58-60].

Esses pontos criticos tém sido estudados teoricamente usando teorias de campos es-
calares sem massa renormalizadas em momentos externos nao-nulos [61-69]. Neste capi-
tulo, vamos introduzir o formalismo de campos massivos para descrever o comportamento

critico do tipo Lifshitz m-axial. Este tratamento é analogo aquele esbocado no capitulo

35
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2 para campos massivos convencionais, ou seja, com apenas uma escala de massa.
Como vamos utilizar a linguagem de sistemas magnéticos ao longo da tese, vamos
discutir rapidamente ao menos um sistema fisico magnético que exibe um ponto de Lif-
shitz. Esse sistema é o composto magnético MnP. Foram realizados estudos tanto teori-
cos [51-55| quanto experimentais [56| para descrever o comportamento critico de Lifshitz
desse composto. A transicao de fase entre as fases ferromagnética e paramagnética ocorre
na temperatura de Curie de 291 K. Esse material magnético apresenta varias fases orde-
nadas. Entretanto, na temperatura de 47 K na qual ocorre o ponto de Lifshitz, ha apenas

as fases ordenadas ferromagnética e modulada em torno desse ponto.

¥

e
M

e
NN

o

Figura 3.1 Situagao fisica representada pelo modelo ANNNI.

Todos esses sistemas que exibem um comportamento critico de Lifshitz, apresentam
interagoes competitivas. Desses sistemas, os mais simples sao descritos por um modelo
que é uma extensao simples do modelo de Ising conhecido como modelo ANNNI (axial
nezt-nearest-neighbor Ising) [26,27]. Usando a nomenclatura de sistemas magnéticos esse
modelo consiste em uma rede d-dimensional de spins 1/2 como mostrado na figura 3.1.

Esses spins interagem através de forgas de troca ferromagnéticas entre primeiros vizinhos,
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onde a constante de acoplamento J; > 0 tem componentes ao longo de todas as diregoes
espaciais, e forcas de troca antiferromagnéticas entre segundos vizinhos, em que Jo, < 0
possui componentes ao longo de uma tnica direcao espacial, a dire¢ao z por exemplo. A

Hamiltoniana para esses sistemas, na auséncia de campo externo, é dada por

JANNNT = — Z Z J1jSijS41); — Joz Z SizS(i+2)2 (3.1)

J=Ty,2 i i
onde S;; é a componente z do operador de spin S no sitio 7 ao longo da direcao j. Esses
sistemas apresentam um comportamento critico conhecido como comportamento critico
de Lifshitz uniaxial. Esse caso possui uma anisotropia uniaxial. Os diagramas de fase para
esses sistemas possuem as fases ordenada ferromagnética e desordenada paramagnética
como em transi¢oes de fase usuais, assim como uma fase ordenada modulada.

Podemos pensar em uma situagao mais geral em que J, tem componentes ao longo
de m diregoes espaciais. Nesse caso obtemos os pontos de Lifshitz m-axiais. Suas classes
de universalidade sao definidas por (N, d, m). Este é o comportamento anisotrépico.
Quando Jy; tem componentes ao longo de todas as diregdes espaciais obtemos o caso
isotropico cujas classes de universalidade sao caracterizadas por (N, m). Nesse caso a

Hamiltoniana é dada por

H = - Z Z J15i5(i+1)j — Z Z J2jSi5Si+2);- (3.2)

j=xy,z 1 j=xy,z 1

A competicao entre as interagoes ferromagnética e antiferromagnética aumenta a com-
plexidade na descricao desses sistemas. De fato, enquanto os sistemas sem competicao
sao caracterizados por uma classe de universalidade definida por (N, d), sistemas compe-
titivos possuem classes de universalidade estendidas definidas por (NN, d, m), onde agora
temos que especificar um novo parametro m correspondente ao niimero de dimensoes ao
longo das quais existem interacoes competitivas. Essas m diregoes sao também conhecidas
como eixos competitivos.

Um diagrama de fase tipico para sistemas exibindo comportamentos criticos de Lifshitz
m-axiais é mostrado na figura 3.2, onde o parametro P é dado por P = Jy/J;. A linha

pontilhada indica uma transicao de fase de primeira ordem entre as fases modulada
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e ferromagnética. Essa linha termina no correspondente ponto de Lifshitz que ocorre
para um dado valor da razao Jy/J; e da temperatura 7' denominada temperatura de
temperatura de Lifshitz T. As linhas que separam as fases ferromagnética e modulada

da fase paramagnética sao linhas de segunda ordem.

Paramagnetic

- Ferromagnetic

Helical,

Figura 3.2 Diagrama tipico caracterizando pontos de Lifshitz m-axiais.

O formalismo introduzido no capitulo 2 pode ser estendido para sistemas competiti-
vos descritos acima com pequenas modificagoes. Iniciaremos essa extensao definindo na
proxima se¢ao as condi¢oes de normalizagao para os comportamentos criticos de Lifshitz

anisotropicos e isotropico.

3.1 Condigoes de normalizacao

Como discutimos no modelo fenomenolégico, neste capitulo estudaremos sistemas que

possuem no termo cinético da densidade de Lagrangiana, além de derivadas quadraticas,
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derivadas quarticas desse campo. Trata-se de uma teoria de campo efetiva onde o efeito
da competicao é induzir um termo de derivada mais alta na densidade de lagrangiana
efetiva. Essa densidade de Lagrangiana depende do ntimero m de direg¢oes espaciais onde
ocorrem interagoes competitivas. Assim a densidade de Lagrangiana nao-renormalizada,

em uma teoria Euclidiana, que descreve esses comportamentos criticos é dada por [69]
o 1 o 1 1
L= §|an¢0|2 + §|V(d—m)¢0|2 + §|Vm¢o|2 + 5#(2)?53 + E/\(@é, (3.3)

onde a constante o é introduzida para que o termo do qual ela faz parte tenha a mesma
dimensao que a dos outros termos. As constantes o € Ag sdo a massa e a constante de
acoplamento nao-renormalizada, respectivamente. A variagdao de J; e Jo nos modelos de
rede descritos anteriormente induz uma variacao no coeficiente dy. Para um determinado
valor da razao Jy/Jp, dp se anula e isto define a regiao critica de Lifshitz, mesmo que o
sistema esteja fora da temperatura de Lifshitz (T # T}), ou equivalentemente para jig # 0.
O caso anisotrépico ocorre se m < d. Ainda nao sabemos como tratar matematicamente
0 caso isotropico para m = d muito diferente de 8. Por exemplo, o caso m = d = 3 nao
pode ser tratado com as mesmas técnicas. Restringiremo-nos entao ao caso isotropico (o
segundo termo da equagao (3.3) é nulo) m = d proximo de 8.

Como discutido na teoria sem massa [69], a condigdo §y = 0 anula as derivadas
quadraticas ao longo das m dire¢oes espaciais, onde essa condicao ocorre devido a uma
instabilidade no espaco dos momentos. Com isso, podemos fazer uma redefinicao dimen-
sional dos momentos ao longo dos eixos competitivos, tal que, esses momentos tenham
a metade da dimensao de momentos convencionais. Assim podemos nos livrar da cons-
tante o em frente ao primeiro termo da equagao (3.3) e considerar os momentos paralelos
e perpendiculares aos eixos competitivos como independentes entre si.

Na teoria sem massa foram utilizadas escalas de momento k; e ko independentes
associadas aos subespagos inequivalentes para fixar os valores dos momentos externos.
Esses subespagos inequivalentes sdo o subespago nao-competitivo (d — m)-dimensional
e o subespaco competitivo m-dimensional. As partes de vértice 1PI correspondentes a

estes 2 subespacos foram definidas independentemente. Em outras palavras, componentes
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nulas de momentos externos ao longo do subespaco competitivo definem as partes de vér-
tice 1PI ao longo de (d — m) dimensdes (com momentos externos arbitrarios ao longo
destas diregoes). Estes objetos foram renormalizados usando uma escala de momento
externo k1. As partes de vértice 1P caracterizando os eixos de competi¢ao sao definidas
para componentes nulas de momentos externos ao longo das (d —m) diregdes espaciais e
momentos externos arbitrarios ao longo de m eixos de competicao. Elas foram renorma-
lizadas usando uma escala de momentos externos ks. Estas definigoes implementam as
duas escalas independentes necesséarias para tratar o caso anisotropico. O caso isotropico

s6 requer uma Unica escala de momento k.

Variagoes das escalas de momento independentes k1 e ko nas correspondentes teorias
renormalizadas partindo da mesma teoria nao-renormalizada, ou equivalentemente, os
fluxos de grupo de renormalizacao em direcoes independentes perpendiculares e paralelas
aos eixos competitivos, respectivamente, sao gerados pelos comprimentos de correlagao
&1 perpendicular aos eixos de competicao e £4 paralelo aos eixos competitivos. Nesse
processo temos a geragao de uma equacao de grupo de renormalizacao independente para
cada subespaco inequivalente. As duas constantes de acoplamento fluem naturalmente

para o mesmo ponto fixo infravermelho, pois esse ponto fixo é um ponto fixo atrativo.

No caso massivo estudado neste trabalho, podemos fazer uma analogia com a anélise
feita para o caso sem massa. Consideramos os momentos paralelos e perpendiculares
aos eixos competitivos como independentes entre si. Assim podemos definir dois conjun-
tos independentes de condigoes de normalizacao, um para cada subespaco inequivalente.
Definimos as partes de vértice 1 PI do subespago nao-competitivo com momentos externos
paralelos aos eixos competitivos iguais a zero e os momentos externos perpendiculares aos
eixos de competicao arbitrarios. Neste caso a massa nao-renormalizada g e a constante
de acoplamento nao-renormalizada Ay, de partida sao diferentes de zero enquanto que
to2 = A2 = 0. Ja as fungoes de vértice do subespago competitivo sao definidas com
momentos externos nulos perpendiculares aos eixos competitivos e momentos externos
paralelos aos eixos de competicao arbitrarios. Nesta situagao temos pge € Age nao-nulos e

1o1 = Ag1 = 0. Usaremos os momentos externos para renormalizarmos a teoria massiva
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em cada subespaco inequivalente. Esses momentos externos serao fixados em valores nu-
los, pois usaremos condi¢oes de normalizacao em momentos externos nulos. Eles podem
ser utilizados como rotulos no espago de parametros ao definirmos os dois conjuntos de
condi¢oes de normalizagao. No subespago nao-competitivo o momento externo é dado
por py = P (vetor (d —m)-dimensional) e no subespago competitivo o momento externo
¢ p2) = K’ (vetor m-dimensional). Assim, o momento externo p(,y pertence ao subespaco

nao-competitivo quando 7 = 1 e ao subespaco competitivo se 7 = 2.

Como a massa esté relacionada com a diferenga de temperatura em relagao a tempe-
ratura de transicao, existem duas maneiras independentes de atingirmos a temperatura
de Lifshitz através do diagrama de fase para esses sistemas. Uma maneira é por meio da
variacao da "massa'no subespaco nao-competitivo, que é equivalente a nos aproximarmos
do ponto de Lifshitz através da fase ordenada ferromagnética. O outro meio é através
da varia¢do da "massa"("fluxo de massa"no espago dos parametros) no subespago com-
petitivo, correspondente a atingirmos o ponto de Lifshitz pela fase ordenada modulada.
Assim, podemos introduzir duas massas nao-renormalizadas independentes na densidade
de Lagrangiana mencionada acima para que possamos realizar as transformacoes de es-
cala associadas aos comprimentos de correlacao £ perpendicular aos eixos competitivos

e 14 paralelo aos eixos competitivos.

Para introduzirmos massa nos subespacos inequivalentes de teorias de campo escalares
do tipo Lifshitz, usaremos o método de redugao dimensional de Siegel [70]. Esse método é
usado para introduzir massa em teorias de campo com derivadas quadraticas presentes na
densidade de Lagrangiana. No caso de campos escalares, como estudado aqui, devemos
seguir os seguintes passos: aumentamos o intervalo de indices vetoriais (de momento) onde
chamamos o indice adicionado de "—1". Tornamos essa componente de momento igual
a massa nao-renormalizada p_; = pg. Usamos um fator de ¢ para resgatarmos o carater
real da massa nao-renormalizada ao quadrado, assim podemos escrever 0_1 = ip_1 = iig.

Com este método de introducao de massa obtemos p* — p* + 3.

No caso anisotropico usamos o método de redugao dimensional para a introducgao

de massa no subespaco rotulado pelo indice 7, em que 7 = 1 para o subespaco nao-
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competitivo e 7 = 2 para o competitivo. Estendemos o intervalo de indices vetoriais no
subespaco 7 adicionando um indice chamado de "—1". Essa componente do momento adi-
cionada ¢é feita idéntica & massa nao-renormalizada nesse subespaco p_i(;) = po-. Depois
introduzimos um fator de i para resgatarmos o carater real da massa nao-renormalizada
ao quadrado, resultando em O_(;) = ip_1(r) = ijto-. Com isso podemos introduzir massa
no termo p? + (k%)? de duas maneiras diferentes. Aplicando o método de redugao dimen-
sional ao longo do subespago nao-competitivo em que 7 = 1, onde p_;1;) = po1 temos
p* + (k*)? — p? + (k*)* + pd,. Fazendo o mesmo ao longo do subespago competitivo no
qual 7 = 2, onde k_;(2) = fip2, nao obtemos o mesmo resultado como obtido para o caso
7 = 1 de maneira tao simples. No subespago 7 = 2 a poténcia de momento envolvida é
uma poténcia quartica (k?)?, tal que a reducao dimensional agora produz (k? + k%l(z))Q.
Entao p? + (k?)? — p? + (k%) + pgy se {2 k%l(z)} = 0.

A introduc¢ao da massa no caso isotropico apresenta um padrao similar aquele do caso
anisotropico ao longo dos eixos de competicao. O subespaco isotropico é rotulado pelo
indice 7 = 3 e com isso k_y(3) = po3. Entao massa ¢ introduzida no operador (k?)? de
massa nula como (k%)* — (k?)? + pg; se a condigao {k? k%, 5} = 0 ¢ satisfeita.

Assim vemos que podemos introduzir a massa contida na densidade de Lagrangiana
(3.3) das trés maneiras descritas acima. Dessa constru¢do matematica para obtermos
teorias massivas de operadores de massa nula em dire¢oes de momentos inequivalentes
concluimos que podemos escolher as massas com a mesma dimensao canonica que a
dimensao das componentes dos momentos ao longo do subespaco correspondente a es-
sas massas. Isto impoe que devemos definir massas nao-renormalizadas com poténcias
diferentes na densidade de Lagrangiana para deixar claro que os dois subespacos, nao-
competitivo e competitivo, sao inequivalentes. Associadas as massas nao-renormalizadas,
as massas renormalizadas em cada subespaco tém a mesma dimensao que os momen-
tos nos seus respectivos subespacos. Naturalmente definimos também uma constante de
acoplamento para cada subespaco inequivalente. Depois de todas essas consideracoes a

densidade de Lagrangiana nao-renormalizada pode ser escrita como

1 1 1) 1 1
L= §|V72n¢0|2 + §|V(d—m)¢o|2 + 50|Vm¢0|2 + 5#3:@% + Z)\o#ﬁéa (3.4)
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Lembre que quando dy = 0 estamos na regiao critica mesmo para jiy, # 0. Como estamos
tratando de uma teoria massiva, podemos renormalizar a teoria em momentos externos
nulos, pois a teoria é livre de divergéncias infravermelhas.

Assim, para as fungoes de vértice de cada subespaco inequivalente podemos escrever

as condi¢oes de normalizagao

Fg()n((); fi, G1) = 143, (3.5)
%Fggl)(ﬂm,gl) e =1, (3.6)
Fg()l)((); {1, 91) = g1, (3.7)
Fg{ﬂ(O’O;ul,gl) =1, (3.8)

onde o indice 1 indica que os momentos externos paralelos aos eixos competitivos sao

identicamente nulos, enquanto que

Fg()z)((h 12, 2) = Ha, (3.9)
Lpg (K'; p12, g2) =1, (3.10)
d(K”)2 RO g

Fg()g)((); f2, 92) = ga, (3.11)

Fg(’g(O,O;uz,gz) =1, (3.12)

o indice 2 mostra que identificamos os momentos externos perpendiculares aos eixos
competitivos iguais a zero, respectivamente. Essas fungoes de vértice dependem, além
de massas renormalizadas, de cortes no momento A,, considerados independentes em
cada subespaco inequivalente, necessarios para termos fluxos independentes no espago de
parametros. Constantes de acoplamento renormalizadas independentes g, também sao
necessarias para caracterizar cada subespaco. No caso massivo, o ponto fixo ultravioleta
é nao-atrativo, assim apenas quando essas duas constantes de acoplamento tém precisa-
mente o mesmo valor do ponto fixo ultravioleta anisotropico ujs = Usse = Us Obtemos

invarianca de escala da teoria em cada subespaco separadamente. Esses dois valores sao
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obtidos das duas condigoes independentes (1o, = 0 € Pooe = 0 € tém o mesmo resultado

Us. Podemos escrever esses dois conjuntos de condi¢oes de normalizacao como

T (05 e gr) = 27, (3.13)
9 e (pr; ) =1 (3.14)
8pz7- R(r)\P75 H75 Gr o ) .
4
Tty (05 e, g7) = gr. (3.15)
T (0,0; i, ) = 1, (3.16)

onde lembramos que fazemos as identificacdes p1y = P, pp) = K' para os momentos
externos dos dois subespacos independentes.

No caso isotropico, o segundo termo da equagao (3.4) é ausente e temos apenas uma
escala de momento, massa renormalizada e constante de acoplamento renormalizada en-
volvidos para definirmaos a teoria a ser renormalizada. O rétulo 7 assume o valor 2
naquela equacao mas usamos um indice diferente, 7 = 3, para deixarmos claro que esse
caso difere completamente do caso anisotropico. As condigoes de normalizagao para esse

caso sao dadas por

T (03 p13, g3) = pid, (3.17)

9 (2) /
— I (K =1 3.18
(K"?)? R(s)( 13, 93) o ’ ( )
T (05 413, 95) = g5, (3.19)
L) (0,0: 113, g3) = 1. (3.20)

Essas condigoes de normalizacao serao utilizadas posteriormente na obtencao das
equacoes de Callan-Symankik para os comportamentos criticos de Lifshitz m-axiais ani-
sotropico e isotropico.

Ao renormalizarmos as teorias de campo que descrevem os sistemas com esses compor-
tamentos criticos, as varias funcoes de vértice, nos casos anisotrépico e isotropico, serao
renormalizadas multiplicativamente até a ordem de dois "loops". Enfatizamos que as
fungoes de vértice aditivamente renormalizadas nao serao consideradas em nossa anélise.
Assim estamos diante do problema de renormalizabilidade multiplicativa em todas as

ordens em teoria de perturbacao. Este serd o assunto das proximas duas segoes.
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3.2 Renormalizabilidade em um loop na dimensao critica

Na proxima secao provaremos indutivamente a renormalizabilidade multiplicativa em
todas as ordens em uma expansao no numero de loop em teoria de perturbacao. Para tal,
analisaremos primeiramente as divergéncias que ocorrem no nivel de 1 loop. Nesta secao,
este problema sera investigado na dimensao critica usando um método de regularizagao
que introduz um corte no momento na regiao ultravioleta. Isto permitira analisarmos as

divergéncias presentes nas integrais de Feynman.

3.2.1 Anisotrépico

Consideremos inicialmente o subespaco nao-competitivo. Neste caso 7 = 1 e fixamos
Loz = Aoz = K] = 0, onde K sd@o os momentos externos paralelos aos eixos de competigao.
Os momentos externos perpendiculares aos eixos competitivos p; sd@o arbitrarios. Assim
as partes de vértice 1PI, que sao utilizadas no célculo de expoentes criticos, Fg;, I‘Ezg e

Fg;l) desse subespaco de acordo com a figura 2.1, até a ordem de um loop, sao dadas por

d=mgdmk
¢+ (F)* + gy

(3.21)

Aot
T (p) = p* + 1, + 7/

)\2 dd_quml{?
P = Ao =5 (2 + (k)% + 13 )[(q 4 p1 + p2)? + (K2)% + 1,

(p1 = p3) + (p2 — P3)] ; (3.22)

Aot

dr=mgdm
ngl)(phpz;ps) =1- 7/

[% + (K2)* + pdi][(a + p3)? + (K2)% + pigy]

, (3.23)

respectivamente. Estas integrais serao calculadas na dimensao critica d. = 4 + m/2.
A primeira integral que calcularemos é a que aparece na expansao de Fg; (p) definida

por

d-mgdmk
Ly = . 3.24
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Esta integral pode ser calculada introduzindo um parametro de Schwinger « para es-

crevermos o propagador livre como

1 > 2 232, 2
T — [, do el + () + i) (3.29
e usando a identidade [69]
/OO dxy...dx, exp[—a(r + ...+ 22)"] = iSmF ) g=mian (3.26)
e ! m 2n 2n

na integracgao em momento. Seguindo esses passos na integragdo nos momentos ¢ e k

obtemos o seguinte resultado

1 o0
Ly = <Si—mp2Sml'( 2 — Mip( 2 / da ™ 2e ki, (3.27)
8 1) \1) ),

na equacao (3.27) mostra uma divergéncia para « pequeno. Essa divergéncia

é a divergéncia ultravioleta de Fgg (p) nesta ordem em loop. Faremos uma regularizagao

O termo a2

desta integral removendo a regido em que a é pequeno (0,A;?), com A; — oo, onde
A; é o corte no momento utilizado nessa regularizagao. A remocao deste intervalo na
integracao ¢é feita matematicamente através da introducao da funcao degrau de Heaviside
fa, (@) = 0(a—A7?). Quando integrada esta funcdo vale 0 para a < A;? e assume o valor
1 no intervalo o > A;?. Assim, a integragdo em « se d4 no intervalo (A2 00). Agora

integrando a (3.27) nesse intervalo duas vezes por partes e tomando o limite A; — oo

1 m m A2 A?
Ly = =Si—mpaSpl (2 — — T — ) pid [—1—1n<—1)} 3.28
H 8 o2 < 4 ) ( 4 ) o M(2)1 N%l ( )

Este ultimo resultado mostra que a integral calculada tem uma divergéncia quadratica e

obtemos

uma logaritmica, apresentando assim uma estrutura divergente semelhante & correspon-

dente integral para a teoria ¢* convencional [22|. O fator angular global

1 m m

aparece cada vez que realizamos uma integral em loop. Como cada loop de integracao

produz este fator, podemos absorvé-lo em uma redefinicao da constante de acoplamento.
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Agora podemos calcular a integral da expansao de ngg (p;) dada por

- d="qd™k
Lo) = | G T T T

Agora introduzimos um parametro de Schwinger para cada propagador e integramos nos

(3.30)

momentos ¢ e k do loop para obter

Ly (p )=—S4 m)25m F<2——) ( >/ dal/ day (g 4 ag) 72 x

2
5%
a1 + Qo

m}www%— (331)

Fazendo agora a mudanca de variavel o/ = ;1 + s e integrando primeiramente em o' nao
encontramos nenhuma divergéncia. Quando integramos sobre a variadvel remanescente o
surge uma divergéncia ultravioleta para a; pequeno. Assim fazendo o mesmo como na

integral Iy, introduzindo um corte no momento A; para regularizar a integral obtemos

1 m m A?
Iy (p) = §S4fm/25mf (2 — Z)F<Z> In (u—%ll), (3.32)

onde expandimos a exponencial em série de poténcias envolvendo o momento externo p
e retemos apenas a parte divergente (que é independente do momento).

Estudemos agora o caso 7 = 2 associado ao subespago competitivo. Neste caso faze-
mos o1 = Ag1 = p; = 0 com p; sendo os momentos externos perpendiculares aos eixos
competitivos. J& os momentos externos paralelos aos eixos de competicao K’ sao nao-

nulos. As fungoes correspondentes as (3.21)-(3.23) neste subespago sao

A ddfqumk,
PO (KN — (K2 4 b 02/ , 3.33
(2)( ) = (K™) + gy 9 @+ (k2)? + i, (3.33)
dmgdmk
IO K — A _ﬁ[/ +,
@K) = Ao =5 {@® + (k)2 + pgo Ha? + [(k + K + K3)22 + gy}
(K}~ K})+ (R} - K], (3.34)
B dmgdmk
e (KK K — 02/ . (3.35
5 K ET R TN + s Ry &5

respectivamente.
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Agora, como a massa do subespaco competitivo pge tem a metada da dimensao da
massa o1 do subespago nao-competitivo, escolhemos o corte no momento do subespago
competitivo Ay ter a metade da dimensao canoénica do corte no momento A; do subes-
paco sem competicao. Assim a funcao degrau de Heaviside utilizada na regularizacao das
integrais neste caso ¢ dada por f,(a) = #(a — A;*). Com isso, fazendo o mesmo como

feito para o calculo das integrais do subespago nao-competitivo obtemos para as corres-

pondentes integrais do subespaco competitivo, no limite em que Ay — oo, 0s seguintes

resultados:
1 m m Al Al
Ii(2) = =S4—m/2Sml (2 — —)F(—)u‘* {—2 —In <—2)} 3.36
1(2) 8 4 /2 4 4 02 ,U/ég ,uég ( )
1 m m A4
L) (K') = g 54-m/25ml’ (2 - Z)F(Z) In (M—é) (3.37)

As equagoes (3.28), (3.32) e (3.36)-(3.37) podem ser escritas de uma maneira compacta

por meio do indice 7. Elas sao escritas como

1 m m A2 AZT
Lo (p(r) = g oa-m/25mL (2 - Z) r (Z) K [M§§ —In (N(%)] ) (3.38)
1 m m A3T

Podemos escrever agora as grandezas renormalizadas u, € g, em termos das corres-

pondentes nao-renormalizadas p, € Ao, usando as condi¢oes de normalizacdo (3.13) e

(3.15) como
Aor
1T = por + S 1) (0), (3.40)
32
G- = Aoy — 2(” L (0). (3.41)

Podemos fazer o inverso e escrever os parametros nao-renormalizados em termos dos
renormalizados através das ultimas equagoes para a ordem de um loop. Assim, as partes
de vértice ng)) (piry) e T Eg (pi(r)) quando escritas em termos de - e g, sao finitas em um

loop. Fazendo isto podemos escrever

T () = vy + 127, (3.42)
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%

2

ng)) (Pi(r) = 9r — 5 Lo(r) (P1(r) T P2(r)) + Lo(r) (P1(r) T P3(7)) + Lo(r) (P2(r) + P3(r)) — 312 (0)].
(3.43)
Apresentaremos agora o conceito de expansao esqueleto, pois de agora em diante usa-
remos esse conceito nos argumentos que seguem. As funcoes de vértice ™) para N > 4
sao finitas em 1 loop como pode ser visto por contagem de poténcia. No entanto, se em
2 "loops"essas funcoes tiverem as partes de vértice 1PI I'® e I'® como seus subdiagra-
mas, elas serao divergentes nessa ordem em loop. Assim, se a massa e a constante de
acoplamento forem renormalizadas em 1 loop, I'™) para N > 4 sera automaticamente
finita em 2 "loops". Com isso, essas funcoes, nessa ordem em loop, sao chamadas de
expansoes esqueleto. Podemos generalizar esse conceito para o caso em que ['™) (N > 4)
em uma ordem (L + 1) no niimero de "loops"tem como subdiagramas I'® e I'¥) no nivel
de L "loops". Assim, se renormalizarmos as funcoes I'® e I'® em L "loops", entao I'Y)
serd automaticamento finita em (L + 1) "loops".
Analisaremos agora a estrutura divergente da fungao de vértice I‘Ei’)l). Uma carac-
teristica interessante dessa funcao é que ela nao pode ser renormalizada usando apenas a

massa e constante de acoplamento renormalizada em um loop apenas. A renormalizacao

é feita com a introducao de uma fungao Zg2(;) através da relagao

2,1 2,1
F;(Tg (pl(‘r) y P2(7)s P3(1)» 97y mT) = Z¢2(T)FE7—) )(pl(T) » P2(7)5 P3(7)5 )\O'ra Hor, AT) (344)

Da condicao de normalizagao (3.16) obtemos para Z(r)
Zopiry =1+ %szm(o)- (3.45)

O conceito de expansio esqueleto para as partes de vértice 1PT T'™) pode ser estendendido
para funcoes de vértice com insercoes de operadores compostos I'™V:1). De fato, essa
funcao de vértice com N > 2 e L > 1 é finita em 1 loop. Por outro lado, quando
aumentamos a ordem dos "loops", quando estamos na ordem 2 por exemplo, essas fungoes
de vértice podem conter subdiagramas envolvendo as partes de vértice 1PI T'®, T4 ¢
"2 Neste caso estas funcoes serdo divergentes em 2 "loops". Mas se renormalizarmos

as funcoes de vértice I'®, I'® e T'®D em 1 loop, temos a garantia de que as partes
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de vértice T™V-E) (N > 2, L > 1) serdo finitas na ordem de 2 "loops". Assim podemos

escrever I’ g(g, de maneira analoga as equagoes (3.42) e (3.43), como
2,1 gr
F%(Ti (P1(r)s P2(r); P3(r)s Grs Hr) = 1 — 5[12(7—) (p3(r)) — Ia) (0)]. (3.46)

Da mesma forma que para as funcoes de vértice de dois e quatro pontos, todas as funcoes
de vértice envolvendo operadores compostos com um nimero maior de pernas externas
a leto: elas sao finit dois "1 " it t d
possuem uma expansao esqueleto: elas sao finitas em dois "loops'se escritas em termos de
2,1 .
fhry Gr € F%(Tg (P1(r), P2(+); P3(r)s 9= br) €m seus subdiagramas de um loop. Isso decorre do

comportamento assintotico para momentos grandes das partes primitivamente divergentes

\Fg()T)(pr(T))] < p2" x poténcia de Inp,, (3.47)
|Fg()7)(p7p(7))\ < poténcia de Inp,, (3.48)

2,1 L
IFE(Ti(pruT),prl(T);qum)l poténcia de Inp., (3.49)

em qualquer ordem finita quando p, — co. Nao demonstraremos este comportamento
assintotico e o assumiremos como valido quando provarmos a renormalizabilidade multi-
plicativa na dimensao critica em todas as ordens em teoria de perturbacao na proxima

Secao.

3.2.2 Isotrépico

O caso isotropico pode ser facilmente tratado de maneira similar ao caso anisotropico
que acabamos de estudar. Usamos o indice 7 = 3 para distinguirmos do caso anisotropico
e a dimensao critica agora ¢ d = m = 8. Como s6 temos uma escala de momento
caracteristica presente neste caso, as partes de vértice primitivamente divergentes tratadas
aqui sao dadas por

2 Ao3 dmk
ngg(K/) = (K™ + pgs + 7/ (k22 + pd, (3.50)

d™k
/ {2 + IOk + K+ K327 + it}

)/ g A%s
F(S)(Ki) = Aog — DN
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(K}~ K))+ (R} — K, (351
A d™k
D (et fr ) = 1 ﬁ/ , 3.52
o WG =5 | e e Ry O
respectivamente.
As integrais a serem calculadas agora sao
d™k
Ls(K') = / —_— 3.53
13) (K) 0+ (3.53)
d™k
Y (k)2 - puga] {1k + K22 + gy}
Resolvemos essas integrais em linhas similares ao caso anisotrépico e obtemos
1 Aj A4
Il 3) — —58/14 {—3 —1In (—3):| s (355)
@ 7y meros 1o 1o
1 A3
Ho3

Agora o fator angular a ser absorvido em uma redefinicao da constante de acoplamento
é Ss.

Da mesma forma podemos escrever a massa e a constante de acoplamento renormali-
zada em termos das respectivas constantes nao-renormalizadas, através das condigoes de

normalizagao (3.17) e (3.19), como

A

iy = pos + -1 (0), (3.57)
3\2

gs = Aoz — %]2(3)(0)- (3.58)

Podemos escrever as fungoes de vértice FE;;(K Ve FE;;(K ') em termos dos parametros
renormalizados em um loop
T (K') = (K™)? + i, (3.59)
2
g
L) (K1) = g5 - 5 o) (K7 + KG) + Do) (K + KG) + Do) (K + KG) — 313 (0)]. (3.60)
e vemos que essas funcgoes sao finitas nesta ordem. Como as fungoes para N > 4 sao

expansoes esqueleto, sao finitas em dois "loops"como mencionado no caso anisotropico.
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A constante Zs(3) usada na renormalizacao multiplicativa de FE;;I)(K 1, Kb; KY) & obtida

da condigao de normalizagao (3.20) e é dada por dada por
93

Assim, todas as fungoes que tém insercoes de operadores compostos sao finitas em dois
"loops".

Nesta secao vimos que fungoes de vértice renormalizadas multiplicativamente sao fini-
tas na ordem de um loop. A extensao para todas as ordens perturbativas sera o assunto

das proximas duas segoes.

3.3 Equacoes de Callan-Symanzik

Na secao anterior provamos a renormalizabilidade multiplicativa das partes de vértice
1PI primitivamente divergentes na ordem de um loop. Agora demonstraremos a existén-
cia das equagoes de Callan-Symanzik, ainda na dimensao critica, que serao utilizadas na
prova indutiva da renormalizabilidade multiplicativa em todas as ordens em teoria de

perturbagao nos casos anisotrépico e isotrépico na préxima segao.

3.3.1 Anisotrépico

Para partes de vértice 1 PI renormalizadas multiplicativamente, com ((V, L) # (0,2)),

podemos escrever

N,L)

F(N7L) ET)7 (pi(r)7 Qi('r)a >\0T7 Hor, AT)7 (362)

N/
R(7) (pz(’r)u Qi(T)7 grs /’LT) = Z¢ r

2L
(2ol

onde p;i;) (1 = 1,...,N) sdo os momentos externos associados as N pernas externas das
partes de vértice 1P[ Fg\([;? e Qi (1 =1,...,L) os momentos externos associadas as L
insercoes de campos compostos ¢?. As grandezas A, sdo os cortes no momento usados
na regularizacao das funcoes de vértice nao renormalizadas de cada subespaco inequiva-

lente. No que segue fica subtendido que essas fungoes estao devidamente regularizadas
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em uma ordem qualquer em loop em cada subespago e nao usaremos essas expressoes
explicitamente.

Apesar de existirem pelo menos duas maneiras de se obter as equagoes de Callan-
Symanzik, obteremos essas equagoes (que envolvem duas massas independentes, uma em
cada subespago) usando um método que contém argumentos pioneiros na obtengao dessas
equagoes para o caso onde existe apenas uma escala de massa envolvida [71].

do deri te de vértice 1P1 T (s A A lagio a

Quando derivamos a parte de vértice ) (Pi(r)s Qi(r)» Aors Hor, Ar) com relagao a
massa nao-renormalizada p27, onde Ao, e A, sao mantidos constantes, obtemos uma soma
de fungoes de vértice como a inicial, mas com cada propagador tendo uma poténcia a
mais nas linhas internas dessas fungoes. Esses termos aparecem em todas as combinagoes

z . ~ f . d . ~ d 2
possiveis. Essa operacao tem o mesmo efeito de uma inser¢ao de campo composto ¢° em

momento zero na funcao de vértice FEZTV)’L) (Pi¢r)» Qi(r)s Aors Hor, A7), Tesultando assim em

uma funcao de vértice FE%’LH)(pi(T), Qi(r)s Aor, Hor, A7) com uma perna externa a mais,
ou seja
0 L(N.L N,L+1
3,1127 FET) )<pl(7')7 Qi(T)7 >\07'7 Ko, AT) = FET) )(pz(T)7 Qi(7)7 )‘077 Mo, AT) (363)
or

Agora usando a relagdo (3.63) e a equagao (3.62), lembrando que os parametros m., e

g, dependem da massa nao-renormalizada, obtemos

0 a, 0 1 Kk, Tr \ (VL)
2 __N__L_ F ' (1) i(r)s Yrys 1) —

N,L+1
F%(T)Jr )<pi(T)7 Qi(T); 0, g7, tir), (3.64)
onde
o
2’7’p = Z¢2(7—)W3T, (365)
o 997
7 = e 3
Kr (9 In Z¢ T
— = ZWT)(‘)—?T()’ (3.67)
Hr Hor
oln Zyo(,
Tr _ g, 260 (3.68)

o7 = Z¢2(r) -
12 Ougy
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Com as seguintes defini¢oes
9.

=, 2T 3.69
Br=p on. (3.69)
aan¢(T)
fy T :MT—7 (370)
é(7) Aty
aan 2(r
Ye2(r) = _MTa—/L(b() (371)

e multiplicando a (3.64) em ambos os lados por p?7/p, aquela equagao toma a forma

0 0 1 N,L
( o+ Bra— = 5NV + L%%)) F%(T))(Pi(f)a Qir), 9, bir) =

Hr Oty dg, 2
or OUGT 1 (N,L+1)
27—:“7' /1127 Z¢2(T)FR(7—) (pl(T)a QZ(T)) 07 gr, ﬂT) (372)

Fazendo (N, L)=(2,0) na equagao (4.62) e usando as condigdes de normalizagao (3.13) e

(3.16) podemos escrever a (4.62) em termos de grandezas renormalizadas apenas como

0 9 _1 (N.L)
(MT an + 57 0. §N Yo(r) + L%Q(T)) Ly Picr)s Qicrys Gry 1ir) =
- N,L+1
127 = o) Ty (pitrs Qico); 05 9 pir). (3.73)

Obteremos agora algumas informagoes tteis acerca das fungoes definidas nas equagoes
(3.69)-(3.71) [22].

Fixando N =2 e L = 2 na (3.73), derivando a equagao resultante com relagao a p%:)
e depois fazendo os momentos externos iguais a zero usando a condi¢ao de normaliza¢ao

(3.14) obtemos a equagao

- 0 @21
—Yo(r) = U3 (27 — Vo(r)) o F;(Ti (P(r)s =3 0, gr, pir) : (3.74)
P P =0

De acordo com a equagao (3.46), em um loop Fg(ﬁ;(pm, —p); 0, Gr, p1r) = 14 O(g2).
Assim, vemos que o termo de 74(;) de menor ordem na constante de acoplamento renor-
malizada é O(g?).

Novamente escolhendo os valores (N, L)=(4,0) na equagao (3.73) e fixando os mo-

mentos externos iguais a zero para usar a condi¢do de normalizagao (3.15), obtemos

T 47
By = 299m)9r = 127 (27 = s(m)) D) (0,0, 0,0 0, g7, o). (3.75)
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Como Fg(’i;(o, 0,0,0;0, g, it7) comega na ordem O(g?), a equagao (3.75) nos diz que 3,

¢ O(g?). Com isso, o termo 3,(0/dg,) ¢ O(g,), diferentemente do termo s, (9/0u,) que
¢ 0(g7).
Agora fazendo (N, L)=(2,1) na (3.73) e utilizando a (3.16) resulta

—Yo(r) + Vo2 = M3 (2T — %(T))P(z(Q;(O 0;0,0, gr, tr). (3.76)

Sabendo que na expansao de T’ 2(72_3 (0,0;0,0, g,, i) o termo de menor ordem é O(g,),

entao Vp2(r) é O(gT).
Usaremos essas propriedades quando apresentarmos a prova indutiva da renormaliza-

bilidade multiplicativa na proxima secao.

3.3.2 Isotrépico

No caso isotropico seguimos os mesmos passos que os do caso anisotropico. Agora
existe apenas uma escala de massa 3 e um subespago (competitivo) rotulado pelo indice
7 = 3 e a dimensao critica é d. = 8. Procedendo de maneira analoga como na se¢ao
anterior obtemos a equagao de Callan-Symanzik para o comportamento isotréopico em
termos de grandezas renormalizadas apenas como

0 0 1 N,L
(,uga—lug + ﬁga—gg - §N’7¢(3) + L’y¢2(3)) Fg%(z,)))(pi(S)) Qi(S)a gs, ,u3) =

N,L
pa(4 — 7¢(3))F§%(3) i), Qiz); 0, g3, 113)- (3.77)

As equagoes que dao as propriedades usadas na prova indutiva da renormalizabilidade

multiplicativa anélogas as (3.74)-(3.76) sao dadas por

0
~Yo3) = Hz(4 = Vp3)) pe Fg(’ §(p<3)> —p@3); 0, g3, 13) , (3.78)
P) Plyy=0
By — 27403193 = p3(4 — 7¢<3>)F§§<’§,§(0, 0,0,0;0, g3, i13), (3.79)
—Ya(3) + Vo23) = H3(4 — Vo3 Deiz) (0,0;0,0, gs, is). (3.80)

Essa prova sera dada na proxima se¢ao nesse caso.
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3.4 Prova indutiva da renormalizabilidade multiplicativa

Apresentaremos agora a prova indutiva da renormalizabilidade multiplicativa em todas

as ordens em loop em teoria de perturbagao.

3.4.1 Anisotroépico

De inicio assumimos que as fungoes de vértice (3.62) sao finitas em uma ordem L no
numero de "loops"para p,. e g, fixos no limite em que os cortes nos momentos A, — oo.

Com isso, comecamos com funcoes de vértice Fg()ﬂ, Fg()ﬂ, Fg(g finitas nas ordens g~

L+1

gttt e gl respectivamente.

As idéias usadas na prova da renormalizabilidade em um loop podem ser usadas
similarmente para o caso da L-ésima ordem em "loops". Com a equagao (3.74) em ordem
L na constante de acoplamento g, vemos que 74(,) € finita em O(g%). Agora consideremos
a equacao (3.75). F%(’g é finita na ordem (L + 1) em "loops", pois possui uma expansao
esqueleto. Ja na ordem (L+1) em "loops", F%(i; ¢ de ordem gL, indicando que a
combinacao (B; — 274(r)g-) € finita na ordem O(g-*?). Como 74y € finita na ordem
O(gk), vemos que 3, ¢é finita em O(gE™?).

Voltemos nossa atencao a equagao de Callan-Symanzik escrita da seguinte forma

(N, M)
Mf—ar(;z? = < - @8%7 + %N Yorr) — M %ﬁ%)) L 1 (27 = 7o) Ty - (3.81)

Mostraremos que o lado direito da equagao (3.81) ¢é finito na ordem (L+1) em "loops".
Para tal, s6 é necessario considerarmos Fg\(f;y) no lado direito dessa equacao até a ordem
L em "loops", pois 3;(9/0g;) € V4(ry2 sdo, no minimo, O(g,). Ja para o tltimo termo
do lado direito da equacao (3.81), s6 existem duas possibilidades a considerar. Ou esse
termo tem uma expansao esqueleto que ¢é finita na ordem L+ 1 em "loops", ou a equagao
de Callan-Symanzik devera ser iterada.

Fixando N =4 ¢ M = 0 na equagao (3.81) e lembrando que os termos do lado direito

sado finitos na ordem (L + 1) em "loops", concluimos que MT(aF%()T) /Op) € finito nesta

ordem em loop.
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Agora daremos uma prova de que ,uT(E)Fg()T) /Ou,) € finito na ordem (L + 1) em
"loops"através da integracao perturbativa de Fg()f). Como Fg()r) ¢ adimensional na di-
mensao critica, essa funcao de vértice é invariante sob fluxos de dilatagao independentes

nos seus parametros com dimensionais da forma

(Prs tors Ary Gr) = (PrDrs Pritrs prAr, Gr ). (3.82)

Escolhendo p, = ui podemos escrever
T

4 4 Pr AT
Fg%()-r)(pﬂ:u‘mATagT) - Fg«}()r) (;7 Zag‘r)' (383)

Usando esta equacao e com N =4 e M = 0 na (3.81) com momentos externos arbitrarios

L+2

-2, podemos escrever

na ordem g

, (3.84)

L+2

4) (pr As
O k() (i s 97)
" ol

4 Dr AT
= f((T)) ( ) ) g‘r)
Lo fir” i

onde p! = p,/a. A integragao da tltima equagao de p, = oo até ! = p, é o mesmo que
integrarmos em « de 0 a 1. Usando agora a condi¢ao de normalizagao (3.15) no limite

.. = oo como condigdes de contorno obtemos

Dr AT ! do Dbr AT
|:F§;L()T) (_)_7gT>:| =gr — / _|:f((;—1)) (OZ—,O[—,gT
Hr Hr L42 0o & Hr P

Como falamos no comego dessa discussao, | f((f)) || 42 pode ser escrita em termos de grandezas

(3.85)

L+42

que por hipotese sao finitas quando A, — co. Como | f((f)) ||L+2 € uma fungao analitica

para pequenos momentos, temos a certeza de que o limite de momentos externos nulos

nao resulta em nenhum problema relacionado a divergéncias na integral em «a. Assim
podemos escrever
(4) [ Pr
RAGE)

1
do Dr
:gT_/ _|:f((;—1)) (Oé—,OO,gT):|
L+2 o @ Hor
(4)

mostrando que I" R(7) esta relacionada com a integral de partes de vértice renormalizadas

, (3.86)

L+42

de ordem menor.



58 CAPITULO 3 PONTOS DE LIFSHITZ m-AXIAIS

Consideremos agora o caso em que fazemos N = 2 e M = 1 na equagao (3.81) na

L+1

(2,1) (2,1)
(u aFR@)) _ [_5 3FR(¢>]
Our ) |paq d9-

O primeiro termo do lado direito da tltima equagao contém as fungdes 3, que é O(g=+t)

ordem g~ onde obtemos

2,1 - 2,2
H(Vom =o)Lz 127 (27 = Yo T 21
L+1
(3.87)

e Fg(g na ordem g~ pois 3,(9/9g,) ¢ O(g,). Esses dois termos sao finitos nessa ordem
em loop, assim o primeiro termo do lado direito ¢ finito. O tltimo termo esta relacionado

(2,2)

com [’ R(r) due possui uma expansao esqueleto e com isso ¢ finito na ordem gZ*!

~ T porque

as massas e constantes de acoplamento sao finitas em O(gl).

Ja o segundo termo do lado direito da equagao (3.87) tem duas fungoes a considerar,
Fg(ig em O(gr) que ¢ finita pela hipotese inicial, pois Ye2(r) € O(gr) € (Yo(r) — Vo2(r))
que é O(gk™). Provaremos que a expressao (Yo(r) — Yg2(r)) € finita em O(gEt!). Esse
termo calculado em momento externo nulo é o mesmo que a equagao (3.76) calculada em
(L+1) "loops". O lado direito da equagao (3.76) € finito pois possui um termo que é um

(2,2)

esqueleto T" R(r) Desta ordem em loop, assim fica provado que (Vg(r) — Vp2(r)) € finito em

O(gt*1). Disso decorre que o lado direito da (3.87) ¢ finito.

Agora integrando o lado esquerdo da equagao (3.87) com momentos externos arbi-

trarios obtemos

ary

(7) 2,1

(MT 5 ) = 1Y, (3.88)
Hr L+1

Provamos que Fg(i)) ¢ finita em O(gZ™!) seguindo os mesmos passos que os seguidos

na mesma prova para F%()T), ou seja, I’g(g ¢ adimensional na dimensao critica e assim

podemos fazer a mesma transformagao de escala feita em I’ g()ﬂ. Assumimos entao que

f((f)’l) é analitica para momentos p, pequenos e utilizamos a condicao de normalizacao
) em momentos externos nulos. Assim, usando a equacao (3. observamos que

3.16 t t 1 Assi d ¢ao (3.74) ob

Yo(r) ¢ finita em O(gi™).

L+1

Finalmente trataremos o caso N = 2 e M = 0 na ordem perturbativa g-"" na equacao
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(3.81) obtendo

Ot O st

T T 2,1 T 2,1

e I | IR R ES SNy PR
Hr /L1 9r 1+

Os dois primeiros termos do lado direito da tltima equagao sao finitos por dois motivos:
Fg()f) é necessaria somente em O(gL), que é finita por hipotese, pois provamos que 3, e
Yo(r) Sa0 finitas na ordem gZ. Os termos dentro dos colchetes sdo finitos em O(g=t!),
como mostramos. Assim, como o lado direito é finito, podemos integrar a equacao de
Callan-Symanzik para esta parte de vértice com momentos arbitrarios. Consideremos

agora
(2 2 T T
oy (pr) = T3 (pr) = P27 — 27, (3.90)

A funcao fg()T) (p,) tem dimensao de p?™ e difere de Fg()T) (p-) por poténcias maiores

de p?™ e p2™ que sao absorvidas por poténcia apropriadas dos cortes nos momentos. Das

condigoes de normalizagio, sabemos que ela se anula com (p27)? para |p,| pequeno. Depois

de todas as informagoes apresentadas até aqui, f’g()T) (p-) € descrita pela equagao

O (2. 42 g,) A
(u; e ) —ufoffﬁ(p—T,—T,gT) , (3.91)
oy L+1 Hr Hr L+1
em que f((f)) = O((p?")?) para |p,| pequeno. Fazendo agora a mudanga de variavel

(e = p./a, integrando sobre u! de oo a p, e utilizando a condi¢ao de normalizagao

g()T)(O, 0,9,) = 0 com os cortes nos momentos A, — o0,

1
~ da P
F(2) (pTaoo7gT>:| = _/ |:f(2) (Oé T7oo7g‘r>:|
|: R(T) /’LT L+1 0 a2n+1 (T) /"LT

Esta tltima integral é finita se o integrando for finito. O integrando tem um comporta-

em momentos externos nulos I'

obtemos

(3.92)

L+1

mento f((f)) (az—T, 00, g,) = O((ap,)*")? para p, pequeno e nao possui nenhuma divergéncia
quando a — 0.
Com isso, finalmente completamos a prova indutiva da renormalizabilidade multi-

plicativa e também demonstramos a existéncia das equagoes de Callan-Symanzik (3.73).



60 CAPITULO 3 PONTOS DE LIFSHITZ m-AXIAIS

3.4.2 Isotroépico

Podemos obter as equagoes de Callan-Symanzik para o caso isotropico da mesma
maneira que as obtemos para a teoria ¢* convencional do capitulo 2. Neste caso a dimen-
sao critica é 8. Essas equacoes sao entao dadas por

0 0 1 NL
( 8 s + 53—3 - §N’Y¢(3) + L’Y¢2(3))F§;¢(§,))(pi(3), Qi3), 93, i3) =

p3(4 — 7¢(3))F(1\(7) )(p13)7Q1(3)a0 93, 113), (3.93)

onde usamos o indice 7 = 3 para indicarmos que estamos tratando do subespago compe-
titivo com momentos quarticos. Nao existem momentos quadraticos a serem integrados.
As informacoes necessarias para a prova indutiva da renormalizacao multiplicativa estao

contidas nas equagdes analogas (3.74)-(3.76) as que sao

8 2,1
Vo) = 154 = Vo) - Diis) (P3): —P(@)3 0, 93, 113) : (3.94)
dp .
3) P(3=0
Bs = 2750395 = 13(4 = 53))s Tlyis) (0, 0,0,0; 0, g3, p3). (3.95)
—o(3) + Vo23) = H3(4 — (3T (0,0:0,0, g5, 13). (3.96)

Apresentaremos agora a prova indutiva da renormalizacao multiplicativa. A equagao

analoga a (3.81) ¢

or R]\([:,)M ( B 1
py—

N,M N,M+1
Dt - ﬁga—gg + 50N — M%Z(g))r( R(3) ) 154 = ) Ty RG) L (3.97)

Essa equagao pode ser obtida da (3.81) pela substitui¢gao do indice 7 = 3 se T aparece
como um indice implicito e 7 = 2 quando 7 aparece explicitamente na equagao. Podemos
fazer isso nas equagoes analogas as (3.82)-(4.85) para o caso isotropico. Disto segue que
no caso isotropico todas as partes de vértice sao finitas na dimensao critica m = d = 8.
Completamos assim a prova indutiva da renormalizacao multiplicativa e automaticamente

provamos também a existéncia das equagoes de Callan-Symanzik (3.97).
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3.5 Equacgoes de Callan-Symanzik fora da dimensao critica

Até agora usamos um método de regularizagao em que as divergéncias ultravioletas da
teoria na dimensao critica foram expressas como poténcias do corte no momento A, para
os dois subespacos inequivalentes no caso anisotropico e As no caso isotropico. Agora
utilizaremos um método de regularizagao em que essas mesmas divergéncias ultravioletas
serao expressas como poélos dimensionais em um parametro €, em regularizacao dimen-
sional, onde a teoria é regularizada fora da dimensao critica.

Como provamos a renormalizabilidade multiplicativa na se¢ao anterior na dimensao
critica, fora da dimensao critica a teoria é super renormalizével e mais convergente ainda
que a mesma teoria na dimensao critica. Assim, ndo apresentaremos a mesma prova in-
dutiva de forma rigorosa dessa renormalizabilidade fora da dimensao critica. Alternativa-
mente, mostraremos indiretamente que fora da dimensao critica a teoria é renormalizavel
apresentando explicitamente as expressoes finitas para as func¢oes [ e fungoes de Wilson
nessa ordem perturbativa.

Assim, como provado na secao anterior, podemos renormalizar multiplicativamente as

partes de vértice 1PI, com ((N, L) # (0,2)), como

N,L N/2 N,L
Fg%(r)) (pl(7)7 Qi(T)a 9r, ,uT) = Z(i)(/T)ZLQ(T)FET) )(pz(r)a Qi(7)7 AOT, Hor, AT) (398)

Mostraremos indiretamente agora como renormalizamos a teoria multiplicativamente fora

da dimensao critica nos casos anisotrépico e isotrépico.

3.5.1 Anisotrépico

Escrevendo as constantes de acoplamento nao-renormalizada e renormalizadas como
2T\€r, /2
Aor = tor (127) /2, (3.99)

g9r = UT(NET)EL/Z: (3100)

respectivamente, onde ug, e u, sao as constantes de acoplamento adimensionais nao

renormalizada e renormalizada, respectivamente, derivamos a equagao (3.98) com relagao
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a pdT e obtemos

0 0 1 N,L
/’LTW =+ 67’(97'7 IU’T)@ - §N7¢(7) (gﬂ MT) + L’M)Q(T) (977 /’LT) FS{(T))<pZ(T)7 Qi(T)v Hr, gT) =
. N,L
12127 = Yoty (g ) IDS ) (Dite)s Qi) 0, i 7, (3.101)

onde as funcoes (B, e de Wilson agora dependem da constante de acoplamento g, e a

massa p, renormalizadas, ver (3.102) e (3.100) para (3, por exemplo, e sdo dadas por

Br(gr, pir) = (mg—Z:) ) (3.102)
Vo) (Grs fir) = m(alg—fj’m)kw : (3.103)
Yo2(r)(Grs fr) = — (Mfalngilfm> o (3.104)
Da equagao (3.102) podemos escrever
B+(9r, ur)% = (mg—Z:) . 8iT + TETa%T- (3.105)

Definimos agora a funcao de "Gell-Mann-Low" [72,73| para e;, # 0 em fungao da constante

de acoplamento adimensional como

[57—(97—7 MT)]GL = —T€Lgr + 67(977 ,uT); (3106)

onde a fungao (; no lado direito da (3.106) é a que calculamos na se¢ao anterior com
a teoria na dimensao critica. Assim, fora da dimensao critica as equagoes de Callan-
Symanzik (3.101) podem ser escritas apenas em termos de grandezas adimensionais se a

funcao 3, de partida for a funcao de Gell-Mann-Low. Portanto

0 0

[ﬂT]GL(gr)a—% = ﬂr(uT)a—%. (3.107)

As equagoes de Callan-Symanzik em dimensoes espaciais d = d. — €, em termos de

constantes de acoplamento adimensionais tém a forma:

0 0

1 (N.L)
e T B (n) g = 5N + L) | Uiy (bice), @ity i ) =
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pr2r — %(T)]F%\(Isﬂ)(m(f), Qi(r), 0, pry ur). (3.108)
Agora, usando
8/LLT a)\()q— 8UT
= 3.109
=), (o), e109

podemos escrever a funcao (3, e as fungoes de Wilson de uma outra maneira em termos

de grandezas adimensionais

Olnug, \ "
B (u,) = —TEL< auTOT> : (3.110)
Oln Z¢(T)
— g, —20 111
Yot (tr) = Br—5 ==, (3.111)
B . Jln Z¢2(7)
Yor(r)(r) = —Br—3 = (3.112)

onde muitas vezes é conveniente usar a fungao J42(,)(u,) ao invés de v42(r)(u,) no calculo
de expoentes criticos e

Como discutimos anteriormente, no caso anisotréopico temos um fluxo de massa in-
dependente para cada subespago inequivalente que da transformacoes de escala carac-
terizados por suas correspondentes constantes de acoplamento e massas renormalizadas.
Assim chamaremos a equagao (3.101) de equacao de Callan-Symanzik-Lifshitz. Ela tem
a mesma estrutura que a equagao (2.55), ou seja, seu lado direito possui uma insergao
em momento zero a mais e com isso um propagador a mais. Assim, a fun¢ao de vértice
Fg\g;gﬂ)(pi(ﬂ, 0, gr, fhr) ~ pi’(f;Fg\(S) (Pi(+), G, H4=) Para momentos p;(-y grandes, a menos de
fatores de In p;(-). Assumimos que esses fatores logaritmicos nao contribuem de maneira
a compensar o fator pl_(E)T Esse é o regime ultravioleta e o obtemos fazendo o momento
euclidiano p;(-) — 00, ou equivalentemente p;-y = p,k;(;), onde o momento k;(y que é fixo
e diferente de zero também ¢é euclidiano e tomamos o limite p;;) — 0. Este regime pode
ser obtido. Com isso, podemos usar o teorema de Weinberg [31] e fazer o lado direito
nulo com relacao ao lado esquerdo ordem a ordem em teoria de perturbacao.

Tomar esse limite é o mesmo que fazer os momentos internos das fungoes de vér-

tice muito grandes. Isso é feito regularizando as integrais com cortes nos momentos A,
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e tomando o limite A, — oo. Obtemos assim integrais que sao fung¢oes homogéneas
da massa renormalizada p,. O limite de momentos dos "loops"grandes é obtido com
Pi(ry/r — 00. A dimensdo de um sistema do tipo Lifshitz ¢ uma dimensao efetiva dife-
rente de d. Esse fato pode ser percebido lembrando que o elemento de volume no espaco
dos momentos é d"™qd™k (veja apéndice A). Esse elemento de volume tem essa forma
porque como vimos no inicio desse capitulo, a condi¢ao dy na teoria de campo correspon-
dente ocorre quando as intensidades das interagoes de troca entre primeiros e segundos
vizinhos no modelo de rede sao variadas até atingirem um certo valor. Portanto, 6y = 0
¢ uma condicao atingida "dinamicamente", o que permite a redefinicao dos momentos
paralelos aos eixos de competicao. Devido a essa redefinicao , o momento k tem a metade
da dimensao do momento ¢. Assim, a dimensao efetiva é entdao (d —m/2).

Fazendo uma transformagao de escala, usando analise dimensional podemos escrever

N

() T[N+(d—m/2)—N(d—m/2)/2}I‘E{(T) (Ki(rys ur(pr), pir/ pr)- (3.114)

R(T)(IOTki(T)7 Ur, NT) = Pr

A parte assintotica que satisfaz as equagoes de Callan-Symanzik-Lifshitz tém como solug¢ao

(N) ur(pr) . du;.
Lo mry (Fir)s ur(7), iz / pr) = exp{ -5 /u T Yor) (W (pr)) B.(u)

N

L5 iy (Riry e (7). 117, (3.115)
onde o
ur(pr du/

pr = S 3.116
/uf B, (u)) (3.116)

Daqui por diante nao usaremos mais o indice as indicando que estamos tratando da
parte assintotica. As constantes de acoplamento assumem os valores u,o, que satisfazem
a condigdo [, (u;«) = 0. De fato, esses valores existem e exatamente nesse valor as

solucoes das equagoes de Callan-Symanzik-Lifshitz satisfazem a uma relacao de escala,

onde
N T[N+ (d—m/2)~ N (d=/2) /2]~ Nvg(r) (noe) /21N
Fgg(q)—) (kai(T)7 Uroo, ,uT) = pPr Ton oo F%(}—)(’%(T)u uTOOMT)‘ (3117)

Definimos a dimensao do campo ¢ como

N *(d=m/2)~Ndy( | (N
L™ (prkicry) = pr YOI, (i) troott). (3.118)
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Desta definicao segue entao a definicao da dimensao anémala do campo ¢ dada por
dg(ry = (d —m/2)/2 — 141, /27, 0 que mostra que 1, = Yo(r)(Uroo)-
Podemos definir também a dimensao do campo composto ¢?. Para (N, L)#(2,0) e

Ur = Ureo, & parte assintotica das fungoes de vértice tém o seguinte comportamento

N TIN=2L+(d—m/2)—N(d—1m/2) /2]~ N7 g () (uos)/ 2LV 42 1 (Uroo)
Fg%(ﬂ)—) (IOTki(T)v PrPi(r)) Uroos NT) = pPr () (uoo) ¢=(7) %
N
Lo (i) Pir) troon fr)- (3.119)

Definindo a dimensao do campo composto ¢? como

N,L T[(d—m/2)=Ndg(ry]+Ldy2 1y (N,L
Loy (prkitey, prpitn) = pr HTROTS Y (i) pice) o), (3.120)

obtemos dy2(;) = —27 + Yg2(r) (Uroo). Com esse resultado podemos calcular o expoente v,
para o comprimento de correlagao através da relagao v-' = —dg(r) = 27 — Yp2(r) (Ureo )

Fazendo agora a seguinte expansao em termos da constante de acoplamento renorma-

lizada
tor = Ur (1 + a1y + agu?), (3.121)
Zory(ur) = 14 boruZ + by u, (3.122)
Zy2ry(u) =1+ crur + copul, (3.123)

podemos escrever a funcao [ e as func¢oes de Wilson como

Br(ur) = —Terur [l — arrur + 2(al. — ag,)u?], (3.124)
Yor) (Ur) = —Tepur[2bgrur + (3bgr — 20y, 017 U2, (3.125)
Yo2(r)(Ur) = TeLUL[C1r + (202 — ] — A17C1r)Ur). (3.126)

Os coeficientes ai,-co, dependem das condigoes de normalizacao escolhidas para renor-
malizarmos a teoria e os calcularemos usando condi¢oes de normalizacao para teorias

massivas renormalizadas em momentos externos nulos na préxima secao.
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3.5.2 Isotroépico

Neste caso existe apenas uma escala de massa p3 (7 = 3). As constantes de acopla-

mento nao-renormalizada e renormalizada sdo escritas como
4\er, /4
)\03 = UOg(ﬂ3) L/ s (3127)

g3 = uz(pz) ", (3.128)

respectivamente. A equagao de Callan-Symanzik é

0 0 1 N,L
/ﬁsa—u3 + 53(U3)a—u3 - §ny¢(3) + Lf)/d)z(g)] Fﬁ%(é))(pi(?)), Qioy 13, 13) =
N,L+1
ljé [4 - 7¢(3)]F5~2(3)+ )(pi(?))v Qi(3), O, s, U3)7 (3129)

onde a funcao 3 e as fungoes de Wilson sao dadas por

ou
B3(us) = (M3a—3) ; (3.130)
M3 As,As
8 hl Z 3
Yo (us) = ug(a—w> : (3.131)
s Asz,As3
aln Z 2(3
Vo3 (Us) = — (uga—‘“)) . (3.132)
M3 As,As
Podemos expressar estas funcoes de uma outra maneira usando
8U3 (8)\03) < a’LLg, )
a = e — 3.133
H Ops s Ops )y \OA03 / 4 ( )
como 1
aan[)g B
== 3.134
53(103) EL( Dus ) ) ( )
Oln Z¢(3)
= Bq— 2 3.135
Yo(3)(uz) = B3 g ( )
81n Z 2
Vo2 (3)(uz) = _ﬁ?’@—uj(g)’ (3.136)

onde usamos y2(3)(u3) ao invés de v42(3)(us) ao calcularmos os expoentes criticos e
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A dimensao efetiva no caso isotropico ¢ m/2, pois o elemento de volume para as
integrais nesse caso é d"k (veja apéndice A).
Fazendo uma transformacao de escala, usando analise dimensional e fixando a cons-

tante de acoplamento uz no valor do ponto fixo ultravioleta podemos escrever

N 2[N+m/2—N(m/4)]— N7ys 3 (Uoo) /2« (N
Ty (P3kics), Usor H3) = s TR (ki) Ussots).  (3.138)

A definicao da dimensao do campo ¢ é dada por

N 2[m/2—Nd ]~ (N
Tl (pskis) = ps PO (Kics)). (3.139)

Assim obtemos a expressao para a dimensao do campo ¢ dada por dgy = m/4—1413/4.
Com isso, podemos escrever para a dimensdo anémala do campo 73 = Vg (3)(U300)-

Agora consideraremos as fungoes de vértice para campos compostos. Fixando nova-
mente a constante de acoplamento no valor do ponto fixo ultravioleta us = u34,, podemos

escrever depois de uma transformagcao de escala

2(N—2L+m/2—Nm/4)—N~4(3)(too)/2)+ L (u300)
ng]\(]g),) (P3/fz'(3), P3Di(3); U3oco, M3) = P3 o PO

N
L) (Ki3): Pi(a), Useo 113). (3.140)

Podemos escrever para a definicao da dimensdo do campo composto ¢?

N,L m/2—Nd +Ld ,o,. N,L
FEg,) )(Pski(g),ﬂ3pi(3)) = p3 T “)Fgg) )(k?i(g),pi(?))). (3.141)
Entao segue que dge(3y = —4 + Y42(3)(Usec). Assim, calculamos o expoente v3 como
1/3_1 = —d¢2(3) =4 — 7¢2(3)(U3OO).

Procedendo de maneira semelhante ao caso anisotréopico podemos escrever

Up3z = Ug(l “+ ajz3us + aggug), (3142)
Zya)(us) = 1+ bagus + byzus, (3.143)
Z¢2<3) (uz) = 1+ cizuz + 023U§ (3.144)

ﬁg(Ug) = —GLU,3[1 — aij3us + 2(&%3 - (123)11,%], (3145)
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’)/(75(3) (Ug) = —€rus [2b23U3 + (3b33 - 2b23a13)u§], (3146)

’791)2(3) (U3) = €LU3[013 + (2623 - C%3 - (113013)1,63]. (3147)

Como ja dissemos, os coeficientes aj3-co3 dependem das condigoes de normalizagao e na
proxima secao faremos o calculo dos expoentes criticos em uma teoria massiva renorma-

lizada em massa diferente de zero e momentos externos nulos.

3.6 Calculo dos expoentes criticos anisotrépicos

Usaremos agora as integrais calculadas no apéndice A com massas diferentes de zero,

momentos externos nulos e na aproximacao ortogonal. Os coeficientes aq,-co, sao dados

por
N +8 .
a1, = (1 + [io)mer — €r), (3.148)
6€L
N +8\> N2+ 16N + 64 AN? + 73N + 298
L= 9] — , 3.149
2 ( Gey, ) + 18¢, 2] 72, (3.149)
N +2 , 5

b27_ = — 144€L (1 + Q[Zg]méL — ZEL + I€L>, (3150)

(N +2)(N +38) : 13
by, = — 1+ 3liglmer — —ey, ), 3.151
3 1296€2 t3lialmer — e (3.151)

N+ 2 .
Cl1y = (1 4+ [ig]mer — €r), (3.152)
6€L
N2+7N+10+N2+7N+10[,] 4N? + 31N + 46 (3.153)
Cor = 19|m — . )
? 36¢2 18¢, ? T2
Com isso, as equagoes (3.124)-(3.126) tomam a forma
N +8 ) 3N + 14
Br(u,) = —Tu, {EL D (14 ([ta)m — Dep)ur + 1y uz] , (3.154)
N +2 5 N +8

o) = 2 (1 s = Fe+ 10 )t - S0, s

N +2
6

1
For(ry(ur) =T Uy (1 + [lo]mer — €L — —uT). (3.156)

2
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Da equagao (3.154) calculamos o ponto fixo da condi¢do [(uro) = 0 e obtemos
Ul = Uee = Uso, OU S€ja, as constantes de acoplamento de cada subespaco inequivalente

tém o mesmo valor para o ponto fixo. Esse valor é dado por

oo — NLHBEL{1 b {% +1- [¢2]m] } (3.157)

Calculamos o expoente 7, através de

T, N+2 6(3NV+14) 1
Ny = 'Vd)(‘r)(uoo) = 56%@{1 + €5, {W — Z} }, (3.158)

onde os fatores [is],, € a integral I se cancelaram no célculo de 7;.

Agora com
- ~ N +2 6(N +3)
* — =2
’7(752(7_) :/7(1)(7—)(“00) :TGLN_I_S |:1 (N—|—8)2 EL:|, (3159)
e com o auxilio da relagao v ! = 27 — n, — Vi2 () (Uoo) Obtemos
1 N +2 (N +2)(N?+ 23N +60) ,

=t . 3.160
e TN ) 87(N +8)3 L (3.160)
Fazendo as identificagoes 71 = nps e 4 = vpo onde esses expoentes criticos estao

associados as diregoes perpendiculares aos eixos competitivos e os expoentes 1, = 14
e vy = v associados as diregoes paralelas aos eixos competitivos, vemos que esses ex-
poentes sao os mesmos que os calculados na teoria sem massa renormalizada em momentos
externos diferentes de zero [69]. Esses expoentes se reduzem aos respectivos expoentes
criticos para sistemas do tipo Ising sem interacoes competitivas do capitulo 2 quando
T=1lem=0,e,=4+m/2—d— 4—d=¢, ou seja, quando desligamos as interagoes
competitivas. Temos entao, nesse limite, uma reducao da classe de universalidade carac-
terizada por (N,d, m) para a classe de universalidade (IV,d). Por outro lado, no limite
m — 0 o caso 7 = 2 nao possui significado fisico por razoes 6bvias.

Os expoentes criticos 1y, vy e 1o, 9 foram obtidos independentemente em cada su-
bespago e tém valores diferentes. Entre ele ha as relagoes 1y = 2n; e 1p, = %Vl que sao

sasisfeitas em O(e?) e O(e2), respectivamente.
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3.7 Expoentes criticos isotropicos na aproximacao ortogonal

Do apéndice A para o caso isotropico onde as integrais sao calculadas na aproximagao

ortogonal, os coeficientes ai3-co3 sao dados por

N +8 1 1
aj3 = — —¢€
13 6€L 4 L />

(N + 8)2 IN2? + 41N + 170
23 = -

6€L 1446L
N +2 11
bys = — 1— Zep+ =1
T < 373 EL)’
b (N +2)(V+38) 1_36
B 2592¢2 g ")

N +2 1 1
C13 = — —¢€
13 6€L 4L )

N2+ 7N +10 2N?+ 17N + 26
36¢2 144¢;

Com isso obtemos a funcao (5 e as fungoes de Wilson como

N+38 1 3N + 14
ﬁg(Ug) = —Us |:6L _ (1 — —€L>'LL3 -+ —’LL§:|,

Co3 =

6 4 12
N +2 1 1 N +38
Vo) (us) = i {(1 — geL + 5]6,;) uz — T(I + 1)u§}7
o 1t3) = N+2 (011
’Y¢2(3) Us) = 6 Us 4€L 4U3 .

Calculamos o ponto fixo us., da equagao (3.167) resultando em

v = 0 fy 1 [36N+14) 1
o TN TS T2 T (v ez T2 [

O expoente 73 & obtido da expressao 13 = y4(3) (U300) € tem o valor

s N+2 ] 6(3N+14) 1

=€ — B A —
TR (N +s2 8)S
onde a integral I se cancelou no célculo de 7s.

E finalmente com

_ N +2 3N +9
Yo2(3) (Usoo) = {1 + ( ) }

N8| T (N2t

(3.161)

(3.162)
(3.163)
(3.164)
(3.165)

(3.166)

(3.167)

(3.168)

(3.169)

(3.170)

(3.171)

(3.172)
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e arelagio vy ' =4 — 13 — 7;(3)@300) obtemos

1 N +2 (N +2)(N%+ 23N +60) ,
T . 3.173
BT TN T 256(N + 8)? L (3173)
Com a notagdo em que 73 = 74 € V3 = Uy Obtemos os mesmos expoentes que os

calculados na teoria sem massa remormalizada em momentos externos nao-nulos [69].
Nao podemos obter 13 de n,, (3.158), através de um limite suave. Ou seja, ndo podemos
obter o caso isotropico do anisotropico fazendo d — m em torno de 8. O mesmo ocorre

com o expoente critico vs.

3.8 Calculo dos expoentes criticos isotréopicos - Exato

Os coeficientes aq3-co3, do apéndice A, com as integrais calculadas exatamente sao

dados por

t1s = N6€+L8 <1 - }lq>, (3.174)

2
s — (J\g;z%) _ 3N? +24i?éle\i+ 170 ]2\;(;;2’ (3.175)
bog = ié;rej (1 — %EL + 120H€L), (3.176)
by = N Z;;éi\; aak) (1 _ %q), (3.177)
1y — ]\76;2(1 - iq), (3.178)
s — N? +3ZJE\£+ 10 2N? J;ijejj +18 (3.179)

Assim podemos calcular a fungao 3 e as fungoes de Wilson onde obtemos

N + 8 1 41N + 202
ﬁg(u;;) = —Uus |:€L — T (]_ — Z€L> Uz — WU%}, (3180)
N +2 7 , N+8 ;
= 01— e - — =00 - 181
Yo(3)(us) 50 [(1 150 €, 120H6L) us 150 (1 2400H)u3}, (3.181)

_ N+2 1 1
735(3)(“3) -~ 7% us (1 e + EU:’))- (3.182)
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O ponto fixo u3., da equagao (3.180), é

6 1 1 41N +202
o= 14 zep |z — oo L 3.183
s N+8€L{ +26L[2 15(N+8)2]} (3.183)

Calculamos o expoente 13 e obtemos

5 3(N +2) N+2 {41N+202 23}3
N3 =

_ = 3.184
‘LOON +8)2 ' 10(N +8)2 | 10(NV + 8)2 G ( )

onde a integral H se cancelou no céalculo de 7;.

Agora com
_ N +2 (13N +41)
7§(3)(U300) = ELN +8 |: - 15(N + 8)2€L:|7 (3185)
obtemos
1 N +2 (N +2)(15N? + 89N +4) ,
=4 ——— 3.186
R Ty S 960(N + 8)3 L (3-186)

Com 13 = n14 € v3 = V4 Obtemos os mesmos expoentes que os obtidos pela primeira
vez por Hornreich, Luban e Shtrikman [32] e de maneira alternativa na teoria sem massa
renormalizada em momentos externos nao-nulos onde o expoente 73 ¢ calculado até O(e?)
[74]. O manuscrito cujo conteudo esté associado a este capitulo foi aceito para publicagao
[75].

Podemos verificar a eficiéncia da aproximacao ortogonal comparando os resultados
para os expoentes criticos no caso isotropico calculados na aproximagao ortogonal e exa-
tamente. Consideraremos o caso de um sistema magnético em 7 dimensoes e que o
parametro de ordem tenha N = 1 componente. Neste caso o parametro de expansao €y,
tem o valor €, = 1. Temos entao, respectivamente, os seguintes valores para os expoentes
criticos, até trés algarismos significativos, calculados usando a aproximacao ortogonal e
exatamente |74]

vy =0.276  n3 = 0.009 v3 =1.103 a3 =0.061 p[3=0418 03 =3.616

v3=0.271 n3=-0.006 ~3=1087 «a3=0.100 p[3=0.406 03=3.631

O menor erro ocorre para o expoente critico do comprimento de correlacao v3 que é
de 0.5% e o maior para o expoente a3 com erro de 3.9%. Isto mostra que a aproximagao

ortogonal é bastante eficiente para obtermos expoentes criticos nesta situacao particular.



CAPITULO 4

Pontos de Lifshitz de carater arbitrario

Neste capitulo faremos uma generalizagao do estudo feito no capitulo 3. Trataremos
sistemas competitivos arbitrarios. Para a renormalizacao da teoria de campo que descreve
esses sistemas usaremos condigoes de normalizagao em massas diferentes de zero e em
momentos externos nulos. Daremos uma prova da renormalizabilidade multiplicativa
em todas as ordens em teoria de perturbacao. Uma analise da teoria fora da dimensao
critica sera feita. As integrais de Feynman serao calculadas no apéndice B nos varios casos
anisotropico e isotropico na aproximacgao ortogonal. Alternativamente o caso isotropico

sera tratado exatamente.

Ay '//
]
(. .
e
e
J“ x
v

Figura 4.1 Situacao em que temos pontos de Lifshitz uniaxiais de terceiro carater: mg = 1.

Sistemas competitivos arbitrarios sao descritos pelo modelo CECI (competing ex-

change coupling Ising) que descreve sistemas do tipo Ising em d dimensées com interagoes

73
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Paramagnetic

Ferromagnetic

P

'
.° Helicaly

B

Figura 4.2 Diagrama de fase para pontos de Lifshitz mgs-axiais (de terceiro carater).

competitivas de longo alcance [74]. Em sistemas magnéticos, esse modelo descreve um
sistema de spins 1/2 em sitios de uma rede d-dimensional. No caso mais simples, como
visto na figura 4.1, esses spins interagem através de forgas de troca ferromagnéticas entre
primeiros vizinhos ao longo de todas as direcoes espaciais com constante de acoplamento
J1 > 0, forcas de troca antiferromagnéticas entre segundos vizinhos ao longo de uma tnica
direcao espacial com constante de acoplamento J; < 0 e interagoes de troca ferromag-
néticas entre terceiros vizinhos ao longo da mesma direcao espacial de J, com constante
de acoplamento J; > 0. Esse caso define o comportamento critico de Lifshitz uniaxial de
terceiro cardter (mg = 1) quando as razoes Jy/J; e J3/J; assumem valores especiais na
temperatura critica de Lifshitz. No caso em que J; e J3 tém componentes ao longo de mg
dire¢bes espaciais obtemos os pontos de Lifshitz mgs-axiais de terceiro carater. As classes
de universalidade que definem esses sistemas sao dadas por (N, d, m3). No caso isotropico
mg = d. O diagrama de fase para esses sistemas tem a forma geral como mostrada na

figura 4.2, onde além das fases paramagnética e ferromagnética existe também uma fase
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modulada. Os parametros p; sao as razoes p; = J;/J;. Quando estendemos esse caso
para a situacao em que existem agora ao longo desse tinico eixo interagoes alternadas
até L-ésimos vizinhos (J; > 0, Jo < 0, J3 > 0, J; < 0, J; > 0 e assim sucessivamente),
temos o comportamento de Lifshitz uniaxial de L-ésimo carater. Quando essas interagoes
ocorrem ao logo de my, diregoes espaciais, obtemos os pontos de Lifshitz m-axiais. Suas
classes de universalidade sao definidas por (N, d, my) [29,30]. O caso isotropico ocorre se
my, = d, assim as classe de universalidade para essa situac¢ao sao dadas por (N, m; = d).
Os autores da referéncia [50] argumentam que, em principio, pontos de Lifshitz de até

sexto carater podem ser observados em alguns tipos de polimeros.

L]
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d e

Figura 4.3 Caso mais simples do modelo CECIL: mgo = m3 = 1.

Uma situagao mais geral que a mencionada acima é a representada pela figura 4.3 onde
existem interacoes de troca ferromagnéticas entre primeiros vizinhos ao longo de todas
as direcoes espaciais com J; > 0, interacoes de troca antiferromagnéticas entre segundos
vizinhos com Jy; < 0 e interagoes de troca ferromagnéticas entre terceiros vizinhos ao
longo de uma tnica direcao espacial com J; > 0. Essa situacao define os pontos de

Lifshitz uniaxiais de terceiro carater genérico (my = ms = 1) e o diagrama de fase para



76 CAPITULO 4 PONTOS DE LIFSHITZ DE CARATER ARBITRARIO

esse caso estd mostrado na figura 4.4. Existem agora além das fases paramagnética e
ferromagnética, duas fases moduladas onde a linha que separa as fases moduladas é uma

linha de primeira ordem.
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Figura 4.4 Situagao em que temos pontos de Lifshitz uniaxiais de terceiro carater genérico.

A situagao mais geral possivel ocorre quando ocorrem simultaneamente interacoes
nao-competitivas somente entre primeiros vizinhos ao longo de (d — mg — ... — my) di-
regoes espaciais, interagoes competitivas ao longo de mqy diregoes espaciais, interagoes
competitivas ao longo de ms direcoes espaciais, e assim sucessivamente, até L-ésimos vi-
zinhos ao longo de my dire¢des espaciais. Observe que os diferentes subespagos com
competicao ou nao, sao todos ortogonais entre si nesta situacao de maxima genera-
lidade. As classes de universalidade caracterizando esses sistemas sao definidas por
(N,d,ma,...,mp). No caso isotropico temos intera¢oes competitivas entre L-ésimos vi-
zinhos ao longo de todas as diregoes espaciais. Nesse caso as classes de universalidade
sao dadas por (N,my = ... = my_1 = 0,my = d). Ressaltamos que as diferentes com-

ponentes das forcas de troca competitivas sao independentes entre si em cada subespaco
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competitivo. Nesta situacao mais geral surgem as fases desordenada paramagnética, or-
denada ferromagnética e ordenadas moduladas. A cada uma dessas direcoes espaciais
inequivalentes esta associado um comprimento de correlagao independente, & para as
dire¢oes espaciais paralelas aos (d — my — ... — myp) eixos nao-competitivos, & para as
direcoes espaciais paralelas aos my eixos competitivos,..., £, para as diregoes espaciais
paralelas aos mj, eixos de competiticao. Para esses sistemas as classes de universalidade
sdo caracterizadas por (N, d, ma,..., my). No caso isotrépico d = m,, proximo de 4n
onde n = 1,2,...,L e temos apenas um comprimento de correlacao &4, e a classe de
universalidade é caracterizada por (N, d, m,,).

Definiremos agora as condi¢oes de normalizacao usadas na renormalizacao da teoria

de campo que descreve esses sistemas.

4.1 Condicoes de normalizagao

Os comportamentos criticos dos sistemas magnéticos definidos acima sao descritos
por uma teoria de campo em que a densidade de Lagrangiana apresenta em seu termo
cinético, além de derivadas quadraticas do campo ¢, derivadas quarticas, séxtuplas etc.
Essa densidade de Lagrangiana depende dos niimeros msy, ms,...,my, de diregoes espaciais
em que existem interacoes competitivas. A teoria de campo usada serd uma teoria efetiva
onde a densidade de Lagrangiana contém vérios termos de derivadas de ordens mais
altas que sao induzidos por um efeito da competicao. A densidade de Lagrangiana nao-

renormalizada, em uma teoria Fuclidiana, que descreve esses sitemas ¢ dada por [74]

L L
On n 1 50n
L Z 2 Vi, Gol” §|°<d—zﬁz2mn>¢0\2+§ > |V . 0| >+

L—1 n—1 1 1 1

n=3 n'=2
onde as constantes o, foram introduzidas na equagao acima para que os termos dos

quais elas fazem parte tenham a mesma dimensao que os outros termos da densidade de
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Lagrangiana. A regiao critica de Lifshitz de carater geral é definida por ¢y, = Tpw = 0,
mesmo quando pZ # 0. As condigdes 0y, = Tnw = 0, devido a competigao entre as
interagoes ferromagnética e antiferromagnética ao longo das mo,..., my, diregdes espaciais,
anula o terceiro e quarto termos da tultima equacao. Com isso podemos redefinir os
momentos ao longo das direcoes paralelas aos eixos competitivos tal que as constantes
o, possam ser descartadas. Depois dessa redefinicao, esses momentos tém dimensoes
diferentes. Os momentos paralelos aos mqy eixos competitivos tém a metade da dimensao
de um momento convencional. Ja os momentos paralelos aos mg eixos de competicao
tém um terco da dimensao de um momento convencional e assim sucessivamente: o0s
momentos paralelos aos eixos de competi¢ao que acoplam os L-ésimos vizinhos tém (1/L)
da dimensao canonica de uma escala de momento convencional. Isto significa que todos
esses eixos ou diregoes espaciais podem ser considerados inequivalentes. As condigoes
Oon = Tnn = 0 implicam entao que os momentos ao longo dessas direcoes inequivalentes

podem ser considerados independentes entre si.

Na descri¢ao dos comportamentos criticos de sistemas competitivos arbitrarios usando
a teoria sem massa [74], temos que utilizar L escalas independentes de momento k1, Ka,...,
k1, para fixarmos os momentos externos. Essas n escalas de momento sao independentes
entre si. Para cada uma dessas escalas de momento associamos um subespago inequiva-
lente. O subespago nao-competitivo em (d — mg — ... — my) dimensoes esté associado
a escala de momento k1. O subespaco competitivo em mo dimensoes esti associado &
escala de momento ko. Esta idéia pode ser usada até o subespacgo competitivo em my,

dimensoes associado a escala de momento k7,.

As partes de vértice 1P sao definidas independentemente para cada subespaco ine-
quivalente. Assim as partes de vértice 1PI definidas no subespaco nao-competitivo tém
momentos externos arbitrarios ao longo das (d — my — ... — my) diregbes espaciais e
momentos externos nulos ao longo das ms,..., my direcoes espaciais. Essas func¢oes sao
renormalizadas usando a escala de momento x;. Ja as partes de vértice 1PI definidas
no subespaco competitivo em ms dimensoes tém momentos externos arbitrarios ao longo

das my diregoes espaciais, momentos externos nulos ao longo dos (d —mg — ... —my) eixos
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nao-competitivos e componentes dos momentos externos nulos ao longo dos msg, ..., my,
eixos de competicao. A renormalizacao dessas partes de vértice é feita utilizando a escala
de momento k3. Podemos definir as partes de vértice até o subespago competitivo em
my, dimensoes onde essas fungoes tém momentos externos arbitrarios ao longo das m, di-
recoes espaciais e componentes dos momentos externos nulos ao longo de cada subespaco
inequivalente. Essas funcoes de vértice sao renormalizadas usando a escala de momento
k. Partindo da mesma teoria nao-renormalizada, variacoes das escalas de momentos
independentes ki, Ks,..., k1, ou, equivalentemente, fluxos de grupo de renormalizacao
nas L direcoes inequivalentes sao gerados pelos comprimentos de correlagao & perpen-
diculares aos eixos nao-competitivos, &s,...,&;, paralelos aos eixos de competicao. Assim,
uma equagao de grupo de renormalizagao independente é gerada para cada subespago

inequivalente.

Quando estudamos o caso massivo, podemos realizar esse estudo através de uma
analogia com o caso sem massa. Nesse caso os momentos perpendiculares e paralelos
aos eixos de competicao sao considerados independentes. Com isso, podemos definir um
conjunto de condigdes de normalizagao para as fungoes de vértice de cada subespago
inequivalente. Definimos entao as partes de vértice 1PI do subespago nao-competitivo
com momentos externos arbitrarios perpendiculares aos eixos competitivos e momen-
tos externos nulos paralelos aos eixos de competicao. Nessa situacao a massa nao-
renormalizada g € a constante de acoplamento nao-renormalizada Ay, sao nao-nulas
de inicio e pgs = ... = por = Aoz = ... = Aoz = 0. As fungoes de vértice do subes-
paco competitivo em msy dimensoes tém momentos externos arbitrarios paralelos aos mso
eixos de competicao e momentos externos nulos paralelos aos eixos nao-competitivos e
aos ms,...,my, eixos competitivos. Nesse caso, o ponto de partida é considerarmos a massa
nao-renormalizada pgs e a constante de acoplamento nao-renormalizada A\gps assumindo
valores nao-nulos e gy = ... = por = A1 = ... = Ao, = 0. Podemos usar essa idéia até
as funcoes de vértice para o subespaco competitivo em my dimensoes. Nesse subespaco
as fungoes de vértice tém momentos externos arbitrarios paralelos aos mj, eixos de com-

peticao e momentos nulos paralelos aos eixos nao-competitivos e aos ms,...,m_1 €ixos
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competitivos. Agora a massa jio7, € a constante de acoplamento nao-renormalizadas Aoy,
sao nao-nulas de inicio e po1 = ... = po-1) = Aot = ... = Ag(—1) = 0. Nessas defini¢oes
sao introduzidas as escalas de massa usadas no tratamento do caso anisotrépico. No caso
isotropico existe apenas uma escala de massa pu,, comn =1,2, ..., L.

Podemos usar os momentos externos como rétulos para os diferentes subespacos ine-
quivalentes. O momento externo do subespago nao-competitivo ¢ dado por py = P (vetor
(d — mg — ... — mp)-dimensional). Os momentos externos dos subespagos competitivos
50 p(a) = K{y) (vetor mo-dimensional),..., pr) = K{;, (vetor my-dimensional).

A massa esté relacionada com a diferenca de temperatura em relacao a temperatura
critica. Assim ha L maneiras independentes de atingirmos a temperatura critica de Lif-
shitz no diagrama de fase para sistemas com intera¢oes competitivas arbitrarias. Uma
maneira é através da variagao da "massa"("fluxo de massa'"no espago dos parametros) no
subespago nao-competitivo. Isto é equivalente a atingirmos o ponto de Lifshitz através
da fase ordenada ferromagnética. Outra maneira é por meio da variacao da "massa'nos
subespagos competitivos, atingindo assim o ponto de Lifshitz pelas fases ordenadas modu-
ladas. Com isso, introduzimos L massas nao-renormalizadas independentes na densidade
de Lagrangiana que descreve os comportamentos criticos desses sistemas. Essas massas
proporcionam que realizemos transformacgoes de escala associadas aos comprimentos de
correlacgao &1, ..., &;,. Assim, é natural considerar a massa e o momento em cada subespaco
com a mesma dimensao canonica.

Podemos introduzir massa na densidade de Lagrangiana de partida. Assim podemos
escolher as massas dos subespagos inequivalentes com a mesma dimensao das componentes
dos momentos dos subespagos correspondentes. Juntamente com esse fato, escolhemos
também uma constante de acoplamento para cada subespago. Assim, podemos definir a

densidade de Lagrangiana nao-renormalizada como

L L
1 n 1 50n
L=3 §|an¢0’2 + §|V(d_z§:2mn)¢o|2 +y 7|an¢o|2+
n=2 n—2

~
L
3
L

1 , 1, o, 1
§Tnn/|v:}nn¢0|2 + 5#(2)n¢(2) + E)\Ongb?)? (42)

/

2

i
w
3
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O indice n em p2" e Ay, rotula os subespagos nao-competitivo (n = 1) e competiti-

vos (n = 2,3,..., L), respectivamente e estamos na regiao critica de Lifshitz quando
. . 2 . . ~

don = T = 0, mesmo se pg' # 0. Como a teoria com massas diferentes de zero nao

possuem divergéncias infravermelhas, podemos renormaliza-las em momentos externos
nulos. Assim, as condi¢bes de normalizacao para as partes de vértice 1PI dos L subes-

pagos independentes entre si sao dadas por

Tt (05 s ) = 12 (4.3)
d
Pn) P2, =0
4
2,1

Essas fungoes dependem também de cortes no momento A,,. Esses cortes nos momentos
sao independentes para cada subespaco. Eles proporcionam fluxos independentes no es-
paco de parametros. Temos que ter também as constantes de acoplamento renormalizadas
independentes g, para cada subespago inequivalente.

No caso isotropico o segundo termo da equagao (4.2) é ausente e temos apenas uma
escala de massa caracteristica presente para cada subespaco inequivalente. Assim, cada
n define um caso diferente. Eles podem ser escritos de uma tinica maneira por meio de

um indice n. As condi¢oes de normalizacao para esses casos sao dadas por

2 n
Fga()@(o; [in, Gn) = B2, (4.7)
0 @
L imy (B )i B 9) =1 (4.8)
2n = R(n) (n)» Fn>9n ’
0Ky K=o
4

Usaremos essas condi¢oes de normalizacao quando formos obter as equacoes de Callan-

Symanzik para os comportamentos criticos de Lifshitz arbitrarios.
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4.2 Renormalizabilidade em um loop na dimensao critica

Apresentaremos agora a prova indutiva da renormalizabilidade multiplicativa das teo-
rias de campo que descrevem o comportamento critico de sistemas fisicos com interagoes
competitivas arbitrarias. Essa prova sera valida para todas as ordens no ntmero de
"loops"em teoria de perturbacao. Entretanto, esta prova sera dada estudando inicial-
mente como se comportam as divergéncias no nivel de 1 loop com a teoria sempre na
dimensao critica. Para tal, utilizaremos um método de regularizacao onde introduzimos
um corte no momento na regiao ultravioleta. Dessa maneira analisamos as divergéncias

desejadas.

4.2.1 Anisotroépico

Analisaremos primeiramente o subespaco nao-competitivo. Esse é o caso em que
n=1e g = N2 = Kg(n) =0, onde K lf(n) sa0 0s momentos externos paralelos aos eixos
competitivos. J4 os momentos externos perpendiculares aos eixos de competicao p;)
sao arbitrarios. No caso de sistemas do tipo Lifshitz geral, a dimensao ¢ uma dimensao
efetiva que nao é a dimensao d usual. O elemento de volume no espa¢o dos momentos
6 diYr-s Mg Hi:z d™ k) (ver apéndice B). Por causa da redefini¢do dos momentos
ao longo dos eixos competitivos, os momentos ao longo desses eixos nao tém a mesma
dimensio do momento g. Entéo, essa dimensio efetiva ¢ (d — 3. _,[(n — 1)/n]m,). As
partes de vértice 1PI Fg;, Fg‘g e F%l) desse subespaco, até a ordem de um loop de acordo

com a figura 2.1, sao

L
A==z mn g Hﬁ:z d™ k)
L
@+ Do (k)™ + gy

A
I (P) = P + iy + ﬂ/

: , (4.11)

A2 =Sz TTE_, d™k,
Fgﬁ (Pe)) = A1 — -+ =2 w

2 U [q2 + Sor (k) + i ][(q + P+ Po)2 + Sor o (k2)" + pidy] i

(P1—>P3)+<P2—>P3):|, (412)
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A A TTE_, d™ kg,
Fgfsl)(P17P2;P3)_1_% 5 T 5 5 an22 (2 - T
[+ Do (k)" + pi ] [(g + P3)* + 3250 (k)" + ]
(4.13)
L
respectivamente. Calcularemos essas integrais na dimensao critica d. = 4 + Z[(n —
n=2

1) /n]my.

Calcularemos agora a integral que contribui para a expansao de FE?;(P) dada por

L L Mo
oo ATl A ke
1(1) 2 L 2\n 2

@+ D (K™ + g,

Podemos calcular esta integral usando parametros de Schwinger o onde expressamos o

(4.14)

propagador livre como

1 — = /OOO do eazp{ —« {qg + Z(k‘z)" + N31] } (4.15)

L
¢+ En:Q(k2)n + U

Usamos agora a identidade [69]

/ dxy...dz, exp[—a(r + ...+ 22)"] = —S F<2n> —m/2n (4.16)

o
na integracao em momento. Depois disso, integrando nos momentos temos

L

1 my, & —92 _qu?
N = 55u-5E_, masm) H SmnF( )F(Q—Z%)/O dov a0 (4.17)
n=2

O termo a2 na (4.17) é divergente para a pequeno. Este comportamento divergente
ultravioleta ¢ o mesmo comportamento divergente ultravioleta de FE?%(P) em um loop.
Regularizaremos esta integral excluindo a regido onde a é pequeno (0,A;?) no limite
Ay — o0, em que A; é o corte no momento utilizado nessa regularizagao. Isto é feito
introduzindo a funcdo degrau de Heaviside fa,(a) = 6(a — A;?). Quando integramos,
esta funcdo vale 0 para a < A7? e tem o valor 1 quando o > A% Com isso, a integracio

em a ocorre no intervalo (A2, 00). Entdo, integrando a (4.17) nesse intervalo duas vezes

por partes e tomando o limite A; — oo obtemos

L
1 M A2 A?
hay = 55-xr gmn/mH Smnr( ) < Z%) { —In (—21)} (4.18)

- I Ho1
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Assim vemos que a integral calculada apresenta divergéncia quadratica e uma divergéncia
logaritmica, mostrando assim que sua estrutura divergente é semelhante & integral analoga

para a teoria ¢t convencional [22]. O fator angular global

St o H SmnF( >r(2—i%) (4.19)

n=2
surge toda vez que uma integral em loop é realizada. Todo loop de integracao produz
este fator, assim podemos absorvé-lo em uma redefinicao da constante de acoplamento.

Calcularemos agora a integral envolvendo FB( ;). Essa integral é

/ dd_2£:2 Mn g H£:2 dmn k(n) ‘
[ + S8, (B2 + iy ][(q + P)2 + ko (k) + i3]

Introduzindo um parametro de Schwinger correspondente a cada propagador e integrando

Ly (P) = (4.20)

nos momentos obtemos

L
1 1 My, mn
12(1)<P) = 53(4_25:2 - H %Smnl“(—% )F(?— —2n ) / da1 / da/g a1+a2)
n=2

n=

2
Q0P

xexp| — (aq + o) pd, — ————|. 4.21

p{ (o 2) Mo O£1+042:| ( )

Com a mudanca de variavel o/ = a1 + as e a integracdo em o' primeiramente, nao

encontramos nenhuma divergéncia. Mas quando integramos sobre a outra variavel, aq,
surge uma divergéncia ultravioleta quando o« é pequeno. Entao seguindo os mesmos
passos que os seguidos no cédlculo da integral I;(;), introduzindo um corte no momento
A, para regularizar a integral obtemos

2)(P) =5 (4fz£:2mn/n)H§ mat | 9 2—25 nl—o ). (422)

n=2 n—2 Ho1

Na dltima integral expandimos a exponencial em série de poténcias no momento externo
P e retemos apenas a parte divergente (que ¢ independente do momento).

Agora analisaremos o caso relacionado com o subespago competitivo. Neste caso
fazemos 191 = Ao1 = pi1) = 0 onde p;(1) sao os momentos externos perpendiculares aos

eixos competitivos. Os momentos externos paralelos aos eixos competitivos K én) para um
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determinado n sdo nao-nulos. As fungdes correspondentes as (4.11)-(4.13) s@o

L
Xon [ A Enm2mng Ty d™ )
2 eyl k) 4+

4
L (Ka) = Aon—

2 n

L
Adn [ / d* 2= g [T,y A" ki)
2 {0 + 0o (b2 + i3 Ha? + ok + K )+ Ky )2 + pid

(K = Ki) + (Ko — Ky | (4.24)

n)

2,1
an) )(Ki(n)a é(m? K:/),(n)) =1-

5 / i)}
{a* + Zn 2 (K2)" + pin Ha® + [Zszg(k + K,( 21"+ MOZ}

respectivamente.

(4.25)

Agora, usamos o fato de que a massa do subespago competitivo g, tem uma dimen-
sao que é 1/n da dimensdo da massa pig;. Assim, escolhemos o corte no momento do
subespago competitivo A,, ter uma dimensdo que é 1/n da dimensao canénica do corte no
momento A; do subespaco sem competicao. Assim a funcao degrau de Heaviside usada
para regularizarmos as integrais ¢ fj,(a) = 6(a — A ?"). Assim, obtemos as correspon-
dentes integrais, no limite em que A,, — 0o, como

L
N a[AZ Az
Liny = S(4 Sy ma/n) H Smnr< ) (2 Zm_n) 2"[Mn—ln <W)} (4.26)

n— On Hon

L L
1 1 m m A%
/ _ n n n
n=2 n

Podemos escrever as equagoes (4.18), (4.22) e (4.26)-(4.27) de uma maneira compacta

2n 2n
e ()]
n lj’(]n MOn

(4.28)

1 Lo L AZ
I (P(n)) = 55(4_2g:2 ) H %Smnr Z o 2 ) (4.29)
n=2

n=2 0”

por meio do indice n = 1, ..., L. Elas sao escritas como

L

Ly
Ly (pey) = 550t an/mH Smnr( )F(?—Z
n=2

3

DO
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Expressaremos agora as grandezas renormalizadas j, € g, em termos das correspon-
dentes grandezas nao-renormalizadas i, € Ao, usando as condi¢oes de normalizagao (4.3)

e (4.5) como

302,
Gn = Aon — Tofg(n)(()). (4.31)

Faremos o inverso e escreveremos os parametros nao-renormalizados em termos dos

renormalizados usando as ultimas equacoes para a ordem de um loop. Com isso, as

2)

) (Pmy) € ng)) (pi(n)) se expressas em termos de ji, € g, sao finitas em

fungoes de vértice FE

um loop. Fazendo isto podemos escrever

2 n
T (D)) = Py + 12", (4.32)
2
4 9n
an)) (Pitn)) = Gn — o [La(n) (P1(n) T DP2(n)) F L2(n) (Pr(n) +P3(n)) + T2(n) (P2(n) T P3(n)) — 3L2(n) (0)].
(4.33)

Como as fungoes de vértice com N > 4 sao expansoes esqueleto, essas fungoes sao
finitas na ordem de dois "loops"pois elas podem ser escritas em termos da massa e
constante de acoplamento renormalizadas em um loop.

Trataremos agora a parte de vértice 1P1 FEZ’)I). Essa funcao nao pode ser renorma-

lizada usando apenas a massa e constante de acoplamento renormalizadas em um loop.

Sua renormalizagao tem que ser feita introduzindo uma fungao Zy2(,) através da relagao

2,1 2,1
Fﬁ%(n)) (P1(n)> P2(n) P3(n)s Gn> Min) = Z¢2(n)rgn) )<p1(n) s D2(n)s P3(n)s Aons Mons An)- (4.34)

Da condicao de normalizagao (3.16) obtemos para Zz(,)

Zip) = 1+ S Iy (0): (4.35)

Assim podemos escrever Fg(’i)), de maneira anéaloga as equagoes (3.42) e (3.43), como

) gTL
Fg(i)) (1), P2)s P3(n)s Grns bn) = 1 = - [Ta) (P3)) — L2y (0))- (4.36)

Todas as fungoes de vértice com insergoes de campos compostos com um niimero maior de

pernas externas tém uma expansao esqueleto: elas sao finitas em dois "loops'se expressas
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em fungao de p,, g, € Fg(i)) (P1(n)> P2(n) P3(n)+ In> r) em seus subdiagramas de um loop.
Isso é uma consequéncia do comportamento assintético para momentos grandes das partes

primitivamente divergentes

!Fg()n)(pnp(n))! < pi” X poténcia de 1np,, (4.37)
|Fg§()n)(pnp(n))| < poténcia de Inp,, (4.38)

2,1 L
|Fg{(n))(pnpl(n)>pnp1(n);pn‘](n))’ poténcia de Inpy, (4.39)

em todas as ordens finitas quando p, — oo. Esse comportamento assintético nao sera
demonstrado aqui. Ao invés disso, assumiremos que ele é véilido quando provarmos a
renormalizabilidade multiplicativa na dimensao critica em todas as ordens em teoria de

perturbagao na proxima secao.

4.2.2 Isotrépico

Podemos tratar o caso isotrépico analogamente ao caso anisotropico. Usamos o indice
n =1,2,...L e lembramos que esse caso é completamente diferente do caso anisotrépico.
A dimensao critica agora é d = m, = 4n. Assim, s6 existe uma escala de momento

caracteristica e as partes de vértice primitivamente divergentes sao

(2) e om Ao d™ k)
Lo (K(y) = (KGy)" + pop + 2 | e (4.40)

PO (KT Y= A _A_gn[/ ™ ke +
m (Hito 2 L) A+ g IO+ K + Ko " + 8

(Kiny = Kamy) + (Ko — Ké(n)>:|7 (4.41)

A A"k
F(Q’l)( /n7 /nﬂK/n):l_ﬂ\/ (n) )
o PR R RS 5T f )+ i H I+ K T+ i)

respectivamente.

(4.42)

Calcularemos agora as seguintes integrais

)
oK) = | G e
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o (K') = / )
™ (k) + Bl {[(k + K{,)2)" + uda}

Essas integrais podem ser resolvidas de maneira analoga as resolvidas para o caso aniso-

(4.44)

tropico. Assim obtemos

1 A2n AQn
L) = — S {—” —1In (—”)} , (4.45)
REPTR PTET e
1 A2n
Iy (K') = %5471 In (M—;Ln) (4.46)
On

Agora o fator angular a ser absorvido em uma redefini¢ao da constante de acoplamento
é Sin.

Escrevemos agora a massa e a constante de acoplamento renormalizada em termos das
respectivas constantes nao-renormalizadas, usando as condi¢oes de normalizagao (4.7) e

(4.9). O resultado obtido é

p" = pon + %h(m(o), (4.47)

Gn = Aon — 3;%" L) (0). (4.48)

Podemos escrever as partes de vértice ng)) (K{,) e ng)) (K{,)) em termos dos parame-
tros renormalizados em um loop

P00 (R = (G (4.49)

P (Ki) = 9n—g—§U?(n)(Ki<n>+K5<n>>+f2<n>(Ki<n>+K§<n>)+fz<n>(Ké<n>+K§<n>)—3fz<n>(0)]-
(4.50)
Essas funcoes sao finitas nesta ordem. As fungoes para N > 4 s@o expansoes esqueleto,
pois sao finitas em dois "loops"como no caso anisotropico. A constante Zy2(,) usada
na renormalizacao multiplicativa de ng’)l)(K{(n),Ké(n);Ké(n)) ¢ obtida da condicao de

normalizagao (4.10) e dada por
Zyrmy =1+ %”12(”)(0). (4.51)

Com isso, todas as funcoes que tém insercoes de operadores ¢? sao finitas em dois "loops".
Mostramos que fungoes de vértice renormalizadas multiplicativamente sao finitas na
ordem de um loop. Faremos o mesmo para todas as ordens perturbativas nas proximas

duas secoes.
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4.3 Equacoes de Callan-Symanzik

Demonstraremos agora a existéncia das equagoes de Callan-Symanzik para os compor-
tamentos criticos de Lifshitz de carater genérico. Isto sera feito com a teoria na dimensao

critica.

4.3.1 Anisotrépico

As partes de vértice 1PI com ((V, L) # (0, 2)) sdo renormalizadas multiplicativamente

como

N.L N/2 N,L
F&Z(n)) (pi(n)7 Qz(n)y 9n, Nn) = Zd)(iz) Z£2(n)rgn) )(pi(n)7 Qz(n)v )‘Ona Hon, An)v (452)

onde p;ny (i = 1,...,N) sdo os momentos externos associados as N pernas externas das
o N,L , . .
partes de vértice 1PI FS%(n)) e Qi (1 =1,...,L) os momentos externos associadas as L
i oes d 2 U A larizacao d
insercoes de campos compostos ¢*. Usamos os cortes no momento A,, na regularizacao das
partes de vértice nao-renormalizadas em cada subespago inequivalente. Assim, de agora
em diante estara implicito que essas fungoes sao regularizadas em uma ordem arbitraria

no nimero de "loops"em cada subespaco. As respectivas expressoes para essas fungoes

nao serao usadas explicitamente.

Usaremos um método que contém argumentos originais para a obtencao das equagoes
de Callan-Symanzik para o caso em que existe somente uma escala de massa envolvida
[71], embora existam pelo menos 2 maneiras de se obter essas equagoes. Obteremos essas

equagoes que envolvem L massas independentes, uma para cada subespago inequivalente.

Ao derivarmos a parte de vértice 1PI FET]:[)’L) (Pin), Qitn)» Aons fon, An) com relagao a

n
mn’

massa nao-renormalizada p2", onde Mg, e A, sdo mantidos constantes, obtemos uma
soma de fungoes de vértice como a de partida. A diferenca agora é que cada propagador
tem uma poténcia a mais nas linhas internas. Estes termos ocorrem em todas as combi-
nacoes possiveis. Assim temos uma insercao de campo composto ¢? em momento zero na

funcao de vértice F%’L) (Pi(n)> Qi(n)s Aons ton, An), 0 que resulta em uma fungao de vértice
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FE%’LH)(pZ-(n), Qi(n)s Aon» Hon, A,) com uma perna externa a mais como

0 _(N.L N,L+1
WFEH) )(pz(n)7 Qz(n)7 )\Ona Hon,, An) = an) * )(pz(n)a Qz(n)> )\Ona Hon,, An) (453)

Agora usando a relagao (4.53) e a equagao (4.52) e lembrando que os parametros m,

e g, dependem da massa nao-renormalizada, obtemos

0 Ay 0 1 Rp Tn (N,L)
2 ——=——=-N——L F i(n) i(n)s Yny Un) —
(n'oau%” prdgn 20 pn u%") sy (it Qi G o)

Fg%]\gn§+1 ( Ql n 07 gn7 Hn)» (454)
onde
8 2n
2np = Zy2(n) Pm T (4.55)
Hop,
On agn
o, — Ze2(n) 3 on 4.56
K, 0ln Zy,
o = e T g o o, (4.57)
Ky Hon
Tn 0ln Zy,
2 ¢2<n)3—2n() (4.58)
My Hon
Definindo
Ign
o (4.59)
Oln Z¢ n
81n Z¢2(n)
Vo2 (n) = —fln———— (4.61)
$2(n) o,
e multiplicando a (4.54) em ambos os lados por p2"/p,, aquela equagao fica
0 0 1 (N.L)
nao n___N n L n Iy, i(n)s Wi(n)) Yny Mn) —
('“ 3Mn+ﬂ dg, 2 Von) + L7g2( )) R(ny (Pin)s Qi(n) Gns in)
na n

Com (N, L)=(2,0) na equagao (4.62) e usando as condig¢oes de normalizagao (4.3) e (4.6)
podemos escrever a equagao (4.62) em termos de grandezas renormalizadas apenas, como

0

0 1 N,L
(“’”W P~ g e Lwoﬂ) Fty ity Qi) Gns 1) =
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1221 = Yo ) Dy (Pitnys Qi) 0 Gy fin)- (4.63)

Agora extrairemos informagoes tteis associadas as fungdes (4.59)-(4.61) [22].
Com N =2 e L = 2 na equagao (4.63), derivando a equagao resultante com relacao a
p%g) e posteriormente fixando os momentos externos iguais a zero através da condicao de

normalizagao (4.4) obtemos

8 2,1
~Yotm) = Ha (20 = () o Lo (s =Py 0y g )| (4.64)

2n __
Pimy=0

Através da (4.36), na ordem de um loop F( R ))(p(n) —P(n); 0, G, ftn) = 1+0(g2). Com isso,

vemos que o termo de 74(,) de menor ordem na constante de acoplamento renormalizada
¢ O(gy).
Escolhendo agora (N, L)=(4,0) na (4.63), fixando os momentos externos iguais a zero

e usando a condigao de normalizagao (4.5), resulta na expressao

B = 219 = 12 (210 = Yo(m)) T30 (0,0,0, 050, g, pi). (4.65)

Como F (0 0,0,0;0, gy, tt,) inicia na ordem O(g?), a (4.65) mostra que 3, ¢ O(g2).
Entao, o termo 3,(9/9g,) € O(g,), diferentemente do termo ,,(9/0p,) que é O(g2).
Fixando agora (N, L)=(2,1) na equacao (4.63) e utilizando a (4.6) temos

~ o)+ Vo) = H2" (21 = Vo)) T30 (0,0:.0,0, g, i) (4.66)

Sabendo que na expansao de I' 2(2) (0,0;0,0, g, ptn) 0 termo de menor ordem é O(gy,),
entao Yg2(ny ¢ O(gn).
Essas propriedades serao muito titeis para os argumentos apresentados na prova in-

dutiva da renormalizabilidade multiplicativa na préxima secao.

4.3.2 Isotrépico

Podemos utilizar agora os mesmos argumentos usados para o caso anisotropico. Nesse
caso existe somente uma escala de massa p,, e um subespaco competitivo que é rotulado

pelo indice n. A dimensao critica é d. = 4n. Seguindo os mesmos passos daqueles dados
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na secao anterior temos que a equacao de Callan-Symanzik no caso isotropico em termos

de grandezas renormalizadas é dada por

0 o 1 "
noa n___N n L n F i(n)y Yns Un) =
(u aunJrﬂagn 5V Vo) F L2 )) ( n)s Qin)s Gns n)

:un (2n - 7¢(n))r(]\(f Ly ( Qz (n) 30, Gn,s :un)' (4'67)

Analogamente, as equagdes necessérias para provar a renormalizabilidade multiplica-

tiva por inducao (4.64)-(4.66) sao dadas por

8 2,1
~Ye(n) = lun (2n = Vo(n )apgn Fg{én)) (p(n)a —Pn); O; 9n,s ,Un) , s (468)
Pimy =0
B = 2YotmyGn = 12" (210 = Yom) )Ty (0,0,0,0; 0, g, 1), (4.69)
n 2,2
— o)+ Vo) = M2 (21 = Vo)) T30 (0,0;.0,0, g, i) (4.70)

Vamos agora examinar como os subsidios fornecidos nesta secao podem ser emprega-
dos para provar a renormalizabilidade multiplicativa da teoria de campo caracterizando

pontos de Lifshitz de carater genérico nos casos anisotropicos e isotrépicos.

4.4 Prova indutiva da renormalizabilidade multiplicativa

Usaremos os resultados da secao anterior para apresentarmos a prova indutiva da re-
normalizabilidade multiplicativa em todas as ordens em teoria de perturbagao na préxima
secao. Os passos finais da prova indutiva da renormalizabilidade multiplicativa em todas

as ordens em "loops"em teoria de perturbacgao serd dada nesta secao.

4.4.1 Anisotrépico

Faremos uma suposi¢ao de que as partes de vértice (4.52) sdo finitas em uma ordem

L no nimero de "loops"para u, e g, fixos no limite em que os cortes nos momentos

A, — oo. Assim, partimos com funcoes de vértice Fg()n), Fg()n) Fg(i)) finitas nas ordens

L+1

gn, g, " e gﬁ , Tespectivamente.
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Como na prova da renormalizabilidade em um loop, podemos usar as mesmas idéias
usadas no caso da L-ésima ordem em "loops". Usando a equagao (4.64) em ordem L
na constante de acoplamento gy, observamos que 7, ¢ finita em O(g%). Considerando
agora a (4.65), F%(’;)) é finita na ordem (L + 1) em "loops", pois possui uma expansao
esqueleto. Na ordem (L+1) em "loops", ngi)) ¢ de ordem gL, mostrando assim que
a combinagao (8, — 274(n)g») € finita na ordem O(g:*?). Como 74, ¢ finita na ordem
O(g%), temos que 3, é finita em O(gE*tt).

Com a equacao de Callan-Symanzik escrita como
O

a 1 N,M n N,M+1
= <—5n@+§f\%<n>—M%ﬁ?(n))rga(n) Vo (2n—7¢<n>)F§z(n) V(4

mostraremos que o lado direito da (4.71) ¢é finito na ordem (L+1) em "loops". Para

. . : (N, M)
isso, necessitamos apenas considerar I’ R()

L em "loops", porque [3,(9/0g,) e 7(;25(71) sao, no minimo, O(g,). No tltimo termo do

no lado direito dessa equagao até a ordem

lado direito da (4.71), s6 ha duas possibilidades a serem consideradas. Ou esse termo
tem uma expansao esqueleto que é finito na ordem L 4+ 1 em "loops", ou a equacao de
Callan-Symanzik devera ser iterada.

Agora para o caso em que fazemos N = 4 e M = 0 na (4.71) e lembrando que os
termos do lado direito sao finitos na ordem (L+1) em "loops", temos que i, (O g()n) /Oin)
é finito nesta ordem em loop.

Provaremos agora que ,un(ﬁl“g()n) /Oy,) € finito na ordem (L+1) em "loops"por meio da
integracao perturbativa de T%()n). A funcao de vértice Fg()n) ¢ adimensional na dimensao

critica, assim é invariante sob fluxos de dilatagao independentes nos seus parametros

dimensionais da forma

(pn, My Am gn) - (,Onpna Prfn, pnAna gn> (472)

Com p,, = Ml podemos escrever
n

4 4 Pn An

Desta equagao e fixando N =4 e M = 0 na (4.71) onde momentos externos sao arbitrarios
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L+2

na ordem g,

, temos

(4) An
’ arR(n)(ﬁ_n’ “_na gn)
" oy,

: (4.74)
L+2

4 Pn An
= f((ng (_7 _7gn)
142 fn in

onde p), = p,/a. Ao integrarmos a ultima equagdo de p), = oo até u,, = pu, temos o
mesmo efeito que integrarmos em o de 0 a 1. Usando a condigao de normalizacao (4.5)

no limite p;, = oo como condi¢ao de contorno obtemos

|:F§j21()n)<_>_agn>:| = 0n — / _|:f((s)) (Oé—,CY—,gn
M Hn L+2 0o @ Hn  Hn

. . ~ . 4 .
No inicio dessa discussao enfatizamos que | f((ni] |1 +o pode ser escrita em termos de grandezas

(4.75)

L+2

D . 4 ) ~ (e
que por suposi¢ao sao finitas quando A,, — co. Como | f((n; ]|L+2 € uma fungao analitica em
pequenos momentos, temos que o limite de momentos externos nulos nao produz nenhum

problema associado a divergéncias na integral em a. Assim podemos escrever

1
Pn dov Pn
[F%()n) (_aooagn):| = 0n — / — |:f((:)) (OZ—,OO,gn):|
Hn L+2 0o @ Hon

mostrando que Fg()n) esta relacionada com a integral de partes de vértice renormalizadas

. (4.76)
L+2

em ordem menor na constante de acoplamento.
Estudaremos agora o caso onde fixamos N = 2 e M = 1 na (4.71) na ordem gZ*!.

Assim, obtemos
(2,1) (2,1)
(), - [
Ot ) 141 IGn

Vemos que o primeiro termo do lado direito da ultima equacao contém as funcoes (3, que

2,1 n 2,2
H(Votm =620 T | 112 (20— )T i 1
L+1
(4.77)

¢ O(gtkt ) e Fg(i)) na ordem g~, porque 3,(9/9g,) ¢ O(g,). Esses dois termos sdo finitos

n

nessa ordem em loop, entao o primeiro termo do lado direito é finito. O tltimo termo
esta associado a Fg(i)) que tem uma expansao esqueleto e com isso ¢ finito na ordem gZ+?
pois as massas e constantes de acoplamento sao finitas em O(gk).

Por outro lado, o segundo termo do lado direito da equagao (4.77) tem duas fungoes

a serem consideradas, Fg(i)) em O(gL) que é finita pela suposicao inicial, porque Ye2(n) €

O(gn) € (Vo) — Ve2(ny) que & O(gh™'). Demonstramos que a expressao (Yom) — Yo2(n))
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¢ finita em O(g:™). Esse termo calculado em momento externo nulo ¢ o mesmo que a
(3.76) calculada em (L + 1) "loops". O lado direito da equagao (3.76) é finito porque
tem um termo que é um esqueleto Fg(i)) nesta ordem em loop, assim fica provado que
(Yo(n) — Ye2(m)) € finito em O(gL ). Uma consequéncia desse fato ¢ que o lado direito da
(4.77) ¢ finito.

Integrando o lado esquerdo da equagao (4.77) com momentos externos arbitrarios

(2,1)
p N ki
(2,1)

Provamos que FR(i) ¢ finita em O(gL™) seguindo os mesmos passos para a obtencio

4 . 2,1) . . . . ~ . .
da mesma prova para F%()n), ou seja, I' EQ(”)) ¢ adimensional na dimensao critica e assim

podemos fazer a mesma transformagao de escala feita em Fg()n). Essa transformacao

2, DPn An
= f((n)l) (_7 I gn)
L+2 Hn  Hn

onde u), = p,/a. Integrando essa equagao de u!, = oo até p), = u,, podemos igualmente

temos

= . (4.78)
L+1

resulta em

, (4.79)
L+2

(271) Pn An
1! OL iy (s 2 9n)
" Ipr,

integrar em « de 0 a 1. Usando a condigao de normalizagao (4.6) no limite u!, = oo como
condicao de contorno temos

, Pn An ! do , Pn An
|:F(R?(:-L)) (_a I gn):| = 1= / — |:f((2)l) (O{—, O—, gn
Hn Hn L+2 0o @ Hn  Hn

Assumimos que f((sjl) é analitica para momentos p,, pequenos quando tomamos o limite

(4.80)
L+2

A — o0. Essa operagao nao leva a nenhuma divergéncia na integragao em «. Assim nesse
limite obtemos

T (p—”, 0, gn)}

{ RCANTS

1
d n
=1- / _a/ [f((jsl) <ap_7 OO,gn>:|
L+2 0o « Hn
(2,1)

R(’Tll) estda diretamente conectada com a integral de partes de

(4.81)

L+42

Isso demonstra que I
vértice renormalizadas em ordem menor nas constantes de acoplamento, sendo portanto

finita.

L+1

Finalmente trataremos o caso N = 2 e M = 0 na ordem perturbativa g,

na equacao
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(3.81) obtendo

or® R(n)
o o
Os dois primeiros termos do lado direito da tltima equacao sao finitos por dois motivos:

Fg()n) ¢é necessaria somente em O(g,f), que é finita por hipdtese, pois provamos que 3, e

2.1
+ o D41+ 12120 = Vo)) D) |41

(2)
o) }
L+1
(4.82)

= | = ﬁn
L+1 [ In

Yo(ny S0 finitas na ordem gr. Os termos dentro dos colchetes sdo finitos em O(gL ™),
como mostramos. Assim, como o lado direito é finito, podemos integrar a equacgao de
Callan-Symanzik para esta parte de vértice com momentos arbitrarios. Consideremos

agora,
Lty (Pn) = Dty (a) = 02" — 423" (4.83)

A funcio T () y(pn) tem dimensdo de p2" e difere de F @ (n)(Pn) pPOT poténcias maiores
de p?" e p*" que sao suprimidas por poténcias apropriadas dos cortes nos momentos.
Das condigoes de normalizagao, sabemos que ela se anula com (p?")? para |p,| pequeno.

Depois de todas as informacgoes apresentadas até aqui, I

R(n) (pn) € descrita pela equagao

aFR n ( ) >gn) 2)( Pn An
(un ( )5 fn ) = )( _,gn) , (4.84)
/-Ln L+1 Mn /~Ln L+1
em que f((nQ; = O((p?")?) para |p,| pequeno. Fazendo agora a mudanca de variavel
W = pn/a, integrando sobre p), de oo a p, e utilizando a condi¢do de normalizacao

em momentos externos nulos I () )(0 0,9,) = 0 com os cortes nos momentos A,, — 00,

1
52 (Pn _ da | o) ( Pn
16 (o), == [ [ (e o)

Esta ultima integral é finita se a integral for finita. O integrando tem um comporta-

obtemos

(4.85)

L+1

mento f ( , 00, gn) = O((ap,)*™)? para p,, pequeno e niao possui nenhuma divergéncia
quando o — 0.
Com isso, finalmente completamos a prova indutiva da renormalizabilidade multi-

plicativa e também demonstramos a existéncia das equagoes de Callan-Symanzik (3.73).
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4.4.2 Isotropico

Obteremos as equagoes de Callan-Symanzik para o caso isotropico. Agora a dimensao

critica é 4n. Assim podemos escrever essas equagoes como

B o 1 oo
[~ — n___N n L 2(n I i(n)y Yns Un) —
(u 8,un+ﬁagn 5V Yaom) + ’m()) Y (Pitn)s Qi(n), Gns Hin)

Usamos o indice n para deixarmos claro que o subespago competitivo considerado possui

momentos com poténcias 2n. As equagoes andlogas as (4.64)-(4.66) sao

8 2,1
~Yo(n) = M (21 = Yo(n )8 o I n))(p(n), —P); 0, Gns fin) ; (4.87)
Pl =0
Yot + Vertm = 12 (20 = Vo)) D) (0,05 0,0, G, ) (4.89)

A prova indutiva da renormalizacao multiplicativa serd dada agora. A equacao analoga

a(4.71) ¢

aFRj\(fnjy) 0 1 (N.M) (N.M41)
Hn Opn <_ﬁ"8_gn+§N%(")_M%2(”))F R(n) + " (20 = Vo0 Wiy - (4.90)

Note que esta equagao é anédloga aquela dos casos anisotropicos (4.71) A diferenca é que
sO6 temos uma escala de massa. Os passos que nos levam a prova indutiva da renorma-
lizabilidade multiplicativa sdo analogos aqueles que levaram as equagoes (4.72)-(4.85).
Disto segue que no caso isotropico todas as partes de vértice sao finitas na dimensao
critica m,, = 4n. Completamos assim a prova indutiva da renormalizacao multiplica-
tiva e automaticamente provamos também a existéncia das equagoes de Callan-Symanzik

(4.90).
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4.5 Equacoes de Callan-Symanzik-Lifshitz fora da dimensao

critica

Usaremos agora o método de regularizagao dimensional para regularizarmos a teoria
fora da dimensao critica. A teoria abaixo da dimensao critica é menos divergente do que
aquela definida na dimensao critica. Com isso, nao apresentaremos uma mesma prova
rigorosa da renormalizabilidade multiplicativa fora da dimensao critica. Nesta se¢ao sera
mostrado explicitamente que obtemos expressoes finitas para as fungoes [ e fungoes de
Wilson. Isto sera suficiente para os nossos propoésitos de obter expressoes finitas para
grandezas universais como os expoentes criticos que serao determinados no momento
oportuno.

Assim, a renormaliza¢ao multiplicativa das partes de vértice 1PI, com ((N,L) #

(0,2)), é dada por
F(NL ( Qz (n) gn7/1'n) Z]\E/z)Z (n)FEN)L (pz (n) Qz (n)>» >\Ona ,UOnaAn) (491)

Mostraremos isso nos casos anisotropicos e isotropicos.

4.5.1 Anisotroépico

No caso anisotropico expressamos as constantes de acoplamento nao-renormalizada e

renormalizada como

Aon = ton (41" ) /2, (4.92)

G = wn ("), (4.93)

respectivamente, onde wug, € u, sao as constantes de acoplamento adimensionais nao
renormalizada e renormalizada, respectivamente. Derivamos a (4.91) com relagao a u2"

para obter

1 N,L
=N Vo) (Gns n) + L) (s 1) | Tt iy Qi s Gn) =

0 0
NTLW + 6n(gm,un)a_gn - 9

n

N,L
PJn "[2n — Ye(n )(gmﬂn)}r(( )+l (pz (n)s Qz (n) 0, s Gn ), (4.94)
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onde as funcoes (3, e de Wilson agora dependem da constante de acoplamento g, e a

massa [, renormalizadas

Agn
aun AO'n.,A’rL
811’1 Z¢(n)
Ottn ) g i
a ln Z¢2 n
Hn Aon, A

De acordo com a equagao (4.95) em conjuncao com a (4.93) podemos escrever

0 ou,, 0 0
o Sy 4,
Bl Gns bin) 5— 0. (un aﬂﬂ)@ a1 Do (4.98)

Agora definimos a fungao de "Gell-Mann-Low" [72,73] para €,, # 0 em fun¢ao da constante

de acoplamento adimensional como

[ﬁn(gn, /vbn)]GL = —nergn + ﬁn(gm ,un)a (499)

onde a fun¢ao [, no lado direito da equacao (4.99) é a que usamos no célculo da se¢ao
anterior com a teoria exatamente na dimensao critica. Com isso, fora da dimensao critica
as equagoes de Callan-Symanzik (4.94) podem ser escritas apenas em termos de grandezas

adimensionais se a fun¢ao (3, de inicio for a funcao de Gell-Mann-Low. Assim

0 0

Baler(gn) 5, - 90 = Bn(tn) 5— P (4.100)

As equagoes de Callan-Symanzik em dimensoes d = d. — ¢, em termos de constantes de

acoplamento adimensionais tém a forma:

0

0 ! (N.I)
:una_lun + ﬂn(un)a_un - §N'7¢>(n) + L"7¢2(n):| FR(n) ( Qz(n) s un) =

n NL

aun 8)\071, aun
— = 4.102

Agora, com
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podemos escrever

Olnu -t
B (uy,) = —neL< 5 0”) : (4.103)
Oln Z¢> n
_ a In Z¢2 n
Tortr) (tn) = —Pu—p 2, (4.105)
onde
Zgom) = Zom) Zg2n)- (4.106)

No caso anisotropico, existe um fluxo de massa independente para cada uma dos
subespacos inequivalentes. Esses fluxos correspondem a transformacoes de escala inde-
pendentes as suas respectivas constantes de acoplamento e massas nao-renormalizadas.
A equagao de Callan-Symanzik-Lifshitz tem a mesma forma funcional que a equagao

(2.55). Com isso, seu lado direito possui uma inser¢do em momento zero a mais e com

isso um propagador a mais. Portanto, a funcao de vértice Fﬁ%*”(pi(m,o, Gy )~
pi_(iglfg\(]f)) (Pi(n)> Gn» Hin) PATa momentos p;(,) grandes, a menos de fatores de In p;(,,). Esses

fatores logaritmicos nao contribuem de tal modo a compensar o fator pz_(f;)"” Nessas circuns-
tancias atingimos o regime temos o regime ultravioleta e o obtemos fazendo o momento
euclidiano p;,) — 0o. Podemos definir p;,) = pnkipn), onde o momento kj,) também
corresponde a um momento euclidiano fixo e tomamos o limite p(,) — oo. Assim, usamos
o teorema de Weinberg [31] o que implica que o lado direito pode ser desprezado com
relagdo ao lado esquerdo da (4.101), ordem a ordem em teoria de perturbagao.

Isso é equivalente a fazermos os momentos internos das partes de vértice muito
grandes. Fazemos isso regularizando as integrais com cortes nos momentos A,, e tomando
o limite A,, — oco. Assim as integrais sao fungoes homogéneas da massa renormalizada

fin- Obtemos o limite de momentos dos "loops"grandes quando p;()/pn — 00.

De analise dimensional e fazendo uma transformacao de escala temos

D) (ks s i) = pN =Sl 1)/mlma) =N =S ln=1)/nlma) 2

Tt (Finys n(pn), i/ ). (4.107)
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A solugao das equagoes de Callan-Symanzik-Lifshitz para a parte assintotica é

N N Un (Pn) du%
L5 iy Kiny 1 (0n) 1/ ) = wp{— 5/ 7¢(n)(u;(pn))m X
N
T )R(n) (Ki(ny un(pn); tn), (4.108)
onde
un (pn) du!
Pn = / o 4.109

Omitiremos o indice as de agora em diante. As constantes de acoplamento assumem
os valores u,~, que satisfazem a condi¢do [,(un) = 0. Neste valor, as solugoes das

equagoes de Callan-Symanzik-Lifshitz satisfazem a uma relagao de escala, onde

-k n—1)/nlmy)— -S> L l(n=1)/n]mn — -
Fg\(fr)z) (pnki(n)aunoo’/vbn) = pZ[NJr(d Lzl =1)/nlmn) =N(@=3iza[(n=1)/nlmn) [21= Moy o°>/2><
N
FE%(,)Z) (Ki(n), Unoofin)- (4.110)

A defini¢ao da dimensao do campo ¢ é

N n[N+(d—3 F_y[(n=1)/nlmp)=N(d—3 F_y [(n=1) /n]mp)] = Ndyn) (N
an)) (pnki(n)) = Pn 2 2 o )F%(i)(k?i(n), umo,un).

(4.111)

Assim, a definicao da dimensao anémala do campo ¢ é dada por dy,) = (d — 27622[(77, —
1)/nlmy)/2 — 1 4 n,/2n, mostrando que 7, = Ye(n) (Unoo)-

Definimos também a dimensao do campo composto ¢?. Para (N, L)#(2,0) e u, =

Unoo, & parte assintotica das fungoes de vértice se comportam como

N,L

pn(N—2L+(d—z,€:2[(n—l)/n}mn>—N<d—z£:2[(n—l)/n}mm/z}—Nw)mo@)/zum(n)(um> y

N,L
Fatny (Ri(a: Dica), tnsos fn)- (4.112)

Com a defini¢do da dimensao do campo composto ¢?
N,L n[(d=3F_o[(n—1)/n]mn)]=Ndg () +Ldy2 ) (N, L
an) )(pnkz(n)v pnpz(n)) = Pn ’ ’ o )Fﬁn) )(kl(n)7p’b(n)a unoo:“n)a
(4.113)
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obtemos dy2(,) = =21 + Y42 (n) (Unoo). Assim, calculamos o expoente v, usando a relacao

1/,71 = —dg2(n) = 2N — Y2 (n) (Unoo)-

Fazendo agora a seguinte expansao em termos da constante de acoplamento renorma-

lizada
Uop = Un (1 + a1y, + ag,u?), (4.114)
Zony (tn) = 1+ bapuiy, + banuy, (4.115)
Z¢2(n)(u) =1+ crpun + C2nufw (4116)

temos
Bultiy) = —nepun[1 — auy, + 2(a3, — ag,)u?, (4.117)
Voin) (tn) = —1€LUn [2bon 1ty + (3bsy — 2bonarn)us), (4.118)
Vg2 (m) (Un) = nepup[cin + (2020 — 1y — A1nC1n)Un). (4.119)

Na proxima segao calcularemos os expoentes usando condi¢oes de normalizacao para
teorias massivas renormalizadas em momentos externos nulos. Essas condi¢oes de nor-
malizacao determinam os coeficientes ay,-co, quando calculamos as integrais de Feynman

correspondentes.

4.5.2 Isotrépico

Com apenas uma escala de massa ., as constantes de acoplamento nao-renormalizada
e renormalizada sao

Ao = o (p2) /2", (4.120)

n

Gn = Un ()", (4.121)

respectivamente. As equagoes de Callan-Symanzik obtidas sao dadas por

) o 1 (N.)

pin gy Bulun) o = 5NV + Lgaioy | Py (Pieys Qi s ) =

n N,L
121 = o) Dty ™ (Pitnys Qi) Oy s n), (4.122)
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onde a funcgao 3, e as funcoes de Wilson sao dadas por

ou,,
Br(tn) = (un—) : 4.123
(un) o), s (4.123)
Jln Zd)(n))
Vo(n) (Un) = Hin (— , (4.124)
(n) i .
O0ln Z¢2(n)
Vg2 (n) (Un) = — (un— : (4.125)
(n) e o
Usando
aun a)\on (9un
e : (8%)%(&%)% ( )
podemos escrever essas funcoes como
Olnug,\
n\Un) = — 5 4.127
) = —en (T (4.127)
Oln Z¢> n
Vé(n) (un> = 67187()7 (4128)
_ 81112 2(n
Tot(o) (1) = =g (4.129)
onde

A dimensao efetiva no caso isotropico é m,/n, porque o elemento de volume nesse
caso é d"k,) (veja apéndice B).
De anélise dimensional e fazendo uma transformacao de escala, fixamos a constante

de acoplamento u,., exatamente no valor do ponto fixo ultravioleta e com isso podemos

escrever
N n(N+mn/n—Nmn/2n)— Ny () (Uso ) /2~ (N
o (Pukia) Unoos tn) = pr T o (R ttnooftn)- - (4.131)
Definimos a dimensao do campo ¢ como
N n[mn/n—Ndgn) ] (N
L) (pukic) = pn " G (Rico))- (4.132)

Com isso, obtemos a expressao para a dimensao do campo ¢ que € dg,) = my,/2n — 1 +

Nn/2n. Assim, podemos escrever para a dimensao andémala do campo 7, = Yé(n) (Unoo)-
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Para partes de vértice com campos compostos, fixamos a constante de acoplamento
no valor do ponto fixo ultravioleta wu, = u,., pois esta é a maneira que invarianca de
escala é restaurada nas partes de vértice 1PI. Assim, depois de uma transformacao de

escala podemos escrever

N,L n(N—=2L4+mpn/n—Nmn/2n)—Nv4n) (too)/2)+ L2 ) (Unco)
Fg{(n))(pnkZ(n)u pnpz(n)a Unoos Mn) = Pn () ®=(n) X
N,L

Definimos a dimensao do campo composto ¢? como

N,L Mn—Ndg(n)y+Ldy2 .,y (N,L
Fén) Y(0nkinys PuDin) = P o )Fén) (Kinys Dim)- (4.134)
Assim temos dg2(n) = —2n + Yg2(n) (Unso). Com essa expressao calculamos o expoente
critico v, através da relagao v, ' = —dg2(n) = 21 — Yg2(n) (Unoo)-

Fazendo o mesmo como no caso anisotropico podemos escrever

Uop = Un (1 + a1y, + ag,u?), (4.135)
Zgmy () = 1+ boyu? + by, ul, (4.136)
Z¢z(n)(un) =1+ cipty, + conu? (4.137)
e
Bultty) = —€pun[l — arnuy, + 2(a3, — ag,)u?], (4.138)
Von) (Un) = —€Ltn[2bontin, + (b3n — 2boparn)ul), (4.139)
F2(n) (Un) = €ptp[crn + (2¢2, — 3 — 1pCip)Un). (4.140)

Os coeficientes aq,-ca, serao calculados em uma teoria massiva renormalizada em massas

diferente de zero e momentos externos nulos.

4.6 Calculo dos expoentes criticos anisotrépicos

Do apéndice B, para o calculo das integrais na aproximacao ortogonal, os coeficientes

(1,-Copn 80 dados por
_ N+38

A1p =
b€,

(14 hpen — €n), (4.141)
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N 2 N2+ 16N + 64 4N? N +2
a0y, — +8 + 16N + 6 ho- + 73N + 98, (4.142)
b€, 18¢, 72€,
N+ 2 5
by, = — 14 2he, — 26, + Iy ), 4.14
9 T1ic, ( + €n = 1€ + Ie ) (4.143)
(N +2)(N +8) 13
bs, = — 1 h - — 4.144
3n 12966% + 3 m€n 4 €n |, ( )
N+2
Clp = + (14 hpen — €n), (4.145)
O¢,,
N2+7N—|—10+N2+7N+10 AN? + 31N + 46 (4.146)
Cop, = m— ) )
? 36€2 18¢,, 2€,
Com isso, as equagoes (4.117)-(4.119) tomam a forma
N +8 3N + 14
Bp(un) = —nu, {EL — T+(1 + (Ao — 1)eg)up, + 1—;@@] : (4.147)
N +2 5 N+ 8
Vo) (Un) =1 + {(1 + 2h,€p — 260 + ]eL) u? — T+(] + 1)ui} , (4.148)
N +2 1
’7925(,1) (Un) =n g_ Up, (1 + hmEL — €1, — §Un) . (4149)

Da equagao (4.147) calculamos o ponto fixo onde obtemos o resultado %o, = Ugee =
o = Upso = Use € Vemos que o ponto fixo em cada subespago tem o mesmo valor, valor
esse que é dado por

6 3(3N + 14)
= — 1 —+1—-h . 4.1
i = ge{ v a PO o, (4.150)

No caso sem massa, o ponto fixo infravermelho é atrativo e a constante de acoplamento
flui naturalmente para o valor desse ponto fixo. Ja no caso massivo estudado aqui, o
ponto fixo ultravioleta é nao-atrativo. Com isso somente quando as n constantes de
acoplamento assumem exatamente o valor do ponto fixo ultravioleta anisotropico i, =
Usoo = ... = Upso = U, & teoria é invariante de escala. Obtemos esses valores para as
constantes de acoplamento das n condi¢oes independentes 31, = 0, Baoe = 0,..., Broo = 0.
Essas condigoes fornecem o mesmo valor para o ponto fixo ultravioleta ..
Para 7, obtemos

T = gei%{l +er [% - ﬂ } (4.151)
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Os fatores h,, e a integral I se cancelaram no calculo de 7,.

Agora com
e N+2[  6(N+3)
*2 2 _
e com v, = 2n — 1, — 75, (uso) obtemos
1 N+2 (N +2)(N?+ 23N +60) ,
S . 4.153
™ * An(N + 8)€L 8n(N + 8)3 ‘L ( )

Os resultados para 7, e v, estao em perfeita concordancia com os resultados para os

respectivos expoentes obtidos na teoria sem massa. Os expoentes criticos acima calculados

se reduzem aos respectivos expoentes criticos para pontos de Lifshitz m-axiais capitulo

anterior quando mg = ... = my, =0, e, = 4+ 35 [(n—1)/n]m, — 44+my/2 = 4+m/2.

Assim a reducao da classe de universalidade é uma propriedade geral de pontos de Lifshitz.
1

As relagoes 0, = nn; em O(e2) e v, = +1v; em O(€2) sao satisfeitas em dois "loops".

n

4.7 Expoentes criticos isotropicos na aproximacao ortogonal

Os coeficientes aq,-co,, do apéndice B, para o calculo das integrais na aproximacao

ortogonal, sao dados por

a1, = ]\[6:;8 (1 - %en) (4.154)

0 — (]\;;8)2 _2N? +7z;1€\i+ 1707 (4.155)
bay, = — 1]21[4—;; <1 — %en + %Ien), (4.156)
by = — Y L?éﬁ ; 8 (1 - %en) (4.157)
e = Né ;:2 (1 _ %en) (4.158)
02n:N2+3216\;L+10_2N2j;21n75+26' (4.150)

Assim obtemos a funcao [, e as fungoes de Wilson como

N+8 1 3N +14
Bn(n) = —up [en ——% (1 — %en> Uy + WU"] , (4.160)
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N +2 1 1 N +8
Yoin) (Un) = . Kl — e T ﬁlen) u — o (I+ 1)@}, (4.161)
N +2 1 1
_92 .
”qu(n)(un) I Up, (1 ~ o T %un) (4.162)
Calculamos o ponto fixo u,. da equacdo (3.167) e obtemos
6 1 [3BN+14) 1
! N+8€{ e {(N+8)2 +2H (4.163)

Calculando o expoente 7, obtemos

1, N+2 1[6(3N +14) 1
L |42t 2L 4.164
" 2n€"(N—|—8)2{ te n[ (N +8)2 4” (4.164)

onde a integral I se cancelou no calculo de 7,,. Nao podemos obter esse expoente de 7,
(4.151), ou seja, nao podemos obter o caso isotropico do anisotrépico fazendo d — m,,

em torno de 4n.

E com
, N+2[.  6(N+3)
Vatn) (tnoo) = VTS {1 + n(V T 8)26n] (4.165)
e usando v, ! = 2n — 1, — "yi(n) (Unoo) Obtemos
1 N+ 2 N +2)(N? + 23N + 60
Vp = — + il €n IV + 2)(V" + +60) 2 (4.166)

€.
2n  4n?(N +8) 8n3(N + 8)3 "
Os expoentes criticos acima estao em perfeita concordancia com os obtidos na teoria sem

massa.

4.8 Calculo dos expoentes criticos isotrépicos - Exato

Como as integrais no caso isotrépico possuem apenas uma escala de momento, elas po-
dem ser calculadas exatamente. No calculo dessas integrais, necessitaremos dos seguintes

resultados:

1 _ 1P(g)F(O‘_ %l) 2 21d/2—a
/dq<q2+2k.q+m2)a =y m R (4.167)

onde

dq = d%q/ Sy, (4.168)
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Sy sendo absorvida numa redefinicao da constante de acoplamento, com
Sq = [2¢7 720 (d/2)] 7Y (4.169)

uma identidade envolvendo os chamados pardmetros de Feynman x;

1 _ F(Oél + g —|— Oén / du / du / da %
attag?..a¢  T(aq)T( ! 2 el

@ «@ ap—1—1 QU —
e 2 T (L =y — mge. — Ty g)O ! ; (4.170)
[r1a1 + 2200 + ... + Ty 1an 1+ (1 — 21 — g — ... — Ty 1)a, |1 Ho2tFon
a relacao entre uma funcdo I'(z + 1) e I'(z), valida para = > —1,

I(z+1)=2l'(2) (4.171)

e uma identidade valida para a razao entre produtos de fungoes Gama

I'(1 LT n

It me. T Taend o2 (4.172)

[(1 + Bie)..I(1 + Be)

se

d ai=> Bi=0 (4.173)

i=1 i=1
O propagador agora tem momento com uma poténcia 2n. Assim, analogamente ao

caso isotropico exato do capitulo anterior, usamos agora a identidade
(ED" + 1= (k* —r)(E* —ra)...(kK* — 1), (4.174)
onde r; é a i-ésima raiz complexa da equacao
(K*)"+1=0. (4.175)

Usaremos essa identidade no calculo das integrais para um niimero n arbitrario.
A integral mais simples é a integral de um loop da fungao de dois pontos. Sua

expressao €
" 1
b= / T e TG K

Assim, para o caso n = 2 usamos parametros de Feynman e obtemos

(4.176)

1 ! 1
(k2 = 1) (k2 = 1a) =T(2 )/ dl“lm, (4.177)
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onde
m2, = (ro — 1)z — ra. (4.178)
Para o caso n = 3 temos
1 ' 1
Ty~ ) g 1
onde
m2, = (m2, +r3)zy — 3. (4.180)

Para o caso geral com n um inteiro positivo qualquer, temos

1
(k) + 1

1

1
n—2
:P(n>A dIldngg...dxn_lﬁnflm,

(4.181)

onde

m2, = (m3, |+ Tai1)Tn — Tt (4.182)

Com isso, usando a equagao (4.181), podemos escrever a integral I como

1
I, = F(n)2/ drydzoxy...dr,_ 2" idyidysys.. Ay, 1y~ X
0

/ d™ k ( ! . (4.183)

k2 + m%n—l)n<k2 + mgn—l)n
Agora usando parametros de Feynman, integrando e absorvendo o fator S,, em uma

redefinicao da constante de acoplamento obtemos

I'(2n 1 1 !
IQ = (6 ) |:1 + §¢<1)€n - 51/1(271)6”] / dl‘ldl’QIQ...dl’n,1$2:%dy1dy2y2...dynfly:i:%X

n 0

dtft(1 — O] (L = K + (m2 _ —m2 t+md ] (4.184)

onde as fungoes ¥ (z) = mrzl—l;(m) sao as fungoes digama. Com isso, no ponto de simetria

obtemos
I'2n 1 1
Isp = Dafyr—g = (2n) {1 + §¢(1)€n - §¢(2”)En X

1
/dmldxgxg...dmn_le:fdyldng...dyn_lyZ:fdt[t(l—t)]”_l[(mzn —m. _)t+m? /2,
0

1 Tn—1 -1

(4.185)
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Na pratica, temos que especificar o valor de n para podermos calcular a integral acima,
pois como visto anteriormente no caso n = 2 para as integrais desse tipo, temos que
calcular seu valor em termos de polos simples O(e,;!) e um termo regular O(e;'). Esse
termo, para valores especificos de n, é calculado integrando em todos os parametros de
Feynman restantes e fazendo uso da forma particular das raizes complexas contidas nas
contantes do tipo mi Nesse calculo fazemos €, = 0 nas poténcias dos niimeros complexos
depois de integrarmos em todos os parametros de Feynman. Assim, nao conseguimos no
presente momento resolver integral na equagao (4.185) para um valor arbitrario de n.
Podemos entao tentar calcular essa integral para alguns valores de n e ver se conseguimos
encontrar uma férmula para o termo geral dessa integral, que deve ser funcao de n. Assim,

para os valores de n =1 e n = 2 ja sabemos que

1 1
Iysp=—1—= 4.186
25P o ( 261)7 ( )

1 1
Iysp=—|1—- 4.187
25P 6 < 462)7 ( )

respectivamente.

Para o caso n = 3, as trés raizes complexas sao r; = —1, ro = 1/2 + 2\/§/2 =Ae

rg = A*. Usando a equagao (4.181) para esse caso, podemos escrever o propagador livre

como

1
(k2)? +1

1

1

—173) | dedyy——— 4.188
( )/0 x yy(k2+m§)3, ( )

onde

3 3
m? = (iV3z — = — i£ y+ 1. (4.189)
Y 2 2
Agora podemos escrever a integral I5 como
1
1
I, =T'(3)? / dzdzdyydww / d™k
0

(k2 +m2)3(k2 + m2)3’

(4.190)

em que

m? = <Z\/§z - g - z‘ﬁ)w +1. (4.191)

v 2
Usamos agora parametros de Feynman, integramos e absorvemos o fator S3 em uma

redefinicao da constante de acoplamento. Com isso, obtemos

120 137 !
Iy =— (1 - —63) / drdzdyydwwdtt*(1 — t)*x
€ 120°) J,
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3 3 3 3 —€s/2
[t(1 — K2+ (z 31— 3~ i%)y(l — )+ (Nﬁz -5 z‘%)wt + 1} . (4.192)

Com isso, no ponto de simetria obtemos

12 1
lgp = — 0 1—ﬂ63 /dx/ dz/ dyy/ dww/ dtt*(1 —t)*x
€3 120

[(z 3z — ; - z?) y(1—1) + (z\/§z - ; - i?)wt + 1] _63/2. (4.193)

Essa integral pode ser calculada e resulta em

1 1
Irsp = - (1 — 663)’ (4.194)

onde fizemos €3 = 0 nas poténcias dos numeros complexos finais.

O caso n = 4 possui quatro raizes complexas. Elas sdo r = 1/2 + 2\/5/2 =
ro = —B*, r3 = —B e ry, = B*. Novamente usamos a (4.181). Nesse caso, o propagador
livre toma a forma

1 ! 1
—— =14 dedyydzz? ————— 4.195
G T | et (4.195)

4
onde

m? = {[(2x — 1)B* — B]y + 2B}z — B. (4.196)

z

Assim, expressamos a integral I como

1
1
2 2,2 [ gm
I, =T(4) /0 dxdwdyydrrdzz=dss /d 4k(l€2 (R D) (4.197)
em que
m? = {[(2w — 1)B* — B]r + 2B}s — B. (4.198)

Usando parametros de Feynman, integrando em momento e absorvendo o fator S; em

uma redefinicao da constante de acoplamento, obtemos

r 1
I, = [@®) (1 — %q) / dxdwdyydrrdzz*dss*dtt* (1 — ) x
€4

[t(1 — )k + (m? — m>)t +m?] /2, (4.199)
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Com isso, no ponto de simetria obtemos

1
I, = I'(8) 1——36364 drdwdyydrrdzz2dss?dit® (1—t)3[(m2—m2)t+m?]~%/2. (4.200
280 i o

0

€4

Calculamos essa integral e obtemos

1 1
Irsp = — <1 - —64), (4.201)

€4 8

onde novamente fizemos €, = 0 nas poténcias dos nmeros complexos finais.
Assim, olhando para os casos n = 1,2, 3,4, podemos escrever o resultado para um

valor geral de n como

1 1
I =—1——¢,]). 4.202
25P Gn( an ) ( )

Agora vamos calcular I; que é o grafo de dois "loops"que contribui para a funcao de

4 pontos. Essa integral é dada por

1
[(R)" + 112 [(R3)" + 1K [(k1 + K2)?" + 1}

I = / A"y d™ ks (4.203)

Usando I, expressa pela equagao (4.184), podemos escrever a integral I, como

€n

1

1 ! _ _
§w(1)en — §¢(2n)en]/ dxydrows...dr, 2" 2dy dysys... Ay, 1y~ i X
0

n—1—e2/2 m 1
e R i (i

onde m? é o mesmo fator que o (B.41). Agora usando parametros de Feynman podemos

(4.204)

escrever
L ! — T(2n)x
[(B2)» + 12 (k2 — )2 (k2 — )2
1
_ 1
/0 dry21 (1 — 21)dwas(1 — 25)...dw, 122" (1 — 2, 1) CETTRN (4.205)

onde m?2 ¢ dado pela equagao (4.182). Assim usando a equagdo (4.205) na equacio

(4.204), podemos escrever a integral I, como

I'(2n 1 1 !
I, = % [1 + 57,0(1)6” — §¢(2n)en] / dmldxgxg...d:vn_lxgjdyldygyg...dyn_lyZ:%><
n 0

dt[t(1l — t)]"_l_e"/delzl(l — 21)d27s (1 — 23).dzy 122773 (1 — 2,1) %

n—1
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1
dky" 4.2
| e 200
2 2

onde m; e m; sdo dados pelas equacoes (B.40) e (B.41), respectivamente. Usando
parametros de Feynman, integrando em k; e absorvendo o fator angular 5,, em uma
redefinicao da constante de acoplamento temos

n—e,/2)(e,)
2I'(€,/2)

['(2n)

€n

1

—wenkJIXQ

]4: 2

1 1
[1 + iw(l)gn — / dridzozy...dr, 2" Tx
0

dy1dysys...dYn—_1yn— 2dt[( H]" 1= En/2d2:121<]._21>d2222(1_32> Az, 122" 3(1—zn 1) X
duu? 11 — ) (m2 —m? u+ m; 7. (4.207)

Zn—1

Para calcularmos essa integral até a ordem desejada é suficiente calcula-la em

[(m? — m? )u—l—mzn Ay = (m? )=, (4.208)

Zn—1 Zn—1

O fator mgn_l depende das varidveis z;, assim podemos integrar I, nas outras variaveis

obtendo
I'(2n 1
=T 1+ 500~ blle, = Guzn)e |
€ 2
1
/ dz121(1 — 21)d2225 (1 — 20)...dzy 1220 P (1 = 2pm1) (M2, )7 (4.209)
0

Nesse ponto, assim como em I, nao podemos calcular essa integral sem especificarmos

o valor de n. J& conhecemos essas integrais para os casos n =1en =2

1 1
I, = 1- = 4.210
4= 2¢1< 261) (4.210)

1
I, = o (4.211)
262 12

Para os casos n = 3 e n = 4, procedemos da mesma maneira que na obtencao das

equagoes (4.203)-(4.209). Fazendo isto, obtemos os seguintes resultados

1 83
L=—(1-22 1212
4 26§<: 120€3>’ (4.212)

1 661
Li=—(1-="C¢ 4213
! 263<: 840 4) (4.213)
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onde usamos a integral

/0 dra®(1 — z)b = F<1‘f(z —?g(ﬁ ;r) D (4.214)

Assim, a expressao para a integral valida para n geral que se reduz aos casos n =

1,2,3,4 pode ser escrita como

- % (1 + D(n)en — %en> (4.215)
onde
Dn) = (1) — (n) + 30(2n) (4.216)

Apesar dessas complicagoes aparecerem no calculo de I e Iy, o calculo de I} e I que
contribuem para a funcao de 2 pontos pode ser realizado para todo n. Elas se encontram
no apéndice B. Portanto, podemos usar estes resultados para determinar os expoentes.

Os coeficientes aq,-c2,, do apéndice B, com as integrais calculadas exatamente, sao

dados por
N +38 1
= 1— —¢, |, 4.217
= e, ( on ) (4.217)
N+8\> N2+26N+108 5N +22/1 ['(2n)%(N + 2
a2 = - v L))~ (g N
Ge, 36ne, 18¢, \n 36I(n + 1)I'(3n)e,

(4.218)

'(2n)*(N +2) 3 qnzly o pdnoly -
b n — —]_ n ]_—— nT = —€p——= — n_I‘ 3 Jn ol 4219
2 = (=) 72 (n + 1)['(3n)e, 4 +2p:21p6 5 p;pe (3n)J" e, |, ( )
PN +2)(N+8) /. 1 1221 Iy 1%y 3
bn: —1” ].__n - —€np — —€p — —€,— —¢€, |,
= OV s o Gne 1 +21;296 ;;pe "2 ;pe 2n°

(4.220)

N+2 1
Cin = 6+ (1 - 2_5n>7 (4.221)

€n n

N+2[N+5 1 1

Con =~ [—6 (1 - E)en - §D(n)en] : (4.222)

Assim obtemos a funcao 3, e as fungoes de Wilson como

R ]

(4.223)
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I'(2n)%(N + 2) 3 181 1% B
n)(Un) = (=1 o : l——en+ 5 —en T3 —€,—1'(3 J" ln
Tomlt) = 0 g e | 1 e 250 s 2 T e
2n—1 3n—1
N+8/1 1 11 11
—— (55D - +5D, ———+TEB)J" u, 4.224
R D DD DR RELC Vi PN REESY
p=2 p=3
_ N +2 1
%i(n) (un) = G Un (1 g, D(n)un). (4.225)

Calculamos o ponto fixo u,,, € obtemos

Unoo = Ni Sen{1 + e ( {(20]\7 +88)D(n) + (—1)”2((2:&(12)];(;”4))} w Jlr S %) }

Calculamos o expoente 7, como

M = (—1)"* T i(iyr)(z% Z;szr 8>263L[1 + F(N,n)ey), (4.227)

onde
['(2n)%(4N +8) 1 1
F(N,n)={((-1)" 4 176)D —_— ==
(o) = (=1 S o o4 170D ) g — 1
1 n—1 1 2n—1 1 1 3n—1 1
D ) Y S Y (4.228)
2 p=1 p p=1 p 2 p=1 p
A integral J" ! se cancelou no célculo de 7,.
Agora com
_ N+2 T(2n)?(2N +4 1
i) = g1+ oo [ (48 0000 + 1 TEEEEER )
(4.229
obtemos
2
z/n:i N+2 . (N +2) e~ — )F(Qn) (2N +4)
2n  4An?(N +38) 4n?(N + 8)3 C'(n+ 1)I'(3n)
N +2)(N
( + 2)7(1 8, (14N+40)D(n)). (4.230)

Os expoentes 7, e v, estao em perfeita concordancia com os respectivos expoentes cal-
culados na teoria sem massa. Um manuscrito contendo os resultados relacionados a este

capitulo esta em preparagao [76].
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Agora faremos uma comparacao dos resultados para os expoentes criticos em alguns
casos isotropicos calculados na aproximagao ortogonal e exatamente [74].

Com um valor N = 1 para o numero de componentes do pardmetro de ordem e
d = 4n — ¢, a dimensao espacial do sistema de maneira que o valor de €, seja €, = 1,
obtemos, respectivamente, os expoentes criticos para alguns valores de n calculados na
aproximacao ortogonal e exatamente.

Para um sistema em 11 dimensoes temos o caso isotropico de terceiro carater (n = 3)
e 0s seguintes expoentes criticos isotropicos

vs =0.177 n3=0.006 ~v3=1.064 «a3=0.046 pP3=0.446 3= 3.385

vy =0.174 1n3=0.002 ~3=1.046 «a3=0.085 p[3=0.435 0I3=3.390

Nesse caso, o maior erro ocorre para o expoente az(4.1%) e para v3(1.8%), B3(1%).
Os outros expoentes possuem um erro menor que 0.5%.

Os expoentes criticos para uma rede em 15 dimensoes que definem o comportamento
critico de um sistema isotropico de quarto carater (n = 4) sao dados por

vy =0.131  ny = 0.005 vy =1.046 a4 =0.036 [4=0.459 0, =3.279

vy =0.129 ny=-0.001 4, =1029 «a4=0.058 [(4=0449 o, =3.282

Os respectivos erros nesse caso sao ay(2.2%), 74(1.7%) e 54(1%) e os outros expoentes
tém um erro menor que 0.6%.

Agora para o caso de uma rede em 19 dimensoes, temos o comportamento isotrépico
de quinto carater (n = 5). Com isso os expoentes nesta situa¢ao sao dados por

vs =0.104 15 =0.004 ~5=1.036 «a5=0.030 F5=0.467 J;=3.219

vs =0.102 75 =0.001 5 =1.020 «a5=0.064 [F5=0.475 05 =3.220

Os erros sao dados por as5(3.4%), 75(1.6%). Os outros expoentes criticos possuem um
erro menor que 0.8%.

Concluimos entao que a aproximacao ortogonal possui uma precisao muito grande
ao fornecer resultados para os expoentes criticos em valores especificos dos parametros

envolvidos.



CAPITULO 5

Conclusoes gerais e perspectivas

Devemos obter o mesmo valor para uma grandeza fisica quando a obtemos de maneiras
distintas. Com essa finalidade, propusemos um método alternativo para calcular os ex-
poentes criticos de sistemas fisicos exibindo transi¢oes de fase caracterizadas por pon-
tos de Lifshitz m-axiais. Nesse método, usamos uma teoria de campo escalar massiva
renormalizada em momentos externos nulos. Como esse método envolve duas escalas
de massa independentes no caso anisotropico que geram duas transformacoes de escala
independentes, uma em cada subespaco inequivalente, o denominamos de método de
Callan-Symanzik-Lifshitz. Calculamos os expoentes criticos anisotropicos que descrevem
o comportamento critico desses sistemas, no minimo, até a ordem de 2 "loops"usando
a proximagao ortogonal. De fato, calculamos as dimensoes anémalas 772 e 14 até a
ordem 3 no nimero de "loops"e os expoentes criticos vy e vpy até segunda ordem em
"loops". Realizamos um célculo para os expoentes criticos isotropicos np4 € vp4 nessa
mesma ordem em "loops'"usando a aproximagao ortogonal. Como no caso isotrépico ex-
iste somente uma escala de massa, os calculamos extamente pela primeira vez usando uma
teoria massiva. Os resultados para todos esses expoentes estao em perfeita concordancia
com os obtidos usando teorias sem massa renormalizadas em momentos externos nao-
nulos [69]. Este fato confirma a hipotese de universalidade dos expoentes criticos que
sao os mesmos independentemente da teoria utilizada para calculé-los, apesar da teoria
massiva ser conceitualmente diferente (com estagios intermediarios distintos). Os ex-
poentes anisotropicos nps € v do subespago nao-competitivo (7 = 1) se reduzem aos
expoentes criticos de sistemas fisicos sem interagoes competitivas quando essas interacoes
sao desligadas. Isto é obtido fazendo m = 0. Este é um exemplo de redugao de classe de
universalidade.

Diferentemente da teoria sem massa que é invariante por duas transformacoes de es-
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cala independentes em cada subespago inequivalente quando (,(ur) = 0 e as constantes
de acoplamento fluem naturalmente para o mesmo valor do ponto fixo infravermelho
u*, em teorias massivas temos a condigdo (3, (u;o) = 0, onde u, s@o os dois pontos
fixos ultravioletas associados aos subespagos nao-competitivo e competitivo inequivalen-
tes. Esses pontos fixos sao nao atrativos e invarianga de escala foi obtida apenas quando
fixamos os valores das constantes de acoplamentos em cada subespaco inequivalente em
seu valor ultravioleta u.,. Assim, como estamos no regime ultravioleta, todos os nossos
resultados sao validos no limite em que os momentos sao grandes em compara¢ao com
as escalas de massa envolvidas neste problema. Provamos também a renormalizabilidade

multiplicativa para todas as ordens em "loops"em teoria de perturbacao para a teoria

massiva.

Como uma extensao deste trabalho, podemos pensar em estudar outras grandezas fisi-
cas universais como razoes entre amplitudes de alguns potenciais termodinamicos acima
e abaixo da temperatura critica como susceptibilidade e calor especifico. Embora tenham
sido realizados alguns calculos para as razoes entre amplitudes da susceptibilidade [63]
e calor especifico [68] para pontos de Lifshitz uniaxiais. Dentro dessa idéia, uma analise
de grupo de renormalizacao para todas as amplitudes ainda nao foi realizada para essa
situacao. Gostariamos de estender o estudo desse caso para os pontos de Lifshitz m-axiais

que sao malis gerais.

Dentro da Mecanica Estatistica podemos estudar os problemas de correcoes a escala

e fendmenos de crossover para sistemas criticos exibindo pontos de Lifshitz.

Outro problema que pode ser atacado futuramente é o calculo dos mesmos expoentes
criticos que obtemos usando o método de subtracao minima de pélos dimensionais. Nesse

caso, temos que usar uma teoria massiva em que os momentos externos sao arbitrarios.

Uma possivel aplicagao do método de Callan-Symanzik-Lifshitz pode ser uma no es-
tudo de campos quanticos anisotropicos. Nesse caso teriamos duas massas independentes
para o mesmo campo. Embora seja dificil entender fisicamente este conceito, lembramos
que o comprimento de correlagao de um campo quéantico é essencialmte o comprimento

de onda Compton, que esta relacionado com o inverso de massa em unidades naturais,
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da particula representada pelo esse campo. Assim, mais de um comprimento de cor-
relagao indicaria que temos mais de uma massa para o mesmo campo representando a
particula. Chegamos entao a conclusao de que o campo é distribuido anisotropicamente
no espago-tempo, onde cada comprimento de correlacao independente em cada direcao

espacial inequivalente corresponde a um comprimento de onda Compton inequivalente.

Além do mais, essa distribuicao anisotropica do campo pode indicar uma natureza
anisotropica do espago-tempo onde esses campos estao definidos. Numa teoria com uma
densidade de Lagrangiana euclidiana com derivadas de ordem mais alta como a densi-
dade de Lagrangiana para sistemas do tipo Lifshitz, podemos descrever teorias de campo
quanticos anisotropicos. Assim, podemos definir derivadas quarticas usando uma métrica
tal que esse termo quético toma a forma gy n@o(9ar)%(On)*Podo onde M, N = 1,...,m em
que gyny = Oprn. Ainda podemos aplicar esse método em teorias de campo com derivadas

de ordem superior

Calculamos também os expoentes descrevendo o comportamento critico de sistemas
com interagoes competitivas arbitrarias. Para tal, introduzimos um método que envolve
L escalas de massa independentes nos casos anisotropicos necesséarias para termos L
transformacoes de grupo de renormalizacao independentes em cada subespago inequiva-
lente. Os casos isotrépicos tém apenas uma escala de massa independente em cada caso.
Na renormalizagao dessas teorias usamos teorias renormalizadas em momentos externos
nulos. Ao calcularmos as integrais de Feynman necessérias para o céalculo desses ex-
poentes criticos, usamos a aproximacao ortogonal generalizada para os casos anisotropicos
e isotropicos. Os casos isotropicos foram resolvidos exatamente para um valor de n arbi-
trario. Todos esses expoentes foram calculados até, no minimo, a ordem de 2 "loops"em
teoria de perturbagao. Todos os resultados obtidos para os expoentes calculados foram
idénticos aqueles calculados usando teorias sem massa renormalizadas em momentos ex-
ternos arbitrarios anteriormente [74|. Esses expoentes obedecem assim & hipotese de
universalidade que nos diz que grandezas fisicas universais sao as mesmas, independente-
mente do esquema de renormalizagao em sua que foram obtidas. Eles também satisfazem

ao critério de redugao de classe de universalidade quando as interagoes competitivas sao
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desligadas e se reduzem aos seus respectivos valores para sistemas criticos na auséncia
dessas interagoes competitivas.

Obtivemos a propriedade de invarianca de escala para esses sistemas com interacoes
competitivas arbitrarias. Isto foi obtido apenas quando fixamos os valores das constantes
de acoplamento encontradas com o auxilio das condi¢oes (3, (u,n) = 0 nos seus valores
do ponto fixo ultravioleta .

Um trabalho futuro associado a sistemas com interagdes competititvas arbitrarias que
pode ser realizado em principio é o problema de calcularmos os expoentes criticos encon-

trados para esses sistmas usando o método de subtracao minima de pélos dimensionais.



APENDICE A

Calculo de integrais: Pontos de Lifshitz

m-axials

Calcularemos agora intergrais de Feynman em regularizagao dimensional. No caso
anisotropico as integrais sao calculadas usando uma aproximacao, conhecida como apro-
ximagao ortogonal [69]. Esta aproximacgao ¢ utilizada no calculo de integrais onde seus

propagadores possuem momentos com poténcias quérticas e consiste em fazermos
[(k+ K/)2]2 ~ [k‘2 + K/Q]Q — (]{32)2 + 2]€2K/2 + (KIQ)Q‘ (Al)

Nessa aproximacao, ao integrarmos nos momentos quarticos, usamos a férmula

m 1 ~ Lo Dm/YL(B—m/4), , 2\m/4—
/d T 2ak? L2 A" r(3) (m? = a®y"E0 (A2)

onde S, é a area da hiperesfera m-dimensional.

A.1 Caso Anisotrépico na Aproximacao Ortogonal

Lembrando que no caso anisotropico a dimensao critica é d. = 4 + m/2, o parametro de
expansao €y, nesse caso é definido por €, =4+ m/2 — d.

A primeira integral é o grafo de um loop da funcao de dois pontos

_ d—m m 1
fa= / S R P 5 e [Py S R [ G B R )
Com
a = (q+ PP+ [k+K)VP+1la=3+ k) +1lLas=ay=1, (A.4)

na equagao (4.170), integrando em ¢, a equagao (A.3) toma a forma

1 m  €r m € !
L==-5S_,'(2———-—=|T'|{ —4+ = d
2 QSd ( 4 2> (4 2)/0 e
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1
"k .
/ [(k2)2 + 20K2K2 + 2(1 — ) P2 + (K2)2 + 1m/4teL/?

(A.5)

Agora usando a equagao (A.2), usando parametros de Feynman, obtemos para I

L= ésd_msmr (2 - % - %)r(%)r(%) /01 de{z(1 — 2)[P* + (K™% + 1}/,
(A.6)

Expandindo as fungoes I' de acordo com a identidade
[(a+ bz) = T(a)[1 + bzyp(a) + O(x?)] (A.7)
e a equagao (4.172) podemos escrever I como

= 150nSul (2= 2 )0 () L (ihu-va) [ dofai-) P71}

€r
(A.8)
onde
. 1 m
[iolm =14+ = |Y(1) —=(2—— )|, (A.9)
2 4
e Y¥(z) = (d/dz)InT'(z). Agora absorvendo o fator angular
1 m m
by (e m)e(®) At
em uma redefinicdo da constante de acoplamento, como nas equagoes (2.100)- (2.103),
temos
1 1
b= [ (i = Der) [ defall = o)[PP 4 (K74 1), (A11)
€L 0

Assim no ponto de simetria S P, onde os momentos externos sao feitos nulos, temos

1 :
IQSP = IQ‘Pzz(K’2)2:O = 5[1 + ([lg]m — 1)€L]. (A]_Q)

Agora a préxima integral que calcularemos é o grafo de dois "loops"da funcao de dois

pontos
1
7+ (B2 Ul + (B2 + 1
1
{(en + @2+ P)2 + [(ky + ko + K22 + 1}

h:/wfw#WW%?

(A.13)
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De I, equagao (A.3), podemos escrever a integral I3 como

1
Iy = [ daidky L(q + P ki + K'). A4
3 /% Mgr g gt Bl (A.14)
Da equagao (A.11) podemos escrever I3 como
1 1
[3 - _[1 + ([ZQ]m — 1>€L] / dl'[x(l _ :E)]*GL/QX
€r, B

/d dfmdk,m ]'
O T {(q + P2 + (ks + K22 + m2}er?

onde m? = [z(1 — z)]~*. Agora usando parametros de Feynman, integrando em ¢y, ki,

(A.15)

e absorvendo o fator angular (A.10) em uma redefinicdo da constante de acoplamento

obtemos
1 1
Iy = ——1 11 4 il — 1)@]/ delz(l — 2)] /2 x
4€L 0
1
/ dyy* Hy(1 = y)[P? + (K?)*] + (m} — )y + 137" (A.16)
0
Assim, fazendo o mesmo como feito no calculo de I3 para a teoria ¢*, no ponto de simetria
temos
013 013 1 ( , 5 1
(— =_——3_ = —— (14 2lis)mer — 1 — e | — =1,
Poop? pr(rgeye—g  O(K)? | po_ gy 8er 4 8
(A.17)
onde a integral I é a mesma que a (2.106).
Consideremos agora o grafo de trés "loops"da funcao de dois pontos
1
Iy = [ dg{ ™dg§ " dgS ™ dk dky dk X
o= [ dut oy [+ &7+ 1lE + () + Ul + (W) + 1
1
{n+@+P)?+[(k1+k+K)PP+1H(@+ g+ P2+ (ks + ks + K22+ 1}
(A.18)
De I, equacao (A.3), podemos escrever a integral I3 como
Iy = [ dg&™dk™ (g + P, ky + K% A.19
= [ dat e aa + Pk + K (A.19)

Como no célculo de I5 para a teoria ¢* podemos escrever I5 como

Iy = 201+ 2] — 1)@]/0 defa(l — 2)] % x

€L
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/d d—mdkm 1
B T R (@ + PR [k + KPR+ m2)e
Utilizando agora parametros de Feynman, integrando em ¢; e ki, e absorvendo o fator

(A.20)

angular (A.10) em uma redefini¢do da constante de acoplamento obtemos

1 1
Is = 3e2 (1 + 3liglmer, — %@) /o dr[r(1 —2)] 7" x

1
|t = )P PP - Dy (A
0
Assim no ponto de simetria temos
0l 0l 1 < , 7 ) 1
IL = — = = —— | 143[ig|mer,——€r, | ——1, (A.22
b aPQ P2:(K12)2:0 a(K/2)2 P2:(K12)2:0 6€L [2] L 4 L 4€L ( )

onde a integral I é a mesma que a (2.106).

Finalmente calcularemos o grafo de dois "loops"da fungao de quatro pontos

1
I, = [ dg™dg§ ™ dk T dky" X
! / o TR TR+ PG ()2 + 1)
1
. A.23
(T 427+ [+ PP+ 1) 429
Usando I, equagao (A.3), podemos escrever [, como
1
I, = [ dgt™dk™ I(q1, k). A.24
1= [ g ) A2
De acordo com a equagao (A.11) podemos escrever I, como
1 1
Iy = —[1+ ([i2)m — Deg] / dxfz(1l — a:)]’eL/zx
€L 0
1
dg=mdk™ . A.25
e T 2

Usando agora parametros de Feynman, integrando em ¢, k1, e absorvendo o fator angular

(A.10) em uma redefinigdo da constante de acoplamento temos

1 1 1
Iy = 4—[1 + 2([g)m — 1)e] / drlz(l — CL’)]_EL/2/ dyy?~H(1 — y)[(m2 — D)y + 1] 7.
€r 0 0
(A.26)
Como vimos no capitulo 3, calculamos integrais desse tipo em [ ]|, 5j, assim obtemos
1 1 1
Iy = 4—[1 + 2([in)m — 1)eL] / dr[z(l — x)]_EL/Q/ dyy“t*71(1 —y). (A.27)
€r, 0 0

Portanto

1 , 3
I4 = E (1 + Q[ZQ]meL — §6L) . (A28)
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A.2 Caso Isotrépico na Aproximagao Ortogonal

No caso isotropico a dimensao critica é 8, assim temos d = m = 8 — e¢;,. Calcularemos
as integrais usando a Aproximacao Ortogonal.

A primeira integral a ser calculada é o grafo de um loop da func¢ao de dois pontos

m 1
b= [ O o R TR (4.29)
Com
ap = [(l{? -+ K/)2]2 + 1, a9 = (k2)2 + ]., ] = Qg = ]., (A?)O)

na equacao (4.170), integrando em k, temos que a equagao (A.29), depois de absorvermos
o fator angular S,, em uma redefinicao da constante de acoplamento, toma a forma
1 1 ! 1212 er/4
ILy=—(1-—¢, defz(1l —x)(K=)" + 1]+/7, (A.31)
CL 4 0
Com isso, no ponto de simetria obtemos

1 1
IQSP - IQl(K/2)2:0 = <1 - ZEL) . (ASZ)

€L

Agora calcularemos o grafo de dois "loops"da funcao de dois pontos

1
Iy = [ d™k,d™k . A.33
= [ R T TR TR (4-33)
De I5, equacao (A.29), podemos escrever a integral I3 como
1 1 ! 1

Ii=—(1-2= dalx(1 — 6L/4/dkm .

: ( 4“) | detett =) U TR T {0k + K2R 4 miZ)rt
(A.34)

Usando agora parametros de Feynman, integrando em k;, e absorvendo o fator angular

S, em uma redefinicao da constante de acoplamento obtemos

1 1 1 , _
Iy = -5~ | dafa(l-a)]"* / dyy =/ [y (1—y) (K™ +(m2 = 1)y+1]' /2. (A.35)
0 0

Fazendo o mesmo como feito no calculo de I5 para a teoria ¢*, no ponto de simetria temos

1 1 1 1
oLy = — (1 - —eL) S— (A.36)
(K'2)2=0 16€L 8 32

J——

a<K/2)2
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onde a integral I é a mesma que a (2.106).

Calcularemos agora o grafo de trés "loops"da funcao de dois pontos
L X
(k)% + 1][(k3)? + 1][(k3)% + 1]
1
{[(ky + ko + K22 + 1H{[(k1 + ks + K')?]2 + 1}
De I5, equacao (A.29), podemos escrever a integral I5 como

= i — le 1 rlx(l — )] "cL/? m 1
k“%(l 2L)A‘j[“ ) /d“[@az+uﬂ@1+K%ﬂ2+mﬁ%ﬂ'
(A.38)

Is = /dmkldmkgdmkg

(A.37)

Utilizando parametros de Feynman, integrando em ki, e absorvendo o fator angular .S,,

em uma redefinicao da constante de acoplamento, obtemos

1 1 B 1 - N
I == | defe(1-2)] EL/Q/ dyy ™ Hy(1—y) (K +(ms—1)y+1]' 7>/ (A.39)
LJo 0
Entao no ponto de simetria temos
0l5 1 1 1
Il = =———|1-= ——1 A .40
ST KR ey 1262 ( 8€L) 16¢, (A.40)

onde a integral / ¢ a mesma que a (2.106).

E por tltimo calcularemos o grafo de dois "loops"da funcao de quatro pontos

m 1
h_/%“%K%P+WMW+Hmh+MW+H'

De acordo com a equagao (A.11) podemos escrever I; como

—l —16 1 xlr(1—x)] L/t m 1
A‘QOM>Ad[“>] | G e A

Usando agora parametros de Feynman, integrando em ki, e absorvendo o fator angular

(A.41)

S em uma redefinicao da constante de acoplamento temos

1 1 1 1
Ij=—|(1—=¢ / dx[x(l—x)]_eLM/ dyy /(1 —gy)[(m2 — 1)y +1]7L/2. (A.43)
Calculamos essa integral em [ || ;f)/ ? ¢ resultando em
1 1 1 1
Ij=—|1-z¢ / defz(1 — m)]GLM/ dyy /411 —y). (A.44)
8€L 2 0 0

Fazendo uso da equagao (4.214) obtemos

1 1
L= —(1—=¢). A 45
4 2e%< 4“) (A-45)
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A.3 Caso Isotréopico - Exato

Como no caso isotropico temos apenas uma escala de momento, podemos calcular as

integrais exatamente. Neste calculo usamos sempre para cada propagador a identidade
(K*)? + 1= (K +i)(k* —i). (A.46)

Assim podemos escrever a integral de um loop da fun¢ao de dois pontos

= [ T T D
Usando parametros de Feynman podemos escrever I, como
Lt 1
I, = /0 /0 d;z:dy/dmk(k2 TR 1 im2)e (A.48)
onde
mi =2z —1,m)=2y— 1. (A.49)

Usando parametros de Feynman e integrando em k, tendo absorvido o fator angular S,

em uma redefinicdo da constante de acoplamento, temos

11 1 11
I, = 0 <1 - EEL) / dzz(1—z) / / drdy[z(1 — 2) K™ + 2ix(1 — 2) 4 2iyz — i] "L/,
0 o Jo

o (A.50)

Com isso, no ponto de simetria obtemos

6 11 ! Lot , , e/
xe—o = — (1= 56 / dzz(1 — z)/ / drxdy(2iz(1l — 2) + 2iyz — @] L/~
A51

Lsp =1

Calculando as integrais paramétricas e fazendo e, = 0 nas poténcias de ¢ podemos escrever

1 1
IQSP = — (1 - —€L> . (A52)

€r, 4
A integral de dois "loops"da funcao de dois pontos é

1
(k)% + 1][(k3)* + 1{[(kx + k2 + K7)?]? + 1}
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De I5, equagao (A.50), podemos escrever a integral I3 como

6 1 1 1 1 1
Iy = — (1 — —eL) / dz[z(1 — z)]leL/Q/ / dxdy/ dt x
€1, 12 0 o Jo 0

1
iy Ab4
/ V(K2 +im2)?[(ky + K')? + im2]e /2 (A.54)
onde
2x(1 — 2uz — 1
m? =2t —1,m? = vl —2) +2yz (A.55)

Com o uso de parametros de Feynman, integrando em k;, e absorvendo o fator angular

S, em uma redefinicao da constante de acoplamento obtemos

9 1 1 11 1
Iy = — (1 — —EL) / dz[z(1 — Z)]I_EL/2/ / dxdy/ dt x
2 3 0 o Jo 0

1
/ dun > u(1l — w) K™ 4 i(m? — m?)u + im?]* . (A.56)
0

2
Agora, fazemos o mesmo como feito no calculo de I5 para a teoria ¢*, no ponto de simetria

podemos escrever

0l
- OK”

7 5 (1 - ZEL) o (A57)

Wy 80er 120 2

onde a integral H ¢é a integral

1 11 opl 1
H :/ dzz(1 — z)/ / / dxdydt/ duu(1 — u)®x
0 o Jo Jo 0

. { {21:(1 —Z(zl)jj)yz —1

—2t+1]u+2t—1}. (A.58)
Calcularemos agora o grafo de trés "loops"da funcao de dois pontos

1
(R + 1[(R2)? + ()2 + 1]

1
{[(ky + ko + K22 + 1H{[(k1 + ks + K')?]2 + 1}

De I, equagao (A.50), podemos escrever a integral I5 como

6 11 1 1 1
Ir=—(1-—¢ / dz[z(1 — z)]leL/ / dxdyx
€7 6 0 0 Jo

I; = /dmkldmkgdmkg

(A.59)
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/dk;m !
(F + im? )Pk + K72+ m]ee”
2 2

onde m; e m: sao as constantes da equagao (A.55). Utilizando agora pardmetros de

(A.60)

Feynman, integrando em ki, e absorvendo o fator angular .S,, em uma redefinicao da

constante de acoplamento, temos

I5—662(1——6L>/dz 1—216L///dxdydt
L

1
/ duu= (1 — u)[u(l — u) K™ +i(m? — m?)u + im?2)?~3¢/2, (A.61)
0
Assim no ponto de simetria temos

oI5

5= 35

1 13 9
(i) e

oo 2062 15 L
onde a integral H ¢ a mesma que a (A.58).

E por fim calcularemos o grafo de dois "loops"da funcao de quatro pontos

1

Ii= [ dky'dks’ . A.63
4 / 1 2 [(k%)Q + 1]2[(%%)2 + 1]{[(/€1 —I—]€2)2]2 + 1} ( )
Com a equagao (A.50) podemos escrever I, como
I'4 11
]4:6() 1——ep /dZ 6L/2//dxdy/dzftl—t

€L, 12

dky" A.64

/ ! (k% + im?)* (k2+2m2)€L/2’ (A.64)

onde m? e m?

sao as constantes da equagao (A.55). Usando agora parametros de Feyn-
man, integrando em ky, e absorvendo o fator angular S,,, em uma redefinigao da constante

de acoplamento obtemos

11 1 1
/ / dxdy/ dtt(1 — t)/ dunt?7 (1 — u)3[(m? — mP)u +m?] . (A.65)
0 Jo 0 0

Fazendo ¢, = 0 na poténcia de i na equagao acima e a calculando em [ ][, 5§ temos

L= (1 _ EEL) re }(%:—L))F(EL) /0 dafa(1 — o)
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dedy | dtt(1—t)(2t — 1) | duut/?>71(1 — ). (A.66)
[ g

Fazendo uso da equagao (4.214) obtemos

1 7
Li=—(1-"L¢ ). A
4 261( 12€L> (A.67)



APENDICE B

Calculo de integrais: Pontos de Lifshitz

arbitrarios

B.1 Caso Anisotrépico na Aproximacao Ortogonal

L
No caso anisotropico a dimensao critica é 4 + Z[(n — 1)/n]m,,. Para n geral temos
n=2
1 1 L(mp/20)0(8 —m,/2n), 5 5 _
dmk ~ g n n —a?)m™ /=8 (B.1
/ [(k2)" + 2ak" + m2P — 2n°™ r(3) (" =a’) (B

onde S, ¢ a area da hiperesfera m,,-dimensional. Na aproximagcao ortogonal generalizada

fazemos
[(k+ K')?" = [(k 4+ K')"]? = [k" + K™ = (k)" + 2k" K™ + (K™)". (B.2)

A integral de um loop da funcao de dois pontos é

L
L - 1
T ¢+ Z(k(Qn))n +1
n=2
1
7 . (B.3)
{(q + P2+ (ki) + K{p)?" + 1}
n=2
Usando parametros de Feynman podemos escrever a integral /o como
1 . L L
0 n=2 n=2
L —2
o3k + K2 = (27} +1) (B.4)
n=2
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Agora integrando nos momentos ¢, ks,..., k1, obtemos

I = 2[4 (hony — 1)es] /Oldx{ (1—2) {PMZ KP2) ] +1}_EL/2, (B.5)

€L

usamos a equagao (A.7) e onde absorvemos o fator angular

dzﬁgmn)H SmnF< )F<2—§;?—;) (B.6)

em uma redefinicdo da constante de acoplamento, como nas equagoes (2.100)-(2.103). A

constante h,,, ¢ dada por
1 " om
e (z) = (d/dz)InT'(2). No ponto de simetria SP, onde todos os momentos externos sao

feitos nulos, temos

1
lrsp = IQ}P2:(K/2)2:W(K/2)L =0 €L [1 + (h - 1)€L]' (BS)

A préxima integral é o grafo de dois "loops"da funcao de dois pontos

L L
L L 1
Iy = / d Rz g d R gy [ [ d™ ko) | [ d™ kg
n=2 n=2
(11 + § kl(n

1
L I (B.9)
B+ (k)" + 1| [(@n+ a2+ P+ (ki) + ko) + K{py)?" +1
n=2 n=2
Podemos escrever I3 em termos de I, equacao (B.5), como
1 ! L L
= {1+ (o, — Der) [ dafolt = )] 4/ [ @t heemg, TLdm b
€L 0 n=2
1
(B.10)

L
g + Z(kf(n))” +1
n=2
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onde m? = [z(1 — x)]"!. Integrando agora em ¢y, ki,..., kr, e absorvendo o fator angular

(B.6) em uma redefini¢do da constante de acoplamento temos

1
I3 = —L[l + (2hy, — 1)6L]/ dr[z(1 — x)]7/?x
4€L 0

/01 dnyL/Q_l{y(l —y) {PQ + ;(K”)"} +(m2 = 1)y + 1}1_6L. (B.11)

Agora obtemos

Ol . on
Sop P2=_(K"?)L=0 O | par gy (xyr—g
1 5 1
———(1+2n, -2 ) --1, B.12
seL( + 2R, 4EL) 8 (B.12)

onde a integral I é a mesma que a (2.106).

A integral de trés "loops"da funcao de dois pontos é

L L L
L L L

Is = /dd_z"2 7 gy A= T g d =2 T g H d"™" k1) H d"™" ko) H d™" k3(n) X

n=2 n=2 n=2

1

L
g5 + Z(kg(n))n +1
n=2

1

X

L

@ + Z(’fg(n))n +1
n=2

L
gr + Y (k)" +1
n=2

X

L
(@ + @+ P)* + Z[(kl(n) + ko) + K(y)?]" +1

n=2

1

~ (B.13)

(1 + a5+ P)* + Z[(kl(n) + k) + K" + 1

n=2

Agora escrevemos I5 em termos de I, equagao (B.5), como

1 1 L
[5 = —2[1 =+ Q(th — 1>€L]/ dl’[ﬂ:(l _ :C)]*GL/Q / dd*Zﬁ:Q mnql H dmnkl(n)
0 n=2

€L

1

- - (B.14)

(n + P)* + Z[(k?l(n) + K{(,)°)" 4+ m}

n=2

2
@ + Z(k%(n))n +1
n=2
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Integrando em ¢y, ki,..., k, e absorvendo o fator angular (B.6) em uma redefini¢ao da

constante de acoplamento obtemos para [5

I = —%[1 4 3(hm, — 1)er] (1 + %) /01 dzfz(l — )] x

1—3€L/2

/01 dnyLl{y(l ) {PZ + ;(K”)”} +(m? — 1)y + 1} , (B.15)

Assim obtemos

P )
PP o mpmg OB o emp ey
1 7 1
=143k, —~er ) — —1, B.16
6%( ol 4EL> dey (B-16)

onde a integral / é a mesma que a (2.106).

Por dltimo calcularemos a integral de dois "loops"da fungao de quatro pontos

L L
d— L, My, d— L, mn Mn M, 1
L= / R s | A | GRS Sx
léﬁ + Z(k%(n))n +1
n=2
1
- - (B.17)
G+ (K" + 1] (@ + @)+ (ki) + ko)™ +1
n=2 n=2
Escrevendo I; em termos de I, equagao (B.5), como
1 ! r L L
Iy = —[1+ (hy, — 1er] / dzfz(1 — x)) 7/ / dt 2=z gy d 2= gy TT d™ ey
€r 0 n=2
1
- g - — (B.18)
qi + Z(k%(n))n +1] g+ Z(kf(n))" +m;
n=2 n=2

Integrando em ¢y, k1,..., k, e absorvendo o fator angular (B.6) em uma redefini¢ao da

constante de acoplamento obtemos

L= 14 2(h, — Der) / dafr(1 — x)] /2 / dyy 21 (1 — y)[(m? — L)y + 1],

B 4€L
(B.19)
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Calculando a integral acima em [(m2 — 1)y + 1]7“¢|,_o = 1 podemos escrever I, como

Iy = é[l +2(hyny, — 1)eL]/0 dafa(l ~ w)]_qﬂ/o dyy ">} (1 —y) (B.20)

onde obtemos apos a integracao

1

3
]4 = E (1 + thLEL — §€L) . (B21)

B.2 Caso Isotréopico na Aproximagao Ortogonal

No caso isotropico a dimensao critica é 4n. Calcularemos as integrais usando a apro-
ximagao ortogonal generalizada.

A primeira integral a ser calculada é o grafo de um loop da fun¢ao de dois pontos

1

b= [ & R TR T (B.22)

Usando parametros de Feynman, integrando e absorvendo o fator angular S, em uma

redefinicao da constante de acoplamento, podemos escrever I como

I = 1 (1 — ien) /01 dr[z(1 — x)(K™?)" 4 1]/ (B.23)

€n 2n

Com isso, no ponto de simetria obtemos

1 1
Irsp = 12|(K,2)n:0 = ; (1 - %En) (B.24)

A préxima integral é o grafo de dois "loops"da funcao de dois pontos

1

[(&2) + 1[(k2)" + 1{[(ks + k2 + K27 + 1} (B.25)

I3 = /dm”kldm”kg

Podemos escrever I3 em termos de I, equacao (B.23), como

—l —ie 1 zlz(l — )]~/ Mn 1
b= (1 e [ ot fa -+ I + KPP+ e
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Agora usando parametros de Feynman, integrando em k; e absorvendo o fator angular

Sm, em uma redefinicao da constante de acoplamento obtemos para I3

1 1
I3 = — / dxfz(1 — x)]_e"m/ dyy™* My (1 — y)(K™)™ + (m2 — L)y + 1)/,
0 0

(B.27)

4dne,

Assim obtemos

[/ . 8[3
3 a(KIQ)n

__ 1 (1 _ Len) 1y (B.28)

(K72)n—0 8ne, 4n 8n2"’
onde a integral I ¢ a mesma que a (2.106).
O grafo de trés "loops"da dungao de dois pontos é
1
]5 = /dmnkldmnk’gdmnkg X
(k7)™ + 1[(k3)" + (k3" + 1]
1
{[(k1 + ko + K2 + TH{[(K1 + ks + K" + 1}

Podemos escrever I5 através de Iy, equagao (B.23), como

—l —le 1 2lz(1 — z)] /" Mn 1
=g (1 ) [ daos e fas R+ 1T + K+ s

(B.29)

Usando parametros de Feynman, integrando em k; e absorvendo o fator angular S, em

uma redefini¢ao da constante de acoplamento temos

1 1 1
I; = —3—2/ dxz(1 — :6)]6"/”/ dyy " y(1 — y) (K" + (m2 — L)y + 1] 5/,
ne, Jo 0

(B.31)
Assim obtemos para I}
0I5 1 1 1

=20 _ 1— —€,) — ——1I, B.32
P Q(K”?)n (K"2yn=0 6nei( in ) 4nZe,, (B32)

onde a integral I é a mesma que a (2.106).

Agora calcularemos o grafo de dois "loops"da funcao de quatro pontos
1

Iy = /dkm"dkm" . B.33
) G R e R ey O

De I, equagao (B.23), podemos escrever I, como

L= é(1 - %eﬂ) /01 dafz(1 — )] /2" / R 1]2{(161@” oy (B3
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Agora usando parametros de Feynman, integrando em k; e absorvendo o fator angular

S, em uma redefinicao da constante de acoplamento obtemos

1= 1(Lfﬂ)AﬁwmwaW%AEwww%erm&4w+uﬂm
(B.35)

Calculando essa integral em [(m?2 — 1)y + 1]7/"|,_o, temos

1 1 1 1
I, = (1 - —€n> / drlz(l — m)]_e"/%/ dyy=/> 11 — y). (B.36)
0 0

Com isso obtemos

L—-L (1 - inen) (B.37)

B.3 Caso Isotrépico - Exato

A integral de dois "loops"da funcao de dois pontos é

1

(2 + 1108)" + ([0 + bz + KV + 13 (B.38)

I3 = /dmkldmkg

Da equagao (4.181) e de I, equagao (4.184), podemos escrever a integral I3 como

I'(2n)L(n 1 1 !
I3 = ( 6) (n) [1_§enw(1)—§enw(2n)] /0 drydzozy...dr, 2" Tdyidysys...dy, 1y~ 2 X
dzidzazy...dzy_1 207 2dE[t(1 — t)"71e/2 [ akm !
1 2/2 - Uon—1<,_1 1 (k%‘i‘mgn_l)"[(/ﬁ +K,)2+m?]en/2>
(B.39)
onde
m2, = (m2,_, + a1z — Fasa, (B.40)
B X 1 t Tn—1
mp = P~ M JUE (B.41)

t1—t)

Agora usando parametros de Feynman, integrando em k;, usando identidade

T(—n+6,) = (=L [i+ (1+1+...++%—7)] (B.42)

n! e, 2
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onde a contante v = 0.5772157... é a contante de Euler-Mascheroni e absorvendo o fator

angular 5, em uma redefinicao da constante de acoplamento obtemos

—1)"T'(2n)? "1 !
3 = w [1 —Y(2n)e, + €, pz:; ; — fyen] /0 dafldxgscg...d:z;n,lxz:fx

A (1= u) " fu(l — w)K? 4 (m? 2 Jutm? ] (B.43)

Zn— 1

Assim no ponto de semetria obtemos

oI, (—1)”F(2n)2 3 122 1
I — = SRV LE LD S L
37 9K n P AT(n + DT (3n)e, 46 26 —p + 26 pZ:; +
I'(2n)?
Cqyen L@ B.44
(=1 4r(n+1)‘]’ .

onde usamos a identidade [77]

e O (ORI

onde B ¢é a funcao Beta de Euler e a integral J, é dada por

1
J, = / dridzozy...dr, 2" Tdyidysys. .. Ay, 1y 2dzdzozo. .. dz, 1 20 FdE[H(1 — )] X
0

m? —m? t 4+ m?
du(l —u)*"1n { [( s t(f"lt)) Znl mgnl] u+ mﬁnl}. (B.46)

Agora a integral de trés "loops"da funcao de dois pontos é

1
[ + 1[(2)" + U[(R)" + {[(kr + ko + K2 + 1}

Iy = /dmkldmkg

1
{[(k1 + ks + K")?|" + 1}

Através da equagao (4.181) e de I, equacao (4.184), podemos escrever a integral I5 como

(B.47)

I'(2n)I'(n)

2
€n

1
Is = 1+ Y(1)e, —¥(2n)e,) / dxldwﬁg...dwn_lx:;:fdyldygyg...dyn_lyg:f><
0
1

B.48
0 il + e (O

dzidzezy...dzy 12" 2dt[t(1 — )]t /dk{”
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onde m?2 e mj sdo os mesmos fatores que os (B.40) e (B.41), respectivamente. Novamente
usando parametros de Feynman, integrando em &y, usando identidade (B.42) e absorvendo

o fator angular S, em uma redefinicao da constante de acoplamento temos

—1)"T(2n)? 3 3 «—1 3 !
(=1)"T'(2n) 1— —1/1(271)6”—1——6”2— — —yen]/ dridzoxy...dr, 2" Tx
0

Iy=~t
T 3M(n+1)e 2 2 2

p=1

dyrdyaya...dy, 1y tdzidzozy.. . dz, 12" Td[t(1 — )] x

duu™ M1 — w)" Hu(l — w)K”? + (mj —m2_Ju+m? Jrsen/2, (B.49)
Agora no ponto de semetria obtemos
I (—1)"T(2n)? { 1 ey L — 1]
IL=—> = 1—€,— €, - en - -
P OK? | ey 30(n+ 1)I(3n)e2 Z pz; D Zp
I'(2n)?
(=)L) (B.50)

30(n+1),
onde novamente usamos as identidades (B.42) e (B.45) e a integral J,, é a mesma que a

(B.46).
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