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Resumo

Nesta dissertagdo estudamos o modelo de Hubbard estendido na cadeia AB2. O hamil-
toniano do modelo contém um termo cinético, parametrizado por #, e dois termos de repulsdao
coulombiana, U (intra-sitio) e V' (inter-sitio). Considerando uma simetria de troca local peculiar
desta cadeia, bem como simetrias globais do hamiltoniano de Hubbard, utilizamos o método
numérico do grupo de renormalizacdo da matriz densidade com condicdes de contorno abertas
e nimero de estados maximo, M = 200, focalizando nossos esforcos na determinagdo do estado
fundamental do sistema. Obtivemos o diagrama de fases produzido pela competi¢cdo entre U e
V em condi¢des de semi-preenchimento de banda, um elétron por sitio. Confrontamos nossos
resultados, obtidos para um sistema de vinte e quatro células, com aqueles obtidos pelo método
de diagonalizacdo exata para um sistema com seis células. Foram identificadas trés regides
relevantes: para V < U/4 encontramos uma fase ferrimagnética, que é uma continuagdo da
fase encontrada em V = 0, a qual se enquadra no conhecido teorema de Lieb; para V > U /4,
foram caracterizadas regides de separacdo de fases com a coexisténcia de uma regido isolante
(paramagnética) e metdlica (ferromagnética), e uma fase reminiscente daquela encontrada para
U = 0. A caracterizacdo das regides foi realizada através da medida dos perfis de carga e de

spin, bem como pelo estudo da energia em funcio dos parametros do modelo.

Palavras-chave: Ferrimagnetismo, Separaciao de Fases, Ferromagnetismo, Modelo de Hub-

bard Estendido, Grupo de Renormalizagdo da Matriz Densidade.
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Abstract

In this dissertation we study the extended Hubbard model in the AB2 chain. The model
hamiltonian contains a kinetic term, parameterized by ¢, and two terms of coulomb repulsion, U
(intra-site) and V (inter-site). Considering a peculiar local exchange symmetry of the chain, as
well as global symmetries of the Hubbard hamiltonian, we have applied the numerical method
of density matrix renormalization group with open boundary conditions, focusing our efforts
on determining the fundamental state of the system. We obtained the phase diagram produced
by the competition between U and V at half filling, one electron per site. We compare our
results, obtained for a system of twenty-four cells, with those obtained by the method of exact
diagonalization for a system with six cells. We identified three relevant regions: for V < U /4
we find a ferrimagnetic state, which is a continuation of the phase found at V = 0, which fits in
the well known Lieb’s theorem; for V = U /4, were characterized regions of phase separation
with the coexistence of insulator (and paramagnetic) and metal (and ferromagnetic) regions,
and a phase reminiscent of that found for U = 0. The characterization of the regions was
carried out by the measure of the charge and spin profiles, as well as with the study of the

energy as a function of the model parameters.

Keywords: Ferrimagnetism, Phase Separation, Ferromagnetism, Extended Hubbard Model,

Density Matrix Renormalization Group.
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CAPITULO 1

Introducao

Hé mais de duas décadas tem sido feita uma grande quantidade de trabalhos cientificos com
objetivo de estudar sistemas eletronicos fortemente correlacionados em materiais de baixa di-
mensionalidade, tipicamente compostos de metais de transi¢do em estruturas bidimensionais e
unidimensionais. Na maioria dos casos, cadeias e planos de ions magnéticos sdo encontrados
em sdlidos tridimensionais, dispostos espacialmente de forma tal que podemos desprezar aco-
plamentos entre planos ou cadeias. Uma classe de sistemas dessa natureza sao 0os compostos
ferrimagnéticos quase-unidimensionais recentemente sintetizados em laboratorio (vide Figs.

I.1e1.2).

(@) 2, (b (©

Figura 1.1 Em (a) apresentamos um esquema visual do composto ferrimagético organico PNNBNO.
Em (b) mostramos os acoplamentos ferromagnéticos (para 4tomos numa mesma subrede) e antiferro-
magnéticos (entre 4tomos de subredes diferentes) e em (c) destacamos o spin total de cada subrede.

Em geral, esses tipos de sistemas apresentam redes bipartidas e exibem ferromagnetismo
nao-saturado devido a acoplamentos antiferromagnéticos entre suas sub-redes. Em consequé-
cia, temos as ordens ferromagnética e antiferromagnética de longo alcance. Duas classes prin-
cipais de compostos ferrimagnéticos sao conhecidas; na primeira delas, o nimero de sitios

magnéticos € o0 mesmo nas duas sub-redes e seu momento magnético resultante surge devido a



CAPITULO 1 INTRODUCAO 2

Figura 1.2 Composto Inorganico. Em (a) apresentamos um esquema visual do composto ferrimagné-
tico inorganico A3Cu3(P0O4)4 com A = Ca, Sr, Pb e em (b) destacamos a projecio do composto no plano
b xc.

spins de magnitude distintas em sub-redes diferentes. Exemplos deste tipo de cadeias sdo as bi-
metdlicas NiCu e MnCu. No composto NiCu(Pba)(H>0O)32H,0O, os ions de Cu?* com (S= %)
e de Ni>* com (S = 1) sdo dispostos alternadamente numa linha (cadeia spin — 1 /spin — 1,

vide Fig. 1.3).

¢ o o b .
* o o .
S=1/2

Figura 1.3 Cadeia bimetalica NiCu.

Na segunda classe de sistemas ferrimagnéticos os spins dos sitios sdo 0s mesmos em ambas
as subredes, todavia a topologia da célula unitdria faz com que o estado fundamental tenha
magnetiza¢do nao-nula. Cadeias ferrimagnéticas desta natureza sdo observadas em compostos
de diversas familias, entre as quais destacamos a de férmula quimica A3Cu3(PO4)4 apresentada
na Fig. 1.2 (Ref. [4,5]). Esses compostos exibem linhas constituidas de aglomerados de trés

ions magnéticos (trimeros) interagindo antiferromagneticamente (vide Fig. 1.4).



CAPITULO 1 INTRODUCAO 3

S=1/2

Figura 1.4 Ilustracdo do estado ferrimagnético a&tomos no composto AzCu3(POy)4.

Neste trabalho, nosso objetivo € estudar o modelo de Hubbard estendido na cadeia AB2 cuja
topologia € vantajosa para descricdo das propriedades fisicas deste tipo de cadeia ferrimagné-
tica. Contudo, devido a vastidao do tema, vamos nos reter a condi¢do de semipreenchimento
da banda e caracterizar nossos resultados num especifico subespaco do espago de Hilbert do
sistema.

No Capitulo 2 desta dissertacdo apresentamos o modelo de Hubbard; descreveremos seus
termos e alguns resultados gerais tais como os teoremas de Lieb (Teo. 2.4), e o de Lieb-Mattis
(Teo. 2.1) para o estado fundamental. Em seguida apresentamos e discutimos os principais
resultados obtidos na Ref. [1], calculadas através de diagonalizagcdo exata para as cadeias li-
near e AB2 em condic¢ao de semipreenchimento, para compararmos posteriormente com nossos
resultados. No Capitulo 4, discutiremos as simetrias gerais do modelo de Hubbard e estuda-
remos a simetria de paridade das células da cadeia AB2 com o objetivo de definir o subespago
do espaco de Hilbert do sistema com o qual trabalharemos. No Capitulo 5, apresentamos e
discutiremos as etapas do algoritmo do DMRG (da literatura inglesa, Density Matriz Renorma-
lization Group) para obtencao do estado fundamental do sistema. No Capitulo 6, apresentamos
e discutimos nossos resultados e nos apéndices apresentamos as idéias principais de teoria de

grupo e as aplicamos para o caso em particular para dimero.



CAPITULO 2

O Modelo de Hubbard

2.1 O Modelo de Hubbard

Quando atomos de um metal sdo agrupados para formarem um sélido (Fig. 2.1), elétrons
da sua ultima camada (Fig. 2.2) tornam-se itinerantes, ou seja, a probabilidade de encontra-
los em qualquer sitio € praticamente a mesma (metais de bandas s ou p), enquanto aqueles
elétrons que estdo nas camadas mais internas tendem a manter-se localizados em seu sitio
atdomico original. Se nos concentrarmos em descrever apenas aspectos fisicos de baixa energia
do sistema, podemos entdo levar em consideracdo apenas elétrons que estejam nos orbitais
mais externos de cada dtomo. Apesar da representacdo em termos de orbitais, as possiveis
superposicoes de orbitais de energias similares levam a hibridizacao destes e a possibilidade de
tunelamento ou intinerancia. Em outras palavras, os elétrons adquirem probabilidade nao nula
de serem encontrados intinerando de um sitio atdmico para outros proximos a este.

Em uma modelagem simples para metais de banda estreita (tipo d, por exemplo), para des-
crevermos sistemas semelhantes ao descrito acima, pensamos em modelos de redes compostas
por sitios localizados (Fig. 2.3), com elétrons a eles associados (ocupagao zero, um ou dois elé-
trons) e que seja permitida a itinerancia destes de um sitio para outro préximo com amplitude
de probabilidade bem definida (integral de hopping).

O modelo de Hubbard [6, 7] para elétrons de uma banda de valéncia ndo degenerada € o

modelo mais simples usado no estudo de sistemas eletronicos fortemente correlacionados:

H=Y uj(chcjo+ciscic) +UY niny, (2.1)

i<j.c i
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Figura 2.1 Representagdo esquematica obtida da Ref. [7] para atomos formando um sélido. Seus elé-
trons da camada mais externas se tornam itinerantes, enquanto os elétrons das camadas mais internas

permanecem presos ao dtomo de origem.

Figura 2.2 Representacio esquemadtica de tinico 4tomo, obtida Ref. da [7].

onde, o operador njg = c;g cic representa o operador nimero de ocupacdo de elétrons com
componente z do spin dada por 6 (6 =1,]) no sitio i, o operador ci. (ci) € o operador de
criacdo (aniquilacdo) de um elétron com componente z do spin definida por ¢ no sitio i.

O primeiro termo do hamiltoniano de Hubbard refere-se ao termo de energia cinética (¢;;
¢ a amplitude de hopping (saltos)) que estd relacionado com a amplitude de probabilidade do
elétron no sitio i tunelar para o sitio j da cadeia.

Por se tratarem de operadores fermionicos, os operadores cjy, € c;.rﬁ obedecem as relacdes

de anticomutacao:

{ciaclgt = 8ijup,

{Ciaach} = 0. (22)

Desta forma, os quatro possiveis estados do modelo de Hubbard para um dnico sitio sdo aqueles

Figura 2.3 Modelo de rede para 4tomos com Orbita mais externa nao degenerada, tomados como sitios
com populagdo eletronica e itinerancia (cadeia linear).
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mostrados na Tabela 2.1, onde

1
S; = 5 (mip —niy). (2.3)

l

No segundo termo do hamiltoniano de Hubbard, U representa o termo de repulsdo coulombiana

Tabela 2.1 Estados do modelo para uma rede unitdria.

Estado n; | S
lvdcuo) =10) | 0| O
¢;+10) 1|7
C;,rl 0) Ll
CZFTCZFl 0) |2]0

local (intra-sitio) em segunda quantizacdo (considerando-se apenas orbitais ndo-degenerados
s). Devido a sua forma, fica evidente que o termo de Coulomb obedece ao principio de exclusio

de Pauli pois relaciona particulas com componentes z de spin opostos.

2.2 Limites do modelo de Hubbard

Para (U /t) >> 1 (forte acoplamento), as fun¢des de onda dos elétrons do sistema se tornam

bem localizadas e o nimero médio de dupla ocupacao,

(d) = }V ) (di) = ]%, Y (nignig), (2.4)
i€A i€A
onde A representa o conjunto dos sitios de uma rede qualquer e N, seu nimero de sitios, €
desprezivel.
Admitindo-se amplitudes de hopping uniformes, tais que #;; = —f para i € j primeiros-

vizinhos e 0 em caso contrario, pode-se mostrar, através de teoria de perturbacdo de segunda

ordem, que para U >t o hamiltoniano de Hubbard é representado efetivamente pelo hamilto-
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niano t —J [8,9]:

- — 1
Hyy = —t Z (5;85/'0 +5;'Lc€i6> +JZ( Si-§j— Zninj), (2.5)
(ij)o (i)
onde
— 1
S i = ZBC?&EE:XBCIB (26)
o

é o operador de spin para o elétron no sitio i, 6 sdo as matrizes de Pauli (¢’ = [6*,6”,6%]),
J= % e o simbolo (i, j) no primeiro somatdrio significa que a soma deve ser realizada apenas
para sitios i e j primeiros-vizinhos, com cada par sendo considerado uma unica vez. Neste
regime, U > 1, os estados que devemos considerar sdo aqueles em que (d;) = 0 para qualquer
sitio i da rede. O novo operador de criagdo (aniquilagdo) que aparece na equacdo que define

o modelo t —J (Eq. 2.5) ndo permite a criacdo (aniquilacdo) de um elétron em sitios que ja

contenha um elétron cuja componente z de spin seja a mesma,

5?(; = Cgts(l —ni—¢)e(Cic) = (1 —ni—c)cis- 2.7)

No caso especifico de semipreenchimeno da banda (um elétron por sitio), o hamiltoniano

de Hubbard se reduz ao conhecido hamiltoniano de Heisenberg:

- —
Hyeis = JZ Si-§; (2.8)
(i)
Para (U/t) << 1 (acoplamento fraco) o sistema é aproximadamente descrito pela aproximagao

tight-binding / Hartree-Fock.
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2.3 Teoremas Sobre o Estado Fundamental do Modelo de Hubbard

Nesta secdo nds explicitaremos alguns resultados rigorosos conhecidos para o modelo de
Hubbard. O foco serd nas propriedades magnéticas do seu estado fundamental, isto €, tempera-
tura nula. Quando queremos discutir o magnetismo de um sistema, um dos objetivos principais
€ a determinacdo do spin total do estado fundamental. Se este cresce proporcionalmente ao
numero de sitios N da rede (extensivo) dizemos que o sistema € ferromagnético de uma forma

geral. Se o spin total S do estado fundamental coincidir com o maximo valor possivel S,;:

, se O0<N,<N, (2.9)

Smdx =

SE

ou

Ne
2

Smax = (=2) =N, se N<N,<2N, (2.10)

dizemos que o sistema exibe ferromagnetismo saturado.

Definicao 2.3.1. (A mais baixa energia para cada valor de S). Fixemos o nimero de elétrons, tal
que S=0,1,---, 84 (ouS = %, %, -+ ,Smax). Denotaremos E, . (S) a mais baixa energia cujos
estados satisfazem que N,® = N,® e (§?® = §(S+ 1)®). Dizer que nosso sistema exibe ferro-
magnetismo saturado equivale a dizermos que E, ; (S) > E, ¢ (Simqx), para todo valor possivel
S.

Se o spin total for o menor possivel, S = 0, ou § = 1/2, temos duas possibilidades: para-

magnetismo ou antiferromagnetismo. No primeiro caso nao existe ordem de longo alcance; no

segundo, os spins possuem um ordenamento tipo Néel.
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Agora explicitaremos alguns teoremas que demonstram que o modelo de Hubbard nao exibe
ordem de longo alcance em certas condicdes. Estes teoremas se referem exatamente ao spin
total do estado fundamental. O primeiro teorema € o de Lieb-Mattis [10]. A sua conseqiiéncia
mais importante é a impossibilidade de cadeias lineares apresentarem ferromagnetismo (or-
dem de longo alcance) quando se é permitido apenas hopping entre sitios atdbmicos que sejam

primeiros vizinhos.

Teorema 2.1. (Teorema de Lieb-Mattis para cadeia linear) Considere o modelo de Hubbard
numa cadeia linear A com condi¢des de contorno abertas. NGs assumiremos que os elementos
da matriz de hopping T satisfazem as relacdes; |t;j| < e parai = j, 0 < |f;j| < eo quando |i — j]|
= 1, e € nulo para os demais casos. NOs assumiremos também que U; < oo para qualquer i

pertencente a A. Entdo a quantidade E, . (S) satisfaz a desigualdade,

E

min(

S)<E

min(

S+1) @11

para qualquer S, tal que, S =0,1,...,5,45c — 1 ou S = %,%,...,Smdx— 1.

Em outras palavras, o teorema € vélido para sistemas que possuam hopping exclusivamente
entre primeiros-vizinhos, incluindo os casos em que a interacdo coulombiana seja nao- homo-
génea ao longo da cadeia. Como consequéncia do teorema de Lieb-Mattis, em qualquer regime
do modelo de Hubbard unidimensional, que satisfaca as condicdes inerentes do teorema, o spin
total do estado fundamental serd: S = 0 se N, for par ou S = % se N, for impar. Contudo, este
fato ndo implica que o estado fundamental do sistema exibird caracteristicas paramagnéticas; a
Unica afirmacdo que podemos fazer é que este ndo exibird caracteristicas ferromagnéticas.

Apesar do teorema ndo se aplicar a condi¢des de contorno periddicas, € razodvel pensar-
mos que as condi¢des de contorno ndo modifiquem as caracteristicas fisicas fundamentais do

sistema.
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Se permitirmos hopping para sitios que ndo sejam primeiros vizinhos, a situacdo muda
completamente, pois além das condi¢des impostas pelo teorema ndo serem mais vélidas a fisica
envolvida no modelo se torna mais complexa.

Para o pr6ximo teorema tomaremos uma cadeia A = {1,2, - -- N } unidimensional de periodo
P c Z*, tal que Ui p = U; para i € A. Iremos supor também que os elementos da matriz de
hopping sejam dados por #;; = 0 para |i — j| > R, com R € Z*, e que t;yp j+p = t;;. Sobre estas

condic¢des temos o seguinte teorema.

Teorema 2.2. (Teorema de Yamanaka-Oshikawa-Affleck) Considere o limite de volume infi-

nito (N — oo) porém com densidade de elétrons fixa v = % neste limite. Se P¥ néo ¢ inteiro,

entdo teremos uma das seguintes proposi¢oes como verdadeiras:

1. Existe uma quebra de simetria no sistema e o estado fundamental nao € tinico;

2. Nao existird um gap finito de excita¢do no limite de volume infinito.

Podemos também inferir que, se P% ¢ inteiro, teremos:

3. O estado fundamental no limite de volume infinito € Unico e existird um gap finito de

excitagao.

Assim se a proposicdo 3 é verdadeira o sistema serd um isolante no estado fundamental.

2.4 Sistemas com Semipreenchimento de Banda.

Dizemos que um sistema se encontra semipreenchido, quando cada 4tomo que compde a
rede de sitios atdmicos contribui, com um elétron para o sistema como um todo. Nesta se¢ao,
com ajuda, dos teoremas de Lieb-Mattis [11] e de Lieb [12] para redes bipartidas discutiremos

e veremos que nesta classe especial de redes o modelo de Hubbard, bem como o de Heisen-
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berg, podem apresentar caracteristicas ferrimagnéticas em seus estados fundamentais. Assim,

€ importante definirmos o que se entende como uma rede bipartida.

Definicao 2.4.1. Considere, o modelo de Hubbard numa rede A com elementos da matriz de
hopping definidos por 7;;, onde i e j pertencem a A. O sistema € dito bipartido se a rede A puder
ser composta pela unido de duas subredes, ou seja, A=A|JB com (A(\B = o), talque t;; =0

se i e j pertencerem simultaneamente a subrede A ou a B.

Exemplos de redes bipartidas sdo as redes hipercubicas (quadrada, cubica, etc) a cadeia
ABC (Fig. 2.4) ou a cadeia na qual trabalhamos a AB2 (Fig. 2.5), com hopping entre primeiros
vizinhos. Na cadeia AB2 os sitios A ¢ B compdem as sub-redes distintas; enquanto que na

cadeia ABC, as subredes distintas sdo AC e B.

A B
o o o

C

Figura 2.4 Estrutura esquemadtica da cadeia ABC constituida das sub-redes AC e B.

B,
B2
Figura 2.5 Estrutura esquematica da cadeia AB2 constituida das sub-redes A e B.

Em outras palavras, a Def. 2.4.1 exige que os elementos de matriz do hopping sejam ndo
nulos apenas entre sitios de subredes diferentes. Agora estamos em condi¢des de enunciar os
teoremas de Lieb-Mattis para o modelo de Heisenberg e o teorema de Lieb [12] para o modelo
de Hubbard repulsivo (U > 0) em redes bipartidas.

Para o modelo de Heisenberg, Lieb e Mattis mostraram que,
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Teorema 2.3. (Teorema de Lieb-Mattis) O spin total do estado fundamental de uma rede bi-

partidacom J >0 ¢
S=1S4—Sa/,

onde Sy = ) s;ie Sp= ) s;, coms; sendo o spin do sitio i.
i€A i€B
Para o caso particular das cadeias bipartidas de spin %, o spin do estado fundamental serda
S= w, jé para o caso das cadeias unidimensionais com spins alternados diferentes, s4 €
sp, o estado fundamental tera S = M

Talvez o teorema mais importante para o modelo de Hubbard, que generaliza o teorema de

Lieb-Mattis seja o teorema de Lieb enunciado abaixo.

Teorema 2.4. Considere o modelo de Hubbard numa rede bipartida. Seja N4 o nimero de sitios
da sub-rede A e Np o nimero de sitios da sub-rede B. Assumimos que U seja positivo e finito.
Em semipreenchimento (N, = N), o estado fundamental é tinico (a menos da degenerescéncia

em §;) e possui spin total dado por:

O teorema de Lieb ndo apresenta restricdes para a repulsdo coulombiana (pode ser ino-
mogénea na rede), € independente da dimensao e da periodicidade da rede e ndo depende das
condig¢des de contorno do sistema, sendo valido para redes macroscopicas. Portanto, para U > 0
e Njy # Np, o sistema exibira ferromagnetismo nao-saturado, que é comumente chamado de es-
tado ferrimagnético. Por outro lado, se Ny = Np o estado fundamental é um singleto, S = 0,
e pode ser observado, por exemplo em redes quadradas e cubicas. Nas cadeias AB2 e ABC
(Fig.2.6) o estado fundamental tem S = %/ e configuracdo ferrimagnética.

Note também que o teorema de Lieb esclarece as propriedades do estado fundamental para

cadeias com numero de sitios finitos. Contudo a fisica envolvida pode mudar completamente se
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tomarmos o limite termodindmico. Por exemplo, vimos que se tomamos N4 = Np o estado fun-
damental € um singleto, inico, simétrico e ndo exibe nenhuma ordem de longo alcance. Assim,
poderiamos, por inducdo, imaginar que no limite N — oo estas propriedades permaneceriam
inalteradas. Conduto, certamente € possivel que o estado fundamental neste limite exiba ordem
de longo alcance e quebra de simetria (tal como antiferromagnetismo da supercondutividade)
para quando o estado fundamental € tinico e simétrico para N finito [13].

Outro fato que gostariamos de enfatizar é que o teorema se restringe especificamente ao
estado fundamental, assim se mudarmos o acoplamento coulombiano de fraco para forte a
andlise permanecerd a mesma apenas para o estado fundamental, mas podera ser totalmente
diferente para os estados excitados do sistema. Por outro lado, como o modelo de Hubbard se
reduz ao modelo antiferrimagnético de Heisenberg no limite de U grande, o teorema de Lieb
coincide com o teorema de Lieb-Mattis para o estado fundamental do modelo de Hubbard em
semipreenchimento.

Outro teorema que sugere a similaridade entre 0 modelo de Hubbard e o de Heisenberg
antiferromagnético em semipreechimento que estende o método de Lieb, € atribuido a Shen,

Qiu, e Tian [14, 15] descrito a seguir.

Teorema 2.5. (Sinais das correlagdes). Assumindo as condi¢des do teorema de Lieb. Se nds
denotarmos por Pgg a funcdo de onda do estado fundamental do modelo, nds teremos as se-

guintes desigualdades,

(Pgs| S-S |Pgs) > 0, quando i,j € Aoui,j€ B, (2.12)

ou
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(®gs|Si - Sj|Pgs) < 0, quando i€A,jEBoui€B,jcA, (2.13)

onde (,) denota o valor esperado no estado fundamental.

Vemos entdo que spins em diferentes sub-redes possuem correlagdes negativas indicando a
tendéncia antiferromagnetica do estado fundamental. Contudo, este teorema ndo € contudente
para se afirmar a existéncia de ordem ferromagnética ou ordem antiferromagnética de longo

alcance.

2.4.1 Ferrimagnetismo da Cadeia AB2

Como vimos, um tipo de rede na qual podemos aplicar o teorema de Lieb € a cadeia AB2
(Capitulo 3), que trataremos em nosso trabalho.

Note que para uma cadeia AB2 de L células o spin total € dado por;

_ Na—Np __
S= 2

L
2

9

onde Ny = % e Np = L. Assim, como o spin total do sistema € proporcional ao nimero de sitios
da cadeia, podemos concluir que o estado fundamental do modelo de Hubbard para a cadeia

AB?2 nas condi¢des do teorema de Lieb exibe caracteristicas ferrimagnéticas.

2.5 Ferromagnetismo

Como jé discutido, o estado fundamental de modelos de elétrons itinerantes possui uma ten-
déncia natural para exibir caracteristicas antiferromagnéticas. Entretanto, confirmaremos nesta

secdo através do teorema de Nagaoka [16, 17], cuja validade se restringe ao regime de U — oo



2.5 FERROMAGNETISMO 15

ou U suficientemente grande, o que apenas comentamos brevemente em se¢des anteriores, a
saber, a tendéncia para antiferromagnetismo, poder ser revertida. Nesta situacdo de U grande,
a dupla ocupacdo de elétrons de spins opostos (vide Eq. 2.4) cai a zero.

Nagaoka demonstrou rigorosamente que existe uma classe de sistemas de elétrons itineran-
tes na qual o estado fundamental é ferromagnético saturado e que este comportamento é gerado

por um mecanismo que denominaremos de condi¢@o de conectividade.

Teorema 2.6. (Ferromagnetismo de Nagaoka). Tomemos uma rede A finita e arbitréria, assu-
miremos que #;; > 0 para quaisquer i # j, e U; = oo para todo i € A. Suponha também que o
autovalor do operador nimero de elétrons seja tal que N, = N — 1, onde N é o niimero de sitios

de A. Entdo, entre os estados fundamentais do sistema, deve existir um estado com spin total

S= Sma’x (Z

N,
=) (2.14)

Porém, se o sistema obedece a condi¢ao de conectividade, entdo o estado fundamental terd,

S:Smdx:(

N,
=) (2.15)

e serd ndo-degenerado a menos da degenerescéncia trivial de spin.

A condi¢do de conectividade requer que partindo de qualquer configuracdo eletronica da
rede e movimentando o buraco pela rede, através de hopping ndo-nulo, #;; # 0, podemos ge-
rar qualquer outra configuracao possivel. A maioria das redes em duas ou mais dimensoes,
incluindo a quadrada, a triangular e a cuibica, satisfazem esta condic¢ao.

Note que a cadeia ABC (Fig. 2.6) ndo satisfaz esta condicdo: movendo um buraco, jamais

conseguiremos inverter o spin de qualquer sitio do tipo C; sé existe um Unico caminho para



2.5 FERROMAGNETISMO 16

entrar e sair do sitio. Desta forma, todos os estados que difiram entre si pela inversdo de spins
nos sitios C nao estdo conectados pelo hamiltoniano. No caso da AB2 (Fig. 2.6), existe mais de

um caminho para entrar e sair de qualquer sitio.

B1 B21

Al B1 A2 B2
Al @ A2
P—o—0 ?

B22
C1 c2 @ ‘.

Figura 2.6 Veja que pelo movimento de um buraco na cadeia ABC nao é possivel inverter o spin de
qualquer sitio do tipo C, contudo, na AB2 é possivel para qualquer sitio da cadeia

Desta maneira, na cadeia ABC, o ferromagnetismo saturado devido a dopagem de um bu-
raco é totalmente excluido; ja para a cadeia AB2 temos estas propriedades verificadas para o
estado fundamental, através de cdlculo Hartree-Fock [18], diagonalizacio exata [18,19] e grupo
de renormalizacao da matriz densidade [19].

Uma conclusdo importante que podemos tirar do teorema de Nagaoka € que os movimentos
dos elétrons juntamente com a repulsdo coulombiana produzem propriedades ferromagnéticas
no sistema. Uma questdo fundamental, que ainda estd em aberto, diz respeito a extensao do

teorema para densidades finitas de buracos no limite termodinadmico [19, 20].



CAPITULO 3

Modelo de Hubbard Estendido nas Cadeias Linear
e AB2

O modelo de Hubbard discutido no capitulo anterior € um dos mais simples e importan-
tes modelos usados na fisica tedrica, pois exibe varios fendmenos interessantes tais como o
ferromagnetismo, antiferromagnetismo, ferrimagnetismo, transicdo metal-isolante, liquido de
Tomonaga-Luttinger, e supercondutividade. Muitos estudos tedricos foram, e continuam, sendo
realizados para obtencdo das propriedades deste modelo. Como vimos no Capitulo 2 o modelo
de Hubbard leva em considerac@o apenas interacdes coulombianas locais dos elétrons do sis-
tema. Uma generalizacdo imediata, modelo de Hubbard estendido, € feita ao considerarmos

interagdes coulombianas entre primeiros-vizinhos.

A=—1 Y (cicjc+CigCic) +U Y mgni| +V Y ninj, (3.1)
(i.j).0 i (ij)

onde V representa a interagdo coulombiana inter-sitios e n; = n;y +n;| € o operador de carga ou
nimero de ocupacao de elétrons no sitio i.

No restante deste Capitulo vamos apresentar alguns resultados conhecidos do modelo de
Hubbard estendido para a cadeia linear bem como os principais resultados obtidos na Ref. [1]

para as cadeias Linear e AB2 no regime de semipreenchimento da banda.

17
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3.1 Cadeia linear

Durante mais de duas décadas, muitos trabalhos foram realizados para se entender as pro-
priedades do estado fundamental da cadeia linear (Fig. 2.3). E bem estabelecido que para
V<U/2 o sistema exibe uma fase de onda de densidade de spin (SDW, spin density wave na
nomenclatura inglesa), enquanto que para V 2 U /2 o sistema exibe uma fase de onda densi-
dade de carga (CDW, Charge Density Wave na nomenclatura inglesa) é observada. Assim uma
transicdo de fase (SDW-CDW) acontece em V~/U/2. Sabe-se que esta transi¢ao € continua para

acoplamento coulombiano fraco, e de primeira ordem para acoplamento coulombiano forte.

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
I IR R N
I — V=U/2 ]

10— C :VC
87 —
I P ]
7z
> sl o |
Z
Z
L 7 ,
//
ar =~ SDW -
P 7

2l Y _<===="Ponto tricritico ]

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 lll 11 11 11 11 11 11 11 1

|
9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

U

[
7 8

Figura 3.1 Diagrama de fases para a cadeia linear obtida na Ref. [1] para N = 12. O ponto tricritico
estd na regido 3t < U < 6t. ParaV > U /2 o sistema apresenta uma fase CDW. Para V < U/2 o sis-
tema apresenta uma fase SDW. No regime de acoplamento fraco a transicao é continua, e no regime de
acoplamento forte é de primeira ordem

Muitos métodos tais como Monte Carlo Quantico [3,21] (QMC), Density Matrix Renormalization
Group, (DMRGQG) [2,22], e Diagonalizacdo Exata [1,23] (ED) foram usados para andlise das
transicdes mencionadas. Descri¢des mais completas do diagrama de fases podem ser encon-
tradas, incluindo a tentativa de determinacido do ponto tricritico no qual a transi¢cdo muda de

continua para primeira ordem, nas Refs. [2,3,21,24]. Na Tabela 3.1 (tabela abaixo) apresenta-
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mos os valores de V. (U) para diferentes tentativas de caracterizagio da transicio SDW-CDW.

U || Vo(Ref. [1], ED) || V.(Ref. [22], DMRG) || V.(Ref. [2], DMRG) || V.(Ref. [21], QMC)
1.03 1.046(2) 1.125 1.15

3 1.56 1.578(9) 1.640 1.675

6 3.10 3.129(7) 3.155 3.158

12 6.10 6.111(1) 6.115

20 10.07

40 20.03

Nos ultimos anos, vem sendo cogitada a existéncia de outra fase denominada de Bond
Order Wave (BOW), em lingua inglesa, que é o resultado da dimerizacdo dos spins da rede
[2, 3,22,24-26], mas sua localizacdo no diagrama de fases ainda € motivo de controvérsia
devido a dificuldade de caracterizagao.

Na Fig. 3.2 apresentamos o diagrama de fases obtido na Ref. [2]. Observe que nesta refe-

réncia a fase BOW foi observada sobre a linha de coexisténcia, na regido 4t S U < 8.

Figura 3.2 Diagrama de fases no plano (U,V) para a cadeia linear obtido na Ref. [2]. A linha grossa
representa a fase BOW.

Na Fig. 3.3 apresentamos o diagrama de fases obtido na Ref. [3]. Veja que neste estudo
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a fase BOW existe acima do valor de U no qual a ordem da transi¢do muda de continua para
primeira ordem, concordando com a Ref. [2]. Mas a fase BOW também existe abaixo deste
valor de U. Salientamos que resultados recentes de DMRG [27] corroboram o diagrama de

fases Fig. 3.3.
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Figura 3.3 Diagrama de fases no plano (U,V) para a cadeia linear obtido na Ref. [3].

3.2 Cadeia AB2

Antes de discutirmos os principais resultados obtidos na Ref. [1] e apresentados nesta se¢ao
para a cadeia AB2, vamos definir de forma sucinta uma notagao que serd util para analisar os
resultados deste capitulo e do Capitulo 6, onde apresentamos nossos resultados.

Como veremos no Capitulo 4, as células da cadeia AB2 possuem uma simetria local devido
a permuta das varidveis associadas aos sitios B’s de uma mesma célula. Esta simetria serd
muito util na caracterizacdo dos estados quanticos da cadeia AB2, através do conjunto dos
nimeros quanticos associados aos autovalores dos operadores de paridade m; = +1 de cada

célula da cadeia. Assim, por exemplo, a notagdo (+)*(— )Y~ representard o setor de simetria
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em que x células possuem paridade par e formardo o que chamaremos de um "cluster"(do

inglés) de tamanho x. Um exemplo desta nota¢dao € mostrado na Fig. 3.4. No mesmo espirito,
Ne . . . . . e, - .

[(+)'(=)?]# identifica o setor de simetria com um arranjo periédico do grupo contido nos

colchetes; e assim sucessivamente.

XK

Figura 3.4 Exemplo: Setor de simetria x = 1 para o modelo de Hubbard estendido para a cadeia AB2
de 7 células. Nesta dissertagdo utilizaremos a notagdo (+)!(—)® ou x = 1 para identificar o setor de
simetria, no qual os possiveis estados fundamentais do sistema possuem uma tnica célula com paridade
par, (+).

Na Fig. 3.5 apresentamos o diagrama de fases obtido através do algoritimo de Lanczos [28]
(diagonalizag@o exta) para a cadeia AB2 com 6 células (N, = 6) na condi¢do de semipreen-
chimento, ou seja, se N € o nimero de sitios da cadeia entdo para semiprenchimento temos
N, = N/3. Note que o sistema possui trés fases distintas; para V 2> U /4 o sistema apresenta
uma fase de onda densidade de carga ferromagnética (ODCF), uma fase intermediaria Espiral
que se estende até U = 5 no limite termodinamico e uma fase ferrimagnética (FERRI) para a
regido V S U /4. A natureza do ponto multicritico situado na regido 4 < U < 6 dependera da

ordem da trasi¢do Espiral-ODCEF.

Para facilitar a visualizacdo dos dados tomaremos a convencao, quando necessdrio, de as-
sociar a cada nimero impar do eixo horizontal um sitio A e a cada nimero par um conjunto de
sitios B’s de uma mesma célula (Fig. 3.6). Desta forma o niimero 1 representard o primeiro
sitio A na esquerda da cadeia e o nimero 2 o primeiro conjunto de sitios B’s da cadeia, e assim
sucessivamente.

Na Fig. 3.7 apresentamos o spin local e a carga local para o ponto (U =40,V = 2.5) com

N, =6 ¢ N, = 4. Nesta fase Ferrimagnética o sistema encontra-se no estado de simetria (—)"e,



3.2 CADEIA AB2 22

4 T T I T I T I T I T I T I T I T I T
N_18 2,5_ T | T | T | T | T | ]
L v=u/a f OPCF 3]
15\~ ==
os- -7 -~ FERRI
i oeH-T 1 11 1T
0 15 3 45 6 757 7
> ODCF e -
. it vt
Espira P \
N /%’. F/ \ . ..
S AN - Pto. Multicritico |
\ ~ - =
\\ /ﬁ(i -
i /1/‘2%// FERRI
oFHT 1 )
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 3.5 Diagrama de fases para a cadeia AB2 obtida da Ref. [1]. A linha tracejada V = U /4 em
destaque representa a linha de transi¢do se tomarmos o termo de hopping ¢ nulo.

Da mesma forma mostramos na Fig. 3.8 as mesmas quantidades para a fase ODCEF calculadas
no ponto (U =40,V = 15). Note que para esta fase quatro cargas estdao acumuladas na primeira

célula formando um defeito de carga e quebrando a simetria de translac@o do sistema.

Na Fig. 3.9 apresentamos os parametros de ordem ferromagético e antiferromagnético
(S?) /N, e (S*()) /N, definidos nas equagdes 3.2 e 3.3, respectivamente, para acoplamento
coulombiano forte (U = 40), e tomamos a amplitude de hopping ¢ como pardmetro de escala.
Note que o parametro de ordem antiferromagnético (AF) tende ao valor do parametro de ordem
ferromagnético quando aumentamos o valor de V. Isto pode ser explicado observando que na
Fig. 3.8 a densidade de particulas nos sitios A tende a zero. Logo podemos afirmar que nao
existe correlagcdo entre as duas sub-redes. Na Fig. 3.10 apresentamos os mesmos parametros
para um acoplamento coulombiano fraco (U = 2). Claramente podemos notar que o spin salta

do valor de Lieb na fase ferrimagnética para zero na fase intermedidria, denominada de Espiral,
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Figura 3.6 Para facilitar a visualizacdo dos dados tomamos a seguinte convencao: cada nimero impar
do eixo horizontal representard um sitio A e cada ndmero par representard um conjunto de sitios {B;; +
Bj;} de uma mesma célula.

e de zero para o valor de Lieb na fase ODCF. Estas duas transicdes sdo de primeira ordem no
campo de spin, pois ndo foi verificado nenhum spin intermedidrio entre o spin de Lieb e zero.

—

(%) =Y. 5ieS; (3.2)
J

1

<52> 228i€j§50§j (3-3)
ij

NaFig. 3.11 apresentamos a dupla ocupag@o (d) e a densidade de particulas nos sitios A e B,
(na) e (np), respectivamente, versus V, para U = 40. Na vizinhang¢a do ponto V = U /4, vemos
que (d) e ambas as densidades de particulas nos sitios A e B apresentam uma descontinuidade
mostrando uma transi¢do de primeira ordem no campo de carga. Na Fig. 3.12 mostramos
as mesmas quantidades para U = 2. E sugerido na Ref. [1] que no limite termodinmico, a
transicdo FERRI-Espiral é continua no campo de carga, enquanto a transi¢ao Espiral-ODCF ¢é

de primeira ordem.
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Figura 3.7 Fase ferrimagnética paraU =40e V =2.5. Em (a) apresentamos o spin local e a carga local
para a cadeia de N = 18 sitios e em (b) sdo apresentadas as mesmas quantidades para N = 12 sitios. Note
que nesta fase o estado fundamental encontra-se no subespaco de simetrias (—)™e.

¥ 10 Y
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©—< CargaLocd
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Figura 3.8 Fase ODCF para U =40 e V = 15. Em (a) apresentamos o spin local e a carga local para a
cadeia de N = 18 sitios e em (b) sdo apresentadas as mesmas quantidadaes para N = 12 sitios. Note que
nesta fase o estado fundamental encontra-se no setor de simetria (4)'(—)Ne=!
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Figura 3.9 U =40, N = 12 e N = 18. O spin total permanece constante apés a transigio e S>(7) tende
ao valor de S2, pois na fase ODCF os sitios A estdo desocupados.
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Figura3.10 U =2, N =12 e N = 18. O spin salta do valor de Lieb na fase ferrimagnética para zero na
fase espiral e de zero ao valor de Lieb na fase ODCF.
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Figura 3.11 Dupla ocupacdo (d) e as densidades de particulas (n4) e (ng) versus V para tamanhos
N, =4e N, =6, para o regime de forte acoplamento (U = 40).
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Figura 3.12 Dupla ocupagdo (d) e as densidades de particulas (n4) e (np) versus V para tamanhos:
N, =4 e N¢ = 6 para regime de fraco acoplamento (U = 2).



CAPITULO 4

Simetrias

Neste capitulo discutiremos as vantagens do uso das simetrias do modelo de Hubbard na
cadeia AB2 com condicdes de contorno abertas com respeito a reducdo das dimensoes de su-
bespacos do espacode Hilbert do sistema e buscaremos uma representacao para hamiltoniano
de Hubbard, na qual € possivel eliminarmos o tempo computacional que seria gasto devido a

projecdo dos estados do sistema nos subespacos de simetrias do modelo.

4.1 Simetrias Globais do Modelo de Hubbard

O modelo de Hubbard, Eq. 2.1, apresentado no Capitulo 2, possui algumas simetrias globais
associadas a conservacgao do spin total, da componente total de spin na direc@o z (magnetizacao
do sistema) e da carga total ou nimero de particulas. A verificagdo dessas propriedades pode ser
diretamente feita das relacdoes de comutadores do hamiltoniano com os operadores associados

a cada uma destas simetrias.

[S*,H] = [S;,H] = [Ne,H] =0, (4.1)
onde,
Ne=Y =Y (ny+myy), (4.2)
[ [
S% = (S0)%+ (8y) 2+ (S2)%, (4.3)

27
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1
S.=Y, E(n” —ny), 4.4)
I
Lo+ +
Sy = Zi(cmcll +Cllc”)’ 4.5)
l
U+ +
Sy = ZZ(Cchll — CllC”), (4.6)
l

onde c;; e cjg nas equacoes 4.5 e 4.6 representam os operadores criagdo (aniquilagdo) de elé-
trons com componente z de spin definida por ¢ no sitio / das possiveis cadeias.

No tratamento numérico de qualquer modelo, sempre € vantajoso levar em consideragao
o maior nimero possivel de operadores que estdo associados a cada uma das simetrias do
modelo, visto que os auto-estados que diagonalizam estes operadores também diagonalizam o
hamiltoniano de Hubbard. Assim, uma boa representacao para se trabalhar com o hamiltoniano
de qualquer estrutura cristalina é aquela na qual todos os operadores de simetria do modelo s@o
diagonais. Além dessas simetrias, outras simetrias ndo gerais do modelo de Hubbard, as quais
dependem da topologia da cadeia usada e das condi¢des de contorno, podem também auxiliar
na obten¢do de uma boa representacdo para o hamiltoniano, resultando em melhor eficiéncia
computacional na determinacio do estado fundamental do sistema. Para melhor explanar as
idéias acima, no restante deste capitulo focaremos nossos esfor¢cos na andlise da simetria local
da cadeia AB2 e mostraremos, através de um exemplo especifico e didatico, como se da o
processo de reducgdo dos subespacgos do espaco de Hilbert através das simetrias globais e local

do sistema.
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4.2 Simetria de Paridade Local da Cadeia AB2

Semelhante as idéias contidas na Ref. [29], nesta se¢do, apresentaremos um exemplo efe-
tivo de como a simetria de paridade local da cadeia AB2 auxilia na obten¢do de uma melhor
representacio para o modelo de Hubbard na cadeia AB2. Por simplicidade, em nosso exemplo
nos concentraremos no regime de forte acoplamento U > (V,t) (limite Heisenberg) do hamil-
toniano de Hubbard, excluindo-se portanto a possibilidade de dupla ocupagdo de particulas em
um mesmo sitio. Outra restricdo que faremos ao nosso exemplo ilustrativo éque a cadeia AB2

escolhida possua apenas duas células (Fig.4.1) e esteja semipreenchida !, ou seja, N, = 6.

Bll BZl
Al A2
BlZ BZZ

Figura 4.1 Representa¢do grafica da cadeia AB2 com duas células: circulos indicam a posi¢do dos sitios
e as linhas ligam sitios primeiros-vizinhos.

O hamiltoniano de Hubbard, Eq. (2.1), para a cadeia AB2 de duas células em termos dos

operadores de criacao e aniquilagdo de todos os sitios, pode ser escrito como

A=—t Y {(A/Bi+A/Bi_1;)+hc}+UY ngnj+V Y nnj. 4.7
Li={1,2} i <i,j>
onde (h.c.) representa o hermitiano conjugado dos termos entre parénteses.
Analisando o hamiltoniano de Hubbard, podemos perceber que se permutarmos as varia-
veis associadas a Bj; e B, a Unica mudanga, tanto no termo de hopping, quanto nos termos

coulombianos intra- e inter-sitios (primeiros vizinhos), fica restrita a ordem pela qual as somas

"Em particular, se consseguirmos extrair as propriedades fisicas da cadeia na condi¢io de semipreenchimento,
automaticamente conseguimos determinar as propriedades fisicas da cadeia com um ndmero maior de elétrons
pois a natureza fisica em ambos 0s casos éa mesma.



4.2 SIMETRIA DE PARIDADE LOCAL DA CADEIA AB2 30

sdo realizadas. Dizemos entdo que o hamiltoniano de Hubbard estendido € invariante por esta
transformacdo e que esta simetria de troca € valida para qualquer uma das célula da cadeia.
Com isso, podemos afirmar que H comuta com os operadores de troca local IT; ([I1;, H] = 0),
definidos por le = E, onde E identifica o operador identidade para o subespaco formado pe-
los estados do sistema com paridade definida. O ndmero quantico p; (p; = £1), autovalor do
operador paridade € um bom nimero quantico para nos auxiliar na especificacdo do estado
fundamental do sistema e na reducdo da dimensdo dos setores do espaco de Hilbert a serem
diagonalizados. Isto € possivel, pois o operador II;, comuta com os operadores associados a

cada simetria do modelo, isto €,

[S%,N,] = [$%,S.] = [S.,Ne] = [S..T1,] = [$%,11;] = [IT;,N,] = 0. (4.8)

Usando a conservacao do nimero de elétrons e da magnetizagdo do sistema, como discutido na
secdo anterior, dividiremos o espaco de Hilbert em setores indexados pelos niimeros quanticos
N,=6eS,={-3,-2,—1,0, 1, 2,3} e acrescentaremos a estas informagdes a dimensao d dos

setores (veja Tabela 4.1 abaixo). De fato, para S, > 0, os setores com suas dimensionalidades

Tabela 4.1 Dimensées d dos setores com S; > 0

dimensao
[Ne = 6;S, =0] 20
[Ne = 6;S, = 1] 15
[Ne =6;S; =2] 6
[N, = 6,5, = 3] 1

serdo representados por: [N, = 6; S, = 0;d = C§ = 20],[N, = 6; S, = 1;d = C$ = 15],[N, =
6;,S,=2;d= Cg =06]e[N,=6;S,=3;d= Cg = 1], onde temos também d = 1%, conside-
rando a indistinguibilidade das particulas do sistema (elétrons). As dimensdes dos setores com
S, negativos podem ser obtidos diretamente das dimensdes para os setores com S, positivos

devido a natureza idéntica dos cdlculos combinatdrios. Assim, a dimensao total para o setor de
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semipreenchimento e N = 6 €

droral = 1 X C§ +2 x C§ +2 x C2 +2 x CE = 64, (4.9)

ou seja, temos 64 estados de base.

Como nosso objetivo é apenas ilustrar o processo de reducao de subespacos do espaco de
Hilbert, vamos restringir mais uma vez nosso exemplo e trabalhar com o setor cujo valor do
numero quantico referente a magnetizagao do sistema € S; = 2 e mostrar como a simetria de
paridade local do hamiltoniano nos ajuda a quebrar este setor em setores menores.

Inicialmente notamos que qualquer estado neste subespago pode ser escrito na forma sim-
plificada como |X; Y11 Y12 X> Y21 Y22), onde a varidvel X; representa a componemte z do spin nos
sitios tipo A na célula / e a varidvel ¥;; (j = {1,2}) a componente z dos sitios tipo B na mesma

célula. Entdo, uma base para o setor [N = 6;S, = 2;d = 6] pode ser especificada pelos vetores

abaixo:
D=[1T11T1), (4.10)
2)=1T11111), 4.11)
3)=[1TTLT1T1), (4.12)
[4)=[TTT1T1), (4.13)
5)=1T11111), (4.14)
6)=[TTTTTL), (4.15)

Se agora usarmos o fato de que [I1;,H] = 0, e observarmos que IT;|X; Y} Y12 Xo Y2 Yan) =
|X1 Y12 Y11 X2 Y21 Ya2), vemos que, IT; troca as componentes z dos spins localizados nos sitios
Bj; e Bj,. Entretanto, vemos que os estados |2) e |3) ndo sdo auto-estados do operador paridade

I1;; de fato, € fécil ver que IT;|2) = |3) e IT;|3) = |2).
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Contudo, se diagonalizarmos o subespaco destes dois vetores e se os substituirmos por dois

novos vetores |2') e |3') (equagdes 4.16 e 4.17) obtidos a partir da diagonalizago:

no 1
2') = —\/5{!2> +13)} (4.16)
AN 1 .

teremos uma nova base {|1), [2/), [3/), |4), |5), |6)} na qual todos os estados sdo auto-estados
do operador I1;, com autovalores +1.

Um fato relevante é que este procedimento nos permite quebrar o setor [N = 6; S, =2;d =
6] de dimens@o seis em dois setores: um com dimenséo cinco [N = 6;S, =2; P = 1;d = 5],

cujos vetores de base sdo {|1), [2"), |4),

5),16)}, e outro de dimensdo um [N =6; S, = 2; P, =
—1;d = 1] com o tinico vetor sendo o vetor |3').

Podemos agora continuar com o processo de reducio levando em consideragdo que [I1I,,H| =
0 no setor definido por [N =6; S, =2; p; = 1;d =3].

O préximo passo éo de substituirmos os estados |5) e |6), que ndo sdo auto-estados de
I, (IL X, Y11 Y12 Xo Va1 Yao) = [X1 Y12 Y11 Xo Yoo Yau)), explicitamente I1,|5) = [6) e I[15]6) =

|5), pelos estados |5') e |6) gerados a partir da diagonalizagdo destes:

no L
) =5 {15)+16) @19
6) == {151~ 16}, @19

e, semelhantemente, podemos formar uma nova base {|1), |2'), |4), |5'), |6')} para o setor
IN=6;S,=2;p=1;d=13].

Este procedimento nos permite entdo quebrar o setor [N = 6;S, = 2;p; = 1;d = 5] de di-
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menséo cinco em dois setores: um de dimensédo quatro [N =6;S, =2;p; = 1; pry = 1;d = 4]
e outro de dimensdoum [N =6; S, =2;p; =1;pp = —1;d = 1].

Em resumo, o setor [N = 6; S, = 2; d = 6], que antes nos obrigava a diagonalizar matrizes
de ordem 6, fica reduzido a diagonalizacdo de matrizes de ordem 4, pois o uso da simetria de
paridade local nos ajudou a quebrar parte da degenerescéncia deste setor com S, = 2.

Um outro destaque € que se modificamos as condi¢gdes de contorno, de aberta para fechada,
o hamiltoniano de Hubbard comuta com o operador de translagao 7', o que nos permite reduzir
ainda mais as dimensdes dos subespacos a serem diagonalizados.

Contudo, destacamos que o exemplo abordado neste capitulo ndo € a regra porém a exces-
sdo, pois os operadores de simetria de um dado sistema comutam em geral somente para alguns
especificos setores do espaco de Hilbert total, ficando assim as possiveis redugdes, restritas a

estes setores.

4.3 Simetria local da Cadeia AB2

Como vimos no exemplo da secdo anterior, a cadeia AB2 € invariante pela troca das varia-
veis de spin associadas aos sitios B;; € Bj; de uma mesma célula /. Uma outra permutacdo que
também deixa o hamiltoniano de Hubbard invariante localmente € obtida na troca das posi¢des
dos sitios B's numa mesma célula.

Assim, podemos definir o operador paridade total da célula /, tal que

I, = Hl,spin b Hl,espaciah (4.20)

e que seus autovalores assumiram ainda os valores p; = +1.
Esta simetria de paridade local, secciona o espago de Hilbert conjunto dos sitios B;; € Bj

em dois subespacos (vide Tab. 4.2), um de paridade impar (p; = —1) e outro de paridade par
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(pr=+1).
DI Estado S| Descri¢do | N, | (nj1n;|)
n Lf(b+b+—a+ a)|0) |0 Singleto | 2 0
+ b10) 5| Ligante |1 0
n 0) 0 vacuo 0 0
+ ﬂbfma a)lo) {5 — 2] 1
+ | alalbs|0), c_{m} o — 3 1
+ j T%jbﬂ()) 0| «cheio |4 2
_ Lf(lﬁ ++b )|O> 1| Tripleto | 2 0
— T T|O> 1| Tripleto | 2 0
— bla0) 1| Tripleto | 2 0
_ ag|0) % Antiligante | 1 0
— | bbla +\0> c={1}|5| — 3 1
| itar b [0 —— 2] 1

Tabela 4.2 Auto-estados do operador de troca dos sitios By; e Bjp da célula l. Também estdo impressos a
paridade do estado (p; 1), o valor do spin total S, a denominagdo e a quantidade de sitios duplamente
ocupados (njyn;|) de cada estado.

Na Tabela 4.2, os auto-estados de I1; estdo definidos em termos dos operadores de criagao

de estados antiligantes |a;g ) e ligantes |b;s) que sdo dados por

|alc> = 7(|Bll G) |BZZ,G>) (4.21)
e
1
bis) = E(‘Bll,6> +[Bg))- (4.22)

O nuamero total de subespacgos de paridades locais distintas para uma cadeia AB2 que tenha
um numero genérico N, de células, portanto, serd de 2Ne o que leva na maioria das vezes a

espacos de Hilbert totalmente inacessiveis computacionalmente.
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Neste trabalho, estamos interessados em encontrar o estado fundamental do subespaco for-
mado pelos setores que possuem simetria local bem definida no qual a cadeia apresenta um
nimero x de células contiguas de paridade par e N. — x células contiguas de paridade impar.
Supondo que o estado fundamental esteja no setor de simetria x = 1 e usando a Tab. 4.2 mos-

tramos na Fig. 4.2 uma das possiveis configuracdes para o estado fundamental.

RPN

Figura 4.2 Uma das possiveis configuracdes do estado fundamental para o modelo de Hubbard es-
tendido para a cadeia AB2 de 7 células, supondo que o estado fundamental esteja inserido no setor de
simetria x = 1.



CAPITULO 5

Grupo de Renormalizacao da Matriz Densidade

(DMRG)

5.1 O Procedimento DMRG

Depois de Wilson resolver o problema de Kondo [30] através da técnica numérica do Grupo
de Renormalizacdo (GR), uma variedade de trabalhos, em sua maioria para sistemas quanticos
de baixa dimensao (tipicamente 1D e 2D), utilizando modelos tais como o de Hubbard (Eq.
2.1), para sistemas de elétrons interagentes (veja referéncias citadas na Ref. [31]) e o de Hei-
senberg (Eq. 2.8) para sistemas de spins, foram feitos aplicando-se as aproximagdes propostas
por Wilson. Entretanto, os erros cresciam estranhamente com o niimero de estados M usados
na renormaliza¢do de cada bloco. Ainda no contexto do GR a la Wilson, White [31] conseguiu
melhorar os resultados ao considerar condi¢des de contorno modificadas. Usando as idéias de
Feynman [32] para a matriz de densidade, White [33] introduziu o método do Grupo de Re-
normalizacdo da Matriz Densidade [29,34] (DMRG, do inglés), considerando um novo critério
para o processo de truncagem dos blocos que formam o sistema. Nosso objetivo neste capi-
tulo € discutir o método DMRG e alguns aspectos relevantes para uma melhor eficiéncia do
algoritmo, tais como o proposto por White em [35] e os apresentados em [36].

Na Fig. 5.1 apresentamos um esquema ilustrativo dos termos técnicos usados no algoritmo
do DMRG. O DMRG, tal como o RG a 14 Wilson, possui duas etapas principais: a de cresci-
mento do sistema e a truncagem do espaco de Hilbert para um valor M pré-estabelecido. Para

a etapa de crescimento existem dois critérios de parada, distinguidos pela maneira pela qual

36
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se deseja calcular as propriedades no limite termodindmico. No primeiro deles, o algoritmo

) ®

Sitio

2 | o

Bloco Formado por 3 Sitios

K o 0 06 060 06 0 ¢

Bloco da Esquerda Sitios Centrais Bloco daDireita

Figura 5.1 Nesta figura apresentamos alguns termos técnicos usados pelo procedimento do DMRG: (a)
representa um Unico sitio, o qual conhecemos seus possiveis estados; (b) representa o sistema composto
por um tnico bloco de trés sitios e (c) representa o sistema formado pelo conjunto de dois sitios centrais
com dois blocos colocados nas extremidades da cadeia o qual denominamos de superbloco.

DMRG para sistemas infinitos, os blocos do sistema sdo acrescidos por um novo sitio inde-
finidamente até que algum tipo de densidade (magnetizacdo, densidade de energia, etc) tenha
convergido. Na segunda abordagem, DMRG de tamanho finito, o sistema cresce até um ta-
manho L pré-definido, que assumiremos por simplicidade ser um nimero par. A penalidade
do acréscimo de novos sitios ao sistema faz com que a diagonalizacdo do superbloco (sitios +
blocos, Fig. 5.1) em cada passo seja computacional mais custosa. Dependendo do valor de L,
o espaco de Hilbert do sistema pode assumir dimensdes extremamente elevadas. Considere,
por exemplo, o modelo de Hubbard (Eq. 2.1), no qual cada sitio pode assumir um entre os
quatro possiveis estados apresentados na Tabela 2.1. Um sistema de tamanho linear L teria 4~
estados, que, por sua vez, geraria (4%)? elementos de matrizes para o hamiltoniano do bloco
e outros operadores, 0 que requereria esfor¢os e armazenamentos computacionais invidveis,
mesmo para valores modestos de L; por exemplo, L = 20. Torna-se necessdrio, portanto, um

processo de truncagem na dimensdo do espago de Hilbert para um valor que seja computacio-
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nalmente vidvel. A questdo central, desta maneira, é saber que critério devemos utilizar para
escolher os estados relevantes na descri¢cao do estado fundamental do sistema.

A idéia original usada por Wilson para resolver o problema de Kondo foi tomar os M estados
do hamiltoniano que apresentassem as menores auto-energias; porém, devido ao processo de
diagonalizacdo de cada bloco do sistema (Fig. 5.1) ndo levar em consideracdo a existéncia do
outro bloco, algumas informag¢des sobre o estado fundamental do superbloco eram perdidas
em cada interacdo do GR. A proposta de White [33] foi a de usar de maneira alternativa os
autovalores da matriz densidade reduzida p, associada a cada bloco do sistema, cujos elementos

de matriz sdo definidos segundo:
Pir = Y WijVr ), 5.1
J

onde ;; define os coeficientes do estado fundamental do superbloco (sitios + blocos), o indice
J corre sobre todos os estados do bloco da direita acrescido de um novo sitio, enquanto os

indices i e i’ correm sobre todos os estados do bloco da esquerda acrescido de um novo sitio.

5.2 Método do DMRG Aplicado

Nesta secdo, explicitaremos de maneira mais aprofundada as etapas de crescimento e trun-
camento do espaco de Hilbert no procedimento do DMRG. Em especial, tomaremos o proce-
dimento DMRG de tamanho finito, para ilustrar a etapa de truncagem do espaco de Hilbert
dos blocos. Nos restrigiremos também em nosso exemplo na aplicagdo do método ao bloco da
esquerda B; (Fig. 5.2) ja que o tratamento ao bloco da direita pode ser feito de maneira andloga.

Considere que o bloco da esquerda tenha comprimento / e seu espaco de Hilbert seja
descrito pelos estados |by;), i = 1,...,M;. Seguindo esta notagdo, o bloco da direita B, terd
comprimento r, e seu espago de Hilbert terd dimensdo M, e serd descrito pelos estados |b,;),

j=1,...,M,. Além disso, suponha que os sitios S; e S,, tenham espacos de Hilbert de dimensdes
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Dy e D,, e sejam representados pelos estados |s;;) e |s,;), comi={1,....D;} e j={1,...,D,},
respectivamente. Como vimos na sec@o anterior o procedimento bdsico de crescimento dos

B, B,

o000 0600000

BlocodaEsquerda  Sitio daEsquerda Sitio dadireita  Bloco daDireita

Figura 5.2 Superbloco. Bloco da esquerda, B, bloco da direita, B,, sitios centrais: S;, a esquerda, e S,
a direita. Os indices [/ e r representam além do tamanho de cada bloco sua posi¢ao relativa: esquerda (1)
e direita (r).

blocos B; e B, ocorre pela absor¢do dos sitios S; e S, formando dois novos blocos de compri-
mentos / + 1 e r+ 1, respectivamente. Este procedimento de crescimento € iterativo e termina
quando o comprimento total do superbloco (blocos + sitios) atinge um valor pré-estabelecido
L. Para representar os blocos B; e B,, quando acrescidos de um novo sitio, acrescentaremos
o rétulo a ao simbolo de cada bloco, assim B} representard o bloco B; (bloco da esquerda)
acrescido do sitio S; e BY representard o bloco B, acrescido do sitio S,.

Na primeira iteragdo colocamos um unico sitio em cada bloco B; e B, cujos estados possi-
veis conhecemos a priori. A execugdo de qualquer passo do algoritmo requer o conhecimento
dos hamiltonianos dos blocos da direita, Hp, , da esquerda, Hp,, dos operadores necessarios para
a conexao entre os blocos e dos operadores que conectam os blocos e os sitios. Na configuracao

B{By deve-se calcular o estado fundamental do superbloco, |y):
W) =Y wiilbi) 67, (5.2)
ij

onde i e j correm sobre todos os estados dos respectivos blocos acrescidos de um sitio. Os
estados desta nova base € diretamente obtido através do produto tensorial entre os estados dos

blocos e dos sitios a ele mais proximo (Fig. 5.2). Por exemplo, os estados obtidos do bloco da
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esquerda B; com o sitio Sy, sdo tais que [bf;) = |byn)|s1n). Dentre todos os passos do DMRG, o
célculo do estado fundamental € o passo que demanda mais tempo de computacdo. Na formu-
lagdo original do DMRG [33] nenhum ponto de partida para este processo de diagonaliza¢do do
hamiltoniano foi especificado. Para a diagonalizacdo do hamiltoniano referente ao superbloco
BBy utilizamos o método numérico de Lanczos [28]. Outros métodos tais como o de Davison,
ou diagonalizacdo exata (quando possivel) poderiam ter sidos usados. E importante destacar
que, como, em geral, a dimensdo dos espacos de Hilbert gerados a partir da inclusdo de um
sitio aos blocos € maior que o nimero maximo M de estados que queremos reter em cada passo
do DMRG, torna-se entdo necessdrio truncarmos a base dos blocos Bf € By, a fim de que os
mesmos possam ser usados como novos blocos para o préximo passo do DMRG.

Para ilustrar a importante etapa de truncamento tomaremos o caso especifico do bloco acres-

cido da esquerda B} e explicitaremos seu algoritmo:

1. Calculamos os elementos de matriz da matriz de densidade para B através da equagao:

Piir = trpa W) (W, (5.3)

onde o trago € realizado nos estados do novo bloco da direita By.

2. Diagonalizamos a matriz de densidade por meio de algum algoritmo de diagonalizac¢ao
de matrizes densas, achamos seus auto-estados |@,) € seus correspondentes autovalores
g, organizando-os em ordem decrescente de autovalor, ou seja, @y, ®2,®3,...0y1,

com @ > W > 03...Wy1 -

3. Para formar uma nova base de dimensao reduzida para o bloco Bf, retemos apenas os M

auto-estados de maior autovalor.

4. Escrevemos o operador hamiltoniano do bloco para a base dos M autovetores selecio-

nados da matriz densidade, renormalizando o seu espaco de Hilbert para o tamanho M
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através da seguinte transformacao:
HB?(M) = OHB?(MID1)0+7 (54)

para facilitar o entendimento, acrescentamos a dimensao de cada bloco a nossa notacao.

Note que as linhas da matriz O (M x (M' x D')) sio formadas pelos M auto-estados se-

lecionados da matriz densidade. Salientamos que associado ao processo de truncamento

do espaco de Hilbert do bloco existe um erro da ordem de &, onde delta define o peso

descartado 6 =1 — Afl 0y, em quantidades locais, tais como a densidade de energia e
o=

magnetizacdo. Calculos idénticos devem ser tomados para o processo de truncagem do

bloco B¢.

Além do erro associado diretamente a truncagem, existem erros associados ao processo de
crescimento do sistema, os quais sdo denominados de erros de ambiente. Para minimizar e, até
mesmo, eliminar os erros de ambiente, faz-se necessdria uma etapa relevante do procedimento,

a qual descreveremos a seguir.

5.3 Sweep’s no Procedimento do DMRG

ApOs o sistema (sitios + blocos) atingir o tamanho pré-estabelecido L, os blocos da esquerda
e da direita, em todos os tamanhos gerados no processo de crescimento, devem ser reajustados
em um ambiente de tamanho adequado. O conjunto de passos em que o espaco de Hilbert
de todos os tamanhos € otimizado é chamado de uma sweep (varredura) no sistema. Na Fig.
5.3 ilustramos as etapas da primeira sweep do procedimento DMRG. O indice / (r) em B;' oLt
representa que o bloco da esquerda (direita) tem comprimento / (r) e o indice i, quando i =0

especifica que o bloco da esquerda (direita), na atual sweep (que neste exemplo € a primeira)

ndo foi ainda reajustado no tamanho / (r), e quando igual a 1 significando que o bloco ja foi
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reajustado para tamanho [ (r).
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Figura 5.3 Um ciclo completo do DMRG de tamanho finito (uma sweep). Note que ambos os blocos
sdo reajustados em todos os tamanhos possiveis. O indice i = 1 ou 0, especifica se os blocos foram ou
ndo reajustados para os tamanhos / e r em cada etapa da sweep.

No ponto inicial da sweep, o tamanho do bloco da esquerda (I = L—2 —r) € igual ao
tamanho do bloco da direital =r = % —1, Fig. (5.3). Note que o tamanho do sistema permanece
constante, embora o tamanho dos blocos B; e B, variem. Aumenta-se o tamanho de um dos
blocos a custa da diminui¢cdo no tamanho do outro, de modo que ambos os blocos passe por
todos os possiveis tamanhos (1 </ < L —3). Inicialmente, crescemos o bloco da esquerda,
truncando apenas o espaco de Hilbert a ele correspondente, até que seu tamanho seja L — 3;
em seguida os papéis sdo invertidos e o bloco da direita cresce as custas da diminui¢do do
bloco da esquerda, com a correspondente truncagem do seu espaco de Hilbert. Uma sweep €
finalizada quando todos os comprimentos possiveis dos blocos B; e B, sdao otimizados. Apods
algumas sweeps os erros de ambientes sdo eliminados, de forma que a unica fonte de erro é
aquela associada ao truncamento. Em geral, para sistemas de uma dimensdo, a convergéncia
do DMRG acontece para uma ou duas sweeps do sistema; j4 para os sistemas com células
unitdrias complexas em uma dimensao, para os sistemas com interacdes frustradas e os sistemas

bidimensionais, 0o DMRG converge para uma dezena de sweeps.
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5.4 A medida dos Observaveis de Interesse

A fim de calcularmos observaveis associados aos modelos de interesse, devemos armazenar
as matrizes relacionadas a esses observdveis e executar o processo de truncagem nas mesmas
em todos os passos do DMRG. Os operadores fundamentais para conseguirmos cada observavel
de interesse dependerd exclusivamente do modelo que nos propusermos a estudar. Assim, para
o caso especifico do modelo de Hubbard os operadores que devemos armazenar os operadores
de criacdo (aniquilag¢do) cg (cig ) de életrons em cada sitio da rede. Ja para o caso do modelo
de Heisenberg os operadores sdo S;, S;r e §; . Dentro das sweeps, cada observavel passa pelo
mesmo processo de truncagem dos hamiltonianos dos blocos. Por exemplo, a renormalizacdo
da matriz associada ao operador S; no hamiltoniano de Heisenberg é dada pela equacdo:

Sz =08

: +
i:B{ (M) ;B (M!D!) 0 (5.5)

onde S € a componente z do spin do sitio i e a matriz O estd explicitada na Eq. (5.4). Nota-
mos, ainda, que a melhor medida dos observaveis € feita apds os erros de ambiente terem sido

eliminados pelas sweeps.



CAPITULO 6

Resultados

Neste capitulo, vamos apresentar e discutir os resultados obtidos através do método DMRG,
onde usamos o nimero de estados médximo M = 200 para o modelo de Hubbard estendido na
cadeia bipartida AB2 com 24 células em semipreenchimento da banda e condi¢dao de contorno
aberta, com um sitio A na extremidade esquerda e sitios B na extremidade direita da cadeia. Para
esta cadeia caracterizamos o estado fundamental, esbocamos seu diagrama de fases no plano
(U,V) (tomando a amplitude do termo de hopping ¢ como parametro de escala), e comparamos
nossos resultados com resultados anteriores obtidos na Ref. [1]. Para dendidades locais tais
como densidade de carga e magnetizagio local obtivemos tipicamente erros 8 ~ 10~/ devido a
trucagens no espacgo de Hilbert do sistema vistos no capitulo anterior.

Como mencionado no Capitulo 4, utilizaremos amplamente as simetrias globais do modelo
de Hubbard estendido, bem como a simetria local da cadeia AB2, na descri¢dao das fases do
modelo de interesse. Desta forma, a notagdo para os setores de simetrias locais que usaremos
na discussao serd a mesma introduzida na ultima secao do Capitulo 4. Além disso, utilizaremos
o simbolo E(x) para identificar a menor energia do setor (+)*(—)¥~*, o qual exibe um cluster

I de paridade par com x células.

10 termo cluster ("aglomerado", em portugués) serd utilizado para identificar um conjunto de células contiguas
de mesma paridade.

44
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6.1 Configuracao de Paridades Locais e Separacao de Fases

O primeiro cédlculo que realizamos consistiu na obten¢do do setor de simetria, entre todos
os possiveis valores de x, em que encontra-se o estado de menor energia do sistema, E .
Este setor € identificado por x,,{, €, como veremos, depende dos valores dos pardmetros do

modelo. Na Fig. 6.1 exibimos a curva de AE/AE

max €m funcdo do tamanho do cluster x de

cada setor com AE = E(x) — Ejqy € AE, max — Emin- para V assumindo os valores

ax
v ={0,5, 1,5, 2,5, 3,5} e U os valores U = {1,2,...,10}. Note que para V = 0,5, Fig.
6.1(a), observa-se que variando U trés valores de x, s, sdo obtidos: x.,;, = {0, 1 e 24}; porém
0 Unico valor de U, para esse valor de V, em que x,,{,, tem tamanho médximo (x = 24 (todas
as células com paridade par, p; = 1)) no estado fundamental é em U = 0. Esta é a primeira
diferenca importante entre nossos resultados e o diagrama de fases da Ref. [1]: para o ponto
(U =0,V =0,5) do diagrama de fases da Fig. 3.5, vé-se que o estado fundamental do sistema
encontra-se no setor de simetria com x = 1 (fase ODCF), enquanto que no nosso caso, o estado
fundamental se encontra no setor de simetria com x = 24.

Aumentando-se V, Figs. 6.1{(b),(c) e (d)} podemos observar que trés novos valores de
Xmin S30 observados: x i = {2,3e4}, além daqueles encontrados para V = 0,5. Note que a

medida que V aumenta ou U diminue, o valor de x,;,, tende a aumentar. Outro fato que pode

ser notado é um aunmento na curvatura de AE /AE

max Versus x/N, em torno de x,,,, com o

in
aumento de V.

Realizando o mesmo procedimento de cdlculo que resultou nos graficos da Fig. 6.1, para
outros valores de U e V, obtivemos uma versao inicial do diagrama de fases, Fig. 6.2, em
que explicitamos o valor do x,,;, (a configuragdo de paridade do estado fundamental) para
0<V <4e0<IU <10 bem como os resultados de diagonalizagdo exata da Ref. [1]. Na

regido U 2 4V (vide também, Fig. 3.5) o estado fundamental do sistema é encontrado no setor

x = 0; assim, para esta regido, a configuracdo de paridades do estado fundamental coincide
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Figura 6.1 Diferenca entre a menor energia do setor com um cluster de comprimento x e a energia do

estado fundamental, AE, normalizada pelo seu valor méximo, AE| 4., para (a) V =0,5, (b) V = 1,5, (¢)

V =2,5e(d) V =3,5. Em destaque ampiliamos a regido 0 < x < 6 para melhor visualizacdo o cluster
de energia minima.

com a da fase FERRI, a qual foi definida no Capitulo 3. De fato, como veremos adiante, o
spin do estado fundamental, os perfis de magnetizacdo e de densidade de carga, bem como a
correlagdo entre os sitios By e By de uma mesma célula, coincidem com aqueles de uma fase
ferrimagnética. Notamos, ainda na Fig. 6.2, que existem duas regides de paridades homogéneas
separadas por uma regido de coexisténcia de fases na qual se observa a presenca de um cluster
de paridades pares e outro de paridades impar.

Através da Fig. 6.2 € facil notar que se fixarmos U e aumentarmos V a partir de um arbi-
trario valor, o nimero de células com simetria par aumenta e se diminuirmos o valor de V o

nimero de células com simetria par diminui. A analise mais refinada de como se da a aparente
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0 10

Figura 6.2 Diagrama de fases no plano U x V do modelo para N, = 24. Os nimeros 1, 2, 3 e 4, indicam
o setor de simetria no qual encontramos o estado fundamental para pontos na regido de coexisténcia.
Como na figura 3.5 a linha tracejada V = U /4 representa a linha de transi¢do do sistema se tomarmos
o termo de hopping ¢ nulo. Os resultados da diagonalizacio exata (curva tracejada) foram obtidos da
Ref. [1].

mudancga gradual no tamanho do cluster doestado fundamental serd feita em trabalhos futuros,
onde nesta dissertacdo nos restringiremos na andlise das regides definidas pelos tamanhos de
Cluster x = 1,2,3,4e24.

A fim de justificar a escolha de setores de simetrias locais com clusters de paridades dife-
rentes para a obtencao da energia do estado fundamental, calculamos a energia em setores com
duas células com paridades par, com o restante das células exibindo paridade impar, em fun¢do
da distancia das duas células de paridade par (vide Fig. 6.3).

Se a separagdo de fases é de fato uma caracteristica fisica do modelo, esperamos que a
energia seja minima no setor no qual as células 4+ formam um cluster. Na Fig. 6.4 exibimos a
energia em funcdo do nimero de células, y, entre as duas células de paridade par para alguns
pontos do diagrama de fases da Fig. 6.2. Como vemos, o estado fundamental tem uma tendén-
cia a producao de clusters de paridades distintas, validando os setores de simetria tomados para

o calculo do estado fundamental do sistema.
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Figura 6.3 Esquema visual para o setor de duas células positivas. Em (a) a distancia entre as duas

células é a minima possivel (cluster) e em (b) o nimero de células entre as células posiivas assume o
valor maximo y = L — 2 para a cadeia de tamanho L.
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Figura 6.4 Energia no setor de simetrias com duas células de paridades pares em fungdo do niimero de
células y entre as mesmas para(a) U =3 eV =1,5e(b)U =5eV =3.

6.2 Spin Total, Magnetizacao por Sitio e Densidade de Carga

Para melhor caracterizar estas fases e a regido de coexisténcia, medimos alguns observaveis,
tais como, o spin total, a magnetizacdo por sitio e a densidade de particulas nos sitios A e B da
cadeia.

O spin total do estado fundamental € inferido através do calculo da energia em fun¢do de
S., E(S;), com o objetivo de identificar a degenerescéncia do estado. Na Fig. 6.5 apresentamos

E(S;) para o ponto (U =5,V = 1), cujo estado fundamental é encontrado no setor x = 0. O
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estado fundamental do sistema possui spin total S = 12, que € o mesmo valor previsto pelo
teorema de Lieb (Teorema 2.4), o qual € verificado para V = 0. De fato, analisando a regiao em
que o estado fundamental se encontra no setor de simetria x = 0, podemos identificd-la como
reminiscente da fase ferrimagnética de Lieb, como discutido no Capitulo 2, e numericamente
estudada para o caso V = 0 na Ref. [37]. Como exemplo, considere as caracteristicas locais
do ponto (U =4,V = 0) nas Figs. 6.6(a) e 6.6(b): a densidade de particulas média (n;), e a
componente z média do spin (S7). Para uma melhor visualizagido dos observéveis e correla-
coes, usaremos a mesma convengdo adotada no Capitulo 3, onde associamos (vide, Fig. 3.6) a
cada niamero impar do eixo horizontal um sitio do tipo A e associamos a cada nimero par um

conjunto de sitios B's (B] + B,) de uma mesma célula.

Figura 6.5 Energia em fungdo de S, para o ponto (U =5,V = 1) contido na regido onde o estado
fundamental esté no setor de simetria x = 0.

Se compararmos as Figs. 6.6(a) e 6.6(b) com as Figs. 3.7(a) e 3.7(b) obtidas da Ref. [1]
para o regime coulombiano de forte acoplamento (U = 40,V = 2,5), notamos a semelhanga
dos resultados nos dois casos. A natureza ferrimagnética desta fase também € evidenciada na
Fig. 6.6(c), a qual estd de acordo com o Teorema 2.5 dos sinais das correlagdes, discutido
no Capitulo 2.1 e evidencia uma ordem ferromagnética dos sitios B’s de uma mesma célula.
Na Fig. 6.6(c), func@o de correlacdo entre os spins dos sitios B} e B, de uma mesma célula
(El I -Ezz), indica uma forte correlacdo do tipo tripleto (veja a Tabela 4.2) entre esses sitios. Na

Fig. 6.7 mostramos a representagio esquemética do estado ferrimagnéto de Lieb (FERRI) (v =
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Figura 6.6 Perfis de carga e de spin para o ponto (U =4,V =0), estado fundamental no setor x = 0. Em
(a) mostramos a densidade de carga por sitio para a cadeia AB2 para um ponto do diagrama onde o estado
fundamental encontra-se no subespaco de simetria x = 0. Em (b) mostramos a média da componente z
do spin local, < 7 >. Em (c) apresentamos a correlacdo média local entre as varidveis associdas aos
sitios B; e B de uma mesma célula. Note que apenas os nimeros pares sao usados, ja4 que em nossa
convencao eles representam os conjuntos de sitios Bs numa mesma célula da rede.

O0eU > t), evidenciado pelo Teorema de Lieb (Teorema 2.4) e bem estabelecido na literatrura,
para auxiliar na visualizacdo dos resultados apresentados nas Figs. 6.6 (a), (b) e (c). Note
que devido ao fato de que neste ponto, U ~ ¢, a magnetizacdo local do sistema ¢é diferente da
magnetizagdo local do estado FERRI mostrado na Fig. 6.7 porém o spin total s = 12 observado
na Fig. 6.5 permanece o mesmo previsto pelo teorema de Lieb.

Para uma anélise qualitativa das propriedades observadas do estado fundamental (setorx =

0), consideramos dois vinculos para a configura¢do de uma célula unitaria.

1. Como consideramos para o sistema inicialmente a condi¢do de semipreenhiento, os esta-
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OPHKXKOG

Figura 6.7 Tlustracdo do estado ferrimagnéto de Lieb (V = 0eU > t) para a cadeia AB2.

dos da célula unitdria que consideraremos serdo aqueles tais que temos trés elétrons por

célula unitaria.

2. Como o spin total € § = 12 (vide, Fig. 6.5) os estados que consideraremos serdo aqueles

tais que a célula unitdria possui spin s = 1/2..

Assim, usando simultaneamente os estados de simetria impar descritos na tabela 4.2 e as
consideragdes listadas acima, os possiveis estados de uma célula unitdria que levamos em con-
sideracdo sdo os estados apresentados na Fig. 6.8.

Em outras palavras, o que fizemos foi supor que a fungio de onda |y) para uma célula

unitdria seja descrita por

W) = axlx) +ayly) +aclz) + arlw) +aw|w) +anlh) +aili), (6.1)

com

|a >+ |ag)? + |az|* + |aw|* + an]* + |ai]* = 1. (6.2)
Tomando os valores obtidos das Figs. 6.6 (a) e 6.6 (b), e a fun¢do de onda |y), obtemos:
(Wlnalw) = |ax*(na)x + lay* (na)y +lac|* (na)z + law|* (na)w + lanl* (na)n + |ail* (na)i,
=1 ad? -0+ |ay[? -2+ |ag)? 14 |a - T+ |ap|* 1+ a2 = 1; (6.3)

(WnglW) = |ax|*(ng) + |ay|* (ng)y + |az|* (ns) 2 + |aw|* (n)w + |an|* (ns)n + |ail* (ng)i,
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=1 ax* 34 |ay[P 1+ |a* 2+ |aw|* 24 |ap)? -2+ |ai* - 1 =2 (6.4)

(WISE W) = laxl*(S3)x + lay [P (S5)y + laz > (S5): + |aw|*(S5)w + lan|* (S ) + lail* (S3)i,

=1 Jar[* 0+ ]ay|*-0—|ag[*-0,5+ |ay|* - 0.5+ |ap*- 0.5+ |a;|*- 0= —0.208;  (6.5)

(&

(WISEIW) = laxl*(Sp)x + lay [P (S)y + |az|> (S5)z + law|* (Sp)w + an|* (S5)a + lail (S)i

|ax)?- 0.5+ |ay)?- 0.5+ |a,|* - 1 +|aw|* -0+ |an|* -0 — |a;|*-0.5 = 0,708. (6.6)

Para tornar possivel o cilculo das probabilidades |a.|?, ..., |a;|* de cada estado, tomaremos
ainda os resultados das duplas ocupagdes (14 n41) € (np ngr) obtidos na Ref. [19] através de
diagonalizacdo exata para a cadeia AB2 de cinco células e apresentados na Fig. 6.9 (a). Para
corroborar o uso destes resultados apresentamos na Fig. 6.9 (b) a magnetizacad média local
obtida no mesmo trabalho, destacamos a concordancia com nossos resultados apresentados na
Fig. 6.6 (b) para (U =4,V =0). Assim, as duas outras equagdes complementares em nossos
calculos sdo:

(Wlnapna [w) = |ax|2<”AT”A1>x+ |ay|2<”ATnAi>y+ |az|2<nATnAl>z+ |aw|2<nATnA1>w+ |ah|2<”ATnAl>h+

|ai|* (narnay )i

=1 ay* 04 |ay[* - 1+ ]ag[* 0+ |aw|* -0+ |an]*- 0+ |a;|* -1 = 0,131, (6.7)

onde usamos o fato que ng np; = np, | ng1 +np, np,
e

(W|nping||¥) = \ax’2<nmn31>x+ ’ay|2<nBTnBl>y + ’az\2<nmn3l>z + |aw’2<nBTnBl>w + |ah\2<nmnm>h +
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|ai|2<”BTnBi>i7

=1 a* T4 |ay* -0+ |ag*- 0+ |aw|* - 04 |ap)? - 1+ |a;* -0 = 0, 154. (6.8)

Resolvendo o sistema de equacdes definido pelas Egs. (6.2) - (6.8) encontramos o peso (ou
probabilidades) de cada estado. Como resultado, obtemos: P, = |a,|> = 0,131 para o estado |x),
P, = |ay|* = 0,131 para o estado |y), P, = |a,|* = 0,577 para o estado |z), P,, = |a,|* = 0,138
para o estado |w), P, = |a;|> = 0,023 para o estado |h) e que P; = |a;|> € numericamente nulo.

Assim, analisando simultaneamente tais resultados e os apresentados nas Figs. 6.9 (a) ¢ 6.9
(b) podemos concluir que a probabilidade P. associada ao estado |z) aumenta com o aumento
de U. No caso limite U > t o nimero de duplas ocupagdes € pequeno e a magnetizacao nos
sitios B’s se aproxima do maior valor possivel. Ja para U < 4 podemos inferir que P[z] < 0,577
e que o efeito de t € aumentar o nimero de duplas ocupacdes no sistema.

Nas Figs. 6.10(a) e 6.10(b) apresentamos o spin total para os pontos representativos (U =
2,V =0,5),e (U =5,V =3) contidos na regido de coexisténcia e com o estado fundamental se
encontrando no setor de simetria x = 1 e x = 4, respectivamente. Vemos que para estas regioes
o spin total do sistema ainda assume o valor § = 12, contudo, ndo podemos inferir que o sistema
exiba propriedades ferrimagnéticas como no caso da regido com x = 0, ja que as condi¢des do
teorema de Lieb (Teorema 2.4) se restringem ao modelo de Hubbard (V = 0) e aos modelos
reduzidos deste no limite de U grande. Se compararmos o ponto (U =2,V = 0,5) nas figuras
6.10 e 3.10 observamos duas diferencas importantes que mostram o desaparecimento da fase
intermedidria espiral prevista em [1]. A primeira é que neste ponto onde o estado fundamental
se encontra na fase espiral, com § = 0, na Ref. [1] em nossos resultados se encontra no setor de
simetria equivalente a fase ODCF, ou seja, x = 1. A segunda, € que as transi¢cdes de primeira
ordem no campo de spin entre as fases FERRI-Espiral e Espiral-ODCF desaparecem, pois o

spin total ndo mais se anula, permanecendo com o valor do spin de Lieb § = 12, mesmo na
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regido de coexisténcia de fases.

Nas Figs. 6.11(a) e 6.11(b) apresentamos as densidades de carga para os pontos represen-
tativos (U =3,V =1) e (U =5,V = 3) para a regido de coexisténcia das fases x = 0 e x = 24.
Nas Figs. 6.11(c) e 6.11(d) apresentamos a componente z média do spin local para os mesmos
pontos. Podemos notar claramente das Figs. 6.11(a) e 6.11(b) uma tendéncia natural a dime-
rizagdo dos elétrons na formagdo dos clusters (aumento do nimero de duplas ocupacdes nos
sitios B’s), devido a migracdo de elétrons dos sitios A para os sitios B’s quando variamos U e
V de forma que o estado fundamental do sistema passe do setor de simetria x = 1 para o setor
com x = 4. Um outro fato que confirma esta tendéncia pode ser observado se compararmos
os resultados apresentados nas Figs. 6.11(c) e 6.11(d). Note que devido a esta tendéncia de
migragdo dos elétrons a magnetizacdo local diminui tanto para os sitios A da rede quanto para
os conjuntos de sitios B’s numa mesma célula.

Um terceiro fato que confirma esta tendéncia pode ser observado nas Figs. 6.13(a) e 6.13(b),
devido a diminuicao das correlacdes locais entre os sitios B’s do sistema pelo aumento de du-
plas ocupacdes nestes sitios. Note que a migracdo dos elétrons faz com que o sistema fique
dimerizado na extremidade direito da cadeia, ou seja, € verifcado um aumento de dupla ocupa-
¢des no nos sitios B’s das células que estam na extremidade direito da cadeia formando uma
fase isolande (vide, Fig. 6.12).

A presenca de modulag@o nas quantidades expostas nas Figs. 6.11 e 6.13 indica que a fase
cujas células possuem paridade impar € metdlica. A diferenca no comprimento da modulacao
para as regides com x = 1 (Ay—] ~ L) e com x =4 (A4 ~ A,—1/4) entre as quantidades,
pode ser vista como consequéncia do aumento de buracos (auséncia de elétrons) nas células de
simetria impar devido ao aumento de V.

Uma andlise qualitativa semelhante a usada para o setor de simetria x = 0 pode ser feita para
a fase metdlica observada no setor de simetria x = 1. Como antes pode-se partir dos mesmos

dois vinculos para a configuracido de uma célula unitdria. Contudo devido ao fato de ndo termos
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outros observaveis tais como os valores das duplas ocupagdes ou fator de estruura, (14 n41) €
(np npy) a andlise desta fase serd realizada em futuros trabalhos.

Na Fig. 6.14 apresentamos o spin total para o ponto (U = 0,V = 3) contido na regido onde
o estado fundamental do sistema se encontra no setor de simetria x = 24. Nesta fase o spin
total é nulo (S = 0) e o estado do sistema é um singleto. Assim, podemos afirmar que o sistema
sofre uma transi¢cao de primeira ordem entre as fases com x = 0 e x = 24.

Na Fig. 6.15 estdo expostos (n;) e < By, -By > para a fase em que as paridades de todas as
células sao pares, x = 24. Notamos tanto na Fig. 6.15(a) quanto em 6.15(b) que o sistema ainda
se encontra em um estado de coexisténcia de fases, apesar da homogeneidade das paridades.
As figuras indicam o confinamento de uma fase metélica, compreendendo seis células, pela
fase onde sdo encontrados sitios B’s duplamente ocupados, a mesma que coexiste com as fases
de paridades impares nas regides ndo-homogéneas do diagrama de fases. Possivelmente, o
aparecimento da fase metélica (reminiscente do estado da cadeia no limite tight-binding (U =
0)) acontece devido ao nimero de elétrons que impomos ao sistema, tal fato também serd um
dos fatos que tentaremos confirmar em trabalhos futuros.

Finalmente, na Fig. 6.16, exibimos o diagrama de fases completo do sistema estudado.
Na figura estdo incluidos os valores do spin total e a configuracdo de paridades ( indicada
por x). Os pontos que delimitam cada regido foram obtidos através do mesmo procedimento
de obteng¢do da Fig. 6.2. Devido ao fato de que cada ponto no diagrama de fases demorar em
média quatro dias para obten¢ao dos dados, as regides que nao estao indicadas sua configuracao
de paridade e spin, ndo foram feitas nenhuma medida e uma melhor precisdo serd obtida em

trabalhos futuros.
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Figura 6.8 Estados usados para andlise do estado fundamental que estd contido no setor de simetria

x = 0. Note que tomamos o estado |i) como o dnico estado que ndo obedece a segunda condigdo. Este
estado foi incluido obtermos o peso de um estado que ndo obedecesse as condi¢des propostas.
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Figura 6.9 Dupla ocupacdo e magnetizagdo local em fungdo de U para a cadeia AB2 de cinco células
retiradas da Ref. [19]. Note que no ponto (U =4,V = 0) as magnetiza¢des locais condizem com nossos
resultados apresentados na Fig. 6.6 (b).
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Figura 6.10 Spin total para os pontos representativos: (U =2,V =0,5),e (U =5,V = 3) contidos nas
regides de setor de simetria com cluster x = 1 e x = 4, respectivamente.
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Figura 6.11 Densidade de carga local média e magnetizagdo local os pontos representativos: (U =
2,V =0,5), e (U=15,V =3) contidos nas regides de setor de simetria com cluster x = 1 ¢ x = 4,
respectivamente. Os elétrons do sistema adquirem uma tendéncia a formarem estados com ndmero
maéximo de duplas ocupagdes nos sitios B’s quando variamos U e V de forma a aumentar o cluster do
estado fundamental.

O

Figura 6.12 Uma das possiveis configuracdes do estado fundamental para o modelo de Hubbard es-
tendido para a cadeia AB2 de 7 células, supondo que o estado fundamental esteja inserido no setor de
simetria x = 4.
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Figura 6.13 Correlacdo média local entre as varidveis associadas aos sitios By e B, de uma mesma
célula para os pontos representativos: (U =3,V =1) e (U =5,V = 3) contidos nas regides de setor de
simetria com cluster x = 1 e x = 4, respectivamente. Note que apenas os nimeros pares sdo usados ja
que em nossa convengao eles representam os conjuntos de sitios B’s da rede.

Figura 6.14 Spin total para o ponto (U = 0,V = 3) dentro da regido de setor de simetria x = 24, o

estado fundamental € singleto.
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Figura 6.15 Densidade de carga local média,(n;), e correlac@o entre os spins dos sitios B; e B, de uma
mesma célula, < B 1 ~§21 >, para o ponto (0, 3) contido na regido de setor de simetria com cluster x = 24.
Também nesta regido, observamos separacio de fases metal-isolante com a fase metélica confinada entre
dois blocos dimerizados do sistema e extendida em seis células contiguas do sistema.

Figura 6.16 Diagrama de fases do modelo de Hubbard Estendido na cadeia AB2 para um sistema de
vinte e quatro células. Os resultados da diagonalizacio exata foram obtidos da Ref. [1]. Para cada regiao
incluimos o valor de spin e a respectiva configuragao de paridade (x = 1 uma célula dimerizada, ...,.x = 4
quatro células dimerizadas).



CAPITULO 7

Sumario e Conclusoes

Nesta dissertagdo obtivemos o diagrama de fases do modelo de Hubbard estendido na cadeia
AB2. Através do método do grupo de renormaliza¢do da matriz densidade (DMRG) estudamos
uma cadeia com vinte e quatro células, confrontando nossos resultados com dados de diagonali-
zacgdo exata para um sistema de seis células [1]. Estudando a energia e os perfis de carga, spin e
fungdes de correlagdo locais, confirmamos a presenga da fase ferrimagnética de Lieb (spin 1/2
por célula unitdria) na regido V < U /4, de paridades locais impares a qual analisamos qualitati-
vamente seu estado fundamental, e a presenca de fases com paridades locais nao-homogéneas.
De fato, observamos que a fase espiral (estado singleto), indicada pelos resultados da diagona-
lizagdo exata (ED) ndo ¢é estdavel. Nas regides de coexisténcia das fases de paridades par ((+)*)
e fmpar ((—)?*~) encontramos a coexisténcia de uma fase isolante paramagnética dimerizada
com uma fase ferromagnética metdlica parcialmente dimerizada com spin total igual ao da fase
ferrimagnética de Lieb. Para a regido com paridade homogénea x = 24, observamos a coexis-
téncia de uma fase metdlica paramagnética provavelmente reminiscente do estado da cadeia no
limite tight-binding (U = 0), com a fase paramagnética isolante dimerizada, j4 mensionada.
De uma forma geral observamos que o aumento do termo de repulsdo inter-sitio implica em
uma migracao dos elétrons dos sitios A para os sitios B da cadeia e nas separacdes de fases
apresentadas pelo sistema estudado, como resumido no diagrama de fases. Finalmente, mensi-
onamos que a precisdo do método DMRG serd avaliado pela comparag¢do com os resultados de
ED para cadeia AB2 com N, = 6 células. Por outro lado, complementaremos nossos estudos
com o calculo de duplas ocupacdo nos sitios A e B e do fator de estrutura, assim como o efeito

da inclusdo de interac@o de carga-ligante (ou hopping correlacionado) no sistema.
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Em trabalhos futuros examinaremos todas as grandezas medidas nesta dissertacdo incluindo
duplas ocupacgdes e fator de estrutura, ndo medidas nesta dissertacdo, para o tamanho N, =
6 células com o objetvo de medir a precisdo do método DMRG e para sistemas de maiores

tamanhos para melhor caracterizacdo do estado fundamental no limite termodinadmico.



APENDICE A

Teoria de Grupo

Dizemos que um conjunto G, G = {E,A,B,C, D, ...}, de elementos distintos, que obedecem

a uma definida regra de composi¢do, e satisfazem as seguintes propriedades:

1. O elemento obtido da composi¢do de quaisquer dois elementos A e B que pertencentem

a G também pertence a G, ou seja,

AoB € G, para quaisquerA, B € G.

2. Existe o elemento identidade, ou seja,

EocA=AocF =A.

3. Para qualquer elemento A € G, existe um tnico elemento B € G, tal que

AoB=BoA=E.

4. A propriedade associativa deve ser vdlida. Em simbolos temos,

Ao(BoC)=(AoB)oC.

As transformagdes que deixam o Hamiltoniano de um sistema fisico invariante sdo chama-
das de transformacdes de simetria do sistema ou de seu hamiltoniano. O conjunto destas trans-

formacdes possuem as propriedades para serem chamadas de grupo ja que sua regra bdsica de
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formacdo € tal que qualquer elemento que pertenca ao grupo comuta com o Hamiltoniano do
sistema fisico. A estes possiveis grupos, que podemos formar, que denominaremos grupos de

simetria do sistema fisico em questao.

A.1 Classes de um Grupo

Suponhamos a principio A, B e C serem trés elementos de um grupo tal que obedecam a

relagdo:

A'BA=C. (A.1)

Entdo B e C sao ditos serem elementos conjugados e a esta operacdo chamamos de trans-
formacao de similaridade de B por A.

Se agora tomarmos um subgrupo de elementos de um dado grupo que satisfaca a relagdo
acima, ou seja, que sejam todos elementos conjugados uns dos outros neste subgrupo, dizemos
entdo que este subgrupo consiste numa classe do grupo em que esta inserido.

Em geral dentro do grupo de simetria de diversos Hamiltonianos podemos encontrar dife-
rentes tipos de classes, pelas quais seus elemntos sdo obtidos mediante transformagdes do tipo

unitario.

A.2 Tabela de Multiplicacao

Todas as composi¢des possiveis de qualquer grupo podem ser apresentadas numa tabela
(Tabela A.1 ) conhecida como tabela de multipli¢do, onde na parte mais internas desta tabela

colocam-se os elementos do grupo obtidos da composicdo das linhas e colunas mais externas
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desta tabela.

Tabela A.1 Tabela de Multiplicacdo para um Grupo de Ordem 3

E| A B
E|E| A B
A|A|AcA|AoB
B|B|BoA|BoB

A.3 Representacao Matricial de um Grupo

Teorema A.1. Seja G = {E,A,B,C,...,F,H} um grupo finito de ordem g com elemento iden-
tidade E, e T =T(E),T(A),T(B),T(C),...,T(F),T(H), um conjunto de matrizes nao singu-
lares, quadradas e de mesma ordem que possuem a propriedade:

T(A)T(B) = T(AB), com AB = C, dentro do grupo G, entdo o conjuto 7 das matrizes
€ dito ser uma representacdo do grupo G e a ordem destas matrizes define a dimensdo da

representacao.

A condi¢do AB = C dentro de G no Teo. A.1 que as tabelas de multiplicacdo de Ge de T
sd0 as mesmas.

A maneira mais simples e compacta de se representar um grupo é por meio das chamadas
representacdes irredutiveis, onde as matrizes que representam os elementos do grupo tomam a
mesma forma, bloco-diagonal, e os subespacgos, do espaco de Hilbert total que tem a mesma di-
mensao das matrizes que representam cada elemento do grupo, possuem as menores dimensoes
possiveis. Para qualquer outra representacdo onde as matrizes que representam os elementos do
grupo ndo estdo na forma bloco-diagonal, diremos que o grupo esta sendo especificado por uma
representacio redutivel. Em outras palavras na representagao irredutivel o nimero méximo de

vetores de base linearmente independentes é o maior possivel, ou de maneira equivalente, as
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matrizes nesta representacdo possuem o maior nimero de elementos nulos.

Denotaremos neste trabalho por D'(R) a matriz que representa a operacdo R pertencente a
um dado grupo G de simetria na i-ésima representagdo irredutivel de dimensio /;, e por D’ ,(R)
os seus elementos na i-ésima representacao irredutivel. Como a tabela de multiplicacdo do
grupo € a mesma tabela de multiplicacao das matrizes das representacdes deste grupo, o produto

de duas operacdes de simetrias € equivalente ao produto entre as matrizes que os representa.

R3 = R\Ry = D(R3) = D(R1)D(Ry) = Dij(R3) =) Dit(R1)Dyj(Rz), (A.2)
%

Uma outra e importante definic@o a se fazer € a de caractere de uma operagao:

L
%i(R) =T.(D'(R)) = ) Djy(R). (A.3)
k=1

Ressaltamos o fato que o traco € invariante sob uma transformacao unitéria, e isso faz
com que todas as operacdes de uma mesma classe tenham o mesmo trago dentro da i-ésima
representacdo irredutivel.

Nosso objetivo € tornar a representacdo matricial do hamiltoniano de Hubbard numa forma
bloco diagonal, na qual podemos diagonalizar separadamente cada um dos subespacos de si-

metria.

A.3.1 Teorema da grande ortogonalidade

Teorema A.2. Se considerarmos todas as representacdes unitarias nao equivalentes e irreduti-

veis de um grupo entdo podemos afirmar que:

: : h
Z (D;nn(R))*(Dinn) = Tsusmmsnn (A4)

ReG ]

onde, & € a ordem do grupo, ou seja, o nimero de elementos do grupo.
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Se i = j, temos:

. A h
Y (D5 (R)) (Djr) = 7 8m 8. (AS)
ReG i

As duas mais importantes consequéncias deste teorema sdo expressas pelo teorema da di-

mensionalidade que descreveremos a seguir.

Teorema A.3.

Yii=h (A.6)

Este teorema mostra que o ndmero de representacdes irredutiveis de um grupo € igual ao
numero de classes nele contida. Outra relevancia deste teorema € que quando trabalhamos com
a base das representacdes irredutiveis de algum grupo as andlises se tornam mais simplificadas.

Tomando m = n e m’ = m’ na equacdo que define o teorema da grande ortogonalidade
(TeoremaA.2) podemos obter diretamente a relacao de ortogonalidade para o grupo G escrito

na forma dos caracteres,

. . h
Y (X'(R)" % (R) :Z;&j&cs = hd;j, (A.7)

ReG ks "1
que € a equacdo que define o teorema da grande ortogonalidade escrito para a representacao
através dos caracteres.
Um operador importante que iremos usar no proximo apéndice é o operador projecao, defi-
nido por:
l; ;
P=2 ) (D5 (R)R (A.8)
ReG
que nos ajudard a gerar a base da j-€sima representacdo irredutivel e projetar os estados do

sistema nesta base, pois nesta o Hamiltoniano adquire uma forma bloco-diagonal, ou seja, H

tem elementos ndo nulos somente entre estados da mesma representacao.



APENDICE B

Dimero

Neste apéndice, apresentaremos os resultados do célculo exato dos estados do dimero (Fig.
B.1) com a finalidade de explicitar neste exemplo simples a mecanica quantica da correlacao
eletronica no contexto das idéias discutidas no Apéndice 1 para cada subespago definido pelos

autovalores dos operadores N,, ntimero de elétrons, € S;, magnetizacao.

a b

o O

Figura B.1 Representacdo grafica do dimero

1. N,=0,5,=0e E=0.
Para este setor temos apenas o vicuo que representaremos por |vdcuo) = |0).
2.N.=1¢e S, =3.

Uma base para H é |1) = af|0) ;

2) = bs0),

ol 1) =[2), ; ok |2) =[1),

onde 6 € o operador reflex@o (representa¢do matricial abaixo):

o) = . (B.1)
10
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Abaixo faremos uso da matriz identidade

De fato, usando Eq. (3.79) da Ref. [38], temos que

X"(E) = Y (E),

portanto
x%4(E) =% (E)+x*(E) =" (E)+x*(E) =2;

e para o operador Gy temos

%" (0k) = %" (o) +x2(ck) =1—1=0.

Do apéndice anterior vimos que

X"4(R) = L (R),

e que podemos obter os coeficientes a; através de

ai =1/h¥gec(%’(R)*X(R).

Assim, por exemplo, para R = E, temos:

T.(124+(-1).0)=1

aj

ay =73.(1.24(-1).0) = L.
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(B.2)

(B.3)

(B.4)

(B.5)

Entio o operador projecdo definido no apéndice anterior, pode ser escrito como P* =

;lZZRsGXOC* (R), é dado por
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PA = S (XM .E + % .0),

P =L1(1.E+1.0p),

proporcional a(E + G;) e, semelhantemente:
Ph = J(x™.E+x*.0),

P2 = L(1.E-1.6}),

B[ —

proporcional a(E — G).

70

Agora, projetando os estados |1) e |2) nos subespacos A e A, das representagdes irredu-

tiveis, obtemos

i) =PAL) = (E+op)|1) = 1) +2)
para o subespago Ap, €

2) = PYlyl) = (E—oy)[2) = 1) - [2)
para o A,.

Entdo, escrevendo a equagao de autovalor para H nesta base temos

Hly1) = [~1 L6 (adbo +bgac) +U(nfn{ +nfnf) +V (nn®)][|1) +[2)] = —¢[|1) +2)] =

—t|y1), onde usamos

3
I
Q

S S

—S 5SS 8 —9
I
S

—4 o4 —4 S+
S
P

I
Q

n!=»>b bT’
a a a
n _”i+nT’
e

b_ b b
n —nl—I—nT.

Temos ainda,
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Hly2) = [~ ¥ (agbs + bgag) + U(nin{ +nin?) +V(nn")][|1) +[2)] = —[-|1) +

2)] = tlw2),

resultando

Ei =t
c
Er=t

. N,=2,5.=0

Uma base para H é

Para esta base temos

4) = b b70).

(B.6)

(B.7)

(B.8)

(B.9)
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o |1) = |4),
Oi,|2) = |3),
Oiy|3) = |2),
e o, |1) =11).

Assim, a matriz identidade é

€ como

O

Oy

O

o o O

o o O
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0 0

0 1
O =

1 0

0 0

logo a matriz que representa o operador reflexdo é

O =

o O O
)
—

—
=)
o o O

Podemos agora escrever a tabela de caracteres para o grupo

Tabela B.1 Tabela de caractere do grupo

E|lo
X1 1 1
X2 1 -1

e obter os coeficientes da representacio através de

ar = 3 (¢ (E)) % (E) + (x* (01)) % (0k)),

ar = 2.
Os operadores projecao siao

P =L E o) (E + o)

73



APENDICE B DIMERO

P2 = a(E — o).

No subespacgo de A temos
yi) = PU[1) = 1)+ 4),
[y2) = PY1[2) = [2) +3).
No subespago de A, temos
[ys) = P2[1) = 1) — |4),
[ya) = P2[2) = [2) - 3).
Temos ainda:

Hly1) = [~ ¥o (agbs +bgac) + U (nin{ +nin}) +V(n'n”)][|1) + |4)],
Hly1) = [-21y1) + Ulyo)],
Hlys) = Aly1);

= H|y3) +U|y3);

Hlyz) = [-21]y1) +V]y2)];
Hlys) =Uly3);

H|ys) = Ulyy).

Ou seja, na forma matricial o operador H é dado por

u -2t 0 0
. -2t V. 0 0
H =

0 0O U O

0 0O 0V

Diagonalizando H no subespaco correspondente a A1, encontramos as auto-energias:

_ (U+V)EVU2 20V V211612
Eip= 5 )
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E3:U7
(&
E,=V.

Resolvendo a equagdo de autovalor para o subespaco ndo diagonal de H,
H|E12) = E1|E1 ),

obtemos

E) = Jw1) + (55D ),

Er) = 1)+ |4) + (2D [12)] +3);

(<

V-E
Ea) = (Y522 ) + v,
ou
V-E
Ea) = [2)+13) + (U52D)[|1)] + |4).
Os dois outros autovetores sao claramente
|E3) = y3) = 1) —4),
e
|Eq) = [Wa) = [2) — [3);
com autonergias E3 = U,

e E4 =V, respectivamente.
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