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Resumo

Neste trabalho apresentaremos uma introducao ao indice de Conley. Veremos que
o indice de Homotopia de Conley é uma generalizagao do indice de Morse (o proprio
Conley a ele se referiu como indice de Morse generalizado). A idéia fundamental do
indice de Homotopia de Conley é utilizar o tipo de homotopia dos pares de espacos
(B, A) como um indice topologico para conjuntos invariantes entre eles. A teoria de
Morse nos d4 a existéncia de equilibrios isolados de um sistema de E.D.O.’s. Ja o indice de
Homotopia de Conley é mais geral pois nos da a existéncia de conjuntos invariantes dentro
de uma certo compacto. Estudaremos exemplos onde o indice de Morse nao pode ser
calculado, pois 0 mesmo nao esta definido, mas é possivel determinar o indice de Conley.
Veremos a propriedade de invariancia por continuacao do indice de Conley. Com esta
propriedade, podemos “continuar'nosso problema para um problema mais simples e neste
(novo) problema calcular o indice de Homotopia de Conley. Veremos uma generalizagao
do indice de Homotopia de Conley, The Ultimate Conley Indexr. E, por fim, faremos
uma aplicacao ao Problema Restrito dos 3 Corpos. Calculando o indice de Conley de
uma vizinhanga contendo um dos equilibrios. Este indice sera mais geral que o indice
do equilibrio, e assim concluiremos que o conjunto invariante contido nesta vizinhanca é

mais geral que, apenas, o equilibrio.

Palavras-chave: nimero de rotagao, pares-indices, classe de homotopia de espacos

pontuados, indice de Conley.
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Abstract

This work is an introduction to the Conley Index. We will see that the Homotopy
Conley Index is a generalization of the Morse Index (Conley himself referred to it as the
generalized Morse Indez). The fundamental idea of the Homotopy Conley Index is to
use the homotopy types of pairs of spaces (B, A) as a topological index for invariant sets
between them. The Morse Theory gives us the existence of rest points of a system of
O.D.E.’s. Now the Conley Index is more general, because it gives us the existence of
invariant sets in a compact set. We will study examples where the Morse Index couldn’t
be calculated, because it isn’t defined, but it is possible determine the Conley Index. We
will study an interesting property: invariance of the Conley Index by continuation. So
we may continue our problem to a simpler problem, and in this one, we calculate the
Homotopy Conley Index. We will see a generalization of the Homotopy Conley Index,
the Ultimate Conley Index. And, finally, we will make an application to the Restricted
Problem of 3 Bodies. We will calculate the Conley Index of an neighbourhood that
contains a rest point. This index will be more general than the index of a rest point, so
we will see that the invariant set in this neighbourhood is more general than only the

rest point.

keys-words: winding number, index pairs, homotopy class of pointed spaces, Con-

ley index.
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Capitulo 1

Prefacio

Este trabalho consiste em estudar conjuntos invariantes no interior de compactos. Para
isso estudaremos o Indice de Conley, antes teremos uma introducio da teoria de Morse.
Vejamos o contetido resumido de cada capitulo.

No primeiro capitulo veremos como calcular os indices de Euler e de Morse, o
primeiro é definido para fluxos de E.D.O’s do tipo & = F(z), com F campo vetorial, e
o segundo ¢ ainda mais particular, pois o campo vetorial tem que ser um campo gradi-
ente. Neste capitulo usamos fortemente resultados de Topologia Algébrica. Estudaremos
também os polindmios de Morse e de Poincaré e um teorema que relaciona estes, que nos
ajuda a identificar equilibrios (pontos criticos) e sua classificagdo (méximo, minimo ou
sela).

No capitulo 3 apresentaremos uma motivacao para generalizacao do indice de Morse,
o indice de Conley. Como o indice de Conley é definido para fluxos em espacos topologicos,
introduziremos neste capitulo a teoria de fluxos e fluxos locais. Veremos uma proposicao
muito interesante neste capitulo, Prop. 35, que fornece um mergulho do nosso espaco
topologico, onde o fluxo local pode ser visto como um fluxo global.

No capitulo seguinte entraremos, de fato, na Teoria de Conley, para isto daremos as
definicoes de pares-indices para conjuntos invariantes e demonstraremos sua existéncia.
Vemos que o indice de Conley esta bem definido. E, por fim, temos o indice de Conley
mais geral, definido a partir de Sistemas Conexos Simples (ver [7]).

O capitulo 5 é uma aplicacao da teoria, vista nos capitulos anteriores, ao problema



CAPITULO 1. PREFACIO 2

restrito dos 3 corpos. Escreveremos os polidmios de Morse e Poincaré para o problema.
Estudaremos seus equilibrios, construiremos uma wizinhang¢a isolante para o conjunto
invariante que contém um dos equilibrios e um par-indice para o mesmo. O final do
capitulo é dedicado ao calculo do indice de Conley para este conjunto invariante.
Durante o capitulo 6 fazemos uma demonstracao importante, a do Teorema da
Continuacao. Este teorema nos diz que o indice de Conley é invariante por continuacao,
assim podemos continuar o nosso problema para um problema mais simples, e neste

ultimo calcular o indice de Conley.



Capitulo 2

Introducao a teoria de Morse

2.1 Introducao

O que é um indice?
Considere sistemas auténomos de EDOs no plano, denotado por © = F'(x), onde o

campo F'(z) tem comportamento descrito nas figuras abaixo

O que se pode afirmar sobre subconjuntos invariantes do sistema no disco da

primeira figura? E no anel da segunda figura?

2.2 O Indice de Euler

Seja P um ponto de R? e v uma curva fechada que niao contem P. Em topologia algébrica
aprendemos que o primeiro grupo de homologia do plano punturado é o grupo aditivo

dos inteiros, i.e

Hi(R?\ P) ~ Z.
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Um gerador de H;(R*\ P) &, por exemplo, um circulo em torno de P. Definiremos o

numero de rota¢ao da curva v como o inteiro w tal que

] = wle],

onde [.| denota a classe de homologia.

Denotaremos w por W (v, P) (do inglés “winding number"), de modo que

V] =W(v, P)lc].

Podemos também definir o nimero de rotacao de um campo vetorial ao longo de
uma curva fechada. Seja F' um campo vetorial continuo e v uma curva fechada sobre
a qual F’ nao se anula. Suponha que F(P) = O. Temos entdo que F o~y é uma curva
fechada em R?\ O. Defina

W(F,7) =W(Fo~,0).
Entao
[F' o] = W(F,7)[d]
Exemplo 1. Suponha que F'(x) tem o comportamento descrito na figura abaixo

5(t)

=
7

Claramente vemos que W (F,~) = +1.

Proposicao 2. W(F,v) depende somente da classe de homologia de v em R*\ S, onde
S={reR?: F(z) = 0}.

Prova. Veja F' como uma aplicagio continua F : R*\ S — R?\ O. Logo F induz uma
funcao

F,: H(R*\ S) — H,(R*\ 0),
que leva [y] em [F o~]. Como F, esta bem definida, temos que [F' o 7] depende apenas
de [v]. Disto segue a proposi¢ao, pois [F' o 7] determina W (F, 7). O
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Defini¢ao 3. Um equilibrio isolado de F ¢ um ponto P € R? tal que F(P) = O e existe
uma vizinhanca U de P tal que F(z) # O em U \ P.

Seja ¢ um circulo orientado no sentido anti-horario contido em R?\ S e que con-
tem apenas o equilibrio P em seu interior. Note que quaisquer dois circulos com estas

propriedades sao homologos.
Definicao 4. O indice de Euler do ponto P com relagao ao campo F é
I(P,F)=W(F,c).

Exemplo 5. Seja

Considere o circulo ¢(t) = (cos 2nt, sen27t) em torno do equilibrio isolado z = O. Temos
que

F(c(t)) = (cos2nmt, —sen2nt),

logo I(O, F) = —1.

7N
\
«z/
/
\/0
%
(@]

Proposigcao 6. Seja F' um campo vetorial com equilibrios isolados. Seja v uma curva

fechada na qual F # O. Entao S, ={P € R*: F(P) =0, W(y, P) # 0} € finito e

W(F,y)=Y_ W(y,P)I(P,F).
PeS,
Em particular, se v € uma curva fechada simples orientada no sentido anti-hordrio, entao

W(F,~) = > I(P, F).

P no interior de ~y

Antes de passarmos & demonstracao, vejamos uma aplicagao.

Exemplo 7. Sejam I’ e v como na figura abaixo
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Se F' tem apenas equilibrios isolados, a proposicao acima nos diz que

1= > I(P, F).

P no interior de 7y

Logo existe ao menos um equilibrio de F' no interior de +.

Se F', v1 e v, forem como na figura

entao

1= > I(P,F)=— > I(P,F),

P no interior de 1 P no interior de 2

donde
0= > I(P,F).

P no interior do anel

Neste caso nada podemos afirmar. Veja por exemplo a figura abaixo, onde o conjunto

invariante é uma curva fechada, nao apenas um equilibrio.

5,
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Prova. S é no maximo enumerével, ja que cada compacto de R? contem um nimero

finito de equilibrios, visto serem estes isolados. Segue-se que
Hy(R*\ S) = @pesH1(R*\ P),

onde o isomorfismo ¢ induzido pela inclusdo ip : R*\ S — R?\ P):
ipy : Hi(R*\ S) — H (R*\ P).

levando [v] em [7].
Em H;(R?\ P), [y] = W(~, P)[cp|, por defini¢ao, onde cp ¢ um circulo orientado

no sentido anti-horario contendo apenas o equilibrio P em seu interior. Temos entao

V] =Wy, P)lep] + ...+ W(y, By)lcr,],

logo
W(E,)[d=[Fon] = F()
_ 2 W (3, P)F(lep))
= Zj; W (v, B)[F o cp]
_ (Z Wiy, PP, F)) d
em H;(R?*\ O). 7 .

2.3 Invariancia por Continuacao

De que maneira o indice de Euler varia com o campo F'?

Definicao 8. Dizemos que dois campos vetoriais continuos F' e G sao homotdpicos se

existe uma aplicacao continua
H:[0,1] x R? — R?

tal que H(0,z) = F(z) e H(1,2) = G(z).
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Proposigao 9. Se Hy(x) = H(s,x) # O numa curva v, 0 < s < 1, entao W(Hs,7v) €

constante (como funcgao de s).

Prova. Como [H,,~] = W(H,,v)[c], mostraremos que [H,0v] € H,(R*\ O) ¢ constante.
Note que podemos ver H, como uma aplicagao de R?\ S em R?*\ O, onde S = {z €
R?: H,(x) = O, para algum s}. Temos entdo que [H, o 7] = Hq.([7]). Porém aplicagoes

homotoépicas induzem a mesma aplicagao em homologia. O

Corolario 10. Se P ¢ um ponto de equilibrio de todos os Hg, e se existe alguma vizin-

hanga U de P tal que Hy # O em U\ P, para todo s, entao I(P, Hy) € constante.

Prova. Use v = ¢ C U para todo s. A conclusio segue-se pois I(P, Hy) = W(Hg,c¢). O

No proximo exemplo mostraremos como a continuacao facilita o calculo do indice

de Euler. A idéia é usar homotopias para simplificar campos vetoriais.

Exemplo 11. Considere o sistema de EDO’s

t=Az+ G(z),

onde G(z) = o(||z|]), e A=
—2

Como A é nao-singular, existe K > 0 tal que ||Az|| > K||z|| (tome, por exemplo,
K = inf,cs2||Az||). Dahipotese G = o(||z||) deduzimos que ||G(z)|| < K||x|| em alguma
vizinhanga U de O. Logo F(z) = Az + G(z) # O em U\ O, e O é um equilibrio isolado.

Consideremos agora a familia de campos vetoriais
Hs(x) =Ax+ (1 —s)G(x), 0<s<1.

Claramente Hg nao se anula em U\ O. Do corolario acima deduzimos que I(O, F) =
I(O, Az). Note que podemos ainda deformar A continuamente através de matrizes nao-

singulares até obtermos a matriz

cujo indice é —1.
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2.4 O Indice de Morse

2 5 R, ie,

Seja F'(x) o campo gradiente determinado pela func¢ao real suave f(z) : R
F(z) ==V f(x).
Um equilibrio P de F' é um ponto critico de f, i.e, Vf(P) = O. Classificamos os

pontos criticos de acordo com o Hessiano

fxw fmy
fya: fyy

D*f(P) =

P ¢ dito nao-degenerado se D?f(P) é nao-singular. Pelo Teorema da Funcao Inversa

temos que, se P é nao degenerado, ele é isolado, [5].

Definicao 12. O indice de Morse de um ponto critico nao-degenerado P do campo
gradiente F'(z) ¢ a dimensido do maior subespaco de R? no qual D?f(P) é uma forma

quadrética negativa definida.

Considere o sistema de EDOs & = F(x), x € R", linearizado em torno em P,
y=DF(P)y.

Dizemos que P é um equilibrio hiperbolico se as partes reais dos autovalores de DF(P)
sdo ndo-nulas. Se F(x) for um campo gradiente, os autovalores de DF(P) sao reais, pois
a matriz Hessiana é simétrica. Temos entao que o indice de Morse de P é o niimero de
autovalores negativos.

A seguir relacionaremos o indice de Morse com a topologia dos subconjuntos de
nivel de uma funcao suave f : M — R cujo dominio é a variedade Riemanniana suave

n-dimensional M, como na figura.



CAPITULO 2. INTRODUCAO A TEORIA DE MORSE 10

Sejam

M, ={aeM: f(x) < c},

Mgy ={r e M:a< f(x) < b}

Se a < b, temos M, C M, e os grupos de homologia relativa Hy(M,, M,) podem ser
relacionados aos indices dos pontos criticos em M,y. A fim de enunciar esta relagio

mais precisamente, usaremos os polinémios de Poincaré. Defina
ﬁk(Mba Ma) = posto Hk(Mb, Ma)-

(O posto de Hy(My, M,) = ®ic1ZDjcyZn, ¢ a cardinalidade do conjunto de indices /. Em
particular, tem-se 3, > 0.) Caso (; < oo, para toda k e B = 0, para k suficientemente
grande, defina o polinémio de Poincaré
P(t) =Y Bu(My, M,)t*.
k>0
Defina agora a soma formal, usando desta vez o indice de Morse dos pontos criticos

M(t)= > ' =3 " (M, M)t

PeMq 1) k>0

onde 7y (My, M,) é o niimero de pontos criticos em M,y cujo indice de Morse é k. Se
Y < 00, para todo k e v, = 0, para k suficientemente grande, M (t) é denominado

polinémio de Morse.
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Teorema 13. Suponha que M,y € compacto, que todos os pontos criticos de f em Mgy
sGo nao-degenerados e que seus valores criticos estao no intervalo aberto (a,b). Entao

P(t) e M(t) sao polinomios e
M(t) = P(t) + (1 +1)Q(1),
onde Q(t) é um polindmio com coeficientes nao-negativos.

Uma consequéncia imediata da proposicao acima é v, > [, para todo k.

Exemplo 14. Seja a < inf,cpr f(z). Entao M, = (). Logo B(My, M,) = Bix(M,). Se M,
for um disco, entao M, é homotopicamente equivalente a um ponto, donde

Z, k=0,

{0}, k>0

Hk(Mb) =

Temos entao que P(t) =1, p =1e B, = 0 para k > 1. Logo 7 > 1, i.e, se f tem pontos
criticos nao-degenerados, entao pelo menos um deles ¢ um minimo local no interior de

My,

Exemplo 15. Seja a < inf,eps f(), onde M é o plano R? com um disco aberto removido.

Seja M, como na figura abaixo.

5,

Entao
7, k=0,1,

{0}, k>2

Hi (M) =~ Hy(S') =

Logo o polinémio de Poincaré é P(t) = 1+t e, da proposi¢ao acima, deduzimos que
M@t)=v+mnt+...=1+t+ (1 +1)Q(t), e portanto 79 > 1 e 73 > 1. Concluimos que

f(x) possui ao menos um minimo e uma sela.

Exemplo 16. Seja M = T" = S* x ... x S!, 0 n-toro. Sejam b > méx e f(z) e
a < mngernf(z), logo My = T™ e M, = . Como determinar os [x(7™)? Podemos

aplicar a proposicao seguinte.
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Proposicao 17. O polinomio de Poincaré de um espaco produto X XY € o produto dos

polindomios de Poincaré dos fatores X e Y.

Utilizando o tdltimo exemplo, deduzimos que P(t) = (1 +¢)", donde (5 =
k

Uma consequéncia desta expressao é que P(1) = 2" e, como P(1) < M(1) = >, 7,
concluimos que f : T" — R tem pelo menos 2" pontos criticos isolados! Mais precisa-
mente, se n = 2, por exemplo, temos que f possui ao menos um minimo, duas selas e um

maximo.

Prova da Proposi¢ao. Basta aplicarmos a formula de Kiinneth da topologia algébrica,

ver [3]:

Hy (X xY) (Z Hi(X Y)) e ( > Tor(HZ-(X),Hj(Y))> .

it+j=k itj=k—1

Temos que

Br(X x Y) = posto < > Hi(X) ®Hj(Y)> = ) B(X)B(Y

itj=k i+j=k

o que completa a demonstracao. O
Defini¢ao 18. Uma filtragao de Morse de M, ¢ uma sequéncia de valores regulares
a=cy<c;<...<cp,=>bde f(x).

Lembre-se da definicao de valor regular, ¢; é valor regular se nao existirem pontos

criticos no nivel ¢;, ou seja se f(x) = ¢;, entdo V f(z) # 0. Vamos introduzir a notagao

= Be(M,,, M, _,)t"

Proposigao 19. > " | Pi(t) = P(t) + (1 + t)Q(t), onde Q(t) € um polinémio com coefi-

cientes nao-neqativos.
Prova. Seja Pi(t) =Y. Br(M,,, M,)t*. Afirmamos que
P(t)+ P7Ht) = P'(t) + (1 + )Qi(t). (2.1)

Somando membro a membro para i = 1 a n, obtemos

S OP(t) + Pty =P () + (1+1) > Qi)
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Visto que PO(t) = > Bu(M,, M)tk = 0, e P*(t) = 3 Bu(My, M, )t* = P(t), segue o
resultado desejado. Provemos agora a igualdade (2.1).

Uma sequéncia de homomorfismos
Qn42 Qn41 « An—1
oS A — A, S A

é dita exata, se Kera,, = I'ma,,, para cada n.

Considere a sequéncia exata da tripla (M., M., ,, M,), ver [3]:

)

X HW(M,, M) 5 Hy(M,,, M,) 2 Hy(M,,, M,

Como Ker(j,) = Im(i,), temos
posto Ker(j,.) = posto Im(i.) = Bx(M,,_,, Ma) — posto (O).

Por outro lado,

posto Im(j,) = Br(M,,, M., _,) — posto (Ok_1),

e, lembrando que

Bu(M.,, M,) = posto Tm(j.) + posto Ker(j.),

obtemos finalmente
Br(Me,, Me. ) + Be(M,,_,, M) = Bx(M,,, M,) + posto () + posto (Op_1).
A formula acima se expressa em termos polinomiais como
Pi(t) + PHt) = P'(t) + (1 +1)Qi(1),

onde Q;(t) = > (posto(dy))t*. O

Observacao 20. Os coeficientes do polinémio de Poincaré sao denominados nimeros de

Betti do par (M, M,).
A fim de calcular P;(t), utilizamos as proposigoes abaixo.

Proposigao 21. Se M,y ¢ compacto e nao contem pontos criticos, entao P(t) = 0.
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Proposicao 22. Suponha que M,y € compacto. Se existe apenas um valor critico a <

c < b, e se todos os pontos criticos em M,y sao nao-degenerados, entio

P(t) = > 1)

P pto crfitico em Miq,p]

Estas proposi¢oes implicam o teorema principal (na verdade equivalem a este), pois
se M,y € compacto e todos os pontos criticos sao nao-degenerados, logo isolados, existe
apenas um numero finito deles e, portanto, de valores criticos de f(z). Escolhendo uma
filtragdo de Morse de tal modo que cada [¢;_1, ¢;] contenha 0 ou 1 valor critico, obtemos que
cada P;(t) é ou identicamente nulo ou da forma Y, /() e, consequentemente, > P;(t) =
M (t). As demonstracoes das proposi¢oes acima utilizam fluxos gradientes para produzir
homotopias, as quais simplificam o célculo de Hy(M,, M,). Antes facamos as seguintes

consideracoes.

Definicao 23. Um fluzo local num espaco topologico X é uma aplicagao continua ¢ :

D — X tal que

(a) D C R x X é aberto. Paracadaz € X, D, = {t € R: (t,z) € D} é um intervalo

aberto contendo 0.
(b) ¢o(z) = x, para todo z € X.

(c) Se ty € D,, entao Dy, () = Dz — to €, se s € Dy, (), temos
(bs((bt(x)) = ¢S+t(x>‘

(d) Para cada x € X, ¢y : D, — X descreve uma curva regular em X, i.e, o grafico de

¢ ¢ um subconjunto fechado de R x X.

Note que a propriedade (d) de um fluxo local implica que se D, é limitado, entao,
quando ¢ se aproximar de um dos extremos de D,, a imagem de ¢; nao pode estar contida

num compacto (veja a figura abaixo).
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A~X

Caso D = R x X, dizemos que ¢ com as propriedades (a)-(d) é um fluzo.
Um sistema de equacgoes diferenciais ordinarias de classe C'* numa variedade suave

M d& origem a um fluxo local, ver [4], Teorema "Global smoothness of the flow".

Observagao 24. Denotaremos a partir deste momento ¢;(x) por z - t. mais geralmente,

se AC X e B CR, entao
A-B={x-t:x €A, te B}
Defini¢ao 25. Um subconjunto A C X é invariante se
Vee A, Vte D, = x-t€A,

ou seja

A-D,Cc AvVz e A

. A C X é positivamente invariante se
Vee A, Vte D, t>0 = z-teA.
A C X é estritamente positivamente invariante se
Vee A, Vte D,, t >0 = z-tecint(A).

Exemplo 26. Considere uma funcao suave f : M — R, onde M é uma variedade
Riemanniana suave. Entao M, é positivamente invariante com relacao ao fluxo do sistema

de equacoes diferenciais & = —V f(z). De fato

d

Zf@-t) = Df(a-t)i = ~||V S|

i.e, f € uma funcao nao-crescente ao longo das solucoes do sistema.
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M N\

Se a ndo é um valor critico de f, —||Vf|| < 0 em f~!(a), logo M, é estritamente

positivamente invariante.

Lema-Chave. Seja ¢ um fluzo local em M. Sejam B C M positivamente invariante e
A C B um subconjunto fechado e estritamente positivamente invariante. Suponha que,

para cada x € B, existet >0 com x -t € A. Entao
T(x)=inf{t>0:2-te A}

é uma fungao continua T : B — [0,00) e x - T(z) € A.
A inclusao, i : A — B € uma equivaléncia homotdpica. Logo i, : Hy(A) ~ Hy(B) e

Hy(B,A) =0, para todo k.

Prova. Dados x € B e € > 0, vamos encontrar vizinhangas de z cujos pontos y sejam
tais que T(y) > T(z) —e ou T(y) < T(z) + €.
Note que
T(x)—e<0 = T(y) >T(zx) —e

Logo vamos assumir que 7'(z) > €. Segue-se que z - (T'(z) — €) existe e, por definicao,
z-(T(x)—€) e M\ A

Como D (o dominio do fluxo local) é aberto, M \ A é aberto e o fluxo local é
continuo, existe uma vizinhanga U de z tal que se y € U, entdo y - (T(x) — €) existe e
y-(T(x) —€) € M\ A. Como A é positivamente invariante, y - [0,7(z) —€¢] C M \ A.
Portanto T'(y) > T'(x) — e.
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Vamos agora tomar ¢ com z -t € A. Podemos assumir que ¢ € [T'(x),T(x) + €) e,
aumentando ¢ , que = -t € int(A).

Usando novamente a continuidade do fluxo, deduzimos que existe uma vizinhanca
V de z tal que, se y € V entdo y-t existe e y-t estd em int(A). Logo T'(y) <t < T(x)+e.

Como A é fechado, T'(x) esta contido em {t > 0: x-t € A} e, portanto, z-T'(x) € A.

Seja H(s,x) = hs(x) =z - (sT(z)). Note que

(i) ho(x) =x-0==x,i.e, hy =idp é a identidade em B.
(ii) hi(z) =z -T(z) € A, ie, by : B— A.
Afirmamos que h; é uma inversa homotoépica de 7 : A — B. De fato, temos por um lado
v €B=(ioh)(z)=h(z) e h & hy=idp,
e por outro,
r€A= (hoi)(z)=h(z)=2-T(x) =2 0=z,

pois x € A.
Concluimos que A é um retrato de B, logo temos o isomorfismo i, : Hi(A) ~ Hy(B),

para todo k. Finalmente, utilizando a sequéncia exata
. — Hy(A) S Hy(B) — Hy(B,A) — Hy_1(A) 2 Hy_(B) — ...,

obtemos Hy(B, A) = {0}. O

Vamos demonstrar as proposicoes 21 e 22 usando o Lema-chave.

Aplicaremos o lema aos conjuntos M, C M,, novamente considerando o fluxo do
sistema & = —V f(z). Sejam A = M, e B = M,. Entdao A é fechado e estritamente
positivamente invariante, e B é positivamente invariante. Mostraremos que se x € B
entao existe t > 0 tal que x -t € A.

Por contradigao, suponha que para algum z € B, x -t permanence em M, para
todot € D,, t > 0. Como M, é compacto, x -t existe para todo ¢ > 0. Visto que M,y

nao contem pontos criticos de f, existe £ > 0 tal que

d 2
/@) =—lIVf@)]° <~k <0,
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donde segue que o tempo maximo de permanéncia de x - £ em M, nao excede Ta’ 0
que é impossivel.

Portanto, o lema-chave provado acima nos diz que Hy(B, A) = Hy(M,, M,) = {0},
i.e, P(t) =0, ficando demonstrada a proposigao 21.

Suponhamos agora que M,y ¢ compacto, onde a,b sao valores regulares, que ex-
iste apenas um valor critico ¢ €]a, b, e que todos os pontos criticos em M,y sdo nao-
degenerados. Lembre que pontos criticos nao-degenerados sao isolados e formam um con-
junto finito {Py, ..., P,}, pois M, é compacto . Vamos calcular os grupos Hy(M,, M,)
usando o lema-chave para simplificar M, e M,.

De acordo com o Teorema de Hartman-Grobman (ver [6]), existe uma vizinhanga

P; na qual o fluxo é conjugado ao fluxo-produto

rT=z, x&D",

y=-y, € D%,
onde D%, D% sdo discos de dimensdes u;, s;, e u; = I(P;) é o indice de P;. Tomando
D? pequeno o suficiente, podemos assumir que f < b em U; = D% x D% e f < ¢ em

0D x D% (“conjunto de saida").

DSi

PK D"
|

Faremos agora algumas simplificacdes. A primeira delas consiste em substituir M, por

Z
-

M,, onde o €]a, c[ e f < aem D" xdD*. Como ndo existem pontos criticos no compacto
Miqa.q), 0 lema-chave implica que Hy(M,, M,) = {0} para todo k. Da sequéncia exata da
tripla (M, My, M,),

. Hk(MomMa> - Hk(Mba Ma) - Hk<Mb7 Ma) - kal(Maa Ma) EAERER)
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deduzimos entao que Hy(M,, M,) — Hy(M,, M,) é um isomorfismo.

Nossa proxima simplificagao consiste em substituir M, por M, U; U;, onde U; =
D" x D%, para algum o como acima. Para isto, aplicaremos o lema-chave com B = M,
e A = M,U; U;, onde tomamos sup pu;,yps f < o < c¢. Vemos que ambos A e B sao
estritamente positivamente invariantes. Além disso, dado x € M,, podemos mostrar que
existe t > 0 tal que = -t € A. Como W é compacto e nao contem pontos criticos,
temos

d
— 1) < -k <0.
Tt < k<

Logo, repetindo um argumento utilizado anteriormente, as 6rbitas devem continuar ex-
istindo (i.e, estdo definidas para todo ¢ € R) e atingem A em tempo finito. Portanto
Hy(M,, A) = {0} e, consequentemente, Hy(M,, M,) ~ Hy(A, M,) (basta analisar a se-
quéncia exata da tripla (M,, A, M,)).

Substituiremos agora M, por
S = Ma U; (Uz \ ({0} X D&))

Note que S é positivamente invariante, M, é fechado e estritamente positivamente in-
variante, e que

relS = dt>0 tal que z-t e M,.

Portanto Hy(M,, M,) =~ Hi(A, S), onde mais uma vez usamos a sequéncia exata de uma
tripla. A fim de calcular esse ultimo grupo de homologia, utilizaremos o Teorema de
Excisao [3]:

Hy(A,S) ~ Hy(A\V,S\V), ¥V Cint(S).

Tome V = S\ U;U; = A\ U;U;. Logo V C M,, V C M, C int(S) (na topologia induzida
em A) e

Assim obtemos

Hy(A\V, S\ V) ~ @, Hy(U;, U;\ {0} x D).

Observemos agora que os pares (U;, U; \ {0} x D%) e (D%, D"\ O) sdo homotopicamente
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equivalentes (via colapso do disco ““estavel", D*). Mas

Hy(D", D%\ 0) =
{0}7 k # Uy,

donde finalmente concluimos que
P(t) =Y ',
i=1

e assim fica provada a proposicao 22. O

No préximo capitulo introduziremos uma generalizacao das idéias da teoria de

Morse.



Capitulo 3

Indice de Conley e fluxos

3.1 Indice de Conley

Na teoria de Morse, partimos das hipo6teses:

- O sistema dinamico é da forma & = —V f(z) e estd definido numa variedade suave

M compacta,
- Os pontos criticos de f sao nao-degenerados,

e deduzimos que se Hy(M,, M,) # {0} entdo existem equilibrios para o sistema. Nao ¢é
dificil mostrar a existéncia de equilibrios mesmo quando a segunda hip6tese acima nao é

feita.

Proposicao 27. Considere o sistema gradiente © = —V f(x). Se My € compacto e
Br(My, M, )posto (Hg(M,y, M,)) # 0 para algum k, entdo eriste ao menos um equilibrio
em Mg p).

Prova. Se nao existirem pontos criticos, a proposi¢ao 21 nos diz que P(t) =0, i.e,
posto( Hi(M,, M,)) =0, Vk.

Isto contradiz o enunciado. |

Exemplo 28. Considere o sistema gradiente determinado pela funcao altura do toro,

h:T? — R. Sejam Py, P», P3 e P, os pontos criticos de h, com h(P;) < h(P;y1). Suponha

21
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que h(Py) < a < h(Py) e h(Ps) < b < h(Py). Utilizando homotopias, nao é dificil ver que
(My, M,) ~ (S v S', %), a operagdao V é chamada produto wedge, e sera estudada com

mais detalhes nos proximos capitulos. Logo

7207, k=1,

Hk(Mln Ma) =
O kA1

donde deduzimos que o sistema tém dois equilibrios do tipo sela em Mg y.

P,

Para ver que (M,, M,) ¢ homotopicamente equivalente a (S'V S, %), considere a proxima

figura:

Vejamos agora um exemplo com equilibrios degenerados.

Exemplo 29. Considere a funcio f : 7% — R descrita pelo diagrama abaixo.
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P.

f<o

\

f>o f=

P.

Observe que os pontos criticos de f sdo: P, (minimo), Py (méaximo) e P, (sela
degenerada). Sejam 0 < b < f(Ps) e f(P1) < a < 0. Podemos tomar M, ; como a regiao
limitada pelo retangulo inclinado . Entdo novamente temos (M, M,) ~ (S Vv S %),

porém desta vez M, contém apenas P, e nao dois pontos criticos como antes.

Podemos eliminar a hipdtese de o sistema ser gradiente, caso nosso objetivo se limite
a conhecer a existéncia de um conjunto invariante nao-vazio.
Ao invés de considerarmos subniveis de alguma fungao, tomaremos pares (B, A) de

conjuntos positivamente invariantes. O papel do conjunto M, serd desempenhado por

BLA

Definicao 30. Se N é um subconjunto de um espago topolégico M com um fluxo local,

o conjunto invariante mazrimal em N é
I(N)={x e N:z-te N, Vte D,}.

Frequentemente ocorre que N é compacto, logo as 6rbitas em Z(N) estao definidas

para todo t € R, (ver [6]).

Proposicao 31. Suponha que A C B C M, com B positivamente invariante e A es-
tritamente positivamente invariante. Além disso, suponha que B\ A € compacto. Se a

inclusao i : A — B nao for uma equivaléncia homotdpica, entao Z(B\ A) # 0.

Prova. De acordo com o Lema-Chave, existe algum x € B para o qual nao existe t > 0,
t € D, comzx-t e A Como B\ A écompacto, x-t existe para todot > 0e xz-RT C B\ A.
Por compacidade, z - R* tem um ponto de acumlagao y. Seja {t,,} uma sequéncia tal que

x -1, converge para y.
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Afirmamos que y -t € B\ A para todo t € D,,. Sejat € D, (possivelmente ¢ < 0).

Para n suficientemente grande, ¢, +t >0 e
- (tp+t)=(x-t,) -t —>y-t.

Visto que z - (t, +t) € B\ A, y-t € B\ A. Logoy € Z(B\ A). O

Observagao 32. Ao invés de assumir que B\ A é compacto, podemos supor que existe

um compacto K C B\ A tal que
r-R"Cc B\A =z Rt C K.

Neste caso, temos que z-RT C K, y € K e y-t € K na demonstracao acima, ficando

provado que y € Z(K) C Z(B\ A).

Exemplo 33. Considere o fluxo num cilindro solido C' representado pela figura abaixo,
na qual ¢ é um né. Seja M = C'\ c e A, B os subconjuntos fechados em M estritamente

positivamente invariantes representados na figura.

T

e
Vv oy
A
v % v
%)

Note que B\ A nao é compacto, mas as 6rbitas proximas a ¢ eventualmente atingem

\J

A

Seja K = B\ A\ U, onde U é uma vizinhanga de ¢ contendo os pontos de B\ A
cujas oOrbitas se aproximam de ¢ . Logo, todo z tal que z - Rt C B\ A deve estar em K.
Porém, i : A — B nao é uma equivaléncia homotopica, pois 0 homomorfismo de

grupos fundamentais 4 : m(A) — m(B) ndo é um isomorfismo. De fato, enquanto
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m(A) = m (S = Z, m(B) é mais complicado! O leitor pode consultar a literatura
sobre a teoria dos nos. Curiosamente, porém, i, : H1(A) — H;(B) é um isomorfismo (a
teoria da dualidade implica que a homologia do complemento de um conjunto depende
apenas da topologia do conjunto, neste caso do n6 ¢). Dai temos um conjunto invariante
nao-vazio no cilindro.

A idéia que fundamenta o conceito de indice de Conley é utilizar o tipo de homotopia
dos pares de espacos (B, A) como um indice topologico para conjuntos invariantes entre

eles.

3.2 Fluxos e Fluxos Locais
Seja M um espacgo topologico.

Definicao 34. Uma curva regular em M é uma aplica¢ao continua v : D, — M, onde

D, é um intervalo aberto, cujo grafico {(¢,7(t)),t € D,} C R x M é fechado.

Lembre que, segundo a definicao 23, se ¢ : D — M é um fluxo local, entao para
todo x € M, a curva v : D, — M, dada por 7(t) = ¢(t,x) é regular. Caso o dominio D
seja todo o R x M, diremos que o ¢ é um fluxo global ou simplemente um fluzo.

Mostraremos como ‘mergulhar’ um fluxo local em um fluxo.

Seja I'(M) o conjunto das curvas regulares em M. Podemos definir uma topologia
em I'(M) tomando por sub-base o conjunto formado por I'(K,V) ={y € I'(M) : v(K) C
V}, onde K C R é um compacto e V' C M é um aberto. Esta topologia é conhecida pelo
nome de topologia compacta-aberta.

['(M) possui um fluxo natural, o fluzo de translagcdo a esquerda:

Dado v : D, — M, defina v -t : D, — M fazendo D., = D, — {t} e (v-t)(s) =
Y(t + s).

Vamos introduzir a notacgao

. BXTOM) — T(M)

(t,y) = -t
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Consideremos agora um fluxo local ¢. Defina um mergulho

, M — T
. r = ’y:(b(ax)a

onde v : D, — M. Seja & = h(M) a imagem de M em I'(M). Seja
D'=|JDyx{y}={(t,y) eERxP:te D, ve}
yed

Proposicao 35. h: M — ® ¢ um homeomorfismo. Além disso, o diagrama

R x M 5 D2~
Idxh h

R x & ) D—L-3

¢ comutativo.

26

Prova. h™* : ® — M nos d4 a condigdo inicial, visto que ¢(0,-) = Idy;. Temos portanto

h=H(y) =~(0).

Afirmamos que h é continua.

Dado = € M, seja v = h(z). Escolha uma vizinhanga I'(K, V') de . Para cada

(t,x) € K x{x}, escolha ¢ > 0 e uma vizinhanga U, de x em M tais que (t—¢,t+¢€)xU, C

D, e ¢((t—e,t+¢€) xU,) CV (use a continuidade de ¢ e veja a figura abaixo).

M

L EKX {x}

Como K x {zx} é compacto, podemos tomar uma subcobertura finita (¢; —e;, t;+¢;) X

(Up)ist=1,...,n. Seja U =(,(Uy);. Entao K x U C D e ¢(K x U) C V. Concluimos

que U é uma vizinhanga de = em M cujos pontos sao levados por h em I'(K, V).
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Verificamos facilmente que h™' ¢ continua. Dada uma vizinhanga U de ~(0),
['({0},U) é uma vizinhanga de « tal que h=*(y") € U, V4" € T'(0, U).

Resta provar que o diagrama do enunciado é comutativo. Por um lado temos
h(o(t, x)) = () = o(-, (L, 2)) = o(t + -, ),
pois ¢ é um fluxo local. Por outro lado, vale
U(Id x h(t,z)) = V(t, h(z)) = V(t,o(,x)) = ot + -, x).
A demonstragao esta concluida. O

A proposic¢ao 35 fornece um mergulho de M com o fluxo local ¢ em I'(M) com o
fluxo global W.

O fato de ¢ ser um fluxo local implica que ¢ é um conjunto localmente invariante
por translacoes em I'(M). Em geral, dizemos que se X é um espago topologico com um
fluxo, um subconjunto ® de X é localmente invariante se existe um aberto V' contendo

® tal que se

yed, v-[a,b)CV (a<0,b>0) = 7-[a,b] CD.
\"

Os conjuntos destacados da figura acima sao conjuntos localmente invariantes.
Uma condicao equivalente é que ® é localmente invariante se, dado v € ®, existe

uma vizinhanca U de v e € > 0 tais que
(UN®P)-(—e€) CD.
Proposigao 36. O conjunto ® = h(M) definido acima € localmente invariante em T'(M).

Prova. Usaremos o fato de D, o dominio de ¢, ser um conjunto aberto.

L. Mo— T

r 7('7x)
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onde v ¢ a solugao que passa por x.
D C R x M é aberto. Tome v € ®, assim D’ = id x h(D) é aberto, pois h é um
homeomorfismo. Considere D" como a projecao de D’ em I'(M), assim D" é vizinhanga

de . Além disso, (D" N ®) - (—e€,¢) C . O

Proposicao 37. Todo fluxo local pode ser mergulhado como subconjunto localmente in-
variante de um flurzo. Reciprocamente, a restricao de um fluro a um conjunto localmente

invariante € um fluzo local naquele conjunto.

Vejamos agora os elementos a serem utilizados na teoria do indice de Conley.
Seja I' um espaco topologico com um fluxo denotado por z - t. Seja & um subcon-
junto localmente invariante de I'. Vamos supor também que ® é localmente compacto e

Hausdorff.

Observacao 38. Lembramos que um espaco X é localemente compacto se cada um
de seus pontos x tem ao menos um vizinhanca compacta, i.e, existe N compacto tal
que z € int(N). Se, além disso, X é Hausdorff, entdao cada x € X possui vizinhancas
compactas arbitrariamente pequenas, i.e, dada U vizinhanca de x, existe N vizinhanca

compacta de x tal que N C U.
Note que a restricao do fluxo z -t a ® é um fluxo local em .

Proposicao 39. Seja N C ® compacto e seja x € N tal que x - RT ¢ N. Entao existe
t >0 tal que x-[0,t] C ®, mas x -t ¢ N. De fato, existe uma vizinhanga U de x em P e
t >0 tais que

U-[0,t]c®, (U-t)nN =0.

Prova. Seja
T=inf{t>0:2-t¢N}=sup{t>0:x-[0,{] C N}

Por hipotese, T' < oo.
Como N é compacto, existe uma sequéncia t, — T tal que x - ¢, converge para
algum ponto de N. Mas x - t,, — x - T, logo x - T € N e, mais ainda, z - [0,T] C N.
Visto que ® é localmente invariante, existe ¢ > 0 tal que z - [0,7 +¢€) C ®. Da

definigao de T', concluimos que existe t € (T, T +¢€) com = -t ¢ N. Mas ® é Hausdorff e
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N é compacto, logo N é fechado e &\ N é aberto em ®. Por continuidade do fluxo local
em ®, existe uma vizinhanga U de x tal que, paray € U, y-t € &\ N (observe que y - ¢
esta definido). Portanto

U-[0,t]c® e (U-t)NN=10.

Prova. Usaremos o fato de D, o dominio de ¢, ser um conjunto aberto.

. M — T'(M)
z — (1)
onde v ¢ a solugao que passa por x.
D C R x M é aberto. Tome v € ®, assim D’ = id x h(D) é aberto, pois h é um

homeomorfismo. Considere D" como a projecao de D’ em I'(M), assim D" é vizinhanga

de . Além disso, (D" N ®) - (—e€,¢) C . O

Proposicao 40. Todo fluxo local pode ser merquhado como subconjunto localmente in-
variante de um flurzo. Reciprocamente, a restricao de um fluro a um conjunto localmente

mvariante € um fluzo local naquele conjunto.

Vejamos agora os elementos a serem utilizados na teoria do indice de Conley.
Seja [' um espaco topologico com um fluxo denotado por z - £. Seja & um subcon-

junto localmente invariante de I'. Vamos supor também que ® é localmente compacto e

Hausdorff.

Observacao 41. Lembramos que um espaco X é localemente compacto se cada um
de seus pontos x tem ao menos um vizinhanca compacta, i.e, existe N compacto tal
que z € int(N). Se, além disso, X é Hausdorff, entdao cada x € X possui vizinhancas
compactas arbitrariamente pequenas, i.e, dada U vizinhanca de x, existe N vzinhanca

compacta de x tal que N C U.
Note que a restricao do fluxo z -t a ® é um fluxo local em .

Proposicao 42. Seja N C ® compacto e seja x € N tal que x - R ¢ N. Entao existe
t >0 tal que x-[0,t] C ®, mas x -t ¢ N. De fato, existe uma vizinhanga U de x em O e
t > 0 tais que

U-0,tjc®, U-t)NnN =0.



CAPITULO 3. INDICE DE CONLEY E FLUXOS 30

Prova. Seja
T=inf{t>0:2-t¢ N} =sup{t>0:x-[0,{] C N}

Por hipotese, T' < oo.

Como N é compacto, existe uma sequéncia t,, — T tal que x - t,, converge para
algum ponto de N. Mas x - t,, — x - T, logo x - T € N e, mais ainda, z - [0,T] C N.

Visto que ¢ é localmente invariante, existe € > 0 tal que z - [0,7 +¢€) C ®. Da
definigao de T', concluimos que existe t € (T, T +€) com = -t ¢ N. Mas ® é Hausdorff e
N é compacto, logo N é fechado e &\ N é aberto em ®. Por continuidade do fluxo local
em ®, existe uma vizinhanga U de x tal que, paray € U, y-t € &\ N (observe que y - ¢
esta definido). Portanto

U-0,t]c® e (U-t)nN =0.

Dado um conjunto compacto N C ®, defina
I(N) = {zeN :z-RC N},
A*(N) = {z €N :z-R" C N},
A" (N) = {zeN:z-R CN}
Proposigdo 43. Para todo compacto N, os conjuntos I(N), AT(N) e A~(N) sao com-

pactos e sao, respectivamente, invariante, positivamente invariante e negativamente in-

variante. Além disso,

AT(N) (A~ (N) = I(N).
Prova. Considere AT (N). De acordo com a tltima proposi¢ao, o conjunto
{reN:z-R" ¢ N}

é aberto em N. Este conjunto é precisamente N \ AT(N), logo A*(N) é fechado em N,
donde compacto, ja que N é compacto.

Se x € AT(N), t > 0, entao

(x-t)-RY =z -[t,0) C N.
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Portanto, x -t € AT(N).

Os argumentos para I(N) e A~(N) sao analogos. O

Definigao 44. Um conjunto compacto N C & é uma wvizinhanca isolante se I[(N) C
int(N). Um conjunto compacto invariante S é dito conjunto invariante isolado se S =

I(N) para alguma vizinhanca isolante.

Observacao 45. N é uma vizinhanca isolante se e somente se todo ponto x € ON deixa

N em uma ou ambas as direcoes do tempo, i.e
IONNI(N)=0.

Exemplo 46. Se f : M — R ¢é a funcao altura, suave, e a < b sao tais que M,y ¢é

compacto, entao M, € uma vizinhanca isolante.

N
M L(N)= /




Capitulo 4

Pares-indices para conjuntos

invariantes i1solados.

4.1 Definicao de par-indice.

Dado um conjunto invariante S, construiremos pares de espacos (N7, Ny) cuja topologia

relativa fornece um “indice"associado a S.

Definicao 47. Seja S C ® um conjunto compacto invariante do fluxo local ® C I'. Um
par-indice para S em ® & um par (N7, Ny) de conjuntos compactos Ny C Ny C & tais

que
(i) N1\ Ny é uma vizinhanca isolante para S.
(ii) Ny é positivamente invariante em Ny, i.e

ZL‘GNQ,?L"[O,t]CNl = ZL"[O,t]CNg, t>0.

(iii) No é um conjunto de saida para Ny, i.e
$€N1,ZL"R+ ¢N1 = EltZO,IL' [O,t] C Nl, l"tENQ.
Exemplo 48. Seja f: M — R uma funcao altura, suave.

Se M, C M, sao ambos compactos e a, b nao sao valores criticos, entao (M,, M,) é

um par-indice para o conjunto I(Mj,y) (ver a figura abaixo). Se M, nao é compacto, mas

32
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M,y o é, poderiamos utilizar o par (Mg, Mjaq)), onde a € (a,b) e M, 4 nao contém

pontos criticos.

4.2 Pares-indices e indice de homotopia de Conley

Dado um par-indice (N7, Ny) para um conjunto invariante S em ®, a teoria de Morse
sugere que o grupo Hy(Ni, Ny) seja um indice para S. Vamos revisar o conceito de

homologia relativa . Uma k-cadeia relativa em (N7, Ny) é um elemento do quociente
Ag(N1, No) = Ap(N1)/Ak(No),

onde A(X) é o grupo livre gerado pelas k-simplexos em X (ver |[3]).

Ao invés de considerarmos a homologia relativa, vamos trabalhar diretamente com
o espago quociente N1/Ny. Este espaco tem por pontos as classes de equivaléncia de Ny
pela relacao

r~Yy <=2,y € Npouzx=y.

Denotaremos a classe de = € N; por [z]. A proje¢do de N; sobre o quociente Ny /N
¢ a aplicagao:

T: Ny — Ni/Ny
Definimos em N; /Ny a topologia quociente, isto é, topologia mais fina tal que m é

uma aplicacao continua.
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Observe que o conjunto Ny é um ponto de N;/Ny. Vamos denota-lo por *. Podemos

entao ver a projecao como uma aplicacao de pares de espacos
/[ (Nl,NQ) — (Nl/NQ, *)

Um par de espacos em que o segundo espaco consiste em um ponto, é chamado espaco

pontuado.

Observacao 49. Sob certas hipoteses relativamente fracas, Hi(Ny, No) ~ Hy(N1/Np, *).

Porém nao existe uma relagao simples entre os grupos de homotopia.

Definigao 50. Uma aplicagio entre pares f : (X, A) — (Y, B) é uma equivaléncia ho-
motdpica entre pares se existe g : (Y, B) — (X, A) tais que

fog=idyp , gof=idx.a,
onde as homotopias sao homotopias de pares, isto é
H:([0,1] x X,[0,1] x A) — (Y, B),
com H;(A) C B, para todo t.
Um caso particular sao as equivaléncias homotdpicas de espagos pontuados.

Definigao 51. Dado (X, *), seja [X,*] o tipo de homotopia do par (X, ), isto &, o

conjunto de todos os espagos pontuados homotopicamente equivalentes a (X, *).

Definicao 52. O indice de homotopia de Conley para um conjunto invariante isolado S
é

onde (N, Ny) é um par-indice para S.

Observagao 53. Denotaremos a classe de homotopia do espaco pontuado (N;/Np, *)

por [N1/No|

Mais adiante demonstraremos o seguinte teorema :
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Teorema 54. Dados (N1, Ny) e (M, My) pares-indices para o conjunto invariante isolado
S, entao

[N1/No] = [My/ M),
ou seja o indice de homotopia de Conley estda bem definido.

Vejamos alguns preliminares para demonstracao do teorema. Lembre que os ele-

mentos de N; /Ny sdo dados por [z] € Ny \ Ny tais que

] = {z} se xz & Ny \ Ny

*  se x € Ny
Se Nl = (Z), entéo Nl/NO = {No} 7é @, assim h(@) = [*] = 6
Proposigao 55. h(S) #0= S #0

Com a proposicao acima vemos que quando o indice de Conley do conjunto invariate
maximal de NV, I(N), ndo é a classe de um ponto, isto é 0, entao I(N) # ), ou seja, temos

um conjunto invariante nao trivial no interior de V.

Observacao 56. Dado o par-indice (Ny, ), temos que N1/ = Ny | |* (unido disjunta),
dai [N, /0] = [N, U], fazendo N; = (), temos que [0/0] = [¥] =0

Proposigao 57. Ny C N; espacos Hausdorff compactos, N1 /Ny é também espago Haus-

dorff compacto. Além disso, se f: (N1, No) — (Ni, N|) € continua, entdo o diagrama:

(N}, No) —— (N}, V)

(N1/No, ) — (N /Np, %)

€ comutativo, onde f € a aplicagao induzida por f.

Prova. Basta usar o fato que f é a aplicaciio induzida por f, isto &, que f([z]) = [f(z)].

O

Corolario 58. Se (Ny, Ny) e (N, N}) sao Hausdorff, compactos e homotopicamente
equivalentes, entao [N1/No| = [N{/N{].
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Prova. Seja f : (Ny, No) — (N/, N;) homotopia. Pelo teorema,temos que f : (N; /Ny, *) —

(N7/N{,*) é equivaléncia homotopica. O

Definicao 59. Ny C N; é um retrato forte de deformagao de Nj se existe homotopia
H :]0,1] x N — Ny tal que Hy = idy, € Hy : Ny — Ny com x € Ny = H;(x) = x para
todo t.

A partir desta definicao temos o corolario:
Coroléario 60. Se Ny é um retrato forte de deformacao de Ny, entio [N1/No] = 0.

Prova. Como Ny é um retrato forte de deformacao de Vi, existe

Hy: (NbNo) - (N07N0>
continua, que induz a equivaléncia homotopica H; (com inversa a aplicacao induzida pela

inclusdo), dai [Ny /No| = [No/No] = [+] =0 O

Exemplo 61. Seja M|, compacto sem pontos criticos. Vimos antes, que (M,, M.) é
um par-indice para I(M, ) =0 , por exemplo quando nao temos conjuntos invariantes

em M., dai [M,/M.] = 0. Veja a figura abaixo:

N\

N
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Exemplo 62. Cilindro sem um no.

C
B._ T ,_~—\\
- LA
\7 \7
A
A\ A\

Claramente Ny (parte compacta de A desenhada) é um retrato forte de deformagao
de N; (parte compacta de B desenhada), basta observar na figura que a homotopia é o

fluxo. Pelo coroldrio temos que [N;/Ny| = 0.

Vejamos (N1, Ny) dados pela figura é um par-indice para o cilindro sem o no.
(0) Ny C Ny e ambos sdo compactos.
() 5= I1(N,\ No)
(ii) Ny é positivamente invariante em Nj,veja figura.
(iii) Np é conjunto de saida para Np,veja a figura.

Exemplo 63. Equilibrios hiperbdlicos. Considere o fluxo da E.D.O. & = F(x),z € R™.
Seja P, um equilibrio hiperboélico dessa E.D.O. Existe uma vizinhanca N; em que o fluxo
é um produto de uma parte instavel, de dimensao u;, por uma parte estavel de dimensao

s; (veja a figura abaixo).

D

v

N

S
7
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Note que podemos considerar Ny = 9D" x D*. (Ny, Ny) sera um par-indice para

P;. Se consideramos a homotopia

H: ([0,1] x D*,[0,1) x 9D") — (N1, No)
. x — Hiy(z)=x-t

vemos que (Ny, Ny) = (D%, 0D"%). Assim [N;/Ny| = [D" /OD"]. Note que D" /0D" ¢é
homotopico a (S, *) (esfera pontuada de dimensao u;).

Daf h(P,) = [D% /8D%] = [S%].

Observacgao 64. Denote por X" a classe de homotopia da esfera pontuada de dimensao

u.
Da observagao temos que: h(P;) = 3%,

Proposicao 65. O indice de homotopia de Conley de um equilibrio hiperbolico de di-

mensao instavel u é 2¥.

Exemplo 66. O indice de Conley de um conjunto M.
Na teoria de Morse, se M, ¢ compacto e contém um ponto critico, P, o qual é

nao degenerado, entao
h(I(My)) = h(P) = [My/M,] = $IP)

onde I(P) é o indice de Morse de P.

4.3 Soma de indices de Conley

Da teoria de Morse sabemos que em M, compacto temos um nimero finito de pontos

criticos Py, P, ..., P,

Exemplo 67. Toro inclinado.
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Como a, b ndo sdo valores criticos da funcao altura, (M,, M,) é um par-indice para
I(M,)). Podemos ter (N7, Ny), (N7, N{) pares-indices para os equilibrios P, e P,
respectivamente. Queremos encontrar um par-indice para I(M,p) = { P, P»}. Note que
(N1, No) = (N7, Ng) U (N, Ng) é um par-indice para I(M,p). Como definir a classe
de homotopia de conjuntos que sao uniao de outros? Este problema nos leva a seguinte

definicao:

Definigao 68. O wedge "V"(ou buqué) de (X, ), (Y, o) espacos pontuados é definido
por

(X, m0) V (Y, 90) = X UY/{o, 10},

dotado da topologia quociente.

Observagao 69. [X]| = [X'|e [Y] =[Y'] = [X VY] = [X’VY’]. Nesse sentido podemos
definir [X VY] = [X]V [Y]

No contexto do exemplo acima, temos
[N1/No] = [N1/Ny v Ny /Ng] = [N1/No] v [NY /Ny

Cada equilibrio P; tem indice de Conley dado pela classe de homotopia da figura
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Usando a defini¢do de wedge, temos que o indice de Conley do conjunto {P;, P»} é dado

pela classe de homotopia de :

Observacao 70. O wedge é conhecido como soma de indice de conjuntos invariantes

isolados.
Observacao 71. Uma maneira alternativa de definir o wedge é

(X, 20) V (Yyy0) = (X x {yo}) U ({zo X Y) C X x Y,
dotado da topologia induzida.

Proposigao 72. Seja S um conjunto invariante isolado S = Sy U S U S, U... U S, onde
S; € conjunto invariante isolado disjunto de S;, j # i, entdo h(S) = h(S1) V ... V h(S,,).

Prova. Seja (N}, N}) par-indice para S;,onde esses pares-indices sdo disjuntos dois a

dois. Vimos acima o caso n = 2, basta agora usar inducao e temos:

h(S) = [Ny /No| = [N}/NIV [N2/NZIV ooV INT/NG) = B(S1) V B(Sa).o: V B(S),)

4.4 Existéncia de pares-indices para conjuntos invari-
antes por fluxos locais.

Para definirmos o indice de Conley de um conjunto invariante, precisamos verificar que
existe um par-indice para um conjunto invariante dado e que o indice estd bem definido.

Provaremos nesta secao o seguinte teorema:

Teorema 73. Seja N,compacto, vizinhan¢a isoladora de S (S = I(N)). Suponha que

Ny C N1 C N compactos e positivamente invariantes em N. Com
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e (a) S Cint(Ny),
e (b)) SNNy=0,
e (¢c) NNNON = 0N C Np.
Entao (N1, No) € um par-indice para S = I(N)
Prova. Vamos verificar que (a), (b), (¢) = (i), (i7), (¢ii), da definicao 44, pagina 27

e (i) (a) e (b)= S C int(Ny) \ Ny C int(N; \ Ny). para ver isto basta notar que
int(N1) \ Ny é um aberto contido em Ny \ Ny

e (ii) Ny é positivamente invariante em N; , pois z € Ny e z-[0,t] C Ny C N =
X - [O,t] - N()

e (iii) Ny é conjunto de saida para N;. De fato,se x € Nyex-R, C Ny = x-R, C N
N é positivamente invariante em N). Assim 3s > 0 tal que 2-[0,s] C N e z-s € ON.
Usando o fato que N; é positivamente invariante em N, temos que x - [0, s] C Ny,

dai z-s € ON N Ny C Ny, e como vimos acima temos também que z - [0, s] C Ny.

O
Dado um conjunto invariante S = I(V), onde N é uma vizinhanca isolante de S,

queremos encontrar um par-indice (N7, Ny) para S.
Definigdo 74. N* = {x / = -[—t,0) C N} = (andar t para tras em N), onde ¢ > 0.
Teorema 75. N é compacto e positivamente invariante em N.

Prova. Note que N' C N. Portanto, para mostrar a compacticidade, basta verificar que
N* é fechado. Vejamos que N\ N* é aberto. Tome x € N\ N*. Note que z-[—¢,0] ¢ N =
J—s € [—t,0] tal que z-(—s) ¢ N. Usando que N é compacto e a continuidade do fluxo,
sabemos que existe W uma vizinhanga de x - (—s), isto &, W = Viz(z - (—s)) contida no
exterior de N tal que, W -s C N. Dai W - s é vizinhanga de x tal que W -s C N\ N*.

Vejamos que N é positivamente invariante em N. Dado z € N* tal que x-[0,s] C N,
tome y € x-[0,s] = y = x-v para algum v € [0,s]. Precisamos demontrar que

y-[—t,0] C N, ie. que z-[v—t,v] C N. Separando em dois casos:
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1. v—t>0, temos x - [v —t,v] Cx-[0,0] C N, pois v < s,

2. v —t <0, sabemos que z - [—t,0] C N, como x - [v —t,v] =z - [v—1¢,0]Ux-[0,v],

temos novamente que z - [v —t,v] C N.

Em qualquer caso y € N* . Dai = - [0, s] C N*. O
Um dos conjuntos do meu par-indice para S = I(N) sera N*. Este com certeza sera

Ni, ja que S C N,

Observagéo 76. (5o N' = A_(N) = {z € N/z-R_ C N}. Vejamos qual ‘t’, satisfaz
N; = N;. Sabemos que A (N)NAIN é compacto (intersecao de dois compactos) = V =
N\ A, (N)NON é aberto em N. E como A, (N)NINNA_(N)=SNIN = (), temos
que V é vizinhanga de A_(N). Usando a observagao anterior sabemos que 3 7" tal que
NT" ¢ N\ A, (N)NON, portanto NT'NA,(N)NIN = ). Considere o conjunto N”' NON
(disjunto de A, (N)). Como NT'NA, (N)NON = () temos que todos os pontos de N7 NON
tem um tempo (positivo) de saida. Seja T” tal que + € N NON = z-[0,T"] ¢ N .
Tome T=max{T",T"},e seja Ny = NT.

Para construir Ny considere o conjunto N; NON. E tome
No= NN ((N;NON)-[0,T7),
que é compacto.
Teorema 77. Ny € Positivamente invariante em Ny

Prova. . Se x € Ny é tal que z -[0,s] C Ny, precisamos demontrar que z - [0,s] C
NiN((NyNON)-[0,T7), isto é, x-[0,s] C (NyNON)-[0,T]. Como x € Ny entdo x = y-t,
ondey € NyNIN,t € [0,T] ey-t € Ny. Assim, tome z € 2-[0,s] = y-[t,t+5] = z = y-w.
Basta mostrar que w € [0,7] e y - w € N;. Para isto mostraremos que y - [0, s] C Nj.
Dex € Ny = z-[0,T] C N = y-[t—T,t] C N e como por hipotese tinhamos que
x-[0,s] C Ny C N, obtemos y - [0, s+ t] C N. Usando o fato de que N; é positivamente
invariante em N temos y - [0,s +¢] C N;. Por fim temos que [0,s + t] C [0,7], ja que
t+s>T=y-[0,s+t] C N; C N mas os pontos de N; saem de N para tempos maiores

que T, terfamos assim uma contradi¢do. Dai, w € [0,¢ + s] C [0, 7. O
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Ja vimos que Ny, Ny sao positivamente invariantes em N. Para completar a demon-
stragao da existéncia de pares-indices, vejamos que (N, Ny) satisfaz as condicoes a,b e ¢
do teorema 19.

(a) S C intN;. Sabemos que S C int(N). Sejaxz € S = x-[-T,0] C S C
int(N). Podemos construir uma cobertura aberta para o compacto z - [0,7], e extrair
uma subcobertura finita, escolha o ‘menor’ dos abertos da subcobertura, digamos U, tal
que U - [-T,0] C int(N), dai U C N* = N; = x € intN;

(b)S N Ny = 0, pois pontos de Ny saem de N para t > T e S é conjunto invariante.

(c)NyNION =N N(N;NIN)-0C Ny

Note que este teorema nao s6 diz que existe, como também constréi um par-indice.

4.5 Equivaléncia de pares-indices.

Queremos agora verificar que o indice de homotopia de Conley para conjuntos invariantes

esta bem definido,i.e. demonstrar o teorema:

Teorema 78. (Equivaléncia de pares-indices) Sejam (N, No), (M, My) pares-indices

para o conjunto invariante S, entdao
[N1/No] = [My/Mo] = h(5) (4.2)

A idéia da demontragio é construir uma equivaléncia homotopica entre Ny /Ny e

M;i/M,. Para isto lembremos das defini¢oes de homotopia e equivaléncia homotopica.

Definigao 79. (Homotopia) Dizemos que f é homotopica a g se existe uma funcao
continua H : [0,1] x A — B com Hy(x) = f(z) e Hi(x) = g(x). Usaremos a notacao

=g

Definigao 80. (Equivaléncia homotopica) f : A — B é equivaléncia homotdpica se existe
g tal que fog=idgegof=idy. Chamamos g de inversa homoto6pica de f. Usaremos

a notacao g = f‘i.

Exemplo 81. Vejamos um caso simples de equivaléncia de pares-indices, o caso (M;, My) C

(N1, Np), como na figura
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N

M1

Basta considerarmos a aplicacao induzida pela inclusao, que claramente é equiv-

aléncia homotopica (ver figura).

Vamos agora trabalhar para conseguir construir a equivaléncia homotopica entre o
quociente dos pares-indices. Dados dois pares-indices, (M, My), (N1, Ny) defina a familia

de Funcoes (ver [7]).
ftuw)  Mi/ Moy — Ny /Ny,

dadas por:

- (t+u+v)y, (Dz-[0,t+u] C M\ M
Tt ([@]0) = (2)x - [t,t +u+v] C Ny \ No, ¢

*, c.c.,

onde a notacao c.c. significa caso contrario.

Dé algumas condigoes para (t,u,v):
(I) t+u>0,u+v>0;
(I1) x - [~t,u] C My \ My = x € Ny;
(IIT) z € My, x - [—u,v] C Ny \ Ng = = € My \ M.

Veja figura
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(M1 !MO)
\ (N,N))
(t+u)
e
X (tfu+v)

Proposigao 82. Cada f .. € continua.
Veremos a seguir a demonstracao desta proposicao.

Observagao 83. Se (I),(IT) e (III) sao satisfeitos para certos (g, ug, vp), entao sao satis-

feitos para quaisquer (¢, u,v), com t > tg,u > ug € v > .

Proposicao 84. As fu..) com (t,u,v) satisfazendo (I),(II) e (III) sao duas a duas

homotopicas e cada uma € equivaléncia homotopica.

Provando a proposi¢ao acima, construiremos uma f;,.) conectando os quocientes
dos pares-indices.
Prova. Sejam f(4.0) € fww vy satisfazendo (I),(IT) e (III). Seja T=max{t, u, v, t',u’, v'};
[ My /Myx [T, 00) x [T, 00) x [T,00) — Ny /Ny é continua e fi; ) = fir,rr), de fato seja
Q = [t,0) X [u,0) X [v,00), 0 octante com ‘origem’ no ponto (¢, u,v). Q é convexo, entao
3 caminho A : [0,1] — @Q,A(0) = (t,u,v) e A(1) = (T,T,T), por exemplo o segmento
ligando os pontos. Dai a homotopia serd Hy([z]) = f([x], A(s)). Analogamente, temos

f(t’m’ v') f(TTT Concluimos que ft’ w ') = f(t’m’,v’)'

Lema 85. f(1 ) : Mi/My — Nyi/No, satisfazendo (I),(II) e (III) e
fter .y + N1/No — P/ Fy,satisfazendo (I'),(II') e (III) =

f(/t/,u/,v/) 9} f(twv f(t” " ') . Ml/MO — PI/PO

satisfazendo (I”),(I1”) e (III”), com t" =t +t' " =u+u ev’ =v+ 0.
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Provaremos este lema apés a demontracao da proposicao, na verdade na proposicao
precisamos do caso particular em que (Py, Py) = (M;, My).

Voltando & proposi¢ao, note que f( o € umadas (f”)’s, i.e. (0,0,0) satisfaz (I"), (II”)
e (III"). Note tembém que ff, ([z]) = [z] & « € My \ Mo, dai f{,q) = idar /ny-
Concluimos que f'o f = f" = f(lé,o,o) = idpr, /m,- Analogamente verificamos que f o f' =

idn, /N, Isto prova que f é equivaléncia homotopica. O

Exemplo 86. (A inclusao induzida.)

Sejam (M, My), (N7, No) pares-indices para o conjunto invariante S tais que
M\ My C Ny

MOﬂNlCNO

Considere a aplica¢ao inclusdo induzida (inclusdo do quociente dos pares-indices)
g : MI/MO — NI/NO

dada por

~ [l’]N se ZL‘GMl\MQ
7. [.Z']M —
*, c.c

Vejamos que ¢ pode ser escrita como uma das f’s sendo assim o indice de homotopia de

Conley estd bem definido para este exemplo.

) M M, N N’
fo.00) ([x]a) = [w]n, e M\ My e z€ N\ Ny

*, c.c.,

Mas M; \ My C Ny = (M \ M) N (N1 \ No) C Ny \ N, dai fo,0.0)([2]ar) = i([2]ar)
e [N1/Ny| = [My/My).

Usando o Teorema 70 podemos verificar que dado uma par-indice (P;, P) para S,

entao (P, Py") e (P, Pl N Py) também sdo pares-indices para S. P; " ¢ definido por:
Definicao 87. Py'={z /3s€[0,t] tal que - [0,s] C Py ex-s € Py}

Vejamos agora um exemplo importante.
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Exemplo 88. (0 homeomorfismo induzido pelo fluxo) A func¢do h(z) = z -t é um home-
omorfismo (com inversa h~'(y) =y - (—t)). Tome a funcao induzida por h,

h:P/Pyt— P!/PiN P,

dada por
[l’t], I'GPl\P(),

*x, c.c.,

Vemos que h é uma das f’s. Usando a notacio
(Mla MO) - (P17P0_t)7 (Nla NO) = (P1t7Plt N PO)

temos

x-t], vreMi\My e x-te N\ Ny,
fa—en([z]) = [z, @ M\ My € N1\ No

*, c.c.,

Mas x € My \ My = x -t € Ny \ Ny, pois
xEMl\MozPl\PO_t:>x§_iP0_t:>x~[O,t]CPl\P0:>
l’t[—t,O]Cpl\P0:>1'tCPlt\PO_tCNl\NO

Portanto
f(t,ft,t) ([ﬂ) = il( [x])

Basta verificar que (¢, —t,t) satisfazem (I),(II) e (III):
) t—t>0
(1) z-[—t,~t]=x-(—t) e My \ My =z € Pl =N,
(II) x € My = Pr,x-[ttl]=x-t e N\ No=P\PINPy=z-t-[-t,00C P\ P, =
v € P\ Bt =M\ M.

Corolario 89. Qualquer composicao de inclusao induzida e homeomorfismo induzido
por fluzos locais é equivaléncia homotdpica, e quaisquer duas composi¢oes (com mesmo

dominio e contradominio) sao homotdpicas.

Prova. Basta ver que inclusoes induzidas e homeomorfismos induzidos por fluxos locais
sao escritos como as f’s O

Provemos o Teorema da Equivaléncia de pares-indices.
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Teorema 90. Sejam (M, My), (N1, No) pares-indices para um conjunto invariante iso-

lado S, suponha que temos uma funcao
T : Ml — [0, OO)

tal que para x € M,y temos x - [0,T(z)] C Ny, e para x € My temos x - T'(z) € Ny. Entao

defina
g: (M, My) — (N1, No)

x — z-T(z).

Esta g induz uma g : My /My — Ni/Ny que serd uma das f's.

Note que g, é uma fungao de pares que estd bem definida, pois g(My) C Ny e
g(My) C Ny.
Prova. Podemos escolher um compacto K vizinhanca de AT(N) disjunta de My, pois
My é conjunto de saida e AT (N) é formados por pontos que nao saem de N para ¢ > 0.
Como K e My sao compactos disjuntos, pelo Teorema de Uryshon (ver [9]), existe

@ : Ny — [0,1] que vale 0 em K, e que vale 1 em M,. Defina

h(z) =z - p(z)-T(z).

Note que g = h, basta tomar Hy(x) =z - ((1 —t)p(z) +t) - T(z) como homotopia entre
as fungoes.Vamos mostrar que h = f(; ), onde h([z]) = [h(z)]. Escolha t > 0 tal que
N\ Ny* C K, daf

My /Mo 5 N /Ny =5 Ny /NG,

onde 7 é a aplicacao induzida pela projecao. Dai
7oh(z) =z,

se x € K portanto 7oh ¢ uma inclusao induzida e esta na familia das f's, dai 7oh = f( 4.4,

como 7 tem inversa homotoépica, entao

h = ﬁ-_l o f(t,u,v) = f(,t/,u/7v/)’
portanto g é equivaléncia homotopica e

[N1/No| = [My/Mo].
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O

Vamos agora a demonstragao da proposi¢ao (79), sobre a continuidade das f’s.

Prova.

e Caso 1: z-[0,t +u] ¢ M, \ My, por (1) temos que f([z],t,u,v) = *, precisamos
demonstrar que existe uma vizinhanga de ([z],t,u,v) tal que (1) ndo vale, isto &,
dado ([y],?’,u,v") nessa vizinhanga entdo f([y],t',u/,v") = *. Sabemos que & \
M; \ M, é aberto. Pela continuidade do fluxo, vemos que como z - [0,t 4 u] ¢
M, \ M, existe uma vizinhanca, U de z e s € [0, +u] com (U - s) N M, \ My = 0),
assim

VyeU=y-[0,t+u] ¢ M \ M.

Vejamos os dois possiveis casos para t + u:

- (t+u) =0,
dai y € My \ My, como (t',u,v') satisfazem (I) temos que ' 4+ u' >t +u = 0.
Basta tomar nossa vizinhanca como : Vi = {([y],t',v/,v") / y € U}, e fruw €
continua.

— (t+u) >0,
escolha s > 0, tal que t +u < s, isto nos diz que y - [0, + '] ¢ M; \ My,
para ¢ +u' > s, e uma vizinhanga de ([z],¢,u,v) seria Vo = {([y],t',v/,v") /
yeUet' +u' > s}tN(M/Myx[ty,o0) X [ug, 00) X [vg,00)), novamente [z, )

¢ continua.

e Caso 2: ([z],t,u,v) ndo satisfaz (2), isto é, - [t,t +u+v] ¢ N; \ Ny. E uma caso

analogo ao caso 1, basta fazer as trocas 0 <> t e (M, My) < (N1, No).

e Caso3: z-[0,t+u] C My \ My, z-[t,t+u+v] C Ny \ Noez-[0,t+u+v]NNy = 0.

Vejamos que ([z],¢,u,v) satisfaz (1) e (2),

— (2) sabemos que N1\ No\ No C N1\ Ny e que z - [t,t+u+v] C Ny \ Ny \ No,
daix[t,t—i—u—i—v] CNl\NQ\NQCNl\NQ
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- 1) z-(t+u) - [—uv] =x-[t,t+u+v] C Ny \ No, por (IIT) temos que
z-(t+u) € M\ My, como My é conjunto de saida para M; concluimos que

Assim temos que f([z],t,u,v) = [z - (t + u + v)]. Sabemos, pela continuidade
do fluxo, que existe vizinhanca, W, de (z,t,u,v) tal que Y(y,t',u/,v") € W =
y- [0, +uINMy=0ey-[t,t'+u +0 NNy =0, ja que @\ My, @\ Ny sao abertos.

Para mostrar que (y,t',u/,v') satisfazem (1), note que
ye Myt [t N My=0=y-[0,t+u]C M\ M

Para mostrar que (2) também vale para pontos de W, note que y - t' - [—t/,u/] C
M; \ My. Por (IT),temos que y - ' € Ny. De y - [t/,t' +u + '] N Ny = (), obtem-
se y - [t',t' +u + '] € Ny \ Ny. Basta tomar W = {([y],t',u/,v') / y € W},
como vizinhanga de ([z],t,u,v), e nesta os pontos tem imagem f([y], ¢, u/,v") =

[y - (t'+u' +0')]. Mais uma vez, f é continua.

e Caso4: z-[0,t'+u'] C My \ My, x-[t,t+u+v] C Ny \ Noex-[t,t+u+v]NNy # 0.
(2) falha pois z - [t,t +u+v]N Ny # 0 = Jw* € [t,t +u+v] tal que z-w* € Ny =
z-[t,it+u+v] ¢ Ny \ Ng = f([z],t,u,v) = *. Seja V = Viz(x) em Ny/Ny e tome
V=r3V)={yeN /[y] €V} onde 7 é a projecio :

N1 — NI/NO
T
Lembre-se que Ny é positivamente invariante em Ny, assim para (y, t', v/, v") proximo

de (z,t,u,v), temos y - (' +u' + ') € V, entao f(y],t',u',v') =

O

Agora vejamos a demontracao do Lema que usei na demontracao do Teorema de
equivaléncia de pares-indices, que diz que a familia das f’s é fechada quanto a composicao.
Prova. Queremos provar que a composicao abaixo ¢ uma das f(t// oy My /My —

Py /Py, com (t" v v") = (t+t/,u+u,v+7)

f(t u,v)

My /My " Ny /N, ety P,/ Py,



CAPITULO 4. PARES-INDICES PARA CONJUNTOS INVARIANTES ISOLADOS.51

onde f satisfaz (I),(II),(III) e f’ satisfaz (I"),(I"),(IIT").

Syl +ut0)]), (V- [0,t+u] C My \ My

St o) © St ([2]) = (2)z - [t,t +u+v] C Ny \ No,
f{t’,u’,v’)(*)’ C.C.,
[z-(t+u+wv) (' +u +)], (D)z - [0, +u] C My \ My

(Q)x[t,t—l—u—l—v] CNl\No,
= (- (t+u+v)-[0,t' +u] C N\ N,
2Nz (t+u+v)-[t', ¢ +u +0]C P\ PR,

*, c.c.,

\

Precisamos demontrar que
(1),(2), (1), (2) & (1), (27).
Assumindo que valem (I), (IT), (IIT), (I'), (IT') e (IIT’).
e (1), (2), (1) e (II)= (17).

(2),(1)= 2 [t + " +0] C Ny \ Ny = @ [t +u, " +u"] - [~u,v] € N; \ Ny ‘=

x- [t +u,t" +u"] € M\ My. Como de (1) temos x - [0,t + u] C M; \ My,

obrigatoriamente temos (17”).

Analogamente,
° (2), (1), (2) e (IIT) = (27),
o (0= (1),
e (2= (2,

o (1), (2), (IT) e (IIT') = (2) e (1'). 0

4.6 “Ultimate Conley Index”

Vamos agora definir outro indice de Conley que sera utilizado para provarmos o Teorema

da Continuacao mais adiante.
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Defini¢ao 91. Um sistema conexo simples (SCS), é um par (P, J) onde P é conjunto de
espacgos topologicos pontuados e J é um conjunto de fungoes entre esses espagos espacos

satisfazendo :

(i) existe uma fungao entre dois espagos quaisquer e quaisquer duas fungoes entre os

mesmos espacos sao homotopicas;
(ii) o conjunto de fungoes é fechado quanto a composigao;
(iii) dado X € P a identidade de X & uma destas fungoes,

ou seja, para X, Y € P, J(X,Y) = {f : X — Y tais que [ estd em uma classe de

homotopia }

No caso particular de um conjunto invariante isolado S, temos: P = {N;/N, tal
que (N1, Np) é par-indice para S},
J(N1/No, N{/N§) = {[ft.um)]}, com P e J definidos acima.

Definicao 92. O indice de Conley de um conjunto invariante isolado S é o SCS:
CI(S)=(P,J)
Vejamos a importancia de incluir as f’s na definicao desse indice.

Exemplo 93. Sejam os fluxos ®; e ®5 dados pela figura abaixo.

0, :

HoA
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Temos que S; = {P,Q} = Sz, denote estes conjuntos por S, portanto tem o mesmo

indice de homotopia de Conley que é dado por
h(S1) = h(Sy) = [S* v S| =%t vyl
pois P, () sao equilibrios hiperbdlicos. Mas
CLi(51) # Cly(52).

Como veremos a seguir. Sejam (Mj, My), (N7, Ny) pares-indices para S, conforme a

figura:

N ,N
(M, ,My) Nt

~
|
-

N
\h
v

tais que

|

Note que estes pares-indices, (N7, Ng) e (M, My), também sao pares-indices para

Ss. Queremos construir

Py : My /Mo — Ni/No,j =1,2,
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tais que f! % f2. Defina ¢’ da seguinte maneira:
Seja T} o tempo de saida de M, para Ny pelo fluxo &, e T5 o tempo de saida de
My para Ny pelo fluxo ®5. Note que 7; < tempo de saida em todo lugar. A partir dai

defina,
gji(MuMo) — (N17N0>

v 2T,
cada ¢/ induz uma §’ = féw), como vimos no teorema de equivaléncia de pares-indices,
na pagina 46. Para mostrar que f! % f2, basta mostrar que g' % g%, ou seja que

gl Hy(My, My) — Hi(Ny, No)
sao diferentes. Considere as sequéncias exatas:

Hy (M) — Hy (M, My) 2 Hy(M,) = Ho(M),

Hi(Ny) — Hy (N7, No) 2 Ho(No) 2 Ho(Ny).

De fato Hy(M;) = Hy(N;) = 0, pois N7 e My contém apenas dois equilibrios
hiperbolicos que nao sao ligados ligados por um ciclo (6rbita). Vejamos as outras classes

de homologia:

e My tem 4 componentes conexas = Hy(M,) ~ Z*,

e N, tem 3 componentes conexas = Hy(Ny) ~ Z3,
e M, tem 2 componentes conexas = Hy(M;) ~ Z2,

e M tem 1 componentes conexas = Hy(N;) ~ Z'.

O nulceo de i, : Hy(My) — Hy(M;) é dado por Hy (M, My), ja que a sequéncia é exata.
Como Hy(My) ~ Z* e Hy(My) ~ Z?> =< a,c >, note que a ~ b e d = ¢, pois estdo na

mesma componente conexa. Por este mesmo motivo, temos que

analogamente
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Concluimos que i, é sobrejetiva. Pelo teorema do niicleo e imagem temos Z* = Z* @ Z2.
Obtemos que ker(i,) = Z*, e que gerado por < a — b,c —d > . Dai H{(My, My) ~ Z>.

Da mesma maneira, vemos que
i.(A) =i.(B) =i, (C)=A

e ker(i,) =< A— B,A—C > . Assim H|(Ny, Ny) ~ Z>.

Por ®; temos que

) a—A c— B

b= B d—C,

e por ¢, temos

) a— A ¢c— B

' b—C d— C.
Assim

gi(a—b)=A—B#g(a—b)=A-C,

e entao

G F 9= 0020 = [ E P = CL(S) # CL(S)



Capitulo 5

Aplicacao: o Problema Restrito dos 3
Corpos

Sejam m, e my duas massas, no plano e m3 um corpo de massa infinitesimal no espaco.
Suponha que as primadrias, mq, mg, movem-se ao longo de uma solu¢ao do problema dos

2 Corpos, isto é:

.. mima(g2 — q1)
miqy = 3 )

. mima(q — ga)
m2q2 - 7"3 9

onde ¢; = (z;,y;, z;) é a posi¢do da massa m;, e 7 = ||¢1 — ¢2||. Dai temos que

(m1 +ma)(q1 — g2)

g1 —q2) = —
(@~ @) =
z
M2 r, m3
O )
_— 1
S~ - 1
— ! v
T | -
m1 S s - s e s e m — e a-
B—

56
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Considere a solucao:
¢ — g2 = r(cos(wt), sen(wt), 0), (5.1)

Estas duas tltimas equacoes implicam que w? = W Para simplificar o problema
vamos normalizar as massas, isto é, m; +mso = 1, e supor que o centro de massa do nosso
sistema esta na origem, isto é, myq;+msge = (0,0,0). Denote ms = p e consequentemente

myq =1 — p. Assim a equagdo (5.1) se reescreve como
¢ — g2 = (cost, sent, 0), (5.2)
ja que w = 1. A equacao do centro de massa também pode ser reescrita

(L =g — pg2 =0 (5.3)

(4)e (5) = q1 = pu(cost, sent,0) e go = —(1 — p)(cost, sent, 0).
Agora vamos estudar o comportamento do corpo de massa ms. A equacao do

movimento de mg3 é dada por

m1m3(Q3 - 91) _ m2m3(Q3 - 91)

msqs = — 7”:13 Tg )
ou equivalentemente,
. mi(gs —q1)  ma(qs — q1)
g3 = — 3 - 3 )
1 T3
onde r1 = ||lgs — q1]] e 72 = ||g3 — ¢2||. Sabemos que este é um sistema ndo auténomo de

E.D.O. , pois os ¢}s sao funcao de ¢. Usando a matriz de rotacao

cost —sent 0

R(t) = | sent cost 0,

0 0 1
temos que
I
1 = R(t) 0 )
0
—(1—p)
g2 = R(t) 0
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Defina ¢ de modo que

g3 = R(t)q. (5.4)
Note que podemos escrever
1
s—q=Rt)|q—|0 ,
0
w—1
G —q@=R(E)|q- 0
0

Derivando (5.4), obtemos

i = R(1)i + 2R(1)q + B(t)g = RE)(—) (g — (1,0,0)) <%><q — (p—1,0,0))),

Multiplicando por R(t)~! temos

) o e 1 —
G+2R'Rj+ R 'Rg = ((— Tgu)(q—(M,O,O))—(%)(q—(u—l,O,O))), (5.5)
1 5
0 -1 0 -1 0 0
Noteque R'R=RR=|1 0 0|eR*'R=| 0 -1 0
0O 0 O 0 0 0

Seja ¢ = (x,y, 2), tome ¢ = (u,v,w). Por (7),e usando o produto de matrizes feito

acima, temos que

=20+ ¢ — Aople—p) _ ple—ptl)

ry T2
0= —2u+y— U
w:_(lz_gt)Z_%
1 2
Escreva
w=2v+V,
b=—2u+V, , (5.6)
w=1V,

com V(z,y,z) = 3(2*+y*)+U(z,y, z), onde U(z, y, z) = 1*1“ +£. O Hamiltoniano desse

r

sistema é dado por

1
H(z,y,z) = §(UQ + 0%+ w2) —V(z,y,2).
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H ¢ a nossa constante de movimento. Para cada valor de H fixo (H = h), considere o

conjunto invariante
My, = {p = (v,y,2,u,v,w) € R°/H(p) = h}.

Pelo Teorema de Sard (ver [4]), M), é uma subvariedade de R® de dimensao 5. Vamos
nos restringir ao fluxo local da E.D.O. em M}, e estudar este fluxo.

Os equilibrios sdo, por defini¢do, dados por (Z,y, 2) = (u,v,w) = (0,0,0). De (8)
vem:

Vo=V, =V, =0<% (2,9, 2), ponto crtico de V.

Vejamos quem sao os pontos criticos de V:

o V,=a— UoEm) — uEHE — (1 — ) 4 (1= p)uls — 4]

1 )

o Vy=y— S - —y(1-9?)

51

o 1—p)z z __ 2
L Lz—z_(7n3)___/:3—_27)/,
1 2

com
L—p  p
2
= + =.
T

Note que pela definicao de ~y, temos que 42 > 0. Temos que V, = 0 < z = 0 = os pontos
de criticos de V' estao no plano xy.
Vamos analisar apenas o caso planar, V(z,y,0). Temos que os niveis de H, nos

equilibrios deste caso, sao dados por

1 1—
hz—w%%mzﬁwﬂw%+—gﬁ+%.

Vamos fazer agora uma anélise do grafico de V(x,y,0). Lembre-se da defini¢ao de r; =

(z—p)2+y2edery = /(v +1—p)2+y2 Dai
mn—-0&8r—=pey —0=r,—1,

Vejamos quem sao os pontos criticos de V:

o V,=x— o HEHtl) — (1 —92) 4 (1 - p)uls — &)

1 2

o Vy=y— S - —y(1-9?)

51



CAPITULO 5. APLICACAO: O PROBLEMA RESTRITO DOS 3 CORPOS 60

_ (A—p)z z _ 2
.‘/;—Z_T—S_l;_s—_277
1 2

com
o _L—p

/y ﬂ
= 3 3
Ut T3

Note que pela definicao de ~, temos que 42 > 0. Temos que V, = 0 < z = 0 = os pontos
de criticos de V' estao no plano xy.
Vamos analisar apenas o caso V(x,y,0). Temos que os niveis de H, nos equilibrios

deste caso, sao dados por

1 1-—

Vamos fazer agora uma anélise do grafico de V(x,y,0). Lembre-se da defini¢ao de r; =

(x—p)2+y?edery =/(x+1—p)?+y2 Dai
m—=0&5r—puea—-0=ry,—1,

dai V(z,y,0) — o0, se x &~ p ou para z,y — o0o. Analogamente V(z,y,0) — oo, se
xr ~ —(1 — p) ou para z,y — oco. Podemos também fazer um estudo da concavidade do
grafico, pois

Vie=14+29*>1>0.

Portanto, nos pontos criticos, temos que a concavidade do grafico é para cima. Veja na

figura abaixo o grafico de V (z,y,0), plotados para os valores p = 0.85

/
<
<
EEEEERE N

[ /7

/
| AVAVA
I

z32 I N
15

-1 -0.25 0.85 -1 -0.25 0.85

O caso p = 0.35 é dado pela figura abaixo:
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<

25
Z2
15

-1 -0.25 0.85

. Note que as curvas de nivel H = h >> 1 sao dadas pela figura abaixo, onde a parte

sombreada é o nosso Mg .

Agora iremos aplicar o que foi visto no inicio da dissertacao. Escreveremos o

polinémio de Poincaré para a figura acima (M,y). As classes de Homologia sao dadas

por:
7. k=0
Hy(Moy,My) = ZZ, k=1

0, c.c.

O polinémio de Poincaré é

P(t) =1+ 2t.
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Agora vamos trabalhar para escrever o polinémio de Morse de M, 4. Voltando aos pontos
criticos de V(z,0,0), queremos que V, = 0, ou seja

1-— — 1
vo—g u)(wZM)_u(w+u+2):O (5.7)
(z — ) (z1 — p)
Acima temos um polindmio de grau 5 em z, seja T(u) a raiz em (—(1 — ), p). A hessiana

de V(z,0,0) é:

DAY — 1+29% 0 |
0 1—~2
Como 72 > 1 (provado no lema 91 a seguir), esta matriz Hessiana nao ¢ definida, pois
tem um autovalor negativo e outro positivo, entao para os trés pontos criticos do eixo x
ocorre que det(D?*V) < 0, ou seja os trés pontos criticos sao selas, isto é, seu indice de

Morse é I(P) = 1. Usando a notagao vista anteriormente e o Teorema 13,que relaciona

o polinémio de Morse com o de Poincaré da seguinte maneira:
M(t) = P(t) + (1 = 1)Q(1),
temos
Yo+t + et =1+ 2t + (1 +H)Q(1) (5.8)

Note que v, > 3, pois temos pelo menos 3 pontos criticos de indice de Morse 1, no eixo
x. Concluimos que Q(t) # 0. Analisando (5.8) em ¢t = 1 resulta yo+71 + 72 =1+2+2
Q(1) = 5.

Vimos que para y = 0 temos 3 pontos criticos, um em (—(1 — u), ), outro em
(=00, —(1 — p)),e outro entre (u,00). Mas V, é um polinomio de grau 5, logo as outras

dua raizes de V, estdo em y # 0, ou seja quando 72 = 1. Vamos estudar este caso.

1 1
sz(l—u)u{ﬁ—r—%] =0&1r =1rs.

1- e~
Usando r; =1y e 42 = — + L, obtemos que r; = ry = 1. Os equilibrios sdo dados pela
1 2

figura abaixo:

L4
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. Estudaremos, agora, os conjuntos invariantes isolados préximos do equilibrio
P = (z(1),0,0,0,0,0) € R,

e calcularemos seus indices de homotopia de Conley. Seja M7 a curva de nivel que passa

por Z. Vamos observar agora os niveis de energia h =~ h e h > h. Seja

RS —_— R3

(x,y,z,u,'u,w) — (:c,y,z).

Seja Cy = {(z,y,2)/3(u,v,w) tal que H(z,y,z,u,v,w) = h}. Podemos reescrever o
conjuto Cj, da seguinte maneira Cj, = {(z,y,2)/V (z,y, 2) > —h}, pois h = $(u? +v? +
w?) =V (z,y,2) = h=2(V(x,y,2)+h) = u*+v?+w? > 0. A fronteira de C}, é claramente
oC, ={(z,y,2)/V(x,y,z) = —h}. Cj, é chamada regiao de Hill. A regiao 0Cy, ¢ a curva

de nivel V = —h, a regido é dada pela figura abaixo:

Vamos fazer uma andlise de V' proximo de (7, 0,0). Vamos expandir V' em série de

Taylor em torno de (Z,0,0). A hessiana de V' neste ponto é dada por:

1+29% 0 0
D*V = 0 1-9% 0

Expandindo, temos

Viay,2) i+ 5[+ 29 + (1= 70 + ()¢
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Dai as superficies V(z,y,2) = —h > —h sdo:
S0+ 28 + (L= + (=) = ~h+ T
que podem ser:
e um cone, se h = h
e um hiperboldide de uma folha, se v — 1 > 0,

e um hiperboldide de duas folhas, se 72 — 1 < 0,

e cilindro com base hiperbolica no plano £n, v — 1 = 0.

) ) y = rcost
Usando coordenadas cilindricas , V(z,y, z) se reescreve como
z = rsenf
Ly, 1y o
V(z,r,0) = 3% + g7 cos 0+ Ul(x,r),
com
1L —p p

U(x,r) = .
O T Vari-wrere

Assim V,. = rcos?0 + U, = r(cos®0 — +?).
Lema 94. Se (z,y,2) € L ={r; <1,y < 1}, entio v*> > 1, e assim V,(z,7,0) < 0.
Prova. Note que

2 _ (L= p)rs + pry

= >1a (1—u)r 3_ 350,
Y IE (1= p)ry + pry — (rirz)

faga a mudancga r$ <> a e r3 < b. Precisamos demonstrar que g(a,b) = b(1—p)+ap—ab >

0, ou equivalentemente que p(a —b) +b(1 —a) >0
e a>b= pula—b)>0ebl—p)>0= g(ab) > 0;

e a<bepu<l=pula—b) >a—b= g(a,b) =pula—b)+b(l—a) >a—b+b(l—a) =
a(l —b) > 0;

e a=b=>+*=1.
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Em qualquer caso 72 > 1. OUsando o Teorema da Funcao Implicita e o fato que

Vi(z,7,0) <0, em L, temos o corolario:

Corolario 95. Superficies de nivel de V' em L podem ser expressas como grdficos de

r=r(z,0).

Agora vamos em busca de uma vizinhanga isolante do equilibrio (z,0,0,0,0,0).
Sabemos que a regiao L é formada pelo interior de duas esferas de raio 1, uma centrada
na massa msq, e a outra centrada em ms. Fixe um x = xy. A parte de C}, dentro de L em
{x = x¢} é um disco deformado que vamos denotar por D,,. De fato este disco deformado
¢ a intersecao do hiperboldide deformado (C}) com o plano {z = ¢}, que esta dentro de

L. (Ver figura abaixo.)

Observacao 96. Dentro de L, temos 7> > 1, dai a superficie é aproximadamente um

hiperbolodie de uma folha, se estivermos numa vizinhanca de (7, 0,0).

Figura espacial e secao plana:

2y

Considere agora o cilindro solido que é limitado pela superficie C}, e lateralmente pelos
planos {z = a} e {x = b}. Chame esta regiao de N, ;). Queremos, agora, determinar

h,a,b de maneira que N, ,p) seja uma vizinhanga isolante em Mj,.
Proposicao 97. Ny, .p ~ [a,b] x S*.

Prova. Fixando um zq € [a, b, entdo existe um homeomorfismo entre pontos do disco

deformado, (y,z) = (rcosf, rsenf) € D,,, e o disco unitario D?, digamos

fuo t Doy — D2
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A pré-imagem de int(D,,) em M, é dada por
2(V(xo,y, 2) + h) = u* + v* + w? = p*.

Esta notagao significa que, para cada (y, z) € D,,, temos no espago das velocidades uvw

uma esfera de raio p(xg,y, 2 \/2 (0,y,2) + h). Note que este raio é zero em 0D,,,
entao a pré-imagem da fronteira de D,, é um ponto, a origem.

Em f, (D,,) tome

St={, ) /(W) + () + (W) =1 - ()" + ()}

2

onde p'(zo,y',2")* =1 — ((v)* + (2')?). Neste contexto defina o homeomorfismo

h: N(h,a,b) — [a, b] X 54

dado por

(u,v,w) 4
x, fuly, 2), === (z, f2(y, se p>0
H(z,y,z,u,v,w) = (@, Jal8:2)s oot (7 Jal9:2))) P ,

(z, f2(y,2),0,0,0) se p=0
que prova a proposigao.
O
Para mostrar que N, o5 ¢ vizinhanca isolante, precisamos verificar que pontos da

fronteira saem de N, q4), isto é:
P € ONpap) = P -RZ Npap).

Observagao 98. N(; ;) ¢ uma variedade com bordo contido na uniao dos dois planos

r=aex=>b A parte deformada do hiperboldide nao faz parte da fronteira do mesmo.

Suponha que x = b, isto é p = (b,y, 2, u,v,w). E verdade que p -t sai de Nh,a,p) €m
alguma direcao de tempo?

Supondo que & # 0, temos que
e i=u>0=p Ry & Npap),

° .%":U<0:>p'R7¢N(h,a,b)a
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e, em qualquer caso, p sai de N, . ). Possivelmente teremos problems quando & = u = 0.
Neste caso a velocidade ¢ tangente a regiao N 4p) N {z = b}, isto é a velocidade esta
no plano {z = b}. Vejamos com mais detalhes este caso. Se além disso & > 0, entdo a
solugdo que passa por x (o fluxo) tangencia a fronteira mas a solugao fica toda (exceto
o proprio =) no exterior de N, qp). Ja 0 caso & < 0, a solugao tangencia e nao sai de
Nh,ap). Teremos que verificar que sempre & > 0.

Num caso mais geral, temos um conjunto da forma ¢;(p) < 0,...,g,(p) < 0. Se

as ¢'s sao suaves, esta regiao é uma variedade com quinas. No nosso caso podemos ver

gilp)=x—bea—ux.

Proposigao 99. Seja p -t um fluzo local continuo numa variedade suave, M. Considere
gj : M — R, um conjunto de fungoes suaves. Considere Ny = {p / g;(p) < 0 Vj}.

Suponha que N1 € compacto e

p € N1;gj(p) =0;9;(p- t)]i=0 = G;(p - t)|s=0 > 0.

Seja No = {p € Ny / para algum j, g;(p) = 0 e g;(p-t) > 0}. Entao (Ny,No) é um

par-indice para 1(Ny).

Prova. Para mostrar que Ny é conjunto de saida para N;, suponha p € N; tal que
p-Ry & Ny. SejaT = sup{t >0/ p-[0,t] C N;}. Pelas propriedades do supremo existe
um jet, >T taisquet, =T ep-t, & Ny = gj(p-t,) > 0. Usando a continuidade do
fluxo, = ¢;(p-T) = 0. Concluimos que p - T é um minimo para g;, dai §;(p - )=z > 0,
ou seja p- 1T € Ny. Também podemos ver que os pontos de Ny saem imediatamente de
N1, pois nos pontos de Ny temos que a primeira derivada de uma g; é nao-negativa, ou
seja p-[0,¢e) ¢ Ny para todo € > 0. Segue deste fato que Ny é positivamente invariante

em Nl-

Antes de mostrar que & > 0, vejamos um exemplo da situacao acima:

Exemplo 100. Equilibrio hiperbdlico.

Considere o fluxo em R? dado pelo sistema de E.D.O.
r = x

y:_ya
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ou equivalentemente
X = X.
0 -1
Considere ¢;(X) = [|X|*> =1 = 2? + y? — 1, assim ¢; = 223 + 2yy = 2(2* — %) e
g1 = 2(z*+y?). Na notacao da proposi¢ao acima temos Ny = {p / g1(p) < 0}, ou seja N,
é o disco unitario centrado na origem. Note que p € Ny, §1(p-t)|i=0 = 0 = G1(p-t)]t=0 > 0,

ja que §; > 0 sempre que g;(p) =0 e §1(p - t)|i=o.

Para provar que N q) € vizinhanca isolante, basta mostrar que & > 0 em {z = b}
e que & < 0 em {x = a}. Vimos, no sistema (8), que & = 4 pode ser escrito como
w = 2v + V,, provaremos que V2 > 4v? em {r = a,b}. Estime v? usando H = h da

seguinte maneira

u? +v? +w? =2(V(x,y, 2) + h) = 40 < 4(u? +0° +w?) =8(V + h).

Para mostrar que V2 > 4v% mostre que W(x,y,2) = V2 (z,y,2) — V(z,y,2) > h

quando = = a,b e V > —h. Vamos fazer uma analise de W (z,y, z) usando a Hessiana

nas proximidades do ponto critico Z, como vimos antes,
Vo —h+ %(1 +29%)€% + —%(72 — ) — %72@,
onde fizemos a mudanca de variaveis (z,y, z) < (T + &, n, (). Isto implica que
Wi(z,y,z) ~

1 1 _
(47" =49” =3)& + S (v* = D’ + 57°C + .

| =

Para mostrar que W > h, basta mostrar que £(47* — 442 — 3)¢% > h — h, j4 que 72 > 1

nesta regiao préoxima do equilibrio.

Observagao 101. Sabemos que v > 1 no equilibrio (Z(u), 0, 0), entdo pela continuidade

da funcao v2 vemos que 72 > 1 proximo deste equilibrio.
Proposigao 102. 72 > 3 prézimo de (T(u),0,0) para todo p.
Usando a proposicao acima temos :

4yt =4y =3 =49*(7* —1)=3>12(7* = 1) -=3>24-3=21>0
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ou seja

1 21
— (4t — 442 — 3) > =,
8(7 ¥ ) 3

Se tivermos &% > %(h — h), teremos W > h. Dai devemos escolher a e b de maneira que
¢? > 2(h — h), ou seja na regido abaixo da parébola £ = 2=(h — h). Isto nos leva a

seguinte proposicao:

Proposiciao 103. Se h — h > 0 ¢ suficientemente pequeno, existem a e b com |T — al,

|T — b| pequenos. Entao N ap) € uma vizinhanga isolante.

Ja temos uma vizinhanca isolante para o conjunto invariante que contém o equilibrio
(Z,0,0) (ou melhor(Z(u),0,0)). Vamos agora determinar o indice de homotopia de Conley
deste conjunto invariante. Vimos que (N, Np), onde Ny = Ny ap) &~ [a,b] x S* e que
No={z =02 > 0} U{x = a,& < 0}, é um par-indice para I(N;). Note que Ny pode
ser escrito como S° x D%, pois {z = b,% > 0} ¢ um hemisfério e {z = a,7 < 0} também

¢ um hemisfério.
Proposigao 104. [D* x S'/Sk1 x D! = [S* v S'].

Na verdade o que precisamos provar é que [D* x S'/S° x D] = [S'V S!], que é o
que vamos mostrar.

Prova. Faremos a demontracao usando indugao em [.

e caso 1: [ = 1, ou seja D! x S'. Podemos deformar, homotopicamente, D x S1,

como na figura

b
it

Identificando os pontos que correspondem a fronteira do segmento, temos a figura:
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O-cc

[S' x D'/S° x D'] = [S* v S!].

Que é St v St Dai

e Podemos generalizar esta idéia para S, pois a esfera S’ pode ser transformada na

esfera S! por uma rotacao em torno de um hiperplano fixo. Vejamos por exemplo
1 0 0

o caso St — S%. Usaremos a matriz de rotacdo | 0 cos —sen | da seguinte

0 senf cosf

maneira;:
Zi‘l 1 0 0 T T
To | =10 cos@ —send || zo | = | cosbxs
T3 0 senf cos 0 senfxq

e assim temos 7% + 75 + &3 = 1. Fazendo o 6 variar de 0 a 27, geramos toda a esfera

S2. Para trasnformar a esfera S'~! na S' use a matriz de rotagdo com (I —2) 1’s

) o ) cos)  —send
na diagonal principal e por tltimo um bloco 2x2 . Para cada

senf  cosb

6 fixo tome a intersecio de S' com o hiperplano de inclinacio 6, teremos a figura
analoga a figura do caso [ = 1, basta trocar S <+ S! acima, e usar uma deformacio

semelhante & anterior, teremos, por fim , [D* x §'/S% x D' = [S! x Y. 0

O indice de homotopia de Conley para o conjunto invariante I(N ) € [S*V S



Capitulo 6

Continuacao

6.1 Introducao

Queremos verificar a seguinte propriedade: conjuntos invariantes isolados podem ser
continuados em uma vizinhanca do fluxo local onde o indice é invariante.

Considere a familia de E.D.O.’s
&= f(z,\),x € R X € A, (6.1)

onde A é o espaco de parametros, e f é definida em um conjunto aberto ®, com ® C X xA,
onde X C R™. Acrescentamos a equagao A= 0, isto é, A é constante para cada f dada.

Note que
RxPCRxR"xA

escreva @i (z,\) = (x,\)-t,ondet e R,z € R" e A € A

Observagao 105. Quando nos restringimos a fibra ® = ® NR"™ x {\}, temos um
fluxo local em ®* dado por x -y, t, onde -y, é o fluxo (conjunto solugao da E.D.O.) que

depende de )\y. Denotaremos o fluxo em ®* por ¢*°.
Vejamos um exemplo:
Exemplo 106. Considere a E.D.O
i=x(*-1)+\zeR. (6.2)

71
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Os equilibrios (& = 0) sdo dados por A = z(1 — z?).

Ao
P - N J)
1
P
\ S 1 S
1 0 1\ -
< N <

— Acima da curva, A > z(1 — 2?), e temos & = x(z> — 1) + A > 0 = z(t) é

crescente.

— Abaixo da curva, A < z(1 — z?), e temos 2 = z(2? — 1) + A < 0 = =z(t) é

decrescente.

6.2 Continuacao Local

Seja N C X compacto tal que N x {\} é uma vizinhanca isolante em ®*. N x {\} é

uma vizinhanca isolante de um certo conjunto invariante S em ®*.
Definigdo 107. A(N)={)\ € A /N x {\} é uma vizinhanga isolante em ®*}
Proposigao 108. A(N) ¢ um conjunto aberto em A

Prova. Um conjunto é uma vizinhanca isolante se, e somente se, todo ponto de fronteira
deixa o conjunto em alguma direcao de tempo. Mostraremos que isto persiste com uma

pequena perturbagao.

Seja A € A(N) e considere (z,\) € ON x {\}, entdo existe t € R tal que

(x,A)-t=x-xte P\ N xA.



CAPITULO 6. CONTINUACAO 73

Como ® e &\ N x A sdo conjuntos abertos (em ®), entdo existe uma vizinhaga U x V'
de (z, \) tal que
UxVede(UxV) tc®\N xA.

Dai temos uma cobertura para N x {\}, que é compacto, formada pelos U x V. Considere
uma subcobertura finita de N x {\}, {U; x V;} e seja V = |JZ V; # 0, pois contém
pelo menos {A}, onde V' é uma vizinhanga de \.

Entdo p € V,x € ON = (x,u) € U; x V;, para algum i. Dai ele, (z, 1), deixa N para um

certo t;. Concluimos que N x {u} é uma vizinhanga isolante em ®* e assim p € A(N) O

Definigao 109. Conjuntos invariantes isolados (S, ) e (T, ) por ¢*, p* (fluxos) sao
relacionados por continuacao local por caminhos se existe uma vizinhanca isolante N, tal
que

(5,A) = I(N x {A}) e (T, ) = I(N x {n})
e se \ e 1 estdo na mesma componente conexa por caminho de A.

Exemplo 110. No contexto do exemplo anterior (103), todos os conjuntos I(N x {\})
com \ > \g estao relacionados por continuagao por caminhos, basta tomar A\qg = 0.5, por
exemplo. Assim (g, 00) C A(N). Ainda neste exemplo calculemos os indices de hmotopia
de Conley para alguns conjuntos: Neste exemplo podemos continuar o conjunto invariante
Py, para —1 e para o conjunto invariante que contém {—1,0} e a 6rbita conectando estes
dois equilibrios.

Ainda neste exemplo vemos um fato interessante: invariancia por continuacao nao
¢ uma relacao de equivaléncia! Ou seja, podemos ter (S, ), (T, ), (W, v) tais que S é
continuado a T e T continuado a W, mas S pode nao ser continuado a W!! Na notacao

deste exemplo, considere os seguintes conjuntos invariantes:

e IV o conjunto invariante em A = 0 formado pela unido dos equilibrios {—1,0} com

a Orbita conectando-os;
e S 0 equilibrio -1, em A\ = 0;
e T 0 equilibrio em A = ).

Tome N uma vizinhanga isolante de S tal que I(N x Ag) = T, por exemplo N como o

compacto em verde da figura (no eixo A = 0). Tome N’ uma vizinhanca isolante de W
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tal que I(N'x \g) = T, por exemplo N’ sendo a vizinhanga em vermelho (no eixo A = 0).
Assim temos que S pode ser continuado a 7', T' pode ser continuado a W, mas W nao

pode ser continuado a S.

Vamos calcular alguns indices deste exemplo,

e O indice de homotopia de Conley para P,, é dado pela classe de homotopia abaixo

[, 1=[C)]

que é a classe de homotopia da esfera pontuada de dimensao 1, i.e. h(P,) = X'

e O conjunto de saida para o equilibrio 0 ¢ @), seu indice é dado pela classe
[—— " 1=["]

Que ¢é a classe da esfera pontuada de dimensao 0, isto ¢ h(0) = X°.

e Qutro indice interessante de se calcular é o indice de P;, pois como este equilibrio
é degenerado, seu indice de Morse nao esta definido,mas o indice de Conley é dado

pela classe abaixo:

[, 1=l 1=l

Ou seja h(P;) = 0, isto ¢ um contra-exemplo para a reciproca da proposicao (3).
Podemos continuar P; para o conjunto ) (basta elevar um compacto vizinhanga

isolante de P;). Usando continuacdo, temos que o indice de Conley nao se altera,

pois 0/0 # 0, ja que 0/0 = {0}.

6.3 Continuacao Global

Podemos ter (S, \), (T, u), (W, v) tais que S é localmente continuado a T" e T localmente
continuado a W, mas S pode nao ser localmente continuado & W!! Vejamos um exemplo
onde isso acontece. Na notagao do exemplo (103), considere os seguintes conjunjtos

invariantes:
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e I/ 0 conjunto invariante maximal para A\ = 0, isto é, a uniao dos equilibrios

{—1,0,1} com as érbitas;
e S 0 equilibrio -1, em A\ = 0;
e T 0 equilibrio em A = 0.6.

Tome N uma vizinhanga isolante de S tal que I(N x 0.6) = T, por exemplo N =
[—1.5,—0.5]. Tome N’ uma vizinhanga isolante de W tal que I(N’ x 0.6) = T, por
exemplo N’ = [—1.5,1.5]. Assim temos que S pode ser continuado a T, T" pode ser
continuado a W, mas W nao pode ser continuado a S. Introduza o espago de todos os
conjuntos invariantes isolados:

S ={(S,)\)/S é conjunto invariante isolado em ®*}.

Para N compacto, ja vimos que temos o conjunto aberto A(N) C A. Defina

A(N) — S
A = oy(N),

ON -

onde o (A) = conjunto invariante isolado em N x{A} = (I(N x{\}), A). Use os conjuntos
on(U), U aberto e N compacto como base para topologia em S (isto é, a topologia em

S é formada por unioes arbitrarias dos oy (U) e intersecoes finitas deles).

Proposicao 111. O conjunto {on(U)} com N compacto e U aberto é base para uma

topologia.

Prova. Considere dois conjuntos {on(U)} e {opn(V)}. E (S,A) € on(U) N oy (V).
Precisamos encontrar algum ox (W), com W # (), tal que (S,\) € oxg(W) C on(U) N

op (V). Sabemos que
(5,A) € on(U) Moy (V) ={(T, )/ € UNV, T = I(M x {p}) = I(N x {p})}.
Dai M NN x {\} é também vizinhanca isolante de (S, \).
I(MAN x {\}) =I(M x {\}) = I(N x {A\}) = (S, \)

se, e somente se,

(S, )\) = UMON()\) = O'M(/\) (63)
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e
(S, )\) == UMON()\) == O'N(A) (64)
"Afirmacao": As equacgbes (6.3) e (6.4) valem para todo g numa vizinhanga W de p.

Todo x € N\ NN M sai de N, pois I[(N) = I(N N M). Isto permanece valido numa

vizinhaga de (z,\). A compacidade nos da que

on(p) = onen (1)

para p numa vizinhanga W de A. Se (6.3) e (6.4) valem para u € W, entao (S,\) €

O'MQN(W) CO’M(U)QO'N(V) O

Proposigcao 112.
S— A

(S, A) = A

€ um homeomorfismo local.

Prova. A restricao

T ="7|oyw) :on(U) = U CA
¢ um homeomorfismo. Basta mostrar que 7 e oy sao continuas.

e oy ¢ continua. Considere um aberto W de on(U) contendo I(N x {\;}) escolha
W = {AI(N x{\}) CW} = on(W)CW eW éaberto. (Pois W = A(W) que ¢
aberto). Veja que W # 0, pois W O {1},

e T & continua, pois T é a restricao de ™ que é a projecao de S em A, que é continua.

O

Observacgao 113. Entao 7 : S — A é como uma aplicagao recobrimento, mas a cardi-
nalidade das fibras 771(\) pode mudar. Fungdes como estas sao chamadas "sheaf"(pilha

ou Mago).

Definigao 114. (S, \),(T,u) € S sdo ditos relacionados por continuagdo conexa por

caminhos se ficam na mesma componente de caminho em S.
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Usando "pullbacks", faga a seguinte construgio: dado um caminho o : [0,1] — S, visto
como uma se¢ao do fluxo local parametrizada por [0, 1]. Seja o(s) = (S(s), A(s)) e defina

um fluxo local num subconjunto de X x [0, 1]
(,8) -t = (25, 5).

Assim podemos ver a aplicacdo como uma aplicagdo de [0,1] em S, ao invés de
aplicacdo de A em S. Suponha que existe um caminho ligando S; a Sy ou seja o(\)
escrito como (Sy, A), A € [0, 1]. Dai podemos continuar Sy para S;

A invaridncia do Indice de Conley por continuacdo se da ao mostraremos que
I(Sy) ~ 1(S) isomorfismo de um sistema conexo simples (SCS). (ver defini¢do de SCS na
segao “Ultimate Conley index"). Para um conjunto invariante isolado, S um SCS é um
par (P,J) onde, P = {N;/N, onde (N7, Ny) é par-indice para S}, J(Ny/Ny, Ni/Nj) =
[fitww)]. Uma funcdo Q : (P,J) — (P’,J’) é uma colecao de classes de homotopia
Q(X, X’), uma classe para cada X € P, X' € P’ que sdo compativeis com J e J'. Veja o

diagrama abaixo.

Além disso, temos:
QX Y)=QV, Yo J(X,Y) = J (XY o Q(X, X",
onde a notacgao (A, B) acima é dada pelas classes e significa que dados wy € Q(A, B) e
ftuw) € J, entdo wy o fruw =@ € Q(A, B).
Definicao 115. () é dita isomorfismo se cada w € €2 é uma equivaléncia homotopica.
Note que Q é unicamente determinado por qualquer w : X — X',

Observacgao 116. duas funcgoes wy : X — X' e wy : Y — Y’ determinam o mesmo 2 se,

e somente se, Y/ «+— X :wyo f=gow;: X — Y  paraalguma fe Jege J

Teorema 117. (Teorema da Continuacgao) Se (S, \), (T, p) estio relacionados por con-
tinuagao por caminhos. Entao cada caminho: o :[0,1] — S, 0(0) = (S,0) ea(1) = (T, u)
determina um isomorfismo 2 : I(S,\) — I(T, p). Além disso, o1 ~ o9 sGo homotdpicos

I, =1,
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Corolario 118. Se (S, \), (T, p) relacionados por continuagao por caminhos, entao h(S, \) =

R(T, p).(O indice de homotopia de Conley € invariante por continuagdo).

Prova. Basta observar que se tivermos o isomorfismo € (do teorema), temos uma equiv-
aléncia homotoépica entre os quocientes dos pares-indices. OSeja o um tal
caminho, que, utilizando a construcao de pullbacks podemos substituir A pelo intervalo
[0,1]. Para qualquer intervalo K C [0,1], seja Sx = Uxex(Sx,A), Sx = a(A) = on(N)

(conjunto invariante contido em um certo N x {A}). Sk é um conjunto invariante.

Proposigao 119. Para qualquer K subconjunto do intervalo [0,1], Sk € um conjunto

invariante isolado na restricio do fluro a ®X

Prova. Seja N tal que, Ny = N x {\} é vizinhanca isolante para S\ para todo A € K.
Portanto N x K é uma vizinhanca isolante para Sk, onde N e K sao compactos. O

Agora vamos relacionar I(S)) com I(Sk). Seja (Pi, Fy) um par-indice para Sk.
Para cada A € K, temos (P}, P}') = (P, Py) N ®* par-indice para S. Assim, a inclusio

i: (P}, P) — (P, Py) induz uma aplicagio

F>\ . ](SA) — I(SK),
pois v : P}/ P} — Pi/Py, onde P)/P € I1(Sy\) e Pi/Py € 1(Sk). Analogamente para
cada subintervalo M C K, temos uma inclusao similar:

Proposicao 120. As funcgoes Fy; e F\ nao dependem da escolha do par-indices para
Sk. Assim eziste uma cobertura de [0,1] por intervalos K, nos quais estas fungoes sao

isomorfismos.
Prova do Teorema da Continuacao:

Pela proposi¢ao 116 podemos escolher uma subcobertura finita de [0,1]. Se A\, A\ € K
existe um isomorfismo

F>;1 © F>\1 : [(S/\1> - I(S)\z)
(obitido pelas inclusdes em Sk), onde Fy, : I(Sy,) — I(Sk), F\, : I(Sy\,) — I(Sk)

e I, ~ F\,. Podemos substituir K por [\, \s] = L, mudamos também o isomorfismo,
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pois Fy, também é isomorfismo. Sejam FY isomorfismos induzidos pelas inclusoes em
I(SL) Considere uma parti¢ao de [0,1] dada por 0 < A} < Ay < ... < A, < 1, onde
[Ai, Aix1] sdo compactos, usando os isomorfismos acima (generalizados para os \;s além
de i =1,2) temos:

I(Sp) = I(Sy,) ~ ...~ 1(S),) ~ I(S,).
Note que a composi¢ao acima nao depende da particao. O
Exemplo 121. (Perturbagao do equilibrio hiperbolico.) Se pertubarmos o campo veto-

rial, esta figura continua representando um par-indice para S. Ou seja, podemos usar o

mesmo (N7, Np) para toda pertubagio pequena.

(N1 No)

(N1, Ng) x {A\} — (N1, Ny) x K & uma equivaléncia homotopica, desde que o
primeiro conjunto seja uma retrato forte de deformacao do segundo. Ja quando pertur-
bamos o fluxo local (ndo mais o campo vetorial), nem sempre é possivel usar o mesmo
par-indice para todo p proximo de A. Procuramos um par (P, Py) que seja ~“aproxi-

madamente um produto".

Lema 122. Dado X € [0, 1] eziste um intervalo K com A € K C [0,1] e pares-indices
(N1, No) x {A}, (N7, N§) x {A} para Sy e (P1, ), (P{, P)) para Sk com (N1, No) x K C
(P P) C (N[, N) x K C (P, ).

Lema 123. Se Q : (P,J) — (P',J') é uma func¢ao de SCS, formado por funcoes
f: X — X XeP X €P tal que existe g: X' — Y h:Y — Y comY € P,Y' €
P, tal que go f € J e hog € J' (= sao equivaléncias homotdpicas). Entio Q é um

isomorfismo.

Prova. Temos que verificar que cada f é equivaléncia homotopica. Sabemos que g o f

¢ equivaléncia homotopica com inversa homotopica (g o f):l. Analogamente (h o g):v1 é
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uma inversa homotoépica para h o g.
Afirmagao: k= (go f)j1 o g ¢ uma inversa homotopica para f. De fato,

kof=(gof) " olgof) ~idy

fok=fo(gof) og=(hog)  ohogofolgof)  og(hog) ohogmidy

O

Da mesma forma que para o indice de Euler, a continuagdo ¢ uma maneira de
simplificar o calculo do indice de Conley. Continue seu problema até chegar num problema

mais simples. Se seus conjuntos invariantes satisfazem o Teorema da Continuacao, o

indice serd o mesmo.
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