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Resumo
Neste trabalho apresentaremos uma introdução ao índie de Conley. Veremos queo índie de Homotopia de Conley é uma generalização do índie de Morse (o próprioConley a ele se referiu omo índie de Morse generalizado). A idéia fundamental doíndie de Homotopia de Conley é utilizar o tipo de homotopia dos pares de espaços

(B, A) omo um índie topológio para onjuntos invariantes entre eles. A teoria deMorse nos dá a existênia de equilíbrios isolados de um sistema de E.D.O.'s. Já o índie deHomotopia de Conley é mais geral pois nos dá a existênia de onjuntos invariantes dentrode uma erto ompato. Estudaremos exemplos onde o índie de Morse não pode seralulado, pois o mesmo não está de�nido, mas é possível determinar o índie de Conley.Veremos a propriedade de invariânia por ontinuação do índie de Conley. Com estapropriedade, podemos �ontinuar"nosso problema para um problema mais simples e neste(novo) problema alular o índie de Homotopia de Conley. Veremos uma generalizaçãodo índie de Homotopia de Conley, The Ultimate Conley Index. E, por �m, faremosuma apliação ao Problema Restrito dos 3 Corpos. Calulando o índie de Conley deuma vizinhança ontendo um dos equilíbrios. Este índie será mais geral que o índiedo equilíbrio, e assim onluiremos que o onjunto invariante ontido nesta vizinhança émais geral que, apenas, o equilíbrio.

Palavras-have: número de rotação, pares-índies, lasse de homotopia de espaçospontuados, índie de Conley.
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AbstratThis work is an introdution to the Conley Index. We will see that the HomotopyConley Index is a generalization of the Morse Index (Conley himself referred to it as thegeneralized Morse Index ). The fundamental idea of the Homotopy Conley Index is touse the homotopy types of pairs of spaes (B, A) as a topologial index for invariant setsbetween them. The Morse Theory gives us the existene of rest points of a system ofO.D.E.'s. Now the Conley Index is more general, beause it gives us the existene ofinvariant sets in a ompat set. We will study examples where the Morse Index ouldn'tbe alulated, beause it isn't de�ned, but it is possible determine the Conley Index. Wewill study an interesting property: invariane of the Conley Index by ontinuation. Sowe may ontinue our problem to a simpler problem, and in this one, we alulate theHomotopy Conley Index. We will see a generalization of the Homotopy Conley Index,the Ultimate Conley Index. And, �nally, we will make an appliation to the RestritedProblem of 3 Bodies. We will alulate the Conley Index of an neighbourhood thatontains a rest point. This index will be more general than the index of a rest point, sowe will see that the invariant set in this neighbourhood is more general than only therest point.

keys-words: winding number, index pairs, homotopy lass of pointed spaes, Con-ley index.
vi
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Capítulo 1
Prefáio
Este trabalho onsiste em estudar onjuntos invariantes no interior de ompatos. Paraisso estudaremos o Índie de Conley, antes teremos uma introdução da teoria de Morse.Vejamos o onteúdo resumido de ada apítulo.No primeiro apítulo veremos omo alular os índies de Euler e de Morse, oprimeiro é de�nido para �uxos de E.D.O's do tipo ẋ = F (x), om F ampo vetorial, eo segundo é ainda mais partiular, pois o ampo vetorial tem que ser um ampo gradi-ente. Neste apítulo usamos fortemente resultados de Topologia Algébria. Estudaremostambém os polin�mios de Morse e de Poinaré e um teorema que relaiona estes, que nosajuda a identi�ar equilíbrios (pontos rítios) e sua lassi�ação (máximo, mínimo ousela).No apítulo 3 apresentaremos uma motivação para generalização do índie de Morse,o índie de Conley. Como o índie de Conley é de�nido para �uxos em espaços topológios,introduziremos neste apítulo a teoria de �uxos e �uxos loais. Veremos uma proposiçãomuito interesante neste apítulo, Prop. 35, que fornee um mergulho do nosso espaçotopológio, onde o �uxo loal pode ser visto omo um �uxo global.No apítulo seguinte entraremos, de fato, na Teoria de Conley, para isto daremos asde�nições de pares-índies para onjuntos invariantes e demonstraremos sua existênia.Vemos que o índie de Conley está bem de�nido. E, por �m, temos o índie de Conleymais geral, de�nido a partir de Sistemas Conexos Simples (ver [7℄).O apítulo 5 é uma apliaão da teoria, vista nos apítulos anteriores, ao problema1



CAPÍTULO 1. PREFÁCIO 2restrito dos 3 orpos. Esreveremos os poli�mios de Morse e Poinaré para o problema.Estudaremos seus equilíbrios, onstruiremos uma vizinhança isolante para o onjuntoinvariante que ontém um dos equilíbrios e um par-índie para o mesmo. O �nal doapítulo é dediado ao álulo do índie de Conley para este onjunto invariante.Durante o apítulo 6 fazemos uma demonstração importante, a do Teorema daContinuação. Este teorema nos diz que o índie de Conley é invariante por ontinuação,assim podemos ontinuar o nosso problema para um problema mais simples, e nesteúltimo alular o índie de Conley.



Capítulo 2
Introdução a teoria de Morse
2.1 IntroduçãoO que é um índie?Considere sistemas aut�nomos de EDOs no plano, denotado por ẋ = F (x), onde oampo F (x) tem omportamento desrito nas �guras abaixo

O que se pode a�rmar sobre subonjuntos invariantes do sistema no diso daprimeira �gura? E no anel da segunda �gura?2.2 O Índie de EulerSeja P um ponto de R
2 e γ uma urva fehada que não ontem P . Em topologia algébriaaprendemos que o primeiro grupo de homologia do plano punturado é o grupo aditivodos inteiros, i.e

H1(R
2 \P ) ≈ Z.3



CAPÍTULO 2. INTRODUÇ�O A TEORIA DE MORSE 4Um gerador de H1(R
2 \P ) é, por exemplo, um írulo em torno de P . De�niremos onúmero de rotação da urva γ omo o inteiro w tal que

[γ] = w[c],onde [.℄ denota a lasse de homologia.Denotaremos w por W (γ, P ) (do inglês �winding number"), de modo que
[γ] = W (γ, P )[c].Podemos também de�nir o número de rotação de um ampo vetorial ao longo deuma urva fehada. Seja F um ampo vetorial ontínuo e γ uma urva fehada sobrea qual F não se anula. Suponha que F (P ) = O. Temos então que F ◦ γ é uma urvafehada em R

2 \O. De�na
W (F, γ) = W (F ◦ γ, O).Então

[F ◦ γ] = W (F, γ)[c]Exemplo 1. Suponha que F (x) tem o omportamento desrito na �gura abaixo
P

F

(t)

F

F (P)

Claramente vemos que W (F, γ) = +1.Proposição 2. W (F, γ) depende somente da lasse de homologia de γ em R
2 \S, onde

S = {x ∈ R
2 : F (x) = O}.Prova. Veja F omo uma apliação ontínua F : R

2 \S → R
2 \O. Logo F induz umafunção

F∗ : H1(R
2 \S)→ H1(R

2 \O),que leva [γ] em [F ◦ γ]. Como F∗ está bem de�nida, temos que [F ◦ γ] depende apenasde [γ]. Disto segue a proposição, pois [F ◦ γ] determina W (F, γ). 2



CAPÍTULO 2. INTRODUÇ�O A TEORIA DE MORSE 5De�nição 3. Um equilíbrio isolado de F é um ponto P ∈ R
2 tal que F (P ) = O e existeuma vizinhança U de P tal que F (x) 6= O em U \P .Seja c um írulo orientado no sentido anti-horário ontido em R

2 \S e que on-tem apenas o equilíbrio P em seu interior. Note que quaisquer dois írulos om estaspropriedades são homólogos.De�nição 4. O índie de Euler do ponto P om relação ao ampo F é
I(P, F ) = W (F, c).Exemplo 5. Seja

F (x) =


 1 0

0 −1


x.Considere o írulo c(t) = (cos 2πt, sen2πt) em torno do equilíbrio isolado x = O. Temosque

F (c(t)) = (cos 2πt,−sen2πt),logo I(O, F ) = −1.
C

Y

0

F C

Y

0

Proposição 6. Seja F um ampo vetorial om equilíbrios isolados. Seja γ uma urvafehada na qual F 6= O. Então Sγ = {P ∈ R
2 : F (P ) = O, W (γ, P ) 6= 0} é �nito e

W (F, γ) =
∑

P∈Sγ

W (γ, P )I(P, F ).Em partiular, se γ é uma urva fehada simples orientada no sentido anti-horário, então
W (F, γ) =

∑

P no interior de γ

I(P, F ).Antes de passarmos à demonstração, vejamos uma apliação.Exemplo 7. Sejam F e γ omo na �gura abaixo



CAPÍTULO 2. INTRODUÇ�O A TEORIA DE MORSE 6
Se F tem apenas equilíbrios isolados, a proposição aima nos diz que

1 =
∑

P no interior de γ

I(P, F ).Logo existe ao menos um equilíbrio de F no interior de γ.Se F , γ1 e γ2 forem omo na �gura
1

2

então
1 =

∑

P no interior de γ1

I(P, F ) = −
∑

P no interior de γ2

I(P, F ),donde
0 =

∑

P no interior do anel

I(P, F ).Neste aso nada podemos a�rmar. Veja por exemplo a �gura abaixo, onde o onjuntoinvariante é uma urva fehada, não apenas um equilíbrio.
1

2



CAPÍTULO 2. INTRODUÇ�O A TEORIA DE MORSE 7Prova. S é no máximo enumerável, já que ada ompato de R
2 ontem um número�nito de equilíbrios, visto serem estes isolados. Segue-se que

H1(R
2 \S) = ⊕P∈SH1(R

2 \P ),onde o isomor�smo é induzido pela inlusão iP : R
2 \S →֒ R

2 \P ):
iP∗ : H1(R

2 \S)→ H1(R
2 \P ).levando [γ] em [γ].Em H1(R

2 \P ), [γ] = W (γ, P )[cP ], por de�nição, onde cP é um írulo orientadono sentido anti-horário ontendo apenas o equilíbrio P em seu interior. Temos então
[γ] = W (γ, P1)[cP1 ] + . . . + W (γ, Pn)[cPn

],logo
W (F, γ)[c] = [F ◦ γ] = F∗([γ])

=
n∑

i=1

W (γ, Pi)F∗([cPi
])

=

n∑

i=1

W (γ, Pi)[F ◦ cPi
]

=

(
n∑

i=1

W (γ, Pi)I(Pi, F )

)
[c]em H1(R

2 \O). 22.3 Invariânia por ContinuaçãoDe que maneira o índie de Euler varia om o ampo F ?De�nição 8. Dizemos que dois ampos vetoriais ontínuos F e G são homotópios seexiste uma apliação ontínua
H : [0, 1]× R

2 → R
2,tal que H(0, x) = F (x) e H(1, x) = G(x).



CAPÍTULO 2. INTRODUÇ�O A TEORIA DE MORSE 8Proposição 9. Se Hs(x) = H(s, x) 6= O numa urva γ, 0 ≤ s ≤ 1, então W (Hs, γ) éonstante (omo função de s).Prova. Como [Hs, γ] = W (Hs, γ)[c], mostraremos que [Hs ◦γ] ∈ H1(R
2 \O) é onstante.Note que podemos ver Hs omo uma apliação de R

2 \S em R
2 \O, onde S = {x ∈

R
2 : Hs(x) = O, para algum s}. Temos então que [Hs ◦ γ] = Hs∗([γ]). Porém apliaçõeshomotópias induzem a mesma apliação em homologia. 2Corolário 10. Se P é um ponto de equilíbrio de todos os Hs, e se existe alguma vizin-hança U de P tal que Hs 6= O em U \P , para todo s, então I(P, Hs) é onstante.Prova. Use γ = c ⊂ U para todo s. A onlusão segue-se pois I(P, Hs) = W (Hs, c). 2No próximo exemplo mostraremos omo a ontinuação failita o álulo do índiede Euler. A idéia é usar homotopias para simpli�ar ampos vetoriais.Exemplo 11. Considere o sistema de EDO's

ẋ = A x + G(x),onde G(x) = o(||x||), e A =


 1 0

5 −2


.Como A é não-singular, existe K > 0 tal que ||A x|| ≥ K||x|| (tome, por exemplo,

K = infx∈S2||A x||). Da hipótese G = o(||x||) deduzimos que ||G(x)|| < K||x|| em algumavizinhança U de O. Logo F (x) = Ax + G(x) 6= O em U \O, e O é um equilíbrio isolado.Consideremos agora a família de ampos vetoriais
Hs(x) = A x + (1− s)G(x), 0 ≤ s ≤ 1.Claramente Hs não se anula em U \O. Do orolário aima deduzimos que I(O, F ) =

I(O, A x). Note que podemos ainda deformar A ontinuamente através de matrizes não-singulares até obtermos a matriz 
 1 0

0 −1


ujo índie é −1.



CAPÍTULO 2. INTRODUÇ�O A TEORIA DE MORSE 92.4 O Índie de MorseSeja F (x) o ampo gradiente determinado pela função real suave f(x) : R
2 → R, i.e,

F (x) = −∇f(x).Um equilíbrio P de F é um ponto rítio de f , i.e, ∇f(P ) = O. Classi�amos ospontos rítios de aordo om o Hessiano
D2f(P ) =


 fxx fxy

fyx fyy


 .

P é dito não-degenerado se D2f(P ) é não-singular. Pelo Teorema da Função Inversatemos que, se P é não degenerado, ele é isolado, [5℄.De�nição 12. O índie de Morse de um ponto rítio não-degenerado P do ampogradiente F (x) é a dimensão do maior subespaço de R
2 no qual D2f(P ) é uma formaquadrátia negativa de�nida.Considere o sistema de EDOs ẋ = F (x), x ∈ R

n, linearizado em torno em P ,
ẏ = DF (P )y.Dizemos que P é um equilíbrio hiperbólio se as partes reais dos autovalores de DF (P )são não-nulas. Se F (x) for um ampo gradiente, os autovalores de DF (P ) são reais, poisa matriz Hessiana é simétria. Temos então que o índie de Morse de P é o número deautovalores negativos.A seguir relaionaremos o índie de Morse om a topologia dos subonjuntos denível de uma função suave f : M → R ujo domínio é a variedade Riemanniana suave

n-dimensional M , omo na �gura.



CAPÍTULO 2. INTRODUÇ�O A TEORIA DE MORSE 10
b

a

c

M f

Sejam
Mc = {x ∈M : f(x) ≤ c},e

M[a,b] = {x ∈M : a ≤ f(x) ≤ b}.Se a < b, temos Ma ⊂ Mb e os grupos de homologia relativa Hk(Mb, Ma) podem serrelaionados aos índies dos pontos rítios em M[a,b]. A �m de enuniar esta relaçãomais preisamente, usaremos os polin�mios de Poinaré. De�na
βk(Mb, Ma) = posto Hk(Mb, Ma).( O posto de Hk(Mb, Ma) = ⊕i∈IZ⊕j∈J Znj

é a ardinalidade do onjunto de índies I. Empartiular, tem-se βk ≥ 0.) Caso βk < ∞, para toda k e βk ≡ 0, para k su�ientementegrande, de�na o polin�mio de Poinaré
P (t) =

∑

k≥0

βk(Mb, Ma)t
k.De�na agora a soma formal, usando desta vez o índie de Morse dos pontos rítios

M(t) =
∑

P∈M[a,b]

tI(P ) =
∑

k≥0

γk(Mb, Ma)t
k,onde γk(Mb, Ma) é o número de pontos rítios em M[a,b] ujo índie de Morse é k. Se

γk < ∞, para todo k e γk ≡ 0, para k su�ientemente grande, M(t) é denominadopolin�mio de Morse.



CAPÍTULO 2. INTRODUÇ�O A TEORIA DE MORSE 11Teorema 13. Suponha que M[a,b] é ompato, que todos os pontos rítios de f em M[a,b]são não-degenerados e que seus valores rítios estão no intervalo aberto (a, b). Então
P (t) e M(t) são polin�mios e

M(t) = P (t) + (1 + t)Q(t),onde Q(t) é um polin�mio om oe�ientes não-negativos.Uma onsequênia imediata da proposição aima é γk ≥ βk, para todo k.Exemplo 14. Seja a < infx∈Mf(x). Então Ma = ∅. Logo βk(Mb, Ma) = βk(Mb). Se Mbfor um diso, então Mb é homotopiamente equivalente a um ponto, donde
Hk(Mb) =





Z, k = 0,

{0}, k > 0Temos então que P (t) = 1, β0 = 1 e βk = 0 para k ≥ 1. Logo γ0 ≥ 1, i.e, se f tem pontosrítios não-degenerados, então pelo menos um deles é um mínimo loal no interior de
Mb.Exemplo 15. Seja a < infx∈M f(x), onde M é o plano R

2 om um diso aberto removido.Seja Mb omo na �gura abaixo.
1

2

Então
Hk(Mb) ≈ Hk(S

1) =





Z, k = 0, 1,

{0}, k ≥ 2Logo o polin�mio de Poinaré é P (t) = 1 + t e, da proposição aima, deduzimos que
M(t) = γ0 + γ1t + . . . = 1 + t + (1 + t)Q(t), e portanto γ0 ≥ 1 e γ1 ≥ 1. Conluímos que
f(x) possui ao menos um mínimo e uma sela.Exemplo 16. Seja M = T n = S1 × . . . × S1, o n-toro. Sejam b > máxx∈T nf(x) e
a < mnx∈T nf(x), logo Mb = T n e Ma = ∅. Como determinar os βk(T

n)? Podemosapliar a proposição seguinte.



CAPÍTULO 2. INTRODUÇ�O A TEORIA DE MORSE 12Proposição 17. O polin�mio de Poinaré de um espaço produto X × Y é o produto dospolin�mios de Poinaré dos fatores X e Y .Utilizando o último exemplo, deduzimos que P (t) = (1 + t)n, donde βk =


 n

k


.Uma onsequênia desta expressão é que P (1) = 2n e, omo P (1) ≤ M(1) =

∑
k γk,onluímos que f : T n → R tem pelo menos 2n pontos rítios isolados! Mais preisa-mente, se n = 2, por exemplo, temos que f possui ao menos um mínimo, duas selas e ummáximo.Prova da Proposição. Basta apliarmos a fórmula de Künneth da topologia algébria,ver [3℄:

Hk(X × Y ) =

(
∑

i+j=k

Hi(X)⊗Hj(Y )

)
⊕

(
∑

i+j=k−1

Tor(Hi(X), Hj(Y ))

)
.Temos que

βk(X × Y ) = posto

(
∑

i+j=k

Hi(X)⊗Hj(Y )

)
=
∑

i+j=k

βi(X)βj(Y ),o que ompleta a demonstração. 2De�nição 18. Uma �ltração de Morse de M[a,b] é uma sequênia de valores regulares
a = c0 < c1 < . . . < cn = b de f(x).Lembre-se da de�nição de valor regular, ci é valor regular se não existirem pontosrítios no nível ci, ou seja se f(x) = ci, então ∇f(x) 6= 0. Vamos introduzir a notação

Pi(t) =
∑

βk(Mci
, Mci−1

)tk.Proposição 19. ∑n
i=1 Pi(t) = P (t) + (1 + t)Q(t), onde Q(t) é um polin�mio om oe�-ientes não-negativos.Prova. Seja P i(t) =
∑

βk(Mci
, Ma)t

k. A�rmamos que
Pi(t) + P i−1(t) = P i(t) + (1 + t)Qi(t). (2.1)Somando membro a membro para i = 1 a n, obtemos

∑
Pi(t) + P 0(t) = P n(t) + (1 + t)

∑
Qi(t).
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∑

βk(Ma, Ma)t
k = 0, e P n(t) =

∑
βk(Mb, Ma)t

k = P (t), segue oresultado desejado. Provemos agora a igualdade (2.1).Uma sequênia de homomor�smos
. . .

αn+2
−→ An+1

αn+1
−→ An

αn−→ An−1
αn−1
−→ . . . .é dita exata, se Kerαn = Imαn+1 para ada n.Considere a sequênia exata da tripla (Mci

, Mci−1
, Ma), ver [3℄:

. . .
∂k→ Hk(Mci−1

, Ma)
i∗→ Hk(Mci

, Ma)
j∗
→ Hk(Mci

, Mci−1
)

∂k−1
→ . . . .Como Ker(j∗) = Im(i∗), temos

posto Ker(j∗) = posto Im(i∗) = βk(Mci−1
, Ma)− posto (∂k).Por outro lado,

posto Im(j∗) = βk(Mci
, Mci−1

)− posto (∂k−1),e, lembrando que
βk(Mci

, Ma) = posto Im(j∗) + posto Ker(j∗),obtemos �nalmente
βk(Mci

, Mci−1
) + βk(Mci−1

, Ma) = βk(Mci
, Ma) + posto (∂k) + posto (∂k−1).A fórmula aima se expressa em termos polinomiais omo

Pi(t) + P i−1(t) = P i(t) + (1 + t)Qi(t),onde Qi(t) =
∑

(posto(∂k))t
k. 2Observação 20. Os oe�ientes do polin�mio de Poinaré são denominados números deBetti do par (Mb, Ma).A �m de alular Pi(t), utilizamos as proposições abaixo.Proposição 21. Se M[a,b] é ompato e não ontem pontos rítios, então P (t) ≡ 0.



CAPÍTULO 2. INTRODUÇ�O A TEORIA DE MORSE 14Proposição 22. Suponha que M[a,b] é ompato. Se existe apenas um valor rítio a <

c < b, e se todos os pontos rítios em M[a,b] são não-degenerados, então
P (t) =

∑

P pto crß́tico em M[a,b]

tI(P ).Estas proposições impliam o teorema prinipal (na verdade equivalem a este), poisse M[a,b] é ompato e todos os pontos rítios são não-degenerados, logo isolados, existeapenas um número �nito deles e, portanto, de valores rítios de f(x). Esolhendo uma�ltração de Morse de tal modo que ada [ci−1, ci] ontenha 0 ou 1 valor rítio, obtemos queada Pi(t) é ou identiamente nulo ou da forma∑P tI(P ) e, onsequentemente, ∑Pi(t) =

M(t). As demonstrações das proposições aima utilizam �uxos gradientes para produzirhomotopias, as quais simpli�am o álulo de Hk(Mb, Ma). Antes façamos as seguintesonsiderações.De�nição 23. Um �uxo loal num espaço topológio X é uma apliação ontínua φ :

D → X tal que(a) D ⊂ R×X é aberto. Para ada x ∈ X, Dx = {t ∈ R : (t, x) ∈ D} é um intervaloaberto ontendo 0.(b) φ0(x) = x, para todo x ∈ X.() Se t0 ∈ Dx, então Dφt0 (x) = Dx − t0 e, se s ∈ Dφt(x), temos
φs(φt(x)) = φs+t(x).(d) Para ada x ∈ X, φt : Dx → X desreve uma urva regular em X, i.e, o grá�o de

φt é um subonjunto fehado de R×X.Note que a propriedade (d) de um �uxo loal implia que se Dx é limitado, então,quando t se aproximar de um dos extremos de Dx, a imagem de φt não pode estar ontidanum ompato (veja a �gura abaixo).
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x

t

t
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b

x

t

x

Caso D = R×X, dizemos que φ om as propriedades (a)-(d) é um �uxo.Um sistema de equações difereniais ordinárias de lasse C∞ numa variedade suave
M dá origem a um �uxo loal, ver [4℄, Teorema "Global smoothness of the �ow".Observação 24. Denotaremos a partir deste momento φt(x) por x · t. mais geralmente,se A ⊂ X e B ⊂ R, então

A · B = {x · t : x ∈ A, t ∈ B}.De�nição 25. Um subonjunto A ⊂ X é invariante se
∀x ∈ A, ∀t ∈ Dx =⇒ x · t ∈ A,ou seja

A ·Dx ⊂ A∀x ∈ A. A ⊂ X é positivamente invariante se
∀x ∈ A, ∀t ∈ Dx, t ≥ 0 =⇒ x · t ∈ A.

A ⊂ X é estritamente positivamente invariante se
∀x ∈ A, ∀t ∈ Dx, t > 0 =⇒ x · t ∈ int(A).Exemplo 26. Considere uma função suave f : M → R, onde M é uma variedadeRiemanniana suave. Então Ma é positivamente invariante om relação ao �uxo do sistemade equações difereniais ẋ = −∇f(x). De fato

d

dt
f(x · t) = Df(x · t)ẋ = −||∇f ||2,i.e, f é uma função não-resente ao longo das soluções do sistema.
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a

M

Se a não é um valor rítio de f , −||∇f || < 0 em f−1(a), logo Ma é estritamentepositivamente invariante.Lema-Chave. Seja φ um �uxo loal em M . Sejam B ⊂ M positivamente invariante e
A ⊂ B um subonjunto fehado e estritamente positivamente invariante. Suponha que,para ada x ∈ B, existe t ≥ 0 om x · t ∈ A. Então

T (x) = inf{t ≥ 0 : x · t ∈ A}é uma função ontínua T : B → [0,∞) e x · T (x) ∈ A.A inlusão, i : A→ B é uma equivalênia homotópia. Logo i∗ : Hk(A) ≈ Hk(B) e
Hk(B, A) ≈ 0, para todo k.Prova. Dados x ∈ B e ǫ > 0, vamos enontrar vizinhanças de x ujos pontos y sejamtais que T (y) ≥ T (x)− ǫ ou T (y) ≤ T (x) + ǫ.Note que

T (x)− ǫ ≤ 0 ⇒ T (y) ≥ T (x)− ǫ.Logo vamos assumir que T (x) > ǫ. Segue-se que x · (T (x) − ǫ) existe e, por de�nição,
x · (T (x)− ǫ) ∈M \ A.Como D (o domínio do �uxo loal) é aberto, M \ A é aberto e o �uxo loal éontínuo, existe uma vizinhança U de x tal que se y ∈ U , então y · (T (x) − ǫ) existe e
y · (T (x) − ǫ) ∈ M \ A. Como A é positivamente invariante, y · [0, T (x) − ǫ] ⊂ M \ A.Portanto T (y) ≥ T (x)− ǫ.



CAPÍTULO 2. INTRODUÇ�O A TEORIA DE MORSE 17Vamos agora tomar t om x · t ∈ A. Podemos assumir que t ∈ [T (x), T (x) + ǫ) e,aumentando t , que x · t ∈ int(A).Usando novamente a ontinuidade do �uxo, deduzimos que existe uma vizinhança
V de x tal que, se y ∈ V então y · t existe e y · t está em int(A). Logo T (y) ≤ t < T (x)+ ǫ.Como A é fehado, T (x) está ontido em {t ≥ 0 : x·t ∈ A} e, portanto, x·T (x) ∈ A.Seja H(s, x) = hs(x) = x · (sT (x)). Note que(i) h0(x) = x · 0 = x, i.e, h0 = idB é a identidade em B.(ii) h1(x) = x · T (x) ∈ A, i.e, h1 : B → A.A�rmamos que h1 é uma inversa homotópia de i : A →֒ B. De fato, temos por um lado

x ∈ B ⇒ (i ◦ h1)(x) = h1(x) e h1
H
≈ h0 = idB,e por outro,

x ∈ A⇒ (h1 ◦ i)(x) = h1(x) = x · T (x) = x · 0 = x,pois x ∈ A.Conluímos que A é um retrato de B, logo temos o isomor�smo i∗ : Hk(A) ≈ Hk(B),para todo k. Finalmente, utilizando a sequênia exata
. . .→ Hk(A)

i∗→ Hk(B)→ Hk(B, A)→ Hk−1(A)
i∗→ Hk−1(B)→ . . . ,obtemos Hk(B, A) = {0}. 2Vamos demonstrar as proposições 21 e 22 usando o Lema-have.Apliaremos o lema aos onjuntos Ma ⊂ Mb, novamente onsiderando o �uxo dosistema ẋ = −∇f(x). Sejam A = Ma e B = Mb. Então A é fehado e estritamentepositivamente invariante, e B é positivamente invariante. Mostraremos que se x ∈ Bentão existe t ≥ 0 tal que x · t ∈ A.Por ontradição, suponha que para algum x ∈ B, x · t permanene em M[a,b] paratodo t ∈ Dx, t ≥ 0. Como M[a,b] é ompato, x · t existe para todo t ≥ 0. Visto que M[a,b]não ontem pontos rítios de f , existe k > 0 tal que

d

dt
f(x · t) = −||∇f(x)||2 < −k < 0,



CAPÍTULO 2. INTRODUÇ�O A TEORIA DE MORSE 18donde segue que o tempo máximo de permanênia de x · t em M[a,b] não exede b− a

k
, oque é impossível.Portanto, o lema-have provado aima nos diz que Hk(B, A) = Hk(Mb, Ma) = {0},i.e, P (t) ≡ 0, �ando demonstrada a proposição 21.Suponhamos agora que M[a,b] é ompato, onde a, b são valores regulares, que ex-iste apenas um valor rítio c ∈]a, b[, e que todos os pontos rítios em M[a,b] são não-degenerados. Lembre que pontos rítios não-degenerados são isolados e formam um on-junto �nito {P1, . . . , Pn}, pois M[a,b] é ompato . Vamos alular os grupos Hk(Mb, Ma)usando o lema-have para simpli�ar Ma e Mb.De aordo om o Teorema de Hartman-Grobman (ver [6℄), existe uma vizinhança

Pi na qual o �uxo é onjugado ao �uxo-produto




ẋ = x, x ∈ Dui,

ẏ = −y, x ∈ Dsi,onde Dui, Dsi são disos de dimensões ui, si, e ui = I(Pi) é o índie de Pi. Tomando
Dsi pequeno o su�iente, podemos assumir que f < b em Ui = Dui × Dsi e f < c em
∂Dui ×Dsi (�onjunto de saída").

b

c
Pi

Pi D

D

ui

si

Faremos agora algumas simpli�ações. A primeira delas onsiste em substituir Ma por
Mα, onde α ∈]a, c[ e f < α em Dui×∂Dsi . Como não existem pontos rítios no ompato
M[α,a], o lema-have implia que Hk(Mα, Ma) = {0} para todo k. Da sequênia exata datripla (Mb, Mα, Ma),

. . .→ Hk(Mα, Ma)→ Hk(Mb, Ma)→ Hk(Mb, Mα)→ Hk−1(Mα, Ma)→ . . . ,



CAPÍTULO 2. INTRODUÇ�O A TEORIA DE MORSE 19deduzimos então que Hk(Mb, Ma)→ Hk(Mb, Mα) é um isomor�smo.Nossa próxima simpli�ação onsiste em substituir Mb por Mα ∪i Ui, onde Ui =

Dui ×Dsi, para algum α omo aima. Para isto, apliaremos o lema-have om B = Mbe A = Mα ∪i Ui, onde tomamos supDui×∂Dsi f < α < c. Vemos que ambos A e B sãoestritamente positivamente invariantes. Além disso, dado x ∈Mb, podemos mostrar queexiste t ≥ 0 tal que x · t ∈ A. Como Mb \A é ompato e não ontem pontos rítios,temos
d

dt
f(x · t) ≤ −k < 0.Logo, repetindo um argumento utilizado anteriormente, as órbitas devem ontinuar ex-istindo (i.e, estão de�nidas para todo t ∈ R) e atingem A em tempo �nito. Portanto

Hk(Mb, A) = {0} e, onsequentemente, Hk(Mb, Ma) ≈ Hk(A, Mα) (basta analisar a se-quênia exata da tripla (Mb, A, Mα)).Substituiremos agora Mα por
S = Mα ∪i (Ui \ ({0} ×Dsi)).Note que S é positivamente invariante, Mα é fehado e estritamente positivamente in-variante, e que

x ∈ S =⇒ ∃ t ≥ 0 tal que x · t ∈Mα.Portanto Hk(Mb, Ma) ≈ Hk(A, S), onde mais uma vez usamos a sequênia exata de umatripla. A �m de alular esse último grupo de homologia, utilizaremos o Teorema deExisão [3℄:
Hk(A, S) ≈ Hk(A \ V, S \ V ), ∀ V ⊂ int(S).Tome V = S \ ∪i Ui = A \ ∪i Ui. Logo V ⊂ Mα, V ⊂Mα ⊂ int(S) (na topologia induzidaem A) e
A \ V = ∪iUi, S \ V = ∪i(Ui \ {0} ×Dsi).Assim obtemos
Hk(A \ V, S \ V ) ≈ ⊕iHk(Ui, Ui \ {0} ×Dsi).Observemos agora que os pares (Ui, Ui \ {0}×Dsi) e (Dui, Dui \O) são homotopiamente



CAPÍTULO 2. INTRODUÇ�O A TEORIA DE MORSE 20equivalentes (via olapso do diso ��estável", Dsi). Mas
Hk(D

ui, Dui \O) =





Z, k = ui = I(Pi)

{0}, k 6= ui,donde �nalmente onluímos que
P (t) =

n∑

i=1

tI(Pi),e assim �a provada a proposição 22. 2No próximo apítulo introduziremos uma generalização das idéias da teoria deMorse.



Capítulo 3
Índie de Conley e �uxos
3.1 Índie de ConleyNa teoria de Morse, partimos das hipóteses:- O sistema dinâmio é da forma ẋ = −∇f(x) e está de�nido numa variedade suave

M ompata,- Os pontos rítios de f são não-degenerados,e deduzimos que se Hk(Mb, Ma) 6= {0} então existem equilíbrios para o sistema. Não édifíil mostrar a existênia de equilíbrios mesmo quando a segunda hipótese aima não éfeita.Proposição 27. Considere o sistema gradiente ẋ = −∇f(x). Se M[a,b] é ompato e
βk(Mb, Ma)posto (Hk(Mb, Ma)) 6= 0 para algum k, então existe ao menos um equilíbrioem M[a,b].Prova. Se não existirem pontos rítios, a proposição 21 nos diz que P (t) ≡ 0, i.e,

posto( Hk(Mb, Ma)) = 0, ∀k.Isto ontradiz o enuniado. 2Exemplo 28. Considere o sistema gradiente determinado pela função altura do toro,
h : T 2 → R. Sejam P1, P2, P3 e P4 os pontos rítios de h, om h(Pi) < h(Pi+1). Suponha21



CAPÍTULO 3. ÍNDICE DE CONLEY E FLUXOS 22que h(P1) < a < h(P2) e h(P3) < b < h(P4). Utilizando homotopias, não é difíil ver que
(Mb, Ma) ≈ (S1 ∨ S1, ∗), a operação ∨ é hamada produto wedge, e será estudada ommais detalhes nos próximos apítulos. Logo

Hk(Mb, Ma) =





Z⊕ Z, k = 1,

{0}, k 6= 1,donde deduzimos que o sistema têm dois equilíbrios do tipo sela em M[a,b].
P4

P2

P3

P1Para ver que (Ma, Mb) é homotopiamente equivalente a (S1∨S1, ∗), onsidere a próxima�gura:
P3

P3

P4
P1

P4

P2

P2 P3

P3Vejamos agora um exemplo om equilíbrios degenerados.Exemplo 29. Considere a função f : T 2 → R desrita pelo diagrama abaixo.
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P3

P1

P2

P2

f=of>o

f<o

Observe que os pontos rítios de f são: P1 (mínimo), P3 (máximo) e P2 (seladegenerada). Sejam 0 < b < f(P3) e f(P1) < a < 0. Podemos tomar M[a,b] omo a regiãolimitada pelo retângulo inlinado . Então novamente temos (Mb, Ma) ≈ (S1 ∨ S1, ∗),porém desta vez M[a,b] ontém apenas P2 e não dois pontos rítios omo antes.Podemos eliminar a hipótese de o sistema ser gradiente, aso nosso objetivo se limitea onheer a existênia de um onjunto invariante não-vazio.Ao invés de onsiderarmos subníveis de alguma função, tomaremos pares (B, A) deonjuntos positivamente invariantes. O papel do onjunto M[a,b] será desempenhado por
B \A.De�nição 30. Se N é um subonjunto de um espaço topológio M om um �uxo loal,o onjunto invariante maximal em N é

I(N) = {x ∈ N : x · t ∈ N, ∀t ∈ Dx}.Frequentemente oorre que N é ompato, logo as órbitas em I(N) estão de�nidaspara todo t ∈ R, (ver [6℄).Proposição 31. Suponha que A ⊂ B ⊂ M , om B positivamente invariante e A es-tritamente positivamente invariante. Além disso, suponha que B \A é ompato. Se ainlusão i : A→ B não for uma equivalênia homotópia, então I(B \A) 6= ∅.Prova. De aordo om o Lema-Chave, existe algum x ∈ B para o qual não existe t ≥ 0,
t ∈ Dx om x·t ∈ A. Como B \A é ompato, x·t existe para todo t ≥ 0 e x·R+ ⊂ B \A.Por ompaidade, x ·R+ tem um ponto de aumlação y. Seja {tn} uma sequênia tal que
x · tn onverge para y.



CAPÍTULO 3. ÍNDICE DE CONLEY E FLUXOS 24A�rmamos que y · t ∈ B \A para todo t ∈ Dy. Seja t ∈ Dy (possivelmente t < 0).Para n su�ientemente grande, tn + t ≥ 0 e
x · (tn + t) = (x · tn) · t→ y · t.Visto que x · (tn + t) ∈ B \A, y · t ∈ B \A. Logo y ∈ I(B \A). 2Observação 32. Ao invés de assumir que B \A é ompato, podemos supor que existeum ompato K ⊂ B \A tal que
x · R+ ⊂ B \A =⇒ x · R+ ⊂ K.Neste aso, temos que x · R+ ⊂ K, y ∈ K e y · t ∈ K na demonstração aima, �andoprovado que y ∈ I(K) ⊂ I(B \A).Exemplo 33. Considere o �uxo num ilindro sólido C representado pela �gura abaixo,na qual c é um nó. Seja M = C \ c e A, B os subonjuntos fehados em M estritamentepositivamente invariantes representados na �gura.

c

A

B

Note que B \A não é ompato, mas as órbitas próximas a c eventualmente atingem
A. Seja K = B \A \U , onde U é uma vizinhança de c ontendo os pontos de B \Aujas órbitas se aproximam de c . Logo, todo x tal que x ·R+ ⊂ B \A deve estar em K.Porém, i : A → B não é uma equivalênia homotópia, pois o homomor�smo degrupos fundamentais i♯ : π1(A) → π1(B) não é um isomor�smo. De fato, enquanto
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π1(A) = π1(S

1) = Z, π1(B) é mais ompliado! O leitor pode onsultar a literaturasobre a teoria dos nós. Curiosamente, porém, i∗ : H1(A) → H1(B) é um isomor�smo (ateoria da dualidade implia que a homologia do omplemento de um onjunto dependeapenas da topologia do onjunto, neste aso do nó c). Daí temos um onjunto invariantenão-vazio no ilindro.A idéia que fundamenta o oneito de índie de Conley é utilizar o tipo de homotopiados pares de espaços (B, A) omo um índie topológio para onjuntos invariantes entreeles.3.2 Fluxos e Fluxos LoaisSeja M um espaço topológio.De�nição 34. Uma urva regular em M é uma apliação ontínua γ : Dγ → M , onde
Dγ é um intervalo aberto, ujo grá�o {(t, γ(t)), t ∈ Dγ} ⊂ R×M é fehado.Lembre que, segundo a de�nição 23, se φ : D → M é um �uxo loal, então paratodo x ∈ M , a urva γ : Dx → M , dada por γ(t) = φ(t, x) é regular. Caso o domínio Dseja todo o R×M , diremos que o φ é um �uxo global ou simplemente um �uxo.Mostraremos omo `mergulhar' um �uxo loal em um �uxo.Seja Γ(M) o onjunto das urvas regulares em M . Podemos de�nir uma topologiaem Γ(M) tomando por sub-base o onjunto formado por Γ(K, V ) = {γ ∈ Γ(M) : γ(K) ⊂

V }, onde K ⊂ R é um ompato e V ⊂M é um aberto. Esta topologia é onheida pelonome de topologia ompata-aberta.
Γ(M) possui um �uxo natural, o �uxo de translação à esquerda:Dado γ : Dγ → M , de�na γ · t : Dγ·t → M fazendo Dγ·t = Dγ − {t} e (γ · t)(s) =

γ(t + s).Vamos introduzir a notação
Ψ :

R× Γ(M) −→ Γ(M)

(t, γ) 7−→ γ · t.



CAPÍTULO 3. ÍNDICE DE CONLEY E FLUXOS 26Consideremos agora um �uxo loal φ. De�na um mergulho
h :

M −→ Γ(M)

x 7−→ γ = φ(·, x),onde γ : Dx →M . Seja Φ = h(M) a imagem de M em Γ(M). Seja
D′ =

⋃

γ∈Φ

Dγ × {γ} = {(t, γ) ∈ R× Φ : t ∈ Dγ, γ ∈ Φ}.Proposição 35. h : M → Φ é um homeomor�smo. Além disso, o diagrama
R×M ⊃ D

Id×h
��

φ
// M

h
��

R× Φ ⊃ D′ Ψ
// Φé omutativo.Prova. h−1 : Φ→M nos dá a ondição iniial, visto que φ(0, ·) = IdM . Temos portanto

h−1(γ) = γ(0).A�rmamos que h é ontínua.Dado x ∈ M , seja γ = h(x). Esolha uma vizinhança Γ(K, V ) de γ. Para ada
(t, x) ∈ K×{x}, esolha ǫ > 0 e uma vizinhança Ux de x em M tais que (t−ǫ, t+ǫ)×Ux ⊂

D, e φ((t− ǫ, t + ǫ)× Ux) ⊂ V (use a ontinuidade de φ e veja a �gura abaixo).
M

K x {x}

T

X

Como K×{x} é ompato, podemos tomar uma subobertura �nita (ti−ǫi, ti+ǫi)×

(Ux)i, i = 1, . . . , n. Seja U =
⋂

i(Ux)i. Então K × U ⊂ D e φ(K × U) ⊂ V . Conluímosque U é uma vizinhança de x em M ujos pontos são levados por h em Γ(K, V ).



CAPÍTULO 3. ÍNDICE DE CONLEY E FLUXOS 27Veri�amos failmente que h−1 é ontínua. Dada uma vizinhança U de γ(0),
Γ({0}, U) é uma vizinhança de γ tal que h−1(γ′) ∈ U, ∀γ′ ∈ Γ(0, U).Resta provar que o diagrama do enuniado é omutativo. Por um lado temos

h(φ(t, x)) = γ(·) = φ(·, φ(t, x)) = φ(t + ·, x),pois φ é um �uxo loal. Por outro lado, vale
Ψ(Id× h(t, x)) = Ψ(t, h(x)) = Ψ(t, φ(·, x)) = φ(t + ·, x).A demonstração está onluída. 2A proposição 35 fornee um mergulho de M om o �uxo loal φ em Γ(M) om o�uxo global Ψ.O fato de φ ser um �uxo loal implia que Φ é um onjunto loalmente invariantepor translações em Γ(M). Em geral, dizemos que se X é um espaço topológio om um�uxo, um subonjunto Φ de X é loalmente invariante se existe um aberto V ontendo

Φ tal que se
γ ∈ Φ, γ · [a, b] ⊂ V (a < 0, b > 0) =⇒ γ · [a, b] ⊂ Φ.

V

Os onjuntos destaados da �gura aima são onjuntos loalmente invariantes.Uma ondição equivalente é que Φ é loalmente invariante se, dado γ ∈ Φ, existeuma vizinhança U de γ e ǫ > 0 tais que
(U ∩ Φ) · (−ǫ, ǫ) ⊂ Φ.Proposição 36. O onjunto Φ = h(M) de�nido aima é loalmente invariante em Γ(M).Prova. Usaremos o fato de D, o domínio de φ, ser um onjunto aberto.
h :

M −→ Γ(M)

x 7−→ γ(·, x)
,



CAPÍTULO 3. ÍNDICE DE CONLEY E FLUXOS 28onde γ é a solução que passa por x.
D ⊂ R ×M é aberto. Tome γ ∈ Φ, assim D′ = id × h(D) é aberto, pois h é umhomeomor�smo. Considere D′′ omo a projeção de D′ em Γ(M), assim D′′ é vizinhançade γ. Além disso, (D′′ ∩ Φ) · (−ǫ, ǫ) ⊂ Φ. 2Proposição 37. Todo �uxo loal pode ser mergulhado omo subonjunto loalmente in-variante de um �uxo. Reiproamente, a restrição de um �uxo a um onjunto loalmenteinvariante é um �uxo loal naquele onjunto.Vejamos agora os elementos a serem utilizados na teoria do índie de Conley.Seja Γ um espaço topológio om um �uxo denotado por x · t. Seja Φ um subon-junto loalmente invariante de Γ. Vamos supor também que Φ é loalmente ompato eHausdor�.Observação 38. Lembramos que um espaço X é loalemente ompato se ada umde seus pontos x tem ao menos um vizinhança ompata, i.e, existe N ompato talque x ∈ int(N). Se, além disso, X é Hausdor�, então ada x ∈ X possui vizinhançasompatas arbitrariamente pequenas, i.e, dada U vizinhança de x, existe N vizinhançaompata de x tal que N ⊂ U .Note que a restrição do �uxo x · t a Φ é um �uxo loal em Φ.Proposição 39. Seja N ⊂ Φ ompato e seja x ∈ N tal que x · R+ 6⊂ N . Então existe

t ≥ 0 tal que x · [0, t] ⊂ Φ, mas x · t /∈ N . De fato, existe uma vizinhança U de x em Φ e
t ≥ 0 tais que

U · [0, t] ⊂ Φ, (U · t) ∩N = ∅.Prova. Seja
T = inf{t ≥ 0 : x · t /∈ N} = sup{t ≥ 0 : x · [0, t] ⊂ N}.Por hipótese, T <∞.Como N é ompato, existe uma sequênia tn −→ T tal que x · tn onverge paraalgum ponto de N . Mas x · tn −→ x · T , logo x · T ∈ N e, mais ainda, x · [0, T ] ⊂ N .Visto que Φ é loalmente invariante, existe ǫ > 0 tal que x · [0, T + ǫ) ⊂ Φ. Dade�nição de T , onluímos que existe t ∈ (T, T + ǫ) om x · t /∈ N . Mas Φ é Hausdor� e
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N é ompato, logo N é fehado e Φ \N é aberto em Φ. Por ontinuidade do �uxo loalem Φ, existe uma vizinhança U de x tal que, para y ∈ U , y · t ∈ Φ \N (observe que y · testá de�nido). Portanto

U · [0, t] ⊂ Φ e (U · t) ∩N = ∅.

2Prova. Usaremos o fato de D, o domínio de φ, ser um onjunto aberto.
h :

M −→ Γ(M)

x 7−→ γ(·, x)
,onde γ é a solução que passa por x.

D ⊂ R ×M é aberto. Tome γ ∈ Φ, assim D′ = id × h(D) é aberto, pois h é umhomeomor�smo. Considere D′′ omo a projeção de D′ em Γ(M), assim D′′ é vizinhançade γ. Além disso, (D′′ ∩ Φ) · (−ǫ, ǫ) ⊂ Φ. 2Proposição 40. Todo �uxo loal pode ser merguhado omo subonjunto loalmente in-variante de um �uxo. Reiproamente, a restrição de um �uxo a um onjunto loalmenteinvariante é um �uxo loal naquele onjunto.Vejamos agora os elementos a serem utilizados na teoria do índie de Conley.Seja Γ um espaço topológio om um �uxo denotado por x · t. Seja Φ um subon-junto loalmente invariante de Γ. Vamos supor também que Φ é loalmente ompato eHausdor�.Observação 41. Lembramos que um espaço X é loalemente ompato se ada umde seus pontos x tem ao menos um vizinhança ompata, i.e, existe N ompato talque x ∈ int(N). Se, além disso, X é Hausdor�, então ada x ∈ X possui vizinhançasompatas arbitrariamente pequenas, i.e, dada U vizinhança de x, existe N vzinhançaompata de x tal que N ⊂ U .Note que a restrição do �uxo x · t a Φ é um �uxo loal em Φ.Proposição 42. Seja N ⊂ Φ ompato e seja x ∈ N tal que x · R+ 6⊂ N . Então existe
t ≥ 0 tal que x · [0, t] ⊂ Φ, mas x · t /∈ N . De fato, existe uma vizinhança U de x em Φ e
t ≥ 0 tais que

U · [0, t] ⊂ Φ, (U · t) ∩N = ∅.
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T = inf{t ≥ 0 : x · t /∈ N} = sup{t ≥ 0 : x · [0, t] ⊂ N}.Por hipótese, T <∞.Como N é ompato, existe uma sequênia tn −→ T tal que x · tn onverge paraalgum ponto de N . Mas x · tn −→ x · T , logo x · T ∈ N e, mais ainda, x · [0, T ] ⊂ N .Visto que Φ é loalmente invariante, existe ǫ > 0 tal que x · [0, T + ǫ) ⊂ Φ. Dade�nição de T , onluímos que existe t ∈ (T, T + ǫ) om x · t /∈ N . Mas Φ é Hausdor� e

N é ompato, logo N é fehado e Φ \N é aberto em Φ. Por ontinuidade do �uxo loalem Φ, existe uma vizinhança U de x tal que, para y ∈ U , y · t ∈ Φ \N (observe que y · testá de�nido). Portanto
U · [0, t] ⊂ Φ e (U · t) ∩N = ∅.

2Dado um onjunto ompato N ⊂ Φ, de�na
I(N) = {x ∈ N : x · R ⊂ N},

A+(N) = {x ∈ N : x · R+ ⊂ N},

A−(N) = {x ∈ N : x · R− ⊂ N}.Proposição 43. Para todo ompato N , os onjuntos I(N), A+(N) e A−(N) são om-patos e são, respetivamente, invariante, positivamente invariante e negativamente in-variante. Além disso,
A+(N)

⋂
A−(N) = I(N).Prova. Considere A+(N). De aordo om a última proposição, o onjunto

{x ∈ N : x · R+ 6⊂ N}é aberto em N . Este onjunto é preisamente N \ A+(N), logo A+(N) é fehado em N ,donde ompato, já que N é ompato.Se x ∈ A+(N), t ≥ 0, então
(x · t) · R+ = x · [t,∞) ⊂ N.



CAPÍTULO 3. ÍNDICE DE CONLEY E FLUXOS 31Portanto, x · t ∈ A+(N).Os argumentos para I(N) e A−(N) são análogos. 2De�nição 44. Um onjunto ompato N ⊂ Φ é uma vizinhança isolante se I(N) ⊂

int(N). Um onjunto ompato invariante S é dito onjunto invariante isolado se S =

I(N) para alguma vizinhança isolante.Observação 45. N é uma vizinhança isolante se e somente se todo ponto x ∈ ∂N deixa
N em uma ou ambas as direções do tempo, i.e

∂N ∩ I(N) = ∅.Exemplo 46. Se f : M → R é a função altura, suave, e a < b são tais que M[a,b] éompato, então M[a,b] é uma vizinhança isolante.
b

N

c

M I (N)=



Capítulo 4
Pares-índies para onjuntosinvariantes isolados.
4.1 De�nição de par-índie.Dado um onjunto invariante S, onstruiremos pares de espaços (N1, N0) uja topologiarelativa fornee um �índie"assoiado a S.De�nição 47. Seja S ⊂ Φ um onjunto ompato invariante do �uxo loal Φ ⊂ Γ. Umpar-índie para S em Φ é um par (N1, N0) de onjuntos ompatos N0 ⊂ N1 ⊂ Φ taisque(i) N1 \N0 é uma vizinhança isolante para S.(ii) N0 é positivamente invariante em N1, i.e

x ∈ N0, x · [0, t] ⊂ N1 ⇒ x · [0, t] ⊂ N0, t ≥ 0.(iii) N0 é um onjunto de saída para N1, i.e
x ∈ N1, x · R

+ 6⊂ N1 ⇒ ∃t ≥ 0, x · [0, t] ⊂ N1, x · t ∈ N0.Exemplo 48. Seja f : M → R uma função altura, suave.Se Ma ⊂Mb são ambos ompatos e a, b não são valores rítios, então (Mb, Ma) éum par-índie para o onjunto I(M[a,b]) (ver a �gura abaixo). Se Ma não é ompato, mas32
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M[a,b] o é, poderíamos utilizar o par (M[a,b], M[a,α]), onde α ∈ (a, b) e M[a,α] não ontémpontos rítios.

N =  Mª0

N =  M1 b

M

4.2 Pares-índies e índie de homotopia de ConleyDado um par-índie (N1, N0) para um onjunto invariante S em Φ, a teoria de Morsesugere que o grupo Hk(N1, N0) seja um índie para S. Vamos revisar o oneito dehomologia relativa . Uma k-adeia relativa em (N1, N0) é um elemento do quoiente
∆k(N1, N0) = ∆k(N1)/∆k(N0),onde ∆k(X) é o grupo livre gerado pelas k-simplexos em X (ver [3℄).Ao invés de onsiderarmos a homologia relativa, vamos trabalhar diretamente omo espaço quoiente N1/N0. Este espaço tem por pontos as lasses de equivalênia de N1pela relação

x ∼ y ⇐⇒ x, y ∈ N0 ou x = y.Denotaremos a lasse de x ∈ N1 por [x]. A projeção de N1 sobre o quoiente N1/N0é a apliação:
π : N1 −→ N1/N0

x 7−→ [x]
.De�nimos em N1/N0 a topologia quoiente, isto é, topologia mais �na tal que π éuma apliação ontínua.



CAPÍTULO 4. PARES-ÍNDICES PARA CONJUNTOS INVARIANTES ISOLADOS.34Observe que o onjunto N0 é um ponto de N1/N0. Vamos denotá-lo por *. Podemosentão ver a projeção omo uma apliação de pares de espaços
π : (N1, N0)→ (N1/N0, ∗).Um par de espaços em que o segundo espaço onsiste em um ponto, é hamado espaçopontuado.Observação 49. Sob ertas hipóteses relativamente fraas, Hk(N1, N0) ≈ Hk(N1/N0, ∗).Porém não existe uma relação simples entre os grupos de homotopia.De�nição 50. Uma apliação entre pares f : (X, A) → (Y, B) é uma equivalênia ho-motópia entre pares se existe g : (Y, B)→ (X, A) tais que

f ◦ g ∼= id(Y,B) , g ◦ f ∼= id(X,A),onde as homotopias são homotopias de pares, isto é
H : ([0, 1]×X, [0, 1]×A) −→ (Y, B),om Ht(A) ⊂ B, para todo t.Um aso partiular são as equivalênias homotópias de espaços pontuados.De�nição 51. Dado (X, ∗), seja [X, ∗] o tipo de homotopia do par (X, ∗), isto é, oonjunto de todos os espaços pontuados homotopiamente equivalentes a (X, ∗).De�nição 52. O índie de homotopia de Conley para um onjunto invariante isolado Sé

h(S) = [N1/N0, ∗], (4.1)onde (N1, N0) é um par-índie para S.Observação 53. Denotaremos a lasse de homotopia do espaço pontuado (N1/N0, ∗)por [N1/N0]Mais adiante demonstraremos o seguinte teorema :



CAPÍTULO 4. PARES-ÍNDICES PARA CONJUNTOS INVARIANTES ISOLADOS.35Teorema 54. Dados (N1, N0) e (M1, M0) pares-índies para o onjunto invariante isolado
S, então

[N1/N0] = [M1/M0],ou seja o índie de homotopia de Conley está bem de�nido.Vejamos alguns preliminares para demonstração do teorema. Lembre que os ele-mentos de N1/N0 são dados por [x] ∈ N1 \N0 tais que
[x] =




{x} se x ∈ N1 \N0

∗ se x ∈ N0Se N1 = ∅, então N1/N0 = {N0} 6= ∅, assim h(∅) = [∗] = 0.Proposição 55. h(S) 6= 0⇒ S 6= ∅Com a proposição aima vemos que quando o índie de Conley do onjunto invariatemaximal de N , I(N), não é a lasse de um ponto, isto é 0, então I(N) 6= ∅, ou seja, temosum onjunto invariante não trivial no interior de N .Observação 56. Dado o par-índie (N1, ∅), temos que N1/∅ = N1

⊔
∗ (união disjunta),daí [N1/∅] = [N1 ⊔ ∅], fazendo N1 = ∅, temos que [∅/∅] = [∗] = 0Proposição 57. N0 ⊂ N1 espaços Hausdor� ompatos, N1/N0 é também espaço Haus-dor� ompato. Além disso, se f : (N1, N0)→ (N ′

1, N
′
0) é ontínua, então o diagrama:

(N1, N0)

π

��

f
// (N ′

1, N
′
0)

π

��

(N1/N0, ∗)
f̃

// (N ′
1/N

′
0, ∗)é omutativo, onde f̃ é a apliaçao induzida por f .Prova. Basta usar o fato que f̃ é a apliação induzida por f , isto é, que f̃([x]) = [f(x)].

2Corolário 58. Se (N1, N0) e (N ′
1, N

′
0) são Hausdor�, ompatos e homotopiamenteequivalentes, então [N1/N0] = [N ′

1/N
′
0].
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1, N

′
0) homotopia. Pelo teorema,temos que f̃ : (N1/N0, ∗)→

(N ′
1/N

′
0, ∗) é equivalênia homotópia. 2De�nição 59. N0 ⊂ N1 é um retrato forte de deformação de N1 se existe homotopia

H : [0, 1]× N1 → N1 tal que H0 = idN1 e H1 : N1 → N0 om x ∈ N0 ⇒ Ht(x) = x paratodo t.A partir desta de�nição temos o orolário:Corolário 60. Se N0 é um retrato forte de deformação de N1, então [N1/N0] = 0.Prova. Como N0 é um retrato forte de deformação de N1, existe
H1 : (N1, N0)→ (N0, N0)ontínua, que induz a equivalênia homotópia H̃1 (om inversa a apliação induzida pelainlusão), daí [N1/N0] = [N0/N0] = [∗] = 0 2Exemplo 61. Seja M[a,c] ompato sem pontos rítios. Vimos antes, que (Ma, Mc) éum par-índie para I(M[a,c]) = ∅ , por exemplo quando não temos onjuntos invariantesem M[a,c], daí [Ma/Mc] = 0. Veja a �gura abaixo:

b

a

c

M f
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c

A

B

Claramente N0 (parte ompata de A desenhada) é um retrato forte de deformaçãode N1 (parte ompata de B desenhada), basta observar na �gura que a homotopia é o�uxo. Pelo orolário temos que [N1/N0] = 0.Vejamos (N1, N0) dados pela �gura é um par-índie para o ilindro sem o nó.(0) N0 ⊂ N1 e ambos são ompatos.(i) S = I(N1 \N0)(ii) N0 é positivamente invariante em N1,veja �gura.(iii) N0 é onjunto de saída para N1,veja a �gura.Exemplo 63. Equilíbrios hiperbólios. Considere o �uxo da E.D.O. ẋ = F (x), x ∈ R
n.Seja Pi um equilíbrio hiperbólio dessa E.D.O. Existe uma vizinhança N1 em que o �uxoé um produto de uma parte instável, de dimensão ui, por uma parte estável de dimensão

si (veja a �gura abaixo).
Pi D

D

ui

si



CAPÍTULO 4. PARES-ÍNDICES PARA CONJUNTOS INVARIANTES ISOLADOS.38Note que podemos onsiderar N0 = ∂Dui ×Dsi. (N1, N0) será um par-índie para
Pi. Se onsideramos a homotopia

H :
([0, 1]×Dui, [0, 1]× ∂Dui) → (N1, N0)

x 7→ Ht(x) = x · tvemos que (N1, N0) ∼= (Dui, ∂Dui). Assim [N1/N0] = [Dui/∂Dui ]. Note que Dui/∂Dui éhomotópio a (Sui , ∗) (esfera pontuada de dimensão ui).Daí h(Pi) = [Dui/∂Dui ] = [Sui ].Observação 64. Denote por Σu a lasse de homotopia da esfera pontuada de dimensão
u. Da observação temos que: h(Pi) = Σui.Proposição 65. O índie de homotopia de Conley de um equilíbrio hiperbólio de di-mensão instável u é Σu.Exemplo 66. O índie de Conley de um onjunto M[a,b].Na teoria de Morse, se M[a,b] é ompato e ontém um ponto rítio, P , o qual énão degenerado, então

h(I(M[a,b])) = h(P ) = [Mb/Ma] = ΣI(P ),onde I(P ) é o índie de Morse de P .4.3 Soma de índies de ConleyDa teoria de Morse sabemos que em M[a,b] ompato temos um número �nito de pontosrítios P1, P2, ..., PnExemplo 67. Toro inlinado.
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P1

P2

b

a

Como a, b não são valores rítios da função altura, (Mb, Ma) é um par-índie para
I(M[a,b]). Podemos ter (N ′

1, N
′
0), (N ′′

1 , N ′′
0 ) pares-índies para os equilíbrios P1 e P2,respetivamente. Queremos enontrar um par-índie para I(M[a,b]) = {P1, P2}. Note que

(N1, N0) = (N ′
1, N

′
0) ∪ (N ′′

1 , N ′′
0 ) é um par-índie para I(M[a,b]). Como de�nir a lassede homotopia de onjuntos que são união de outros? Este problema nos leva a seguintede�nição:De�nição 68. O wedge "∨"(ou buquê) de (X, x0), (Y, y0) espaços pontuados é de�nidopor

(X, x0) ∨ (Y, y0) = X ∪ Y/{x0, y0},dotado da topologia quoiente.Observação 69. [X] = [X ′] e [Y ] = [Y ′] =⇒ [X∨Y ] = [X ′∨Y ′]. Nesse sentido podemosde�nir [X ∨ Y ] = [X] ∨ [Y ]No ontexto do exemplo aima, temos
[N1/N0] = [N ′

1/N
′
0 ∨N ′′

1 /N ′′
0 ] = [N ′

1/N
′
0] ∨ [N ′′

1 /N ′′
0 ].Cada equilíbrio Pi tem índie de Conley dado pela lasse de homotopia da �gura



CAPÍTULO 4. PARES-ÍNDICES PARA CONJUNTOS INVARIANTES ISOLADOS.40Usando a de�nição de wedge, temos que o índie de Conley do onjunto {P1, P2} é dadopela lasse de homotopia de :
.Observação 70. O wedge é onheido omo soma de índie de onjuntos invariantesisolados.Observação 71. Uma maneira alternativa de de�nir o wedge é

(X, x0) ∨ (Y, y0) = (X × {y0}) ∪ ({x0 × Y ) ⊂ X × Y,dotado da topologia induzida.Proposição 72. Seja S um onjunto invariante isolado S = S1 ⊔S1 ⊔S2 ⊔ ...⊔Sn, onde
Si é onjunto invariante isolado disjunto de Sj , j 6= i, então h(S) = h(S1) ∨ ... ∨ h(Sn).Prova. Seja (N i

1, N
i
0) par-índie para Si,onde esses pares-índies são disjuntos dois adois. Vimos aima o aso n = 2, basta agora usar indução e temos:

h(S) = [N1/N0] = [N1
1 /N1

0 ] ∨ [N2
1 /N2

0 ] ∨ ... ∨ [Nn
1 /Nn

0 ] = h(S1) ∨ h(S2)... ∨ h(Sn)

24.4 Existênia de pares-índies para onjuntos invari-antes por �uxos loais.Para de�nirmos o índie de Conley de um onjunto invariante, preisamos veri�ar queexiste um par-índie para um onjunto invariante dado e que o índie está bem de�nido.Provaremos nesta seção o seguinte teorema:Teorema 73. Seja N ,ompato, vizinhança isoladora de S (S = I(N)). Suponha que
N0 ⊂ N1 ⊂ N ompatos e positivamente invariantes em N. Com
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• (a) S ⊂ int(N1),
• (b) S ∩N0 = ∅,
• () N1 ∩ ∂N = ∂N ⊂ N0.Então (N1, N0) é um par-índie para S = I(N)Prova. Vamos veri�ar que (a), (b), (c)⇒ (i), (ii), (iii), da de�nição 44, página 27
• (i) (a) e (b)⇒ S ⊂ int(N1) \ N0 ⊂ int(N1 \ N0). para ver isto basta notar que

int(N1) \N0 é um aberto ontido em N1 \N0

• (ii) N0 é positivamente invariante em N1 , pois x ∈ N0 e x · [0, t] ⊂ N1 ⊂ N ⇒

x · [0, t] ⊂ N0

• (iii) N0 é onjunto de saída para N1. De fato, se x ∈ N1 e x ·R+ ⊂ N1 ⇒ x ·R+ ⊂ N

N1 é positivamente invariante em N). Assim ∃s ≥ 0 tal que x·[0, s] ⊂ N e x·s ∈ ∂N .Usando o fato que N1 é positivamente invariante em N, temos que x · [0, s] ⊂ N1,daí x · s ∈ ∂N ∩N1 ⊂ N0, e omo vimos aima temos também que x · [0, s] ⊂ N1.
2Dado um onjunto invariante S = I(N), onde N é uma vizinhança isolante de S,queremos enontrar um par-índie (N1, N0) para S.De�nição 74. N t = {x / x · [−t, 0] ⊂ N} = (andar t para trás em N), onde t ≥ 0.Teorema 75. N t é ompato e positivamente invariante em N.Prova. Note que N t ⊂ N . Portanto, para mostrar a ompatiidade, basta veri�ar que

N t é fehado. Vejamos que N \N t é aberto. Tome x ∈ N \N t. Note que x· [−t, 0] 6⊂ N ⇒

∃−s ∈ [−t, 0] tal que x · (−s) /∈ N . Usando que N é ompato e a ontinuidade do �uxo,sabemos que existe W uma vizinhança de x · (−s), isto é, W = V iz(x · (−s)) ontida noexterior de N tal que, W · s ⊂ N . Daí W · s é vizinhança de x tal que W · s ⊂ N \N t.Vejamos que N t é positivamente invariante em N . Dado x ∈ N t tal que x·[0, s] ⊂ N ,tome y ∈ x · [0, s] ⇒ y = x · v para algum v ∈ [0, s]. Preisamos demontrar que
y · [−t, 0] ⊂ N , i.e. que x · [v − t, v] ⊂ N . Separando em dois asos:



CAPÍTULO 4. PARES-ÍNDICES PARA CONJUNTOS INVARIANTES ISOLADOS.421. v − t ≥ 0, temos x · [v − t, v] ⊂ x · [0, v] ⊂ N , pois v ≤ s,2. v − t ≤ 0, sabemos que x · [−t, 0] ⊂ N , omo x · [v − t, v] = x · [v − t, 0] ∪ x · [0, v],temos novamente que x · [v − t, v] ⊂ N .Em qualquer aso y ∈ N t . Daí x · [0, s] ⊂ N t. 2Um dos onjuntos do meu par-índie para S = I(N) será N t. Este om erteza será
N1, já que S ⊂ N t.Observação 76. ⋂t≥0 N t = A−(N) = {x ∈ N/x · R− ⊂ N}. Vejamos qual `t', satisfaz
N1 = Nt. Sabemos que A+(N) ∩ ∂N é ompato (interseção de dois ompatos) ⇒ V =

N \ A+(N) ∩ ∂N é aberto em N . E omo A+(N) ∩ ∂N ∩ A−(N) = S ∩ ∂N = ∅, temosque V é vizinhança de A−(N). Usando a observação anterior sabemos que ∃ T ′ tal que
NT ′

⊂ N \A+(N)∩∂N , portanto NT ′

∩A+(N)∩∂N = ∅. Considere o onjunto NT ′

∩∂N(disjunto de A+(N)). Como NT ′

∩A+(N)∩∂N = ∅ temos que todos os pontos de NT ′

∩∂Ntem um tempo (positivo) de saída. Seja T ′′ tal que x ∈ NT ′

∩ ∂N ⇒ x · [0, T ′′] 6⊂ N .Tome T=máx{T ′, T ′′},e seja N1 = NT .Para onstruir N0 onsidere o onjunto N1 ∩ ∂N . E tome
N0 = N1 ∩ ((N1 ∩ ∂N) · [0, T ]),que é ompato.Teorema 77. N0 é Positivamente invariante em N1Prova. . Se x ∈ N0 é tal que x · [0, s] ⊂ N1, preisamos demontrar que x · [0, s] ⊂

N1∩ ((N1∩∂N) · [0, T ]), isto é, x · [0, s] ⊂ (N1∩∂N) · [0, T ]. Como x ∈ N0 então x = y · t,onde y ∈ N1∩∂N, t ∈ [0, T ] e y ·t ∈ N1. Assim, tome z ∈ x·[0, s] = y ·[t, t+s]⇒ z = y ·w.Basta mostrar que w ∈ [0, T ] e y · w ∈ N1. Para isto mostraremos que y · [0, s] ⊂ N1.De x ∈ N0 ⇒ x · [0, T ] ⊂ N ⇒ y · [t − T, t] ⊂ N e omo por hipótese tínhamos que
x · [0, s] ⊂ N1 ⊂ N , obtemos y · [0, s + t] ⊂ N . Usando o fato de que N1 é positivamenteinvariante em N temos y · [0, s + t] ⊂ N1. Por �m temos que [0, s + t] ⊂ [0, T ], já que
t+ s > T ⇒ y · [0, s+ t] ⊂ N1 ⊂ N mas os pontos de N1 saem de N para tempos maioresque T , teríamos assim uma ontradição. Daí, w ∈ [0, t + s] ⊂ [0, T ]. 2



CAPÍTULO 4. PARES-ÍNDICES PARA CONJUNTOS INVARIANTES ISOLADOS.43Já vimos que N1, N0 são positivamente invariantes em N . Para ompletar a demon-stração da existênia de pares-índies, vejamos que (N1, N0) satisfaz as ondições a, b e cdo teorema 19.(a) S ⊂ intN1. Sabemos que S ⊂ int(N). Seja x ∈ S ⇒ x · [−T, 0] ⊂ S ⊂

int(N). Podemos onstruir uma obertura aberta para o ompato x · [0, T ], e extrairuma subobertura �nita, esolha o `menor' dos abertos da subobertura, digamos U , talque U · [−T, 0] ⊂ int(N), daí U ⊂ N t = N1 ⇒ x ∈ intN1(b)S ∩N0 = ∅, pois pontos de N0 saem de N para t > T e S é onjunto invariante.(c)N1 ∩ ∂N = N1 ∩ (N1 ∩ ∂N) · 0 ⊂ N0Note que este teorema não só diz que existe, omo também onstrói um par-índie.4.5 Equivalênia de pares-índies.Queremos agora veri�ar que o índie de homotopia de Conley para onjuntos invariantesestá bem de�nido,i.e. demonstrar o teorema:Teorema 78. (Equivalênia de pares-índies) Sejam (N1, N0), (M1, M0) pares-índiespara o onjunto invariante S, então
[N1/N0] = [M1/M0] = h(S) (4.2)A idéia da demontração é onstruir uma equivalênia homotópia entre N1/N0 e

M1/M0. Para isto lembremos das de�nições de homotopia e equivalênia homotópia.De�nição 79. (Homotopia) Dizemos que f é homotópia à g se existe uma funçãoontínua H : [0, 1] × A → B om H0(x) = f(x) e H1(x) = g(x). Usaremos a notação
f ∼= g.De�nição 80. (Equivalênia homotópia) f : A→ B é equivalênia homotópia se existe
g tal que f ◦ g ∼= idB e g ◦ f ∼= idA. Chamamos g de inversa homotópia de f . Usaremosa notação g = f−1̃.Exemplo 81. Vejamos um aso simples de equivalênia de pares-índies, o aso (M1, M0) ⊂

(N1, N0), omo na �gura
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N 1

M1

. Basta onsiderarmos a apliação induzida pela inlusão, que laramente é equiv-alênia homotópia (ver �gura).Vamos agora trabalhar para onseguir onstruir a equivalênia homotópia entre oquoiente dos pares-índies. Dados dois pares-índies, (M1, M0), (N1, N0) de�na a famíliade Funções (ver [7℄).
f(t,u,v) : M1/M0 → N1/N0,dadas por:

f(t,u,v)([x]M ) =





[x · (t + u + v)]N , (1)x · [0, t + u] ⊂M1 \M0

(2)x · [t, t + u + v] ⊂ N1 \N0,

∗, c.c.,





,onde a notação c.c. signi�a aso ontrário.Dê algumas ondições para (t, u, v):(I) t + u ≥ 0, u + v ≥ 0;(II) x · [−t, u] ⊂M1 \M0 ⇒ x ∈ N1;(III) x ∈M1, x · [−u, v] ⊂ N1 \N0 ⇒ x ∈M1 \M0.Veja �gura
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(M  ,M  )1 0

(N ,N )
1 0

x

x  (t+u)

x  (t+u+v)

Proposição 82. Cada f(t,u,v) é ontínua.Veremos a seguir a demonstração desta proposição.Observação 83. Se (I),(II) e (III) são satisfeitos para ertos (t0, u0, v0), então são satis-feitos para quaisquer (t, u, v), om t ≥ t0, u ≥ u0 e v ≥ v0.Proposição 84. As f(t,u,v) om (t, u, v) satisfazendo (I),(II) e (III) são duas a duashomotópias e ada uma é equivalênia homotópia.Provando a proposição aima, onstruiremos uma f(t,u,v) onetando os quoientesdos pares-índies.Prova. Sejam f(t,u,v) e f(t′,u′,v′) satisfazendo (I),(II) e (III). Seja T=máx{t, u, v, t′, u′, v′};
f : M1/M0× [T,∞)× [T,∞)× [T,∞)→ N1/N0 é ontínua e f(t,u,v)

∼= f(T,T,T ), de fato seja
Q = [t,∞)×[u,∞)×[v,∞), o otante om `origem' no ponto (t, u, v). Q é onvexo, então
∃ aminho λ : [0, 1] → Q, λ(0) = (t, u, v) e λ(1) = (T, T, T ), por exemplo o segmentoligando os pontos. Daí a homotopia será Hs([x]) = f([x], λ(s)). Analogamente, temos
f(t′,u′,v′)

∼= f(T,T,T ). Conluímos que f(t′,u′,v′)
∼= f(t′,u′,v′).Lema 85. f(t,u,v) : M1/M0 → N1/N0, satisfazendo (I),(II) e (III) e

f ′
(t′,u′,v′) : N1/N0 → P1/P0,satisfazendo (I'),(II') e (III') ⇒

f ′
(t′,u′,v′) ◦ f(t,u,v) = f ′′

(t′′,u′′,v′′) : M1/M0 → P1/P0satisfazendo (I�),(II�) e (III�), om t′′ = t + t′, u′′ = u + u′ e v′′ = v + v′.



CAPÍTULO 4. PARES-ÍNDICES PARA CONJUNTOS INVARIANTES ISOLADOS.46Provaremos este lema após a demontração da proposição, na verdade na proposiçãopreisamos do aso partiular em que (P1, P0) = (M1, M0).Voltando à proposição, note que f ′′
(0,0,0) é uma das (f ′′)′s, i.e. (0,0,0) satisfaz (I�),(II�)e (III�). Note tembém que f ′′

(0,0,0)([x]) = [x] ⇔ x ∈ M1 \ M0, daí f ′′
(0,0,0) = idM1/M0

.Conluímos que f ′ ◦ f = f ′′ ∼= f ′′
(0,0,0) = idM1/M0 . Analogamente veri�amos que f ◦ f ′ ∼=

idN1/N0
. Isto prova que f é equivalênia homotópia. 2Exemplo 86. (A inlusão induzida.)Sejam (M1, M0), (N1, N0) pares-índies para o onjunto invariante S tais que





M1 \M0 ⊂ N1

M0 ∩N1 ⊂ N0Considere a apliação inlusão induzida (inlusão do quoiente dos pares-índies)
ĩ : M1/M0 → N1/N0dada por

ĩ : [x]M 7→





[x]N se x ∈M1 \M0

∗, c.cVejamos que ĩ pode ser esrita omo uma das f ′s sendo assim o índie de homotopia deConley está bem de�nido para este exemplo.
f(0,0,0)([x]M) =





[x]N , x ∈M1 \M0 e x ∈ N1 \N0,

∗, c.c.,Mas M1 \M0 ⊂ N1 ⇒ (M1 \M0)∩ (N1 \N0) ⊂ N1 \N0, daí f(0,0,0)([x]M ) = ĩ([x]M )e [N1/N0] = [M1/M0].Usando o Teorema 70 podemos veri�ar que dado uma par-índie (P1, P0) para S,então (P1, P
−t
0 ) e (P1, P

t
1 ∩ P0) também são pares-índies para S. P−t

0 é de�nido por:De�nição 87. P−t
0 = {x / ∃s ∈ [0, t] tal que x · [0, s] ⊂ P1 e x · s ∈ P0}Vejamos agora um exemplo importante.



CAPÍTULO 4. PARES-ÍNDICES PARA CONJUNTOS INVARIANTES ISOLADOS.47Exemplo 88. (o homeomor�smo induzido pelo �uxo) A função h(x) = x · t é um home-omor�smo (om inversa h−1(y) = y · (−t)). Tome a função induzida por h,
h̃ : P1/P

−t
0 → P t

1/P
t
1 ∩ P0,dada por

h̃([x]) =





[x · t], x ∈ P1 \ P0,

∗, c.c.,Vemos que h̃ é uma das f ′s. Usando a notação
(M1, M0) = (P1, P

−t
0 ), (N1, N0) = (P t

1, P
t
1 ∩ P0)temos

f(t,−t,t)([x]) =





[x · t], x ∈M1 \M0 e x · t ∈ N1 \N0,

∗, c.c.,Mas x ∈M1 \M0 ⇒ x · t ∈ N1 \N0, pois
x ∈M1 \M0 = P1 \ P−t

0 ⇒ x 6∈ P−t
0 ⇒ x · [0, t] ⊂ P1 \ P0 ⇒

x · t · [−t, 0] ⊂ P1 \ P0 ⇒ x · t ⊂ P t
1 \ P−t

0 ⊂ N1 \N0.Portanto
f(t,−t,t)([x]) = h̃([x]).Basta veri�ar que (t,−t, t) satisfazem (I),(II) e (III):(I) t− t ≥ 0(II) x · [−t,−t] = x · (−t) ∈M1 \M0 ⇒ x ∈ P t

1 = N1(III) x ∈ M1 = P1, x · [t, t] = x · t ∈ N1 \N0 = P t
1 \ P t

1 ∩ P0 ⇒ x · t · [−t, 0] ⊂ P1 \ P0 ⇒

x ∈ P1 \ P−t
0 = M1 \M0.Corolário 89. Qualquer omposição de inlusão induzida e homeomor�smo induzidopor �uxos loais é equivalênia homotópia, e quaisquer duas omposições (om mesmodomínio e ontradomínio) são homotópias.Prova. Basta ver que inlusões induzidas e homeomor�smos induzidos por �uxos loaissão esritos omo as f ′s 2Provemos o Teorema da Equivalênia de pares-índies.



CAPÍTULO 4. PARES-ÍNDICES PARA CONJUNTOS INVARIANTES ISOLADOS.48Teorema 90. Sejam (M1, M0), (N1, N0) pares-índies para um onjunto invariante iso-lado S, suponha que temos uma função
T : M1 → [0,∞)tal que para x ∈M1 temos x · [0, T (x)] ⊂ N1, e para x ∈M0 temos x · T (x) ∈ N0. Entãode�na

g : (M1, M0) −→ (N1, N0)

x 7−→ x · T (x).Esta g induz uma g̃ : M1/M0 → N1/N0 que será uma das f ′s.Note que g, é uma função de pares que está bem de�nida, pois g(M0) ⊂ N1 e
g(M1) ⊂ N0.Prova. Podemos esolher um ompato K vizinhança de A+(N) disjunta de M0, pois
M0 é onjunto de saída e A+(N) é formados por pontos que não saem de N para t ≥ 0.Como K e M0 são ompatos disjuntos, pelo Teorema de Uryshon (ver [9℄), existe
ϕ : N1 → [0, 1] que vale 0 em K, e que vale 1 em M0. De�na

h(x) = x · ϕ(x) · T (x).Note que g ∼= h, basta tomar Ht(x) = x · ((1− t)ϕ(x) + t) · T (x) omo homotopia entreas funções.Vamos mostrar que h̃ ∼= f(t,u,v), onde h̃([x]) = [h(x)]. Esolha t ≥ 0 tal que
N1 \N−t

0 ⊂ K, daí
M1/M0

h̃
−→ N1/N0

π̃
−→ N1/N

−t
0 ,onde π̃ é a apliação induzida pela projeção. Daí

π̃ ◦ h̃(x) = x,se x ∈ K portanto π̃◦h̃ é uma inlusão induzida e está na família das f ′s, daí π̃◦h̃ ∼= f(t,u,v),omo π̃ tem inversa homotópia, então
h̃ ∼= π̃−1̃ ◦ f(t,u,v)

∼= f ′
(t′,u′,v′),portanto g̃ é equivalênia homotópia e

[N1/N0] = [M1/M0].
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2Vamos agora à demonstração da proposição (79), sobre a ontinuidade das f ′s.Prova.

• Caso 1: x · [0, t + u] 6⊂ M1 \M0, por (1) temos que f([x], t, u, v) = ∗, preisamosdemonstrar que existe uma vizinhança de ([x], t, u, v) tal que (1) não vale, isto é,dado ([y], t′, u′, v′) nessa vizinhança então f([y], t′, u′, v′) = ∗. Sabemos que Φ \

M1 \M0 é aberto. Pela ontinuidade do �uxo, vemos que omo x · [0, t + u] 6⊂

M1 \M0 existe uma vizinhança, U de x e s ∈ [0, t + u] om (U · s) ∩M1 \M0 = ∅,assim
∀y ∈ U ⇒ y · [0, t + u] 6⊂M1 \M0.Vejamos os dois possíveis asos para t + u:� (t + u) = 0,daí y ∈M1 \M0, omo (t′, u′, v′) satisfazem (I) temos que t′ + u′ ≥ t + u = 0.Basta tomar nossa vizinhança omo : V1 = {([y], t′, u′, v′) / y ∈ U}, e f(t,u,v) éontínua.� (t + u) > 0,esolha s > 0, tal que t + u < s, isto nos diz que y · [0, t′ + u′] 6⊂ M1 \M0,para t′ + u′ > s, e uma vizinhança de ([x], t, u, v) seria V2 = {([y], t′, u′, v′) /

y ∈ U e t′ +u′ > s}∩ (M1/M0× [t0,∞)× [u0,∞)× [v0,∞)), novamente f(t,u,v)é ontínua.
• Caso 2: ([x], t, u, v) não satisfaz (2), isto é, x · [t, t + u + v] 6⊂ N1 \N0. É uma asoanálogo ao aso 1 , basta fazer as troas 0↔ t e (M1, M0)↔ (N1, N0).
• Caso 3: x · [0, t+u] ⊂M1 \M0, x · [t, t+u+v] ⊂ N1 \N0 e x · [0, t+u+v]∩N0 = ∅.Vejamos que ([x], t, u, v) satisfaz (1) e (2),� (2) sabemos que N1 \N0 \N0 ⊂ N1 \N0 e que x · [t, t + u + v] ⊂ N1 \N0 \N0,daí x · [t, t + u + v] ⊂ N1 \N0 \N0 ⊂ N1 \N0



CAPÍTULO 4. PARES-ÍNDICES PARA CONJUNTOS INVARIANTES ISOLADOS.50� (1) x · (t + u) · [−u, v] = x · [t, t + u + v] ⊂ N1 \ N0, por (III) temos que
x · (t + u) ∈ M1 \M0, omo M0 é onjunto de saída para M1 onluimos que
x · [0, t + u] ⊂M1 \M0.Assim temos que f([x], t, u, v) = [x · (t + u + v)]. Sabemos, pela ontinuidadedo �uxo, que existe vizinhança, W , de (x, t, u, v) tal que ∀(y, t′, u′, v′) ∈ W ⇒

y · [0, t′ +u′]∩M0 = ∅ e y · [t, t′ +u′ +v′]∩N0 = ∅, já que Φ\M0, Φ\N0 são abertos.Para mostrar que (y, t′, u′, v′) satisfazem (1), note que
y ∈M1, y · t

′ · [−t′, u′] ∩M0 = ∅ ⇒ y · [0, t′ + u′] ⊂M1 \M0.Para mostrar que (2) também vale para pontos de W , note que y · t′ · [−t′, u′] ⊂

M1 \M0. Por (II),temos que y · t′ ∈ N1. De y · [t′, t′ + u′ + v′] ∩ N1 = ∅, obtem-se y · [t′, t′ + u′ + v′] ⊂ N1 \ N0. Basta tomar W̃ = {([y], t′, u′, v′) / y ∈ W},omo vizinhança de ([x], t, u, v), e nesta os pontos tem imagem f([y], t′, u′, v′) =

[y · (t′ + u′ + v′)]. Mais uma vez, f é ontínua.
• Caso 4: x · [0, t′+u′] ⊂ M1 \M0, x · [t, t+u+v] ⊂ N1 \N0 e x · [t, t+u+v]∩N0 6= ∅.(2) falha pois x · [t, t + u + v]∩N0 6= ∅ ⇒ ∃w

∗ ∈ [t, t + u + v] tal que x ·w∗ ∈ N0 ⇒

x · [t, t + u + v] 6⊂ N1 \N0 ⇒ f([x], t, u, v) = ∗. Seja Ṽ = V iz(∗) em N1/N0 e tome
V = π−1(Ṽ ) = {y ∈ N1 / [y] ∈ Ṽ }, onde π é a projeção :

π :
N1 −→ N1/N0

x 7−→ [x].Lembre-se que N0 é positivamente invariante em N1, assim para (y, t′, u′, v′) próximode (x, t, u, v), temos y · (t′ + u′ + v′) ∈ V , então f([y], t′, u′, v′) = ∗

2Agora vejamos a demontração do Lema que usei na demontração do Teorema deequivalênia de pares-índies, que diz que a família das f ′s é fehada quanto a omposição.Prova. Queremos provar que a omposição abaixo é uma das f ′′
(t′′,u′′,v′′) : M1/M0 →

P1/P0, om (t′′, u′′, v′′) = (t + t′, u + u′, v + v′)

M1/M0

f(t,u,v)
−→ N1/N0

f ′

(t′,u′,v′)
−→ P1/P0,
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f ′

(t′,u′,v′) ◦ f(t,u,v)([x]) =





f ′
(t′,u′,v′)([x · (t + u + v)]), (1)x · [0, t + u] ⊂ M1 \M0

(2)x · [t, t + u + v] ⊂ N1 \N0,

f ′
(t′,u′,v′)(∗), c.c.,

=





[x · (t + u + v) · (t′ + u′ + v′)], (1)x · [0, t + u] ⊂M1 \M0

(2)x · [t, t + u + v] ⊂ N1 \N0,

(1′)x · (t + u + v) · [0, t′ + u′] ⊂ N1 \N0,

(2′)x · (t + u + v) · [t′, t′ + u′ + v′] ⊂ P1 \ P0,

∗, c.c.,Preisamos demontrar que
(1), (2), (1′), (2′)⇔ (1′′), (2′′).Assumindo que valem (I), (II), (III), (I'), (II') e (III').

• (1), (2), (1') e (III)⇒ (1�).(2),(1')⇒ x · [t, t′′ + u′′ + v] ⊂ N1 \N0 ⇒ x · [t + u, t′′ + u′′] · [−u, v] ⊂ N1 \N0
(III)
⇒

x · [t + u, t′′ + u′′] ⊂ M1 \ M0. Como de (1) temos x · [0, t + u] ⊂ M1 \ M0,obrigatoriamente temos (1�).Analogamente,
• (2), (1'), (2') e (III') ⇒ (2�),
• (1�)⇒ (1),
• (2�)⇒ (2'),
• (1�), (2�), (II) e (III') ⇒ (2) e (1'). 24.6 �Ultimate Conley Index�Vamos agora de�nir outro índie de Conley que será utilizado para provarmos o Teoremada Continuação mais adiante.



CAPÍTULO 4. PARES-ÍNDICES PARA CONJUNTOS INVARIANTES ISOLADOS.52De�nição 91. Um sistema onexo simples (SCS), é um par (P, J) onde P é onjunto deespaços topológios pontuados e J é um onjunto de funções entre esses espaços espaçossatisfazendo :(i) existe uma função entre dois espaços quaisquer e quaisquer duas funções entre osmesmos espaços são homotópias;(ii) o onjunto de funções é fehado quanto à omposição;(iii) dado X ∈ P a identidade de X é uma destas funções,ou seja, para X, Y ∈ P , J(X, Y ) = {f : X → Y tais que f está em uma lasse dehomotopia }No aso partiular de um onjunto invariante isolado S, temos: P = {N1/N0 talque (N1, N0) é par-índie para S},
J(N1/N0, N

′
1/N

′
0) = {[f(t,u,v)]}, om P e J de�nidos aima.De�nição 92. O índie de Conley de um onjunto invariante isolado S é o SCS:

CI(S) = (P, J)Vejamos a importânia de inluir as f ′s na de�nição desse índie.Exemplo 93. Sejam os �uxos Φ1 e Φ2 dados pela �gura abaixo.
P

Q

1 P

Q

2



CAPÍTULO 4. PARES-ÍNDICES PARA CONJUNTOS INVARIANTES ISOLADOS.53Temos que S1 = {P, Q} = S2, denote estes onjuntos por S, portanto tem o mesmoíndie de homotopia de Conley que é dado por
h(S1) = h(S2) = [S1 ∨ S1] = Σ1 ∨ Σ1,pois P, Q são equilíbrios hiperbólios. Mas

CI1(S1) 6= CI2(S2).Como veremos a seguir. Sejam (M1, M0), (N1, N0) pares-índies para S1, onforme a�gura:
1

P

Q

(M  ,M  )1 0

(N ,N )
1 0

1

P

Qtais que
1

P

Q

Note que estes pares-índies, (N1, N0) e (M1, M0), também são pares-índies para
S2. Queremos onstruir

f j
(t,u,v) : M1/M0 → N1/N0, j = 1, 2,



CAPÍTULO 4. PARES-ÍNDICES PARA CONJUNTOS INVARIANTES ISOLADOS.54tais que f 1 6∼= f 2. De�na gj da seguinte maneira:Seja T1 o tempo de saída de M0 para N0 pelo �uxo Φ1, e T2 o tempo de saída de
M0 para N0 pelo �uxo Φ2. Note que Tj ≤ tempo de saída em todo lugar. A partir daíde�na,

gj : (M1, M0) −→ (N1, N0)

x 7−→ x · Tj(x),ada gj induz uma g̃j ∼= f j
(t,u,v), omo vimos no teorema de equivalênia de pares-índies,na página 46. Para mostrar que f 1 6∼= f 2, basta mostrar que g̃1 6∼= g̃2, ou seja que

g̃j
∗ : H1(M1, M0)→ H1(N1, N0)são diferentes. Considere as sequênias exatas:

H1(M1)→ H1(M1, M0)
δ∗→ H0(M0)

i∗→ H0(M1),

H1(N1)→ H1(N1, N0)
δ∗→ H0(N0)

i∗→ H0(N1).De fato H1(M1) = H1(N1) = 0, pois N1 e M0 ontém apenas dois equilíbrioshiperbólios que não são ligados ligados por um ilo (órbita). Vejamos as outras lassesde homologia:
• M0 tem 4 omponentes onexas ⇒ H0(M0) ≈ Z

4,
• N0 tem 3 omponentes onexas ⇒ H0(N0) ≈ Z

3,
• M1 tem 2 omponentes onexas ⇒ H0(M1) ≈ Z

2,
• M0 tem 1 omponentes onexas ⇒ H0(N1) ≈ Z

1.O núleo de i∗ : H0(M0)→ H0(M1) é dado por H1(M1, M0), já que a sequênia é exata.Como H0(M0) ≈ Z
4 e H0(M0) ≈ Z

2 =< a, c >, note que a ≈ b e d ≈ c, pois estão namesma omponente onexa. Por este mesmo motivo, temos que
i∗(a) = i∗(b) = a,analogamente
i∗(c) = i∗(d) = c.



CAPÍTULO 4. PARES-ÍNDICES PARA CONJUNTOS INVARIANTES ISOLADOS.55Conluímos que i∗ é sobrejetiva. Pelo teorema do núleo e imagem temos Z
4 = Z

2 ⊕ Z
2.Obtemos que ker(i∗) = Z

2, e que gerado por < a− b, c− d > . Daí H1(M1, M0) ≈ Z
2.Da mesma maneira, vemos que

i∗(A) = i∗(B) = i∗(C) = Ae ker(i∗) =< A− B, A− C > . Assim H1(N1, N0) ≈ Z
2.Por Φ1 temos que

g1 :
a 7→ A c 7→ B

b 7→ B d 7→ C,e por Φ2 temos
g2 :

a 7→ A c 7→ B

b 7→ C d 7→ C.Assim
g1
∗(a− b) = A− B 6= g2

∗(a− b) = A− C,e então
g1
∗ 6= g2

∗ ⇒ g̃1
∗ 6
∼= g̃2

∗ ⇒ f 1
∗ 6
∼= f 2

∗ ⇒ CI1(S) 6= CI2(S)



Capítulo 5
Apliação: o Problema Restrito dos 3Corpos
Sejam m1 e m2 duas massas, no plano e m3 um orpo de massa in�nitesimal no espaço.Suponha que as primárias, m1, m2, movem-se ao longo de uma solução do problema dos2 Corpos, isto é:

m1q̈1 =
m1m2(q2 − q1)

r3
,

m2q̈2 =
m1m2(q1 − q2)

r3
,onde qi = (xi, yi, zi) é a posição da massa mi, e r = ‖q1 − q2‖. Daí temos que

¨(q1 − q2) = −
(m1 + m2)(q1 − q2)

r3

Z

X

Y

q =(x,y,z)

m

mm

1

2 3

r
1

2
r

56



CAPÍTULO 5. APLICAÇ�O: O PROBLEMA RESTRITO DOS 3 CORPOS 57Considere a solução:
q1 − q2 = r(cos(ωt), sen(ωt), 0), (5.1)Estas duas últimas equações impliam que ω2 = m1+m2

r3 . Para simpli�ar o problemavamos normalizar as massas, isto é, m1 +m2 = 1, e supor que o entro de massa do nossosistema está na origem, isto é, m1q1+m2q2 = (0, 0, 0). Denote m2 = µ e onsequentemente
m1 = 1− µ. Assim a equação (5.1) se reesreve omo

q1 − q2 = (cost, sent, 0), (5.2)já que ω = 1. A equação do entro de massa também pode ser reesrita
(1− µ)q1 − µq2 = 0 (5.3)(4)e (5) ⇒ q1 = µ(cost, sent, 0) e q2 = −(1− µ)(cost, sent, 0).Agora vamos estudar o omportamento do orpo de massa m3. A equação domovimento de m3 é dada por

m3q̈3 = −
m1m3(q3 − q1)

r3
1

−
m2m3(q3 − q1)

r3
2

,ou equivalentemente,
q̈3 = −

m1(q3 − q1)

r3
1

−
m2(q3 − q1)

r3
2

,onde r1 = ‖q3 − q1‖ e r2 = ‖q3 − q2‖. Sabemos que este é um sistema não aut�nomo deE.D.O. , pois os q′is são função de t. Usando a matriz de rotação
R(t) =




cost −sent 0

sent cost 0

0 0 1

,


temos que

q1 = R(t)




µ

0

0


 ,

q2 = R(t)




−(1− µ)

0

0


 .



CAPÍTULO 5. APLICAÇ�O: O PROBLEMA RESTRITO DOS 3 CORPOS 58De�na q de modo que
q3 = R(t)q. (5.4)Note que podemos esrever

q3 − q1 = R(t)


q −




µ

0

0





 ,

q3 − q2 = R(t)


q −




µ− 1

0

0





 .Derivando (5.4), obtemos

q̈3 = R(t)q̈ + 2Ṙ(t)q̇ + R̈(t)q = R(t)((−
1− µ

r3
1

)(q − (µ, 0, 0))− (
µ

r3
2

)(q − (µ− 1, 0, 0))),Multipliando por R(t)−1 temos
q̈ + 2R−1Ṙq̇ + R−1R̈q = ((−

1− µ

r3
1

)(q − (µ, 0, 0))− (
µ

r3
2

)(q − (µ− 1, 0, 0))), (5.5)Note que R−1Ṙ = RtṘ =




0 −1 0

1 0 0

0 0 0


 e R−1R̈ =




−1 0 0

0 −1 0

0 0 0


 .Seja q = (x, y, z), tome q̇ = (u, v, w). Por (7),e usando o produto de matrizes feitoaima, temos que 




u̇ = 2v + x− (1−µ)(x−µ)
r3
1

− µ(x−µ+1)
r3
2

v̇ = −2u + y − (1−µ)y

r3
1
− µy

r3
2

ẇ = − (1−µ)z
r3
1
− µz

r3
2Esreva 




u̇ = 2v + Vx

v̇ = −2u + Vy

ẇ = Vz

, (5.6)om V (x, y, z) = 1
2
(x2 +y2)+U(x, y, z), onde U(x, y, z) = 1−µ

r1
+ µ

r2
. O Hamiltoniano dessesistema é dado por

H(x, y, z) =
1

2
(u2 + v2 + w2)− V (x, y, z).



CAPÍTULO 5. APLICAÇ�O: O PROBLEMA RESTRITO DOS 3 CORPOS 59
H é a nossa onstante de movimento. Para ada valor de H �xo (H = h), onsidere oonjunto invariante

Mh = {p = (x, y, z, u, v, w) ∈ R
6/H(p) = h}.Pelo Teorema de Sard (ver [4℄), Mh é uma subvariedade de R

6 de dimensão 5. Vamosnos restringir ao �uxo loal da E.D.O. em Mh e estudar este �uxo.Os equilíbrios são, por de�nição, dados por (ẋ, ẏ, ż) = (u, v, w) = (0, 0, 0). De (8)vem:
Vx = Vy = Vz = 0⇔ (x, y, z), ponto crtico de V.Vejamos quem são os pontos rítios de V :

• Vx = x− (1−µ)(x−µ)
r3
1

− µ(x+µ+1)
r3
2

= x(1− γ2) + (1− µ)µ[ 1
r3
1
− 1

r3
2
]

• Vy = y − (1−µ)y
r3
1
− µy

r3
2

= y(1− γ2)

• Vz = z − (1−µ)z
r3
1
− µz

r3
2

= −zγ2,om
γ2 =

1− µ

r3
1

+
µ

r3
2

.Note que pela de�nição de γ, temos que γ2 > 0. Temos que Vz = 0⇔ z = 0⇒ os pontosde rítios de V estão no plano xy.Vamos analisar apenas o aso planar, V (x, y, 0). Temos que os níveis de H , nosequilíbrios deste aso, são dados por
h = −V (x, y, 0) =

1

2
(x2 + y2) +

1− µ

r1
+

µ

r2
.Vamos fazer agora uma análise do grá�o de V (x, y, 0). Lembre-se da de�nição de r1 =

√
(x− µ)2 + y2 e de r2 =

√
(x + 1− µ)2 + y2. Daí

r1 → 0⇔ x→ µe y → 0⇒ r2 → 1,Vejamos quem são os pontos rítios de V :
• Vx = x− (1−µ)(x−µ)

r3
1

− µ(x+µ+1)

r3
2

= x(1− γ2) + (1− µ)µ[ 1
r3
1
− 1

r3
2
]

• Vy = y − (1−µ)y

r3
1
− µy

r3
2

= y(1− γ2)
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• Vz = z − (1−µ)z

r3
1
− µz

r3
2

= −zγ2,om
γ2 =

1− µ

r3
1

+
µ

r3
2

.Note que pela de�nição de γ, temos que γ2 > 0. Temos que Vz = 0⇔ z = 0⇒ os pontosde rítios de V estão no plano xy.Vamos analisar apenas o aso V (x, y, 0). Temos que os níveis de H , nos equilíbriosdeste aso, são dados por
h = −V (x, y, 0) =

1

2
(x2 + y2) +

1− µ

r1
+

µ

r2
.Vamos fazer agora uma análise do grá�o de V (x, y, 0). Lembre-se da de�nição de r1 =

√
(x− µ)2 + y2 e de r2 =

√
(x + 1− µ)2 + y2. Daí

r1 → 0⇔ x→ µe a→ 0⇒ r2 → 1,daí V (x, y, 0) → ∞, se x ≈ µ ou para x, y → ∞. Analogamente V (x, y, 0) → ∞, se
x ≈ −(1 − µ) ou para x, y → ∞. Podemos também fazer um estudo da onavidade dográ�o, pois

Vxx = 1 + 2γ2 > 1 > 0.Portanto, nos pontos rítios, temos que a onavidade do grá�o é para ima. Veja na�gura abaixo o grá�o de V (x, y, 0), plotados para os valores µ = 0.85

-1 -0.25 0.85
x

y

1.5
2

2.5
z

-1 -0.25 0.85
x

y

2

3
z

y

. O aso µ = 0.35 é dado pela �gura abaixo:
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-1 -0.25 0.85
x

y

1.5
2

2.5
z

-1 -0.25 0.85
x

y

2

3
z

. Note que as urvas de nível H = h >> 1 são dadas pela �gura abaixo, onde a partesombreada é o nosso M[a,b].

x

y

. Agora iremos apliar o que foi visto no iníio da dissertação. Esreveremos opolin�mio de Poinaré para a �gura aima (M[a,b]). As lasses de Homologia são dadaspor:
Hk(Ma, Mb) =





Z, k = 0

Z⊕ Z, k = 1

0, c.c.O polin�mio de Poinaré é
P (t) = 1 + 2t.



CAPÍTULO 5. APLICAÇ�O: O PROBLEMA RESTRITO DOS 3 CORPOS 62Agora vamos trabalhar para esrever o polin�mio de Morse de M[a,b]. Voltando aos pontosrítios de V (x, 0, 0), queremos que Vx = 0, ou seja
Vx = x−

(1− µ)(x− µ)

(x− µ)2
−

µ(x + µ + 1)

(x1− µ)2
= 0 (5.7)Aima temos um polin�mio de grau 5 em x, seja x(µ) a raiz em (−(1−µ), µ). A hessianade V (x, 0, 0) é:

D2V =


 1 + 2γ2 0

0 1− γ2
,


Como γ2 > 1 (provado no lema 91 a seguir), esta matriz Hessiana não é de�nida, poistem um autovalor negativo e outro positivo, então para os três pontos rítios do eixo xoorre que det(D2V ) < 0, ou seja os três pontos rítios são selas, isto é, seu índie deMorse é I(P ) = 1. Usando a notação vista anteriormente e o Teorema 13,que relaionao polin�mio de Morse om o de Poinaré da seguinte maneira:

M(t) = P (t) + (1− t)Q(t),temos
γ0 + γ1t + γ2t

2 = 1 + 2t + (1 + t)Q(t) (5.8)Note que γ1 ≥ 3, pois temos pelo menos 3 pontos rítios de índie de Morse 1, no eixo
x. Conluímos que Q(t) 6≡ 0. Analisando (5.8) em t = 1 resulta γ0 + γ1 + γ2 = 1 + 2 + 2

Q(1) ≥ 5.Vimos que para y = 0 temos 3 pontos rítios, um em (−(1 − µ), µ), outro em
(−∞,−(1− µ)),e outro entre (µ,∞). Mas Vx é um polin�mio de grau 5, logo as outrasdua raízes de Vx estão em y 6= 0, ou seja quando γ2 = 1. Vamos estudar este aso.

Vx = (1− µ)µ

[
1

r3
1

−
1

r3
2

]
= 0⇔ r1 = r2.Usando r1 = r2 e γ2 = 1−µ

r3
1

+ µ
r3
2
, obtemos que r1 = r2 = 1. Os equilíbrios são dados pela�gura abaixo:

xm
1 2

m

L L L

L

L

1 3

4

2

5



CAPÍTULO 5. APLICAÇ�O: O PROBLEMA RESTRITO DOS 3 CORPOS 63. Estudaremos, agora, os onjuntos invariantes isolados próximos do equilíbrio
P = (x(µ), 0, 0, 0, 0, 0) ∈ R

6,e alularemos seus índies de homotopia de Conley. Seja Mh a urva de nível que passapor x. Vamos observar agora os níveis de energia h ≈ h e h > h. Seja
π :

R
6 −→ R

3

(x, y, z, u, v, w) 7−→ (x, y, z)
.Seja Ch = {(x, y, z)/∃(u, v, w) tal que H(x, y, z, u, v, w) = h}. Podemos reesrever oonjuto Ch, da seguinte maneira Ch = {(x, y, z)/V (x, y, z) ≥ −h}, pois h = 1

2
(u2 + v2 +

w2)−V (x, y, z) = h⇒ 2(V (x, y, z)+h) = u2+v2+w2 ≥ 0. A fronteira de Ch é laramente
∂Ch = {(x, y, z)/V (x, y, z) = −h}. Ch é hamada região de Hill. A região ∂Ch, é a urvade nível V = −h, a região é dada pela �gura abaixo:

8

x

. Vamos fazer uma análise de V próximo de (x, 0, 0). Vamos expandir V em série deTaylor em torno de (x, 0, 0). A hessiana de V neste ponto é dada por:
D2V =




1 + 2γ2 0 0

0 1− γ2 0

0 0 −γ2


 .Expandindo, temos

V (x, y, z) ≈ −h +
1

2
[(1 + 2γ2)ξ2 + (1− γ2)η2 + (−γ2)ζ2].



CAPÍTULO 5. APLICAÇ�O: O PROBLEMA RESTRITO DOS 3 CORPOS 64Daí as superfíies V (x, y, z) = −h ≥ −h são:
1

2
[(1 + 2γ2)ξ2 + (1− γ2)η2 + (−γ2)ζ2] = −h + h,que podem ser:

• um one, se h = h

• um hiperbolóide de uma folha, se γ2 − 1 > 0,
• um hiperbolóide de duas folhas, se γ2 − 1 < 0,
• ilindro om base hiperbolia no plano ξη, γ2 − 1 = 0.Usando oordenadas ilíndrias  y = rcosθ

z = rsenθ
, V (x, y, z) se reesreve omo

V (x, r, θ) =
1

2
x2 +

1

2
r2cos2θ + U(x, r),om

U(x, r) =
1− µ√

(x− µ)2 + r2
+

µ√
(x + 1− µ)2 + r2

.Assim Vr = rcos2θ + Ur = r(cos2θ − γ2).Lema 94. Se (x, y, z) ∈ L = {r1 < 1, r2 < 1}, então γ2 ≥ 1, e assim Vr(x, r, θ) < 0.Prova. Note que
γ2 =

(1− µ)r3
2 + µr3

1

(r1r2)3
> 1⇔ (1− µ)r3

2 + µr3
1 − (r1r2)

3 > 0,faça a mudança r3
1 ↔ a e r3

2 ↔ b. Preisamos demonstrar que g(a, b) = b(1−µ)+aµ−ab >

0, ou equivalentemente que µ(a− b) + b(1− a) > 0

• a > b⇒ µ(a− b) > 0 e b(1− µ) > 0⇒ g(a, b) > 0;

• a < b e µ < 1⇒ µ(a−b) > a−b⇒ g(a, b) = µ(a−b)+b(1−a) > a−b+b(1−a) =

a(1− b) > 0;

• a = b⇒ γ2 = 1.



CAPÍTULO 5. APLICAÇ�O: O PROBLEMA RESTRITO DOS 3 CORPOS 65Em qualquer aso γ2 ≥ 1. 2Usando o Teorema da Função Implíita e o fato que
Vr(x, r, θ) < 0, em L, temos o orolário:Corolário 95. Superfíies de nível de V em L podem ser expressas omo grá�os de
r = r(x, θ).Agora vamos em busa de uma vizinhança isolante do equilíbrio (x, 0, 0, 0, 0, 0).Sabemos que a região L é formada pelo interior de duas esferas de raio 1, uma entradana massa m1, e a outra entrada em m2. Fixe um x = x0. A parte de Ch dentro de L em
{x = x0} é um diso deformado que vamos denotar por Dx0. De fato este diso deformadoé a interseção do hiperbolóide deformado (Ch) om o plano {x = x0}, que está dentro de
L. (Ver �gura abaixo.)Observação 96. Dentro de L, temos γ2 > 1, daí a superfíie é aproximadamente umhiperbolódie de uma folha, se estivermos numa vizinhança de (x, 0, 0).Figura espaial e seção plana:

y

x

z

z

y

Considere agora o ilindro sólido que é limitado pela superfíie Ch e lateralmente pelosplanos {x = a} e {x = b}. Chame esta região de N(h,a,b). Queremos, agora, determinar
h, a, b de maneira que N(h,a,b) seja uma vizinhança isolante em Mh.Proposição 97. N(h,a,b) ≈ [a, b]× S4.Prova. Fixando um x0 ∈ [a, b], então existe um homeomor�smo entre pontos do disodeformado, (y, z) = (rcosθ, rsenθ) ∈ Dx0 , e o diso unitário D2, digamos

fx0 : Dx0 → D2.



CAPÍTULO 5. APLICAÇ�O: O PROBLEMA RESTRITO DOS 3 CORPOS 66A pré-imagem de int(Dx0) em Mh é dada por
2(V (x0, y, z) + h) = u2 + v2 + w2 = ρ2.Esta notação signi�a que, para ada (y, z) ∈ Dx0, temos no espaço das veloidades uvwuma esfera de raio ρ(x0, y, z) =

√
2(V (x0, y, z) + h). Note que este raio é zero em ∂Dx0 ,então a pré-imagem da fronteira de Dx0 é um ponto, a origem.Em fx0(Dx0) tome

S4 = {(y′, z′, u′, v′, w′)/(u′)2 + (v′)2 + (w′)2 = 1− ((y′)2 + (z′)2)},onde ρ′(x0, y
′, z′)2 = 1− ((y′)2 + (z′)2). Neste ontexto de�na o homeomor�smo

h : N(h,a,b) → [a, b]× S4dado por
H(x, y, z, u, v, w) =





(x, fx(y, z), (u,v,w)
ρ(x,y,z)

ρ′(x, fx(y, z))) se ρ > 0

(x, fx(y, z), 0, 0, 0) se ρ = 0
,que prova a proposição.

2Para mostrar que N(h,a,b) é vizinhança isolante, preisamos veri�ar que pontos dafronteira saem de N(h,a,b), isto é:
p ∈ ∂N(h,a,b) ⇒ p ·R 6⊂ N(h,a,b).Observação 98. N(h,a,b) é uma variedade om bordo ontido na união dos dois planos

x = a e x = b. A parte deformada do hiperbolóide não faz parte da fronteira do mesmo.Suponha que x = b, isto é p = (b, y, z, u, v, w). É verdade que p · t sai de N(h,a,b) emalguma direção de tempo?Supondo que ẍ 6= 0, temos que
• ẋ = u > 0⇒ p · R+ 6⊂ N(h,a,b),

• ẋ = u < 0⇒ p · R− 6⊂ N(h,a,b),



CAPÍTULO 5. APLICAÇ�O: O PROBLEMA RESTRITO DOS 3 CORPOS 67e, em qualquer aso, p sai de N(h,a,b). Possivelmente teremos problems quando ẋ = u = 0.Neste aso a veloidade é tangente à região N(h,a,b) ∩ {x = b}, isto é a veloidade estáno plano {x = b}. Vejamos om mais detalhes este aso. Se além disso ẍ > 0, então asolução que passa por x (o �uxo) tangenia a fronteira mas a solução �a toda (exetoo próprio x) no exterior de N(h,a,b). Já o aso ẍ < 0, a solução tangenia e não sai de
N(h,a,b). Teremos que veri�ar que sempre ẍ > 0.Num aso mais geral, temos um onjunto da forma g1(p) ≤ 0, ..., gn(p) ≤ 0. Seas g′s são suaves, esta região é uma variedade om quinas. No nosso aso podemos ver
g1(p) = x− b e a− x.Proposição 99. Seja p · t um �uxo loal ontínuo numa variedade suave, M. Considere
gj : M → R, um onjunto de funções suaves. Considere N1 = {p / gj(p) ≤ 0 ∀j}.Suponha que N1 é ompato e

p ∈ N1; gj(p) = 0; ġj(p · t)|t=0 ⇒ g̈j(p · t)|t=0 > 0.Seja N0 = {p ∈ N1 / para algum j, gj(p) = 0 e ġj(p · t) ≥ 0}. Então (N1, N0) é umpar-índie para I(N1).Prova. Para mostrar que N0 é onjunto de saída para N1, suponha p ∈ N1 tal que
p ·R+ 6⊂ N1. Seja T = sup{t ≥ 0 / p · [0, t] ⊂ N1}. Pelas propriedades do supremo existeum j e tn > T tais que tn → T e p · tn 6∈ N1 ⇒ gj(p · tn) > 0. Usando a ontinuidade do�uxo, ⇒ gj(p · T ) = 0. Conluímos que p · T é um mínimo para gj, daí g̈j(p · t)|t=T > 0,ou seja p · T ∈ N0. Também podemos ver que os pontos de N0 saem imediatamente de
N1, pois nos pontos de N0 temos que a primeira derivada de uma gj é não-negativa, ouseja p · [0, ǫ) 6⊂ N1 para todo ǫ > 0. Segue deste fato que N0 é positivamente invarianteem N1.

2Antes de mostrar que ẍ > 0, vejamos um exemplo da situação aima:Exemplo 100. Equilíbrio hiperbólio.Considere o �uxo em R
2 dado pelo sistema de E.D.O.





ẋ = x

ẏ = −y,
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Ẋ =


 1 0

0 −1


X.Considere g1(X) = ||X||2 − 1 = x2 + y2 − 1, assim ġ1 = 2xẋ + 2yẏ = 2(x2 − y2) e

g̈1 = 2(x2 +y2). Na notação da proposição aima temos N1 = {p / g1(p) ≤ 0}, ou seja N1é o diso unitário entrado na origem. Note que p ∈ N1, ġ1(p·t)|t=0 = 0⇒ g̈1(p·t)|t=0 > 0,já que g̈1 > 0 sempre que g1(p) = 0 e ġ1(p · t)|t=0.Para provar que N(h,a,b) é vizinhança isolante, basta mostrar que ẍ > 0 em {x = b}e que ẍ < 0 em {x = a}. Vimos, no sistema (8), que ẍ = u̇ pode ser esrito omo
u̇ = 2v + Vx, provaremos que V 2

x > 4v2 em {x = a, b}. Estime v2 usando H = h daseguinte maneira
u2 + v2 + w2 = 2(V (x, y, z) + h)⇒ 4v2 ≤ 4(u2 + v2 + w2) = 8(V + h).Para mostrar que V 2

x > 4v2, mostre que W (x, y, z) = 1
8
V 2

x (x, y, z) − V (x, y, z) > hquando x = a, b e V ≥ −h. Vamos fazer uma análise de W (x, y, z) usando a Hessiananas proximidades do ponto rítio x, omo vimos antes,
V ≈ −h +

1

2
(1 + 2γ2)ξ2 +−

1

2
(γ2 − 1)η2 −

1

2
γ2ζ2,onde �zemos a mudança de variáveis (x, y, z)↔ (x + ξ, η, ζ). Isto implia que

W (x, y, z) ≈
1

8
(4γ4 − 4γ2 − 3)ξ2 +

1

2
(γ2 − 1)η2 +

1

2
γ2ζ2 + h.Para mostrar que W > h, basta mostrar que 1

8
(4γ4 − 4γ2 − 3)ξ2 > h− h, já que γ2 > 1nesta região próxima do equilíbrio.Observação 101. Sabemos que γ2 > 1 no equilíbrio (x(µ), 0, 0), então pela ontinuídadeda função γ2 vemos que γ2 > 1 próximo deste equilíbrio.Proposição 102. γ2 > 3 próximo de (x(µ), 0, 0) para todo µ.Usando a proposição aima temos :

4γ4 − 4γ2 − 3 = 4γ2(γ2 − 1)− 3 > 12(γ2 − 1)− 3 > 24− 3 = 21 > 0
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1

8
(4γ4 − 4γ2 − 3) >

21

8
.Se tivermos ξ2 > 8

21
(h− h), teremos W > h. Daí devemos esolher a e b de maneira que

ξ2 > 8
21

(h − h), ou seja na região abaixo da parábola ξ2 = 8
21

(h − h). Isto nos leva àseguinte proposição:Proposição 103. Se h − h > 0 é su�ientemente pequeno, existem a e b om |x − a|,
|x− b| pequenos. Então N(h,a,b) é uma vizinhança isolante.Já temos uma vizinhança isolante para o onjunto invariante que ontém o equilíbrio
(x, 0, 0) (ou melhor(x(µ), 0, 0)). Vamos agora determinar o índie de homotopia de Conleydeste onjunto invariante. Vimos que (N1, N0), onde N1 = N(h,a,b) ≈ [a, b] × S4 e que
N0 = {x = b, ẋ ≥ 0} ∪ {x = a, ẋ ≤ 0}, é um par-índie para I(N1). Note que N0 podeser esrito omo S0 ×D4, pois {x = b, ẋ ≥ 0} é um hemisfério e {x = a, ẋ ≤ 0} tambémé um hemisfério.Proposição 104. [Dk × Sl/Sk−1 ×Dl] = [Sk ∨ Sl].Na verdade o que preisamos provar é que [D1 × Sl/S0 × Dl] = [S1 ∨ Sl], que é oque vamos mostrar.Prova. Faremos a demontração usando indução em l.
• aso 1: l = 1, ou seja D1 × S1. Podemos deformar, homotopiamente, D1 × S1,omo na �gura

D

S

1

1

Identi�ando os pontos que orrespondem a fronteira do segmento, temos a �gura:
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Que é S1 ∨ S1. Daí

[S1 ×D1/S0 ×D1] = [S1 ∨ S1].

• Podemos generalizar esta idéia para Sl, pois a esfera Sl−1 pode ser transformada naesfera Sl por uma rotação em torno de um hiperplano �xo. Vejamos por exemploo aso S1 → S2. Usaremos a matriz de rotação  1 0 0

0 cosθ −senθ

0 senθ cosθ


 da seguintemaneira:




x̃1

x̃2

x̃3


 =




1 0 0

0 cosθ −senθ

0 senθ cosθ


 ·




x1

x2

0


 =




x1

cosθx2

senθx2


 .e assim temos x̃2

1 + x̃2
2 + x̃2

3 = 1. Fazendo o θ variar de 0 a 2π, geramos toda a esfera
S2. Para trasnformar a esfera Sl−1 na Sl use a matriz de rotação om (l − 2) 1′sna diagonal prinipal e por último um bloo 2x2  cosθ −senθ

senθ cosθ


. Para ada

θ �xo tome a interseção de Sl om o hiperplano de inlinação θ, teremos a �guraanáloga à �gura do aso l = 1, basta troar S1 ↔ Sl aima, e usar uma deformaçãosemelhante à anterior, teremos, por �m , [D1 × Sl/S0 ×Dl] = [S1 × Sl]. 2O índie de homotopia de Conley para o onjunto invariante I(N(h,a,b,)) é [S1 ∨S4].



Capítulo 6
Continuação
6.1 IntroduçãoQueremos veri�ar a seguinte propriedade: onjuntos invariantes isolados podem serontinuados em uma vizinhança do �uxo loal onde o índie é invariante.Considere a família de E.D.O.'s

ẋ = f(x, λ), x ∈ R
ne λ ∈ Λ, (6.1)onde Λ é o espaço de parâmetros, e f é de�nida em um onjunto aberto Φ, om Φ ⊂ X×Λ,onde X ⊂ R

n. Aresentamos a equação λ̇ = 0, isto é, λ é onstante para ada f dada.Note que
R× Φ ⊂ R× R

n × Λesreva ϕt(x, λ) = (x, λ) · t, onde t ∈ R, x ∈ R
n e λ ∈ ΛObservação 105. Quando nos restringimos à �bra Φλ0 = Φ ∩ R

n × {λ0}, temos um�uxo loal em Φλ0 , dado por x ·λ0 t, onde ·λ0 é o �uxo (onjunto solução da E.D.O.) quedepende de λ0. Denotaremos o �uxo em Φλ0 por ϕλ0.Vejamos um exemplo:Exemplo 106. Considere a E.D.O
ẋ = x(x2 − 1) + λ, x ∈ R. (6.2)71



CAPÍTULO 6. CONTINUAÇ�O 72Os equilíbrios (ẋ = 0) são dados por λ = x(1− x2).

1-1 0

P

P
0

0

0

1

� Aima da urva, λ > x(1 − x2), e temos ẋ = x(x2 − 1) + λ > 0 ⇒ x(t) éresente.� Abaixo da urva, λ < x(1 − x2), e temos ẋ = x(x2 − 1) + λ < 0 ⇒ x(t) éderesente.6.2 Continuação LoalSeja N ⊂ X ompato tal que N × {λ} é uma vizinhança isolante em Φλ. N × {λ} éuma vizinhança isolante de um erto onjunto invariante S em Φλ.De�nição 107. Λ(N) = {λ ∈ Λ /N × {λ} é uma vizinhança isolante em Φλ}Proposição 108. Λ(N) é um onjunto aberto em ΛProva. Um onjunto é uma vizinhança isolante se, e somente se, todo ponto de fronteiradeixa o onjunto em alguma direção de tempo. Mostraremos que isto persiste om umapequena perturbação.Seja λ ∈ Λ(N) e onsidere (x, λ) ∈ ∂N × {λ}, então existe t ∈ R tal que
(x, λ) · t = x ·λ t ∈ Φ \N × Λ.



CAPÍTULO 6. CONTINUAÇ�O 73Como Φ e Φ \ N × Λ são onjuntos abertos (em Φ), então existe uma vizinhaça U × Vde (x, λ) tal que
U × V ∈ Φ e (U × V ) · t ⊂ Φ \N × Λ.Daí temos uma obertura para ∂N×{λ}, que é ompato, formada pelos U×V . Considereuma subobertura �nita de ∂N × {λ}, {Ui × Vi} e seja V =

⋃i=n
i=1 Vi 6= ∅, pois ontémpelo menos {λ}, onde V é uma vizinhança de λ.Então µ ∈ V, x ∈ ∂N ⇒ (x, µ) ∈ Ui × Vi, para algum i. Daí ele, (x, µ), deixa N para umerto ti. Conluímos que N ×{µ} é uma vizinhança isolante em Φµ e assim µ ∈ Λ(N) 2De�nição 109. Conjuntos invariantes isolados (S, λ) e (T, µ) por ϕλ, ϕµ (�uxos) sãorelaionados por ontinuação loal por aminhos se existe uma vizinhança isolante N , talque

(S, λ) = I(N × {λ}) e (T, µ) = I(N × {µ})e se λ e µ estão na mesma omponente onexa por aminho de Λ.Exemplo 110. No ontexto do exemplo anterior (103), todos os onjuntos I(N × {λ})om λ > λ0 estão relaionados por ontinuação por aminhos, basta tomar λ0 = 0.5, porexemplo. Assim (λ0,∞) ⊂ Λ(N). Ainda neste exemplo alulemos os índies de hmotopiade Conley para alguns onjuntos: Neste exemplo podemos ontinuar o onjunto invariante
Pλ0 para −1 e para o onjunto invariante que ontém {−1, 0} e a órbita onetando estesdois equilíbrios.Ainda neste exemplo vemos um fato interessante: invariânia por ontinuação nãoé uma relação de equivalênia! Ou seja, podemos ter (S, λ), (T, µ), (W, ν) tais que S éontinuado a T e T ontinuado a W , mas S pode não ser ontinuado à W !! Na notaçãodeste exemplo, onsidere os seguintes onjuntos invariantes:
• W o onjunto invariante em λ = 0 formado pela união dos equilíbrios {−1, 0} oma órbita onetando-os;
• S o equilíbrio -1, em λ = 0;

• T o equilíbrio em λ = λ0.Tome N uma vizinhança isolante de S tal que I(N × λ0) = T , por exemplo N omo oompato em verde da �gura (no eixo λ = 0). Tome N ′ uma vizinhança isolante de W



CAPÍTULO 6. CONTINUAÇ�O 74tal que I(N ′×λ0) = T , por exemplo N ′ sendo a vizinhança em vermelho (no eixo λ = 0).Assim temos que S pode ser ontinuado a T , T pode ser ontinuado a W , mas W nãopode ser ontinuado a S.Vamos alular alguns índies deste exemplo,
• O índie de homotopia de Conley para Pλ0 é dado pela lasse de homotopia abaixo

0
P

** *[ ], = *[ ]que é a lasse de homotopia da esfera pontuada de dimensão 1, i.e. h(Pλ0) = Σ1.

• O onjunto de saída para o equilíbrio 0 é ∅, seu índie é dado pela lasse
*[ ], = *[ ]0

,*´Que é a lasse da esfera pontuada de dimensão 0, isto é h(0) = Σ0.

• Outro índie interessante de se alular é o índie de P1, pois omo este equilíbrioé degenerado, seu índie de Morse não está de�nido,mas o índie de Conley é dadopela lasse abaixo:
*[ ], = *[ ]0

,** =[*]Ou seja h(P1) = 0, isto é um ontra-exemplo para a reíproa da proposição (3).Podemos ontinuar P1 para o onjunto ∅ (basta elevar um ompato vizinhançaisolante de P1). Usando ontinuação, temos que o índie de Conley não se altera,pois ∅/∅ 6= ∅, já que ∅/∅ = {∅}.6.3 Continuação GlobalPodemos ter (S, λ), (T, µ), (W, ν) tais que S é loalmente ontinuado a T e T loalmenteontinuado a W , mas S pode não ser loalmente ontinuado à W !! Vejamos um exemploonde isso aontee. Na notação do exemplo (103), onsidere os seguintes onjunjtosinvariantes:
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• W o onjunto invariante maximal para λ = 0, isto é, a união dos equilíbrios
{−1, 0, 1} om as órbitas;
• S o equilíbrio -1, em λ = 0;

• T o equilíbrio em λ = 0.6.Tome N uma vizinhança isolante de S tal que I(N × 0.6) = T , por exemplo N =

[−1.5,−0.5]. Tome N ′ uma vizinhança isolante de W tal que I(N ′ × 0.6) = T , porexemplo N ′ = [−1.5, 1.5]. Assim temos que S pode ser ontinuado a T , T pode serontinuado a W , mas W não pode ser ontinuado a S. Introduza o espaço de todos osonjuntos invariantes isolados:
S = {(S, λ)/S é onjunto invariante isolado em Φλ}.Para N ompato, já vimos que temos o onjunto aberto Λ(N) ⊂ Λ. De�na

σN :
Λ(N) → S

λ 7→ σN(λ),onde σN (λ) = onjunto invariante isolado em N×{λ} = (I(N×{λ}), λ). Use os onjuntos
σN(U), U aberto e N ompato omo base para topologia em S (isto é, a topologia em
S é formada por uniões arbitrárias dos σN (U) e interseções �nitas deles).Proposição 111. O onjunto {σN(U)} om N ompato e U aberto é base para umatopologia.Prova. Considere dois onjuntos {σN (U)} e {σM (V )}. E (S, λ) ∈ σN (U) ∩ σM(V ).Preisamos enontrar algum σK(W ), om W 6= ∅, tal que (S, λ) ∈ σK(W ) ⊂ σN(U) ∩

σM(V ). Sabemos que
(S, λ) ∈ σN (U) ∩ σM (V ) = {(T, µ)/µ ∈ U ∩ V, T = I(M × {µ}) = I(N × {µ})}.Daí M ∩N × {λ} é também vizinhança isolante de (S, λ).

I(M ∩N × {λ}) = I(M × {λ}) = I(N × {λ}) = (S, λ)se, e somente se,
(S, λ) = σM∩N(λ) = σM (λ) (6.3)
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(S, λ) = σM∩N(λ) = σN (λ) (6.4)"A�rmação": As equações (6.3) e (6.4) valem para todo µ numa vizinhança W de µ.Todo x ∈ N \ N ∩M sai de N , pois I(N) = I(N ∩M). Isto permanee válido numavizinhaça de (x, λ). A ompaidade nos dá que

σN(µ) = σN∩M (µ)para µ numa vizinhança W de λ. Se (6.3) e (6.4) valem para µ ∈ W , então (S, λ) ∈

σM∩N(W ) ⊂ σM(U) ∩ σN (V ) 2Proposição 112.
π :

S 7→ Λ

(S, λ) 7→ λé um homeomor�smo loal.Prova. A restrição
π̃ = π|σN (U) : σN (U)→ U ⊂ Λé um homeomor�smo. Basta mostrar que π̃ e σN são ontínuas.

• σN é ontinua. Considere um aberto W de σN(U) ontendo I(N × {λ1}) esolha
W̃ = {λ/I(N × {λ}) ⊂ W} ⇒ σN (W̃ ) ⊂W e W̃ é aberto. (Pois W̃ = Λ(W ) que éaberto). Veja que W̃ 6= ∅, pois W̃ ⊃ {λ1}.
• π̃ é ontínua, pois π̃ é a restrição de π que é a projeção de S em Λ, que é ontínua.

2Observação 113. Então π : S −→ Λ é omo uma apliação reobrimento, mas a ardi-nalidade das �bras π−1(λ) pode mudar. Funções omo estas são hamadas "sheaf"(pilhaou maço).De�nição 114. (S, λ), (T, µ) ∈ S são ditos relaionados por ontinuação onexa poraminhos se �am na mesma omponente de aminho em S.



CAPÍTULO 6. CONTINUAÇ�O 77Usando "pullbaks", faça a seguinte onstrução: dado um aminho σ : [0, 1] −→ S, vistoomo uma seção do �uxo loal parametrizada por [0, 1]. Seja σ(s) = (S(s), λ(s)) e de�naum �uxo loal num subonjunto de X × [0, 1]

(x, s) · t = (x·λs, s).Assim podemos ver a apliação omo uma apliação de [0, 1] em S, ao invés deapliação de Λ em S. Suponha que existe um aminho ligando S1 a S2 ou seja σ(λ)esrito omo (Sλ, λ), λ ∈ [0, 1]. Daí podemos ontinuar S0 para S1A invariânia do Índie de Conley por ontinuação se dá ao mostraremos que
I(S0) ≃ I(S1) isomor�smo de um sistema onexo simples (SCS). (ver de�nição de SCS naseção �Ultimate Conley index"). Para um onjunto invariante isolado, S um SCS é umpar (P, J) onde, P = {N1/N0 onde (N1, N0) é par-índie para S}, J(N1/N0, N

′
1/N

′
0) =

[f(t,u.v)]. Uma função Ω : (P, J) → (P ′, J ′) é uma oleção de lasses de homotopia
Ω(X, X ′), uma lasse para ada X ∈ P, X ′ ∈ P ′ que são ompatíveis om J e J ′. Veja odiagrama abaixo.

(P, J) X

ω1

��

f
// Y

ω2

��

(P ′, J ′) X ′
g

// Y ′Além disso, temos:
Ω(X, Y ′) = Ω(Y, Y ′) ◦ J(X, Y ) = J ′(X ′, Y ′) ◦ Ω(X, X ′),onde a notação Ω(A, B) aima é dada pelas lasses e signi�a que dados ω2 ∈ Ω(A, B) e

f(t,u,v) ∈ J , então ω2 ◦ f(t,u,v) = ω̃ ∈ Ω(A, B).De�nição 115. Ω é dita isomor�smo se ada w ∈ Ω é uma equivalênia homotópia.Note que Ω é uniamente determinado por qualquer ω : X → X ′.Observação 116. duas funções ω1 : X → X ′ e ω2 : Y → Y ′ determinam o mesmo Ω se,e somente se, Y ′ ← X : ω2 ◦ f = g ◦ ω1 : X → Y ′ para alguma f ∈ J e g ∈ J ′Teorema 117. (Teorema da Continuação) Se (S, λ), (T, µ) estão relaionados por on-tinuação por aminhos. Então ada aminho: σ : [0, 1]→ S, σ(0) = (S, σ) e σ(1) = (T, µ)determina um isomor�smo Ω : I(S, λ) → I(T, µ). Além disso, σ1 ≃ σ2 são homotópios
Iσ1 = Iσ2 .



CAPÍTULO 6. CONTINUAÇ�O 78Corolário 118. Se (S, λ), (T, µ) relaionados por ontinuação por aminhos, então h(S, λ) =

h(T, µ).(O índie de homotopia de Conley é invariante por ontinuação).Prova. Basta observar que se tivermos o isomor�smo Ω (do teorema), temos uma equiv-alênia homotópia entre os quoientes dos pares-índies. 2Seja σ um talaminho, que, utilizando a onstrução de pullbaks podemos substituir Λ pelo intervalo
[0, 1]. Para qualquer intervalo K ⊂ [0, 1], seja SK = ∪λ∈K(Sλ, λ), Sλ = σ(λ) = σN (λ)(onjunto invariante ontido em um erto N × {λ}). SK é um onjunto invariante.Proposição 119. Para qualquer K subonjunto do intervalo [0, 1], SK é um onjuntoinvariante isolado na restrição do �uxo a ΦKProva. Seja N tal que, Nλ = N × {λ} é vizinhança isolante para Sλ para todo λ ∈ K.Portanto N ×K é uma vizinhança isolante para SK , onde N e K são ompatos. 2Agora vamos relaionar I(Sλ) om I(SK). Seja (P1, P0) um par-índie para SK .Para ada λ ∈ K, temos (P λ

1 , P λ
0 ) = (P1, P0) ∩ Φλ par-índie para S. Assim, a inlusão

i : (P λ
1 , P λ

0 )→ (P1, P0) induz uma apliação
Fλ : I(Sλ)→ I(SK),pois γ : P λ

1 /P λ
0 → P1/P0, onde P λ

1 /P λ
0 ∈ I(Sλ) e P1/P0 ∈ I(SK). Analogamente paraada subintervalo M ⊂ K, temos uma inlusão similar:

FM : I(SM) −→ I(SK).Proposição 120. As funções FM e Fλ não dependem da esolha do par-índies para
SK. Assim existe uma obertura de [0, 1] por intervalos K, nos quais estas funções sãoisomor�smos.Prova do Teorema da Continuação:Pela proposição 116 podemos esolher uma subobertura �nita de [0, 1]. Se λ1, λ2 ∈ Kexiste um isomor�smo

F−1
λ2
◦ Fλ1 : I(Sλ1) −→ I(Sλ2)(obitido pelas inlusões em SK), onde Fλ1 : I(Sλ1) −→ I(SK), Fλ2 : I(Sλ2) −→ I(SK)e Fλ1 ≃ Fλ2 . Podemos substituir K por [λ1, λ2] = L, mudamos também o isomor�smo,



CAPÍTULO 6. CONTINUAÇ�O 79pois FL também é isomor�smo. Sejam F ′
λi

isomor�smos induzidos pelas inlusões em
I(SL) Considere uma partição de [0, 1] dada por 0 < λ1 < λ2 < . . . < λn < 1, onde
[λi, λi+1] são ompatos, usando os isomor�smos aima (generalizados para os λ′

is alémde i = 1, 2) temos:
I(S0) ≃ I(Sλ1) ≃ . . . ≃ I(Sλn

) ≃ I(Sn).Note que a omposição aima não depende da partição. 2Exemplo 121. (Perturbação do equilíbrio hiperbólio.) Se pertubarmos o ampo veto-rial, esta �gura ontinua representando um par-índie para S. Ou seja, podemos usar omesmo (N1, N0) para toda pertubação pequena.
(N  ,N  )1 0

S

(N1, N0) × {λ} −→ (N1, N0) × K é uma equivalênia homotópia, desde que oprimeiro onjunto seja uma retrato forte de deformação do segundo. Já quando pertur-bamos o �uxo loal (não mais o ampo vetorial), nem sempre é possível usar o mesmopar-índie para todo µ próximo de λ. Prouramos um par (P1, P0) que seja ��aproxi-madamente um produto".Lema 122. Dado λ ∈ [0, 1] existe um intervalo K om λ ∈ K ⊂ [0, 1] e pares-índies
(N1, N0)× {λ}, (N

′
1, N

′
0)× {λ} para Sλ e (P1, P0), (P

′
1, P

′
0) para SK om (N1, N0)×K ⊂

(P1, P0) ⊂ (N ′
1, N

′
0)×K ⊂ (P ′

1, P
′
0).Lema 123. Se Ω : (P, J) −→ (P ′, J ′) é uma função de SCS, formado por funções

f : X −→ X ′, X ∈ P, X ′ ∈ P ′ tal que existe g : X ′ −→ Y, h : Y −→ Y ′ om Y ∈ P, Y ′ ∈

P ′, tal que g ◦ f ∈ J e h ◦ g ∈ J ′ (⇒ são equivalênias homotópias). Então Ω é umisomor�smo.Prova. Temos que veri�ar que ada f é equivalênia homotópia. Sabemos que g ◦ fé equivalênia homotópia om inversa homotópia (g ◦ f)−̃1. Analogamente (h ◦ g)−̃1 é



CAPÍTULO 6. CONTINUAÇ�O 80uma inversa homotópia para h ◦ g.A�rmação: k = (g ◦ f)−̃1 ◦ g é uma inversa homotópia para f . De fato,
k ◦ f = (g ◦ f)−̃1 ◦ (g ◦ f) ≃ idX

f ◦ k = f ◦ (g ◦ f)−̃1 ◦ g ≃ (h ◦ g)−̃1 ◦ h ◦ g ◦ f ◦ (g ◦ f)−̃1 ◦ g ≃ (h ◦ g)−̃1 ◦ h ◦ g ≃ idX′

2Da mesma forma que para o índie de Euler, a ontinuação é uma maneira desimpli�ar o alulo do índie de Conley. Continue seu problema até hegar num problemamais simples. Se seus onjuntos invariantes satisfazem o Teorema da Continuação, oíndie será o mesmo.
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Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
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